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Resumo 

 
Na presente dissertação investigamos a dissociação de moléculas diatômicas 
heteronucleares sujeitas a pulsos de laser. O estudo foi realizado utilizando o modelo 
do oscilador de Morse forçado unidimensional. O modelo foi investigado tanto por meio 
de uma abordagem da mecânica clássica quanto da mecânica quântica. Sob o ponto de 
vista da mecânica clássica, o modelo apresenta dinâmica caótica associada à 
anarmonicidade do potencial internuclear e ao acoplamento do dipolo permanente da 
molécula com o campo elétrico oscilante do laser. A solução das equações de 
movimento da mecânica quântica foram obtidas combinando a solução em uma grade 
de pontos com a expansão na base das auto-estados do oscilador. Consideramos os 
parâmetros referentes às moléculas de Óxido Nítrico (NO) e Brometo de Iodo (IBr) e 
estudamos o efeito de diferentes momentos de dipolo na dissociação clássica. Além 
disso, investigamos o impacto da variação da temperatura na dissociação molecular, 
fazendo um estudo comparativo entre os resultados clássicos e quânticos. Encontramos 
algumas situações em que os resultados clássicos e quânticos mostram concordância 
no comportamento do limiar da dissociação. 

 

Palavras-chave: fotodissociação, correspondência clássico-quântica, momento de 
dipolo. 

  



 
 

Abstract 

 
In this work we investigate the dissociation of heteronuclear diatomic molecules 
subjected to laser pulses. The study was performed using the one-dimensional driven 
Morse oscillator model. The investigation was carried out by both classical and quantum 
mechanics. In the classical point of view, the model presents chaotic dynamics 
associated with the internuclear potential anharmonicity and with the permanent dipole 
coupling with the laser electrical field. The solutions for the quantum equations of motion 
were obtained combining the solution on a spatial grid along with an expansion in the 
oscillator eigenstate basis. We consider the parameters relative to Nitric Oxide (NO) and 
Iodine Bromide (IBr) molecules and we study the effect of distinct dipole moment in the 
classical dissociation. Furthermore, we investigate the dependence of the dissociation 
probability on the temperature, making a comparative study between classical and 
quantum results. We found some situation where the classical and quantum results 
exhibit certain agreement in the behavior of the dissociation threshold. 

 

Keywords: photodissociation, classical-quantum correspondence, dipole moment. 
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CAPÍTULO 1 
 

INTRODUÇÃO 
 

A investigação da dinâmica de átomos e moléculas sob a ação de campos 
externos dependentes do tempo tem atraído interesse renovado devido a importantes 
desenvolvimentos experimentais e teóricos. Pulsos de laser intensos e ultracurtos são 
agora ferramentas frequentes nos laboratórios que tornam possível o controle da 
dissociação de moléculas e, de modo mais amplo, o controle de reações químicas [1, 
2]. Além disso, a teoria de controle de sistemas microscópicos fornece os meios para se 
determinar o melhor controle para os diversos processos dinâmicos [3 - 5]. Outra 
motivação para o estudo de sistemas moleculares dependentes do tempo vem do 
comportamento intrigante das soluções da mecânica clássica, que são caóticas mesmo 
para simples modelos não-lineares. 

O oscilador de Morse forçado tem sido extensivamente utilizado para estudar a 
dissociação de moléculas diatômicas heteronucleares sob ação de laser infravermelho 
[6, 7, 14]. O oscilador de Morse é bastante utilizado para modelar problemas de 
fotodissociação e fotoassociação molecular, pois consegue simular muito bem os dois 
processos. No modelo do oscilador de Morse e na ausência de campos externos, a 
dinâmica do movimento relativo dos átomos de uma molécula diatômica é descrita pela 
dinâmica de uma partícula no potencial de Morse. Quando a energia da partícula é 
menor que zero, a situação representa a molécula no estado ligado com movimento 
vibracional oscilatório em torno de uma posição de equilíbrio. Quando a energia da 
partícula é maior ou igual a zero, a molécula executa um movimento que não é limitado, 
podendo escapar para longe da região de atuação do potencial. Essa situação 
representa os átomos se distanciando indefinidamente, configurando a dissociação da 
molécula. O oscilador de Morse forçado representa uma molécula diatômica sob a ação 
de campos externos dependentes do tempo. Nesse caso, a interação com o campo 
externo permite a transição entre o movimento vibracional limitado para o movimento 
não limitado, representado assim a dissociação da molécula. 

Foram feitos diversos estudos da dinâmica molecular utilizando o oscilador de 
Morse como modelo. Entre eles podemos dar destaque ao estudo do efeito da função 
de dipolo na fotodissociação molecular [14], a correspondencia quântico-clássica na 
fotodissociação molecular [12, 16],  estudo quântico da fotodissociação molecular [10], 
problemas de controle de fotoassociação molecular [24, 26]. 
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É reconhecido na literatura que a dissociação clássica no Oscilador de Morse 
forçado ocorre através de rotas caóticas [8 - 10]. Para campos fracos, o espaço de 
fases é dominado por tori KAM (Kolmogorov-Arnold Moser) e as regiões caóticas 
relacionadas às órbitas periódicas instáveis das ressonãncias não-lineares cobrem uma 
área relativamente pequena do espaço de fases (caos local) [11]. Quando a intensidade 
do campo aumenta, as ilhas de ressonância se alargam e eventualmente se 
sobrepõem, enquanto a maioria dos tori desaparece. O espaço de fases é então 
dominado por órbitas caóticas (caos global), o que leva à dissociação da molécula. Tal 
comportamento caótico tem motivado diversos estudos sobre a correspondência 
quântico-clássica, pois o modelo de Morse permite a comparação direta entre as duas 
teorias [12, 13]. 

O espectro do oscilador de Morse quântico possui uma região discreta e uma 
contínua. Na região discreta, a molécula está ligada e pode assumir apenas alguns 
valores de energia, que são definidos pela profundidade e alcance do poço de 
potencial. Na região contínua, a molécula está livre e pode assumir qualquer valor de 
energia. A transição de uma região para outra é dada pela absorção ou emissão de 
energia pela atuação de um campo externo, como de um laser. 

A interação entre a molécula e o laser se dá pelo acoplamento do momento de 
dipolo permanente e o campo elétrico do laser, portanto, a função do momento de 
dipolo tem enorme influência na dinâmica de dissociação molecular. 

As moléculas estudadas apresentam momento de dipolo permanente devido à 
distribuição heterogênea de cargas (elétrons e prótons), o que cria uma ou mais regiões 
com predominância de cargas positivas, regiões com predominância de cargas 
negativas e outras regiões com equilíbrio entre cargas postivias e negativas. As funções 
de momento de dipolo utilizadas no modelo são obtidas através de cálculos 
semiempíricos e ajuste de curvas (fiitting) de dados experimentais [17, 18]. Os 
momentos de dipolo das duas moléculas consideradas no presente trabalho mudam de 
sinal com a distância internuclear, o que ainda é pouco explorado na literatura. 

Investigações recentes têm demonstrado os efeitos da dependência espacial do 
momento de dipolo na dinâmica de dissociação do oscilador de Morse forçado. Em 
particular, verificou-se que um comportamento oscilatório da função de dipolo pode 
causar a supressão da dissociação [14]. Além disso, foi demonstrado que a dissociação 
pode ser inibida para certas frequências do campo externo dependendo do alcance 
espacial da função de dipolo [15]. 

Neste trabalho, investigamos a fotodissociação molecular sob o ponto de vista 
clássico e quântico. Estudamos o efeito da temperatura na fotodissociação molecular e 
comparar os resultados clássicos e quânticos, trabalho este que não existe na literatura. 
Estudamos também o efeito do momento de dipolo na fotodissociação molecular 
clássica. 
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No capítulo 2 apresentamos os modelos e métodos utilizados no trabalho. Nos 
capítulos 3 e 4 discutimos as abordagens clássica e quântica, respectivamente. No 
capítulo 5 abordamos a inclusão da temperatura. Apresentamos no capítulo 6 os 
resultados obtidos nas simulações numéricas. As conclusões do trabalho são discutidas 
no capítulo 7.  
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CAPÍTULO 2 
 

MODELOS E MÉTODOS 
 

2.1 Modelo de Morse para a dissociação 

 

Neste trabalho, consideramos um gás de moléculas diatômicas e rarefeito, de 
modo que podemos desprezar as interações intermoleculares, sob temperatura 
constante. Estamos interessados em estudar a dinâmica de dissociação quando as 
moléculas interagem com um pulso de laser. 

Assumimos que inicialmente as moléculas estejam no estado eletrônico 
fundamental e consideramos apenas o grau de liberdade vibracional (excitações 
eletrônicas e rotação são desprezadas). 

Nosso problema consiste em dois átomos interagindo sob ação de um potencial. 
Para tratarmos nosso problema, devemos fazer algumas considerações: os elétrons se 
movem com velocidade muito maior que os núcleos atômicos, se adaptando assim, 
rapidamente, a qualquer mudança na posição dos núcleos. Essa consideração é 
conhecida na literatura como aproximação de Born-Oppenheimmer. Isso nos permite 
desacoplar os movimentos eletrônicos dos movimentos nucleares, assim o problema 
passa a ser descrito pela dinâmica de dois núcleos atômicos sob ação de um potencial 
internuclear efetivo. Esse problema de dois corpos ainda pode ser reduzido ao estudo 
do movimento de uma partícula descrevendo o movimento relativo como explicado a 
seguir. 

 

2.2 Redução do problema de dois corpos a um problema de um corpo 

 

Descrevemos aqui o modelo sob o ponto de vista clássico. O Hamiltoniano 
quântico equivalente pode ser obtido considerando os operadores quânticos 
apropriados. 

Na figura 2.1 vemos um esquema de dois núcleos distintos, considerados como 
massas pontuais, em um sistema de coordenadas cartesianas 
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Fig 2.1: Representação do problema de dois corpos em coordenadas cartesianas 

 

 

Onde: m1 e m2 são as massas dos núcleos, q1 e q2 são as cargas dos núcleos, 𝑟1⃗⃗⃗   
e  𝑟2⃗⃗  ⃗ são os vetores que indicam as posições dos núcleos, r é a distância relativa entre 
os núcleos, 𝐹21⃗⃗⃗⃗⃗⃗  é a força que o núcleo 2 exerce sobre o núcleo 1 e 𝐹12⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ é a força que o 
núcleo 1 exerce sobre o núcleo 2. 

A Hamiltoniana do sistema é dada por 

 

𝐻 = 
𝑝1
2

2𝑚1
+

𝑝2
2

2𝑚2
+ 𝑉(|𝑟1⃗⃗⃗  − 𝑟2⃗⃗  ⃗|), (2.1) 

 

onde |𝑟1⃗⃗⃗  − 𝑟2⃗⃗  ⃗| = 𝑟. 

Definimos a posição do centro de massa e o velocidade do centro de massa, 
respectivamente, como 

 

𝑟𝐶𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =
𝑚1𝑟1⃗⃗⃗  + 𝑚2𝑟2⃗⃗  ⃗

𝑀
 (2.2) 

 

e 

 

𝑣𝐶𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
𝑚1𝑣1⃗⃗ ⃗⃗ +𝑚2𝑣2⃗⃗ ⃗⃗ 

𝑀
, (2.3) 
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onde 𝑀 = 𝑚1 +𝑚2. 

E o momento do centro massa 

 

𝑝𝐶𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑀𝑣𝐶𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑚1𝑣1⃗⃗⃗⃗ + 𝑚2𝑣2⃗⃗⃗⃗ = 𝑝1⃗⃗  ⃗ + 𝑝2⃗⃗⃗⃗ . 
. (2.4) 

 

Introduzimos ainda a massa reduzida 𝑚𝑟, tal que 

 

𝑝 = 𝑚𝑟𝑣 , (2.5) 
 

onde 𝑝  é o momento relativo e 𝑣 = 𝑣1⃗⃗⃗⃗ − 𝑣2⃗⃗⃗⃗  é a velocidade relativa. 

A massa reduzida é definida pela seguinte equação 

 
1

𝑚𝑟
=

1

𝑚1
+

1

𝑚2
 . (2.6) 

 

Ou ainda 

𝑚𝑟 =
𝑚1𝑚2

𝑀
. (2.7) 

 

A partir dessas definições, chegamos à Hamiltoniana em relação ao centro de 
massa e à posição relativa 

 

𝐻 =
𝑝 2

2𝑚𝑟
+
𝑝𝐶𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

2

2𝑀
+ 𝑉(𝑟 ). (2.8) 

 

Como  consideramos que a translação da molécula não influência nas contas, 
iremos desprezar o termo do momento do centro de massa. Assim, a Hamiltoniana, 
sem interação do laser com a molécula, é a seguinte 

 

𝐻0 =
𝑝 2

2𝑚𝑟
+ 𝑉(𝑟 ). (2.9) 
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2.3 Potencial de Morse 

 

Em 1929, o físico estadunidense Philip McCord Morse propôs um potencial 
internuclear que representasse o espectro vibracional de moléculas diatômicas. Esse 
potencial, mais tarde, ficou conhecido como potencial de Morse. Dado pela equação 

 

𝑉(𝑟) = 𝐷𝑒[𝑒
−2𝛼(𝑟−𝑟𝑒) − 2𝑒−𝛼(𝑟−𝑟𝑒)], (2.10) 

 

onde 𝐷𝑒 é a profundidade do poço de potencial, o inverso de 𝛼 está relacionado com o 
alcance do potencial, 𝑟 é a distância entre os dois núcleos e 𝑟𝑒 é a posição de equilíbrio 
entre os dois núcleos. 

O Potencial de Morse é uma boa aproximação para o potencial intermolecular 
pois consegue reproduzir os níveis vibracionais moleculares com precisão considerável. 
Além disso, como veremos adiante, o potencial de Morse potencial fornece um modelo 
para estudar o processo da quebra da ligação química, ou seja, da dissociação da 
molécula. No modelo do potencial de Morse, considera-se que a molécula está ligada, 
ou seja, está na região dos estados ligados, quando tem energia menor que zero e que 
a molécula está dissociada, ou seja, está na região dos estados contínuos, quando tem 
energia maior que zero. 

A figura 2.2 ilustra o gráfico do Potencial de Morse para alguns parâmetros 
arbitrários. 

 
Fig. 2.2: Potencial de Morse com 𝐷𝑒 = 0,5, 𝛼 = 1,0 e 𝑟𝑒 = 0. 
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O potencial de Morse possui também soluções analíticas que podem ser 
facilmente encontradas a partir de integrações [22]. Seguem as soluções analíticas do 
potencial de Morse para as energias 𝐸 = 0, 𝐸 > 0 e 𝐸 < 0.  

Para energia 𝐸 = 0: 

𝑟(𝑡) = 𝑟𝑒 +
1

𝛼
𝑙𝑛 (

1+𝜔0
2(𝑡−𝑡𝑖′)

2

2
)    (2.11) 

 

onde 𝜔02 =
2𝐷𝑒𝛼

𝑚𝑟
, 𝑡𝑖′ = 𝑡𝑖 −

2𝑚𝑟

4𝐷𝑒𝛼
(
4𝐷𝑒

𝑚𝑟
𝑦𝑖 −

2𝐷𝑒

𝑚𝑟
)

1

2, 𝑦𝑖 é a exponencial do potencial de Morse 

correspondente à posição inicial e 𝑡𝑖 é o tempo inicial correspondente à posição inicial. 

 
Figura 2.3: Solução analítica para o potencial de Morse com 𝐸 = 0, 𝑟𝑒 = 0, 𝐷𝑒 = 𝛼 = 𝑚𝑟 = 1, 𝑡𝑖 = 0 e 

𝑦𝑖 = 1. 

 

Para 𝐸 > 0: 

𝑟(𝑡) = 𝑟𝑒 +
1

𝛼
𝑙𝑛 {

𝐷𝑒

𝐸
(√

𝐸+𝐷𝑒

𝐷𝑒
𝑐𝑜𝑠ℎ [(

𝐸

𝐷𝑒
)

1

2
𝜔0(𝑡 − 𝑡𝑖′)] − 1)} (2.12) 

 



14 
 

 
Figura 2.4: Solução analítica para o potencial de Morse com 𝐸 = 0,2, 𝑟𝑒 = 0, 𝐷𝑒 = 𝛼 = 𝑚𝑟 = 1, 𝑡𝑖 = 0 e 

𝑦𝑖 = 1. 

 

Para 𝐸 < 0: 

𝑟(𝑡) = 𝑟𝑒 +
1

𝛼
𝑙𝑛 {−

𝐷𝑒

𝐸
(1 − √

𝐸+𝐷𝑒

𝐷𝑒
𝑐𝑜𝑠 [(

−𝐸

𝐷𝑒
)

1

2
𝜔0(𝑡 − 𝑡𝑖′)])} (2.13) 

 

 
Figura 2.5: Solução analítica para o potencial de Morse com 𝐸 = −0,8, 𝑟𝑒 = 0, 𝐷𝑒 = 𝛼 = 𝑚𝑟 = 1, 𝑡𝑖 = 0 e 

𝑦𝑖 = 1. 
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2.4 Interação molécula-laser 

 

Em uma molécula diatômica heteronuclear, há um momento de dipolo elétrico 
devido à distribuição não uniforme de cargas, o chamado momento de dipolo 
permanente. O momento de dipolo permanente e desprezível em moléculas 
homonucleares devido à distribuição uniforme de cargas. 

O dipolo permanente interage com o campo elétrico do laser, gerando assim um 
novo termo na Hamiltoniana do sistema. Esse termo é dado pela equação 

 

𝐻1(𝑟, 𝑡) = −𝜇(𝑟)휀(𝑡), (2.14) 
 

onde 𝜇(𝑟) representa o momento de dipolo permanente da molécula e 휀(𝑡) representa o 
campo elétrico do laser.  

O campo elétrico do laser é uma função oscilante no tempo que descrevemos 
por 

휀(𝑡) = 𝐹sin (𝜔𝑡), (2.15) 
 

onde F é a amplitude do laser e ω é a frequência do laser. 

A Hamiltoniana total do sistema é dada pela soma da Hamiltoniana livre de 
interações com o termo dado pela interação, ou seja: 

 

𝐻 = 𝐻0 + 𝐻1. (2.16) 
 

𝐻(𝑟, 𝑝, 𝑡) =
𝑝2

2𝑚𝑟
+ 𝐷𝑒[𝑒

−2𝛼(𝑟−𝑟𝑒) − 2𝑒−𝛼(𝑟−𝑟𝑒)] − 𝜇(𝑟)𝐹sin (𝜔𝑡). (2.17) 
 

O momento de dipolo da molécula de IBr é dado por [18] 

 

𝜇𝐼𝐵𝑟(𝑟) = 𝑎17(𝑟 − 𝑎18)𝑒
−𝑎19(𝑟−𝑎18)

2. (2.18) 
 

E para a molécula de NO [17] 
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𝜇𝑁𝑂(𝑟) =

{
 
 
 

 
 
 ∑𝑎𝑖𝑟

𝑖

5

𝑖=3

 ,                                     0 ≤ 𝑟 < 𝑅1

∑𝑏𝑖𝑟
𝑖

5

𝑖=0

 ,                                   𝑅1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅2

𝐵0𝑟
𝛿[−𝑟(𝛽𝑁 + 𝛽𝑂)] +

𝐶4
𝑟4
 ,             𝑟 > 𝑅2

 (2.19) 

 

Os parâmetros das equações 2.18 e 2.19 são determinados através de ajuste de 
curvas (fitting) de dados experimentais 

As figuras 2.6 e 2.7 mostram os gráficos dos momentos de dipolo e potencial de 
morse para as moléculas de IBr e NO 

  
Figura 2.6: Potencial de Morse e Momento de 
Dipolo da molécula de IBr com sua respectiva 

posição de equilíbrio. 

Figura 2.7: Potencial de Morse e Momento de 
Dipolo da molécula de NO com sua respectiva 

posição de equilíbrio. 
 

As linhas pontilhadas nas figuras 2.6 e 2.7 marcam as posições de equilíbrio de 
cada molécula. Podemos ver que os momentos de dipolos tem valores bastante 
distintos nas respectivas posições de equilíbrio. O momento de dipolo permanente da 
molécula de IBr na posição de equilíbrio vale aproximadamente 0,787 𝐷, enquanto o 
momento de dipolo permanente da molécula de NO na posição de equilíbrio vale 
aproximadamente −0,167 𝐷. Além disso, podemos ver que o momento de dipolo 
permanente da molécula de IBr tem um maior alcance e maior amplitude em relação ao 
momento de dipolo permamente da molécula de NO. 
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2.5 A escolha das moléculas 

 

Escolhemos as moléculas de NO e IBr pois, apesar de terem momento de dipolo 
parecidos, a interação é completamente diferente. Quando a distância relativa torna-se 
bem menor que a posição de equilíbrio, o potencial de Morse cresce exponecialmente, 
o que limita o movimento. Podemos encontrar o ponto de retorno, ou seja, menor 
distância relativa possível que a molécula pode atingir antes de dissociar, fazendo 
𝑉(𝑥) = 0. Ao fazermos isso, obtemos para o IBr 𝑥𝑟𝑒𝑡 𝐼𝐵𝑟 = 3,969 𝑏𝑜ℎ𝑟 e para o NO 
𝑥𝑟𝑒𝑡 𝑁𝑂 = 1,647 𝑏𝑜ℎ𝑟.  

Na figura 2.8, vemos os momentos de dipolos das duas moléculas com seus 
respectivos pontos de retorno: 

 
Figura 2.8: Momento de dipolo das moléculas de IBr e NO com seus respectivos pontos de retorno 

 

É possível verificar que a molécula de IBr tem um momento de dipolo apenas 
positivo, já que não assume distância relativa menor que 3,969 𝑏𝑜ℎ𝑟. Enquanto isso, 
vemos que a molécula de NO tem momento de dipolo que troca de sinal  conforme a 
posição relativa da molécula. Assim, nossa comparação leva em conta uma molécula 
com momento de dipolo efetivo positivo e outra molécula com momento de dipolo 
efetivo que pode ser positivo ou negativo. 
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Os parâmetros da molécula estão na Tabela 2.1 [19, 20]: 

 IBr NO 

Massa Reduzida (𝒎𝒆) 88715 13615 
𝑫𝒆 (hartree) 0.067 0.296 
𝜶 (𝒃𝒐𝒉𝒓−𝟏) 0.996 1.317 
𝑹𝒆 (bohr) 4.666 2.175 

 

Tabela 2.1:  Parâmetros de Morse para as moléculas de IBr e NO 

 

Essas moléculas também são bastante distintas quanto aos níveis vibracionais: a 
molécula de IBr tem 108 níveis vibracionais e a diferença de energia entre o estado 
fundamental e o primeiro estado excitado é 1,21. 10−3𝐸ℎ enquanto a molécula de NO 
tem 67 níveis vibracionais e a diferença de energia entre o estado fundamental e o 
primeiro estado excitado é 8,55. 10−3𝐸ℎ, ou seja, precisamos de uma energia cerca de 7 
vezes maior para excitarmos a molécula de NO do estado vibracional fundamental para 
o primeiro estado excitado. Como podemos ver pelo parâmetro 𝐷𝑒, precisamos também 
de maior energia para dissociarmos a molécula de NO. Na figura 2.9, vemos os gráficos 
do potencial de Morse para as moléculas de IBr e NO, com seus respectivos ponto de 
retorno: 

 

 
Figura 2.9: Potencial de Morse das moléculas de IBr e NO com seus respectivos pontos de retorno  
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CAPÍTULO 3 
 

ABORDAGEM CLÁSSICA 
 

Classicamente, a dinâmica de dissociação molecular pode ser estudada 
considerando o problema de uma partícula no oscilador de Morse forçado. Na ausência 
de forças ou campos externos, o movimento relativo da molécula livre é descrito pela 
hamiltoniana não perturbada 𝐻0 

A energia da partícula é dada pela soma da energia cinética com a energia 
potencial, ou seja: 

 

𝐸 =
𝑝2

2𝑚𝑟
+ 𝑉(𝑟). (3.1) 

 

Se a partícula absorver energia suficiente e conseguir escapar do poço de 
potencial, ou seja, ter energia final maior que zero, podemos dizer que a ligação 
molecular foi quebrada.  

Para compararmos com os resultados quânticos, definimos uma probabilidade de 
dissociação clássica que é calculada pela razão entre o número de partículas 
dissociadas e o número total de partículas do ensemble. Assim, a probabilidade de 
dissociação clássica é dada por 

 

𝑃𝐷 =
𝑇𝑟𝑎𝑗𝑒𝑡ó𝑟𝑖𝑎𝑠 𝑑𝑖𝑠𝑠𝑜𝑐𝑖𝑎𝑑𝑎𝑠

𝑇𝑟𝑎𝑗𝑒𝑡ó𝑟𝑖𝑎𝑠 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑖𝑠
. (3.2) 

 

3.1. Variáveis adimensionais 

 

Para resolvermos essas equações no programa, é conveniente torná-las 
adimensionais. Para isso, fazemos as seguintes mudanças de variáveis: 

 

𝑥 = 𝛼(𝑟 − 𝑟𝑒); (3.3) 
 

𝑝𝑥 =
𝑝𝑟

√2𝑚𝐷𝑒
; (3.4) 
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𝐹 = 0𝑒

2𝛼𝐷𝑒
; (3.5) 

 

𝜏 = Ω0𝑡; (3.6) 
 

𝜔 =
Ω

Ω0
; (3.7) 

 

Ω0 = 𝛼√
2𝐷𝑒

𝑚
. 

(3.8) 

 

A Hamiltoniana do sistema é dado por 

𝐻(𝑟, 𝑝𝑟 , 𝑡) =
𝑝𝑟
2

2𝜇
+ 𝐷𝑒(𝑒

−2𝛼(𝑟−𝑟𝑒) − 2𝑒−𝛼(𝑟−𝑟𝑒)) − 𝜇(𝑟)𝐹sin (𝜔𝑡). (3.9) 
 

As equações de Hamilton são dadas por 

 

�̇� =
𝜕𝐻

𝜕𝑝𝑟
=
𝑝𝑟
𝑚

 (3.10) 

 

E 

𝑝�̇� = −
𝜕𝐻

𝜕𝑟
= 2𝛼𝐷𝑒[𝑒

−2𝛼(𝑟−𝑟𝑒) − 𝑒−𝛼(𝑟−𝑟𝑒)] + 휀(𝑡)
𝑑𝜇

𝑑𝑟
. (3.11) 

 

 

A partir dessas mudanças, a nova Hamiltoniana será 

 

�̃�(𝑥, 𝑝𝑥, 𝜏) =
𝑝𝑥
2

2
+
1

2
(𝑒−2𝑥 − 2𝑒−𝑥) − 𝜇(𝑥)𝐹sin (𝜔𝜏). (3.12) 

 

E as novas equações de Hamilton serão 

 

�̇� = 𝑝𝑥 (3.13) 
e 

𝑝�̇� = 𝑒
−2𝑥 − 𝑒−𝑥 + 𝐹𝑠𝑒𝑛(𝜔𝜏)

𝑑𝜇

𝑑𝑥
. (3.14) 
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Estas são as equações de movimento que utilizaremos para calcular a 
probabilidade de dissociação clássica. 

 

 

3.2. Transformação Canônica para variáveis ação ângulo 

 

Desejamos distribuir as condições inicias de maneira homogênea para uma dada 
energia inicial, para isso fazemos a transformação canônica, que consiste em 
mudarmos as variáveis x e px para variáveis Ângulo e Ação (𝜃,I). Essas variáveis são 
convenientes para tratarmos de problemas de movimentos periódicos, pois 
simplificamos a Hamiltoniana, que passa a depender apenas da ação 𝐼. Além disso, a 
frequência não perturbada do oscilador de Morse pode ser facilmente obtida por 
𝜔0 =

𝑑𝐻(𝐼)

𝑑𝐼
. A variável ação correspondente a uma energia E tem valor numérico igual a 

área de um toro correspondente a mesma energia no plano de fases (𝑥, 𝑝𝑥) [27]. Por 
ser uma transformação canônica, as equações de Hamilton se conservam, ou seja, 

 

�̇� =
𝜕𝐻(𝜃, 𝐼)

𝜕𝐼
 

e 
(3.14) 

 

𝐼̇ = −
𝜕𝐻(𝜃,𝐼)

𝜕𝜃
. (3.15) 

 

Nas figuras 3.1 e 3.2, vemos as condições iniciais distribuídas em (x,px) e (I, θ): 

 

  
Fig 3.1: Condições iniciais distribuídas sobre 

(x,px) com 𝐸 = −0,0613 ℎ𝑎𝑟𝑡𝑟𝑒𝑒. 
Fig 3.2: Condições iniciais distribuídas sobre 

(I,θ) com 𝐼 = 0,65. 
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As relações entre as variáveis  x,px  e  I, 𝜃 são dadas por [14] 

 

𝑥 = 𝑙𝑛 (
1 − √1 − 𝜔2𝑐𝑜𝑠𝜃

𝜔2
) 

 
e 

(3.16) 

 

 

𝑝𝑥 =
𝜔. √1 − 𝜔2𝑠𝑒𝑛𝜃

1 − √1 − 𝜔2𝑐𝑜𝑠𝜃
 (3.17) 

 

onde: 𝜔 = 1 − 𝐼 

Ao escrevermos a Hamiltoniana livre para essas coordenadas, temos 

𝐻0(𝐼, θ) = −
1

2
(1 − 𝐼)2 (3.18) 

 

Como 𝐻0 = 𝐸0, temos a relação de I com a energia inicial E0 

 

𝐼 = 1 − √−2𝐸0 (3.19) 
 

onde: 𝐸0 ≤ 0 

Assim, vemos que I é constante para uma dada energia inicial, enquanto a 
enésima condição inicial em 𝜃 é dada por  

 

𝜃𝑛 =
2𝜋

𝑁𝑡𝑟𝑎𝑗
𝑛 − 𝜋 (3.20) 

 

onde Ntraj é o número total de trajetórias. 

No instante inicial, a molécula está em um estado ligado, portanto a ação pode 
variar entre 𝐼 = 0 e 𝐼 = 1. Em 𝐼 = 0 a molécula está no fundo do poço de potencial 
enquanto que em 𝐼 = 1 a molécula está no limiar entre a região dos estados ligados e a 
região dos estados contínuos (𝐸 = 0). O ângulo varia entre 𝜃 = −𝜋 e 𝜃 = 𝜋, sendo que 
𝜃 = 0 representa a posição de equilíbrio. 
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CAPÍTULO 4 
 

ABORDAGEM QUÂNTICA 
 

Quanticamente, esse problema é equivalente ao problema de uma particula em 
um poço de potencial unidimensional. A partícula é representada por uma função de 
onda dependente do tempo, |𝜓(𝑡)⟩, que satisfaz a equação de Schroedinger: 

 

𝑖ℏ
𝑑

𝑑𝑡
|𝜓(𝑡) > =  𝐻|𝜓(𝑡) > (4.1) 

 

onde 𝐻 é o operador Hamiltoniano. 

As autofunções do oscilador de morse são dadas pela seguinte equação de 
autovalores: 

 

𝐻0|𝜙𝑛⟩ = 𝐸𝑛|𝜙𝑛⟩ (4.2) 
  
onde 𝐻0 é o operador Hamiltoniano Livre, 𝐸𝑛 são as autoenergias e |𝜙𝑛⟩ são as funções 
da base das energias. 

A função de onda é escrita na base das energias, ou seja: 

 

|𝜓(𝑡) > =  ∑ 𝐶𝜐(𝑡)|𝜙𝜐 >

𝜐𝑚á𝑥

𝜐=0

+ ∫ 𝐶𝜅(𝑡)|𝜙𝜅 > 𝑑𝜅
∞

0

 (4.3) 

 

onde 𝐶𝜐 𝑒 𝜙𝜐 são os coeficientes complexos e autofunções dos estados ligados, 
respectivamente; e 𝐶𝜅 𝑒 𝜙𝜅 são os coeficientes complexos e autofunções dos estados 
contínuos, respectivamente. 

 O potencial de Morse livre tem soluções quânticas conhecidas. O espectro 
discreto é dado por [25] 

𝐸 = −(𝑁 − 𝜐)2 
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onde o número quântico 𝜐 vai de 0 até a parte inteira de N. N é dado pela relação 

(𝑁 + 1 2⁄ )
2
=

2𝑚𝑟𝐷𝑒

ℏ𝛼2
. 

 No espectro contínuo, as funções de onda no limite assintótico 𝑥 → ∞ são dadas 
por 

𝜙(𝜅, 𝑥 → ∞) ≅ √
2

𝜋
𝑠𝑖𝑛(𝜅𝑥 + 𝜃(𝜅)) 

onde 𝜅 é um número quântico contínuo que vai de 0 até infinito e 𝜃(𝜅) é o 
deslocamento de fase (phase-shift). 

Para resolvermos a equação de Schroedinger dependente do tempo, 
discretizamos os estados do contínuo e truncamos em certo valor de energia. Também 
truncamos o potencial em uma posição suficientemente distante da posição de 
equilíbrio, onde o potencial tende a zero. A função de onda fica representada da 
seguinte maneira 

 

|𝜓(𝑡) > =  ∑ 𝐶𝑛′(𝑡)|𝜙𝑛′(𝑡) >
𝑁𝑚á𝑥
𝑛′=0 . (4.4) 

 

Os estados ligados são representados de 𝑛 = 0 até 𝑛 = 𝜐𝑚á𝑥 e os estados do 
contínuo são representados de 𝑛 = 𝜐𝑚á𝑥 + 1 até 𝑛 = 𝑁𝑚á𝑥. 

As autofunções obedecem a seguinte condição de normalização 

 

⟨𝜙𝑛|𝜙𝑛′⟩ = 𝛿𝑛𝑛′. (4.5) 
 

Consideramos o Hamiltoniano Livre e Hamiltoniano Forçado, ou seja 

 

𝐻 = 𝐻0 + 𝐻1. (4.6) 
 

com 

 

𝐻0 = 
𝑝𝑥
2

2
+
1

2
(𝑒−2𝑥 − 2𝑒−𝑥) (4.7) 

 

e 
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𝐻1 = −휀(𝑡)𝜇. (4.8) 
 

Substituindo a equação (4.6) na equação (4.1) e multiplicando-a por < 𝜙𝑛|, 
ficamos com: 

 

𝑖ℏ
𝑑

𝑑𝑡
⟨𝜙𝑛|𝜓⟩ = ⟨𝜙𝑛|(𝐻0 + 𝐻1)|𝜓⟩. (4.9) 

 

Substituindo (4.4) em (4.2) 

 

𝑖ℏ
𝑑

𝑑𝑡
∑ ⟨𝜙𝑛|𝐶𝑛′(𝑡)|𝜙𝑛′⟩𝑛′ = ⟨𝜙𝑛|(𝐻0 + 𝐻1)∑ 𝐶𝑛′(𝑡)𝑛′ |𝜙𝑛′⟩. (4.10) 

 

𝑖ℏ
𝑑

𝑑𝑡
∑ 𝐶𝑛′(𝑡)⟨𝜙𝑛|𝜙𝑛′⟩𝑛′ = ∑ 𝐶𝑛′(𝑡)⟨𝜙𝑛|𝐻0|𝜙𝑛′⟩𝑛′ + ∑ 𝐶𝑛′(𝑡)⟨𝜙𝑛|𝐻1|𝜙𝑛′⟩𝑛′ . (4.11) 

 

Substituindo as equações (4.5) e (4.2) na equação (4.11) 

 

𝑖ℏ
𝑑

𝑑𝑡
∑ 𝐶𝑛′(𝑡)𝛿𝑛𝑛′𝑛′ = ∑ 𝐶𝑛′(𝑡)𝐸𝑛′⟨𝜙𝑛|𝜙𝑛′⟩𝑛′ + ∑ 𝐶𝑛′𝑛′ (𝑡)⟨𝜙𝑛|𝐻1|𝜙𝑛′⟩. (4.12) 

 

Substituindo as equações (4.5) e (4.8) na equação (4.12) 

 

𝑖ℏ
𝑑

𝑑𝑡
∑ 𝐶𝑛′(𝑡)𝛿𝑛𝑛′𝑛′ = ∑ 𝐶𝑛′(𝑡)𝐸𝑛′𝛿𝑛𝑛′𝑛′ − 휀(𝑡)∑ 𝐶𝑛′⟨𝜙𝑛|𝜇|𝜙𝑛′⟩𝑛′ . (4.13) 

 

Escrevendo a equação (4.13) na forma matricial, ficamos com: 

 

𝑖ℏ
𝑑

𝑑𝑡
|𝝍⟩ = [𝑯𝟎 − 휀(𝑡). 𝝁]|𝝍⟩. (4.14) 

 

Onde: 𝑯𝟎 é uma matriz diagonal na base das energias |𝜙𝑛⟩ com os autovalores 
𝐸𝑛′ da energia e 𝝁 é a matriz do momento de dipolo, cujos componentes são dados pela 
equação 𝜇𝑛𝑛′ = ⟨𝜙𝑛|𝜇|𝜙𝑛′⟩. 
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4.1. O método Fourier Grid Hamiltonian (FGH) 

 

Para resolvermos a equação (4.14), necessitamos dos autovalores do 
Hamiltoniano livre (𝑯𝟎) e das autofunções (𝝓𝒏) para encontrarmos a matriz 𝝁. Para 
encontrarmos os autovalores e autofunções do Hamiltoniano, utilizamos o método 
Fourier Grid Hamiltonian (FGH) [21]. 

O método FGH é um método para resolver a equação de Schroedinger 
independente do tempo baseado na discretização da posição em uma malha (ou grid) 
de pontos igualmente espaçados. 

Considerando uma partícula de massa 𝑚 sob ação de um potencial 𝑉(𝑥), 
escevemos o Hamiltoniano livre como 

 

𝐻0 =
𝑝2

2𝑚
+ 𝑉(�̂�). (4.15) 

 

Definimos o operador Identidade na base das posições 

 

𝐼𝑥 = ∫ |𝑥⟩⟨𝑥|
∞

−∞
𝑑𝑥. (4.16) 

 

Os elementos de matriz do potencial nessa base são dados por 

⟨𝑥′|𝑉(𝑥)|𝑥⟩ = 𝑉(𝑥)𝛿(𝑥 − 𝑥′). (4.17) 
 

O operador Energia cinética na base dos momentos 

 

⟨𝑘′|𝑇|𝑘⟩ =
ℏ2𝑘2

2𝑚
𝛿(𝑘 − 𝑘′). (4.18) 

 

O operador Identidade na base dos momentos 

 

𝐼𝑘 = ∫ |𝑘⟩⟨𝑘|
∞

−∞
𝑑𝑘. (4.19) 

 

E a relação de transformação entre as bases dos momentos e a base das 
posições 
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⟨𝑘|𝑥⟩ =
1

√2𝜋
𝑒−𝑖𝑘𝑥. (4.20) 

 

Utilizando as equações (4.16), (4.17), (4.18), (4.19) e (4.20) e substituindo na 
equação (4.15), chegamos a seguinte expressão para o Hamiltonano livre 

 

⟨𝑥|𝐻0|𝑥′⟩ =
1

2𝜋
∫ 𝑒𝑖𝑘(𝑥−𝑥

′)𝑇𝑘𝑑𝑘
∞

−∞
+ 𝑉(𝑥)𝛿(𝑥 − 𝑥′). (4.21) 

 

As expressões anteriores são para uma base contínua. Passamos agora para a 
discretização da posição 

 

𝑥𝑖 = 𝑖Δ𝑥. (4.22) 
 

onde 𝑖 é um número inteiro que varia de 0 até 𝑁𝑔𝑟𝑖𝑑 e Δ𝑥 é a diferença entre dois 
subsequentes valores de 𝑥, ou seja, Δ𝑥 = 𝑥𝑚á𝑥

𝑁𝑔𝑟𝑖𝑑
. 𝑁𝑔𝑟𝑖𝑑 é o númeo de divisões no grid  e 

deve ser ímpar. 
E ainda, pelo princípio da incerteza de Heinsenberg 

 

Δ𝑘 =
2𝜋

𝑥𝑚á𝑥
. (4.23) 

 

Refazendo os cálculos na base discreta, as integrais serão transformadas em 
somatórios e os componentes da matriz Hamiltoniana serão dados por 

 

𝐻0𝑖𝑗 =
1

Δx
{

2

𝑁𝑔𝑟𝑖𝑑
∑ 𝑐𝑜𝑠[𝑙2𝜋(𝑖 − 𝑗) 𝑁𝑔𝑟𝑖𝑑⁄ ]
𝑁𝑔𝑟𝑖𝑑
𝑙=1 𝑇𝑙 + 𝑉(𝑥𝑖)𝛿𝑖𝑗}. (4.24) 

 

onde 𝑇𝑙 =
ℏ2

2𝑚
(𝑙Δ𝑘)2. 

 

Como conhecemos o potencial 𝑉(𝑥), basta definirmos os valores de  𝑥𝑚á𝑥 e 𝑁𝑔𝑟𝑖𝑑 
para resolvermos a equação (4.24) e, assim, encontrarmos a matriz do Hamiltoniano.  
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Para encontrarmos os autovetores e autovalores do Hamiltoniano livre, basta 
diagonalizarmos a matriz 𝑯. Seja a matriz 𝑯 de dimensões 𝑁𝑔𝑟𝑖𝑑  ×  𝑁𝑔𝑟𝑖𝑑, podemos 
diagonalizá-la e obter: 

 

𝑯 = 𝒁𝑯
−𝟏𝑫𝑯𝒁𝑯 (4.25) 

 

onde 𝑫𝑯 é a matriz do Hamiltoniano livre diagonalizada e 𝒁𝑯 é chamada de matriz 
mudança de base para a diagonalização. 𝒁𝑯−𝟏 é a matriz inversa da matriz mudança de 
base. Como a matriz 𝒁𝑯 é simétrica, a equação 4.25 fica 𝑯 = 𝒁𝑯

𝑻𝑫𝑯𝒁𝑯. 

A matriz 𝑫𝑯 é uma matriz diagonal preenchida pelos autovalores do 
Hamiltoniano, ou seja: 

 

𝑫𝑯 = [

𝐸1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝐸𝑁𝑔𝑟𝑖𝑑

] (4.26) 

 

A matriz 𝒁𝑯 é composta por colunas que representam os autovetores do 
Hamiltoniano, ou seja: 

 

𝒁𝑯 =

[
 
 
 
 
 
 𝑧1

1

𝑧2
1

⋮
𝑧𝑁𝑔𝑟𝑖𝑑−1
1

𝑧𝑁𝑔𝑟𝑖𝑑
1

𝑧1
2

𝑧2
2

⋮
𝑧𝑁𝑔𝑟𝑖𝑑−1
2

𝑧𝑁𝑔𝑟𝑖𝑑
2

…
…
⋱
…
…

𝑧1
𝑁𝑔𝑟𝑖𝑑−1

𝑧2
𝑁𝑔𝑟𝑖𝑑−1

⋮

𝑧𝑁𝑔𝑟𝑖𝑑−1
𝑁𝑔𝑟𝑖𝑑−1

𝑧𝑁𝑔𝑟𝑖𝑑
𝑁𝑔𝑟𝑖𝑑−1

𝑧1
𝑁𝑔𝑟𝑖𝑑

𝑧1
𝑁𝑔𝑟𝑖𝑑

⋮

𝑧𝑁𝑔𝑟𝑖𝑑−1
𝑁𝑔𝑟𝑖𝑑

𝑧𝑁𝑔𝑟𝑖𝑑
𝑁𝑔𝑟𝑖𝑑

]
 
 
 
 
 
 

 (4.27) 

 

Onde os 𝑧𝑖
𝑗 são o i-ésimo coeficiente do j-ésimo autovetor do Hamiltoniano. 

Assim, a primeira coluna é formada pelos coeficientes do primeiro autovetor, a segunda 
coluna é formada pelos coeficientes do segundo autovetor, e assim sucessivamente até 
a coluna 𝑁𝑔𝑟𝑖𝑑. Dada uma autofunção 𝑛, o coeficiente 𝑧𝑖𝑛 representa o valor da 
autofunção em 𝑥𝑖, ou seja:  𝑧𝑖𝑛 = 𝜙𝑛(𝑥𝑖). 

Uma vez obtidos os autovetores e autovalores do Hamiltoniano, necessitamos 
encontrar a matriz 𝝁, que representa o momento de dipolo permanente da molécula. Os 
coeficientes da matriz 𝝁, conforme a equação (4.13), são definidos por: 
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𝜇𝑖𝑗 = ⟨𝜙𝑖|𝜇(𝑥)|𝜙𝑗⟩ (4.28) 
 

ou ainda: 

 

𝜇𝑖𝑗 = ∫ 𝜙𝑖
∗

𝑥𝑚á𝑥

0

(𝑥). 𝜇(𝑥). 𝜙𝑗(𝑥)𝑑𝑥 (4.29) 

 

Considerando a discretização das posições, ficamos com 

 

𝜇𝑖𝑗 = ∑ 𝜙𝑖
∗(𝑥𝑛). 𝜇(𝑥𝑛). 𝜙𝑗(𝑥𝑛). ∆𝑥

𝑁𝑔𝑟𝑖𝑑

𝑛=1

 (4.30) 

 

Uma vez resolvida a equação (4.30), temos todos os coeficientes da matriz 𝝁 e 
podemos encontrar a função de onda que representa a partícula em um dado instante t 
pelo método descrito na próxima seção. 

 

4.2. O operador Evolução Temporal 

 

Dada uma função de onda no tempo 𝑡0, existe um operador unitário, denominado 
operador evolução temporal, tal que 

 

|𝜓(𝑡)⟩ = 𝑈(𝑡, 𝑡0)|𝜓(𝑡0)⟩, (4.31) 
 

com 𝑈(𝑡0, 𝑡0) = 𝐼. 
 

 

onde |𝜓(𝑡0)⟩ é a função de onda no tempo 𝑡0 e 𝑈(𝑡, 𝑡0) é o operador que leva a função 
de onda do tempo 𝑡0 para o tempo 𝑡. O operador evolução temporal satisfaz a equação 
de Schroendinger, ou seja, 

 

𝑖ℏ
𝑑

𝑑𝑡
𝑈(𝑡, 𝑡0) = 𝐻(𝑡)𝑈(𝑡, 𝑡0). (4.32) 
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Definindo ainda um tempo 𝑡1, tal que 𝑡0 < 𝑡1 < 𝑡, temos 

 

|𝜓(𝑡)⟩ = 𝑈(𝑡, 𝑡1)𝑈(𝑡1, 𝑡0)|𝜓(𝑡0)⟩. (4.33) 
 

Dividindo o intervalo [𝑡0, 𝑡] em 𝑛 partes, podemos generalizar 

 

|𝜓(𝑡)⟩ = 𝑈(𝑡, 𝑡𝑛−1)𝑈(𝑡𝑛−1, 𝑡𝑛−2). . . 𝑈(𝑡2, 𝑡1)𝑈(𝑡1, 𝑡0)|𝜓(𝑡0)⟩. (4.34) 
 

 

No caso em que o Hamiltoniano é independente do tempo, o operador Evolução 
Temporal é dado por 

 

𝑈(𝑡, 𝑡0) = 𝑒
−𝑖𝑯.(𝑡−𝑡0) ℏ⁄ . (4.35) 

 

Em nosso problema, o Hamiltoniano é dividido em uma parte livre (𝐻0) e uma 
parte forçada (𝐻1). Apenas o campo elétrico é dependente do tempo, porém, se 
utilizarmos um intervalo ∆𝑡 = 𝑡 − 𝑡0 suficientemente pequeno, podemos aproximar o 
operador evolução temporal para a equação (4.35), assim 

 

𝑈(𝑡, 𝑡0) = lim𝑡−𝑡0→0 𝑒
−𝑖𝑯∆𝑡 ℏ⁄ . (4.36) 

 

Ou ainda, considerando sempre Δ𝑡 → 0 

 

𝑈(𝑡, 𝑡0) ≅ 𝑒
−𝑖(𝑯𝟎+𝑯𝟏)∆𝑡

ℏ
⁄ . (4.37) 

 

Essa exponencial pode ser separada por 

 

𝑈(𝑡, 𝑡0) ≅ 𝑒
(
−𝑖𝑯𝟎∆𝑡

2ℏ
⁄ )𝑒(

−𝑖𝑯𝟏∆𝑡
ℏ
⁄ )𝑒(

−𝑖𝑯𝟎∆𝑡
2ℏ
⁄ ). (4.38) 

 

Esta separação é conhecida como split-operator. É conveniente essa separação, pois a 
matriz 𝐻0 é diagonal e a matriz 𝐻1  será diagonalizada, o que facilita os cálculos 
conforme visto a seguir. 
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Dada uma matriz 𝑨, diagonalizável, 𝑒𝑨 pode ser escrita como 

 

𝑒𝑨 = 𝒁−1𝑒𝑫𝒁, (4.39) 
 

onde 𝒁 é a matriz mudança de base e 𝑫 é a matriz 𝑨 diagonalizada. 

Assim, a equação (4.38) fica escrita da seguinte maneira 

 

𝑈(𝑡, 𝑡0) = 𝑒
(
−𝑖𝑯𝟎∆𝑡

2ℏ
⁄ )

𝒁𝑯𝟏
−1𝑒(

 
 −𝑖𝑫𝑯𝟏∆𝑡

ℏ
⁄

)

 
 

𝒁𝑯𝟏𝑒
(
−𝑖𝑯𝟎∆𝑡

2ℏ
⁄ ) 

(4.40) 

 

onde 𝑫𝑯𝟏 é a matriz 𝑯𝟏 diagonalizada e 𝒁𝑯𝟏 é a matriz mudança de base. 

Como 𝑯𝟏 = −휀(𝑡). 𝝁, ficamos com 

 

𝑈(𝑡, 𝑡0) = 𝑒
(
−𝑖𝑯𝟎∆𝑡

2ℏ
⁄ )𝒁𝝁𝑒

(𝑖 (𝑡)𝑫𝝁∆𝑡 ℏ⁄ )𝒁𝝁𝑒
(
−𝑖𝑯𝟎∆𝑡

2ℏ
⁄ ). (4.41) 

 

Portanto, a equação que fornece 𝜓(𝑡 + Δ𝑡) a partir de 𝜓(𝑡) é 

 

𝜓(𝑡 + Δ𝑡) = 𝑒(
−𝑖𝑯𝟎∆𝑡

2ℏ
⁄ )𝒁𝝁𝑒

(𝑖 (𝑡)𝑫𝝁∆𝑡 ℏ⁄ )𝒁𝝁𝑒
(
−𝑖𝑯𝟎∆𝑡

2ℏ
⁄ )𝜓(𝑡). (4.42) 

 

Quando o laser está desligado (em 𝑡 = 0), a molécula está em um estado 
vibracional definido. No cálculo numérico, a equação (4.42) é resolvida várias vezes 
consecutivas até chegarmos à função de onda 𝜓 logo após o pulso de laser deixar de 
incidir na molécula. Para os cálculos, é conveniente escrevermos a função de onda 𝜓 
na base das energias, ou seja, 

 

|𝜓⟩  =  ∑ 𝐶𝑛|𝜙𝑛⟩
𝑁𝑔𝑟𝑖𝑑
𝑛=1 , (4.43) 

 

onde |𝜙𝑛⟩ é um auto estado do operador 𝐻0, ou seja, 𝐻0|𝜙𝑛⟩ = 𝐸𝑛|𝜙𝑛⟩. 

Ou seja, supondo que a molécula esteja em um estado vibracional inicial 𝜐 = 3, a 
função de onda que representa a molécula, é escrita pelo seguinte vetor 
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|𝜓⟩3 =

(

  
 

0
0
1
0
⋮
0)

  
 

. (4.44) 

 

Após a interação do laser, a função de onda fica 

 

|𝜓⟩ =

(

 
 
 

𝐶1
𝐶2
𝐶3
𝐶4
⋮

𝐶𝑁𝑚á𝑥)

 
 
 

. (4.45) 

 

A probabilidade de encontrarmos a partícula em um estado 𝜐 é dada por 

 

𝑃𝜐 = |𝐶𝜐(𝑡)|
2. (4.46) 

 

E a probabilidade de dissociação em um tempo 𝑡 é dada por 

 

𝑃𝐷(𝑡) = 1 − ∑ |𝐶𝜐(𝑡)|
2𝜐𝑚á𝑥

𝜐=1 . (4.47) 
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CAPÍTULO 5 
 

OPERADOR DENSIDADE E A TEMPERATURA 
 

Quando estudamos os efeitos da temperatura na dissociação molecular, 
consideramos que algumas moléculas estão em outros estados vibracionais diferentes 
do estado fundamental. Conforme aquecemos a molécula, ela absorve energia e tende 
a ir para estados vibracionais mais altos.  

Quando a molécula está em um estado vibracional mais alto, ela está mais 
próxima do limiar de dissociação, portanto, necessita de uma energia menor para que 
ocorra a dissociação. Como não podemos determinar exatamente em qual estado 
vibracional a molécula está, precisamos de uma ferramenta que nos permita fazer 
cálculos estatísticos sobre o sistema. 

Como não dispomos de todas as informações referentes ao sistema, devemos 
recorrer à probabilidade. Em mecânica quântica esse problema é descrito da seguinte 
maneira: o sistema pode estar no estado |𝜙1⟩ com probabilidade 𝑝1, ou no estado |𝜙2⟩ 
com probabilidade 𝑝2, e assim por diante até o estado |𝜙𝑛⟩ com probabilidade 𝑝𝑛. 

Quando fazemos uma medida no sistema, ele obrigatoriamente está em um dos 
𝑛 estados. Logo: 

 

∑ 𝑝𝑖𝑖 = 1      (5.1) 

 

Onde 𝑝𝑖 é um número real entre 0 e 1. 

Nesse caso de superposição de estados, não podemos definir um autovetor 
médio para o sistema a fim de facilitar os cálculos, mas podemos trabalhar com um 
“operador médio” que nos permite simplificar o sistema e obtermos os resultados 
requeridos. Esse operador é denominado operador densidade.  

Dada uma função de onda |𝜓(𝑡)⟩ escrita na base ortonormal {|𝜙𝑛⟩}, tal que 

 

|𝜓(𝑡)⟩ = ∑ 𝑐𝑛(𝑡)𝑛 |𝜙𝑛⟩.     (5.2) 
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Com ∑ |𝑐𝑛(𝑡)|
2 = 1𝑛 , indicando a normalização da função de onda, o operador 

densidade é definido da seguinte maneira 

 

𝝆(𝒕) = |𝜓(𝑡)⟩⟨𝜓(𝑡)|     (5.3) 

 

Ao representar o operador densidade como uma matriz na base {|𝜙𝑛⟩}, seus 
coeficientes são dados por 

 

                    𝜌𝑚𝑛(𝑡) = ⟨𝜙𝑚|𝝆(𝒕)|𝜙𝑛⟩ = 𝑐𝑛
∗(𝑡)𝑐𝑚(𝑡). (5.4) 

  
  

Os termos diagonais dessa matriz, denominada Matriz Densidade, fornecem a 
probabilidade de encontrar a função de onda em um dado estado. Assim, o termo 𝜌𝑘𝑘 
nos dá a probabilidade de, ao fazermos uma medida no sistema, encontrar o mesmo no 
estado |𝜙𝑘⟩. Por esse motivo, o termo 𝜌𝑘𝑘 é chamado de população do estado |𝜙𝑘⟩. 

No nosso problema, consideramos que o gás esteja inicialmente em equilíbrio 
termodinâmico antes da ação do laser.  

Considerando um sistema em equilíbrio termodinâmico com temperatura T, os 
elementros da diagonal da matriz do  operdador densidade, no tempo 𝑡 = 0, são dados 
por 

 

                      𝜌𝑛𝑛(𝑡 = 0) =
𝑒−𝐸𝑛

0 𝑘𝑏𝑇⁄

𝑍
. 

(5.5) 

  
 

onde 𝐻 é o operador Hamiltoniano do sistema, 𝑘𝑏 é a constante de Boltzmann e 𝑍 é a 
função de partição do sistema. 

A função de partição 𝑍 é dada por  

 

                            𝑍 = ∑ 𝑒−𝐸𝑛
0 𝑘𝑏𝑇⁄

𝑛 . (5.6) 
 

De modo que  

 

                            ∑ 𝜌𝑛𝑛𝑛 = 1. (5.7) 
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As figuras 5.1 e 5.2 nos mostram como a população dos estados vibracionais, 
em relação ao estado fundamental, das moléculas de IBr e NO, variam de acordo com a 
temperatura. 

  
Fig. 5.1: Efeito da temperatura na população dos 

estados vibracionais em relação ao estado 
fundamental da molécula de IBr . 

Fig. 5.2: Efeito da temperatura na população dos 
estados vibracionais em relação ao estado 

fundamental da molécula de NO. 
 

A partir das figuras 5.1 e 5.2, podemos ver que a molécula de IBr é mais sensível 
à temperatura, ou seja, a população dos estados excitados aumenta mais rapidamente 
com a temperatura do que a molécula de NO. 

O elemento de matriz 𝜌𝑛𝑛 nos dá a probabilidade de encontrarmos a molécula 
em um estado vibracional 𝑛 com autoenergia 𝐸𝑛. Assim, considerando uma partícula 
em uma temperatura T, ela tem probabilidades distintas de estar em qualquer estado 
vibracional. Uma vez que desconhecemos o estado vibracional da partícula, a 
probabilidade de dissociação dessa partícula é dada pela somatória dos produtos entre 
a probabilidade da partícula dissociar a partir de um dado estado 𝑛, pela probabilidade 
da partícula estar ocupando um dado estado 𝑛, ou seja, a probabilidade de dissociação 
é calculada por 

 

                               𝑃𝐷 = ∑ (𝑒
−𝛽𝐸𝜈

𝑍⁄ )𝑃𝜐
𝜐𝑚á𝑥
𝑛 , 

(5.8) 

  
 

onde 𝛽 = 1 𝑘𝐵𝑇⁄  , 𝑍 é a função de partição do sistema e 𝑃𝜐 é a probabilidade de 

dissociação clássica ou quântica da partícula, partindo do estado inicial 𝜐. 
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Uma vez definido o cálculo da probabilidade de dissociação molecular em função 
da temperatura, podemos analizar os resultados obtidos. 
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CAPÍTULO 6 
 

RESULTADOS 
 

6.1 Estudo clássico do momento de dipolo na dissociação molecular 

 

Primeiramente, iremos estudar os efeitos do momento de dipolo na dissociação 
molecular. Embora as duas moléculas tenham momento de dipolos parecidos, os 
efeitos sobre cada molécula são bem diferentes. A molécula oscila em torno da posição 
de equilíbrio, o que significa que, durante a maior parte do tempo, a mesma esteja sob 
uma intensidade de momento de dipolo próxima da intensidade da posição de 
equilíbrio. Na molécula de IBr, essa posição de equilíbrio vale 𝑥𝑒 = 4,666 𝑏𝑜ℎ𝑟 e o 
momento de dipolo em 𝑥𝑒 é 𝜇(4,666) = 0,787 𝐷, enquanto na molécula de NO, a 
posição de equilíbrio vale 𝑥𝑒 = 2,175 𝑏𝑜ℎ𝑟 e o momento de dipolo em 𝑥𝑒 é 𝜇(2,175) =
−0,167 𝐷. Os gráficos dos Momentos de Dipolo Permanente para as moléculas de IBr e 
NO com suas respectivas posições de equilíbrio podem ser vistos na figura 2.6, página 
16. 

Podemos perceber que, na molécula de IBr, a posição de equilíbrio fica em uma 
região de momento de dipolo permanente positivo, ou seja, a molécula sofre ação 
apenas de um momento de dipolo positivo durante toda a interação do laser. Na 
molécula de NO, a posição de equilíbrio ocupa uma região de transição de momento de 
dipolo negativo para momento de dipolo positivo, ou seja, durante a interação com o 
laser, a molécula de NO sofre ação de momento de dipolo que muda de sinal. 

Para compararmos o efeito do momento de dipolo na dissociação molecular, 
utilizamos somente a abordagem clássica, previamente explicada no Capítulo 3. 
Nesses cálculos, estamos considerando o potencial de Morse com unidades 
adimensionais, ou seja, o poço de potencial é exatamente o mesmo para as moléculas 
de IBr e NO. A única diferença aqui é o momento de dipolo, no qual a molécula de NO, 
sofre uma mudança de sinal no momento de dipolo enquanto a molécula de IBr não 
sofre essa mudança. 

Estudamos a Probabilidade de Dissociação e as Seções de Poincaré para  
alguns valores de frequência (𝜔) e amplitude (𝐹) do laser. Para os cálculos, sempre 
consideramos a molécula partindo da mesma energia no interior do poço de potencial. 
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Essa energia corresponde a uma ação 𝐼 = 1,005. 10−2 𝑢𝑎. Vemos a seguir alguns 
gráficos comparando a probabilidade de dissociação clássica para as moléculas de IBr 
e NO. 

 
Figura 6.1: Comparação da probabilidade de dissociação clássica das moléculas de IBr e NO com 

𝐹 = 0,3 𝑢𝑎. 

 

 
Figura 6.2: Comparação da probabilidade de dissociação clássica das moléculas de IBr e NO com 

𝐹 = 0,45 𝑢𝑎. 
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Figura 6.3: Comparação da probabilidade de dissociação clássica das moléculas de IBr e NO com 
𝐹 = 0,6 𝑢𝑎. 

 

 

Figura 6.4: Comparação da probabilidade de dissociação clássica das moléculas de IBr e NO com 
𝐹 = 0,75 𝑢𝑎. 

 

 
Figura 6.5: Comparação da probabilidade de dissociação clássica das moléculas de IBr e NO com 

𝐹 = 0,9 𝑢𝑎. 

 



40 
 

 
Figura 6.6: Comparação da probabilidade de dissociação clássica das moléculas de IBr e NO com 

𝐹 = 1,05 𝑢𝑎. 

 

 
Figura 6.7: Comparação da probabilidade de dissociação clássica das moléculas de IBr e NO com 

𝐹 = 1,2 𝑢𝑎. 
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Figura 6.8: Comparação da probabilidade de dissociação clássica das moléculas de IBr e NO com 
𝜔 = 0,3 𝑢𝑎. 

 

 
Figura 6.9: Comparação da probabilidade de dissociação clássica das moléculas de IBr e NO com 

𝜔 = 0,45 𝑢𝑎. 

 
Figura 6.10: Comparação da probabilidade de dissociação clássica das moléculas de IBr e NO com 

𝜔 = 0,6 𝑢𝑎. 

 

Nas figuras 6.5, 6.6 e 6.7, podemos notar que há uma queda abrupta na 
probabilidade de dissociação da molécula de IBr a partir de 𝜔 = 1,1 𝑢𝑎.  

Para investigarmos a dinâmica de dissociação, utilizamos também os chamados 
Mapas estroboscópicos. Com eles, deixamos de analisar a dinâmica pelas equações de 
movimento e passamos a analisar o problema a partir de gráficos das coordenadas 
(𝑥, 𝑝𝑥 ou 𝜃, 𝐼) que são plotadas sempre que o pulso de laser completa um período. 

Para fazermos os Mapas estroboscópicos, plotamos as coordenadas da 
molécula (𝜃, 𝐼) toda vez que o pulso de laser completa um período completo. Plotamos 
somente as trajetórias que não dissociam, pois estamos interessados no limiar de 
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dissociação molecular. Além disso, a variável ação foi definida apenas para energias 
menores que zero. A seguir vemos os Mapas estroboscópicos para a molécula de IBr 
com o par de coordenadas (𝜃, 𝐼), com pulsos de laser com duração  de 20 𝑝𝑠.  

 

 
Figura 6.11: Seção de Poincaré para a molécula de IBr com 𝐹 = 0,3 𝑢𝑎, 𝜔 = 0,06 𝑢𝑎. 

 

 
Figura 6.12: Seção de Poincaré para a molécula de IBr com 𝐹 = 0,3 𝑢𝑎, 𝜔 = 0,09 𝑢𝑎. 
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Figura 6.13: Seção de Poincaré para a molécula de IBr com 𝐹 = 0,3 𝑢𝑎, 𝜔 = 0,1 𝑢𝑎. 

 

 
Figura 6.14: Seção de Poincaré para a molécula de IBr com 𝐹 = 0,3 𝑢𝑎, 𝜔 = 0,16 𝑢𝑎. 
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Figura 6.15: Seção de Poincaré para a molécula de IBr com 𝐹 = 0,3 𝑢𝑎, 𝜔 = 0,2 𝑢𝑎. 

 

 

 
Figura 6.16: Seção de Poincaré para a molécula de IBr com 𝐹 = 0,3 𝑢𝑎, 𝜔 = 0,22 𝑢𝑎. 
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Na figura 6.11, vemos apenas alguns torus KAM e ilhas de ressonância, não é 
possível ver nenhuma trajetória caótica. A medida que aumentamos a frequência do 
laser, percebemos o aumento das ilhas de resssonância (figura 6.13) e o aparecimento 
de trajetórias caóticas (figura 6.14). Vemos também uma maior quantidade de 
trajetórias que dissociam. 

Vemos a seguir alguns mapas estroboscópicos para a molécula de NO com o 
par de coordenadas (𝜃, 𝐼), com pulsos de laser com duração  de 20 𝑝𝑠 para diversos 
valores de 𝜔. 

 

 
Figura 6.17: Seção de Poincaré para a molécula de NO com 𝐹 = 0,9 𝑢𝑎, 𝜔 = 0,06 𝑢𝑎. 
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Figura 6.18: Seção de Poincaré para a molécula de NO com 𝐹 = 0,9 𝑢𝑎, 𝜔 = 0,09 𝑢𝑎. 

 

 
Figura 6.19: Seção de Poincaré para a molécula de NO com 𝐹 = 0,9 𝑢𝑎, 𝜔 = 0,1 𝑢𝑎. 
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Figura 6.20: Seção de Poincaré para a molécula de NO com 𝐹 = 0,9 𝑢𝑎, 𝜔 = 0,16 𝑢𝑎. 

 

 

Figura 6.21: Seção de Poincaré para a molécula de NO com 𝐹 = 0,9 𝑢𝑎, 𝜔 = 0,20 𝑢𝑎. 
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Figura 6.22: Seção de Poincaré para a molécula de NO com 𝐹 = 0,9 𝑢𝑎, 𝜔 = 0,22 𝑢𝑎. 

 

Vemos na figura 6.17, um espaço de fases dominado por torus KAM e ilhas de 
ressonâncias. A medida que aumentamos a frequência do laser (figuras 6.18 e 6.19), 
vemos uma deformação dos torus e das ilhas e o surgimento de regiões de caos local. 
Nas figuras 6.20, 6.21 e 6.22, vemos a quebra da maioria dos torus e das ilhas de 
ressonância, dando lugar ao aparecimento de trajetórias caóticas. 

 

6.2 Comparação dos resultados clássicos e quânticos 

 

Um problema de interação entre dois átomos é, normalmente, tratado sob a 
óptica da mecânica quântica, porém, em certas situações, é possível fazer 
aproximações e tratar os dois átomos como um problema clássico de dois corpos sob 
ação de um potencial. 

Em nosso trabalho, fizemos os cálculos utilizando tanto a mecânica clássica 
quanto a mecânica quântica, com o objetivo de compará-las, verificando se há 
correspondência entre os resultados obtidos. 

Foi verificado que, no tratamento quântico, a dissociação é facilitada quando 
utilizamos valores de frequência correspondentes à energia de transição entre os 
estados vibracionais. Isso ocorre devido a essas frequências entrarem em ressonância 
com a frequência de vibracão molecular. Essas ressonâncias são mais fortes para os 
primeiros estados vibracionais e diminuem conforme aumenta o estado vibracional da 
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molécula. Para valores não muito próximos dessas frequências, a dissociação é inibida 
quase que totalmente. 

A frequência correspondente à energia de transição do estado fundamental de 
vibração para o primeiro estado excitado na molécula de IBr é 𝜔0→1𝐼𝐵𝑟 = 1,213. 10−3 𝑢𝑎. 
Para a molécula de NO essa frequência é 𝜔0→1𝑁𝑂 = 8,548. 10−3 𝑢𝑎.  

Para os cálculos clássicos e quânticos a seguir, foram utilizados múltiplos inteiros 
dessas frequências. As comparações foram feitas utilizando diversos valores de 
temperatura. 

Vemos a seguir os resultados para a molécula de NO: 

 
Figura 6.23: Comparação das probabilidades de dissociação clássica e quântica em função da amplitude 

do laser com temperatura T = 500 K para a molécula de NO. 
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Figura 6.24: Comparação das probabilidades de dissociação clássica e quântica em função da amplitude 

do laser com temperatura T = 1500 K para a molécula de NO. 

 

 
Figura 6.25: Comparação das probabilidades de dissociação clássica e quântica em função da amplitude 

do laser com temperatura T = 3000 K para a molécula de NO. 

 

Vemos nas figuras 6.23 a 6.25 que  há uma boa concordância entre os 
resultados clássicos e quânticos para a molécula de NO, principalmente quando a 
frequência assume os valores 𝜔 = 1,0𝜔0→1 e 𝜔 = 0,5𝜔0→1. Assim, é plausível 
utilizarmos a modelagem clássica para resolvermos problemas mais complexos 
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(considerando mais dimensões e outros tipos de interações) de fotodissociação para a 
molécula de NO. 

Vemos agora os resultados para a molécula de IBr: 

 

 
Figura 6.26: Comparação das probabilidades de dissociação clássica e quântica em função da amplitude 

do laser com temperatura T = 500 K para a molécula de IBr. 

 

 
Figura 6.27: Comparação das probabilidades de dissociação clássica e quântica em função da amplitude 

do laser com temperatura T = 1000 K para a molécula de IBr. 
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Figura 6.28: Comparação das probabilidades de dissociação clássica e quântica em função da amplitude 

do laser com temperatura T = 1500 K para a molécula de IBr. 

 

Para a molécula de IBr, não foi possível obter nenhuma concordância entre os 
resultados clássicos e quânticos. Assim, vemos que é necessário um estudo mais 
aprofundado sobre cada molécula para determinarmos em quais casos podemos utilizar 
a abordagem clássica para resolvermos o problema de fotodissociação. 
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CAPÍTULO 7 
 

CONCLUSÕES 
 

Na presente dissertação investigamos a dissociação de moléculas diatômicas 
heteronucleares através do modelo do oscilador de Morse unidimensional. 
Primeiramente, realizamos um estudo comparativo entre diferentes momentos de dipolo 
permanentes. Apesar das duas funções terem formas parecidas e mudarem de sinal, 
vimos na seção 2.5 que a molécula de IBr não é submetida nunca a um momento de 
dipolo negativo, enquanto que a molécula de NO é submetida à mudança de sinal da 
função momento de dipolo. 

Para essa comparação, utilizamos a modelagem clássica do problema. Tratamos 
todo o problema com variáveis adimensionais, portanto, o potencial de Morse é o 
mesmo para as duas moléculas. 

Comparamos a probabilidade de dissociação clássica utilizando os mesmos 
parâmetros do laser para as duas moléculas e partindo da mesma energia inicial. 
Observamos nas figuras 6.5, 6.6 e 6.7 uma queda abrupta na probabilidade de 
dissociação a partir de 𝜔 = 1,1 𝑢𝑎. Estudamos também os mapas de Poincaré para 
entender melhor a dinâmica de dissociação referente aos dois momentos de dipolo. 

Analisando as figuras 6.11 a 6.17, podemos ver a formação de ilhas de 
ressonância e a quebra de trajetórias conforme a frequência aumenta. Vemos um claro 
aumento na quantidade de trajetórias dissociadas. Isto acontece devido à frequência do 
laser entrar em ressonância com a frequência fundamental de vibração da molécula de 
IBr.  

Essas ressonâncias ocorrem quando a seguinte condição é satisfeita: 

 

𝑚𝜔 = 𝑛𝜔(𝐼)      (7.1) 

 

onde 𝜔 é a frequência do laser, 𝜔(𝐼) é a frequência não perturbada do oscilador de 
morse, dada por 𝜔(𝐼) = 1 − 𝐼 e 𝑚, 𝑛 são inteiros positivos diferentes de zero. 
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Como a ação utilizada nos cálculos é 𝐼 ≅ 0,01, temos 𝜔(𝐼)=0,99. Assim, é 
possível observar a ressonância mais forte (com 𝑚 = 𝑛 = 1) em 𝜔 = 0,99 𝑢𝑎 na figura 
6.1. Também podemos observar a ressonância com 𝑚 = 2 e 𝑛 = 1, em 𝜔 = 0,495 𝑢𝑎 na 
figura 6.3. 

Nas figuras 6.1 a 6.10 vemos que a dissociação molecular ocorre com mais 
facilidade quase sempre para a molécula de NO. Vemos apenas para algumas 
frequências uma probabilidade de dissociação maior na molécula de IBr (Figuras 6.5, 
6.6 e 6.7). Este fato pode ser explicado por frequências de ressonância que facilitam a 
dissociação. Vimos nos mapas estroboscópicos para a molécula de NO (Figuras 6.17 a 
6.22) que os toros são facilmente quebrados com pequenas variações da frequência do 
laser, fato esse que concorda com a maior probabilidade de dissociação observada na 
molécula de NO. 

Assim, podemos concluir que o momento de dipolo oscilante da molécula de NO 
facilita a dissociação molecular, enquanto que o momento de dipolo positivo da 
molécula de IBr inibe a dissociação.  

Na seção 6.2 fizemos um estudo comparativo entre as dinâmicas de dissociação 
clássica e quântica, tendo como objetivo determinarmos se é possível tratarmos o 
problema sob a ótica da mecânica clássica e obtermos resultados coerentes com o 
tratamento quântico.   

Nos resultados do NO (figuras 6.23 a 6.26), vemos que há uma boa 
concordância entre a probabilidade de dissociação clássica e quântica quando 𝜔 =

1,0𝜔0→1 e 𝜔 = 0,5𝜔0→1. Entretanto, os resultados discordam um pouco para 𝜔 =
0,25𝜔0→1 e 𝜔 = 0,125𝜔0→1. Esses resultados são esperados, pois para os dois últimos 
casos a probabilidade de dissociação quântica é bastante inibida, enquanto que a 
probabilidade de dissociação clássica não é tão alterada. 

Na molécula de IBr (figuras 6.27 a 6.30) há uma total discordância entre as 
probabilidades de dissociação clássicas e quanticas para todos os valores de 𝜔. 

Podemos concluir que nem sempre é possível substituir os cálculos quânticos 
pelos cálculos clássicos. Vemos que, na molécula de NO, obtemos praticamente os 
mesmos resultados para o limiar da dissociação (threshold dissociation) ao usar a 
mecânica clássica para calcular a probabilidade de dissociação. Entretanto, na 
molécula de IBr, não conseguimos obter os mesmos resultados. Esta discordância 
ocorre devido á diferença entre os momentos de dipolo das duas moléculas. Os 
momentos de dipolo tem formas parecidas, porém, vimos diferença em relação ao valor 
absoluto do momento de dipolo na posição de equilíbrio e diferença em relação ao 
ponto de retorno do potencial, ou seja, diferença quanto ao momento de dipolo efetivo 
na molécula. Essas diferenças foram determinantes para o nosso resultado. 
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No nosso trabalho, fizemos diversas aproximações para simplificarmos o 
problema. Consideramos apenas um grau de liberdade (vibração em uma dimensão), 
desprezamos os efeitos de rotação e excitação eletrônica. Ao considerarmos tudo isso, 
a complexidade do nosso problema e, consequentemente, o tempo de cálculo, 
aumentam consideravelmente. Nessa situação, é desejável que tenhamos um método 
para acelerar e simplificar os cálculos, o que seria feito a partir da mecânica clássica. 
Assim, vemos que se torna necessária a verificação prévia da correspondência entre os 
cálculos clássicos e quânticos através de sistemas mais simplificados.  
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