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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo sobre importantes desigualdades matematicas
e explora aplicacdes na resolucéo de problemas de Geometria, Algebra e Anélise,

que podem ser abordados no Ensino Médio.
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Abstract

This work presents a study on important mathematical inequalities and explores
applications in solving problems of Geometry, Algebra and Analysis, which can be
approached in High School.

Keywords: Mathematical Inequalities, Analysis, Geometry, Algebra.
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1 Introducao

Este trabalho visa destacar o estudo de desigualdades matematicas, ilustradas
pelas relagoes de ordem: >(maior), <(menor) e =(igual). Somente a partir do
século IV a.C, data nao muito precisa, os primeiros problemas sobre desigualda-
des surgiram, pois sentiu-se a necessidade de ordenar niimeros, fazer medigoes
e aproximagoes. A partir disso, as desigualdades matematicas foram ganhando
espaco e tornaram-se objeto de estudo de importantes matematicos, como Euclides,
Arquimedes, Jacques Bernoulli, Cauchy, Schwarz, Chebyshev, Surdnyi, entre outros.

Um dos problemas mais antigos sobre desigualdades foi proposto por Euclides
por volta do século IV a.C, que consiste num problema de otimizacao. Este
problema é uma adaptacao da Proposicao 27 do livro VI de Os Elementos de
Euclides. O enunciado simplificado de tal problema é: “De todos os retangulos com
0 mesmo perimetro, qual tem drea mdzima?” No presente trabalho, apresentaremos
uma solugao para este problema usando a desigualdade entre as médias aritmética
e geométrica. Além deste problema, Euclides também propos a Desigualdade
Triangular. Esta desigualdade é muito importante, embora nao seja abordada aqui;
ela diz respeito a condi¢ao de existéncia de um triangulo: a soma de dois lados de
um triangulo deve sempre ser maior que o seu terceiro lado.

Além de desigualdades matematicas no campo geométrico, ha também desi-
gualdades no campo algébrico. Este trabalho apresenta importantes desigualdades
matematicas, advindas principalmente da estrutura de corpo dos nimeros reais, tais
como: Desigualdades entre as médias, Desigualdades Geométricas, Desigualdades
de Bernoulli, Cauchy-Schwarz, Chebyshev, Suranyi e Jensen, as quais sdo demons-
tradas e utilizadas na demonstragao de outros importantes resultados presentes

neste trabalho.
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Introducao

Além disso, ao final do trabalho, exibiremos um apéndice em que apresentaremos
os conceitos de relagao de ordem, corpo e corpo ordenado, a fim de concluirmos
que o conjunto C dos nimeros complexos é um corpo nao-ordenado, embora haja
relacoes de ordem definidas nele.

Este trabalho estd dividido em quatro capitulos. O Capitulo 2 traz uma breve
exposicao sobre desigualdades elementares que serao tuteis para os proximos capitu-
los. No Capitulo 3, sdo apresentadas e demonstradas desigualdades matematicas
importantes, como as Desigualdades entre as médias, as Desigualdades Geométri-
cas, Desigualdades de Bernoulli, Cauchy-Schwarz, Triangular, Chebyshev, Suranyi,
Jensen, Young e Holder. O Capitulo 4 esta destinado a aplicagoes, em problemas
de matematica do Ensino Médio, das desigualdades matematicas abordadas nos
capitulos precedentes.

As principais referéncias utilizadas para a confecgdo deste trabalho foram [,
31, [, B3], [, [9] e [10].



2 Desigualdades elementares e

suas aplicacoes

Iniciamos nosso estudo sobre desigualdades matematicas com a apresentagao
de algumas desigualdades advindas das propriedades de corpo dos ntimeros reais.
Sao a partir delas que demonstracoes de desigualdades mais complexas podem ser
realizadas.

A principal referéncia para este capitulo é [5].

No que segue, denotaremos por Rt o conjunto dos ntimeros reais nao-negativos

e por R o conjunto dos niimeros reais positivos.

1. Sex >y ey > zentdo x > z, para quaisquer z,y, z € R;
2. Sex >yea>bentao x4+ a > y+ b, para quaisquer z,y,a,b € R;
3. Se x > y entdo x + z > y + z, para quaisquer x,y, z € R;
4. Sex >y ea>bentdo x-a > y-b, para quaisquer z,y,a,b € RT;

5.Se x € R entdao 22 > 0 e 22 = 0 quando 2 = 0. Mais geralmente, para
A, eRIex; €eR,i=1,2,..n, tem-se Alx% +A2x§ + ...+ Anxi > 0, em que

a igualdade ocorre se, e somente se, r1 =9 = ... = x, = 0.

A primeira desigualdade diz respeito a propriedade transitiva dos nimeros
reais; a segunda desigualdade diz respeito a propridade aditiva dos nimeros reais;
a terceira desigualdade diz respeito a propriedade do cancelamento; a quarta
desigualdade trata da propriedade da multiplicagao; e por fim, a quinta desigualdade

diz respeito ao quadrado de um nimero real, o qual é sempre maior ou igual a zero.
19
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Na sequéncia serao apresentados alguns resultados que sdo demonstrados com
o auxilio das desigualdades vistas acima. Eles também auxiliardo na demonstracao

das desigualdades presentes nos préximos capitulos.

Proposicao 2.1. A desigualdade

1
r+—>2
x

¢ verdadeira para todo x € RY. A igualdade ocorre para v = 1.
Demonstragdo. Para x € R, temos que (z — 1)* > 0. Assim,

(z—-12>0&2-22+1>0&2°+1> 2.
Logo, para x > 0, segue que

1
PH1>2 e+ >2.
xr

Além disso, para x = 1, a igualdade ¢é satisfeita. O

Proposicao 2.2. A desigualdade

Q|

a
- > 2
b—i— =

¢ verdadeira para a,b € R} . A igualdade ocorre se a = b.
Demonstragio. Para a,b € R}, temos que (a — b)* > 0. Entdo,
(a—b)?>0<a®—2ab+b> >0 a®+b* > 2ab.
Como a,b € R, entdo ab > 0. Assim,
a2+6222ab(:)z+222.

a b
Agora, se a — b = 0, isto é, a = b, entao T 1 e, consequentemente, a
a
igualdade é satisfeita. m
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Teorema 2.1 (Desigualdade de Nesbitt). Para a,b,c € R}, a desigualdade

a n b n c >§
b+c¢c c+a a+b 2

¢ verdadeira. A igualdade ocorre se a =b = c.

Demonstracao. Pela Proposicao segue que, para a,b,c € R},

a+b+b+022, a—kc_i_c—i—bZ , b+a+a+022.
b4+c a-+b c+b a+c at+c b+a

Entao:

a+b b+c a+c c+b b4+a a+c
+ >24242
b+c a+b c¢c+b a+c a+c b+a

a+b a+tc b4+c a++c c+b b+a
+ + + + + > 6

bd+c c+b a+b b+a at+c a-+c
2a~|—(b+c)+(a+b)+20+(a—|—c)+2b26
b+c a+b a+c

2a b+c a+bd 2¢ a+tc 2b
+ > 6
b+c¢c b4+c a+b a+b at+c a+tc

2a 2¢ 2b
+l4+1+——+1+ >6
b+c a+b a+c

2a 2¢ 2b
+ + >3
b+c a+b a+c

a c b
2 + + >3
b+c a+b a-+c
a c b

- -
b+c a+b a-+c
a—l—b_b—l—c a+c c+b b+ta a+c

3
> —.
-2

¢,

Agora, se a = b = ¢, entao = , = e =
b+c¢ a+b c+b a+4+c a+c b+a
portanto, a igualdade é satisfeita. O

Proposigio 2.3. A desigualdade a® 4 b* + ¢* > ab + bc + ca é verdadeira para

a,b,c € R. A igualdade ocorre se, e somente se, a =b = c.



22 Desigualdades elementares e suas aplica¢oes

Demonstracao. Para a,b,c € R, temos que
(a=b)*>0, (b—c)*>0, (c—a)* >0,

de onde segue que

(a—b2+(b—c)P+(c—a)*>0

a® +b* — 2ab + b* + & — 2bc + ¢ + a® — 2ca > 0
2a° + 2b* + 2¢* — 2ab — 2bc — 2ca > 0
2(a® 4+ b* + c*) > 2(ab + bc + ca)
a’ +b* + ¢ > ab + be + ca.

Além disso, a igualdade é satisfeita se, e somente se, (a —b)> =0, (b—c)* =0

e (c—a)*>=0,isto é, quando a = b, b = c e ¢ = a, ou seja, quando a =b=c. [

Proposicao 2.4. Para a,b,c € R, a desigualdade
3(ab+bc+ca) < (a+b+c)* < 3(a® +b* + ¢?)

¢ verdadeira. A igualdade ocorre se, e somente se, a =b = c.

Demonstragio. Pela Proposigao [2.3] temos:

3(ab+ bc + ca) = ab+ be + ca + 2ab + 2bc + 2ca
< a®+b* + &+ 2ab + 2bc + 2ca = (a + b+ ¢)?
<a®+ b+ +2(a® + b+ P)
=3(a* + 0> + ).

Além disso, a igualdade é satisfeita se, e somente se, a = b = c. O

Proposicao 2.5. Para a,b,c € R tais que a,b,c > 1, a desigualdade

1 1 1
abc+—-—+-+—->a+b+c+
a c abe

b

é verdadeira.
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1
Demonstracio. Como b > 1, segue que 5 < 1. Agora, como a > 1, temos que

. 1 1
a>1> 3 e, assim, a > b Do mesmo modo, temos que b > — e ¢ > —.

c a
Entao:
>1:> 1>0
a>—-=a— ~
b b
1 1
b>—-=b—->0

C C

1 1
c>—=>c——>0.
a a

-6

Portanto,

Consequentemente, usando a propriedade distributiva entre os nimeros reais,

obtemos

-2

ab ac a 1 c 1
abc——— —+——c+-+———>0
a c ac a be abe

1 1 1 1
abc—b—a+-—c+—-—+-———>0
c a b abc
1 1 1 1
abc+ -+ —-+->a+b+c+ —.
a b ¢ abe

Proposigao 2.6. Para todo x € R, a desigualdade

22—+t —r+1>0.

¢ verdadeira.

Demonstracao. Temos dois casos a considerar em relacao aos valores de x:

1.z < 1;

2. x> 1.

Considerando o primeiro caso, temos:
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-2 >0
4 9 . 4 9
. z° > x” ou equivalentemente z~ — x” > 0.
Entao, ' > 0, 2* —2° > 0, 1 — 2 > 0 e, portanto,

-ttt —r 1=+ (@' -2+ (1—-2)>0.

Vamos, agora, considerar o segundo caso. Note que
o2 -2+t —r 1=t — )+ (2 — )+ 1
=@ —2)(2®*+1)+1
=z(2® - 1)(2® + 1)+ 1.

Como z > 1, temos:

L3 —1>0;

1> 2

Entdo, z(z® —1)(z® + 1) > 0 e, assim,

z(z° = 1)@+ 1) +1>1>0 02 -2 +2' —2+1>0.

Proposicao 2.7. Para x,y,z € R, a desigualdade
oyt 2> 20(ey — 2+ 1)

¢ verdadeira. A igualdade ocorre se, e somente se, t =y=z=1oux=z=1c¢
y=—1.

Demonstracao. Temos que:
eyt L= 2r(ayt w2+ ) =t byt 22 12270 4 227 — 202 — 20 =

= (2* =202 4y + (2 =22+ 2) + (2 —20+1) = (2 —y*)* +(z—2)* +(z—1)% > 0.

Portanto, z* + y* + 2% + 1 > 2x(xy* — v + 2z + 1). Além disso, a igualdade

ocorre se, e somente se, (22 —4*)2 =0, (z —2)>*=0¢ (z — 1) = 0, o que equivale
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a|l’|:|y|,J}:ZGZE:Ljstoé)Oux:yzzzloux:ZZley:_l‘

Proposicao 2.8. Para z,y,2 € RT tais que x +y + z = 1, a desigualdade

N —

Yy +yz 4+ 2zx <

¢ verdadeira. A igualdade ocorre se, e somente se, x = z = 5 €Y= 0.
Demonstragcio. Como por hipétese, z + y + 2z = 1, demonstraremos a desigualdade

acima provando que
22y + 2yz +dzx < (v +y+ 2)%

Pois bem, note que

(@+y+2)"=(z+y)+2 +y)z+2°
=22 4 2oy + 2 + 202 + 2yz + 22
= 2%+ y* + 2% + 2zy + 2wz + 2y2.

Portanto,

(x+y+2)? 20y —2yz—2zx =a* +y* + 22 > 0.

Além disso,

(x+y+2)° —2ry —2yz — dzx = (2% + y* + 2% + 22y + 272 + 2y2) — 20y — 2yz — 4w
=22+ + 2% — 2z,

Mas,

Py -2z =2 -2z + 22+ = (r —2)" +y° > 0.

Assim,

(x+y+2)2 =22y —2yz —dzx = (v — 2)> + 4> > 0,

de onde obtemos:
22y + 2yz +dzx < (v +y+ 2)>
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Logo, como = +y + z = 1, segue que (z+y+2)>=1e

20y +2yz+4ze <1 2ay+yz+2z0) <1 S ay+yz+ 2zx <

N | —

A igualdade ocorre se, e somente se, (z — 2)2 =0ey’=0,istoé,z=zey=0.
Por conseguinte, usando que x + y + z = 1, a igualdade ocorre se, e somente se,
1

=z== =0. O]
r=z 2ey

Proposigao 2.9. A desigualdade

VT +\y++vz>zy+yz+ 2,

é verdadeira para x,y,z € R tais que x +y + 2 = 3. A igualdade ocorre se, e

somente se, x =y =z = 1.

Demonstracio. Como = + y + z = 3, segue que

r+y+2)=3-3=9=(z+y+2)?
= (v +y)?+2x+y)z+2°
= 2% 4+ 22y + y* + 202 + 2yz + 22
=22+ 2 + 2%+ 2xy + 2yz + 222
=2+ y* + 2%+ 2(ay + yz + 22).

Mas,

3v+3y+ 3z =2 +9* + 2% + 2(zy + yz + 22)

&2y +yz+z2x) =3z + 3y + 32— 2® —y* — 2?

1
@xy—l—yz—l—za::5(3x—x2+3y—y2+32—z2).
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Entao,

1
VE VT VE — (a4 g2+ 2) = VE T+ VE - 53— )~
1 1
—5(3y—y2+32—22):\/5+\/§+\/Z+§($2—3x+y2—3y+22—3z):

2 2 2 1
:5\/5+§\/§+§\/5+5(:)32—3:U+y2—3y+22—3z),

de onde segue que
1
VI+Hy+Vz—(zyt+yz+za) = 3 ((x2—3:c—|—2\/§)+(y2—3y+2\/§)+(z2—3z+2\/2)> =

1

:2<\/5(\/5-x—3ﬁ+2)+\/5(\/@-9—3\/§+2)+\/E<‘/2'2_3\/E+2)> -

1

= 5 (VEVE - 1P/ 42 4 Vi - D242 + VAV - 1205 4 2)

Agora, como z,y, 2 € R} temos:

AV >0,y>0v2>0;

c(Vr=12>0, (Vy—1)?>0, (Vz—=1)*>0;
VT +2>0,/y+2>0,Vz+2>0,

Dai,

N | —

(VAT = DP(/E +2) 4 VBT - TVT +2)+ VEVE = DAVE 4 )] 20

e, portanto, vz + \/y + vz — (zy +yz + 22) 2 0, ou seja, VI +/y+ vz >
> (zy +yz + 2x).
A igualdade ocorre se, e somente se, (vz—1)* =0, (\/y—1)> =0e (vz—1)* =0,

isto é, se, e somente se, x =y =z = 1. [

Importantes desigualdades matemadticas serdo tratadas no préximo capitulo. E
fundamental que o leitor tenha as desigualdades elementares em mente para obter

um bom entendimento das mais complexas que virao.






3 Desigualdades Matematicas

As desigualdades a serem estudadas neste capitulo sao: Desigualdades entre
as médias com duas e trés varidveis, Desigualdades Geométricas, Desigualdades
de Bernoulli, Cauchy-Schwarz, Triangular, Chebyshev e Suranyi. Além disso,
provaremos o caso geral das Desigualdades entre as médias, as Desigualdades de
Jensen, Young e Holder, a generalizacao da Desigualdade de Cauchy-Schwarz e a
generalizagdo das Desigualdades entre as médias.

As principais referéncias para este capitulo sao [1], [3], [5] e [9].

3.1 Desigualdades entre as médias com duas e
trés variaveis

Nesta secao, serao enunciados e demonstrados teoremas relativos as desigualda-
des entre médias quadratica (QM), aritmética (AM), geométrica (GM) e harmonica

(HM) com duas e trés variaveis.

Teorema 3.1. Sejam a,b € R},

2 2
a;rb, AM:CL;rb, GM = Vab e HM:Ll.
i_f_i
a b

QM =

Entao,
QM > AM > GM > HM.

As igualdades ocorrem se, e somente se, a = b.

29



30 Desigualdades Matematicas

Demonstragio. Primeiramente, demonstraremos que QM > AM. Para a,b € R}
temos:

(a—0)*>0<a®>+b*—2ab>0
& a2 4+ b? > 2ab
& 2(a® +b*) > a® + b* + 2ab
& 2(a® +b*) > (a+b)?
<:>a2—i—b2 (a+0b)?

>
2 - 4

a +62 <a+b
=

/a +b2 a—l—b
[a? + b2 a—l—b

Portanto, QM > AM. A igualdade se verifica se, e somente se, (a — b)* = 0,
isto é, a = b.

Demonstraremos agora que AM > GM. Com efeito, para a,b € R}, temos:
(Va—-Vb)?>0sa+b—2Vab>0
Sa+b> 2V ab
b
& a; > Vab.

Note que a igualdade se verifica se, e somente se, (v/a — \/1;)2 =0, isto é, a = b.
Por fim, provaremos que GM > HM. De fato, para a,b € R, temos:

(Va—vb?>0 & a+b—2Vab>0
& a+b>2Vab

a+b _ 2vab
= >
at+b " a+b
2\/
=

- a+b
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- 1 2
Vab T a+b

<@¢%> 2
ab —a+b
o Vap> 2
a+b

2

1
@@ZQM

ab

2
@@za#—b
ab

2
@@21 T
7_.|_7

a b

A igualdade se verifica se, e somente se, (v/a — \/5)2 =0, ou melhor, a =b. [

Tal como fizemos no Teorema [3.1I, podemos definir as médias quadratica,

aritmética, geométrica e harmonica com trés variaveis, como:

2 24 2 b 3
OM = | Ay =0 G = Vabe ¢ HM = —— 5
M 3 3 T 1 1
Pl

b
(3.1)

Assim, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.2. Sejam a,b,c € R} e QM, AM, GM ¢ HM definidos em (3.1)).
Entao,
QM > AM > GM > HM.

Além disso, as iqualdades ocorrem se, e somente se, a = b = c.

Demonstragcio. Primeiramente, demonstraremos que QM > AM. Sejam, entao,
a,b,c € RS. Pela Proposicao , segue que a® + b + ¢ > ab + be + ca. Portanto,

3(a* + 0>+ ) =a® + b2+ +2(a* + b+ F)

3(a2+b2+c2) > a% + b2 + 2 + 2ab + 2bc + 2ca
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3@+ +c*) > (a+b+c)?
A+ +c* _ (a+b+c)?

>
3 = 9

\/a2+b2+02 >\/(a—|—b+c)2
3 - 9

m?+w+02>a+b+c
3 - 3 7

de onde segue que QM > AM.

A igualdade se verifica se, e somente se, a = b = ¢, conforme a demonstracao

da Proposicao 2.3
As demonstragoes de que AM > GM e GM > HM serao feitas na Secao 3.4,
usando o Principio de Indugao Finita (veja o Teorema . O

A seguir, exibiremos alguns resultados que utilizam as desigualdades entre as

médias nas suas demonstragoes.

Proposicao 3.1. Para z,y,2 € R tais que x +y + z = 1, a desiqualdade

LA LY

z x Y
, . . 1
¢ verdadeira. A igualdade ocorre se, e somente se, vt =y =z = 3

Demonstracao. Temos:

Ty yz+zx_1xy ley lyz 1lyz lzx 1lzz

z x Y T2z 22z 2z 2z 2y+§?

1(x z 1(yz =z 1z =

== 7y+y7 + = yf—l-f + = 7_’_73/
2\ z T 2\ x Y 2\ y z

Pelo Teorema, [3.1] segue que

1(zy yz [Ty Yz

L) > 2L = 2 — .

2<z+x>_ z x \/‘?7 4

Do mesmo modo, segue que

1<yz+zx>> V2R 5. ;<”+“’y>> CE =R

2\  y )\ x wy vy 2z ) Ny =z
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Portanto,

ry yz zx 1fxzy yz 1fyz 2z 1(zx xy
—t—+—=z|—+—|+z|—F— |+ 5| —+—
z x Y 2\ =z T 2\ x Y 2\ y z

>y+z+x

=r+y+=z

=1

Agora, de acordo com o Teorema [3.1] segue que a igualdade ocorre se, e somente
Ty Yz @ 2x

se, = —, o que implica em x = y = z. Mas, por hipdtese, v +y + z = 1.
z x Y
1
Assim, a igualdade ocorre se, e somente se, t =y = z = 3 O

Proposicao 3.2. Para a,b,c € R}, a desigualdade

* 7

o)

¢ verdadeira. A igualdade ocorre se, e somente se, a =b = c.

Demonstracio. Pela desigualdade AM > GM, entre as médias aritmética e geo-
métrica (AM > GM), no Teorema e pelo fato de que a,b,c € R e, portanto,

111
—,—,— € R, segue que:
a b’ c
Loy 1_2\F
=N TV
1 1 b
b+22,/b-:2\[
c c c
1 1 c
c+—>2 c-:2\/>.
a a a
Entao,

i V(o (o ng.Qﬁzfzg,/M.
b c a b c a abe
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Agora, pela demonstragao do Teorema [3.1] temos que a igualdade ocorre se, e
1

somente se, a:g, b=-ec=—,oqueimplicaema-b=1,b-c=1lec-a=1,
c a
de onde concluimos que a = b = c. O
Proposicao 3.3. Para a,b,c € R, a desigualdade
ab . bc n ca a+b+c
a+b+2c b+c+2a cH+a+2b 4

€ verdadeira.

Demonstracdo. Pela desigualdade entre as médias aritmética e harmdnica, AM >
HM, isto é

a+b 2 a+b 4 1 1 a+b
> = > = < -
2 — 1 1 ab “a+b “a+b~ 4 ab’
7_’_7
a b
temos que:
ab B ab
a+b+2 (a+c)+(b+c)
a1
1 (a+c¢)+(b+¢)
gab-l(a+0)+(b+c)
4 (a+c)(b+c)
o [
4 la+c b+cl
Analogamente, ]
be be 1 1
= +
b+c+2a~ 4 |a+b a+tc
e

ca L 1 1
c+a+2b~ 4 |b+c a+b]|



Desigualdades entre as médias 35

Portanto,
ab n be . ca <a7b 1 i 1 —l-% 1 n 1
a+b+2¢c b4+c+2a cH+a+2b 4 at+c b+c 4 la+b a+c
+ca 1 . 1
4 b+c a-+bd
_}_ab+ab+bc+bc+ca+ca
_4_a—|—c b+c a+b a+c b+c a—+bd
1[ab+bc ab+ca be+ ca
== + +
4| a+c b+c a-+b
1[bla+c) alb+c) c(b+a)
== —- -
4| a+c b+c a+b
1
:Z[b‘l‘a‘{‘C]
a

+b+c

4

Agora, a igualdade ocorre se, e somente se, a +c=b+c,a+b=a-+ce

b+c=a+0b, istoé, a=0=rc.

Proposicao 3.4. A desigualdade ab+bc+
tais que a + b+ c = 1. A igualdade ocorre

]

ca > 9abe é verdadeira, para a,b,c € RY

se, e somente se, a =b = c.

Demonstragio. Sabendo que AM > GM pelo Teorema [3.2] isto é,

a+§+c > Vabe o

e que, neste caso, a + b+ c =1, temos qu

a+b+c>3vVabe

e:

ab+bc+ca = (ab+ bc+ ca).l

v

(ab+ bc+ ca)(a+ b+ c)
3 (ab)(be)(ca) - 3vabe
9Va2b2c? - Vabe

= 9Va3h3c3 = 9abe.

A igualdade ocorre se, e somente se, a = b = ¢. Mas usando a hipdtese de que

a+b+c = 1, concluimos que a igualdade ocorre se, e somente se, a = b= c = 3 O
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Proposicao 3.5. A desigualdade

1 L 1 n 1
14ab 14+bc 1+ca

3
>77
-2

é verdadeira para a,b,c € R} tais que a® + b* + ¢ = 3. A igualdade ocorre se, e

somente se, a =b=c=1.

Demonstracao. Pelo Teorema temos que AM > HM, isto é,

r+y—+=z 3
?3J 211 1 para z,y,z € R}.
i_|_i —
x Yy oz
Portant 1 1 ! t
ortanto, para r = = ez = emos:
» P 1—i—ab’y 1+ be 14 ca’
1 n 1 n 1 S 9
1+ab 1+bc 1+ca — 1 1 1
+ +
1 1 1
14+ ab 1+ be 14+ ca
B 9
- 14ab+1+bc+1+ca
9
 34ab+be+ca
Agora, pela Proposicao [2.3] obtemos:
9 9 9 3

> = = —.
3+ab+bc+ca ~ 3+ (a®?+b02+¢%) 3+3 2

Logo,
1 1 1

1+ab+1+bc+1+ca

A igualdade ocorre se, e somente se, ab = bc = ca, isto é, a = b = ¢. Mas, como

3
> —.
-2

a’? +b* + ¢® = 3, entdo a igualdade ocorre se, e somente se, ¢ = b = ¢ = 1. O

Proposicao 3.6. Para a,b,c € R}, a desigualdade

\/a—i—b_i_\/b—i—c_f_\/cj;az?)\/é
a

C
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¢ vdlida. A igualdade ocorre se, e somente se, a = b = c.

Demonstragio. Pelos Teoremas [3.1] e 3.2} temos que:

a+b b+c c+a 3 a—l—b b—l—c c+a
- + 4 + b >3

3\/a—|—b) b+ c)(c+a)

abe

:S\G/(a—kb)(b—i—c)(c—f—a)

abe

oy \‘/ 2vab - 2v/be - 2 /ca
- abe
6/ 8V a2b2c?

abce
o 81/(abc)?
abe

o/ 8abc
abe

=3v/8
= 3v/23
=3v2,

=3

=3

o que prova o desejado. Além disso, pelas demonstragoes dos Teoremas 3.1 e [3.2] a

igualdade ocorre se, e somente se, a = b = c. O

Proposicao 3.7. A desigualdade

a?+b b+ A+a®
+ +

> 2
c a b -

¢ verdadeira para a,b,c € R} tais que a + b+ c = 1. A igualdade ocorre se, e

somente se, a =b=c= 3"

Demonstragio. Para a,b,c € R segue que

(a—b)?>0=a®+b* > 2ab
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(b—c)*>0=b>+c* > 2bc
(c—a)®*>0=c+a® > 2ca.

Pelas desigualdades acima e usando a desigualdade entre as médias aritmética

e geométrica (AM > GM), vem que:

= ¢ a b

c
(ab be ca>
=2 74_74_
c
L)
c

a2+ B+ A+ a? 2ab  2bc  2ca
c + a + b Z

be

<a f)*i
(45145
=2(VB2 + Ve + Va?)

=20b+c+a)=2(a+b+c)=2-1=2.

5 1
2

[V
[\
NJ\P—‘ l\D\H

ab bec ca

Ademais, a igualdade ocorre se, e somente se, — = — = —, isto é, a = b = c.

c a
Agora, através da hipotese de que a + b+ ¢ = 1, vemos que a igualdade ocorre se, e
somente se, a:b:c:g. O

Proposicao 3.8. Para a,b,c € R} tais que abc = 1, é verdadeira a segquinte

desigualdade:
a* + b+ +ab+ b+ ca

Va+ Vb4 /e =7

A igualdade ocorre se, e somente se, a =b=c=1.

Demonstracao. Usando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica
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(AM > GM) e a hipdtese de que abc = 1, temos:

@+ +cE+ab+be+ca  (a®+be)+ (U + ca) + (¢ + ab) -
Va+ Vb + /e - Va+Vb+ /e -
- 2v/a?be + 2V 2ca + 2V c2ab  2(Va?be + Vb2 ca + Vcab)
- Va+Vb+ /e a Va+Vb+ /e a
B 2(\/a-(abc)—|—\/b-(bca)—l—\/c-(cab)) B 2(Va-1+vVb-1++c-1) B
a Va+Vb+ /e - Va+Vb+ /e B
_2(Va+ b+ e) 91—
Va+vb+ /e '

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, a® = be, b> = ca e ¢ = ab, isto
é,a® =abc =1, = cab=1 e ¢® = abc = 1. Por conseguinte, a igualdade ocorre

se, e somente se, a® = b> =¢> =1, 0 que implica em ¢ =b=c = 1. O
Proposicao 3.9. A desigualdade

9abc ab? bc? ca® a®>+b> + ¢
< + + <
20@+b+c) “a+b b+c cH+a 2

¢ verdadeira para a,b,c € R} . A igualdade ocorre se, e somente se, a = b = c.

Demonstracio. Usando a desigualdade entre as médias aritmética e harmonica e a

desigualdade estabelecida na Proposicao [2.3] obtemos:

ab? bc? ca> 1 1 1

a+b bie eta L, TTT TTT T

b2 ab 2 bc a? ca

b>+ab A +bc a*>+ca

4 * 4 + 4

a® + b* + ¢ + (ab + bc + ca)
4

a2+ 02+ 4 (a4 B+ 2)
4

2(a* + b* + )

4
a’® + b + 2
—

IA
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Agora, usando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica (AM >

G M) para trés variaveis, temos:

ab? bc? ca? \3/ ab? bc?  ca?
+ + > . .
a+b b+c cHa a+b b+c c+a
a*h3c3
(a+b)(b+c)(c+a)
(abc)?
(a+b)(b+c)(c+a)
3abc
Ja+b)(b+c)(c+a)

1 1 1 3
< e, portanto, >
a+b+c ™ 3vVabe P Vabe ~ a+b+c

Ainda, como , concluimos

que

3abce 3 9abe
> 3abc - =
Ja+b)(b+c)(c+a)

(a+b)+b+c)+(c+a) 2(a+b+c)

A igualdade ocorre se, e somente se, a = b = c. O

+

* J

Proposicao 3.10. Para a,b,c € R, a sequinte desigualdade

a? b P

—+—+—=—>a+b+c
b c a

¢ verdadeira. A igualdade ocorre se, e somente se, a =b = c.

Demonstracio. Usando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica

(AM > GM), temos:
+b 2 2
5 2\/“61’@%%22\/@7:2@.

De modo analogo, segue que

@
b

2 62
—+c>2b e — 4+ a > 2c.
C
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Portanto,
2 b2 2

b+ bt S va>2a+ 242
b c a

de onde segue que
a? b 2
—+— + —>a+b+ec
b c

Agora, a igualdade ocorre se, e somente se, a = b,b = c e ¢ = a, isto é, se, e

somente se ¢ = b = c. ]
Proposicao 3.11. A desigualdade

a® b c?
f—i—f—i——>a+b+c
be ab

é verdadeira para a,b,c € R} . A igualdade ocorre se, e somente se, a = b = c.

Demonstracao. Usando as desigualdades entre as médias aritmética e geométrica
(AM > GM), obtemos:

3

a7_|_b_|_c Jad a3
5072 —.b-ce ——+b+c>3Vad = 3a,
3 be be

visto que a, b, c € R}

De modo analogo temos:

b3 3
—+c+a>3b e —+a+b>3c
ca ab

Portanto,

a’ b3 3
—+b+c+—+cta+—+a+b>3a+3b+ 3c
be ca ab

at b A
bf—i—f+fb—|—2a—|—2b+20>3a+3b—|—30
C
a® b 3
f—i—f—i——>a+b+c
be ab

Além disso, a igualdade se verifica se, e somente se, a = b = c. O
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3.2 Desigualdades Geométricas

Nesta secao, serao apresentadas as desigualdades geométricas, que tém como
variaveis as medidas dos lados de um triangulo dado. Porém, outras variaveis tam-
bém podem aparecer, como a medida dos angulos, por exemplo. Para demonstrar
tais desigualdades, usamos as desigualdades entre as médias, como veremos.

Sejam a, b e ¢ as medidas dos lados de um tridngulo e sejam

a+c—0> a+b—c c+b—a

T = 5 Ly = 5 pEE a,b,c > 0.

Entao,
2c

2a 2b
x+y:?:a, y~|—z:§:b, z+x:5:c.
Dessa forma, podemos afirmar que existem ntimeros reais positivos z,y, z tais que
a=x+y,b=y+ zec=z+x Esta substituicao é conhecida como Substituicdo
de Ravi.

A seguir, veremos alguns resultados sobre desigualdades geométricas. A variavel
a+b+c

2
Proposicao 3.12 (Desigualdade de Nesbitt). Sejam a,b e ¢ as medidas dos lados

s representara o semiperimetro do tridngulo de lados a, b e ¢, isto ¢, s =

de um triangulo. A sequinte desigualdade é verdadeira:

3< a n b n c <9
2 " b+c c+a a+bd '
. a b c
A igualdade = = + + ocorre se, e somente se, a = b = c.

2 b+c c+a a+b

Demonstrag¢io. Como a,b e ¢ sdo as medidas dos lados de um triangulo, segue que
a+b>cb+c>aea+c>0b. Portanto,

a+b+c
> =

2a@+b)=(a+b)+(a+b) >a+b+cs (a+D) 5

S.

Do mesmo modo, temos:

(b+c)>s e (a+c) > s.
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Logo,
a b c a b ¢ a+b+c 2s
+ + <-4+-4+-=—=—=2.
b+c a+c¢c a+b s s s S s

Provemos agora, a primeira desigualdade. Para tanto, tomemos b+c =z, a+c =

=yea+b=z.
Assim,
y+z—(c+b) y+z—z

2a+c+b=y+z=2a=y+z—(c+b)=a= 5 = 5

De forma analoga, obtemos:

b z+rT—y rT+y—z
= — e c=———.
2 2

Agora, usando a Proposigao [2.2] do Capitulo 1, temos:

a n b n c  ytz—zx l_i_z—l—x—y }+x+y—z 1
b+c ct+a a+b 2 x 2 Y 2 z
Yytrz—z ztr—yYy TH+Y—=2
N 2x + 2y + 2z
1 z z T z
=<y+—1++—1++y—1>
2\z =z Yy oy z oz
1 z z T
:G+»++++y—ﬂ
2\z x y y z =z
1 T z X
()96
2\\z vy Tz
1
2§@+2+2—$
_3
=3

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, x = y = 2, o que implica em
a=0b=c. O

Proposicao 3.13. A desigualdade

et — >

)

—_
—_
—_
| ©

¢ verdadeira sempre que a,b e ¢ sdo as medidas dos lados de um triangulo. A
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tgualdade ocorre se, e somente se, a = b = c.

Demonstragcao. Usando a desigualdade entre as médias aritmética e harmonica

(AM > HM), temos:

1 n 1 n 1
s—a s—0b s—c < 3
3 ~“s—a+s—b+s—c

de onde segue que

A igualdade ocorre se, e somente se, s—a=s—b,s—b=s—ces—c=s—a,
isto é, a = b = ¢, ou seja, a igualdade ocorre somente no triangulo equilatero. [

Proposigao 3.14. A desigualdade (a+b—c)(b+c—a)(c+a—0b) < abc € verdadeira,
em que a, b e ¢ sdo as medidas dos lados de um triangulo. A igualdade ocorre se, e

somente se, a = b = c.

Demonstragio. Para a,b,c € R}, temos (a —b)> >0, (b—c)*>0e (c—a)* > 0.

Assim,
a*>a*—(b—c)=a*-b—c+2bc=(a+b—c)la+c—b).
Analogamente,

V>0 —(c—a)P’=b—-a*-c+2ca=(b+a—c)(b+c—a)

> —(a—bP=c—a* b +2ab=(c+a—0b)(c+b—a).
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Portanto,

a’b’c® > (a+b—c)la+c—b)(b+a—c)(b+c—a)(c+a—Db)(c+b—a)
=(a+b—c)’*(b+c—a)*(c+a—0b)>

de onde segue que

abc = Va2 > \/(a +b—0c)?(b+c—a)*(c+a—0b)?=(a+b—c)(b+c—a)(c+a—Db).

Agora, a igualdade ocorre se, e somente se, a> = a> — (b—¢)?, b* = b* — (¢ — a)?
ec?=c*— (a—0b)? isto é, a igualdade ocorre se, e somente se, a = b = ¢, ou seja,

quando o triangulo ¢é equilatero. O]

Proposicao 3.15. Sejam a,b e ¢ as medidas dos lados de um triangulo. A sequinte

desiqualdade é verdadeira:
a® +b* + ¢ < 2(ab + be + ca).
Demonstracao. Usando a Substituicao de Ravi, temos:
a=x+y, b=y+zec=z+zx, x,y,2z>0.
Entao,

@+ 0+ = (r+y)? + (y+2)?+ (2 + )
= 2?2 2y + P 22 2y 4 22 2 + 2
=222 + 2% + 22% + 20y + 2yz + 22z
=2(x® +y* + 22 + 2y + yz + 22)
< 2(2® +y* + 2% + 37y + 3yz + 3z1)
=2 +y)y+2)+y+2)(z+2)+(z+2)(z+y))
= 2(ab + bc + ca),

de onde segue o resultado. O
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Proposicao 3.16. A desigualdade

1 1+1< 1 i 1 . 1
b ¢ a+b—c b+c—a c+a-—-0>b

¢ valida quando a, b e ¢ sao as medidas dos lados de um triangulo. A igualdade

ocorre se, e somente se, a = b = c.

Demonstracio. Usando a desigualdade entre as médias aritmética e harmonica
(AM > HM), temos:

1 1
a+b—c+b+c—a> 2 _ 21
2 “a+b—c+b+tc—a 2b b
Analogamente,
1 n 1
a+b—c c~|—a—b>}
2 T a
e
1 N 1
b+c—a c+a—b>}
2 ~c
Portanto,

RN SN SURUES ¥ RN TN S T O
a+b—c b+c—a c+a—-b 2\a+b—c b+c—a c+a—-b)

1 1 1 1 1
_2<<a~|—b—c+b—|—c—a>+(a—l—b—c%-c%—a—b>+
SRS T VI

b+c—a c+a—0> “a b c

A igualdade ocorre se, e somente se, a = b = ¢, ou seja, quando o triangulo é
m

equilatero.

Proposicao 3.17. Sejam a,b e ¢ as medidas dos lados de um triangulo, e o, 5 e
~v o0s angulos respectivos deste triangulo. A sequinte desigualdade é verdadeira:
ac + b + ¢y

T <7r
37 a+b+e 2
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T a4+ b8+ cy
a+b+c

A igualdade 3=

isso, assumiremos, sem perda de generalidade, a > b > ¢. Assim, a > 3 > v, e

a+B+y=m.

Portanto, temos:

de onde segue que

Sendo assim,

ocorre se, e somente se, a = b = c.

37 a+b+c

a—b>0 e a—p>0
b—c=>0 e f—v20

c—a<0 e vy—a<0,

(a—b)(a—p)>0
(b—o)(B—")

(c—a)(y —a) 20.

A%

v

0

(a=b)la=p)+b-c)(B-7)+(-a)ly—a)=0

Saa—af —ba+bB+b8—by—cB+cy+cy—ca—ay+aa>0
& 2a0 + 25 + 2¢y —alb+c¢) — fla+¢) —y(a+b) >0

& 2(aa + b3+ cy) > alb+c) + Bla+c) +y(a+b)

& a0+ 305 +3cy > aa+alb+c)+ b5+ Sla+b) + ey +y(a+b)
& 3ax+bf+cy) > ala+b+c)+Fla+b+c)+vy(a+b+c)

S 3ax+bB+cy) > (a+b+c)(a+B+7)

aa+bﬁ+0’y>

a+ B+

a+b+c
@aa+b5+0’y>

a+b+c

3

T
P 3 .

A igualdade ocorre se, e somente se, a = b = c.

Mostraremos, agora, que

ax+bB+cy w
_— < .
a+b+c 2

. o T ac+bp +c
Demonstracao. Primeiramente, demonstraremos que — < ¢ Para
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De fato, como a, b e ¢ sao medidas dos lados de um triangulo, segue que
b+c>a=a+b+c>2a

at+b>c=a+b+c>2
c+a>b=a+b+c>2b

Assim,
ala+b+c) > 2aa

Bla+b+c) > 205
v(a+b+c) > 2y
e, portanto,
(a+B8+a+b+c)=ala+b+c)+Bla+tb+c)+yla+b+c)

> 2aa + 2b5 + 2¢y
= 2(acc + b3 + ),

de onde se obtém:

Gt B> 2(acc + bB + ) <:>aoz+b6+cy< a—|—6+7:£
a+b+c a+b+c 2 2

3.3 Desigualdades de Bernoulli, Cauchy-Schwarz,
Triangular, Chebyshev e Suranyi

As desigualdades apresentadas e demonstradas nesta se¢cao sao muito impor-
tantes e estao entre as desigualdades mais conhecidas. Elas envolvem varias
variaveis e também ajudam na demonstracao de outras desigualdades. Além disso,
para demonstra-las, usaremos as desigualdades ja vistas neste trabalho, como por
exemplo, as Desigualdades entre as médias.

Inicialmente, apresentaremos a Desigualdade de Bernoulli, a qual serd provada
com o auxilio do Principio de Inducao Finita. Na sequéncia, exibiremos uma

consequeéncia desta.
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Teorema 3.3 (Desigualdade de Bernoulli). Sejam x; € R,;i =1,2,...,n tais que

x; > —1, para todo i € {1,...,n} e tém o mesmo sinal. Entao,
(I4+z)(1+a)...1+x,) > 1421 224 + ). (3.2)

Demonstracao. Provaremos este resultado usando o Principio de Indugao Finita.

Paran =1, temos: 1 +z; > 1+ z;.

Suponhamos que, para algum k natural maior do que 1 e para quaisquer
z; € R,i € {1,...,k}, com o mesmo sinal, seja verdadeira a desigualdade (3.2), ou
seja,

(I4+z)(1+a)...L+ag) > 14z +20+ - + 2%

Para completar a prova, vamos verificar que o resultado é valido para n = k + 1.

Sejam, entao, z; > —1,7 € {1,...,k + 1}, nimeros reais quaisquer com o mesmo

sinal. Entdo, como xy, 2, ..., xr11 tém o mesmo sinal, segue que:
(r1+ x4+ + ) Tpy1 > 0.
Portanto,

(I4+z)A+mz)...(I+ap) > A +a+xo+ -+ o) (1 + 2p11)
=14z +x2+ -+ k) + Th1 + T1Tps1 + ToTpa1 + - .
Crr T TR
=14z 4+20+ - Fxp+ T+ (T1+ T2+ 4+ Tp) T
>1l+z +xo+ -+ a2 + Tpga-

Logo, pelo Principio de Indugdo Finita, para z; € R,i € {1,...,n}, tais que
x; > —1 e tém o mesmo sinal, a desigualdade ([3.2)) é verdadeira. [

Corolario 3.1. (Desigualdade de Bernoulli): Sejam n € N e x > —1. Entao,

(I1+x)" > 1+ nz.
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Demonstracio. Pelo Teorema fazendo x; = x, para todo i € {1,...,n}, temos:

(I+z)l+a)...(I+z)>1+g+a+ -+

n—uvezes

ou seja,
(14+2)">1+nx.

A seguir, sera apresentada a Desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Teorema 3.4 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Sejam ay,as, ..., a, eby,ba, ... by

(£4)(5) = (Ee)

numeros reais. Entao,

isto €,
(a4 a3+ +a’)(b]+b3+ - +b2) > (a1by + asby + - - - + anby)’.
A igualdade ocorre se, e somente se, as sequéncias (ay, ag, ..., ay) € (b, ba, ... by)
a a an
forem proporcionais, isto €, 2=
bl b2 bn

Demonstragio. Consideremos o trindomio quadrado

n n n

> (a; — bix)* =D (af — 2a;bix 4+ b2®) = > af — 22 aib + 27> b
, i=1 i=1 i=1

Z(ai —biz)? >0, (3.3)

entdo o delta da equagao do segundo grau ({3.3|) deve ser nao-positivo, ou seja,

n

<—2§‘;aibi>2 () <0

=1
n n n

A0 aibi)® <4 ) (D af)

i=1 =1 =1
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<Z aibi)? < @”lb?)(il i2).

A igualdade ocorre se, e somente se, a; — b;x = 0, para todo i = 1,2,...,n,

. 7 al - 3 .
isto €, se, e somente se, T = b para todo ¢ = 1,2,...,n, o que é equivalente a
i
ay 5] Qn
x = — = — = s = —, D
by by bn

Serao apresentados e demonstrados, agora, corolarios da Desigualdade de

Cauchy-Schwarz.

Corolario 3.2. : Sejam a,b,z,y € R tais que x,y > 0. Entao,

2 2 2
@ b (erb]
x Y r+y

i)

2 62 2 b 2
i02++CEW++®

y oz r+y+z
Demonstra¢ao. Primeiramente, provaremos 7). A desigualdade dada é equivalente

a seguinte desigualdade:

(x+y)a®> (z+y)b? - zy(a + b)?
zx+y)  yl+y) ~ ayle+y)

Mas, vemos que:

y(x +y)a® +a(z+yb* _ zyla+b)’
zy(z +y) — ay(r+y)
& yra® + y2a® + 2%V + xyb® > xya® 4 2abry + xyb?

& y(r +y)a® + z(r +y)b* > xy(a + b)?

o y?a® + 2°b? — 2abzy > 0
& (ay — bx)> >0

e a ultima desigualdade é sempre verdadeira.
a b
Note que a igualdade ocorre se, e somente se, ay —br =0 & ay =br & — = —.
r Yy
Agora, provaremos ii). Por i), temos:

b el > + =2 -

a> 0 a> b +cj (a+b?* & _((a+d)+c)* (a+b+tc)
y oz \z oy z r+y z (x+y)+ 2 r+y+z
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e a prova esta completa. O

Generalizando o Corolario [3.2] temos o seguinte resultado:

Corolario 3.3. Sejam aq,as,...,a,,b1,bs, ..., b, numeros reais tais que b; > 0,
para 1 =1,2,...,n. Entao,
2 2 2 2
a a a, ar+az+---+ap
L S ) (3.4)
bl b2 bn bl + b2 + - + bn
A igualdade ocorre se, e somente se, % an.
by by b,

Demonstracao. Provaremos este resultado usando o Principio de Inducao Finita.

2 2 2 2
a1

a; a4y ay
— = — e, portanto, — >

b1 b1 bl bl .
Suponhamos agora que, para algum k natural maior do que 1, a desigualdade

(3.4) é verdadeira, isto é,

Para n = 1, temos:

a? a? a? a1 +a+...+a 2
—1+—§+...+—’“2(1 2 r)
by b by, b1 +by+ ...+ by

Para completar a prova, vamos verificar que a desigualdade (3.4 é verdadeira

para n =k + 1. Com efeito, da hipotese de indugao, segue que:

2 92 2 2 2 2
ﬁ—f—%—l—"'-i-%-f—ak—ﬂ > (a1 + as + +ar)®  ap, > (a1 + as + + ap + apt1) ‘
by bo b brya bi+by+---+by  bpp by + by + -+ by + bria

]
Corolario 3.4. Sejam ay,as, ..., a,,b1,bs, ... b, numeros reais. Entao,

Vad +0/ad + 03 a2 102 > (g oo an)? 4 (b by b,)2

Demonstracdo. A prova deste resultado sera feita usando o Principio de Inducao
Finita.
Para n = 1, temos: \/a% + b = \/a% + b? e, portanto, \/a% + b2 > \/a% + b2,
Para n = 2, temos:

Vad + 0+ Jad + 03 > \J(an + ag)? + (by + by)?



Desigualdades de Bernoulli, Cauchy-Schwarz, Triangular, Chebyshev e Suranyi 53
(Va2 + 83 + /a3 +83)2 > (/(a1 + az)? + (by + bo)2)?

a3+ B2+ 20/ad + B2 - \Jad+ 03+ a3+ 02 > (ar + as)® + (by + by)?

a§+b§+2\/a%+b%-\/a§+b§+a§+b§za%+2a1a2+a§+b%+2b1b2+b§

2\/a§ + b7 - \/a§ +03 > 2(araz + biby)

Va3 + b3 - \Jad + b3 > aras + biby

(af + 1) (a5 + b3) > (aras + biby)?,
em que a ultima desigualdade é sempre verdadeira (Veja o Teorema - Desigual-
dade de Cauchy-Schwarz).

Suponhamos que, para algum k natural maior do que 2, o resultado seja valido,

ou seja, que seja verdadeira a desigualdade:

\/a% + b%+\/a§ + b§+...+\/a§ +0b2 > \/(a1 +ag + ... +ag)?+ (b + by + ... + b))%

Para completar a prova, basta verificar que o resultado é valido para n =k + 1.

Com efeito, usando a hipdtese de inducgao, obtemos:

vai+bi+ .+ \/ai + b2 + \/aﬁ+1 + b > \/(a1 +otap)?+ (b + . )2+
+ \/aerl + b%+1 > \/(a1 + ... +tap+ ak+1)2 + (bl + ...+ bk + bk+1)2.

A seguir, apresentaremos e demonstraremos a Desigualdade Triangular. Para

isso, consideraremos a fungéo real |- | : R — R dada por

rz, sex >0
=] =
—xz, se x < 0.

Teorema 3.5 (Desigualdade Triangular). Sejam a,b € R,. Entdo

|+ 0] < [a] + [b].
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A igualdade ocorre se, e somente se, a e b tiverem o mesmo sinal.

Demonstracio. Para provar a Desigualdade Triangular, faremos uso do resultado

seguinte.

Resultado auxiliar: Para todo z € R, tem-se —|z| < x < |z|.

De fato:

-se x > 0, entdo |z| = z. Assim, —|z| < z, jd que —|z] <0 e x > 0. Portanto,
—lz| <@ < |-

-se x <0, entdo |x] = —x > 0. Assim, —|z| = —(—z) =z < 0 e entdo = < |z|.

Portanto, —|z| < z < |z|.
Por este resultado segue que z < |z] e —z < |x|.
Agora, voltando a demonstracao da Desigualdade Triangular, temos que:
-sea+b>0,entdo |a+b| =a+b < |a| + |b], pela propriedade acima;
-sea+b<0entdo |a+0b =—(a+b) = —a—0 < |a| + |b], também pela
propriedade acima.
[

A seguir, apresentaremos e demonstraremos o caso geral da Desigualdade

Triangular.

Teorema 3.6 (Caso Geral da Desigualdade Triangular). Sejam aq, as, ..., a, ni-

meros reais nao-nulos, com n € N. Entao,
la1 + ag + ... + an| < |ar| + |a| + ... + |an],

e a igualdade ocorre se, e somente se, aj,as, ..., a, tiverem o mesmo sinal.

Demonstragdo. Usaremos o Principio de Indugao Finita para demonstrar o resul-
tado apresentado.

- Para n = 1, temos que |a;| = |a1| e entdo o resultado é verdadeiro.

- Para n = 2, segue do teorema anterior, tomando a = a; e b = as.

- Suponhamos agora que o resultado seja valido para algum k& natural maior do

que 2. Desta forma, para ai,as,...,a; nimeros reais nao-nulos, temos:

|ay +ag + -+ ap| <ag| + lag] + -+ [agl.
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- Tomemos agora ai,as,...,ak, apr; nNimeros reais nao-nulos. Concluimos,

entao, que

lar +az + -+ + ap + appa| = [ + a2 + -+ ag) + app|
<lay+ag + -+ ag| + |ari|
<lai| + |ag| + - - - + |ax| + |art1],

usando a validade do teorema para n = 2 e a hipdtese de inducao. O
Agora, apresentaremos a Desigualdade de Chebyshev.

Teorema 3.7 (Desigualdade de Chebyshev). Sejam aq,as, ..., a,,b1,bs,... b,

numeros reais tais que a; < as < ... < a, eb; < by < ... <b,. Entao:

isto é,
(al+a2+---—|—an)(bl+b2—|—---—|—bn)§n-(a1b1+agbg+---+anbn).

A igualdade ocorre se, e somente se, a1 =ay = -+ =a, ouby =by=---=0,.

Demonstragio. Para i,7 € {1,2,...,n}, com i > j, temos que a; > a; € b; > b, 0

que implica que a; —a; > 0 e b; —b; > 0. Assim,
(a; — a;)(b; — bj) = 0,

isto é,
aibi — CLibj — Ciji + Cijj >0 aibl- + (ljbj > CLibj + ajbl-.
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<Zai><2bi> =aj(by+by+ -+ +by) +ag(by +by+---+b,)+- -+

an(by + by + -+ + by)

= (a1by + arby + - - - + arby,) + (agby + agbs + - - - + agb,) + - - -+
(anby + anbs + - - - + ayby)

< aiby + agby + ashs + a1by + asbs + asbs + asbs + agbs + - - - +
a1by + a,b, + asby + a,b, + -+ + a,b,

n
=1

A igualdade ocorre se, e somente se, (a; —a;)(b; — b;) = 0, isto é, a; = a; ou
b; =b;, parai,j € {1,2,...,n}. ]

Observagao 3.1. A Desigualdade de Chebyshev também ¢é verdadeira para a; >
> as > ... > a, eby > by > ... >b,, pois também temos, para quaisquer ¢,; €
{1,2,...,n}, (i —a;)(b; —b;) > 0. Agora, se a; < ag < ...<a,eb >by>..>b,,

entao temos a seguinte desigualdade:

No que segue, serao apresentadas consequéncias da Desigualdade de Chebyshev.

Corolario 3.5. Sejamz € R e a € Q tais que x > —1 e a > 1. Entao,
(14+2)*>1+ az.
Demonstragio. Defina f : (—1,400) — R por f(z) = (1 + 2)* — 1 — ax, para
z € (—1,+00).
A derivada de f é dada por

@) =al+a)° " —a.

Observe que
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fl(z) <0 se —1<z<0
e
f'(z) >0 se x>0.

Portanto, f tem um minimo global em x = 0. Como f(0) = 0, concluimos que
f(z) > f(0) =0, paratodo z € (—1,+00),

ou seja,
(14 2)*—1—ax >0, paratodox € (—1,+00),

de onde segue que

(1+2)* > 14 ax, paratodo z € (—1,400).

Corolario 3.6. Sejam z,a € R tais que x > —1 e a > 1. Entao,
(I1+2)*>1+ ax.

Demonstragio. Dado o € R, > 1, como R = Q, existe uma sequéncia (o, )nen C

QN 1, +o0) tal que lima,, = a. Sendo assim,
(14 2)* =lm(1 + z)* > lim(1 + a,z) = 1 + ax.
neN neN

]

Nas préximas linhas, exibiremos a Desigualdade de Suranyi. Mas antes, vere-
mos os conceitos de desigualdade homogénea e desigualdade simétrica; conceitos

preliminares para demonstrar a Desigualdade de Surdnyi.
Definicao 3.1. Uma desigualdade é homogénea quando ndo se altera ao multipli-

carmos cada varidvel pelo mesmo niumero real t.

Definicao 3.2. Uma desigualdade é simétrica quando ndo se altera ao permutarmos

as varidveis.
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Teorema 3.8 (Desigualdade de Surdnyi). Sejam aq,as, ..., a, nimeros reais nao-

negativos e n € Z". Entdo,
(n— 1)zn:a? —i—nﬁai > (i ai> (Zn: a?l> (3.5)
i=1 i=1 i=1
isto €,
(n—1)(al+al+---+al)+najas . . .a, > (a1+ag+--+ay)(al  +ay "+ +al ™).

Demonstracao. Provaremos este resultado usando o Principio de Inducao Finita.
Note que a desigualdade ¢ homogénea e simétrica. Por esta razao, podemos
supor que

ap>ay>--->a, € a +ay+---+a,=1. (3.6)

Para n = 1, o resultado é valido, pois:

(1—1)&%—1—1'@1:@1Zal'lzal-a?.
Para n = 2, o resultado também é valido, visto que:

(2—1)(af+a3)+2-(a1-az) = a3 +a3+2a1a9 = (a1 +az)® = (a1 +az)- (a3 +a57h).

Suponhamos que, para algum k natural maior do que 2, a desigualdade seja

verdadeira. Entao, para ai,as,...,a; nimeros reais nao-negativos, é verdade que

(k—1) iaf + kf[la > (il ai> (i: af—1> = (i af‘l), (3.7)

em que a igualdade se deve a (3.6]).
Para completar a prova, devemos mostrar que a desigualdade (3.5) é valida
para k + 1. Sejam aq, as, ..., ag, ax+1 NUMeros reais nao-negativos que cumprem

(13.6)). Devemos mostrar que

k+1 k1 k+1 k+1
E k) [ > (z ) (z ) (3.9
=1 =1 1=1

i=1
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Porém, mostrar (3.8)) é equivalente a mostrar que a desigualdade seguinte é valida:

k+1 k+1

h1
EY af™+ (k+1) []ai > (1 + agr) <Zaf>>
i=1 =1

=1

a qual, por sua vez, é equivalente a:

k k k k
k Z af“ + k‘aiﬂ +kagiq H a; + a1 H a; — (14+ags1) (Z af +a£+1> >0. (3.9

i=1 i=1 i=1 i=1
Agora, pela hipotese de indugao, temos:

k

k k
kagr []ai > agsr - 1- (Z af_1> — (k= Dags1 Y_al (3.10)
i=1 i=1

i=1

Por (3.9) e (3.10)), concluimos que para verificar a validade da desigualdade

(3.9), basta mostrar que:

k k k k
(k > af“—z af) — Qg1 (kz > af—z af‘l> +agy1 ((k 1) akH—l—H a;— ak+1>

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
(3.1

Para mostrar que a desigualdade acima é valida, mostraremos que

k k k k
</{:Zaf+1 — z;af> — Qg1 (kZaf — Zaf_1> >0
i=1 i- i=1 i=1

k
g1 ((k —Dafq + [Jai — aﬁﬁ) > 0.

i=1

k
De fato, ag41 <(k —Dayy + [Jai— akH) > 0, pois:

=1

k
k1 ((k - 1>ak+1 + H a; — ak+1> = Oky1 (H(ai — Qi1+ agyr) + (b — 1)GZ+1

i=1 =1

k
>t ( P> 00— ) + (h — Dl ) 0
=1

0.
1)

k—1
k11

)
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Agora, pela Desigualdade de Chebyshev, segue que

isto é,

| =

Como a; +as+ ... +ap+ a1 =1ea; > as > ... > apy temos que agq <

Portanto, para mostrar a desigualdade
k k k k
(k‘ Z aftt — Z af) — Qg1 <kz a¥ — Zaf‘1> >0,
i=1 i=1 i=1 i=1

é suficiente mostrar que

(63 d = Sat) 2 1 (k3 - 3,

i=1 i=1
que é equivalente a

£ aftt + - S af Tt >23 al. (3.12)

Usando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica (AM > GM),

1 1
kaktt + %affl > 24 /kal ™ - % 1 =2\/a?* = 2aF,

paratodoi € {1,...,k}, de onde segue (3.12)). Com isso, a prova esta completa. []

temos:

A seguir, veremos alguns exemplos de como as desigualdades vistas nesta segao

podem ser usadas para provar outras desigualdades.

Exemplo 3.1. Sejam a,b,c > 0. A Desigualdade de Nesbitt:

a . b N c >§
b+c c+a a-+b— 2

pode ser verificada a partir da Desigualdade de Chebyshev.

De fato, assumiremos que a > b > ce, assim, a+b>c+b,a+c>b+ce
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1 1 1 1 1

1
b+ a > ¢+ a. Portanto, > , > e > , de onde
) ) C+1b a+bb+c  a+c c+a b+a

> .
b+c " c+a " a+bd

segue que

Pela Desigualdade de Chebyshev (Teorema [3.7)), temos:

(a+b+c) 1+1+1 <3 a+b+c
4 ¢ b+c¢c c4+a a+b)~ \b+c c+a a+b)

Porém,

1 1
b+c+c+a+a+b

(a+b+c)< b+c c+a a+bd

1 1 1
> 2((b+c) (c+a)+(a+b))< + + )
Agora, pela desigualdade entre as médias aritmética e geométrica (AM > GM),
obtemos:

(b+c)+(ct+a)+(at+d) 2 — ? i

b+c+c+a+a+b

Portanto,

(a+b+c)<1 + ! + ! )2

b+c c+a a+bd

>

9 Lo, 1 19
1 1 1 b+c¢ c+a a+b) 2
+ +
b+c c+a a+bd

[\D\H

e, consequentemente,

N\@

<(a+b+0) 1+1 1 <3 a+b+c
b+c c+a a+b — \b+c¢c c+a a+bd

a
<:>3<b—|—c+c+a a—i—b)

a b c
& + =
b+c c+a a+b

3
2

Além disso, pelo Teorema [3.7] concluimos que a igualdade ocorre se, e somente
se,b+c=c+a=a+b,istoé,a=b=c.

Exemplo 3.2. Sejam a,b,c € R tais que ab + bc + ca = 1. Podemos provar a
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desigualdade
2

b? 2 3
@ VLV
b+c c+a a+b 2
utilizando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz.

De fato, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

a? b? 2
<b+c+c—l—a+a+b>((b+c>+(c+a)+(a+b>)Z

2
a b c
> Vb+c+ Veta+ Va+b| =(a+b+c)?
_<\/b— Ty ¢ VeFa cra Va+b ¢ ) (a 2

Entao,

o’ + & + ¢ (2@+b+c) > (a+b+c)?
b+c c+a a—+bd ¢ €)=\ <>

de onde segue que

a? b? c? (a+b+¢)* a+b+c
+ + > = :
b+c c+a a+bd 2(a+b+c) 2

Porém, (a+b+c)® = a® +b* 4 c* +2(ab -+ bc+ ca) e, pela Proposicio temos
que a® + b* + ¢ > ab + be + ca. Portanto,

(a+b+c)* > 3(ab+ bc + ca) = 3,

pela hipGtese. Assim, a + b+ ¢ > /3.

Logo,
2 2 2
@ b L ¢ >(a+b+c)>§‘
b+c c+a a+0b) 2 - 2
1
A igualdade ocorre se, e somente se, a = b = ¢, o que implicaa =b=c= —&=

7

Exemplo 3.3. Sejam a, b, c medidas dos lados de um triangulo e «, 3,7y seus

angulos, em radianos, respectivamente. Seja s o semiperimetro do tridangulo. A
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seguinte desigualdade:

b+c c¢c+a a-+b 12s
+ + > —
Q@ 6] vy s
é verdadeira.

De fato, sem perda de generalidade, podemos assumir que a < b < ¢. Dali,
oo 1T 1 .
a< <y istoé, — < =< —. Eainda, a+b<b+c, a+c<b+cea+b<a+c,
¥ Q@
de onde segue que a +b<a+c<b—+c.
Pela Desigualdade de Chebyshev, temos:

((a—i—b)—l—(b—i—c)—l—(c—i—a))(;+;+i> _

:((a+b)+(c+a)+(b—|—c))<i+1—l—1) <

b«
S3<a+b+c+a+b+c>
o B a

Por outro lado, temos:

@a+%+ﬂ@<;+;4¥w:=@m+b+c»ab+;+i>
11 1
:2.2S.<Oé+ﬁ+”}/>

A <1+1+1>
=4s- | —+ =4+ —.
a By

1 1 1
Ls | <++> S3<a—|rb_|_c+a_|_b+c>7
gl B a

Portanto,

ou seja,

b+c¢ c+a a+b_ 4s(1 1 1
+ + Zg

S+ ).
a B Y a B v
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Agora, como AM > H M, segue que

[ NS SR
a By a+tf+y
Assim,
b+c¢c c¢c+a a+b_ 4s(1 1 1 4s 9 12s
+ + > |+z+2 |2 ——=—.
e s ¥ 3\a [ v 3 a+f+y 7

A igualdade ocorre se, e somente se, a +b=b+c=c+a, isto é,a =b=rc.

Exemplo 3.4. Dados ay,as,...,a, € R} tais que a; + as + --- + a, = 1, temos
que
aq i a9 NI (07% n
2—a; 2—a 2—a, 2n—1
Com efeito, sem perda de generalidade, podemos assumir a; > as > -+ > a,.

Entao, por consequéncia, segue que 2 —a; <2 —as < --- < 2 — a,, o que implica
1 1
> >0 >

2—a;  2—as —2—a,
Usando a Desigualdade de Chebyshev e AM > HM, temos:

Qn

(st tan) [ ot < S IR
a a DY an DY _n- DR
! 2 2—@1 2—&2 2—CLn 2-&1 2—CL2 2—6Ln

1 LR S T @y % Ly O
. .. n- o« ..
2—a; 2—a 2—a,/) 2—a; 2—as 2 —a,

a1+a2++an>1 1+1++1
2—a; 2—ao 2—a,) " n\2—a; 2—as 2—a,
1 n-n
> .
n 22— +2—a+---+2—a,
1 n?
n 2n—(aptag+ -+ ap)
1 n?
n 2n—1
n

on—1

)
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A igualdade ocorre se, e somente se, a; = as = - -+ = a,. Mas, como temos a

hipotese de que a; + as + - -+ 4+ a, = 1, concluimos que a igualdade ocorre se, e
1

somente se, a1 = ao = -+ = a, = —.
n

3.4 Caso geral das Desigualdades entre as mé-
dias

Provamos, na Se¢ao 2, as desigualdades entre as médias para 2 variaveis. Nesta

secao, estudaremos as desigualdades entre as médias para n variaveis.

Teorema 3.9 (Desigualdades entre médias). Sejam ai,aq, ..., a, € Rf. Os ni-

meros

QM_\/a%+a§+---+ai AL Gttt ta
n ’ B

GM = Yajay...q, e Hle T T

ap a2 Qn
sao chamados, respectivamente, de médias quadrdtica, aritmética, geométrica e

harmonica nas varidveis a,,as, . .., a,. Tem-se:
QM > AM > GM > HM.

A igualdade ocorre se, e somente se, a; = ay = -+ = a,.

Demonstra¢io.  (I) Primeiramente, demonstraremos a desigualdade AM > GM,

ou seja,
a;+ag+---+ap
> Yajas. .. G,.
n
. . a; .
Com efeito, seja r; = ————, para i =1,2,...,n. Note que
vairas ... Qap
a1 a2 Qn,
:L‘l . xz ..... :L‘n — - — s e e e .
Jaraz . ..a,  {/aiaz ... a, Yaqay a,
aiag . ..ay
(/arag . a,)"
aiag ...ay
= =1.
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Agora, observe que:

artas+---+a artay+---+a
! 2 "> vajas ... a, & ! 2 “>n
n vai1as ... Qay
aj a2
& + 4t
Jaras ... ay {Jaras .. .a,
a
—”zn
vai1as ... Qap
ST +x9+ -+ 2N,
em que r1xsy...xr, = 1. Assim, a igualdade ocorre quando z; = x5 = . ..
e =x, =1.
Provemos a desigualdade
T t+axa+--+x, 20 (313)

usando o Principio de Inducao Finita. Para n = 1, temos: x; = 1 e, portanto,
r1 > 1. Paran = 2, temos: z; - x5 = 1. Como x1 + x93 > 2,/x1249, pelo
Teorema (3.1}, e x1 - x5 = 1, segue que 7 + zo > 2. Além disso, a igualdade

ocorre se, e somente se, 1 = Ta.

Suponhamos agora que, para algum k natural maior do que 2, a desigualdade
seja verdadeira, isto é, para xq,,...,7;, € Rl com z125... 21, =1, a
desigualdade

Tyt xot o >k

seja valida e que a igualdade ocorra se, e somente se, 11 =1y =--- =z, = 1.

Para concluir que a desigualdade (3.13) é verdadeira para todo n € N,
devemos verificar que (3.13)) vale para k + 1.
Com efeito, sejam w1, 2, ..., Tk, Tpp1 € RF com zy29 ... 232001 = 1. Se

Tl =Tg =+ =T = Tpy1 = 1, entao:

Tyttt =141+ 14 1=k+1
k+1 vezes

e, portanto, a igualdade ocorre.
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(1)

Entao, para que a desigualdade ocorra, podemos assumir que existem ntimeros
menores do que 1 e também maiores do que 1. Sem perda de generalidade,
assumiremos que r; < 1 e x5 > 1. Para a sequéncia xxs9,x3,...,Tpr1 que

contém k termos, temos:
(x129) 3. .. Tpy1 = 1,
e pela hipétese de inducao segue que:
1ty +x3+ -+ TR >k

e a igualdade ocorre se, e somente se, T1Xy = T3 =+ = Tjy1-

Entao:

Tyt T+t T =W+ T3+ + T F L+ X o — 11 — 1
=T+ a3+ -+ T+ 14+ (20— 1D)(1—2q)
>k+1+(xy—1)(1—ay)>k+1.

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, x1Tg = T3 = +++ = Ty =
1le (.112 — 1)(1 — Il) = 0, isto é, Ty = Tog = = T4l = 1. Mas,
i .
como r; = , temos que a igualdade ocorre se, e somente
EYajay . .. Qg4

51 a3 Ak41 . ,

se = = ... = , 1sto e,
kl/ajag . .. Qg4 Elajas . .. Qg4 El/a1ay . .. Qg4

a; = ag = -+ = ap41. Isto completa a prova de (I).

Mostraremos agora que GM > HM, isto é,

Por (I) (AM > GM), segue que

1 1 1 11 1 n

aq Qo (07 aq ag Qp, /a1as . ..0ay
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Assim,
1 v/ a1a9 an n < n
T 1 1 " T 1 S Vaay .- an
bt — ... =
a1 as Gy, a1 a2 G,
n
& Yajas ... a, > i i i
a;  as an,
Por (I) e sabendo que a igualdade ocorre se, e somente se, a; = ag = -+ = ay,
entao também para GM > HM temos que a igualdade ocorre se, e somente
1 1 1
se, —=—=—---=— o que implica a; = ay = -+ = a,.
aq a9 Ay

(III) Agora, mostraremos que QM > AM, isto é,

>
n n

\/a%+a§+---+ai ar+as+ - +ay,

Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz (Teorema para as sequéncias

(ay,a9,...,a,) e (1,1,...,1), com n termos, temos:
(a%+a§+...+ai)(12+12+...+12)2(a1.1+a2.1+...+an.1)2

(@i +a3+-+a)(PP+1+- +1%) > (a1 +ag + - +a,)’
n-(ai+a+--+a)>(a+as+-+a,)’

nmﬁ+@+m+f)(m+@+m+%f

v

(al‘l‘%jL >

ap+a+---+a n>2

Vv

\/(a1+a2+ 4 a?) a1+a2+ -+ ay 2
n
a

1+CL2+ an
" )




Caso geral das Desigualdades entre as médias 69

Assim, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, a igualdade ocorre se, e somente

se, as sequéncias (ay,as,...,a,) e (1,1,...,1) forem proporcionais, isto é,
ai a2 Qn
— = — =...= —, de onde segue que a; = ay = -+ = a,.
1 1 1
]

Abaixo segue um exemplo de desigualdade que pode ser demonstrada através
da desigualdade entre as médias aritmética e geométrica (AM > GM).

Exemplo 3.5. Sejam k € N e a1, as,...,a, € R tais que a; +as + -+ +a, = 1.
A seguinte desigualdade ¢é verdadeira.

alfk_‘_a;k_‘_”,_i_a;ankH.
De fato, como AM > GM e a; + as + - - -+ a, = 1, temos:
ay+ao + -+ an

1
Yaras ... a, < = —.
n n

1 , . /11 1
Entao, n < ———, 0 que é equivalente an < {|—— ... —.
Yaijag . .. Qy ay az G,

Desse modo,
. < 11 1)’“ i n<1 1 1)’“
n<|{f—_...—] &n < _—..—
a1 Qg Ay, \ a1 a2 Qn

o) () 6

enf < Yarfay® . gk

Agora, usando novamente a desigualdade AM > GM, obtemos:

—k

&k, —k
nf —r _ a,” t+ay"+---+a
nk < Var*a® . a7k < 2 2 "

n

en-nf<af+aF++ak
el <athpagt 4o +act
Sa"+ayt 4+ ayk > nb

1

A igualdade ocorre se, e somente se, a1 =ay, =--- =a, = —.
n
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3.5 Convexidade e Desigualdades de Jensen, Young
e Holder

Nesta secao, apresentaremos a Desigualdade de Jensen, a qual é amplamente
usada na demonstragao de outras desigualdades. Trata-se de uma desigualdade em
relacdo as chamadas fungdes convexas. O conceito de funcao convexa sera exposto

a seguir.

Defini¢ao 3.3. Uma funcgao f : [a,b] — R é convexa no intervalo |a,b] se, para

quaisquer x,y € |a,b] e a € [0, 1], vale a desigualdade:

flaz + (1 —a)y) <af(x)+ (1 —a)f(y).
Quando apenas a desiqualdade (<) ocorre, f é dita estritamente convexa.

Esta definicdo pode ser interpretada geometricamente através do grafico da

fungdo. Veremos adiante.

Defini¢ao 3.4. Um conjunto X € convexo se, para quaisquer x,y € X et € [0,1],
tem-se:
(1-tr+tye X.

Defini¢ao 3.5. Uma fungio f : [a,b] — R é convexa se a regigo sobre o seu

grafico, ou seja, o conjunto {(z,y) € [a,b] : y > f(x)}, € um conjunto convezo.
fy)

LA+ (1-1).1y)
fltx+(1-1).y)

()

X txr(1-8).y y

Figura 3.1: Funcao convexa
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Defini¢ao 3.6. Uma fungao f : [a,b] — R é concava quando —f é uma fungao

convexaq.
Na sequéncia veremos alguns exemplos de func¢oes convexas.

Exemplo 3.6. A funcao f(x) = |z| é convexa em R.
De fato, dados xz,y € R e a € [0,1], temos, pela Desigualdade Triangular

(Teorema

flaz+ (1 —a)y) = |az + (1 - a)yl
< laz| +[(1 = a)yl
= alz|+ (1 = a)ly|
= af(@) + (1 —a)f(y)

Exemplo 3.7. A funcdo f(z) = senz, para = € (w,27), é convexa. Porém, para
x € (0,7), a funcdo sen x é cdncava, pois —f em (0, 7) é convexa, conforme aponta
o grafico abaixo.

1
|
|
|

r |

C |
|
|
|
|

‘\E
|
iz m ;-'/ﬂ-’:}z S
! A
|
|
|
|
|
|
|
|

hix)=-sin (x)

Figura 3.2: Fungao seno

O teorema seguinte nos fornece um critério para determinar quando uma funcao
¢é convexa. Para analisar a demonstracao deste resultado, o leitor pode consultar a

referéncia [6].

Teorema 3.10. Um fungio f : (a,b) — R duas vezes derivivel é conveza em (a,b)
se, e somente se, f"(x) > 0 para todo x € (a,b). Se f"(x) > 0 para todo x € (a,b),
entao f € estritamente convexa em (a,b).
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Como consequéncia do Teorema temos que uma fungao duas vezes derivavel
f é concava em (a,b) se, e somente se, f”(z) < 0 para todo x € (a,b).

Levando em conta o critério acima, veremos mais exemplos de fungdes convexas.

Exemplo 3.8. Seja f: R — R a funcio definida por f(x) = x°.
Temos:

fl(x) =az*" e f'(z) =a(a—1)z*2

- Para o > 1 ou o < 0, temos f"(x) > 0.
- Para 0 < « < 1, temos que f"(x) < 0.
Portanto, para o > 1 ou a < 0, f é estritamente convexa. E, para 0 < o < 1,

f € estritamente concava.

Exemplo 3.9. Seja f : R — R a funcdo definida por f(z) = In(1 + €%).

Temos:
fla)= o ey = 5
14 C14e®
€ /
fl/( ) ez ex(l + ex) - 6m.€x 6:)3 + 62:p - 62:1: ez
€Tr) = = = = .
1+e” (1+ev)? (1+e7)? (1+e7)?

Logo, f”(x) > 0 para todo z € R e, assim, f é estritamente convexa em R.
Teorema 3.11. Sejam fi, fo, ..., fn fungoes convexas em (a,b). Entao, a fungao
afit+ceafot -+ cnfn € convera em (a,b), para quaisquer ci,ca, ..., ¢, € (0, +00).
Demonstra¢io. Como f1, fa, ..., fn sdo fungdes convexas em (a, b), segue que

i (x) >0
2(2) >0
ful@) =0,

para todo x € (a,b). Assim, tomando f(z) = c1fi(x) + cafe(x) + -+ + cnfu(z),

temos:
(@) =i fl (@) + cofs () + -+ enfy (2)
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e, portanto, f”’(x) > 0 para todo = € (a,b), uma vez que ¢; € (0,+00) e f; é

convexa para todo i = 1,2,...,n. Logo, f é convexa em (a,b). O
Neste momento, estamos prontos para provar a Desigualdade de Jensen.

Teorema 3.12 (Desigualdade de Jensen). Seja f : (a,b) — R uma fung¢io conveza
no intervalo (a,b). Sejam n € N e ay,aq,...,ap € [0,1] nimeros reais tais que

a; +as + -+ o, = 1. Entao, para quaisquer xq,xs, ..., T, € (a,b), tem-se:

f(i: Oéifz’) < z”: a; f(x;), (3.14)
i=1 i=1
isto €,

flarwy + apxe + - + apwy) < agf(21) + aaf(x2) + - + o f2n).

A igualdade ocorre quando x4 = 1o = -+ = x,,.

Demonstracao. Usaremos o Principio de Indugao Finita para demonstrar este
resultado.

Se n =1, temos a; = 1, visto que, por hipotese, a; + g + -+ - + a,, = 1. Assim,

flawy) = f(1-21) = f(z1) =1 f(21) = a1 - f(21).

Se n = 2, temos ay = 1 — ay, por hipdtese. Agora, como f é convexa em (a,b),

segue que:

flarzy + asxs) = flagwy + (1 — ag)xe) < agf(xy) + (1 — aq) f(x2)
= a1 f(71) + azf(x2).

Logo,
flarzy + aprs) < ayf(w1) + aa f(2).
Suponhamos, agora, que para algum k € N e para niimeros reais ay, as, . .., €

[0, 1] tais que a1 + ag + - - - + a; = 1, tenhamos:

flonzy + asxg + - - -+ o) < o f(xr) + aof(2) + - + o f (),
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para xq, s, ..., Tk € (a,b).
Sejam vy, ag, ..., axr1 € [0,1] tais que ay + ag + -+ + a1 = 1, ou equivalen-
temente, 1 — ag41 = a1 + s + -+ - + . Para 1,29, ..., 2541 € (a,b), temos:

Q181 + Qs + -+ T + Q1 Tpg1 = (1 T1 + QTa + - -+ QRTE) + W1 Tt

(03] [6%) Q.
= (1 — ag41) T+ Tyt -+ T | + 01Tt
I — apqq I —app I — apqr
! ! a
Chamemos yj11 = T 2 b g
I —app I —agqr I —agp
Agora, como a < x; < b, para todoi=1,2,...,k, temos
a1 9 (073
Y1 = 7T+ T+ T
I —appn I —agqr I — g
« a a
<t —
=g 1 —agn 1 — agp
b (1 +ag+ - +ag)
I — o
(1~ ) =
= — = .
1 — g e

De modo andlogo, podemos concluir que yy41 > a. Portanto, yx+1 € (a,b).

Agora, como f é convexa em (a,b), temos:

flarry + apwy + -+ a1 @pq1) = f((1 = Qpg1) Yot + Qrp1Tr41) (3.15)

< (1= ap1) f(Yr1) + apr f (1), (3.16)

Para completar a prova de que a desigualdade (3.14]) é vélida para todo n € N,

vamos mostrar que

(1 — 1) fyns1) < oaf(x) + aof(xs) + -+ apfag). (3.17)

Mas, como 1 — ag11 = ag + as + - - - + ay, temos:

Q1+ Qg+ -+ Qg
1 —apq

=1,
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ou seja,
o @ o
! + 2 4o e
I —apn I —agqr I —agp
Usando a hipotese de inducao, obtemos:
aq (6%) (073
_ e — 3.18
F 1) f<1 — s et L Oék+1xk> (3.18)
e e e — : 3.19
< 1_O%Hf(ﬂﬁl)Jr 1_ak+1f($2)+ + l_ak+1f($k) (3.19)
Por (3.15) e (3.18)), verificamos a validade de (3.17)) e, com isso, completamos a
demonstracao do resultado. O

Agora, se f : (a,b) — R é concava, entdo, na Desigualdade de Jensen, teremos:
floamy + agxg + -+ - + apey) > arf(xr) + aof(z2) + -+ an f(zn).  (3.20)

E importante notar que a Desigualdade de Jensen pode ser reescrita da seguinte
forma:
Se f: I —Réconvexaem I, xq1,x9,...,2, € [ e my,ma, ..., m, sao nimeros

reais nao-negativos tais que my; +msy + - - - + m, > 0, entao:

s miTy + moxs + - + mpx, < maf(x1) +maf(xe) + - +mpf(z,)
m1+m2+---+mn - m1+m2+---+mn

A seguir, veremos como a Desigualdade de Jensen nos auxilia na demonstragao
de outras desigualdades.

Exemplo 3.10. Considere a fungao f(x) = —Inx definida no intervalo (0, +00).

Note que: . .
fla)=— e f'2)=

Sendo assim, f”(x) > 0, para todo =z € (0,+00), de onde segue que f é

x?’

estritamente convexa em (0, +00).

Pela Desigualdade de Jensen (Teorema [3.12), para aq,as,...,a, = — (a +

S|

ag+ -t a, =1)ex,z9,...,2, € (0,+00), segue que:
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1 1 1
—ln(@1$1+&2$2+"’+an$n) = —1In X1+ —To+ -+ —x,
n n n

<I1+$2+"'+$n>
=—In
n

—(Inzy+Inzg + -+ 1nz,)

n

Assim,

n sl

Ttz + -+, Inz;+Inzs+---+1Inx,
In >
n

Inzxy +Inag+---+1nz, T+ xo+ -+,
<In

n n

1 .
-(1nx1+lnx2—|—---+lnmn)§1n<xl+x2+ +$>
n

n

1
—(Inzyzg...2,) < ln(

.771+332+"'+33n
n

n

ln(x1$2...:pn)% < ln<$1 + x5+ +5Un>

n

T+ To+ -+ Ty

1
(129 ... 2y <

n
1+ 2o+ +xy,
Yr1Te ... Ty < - .

Dessa forma, provamos a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica,

usando a convexidade da funcao In e a Desigualdade de Jensen (Teorema |3.12]).

Exemplo 3.11. Seja f(z) = 2? para x € R. Como f"(z) = 2 > 0, segue
que f é estritamente convexa em R. Entao, pela Desigualdade de Jensen, para

my, Mo, ..., M, NUMeros reais nao-negativos tais que m; + mg + --- +m, > 0,
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temos:

ma f(x1) + maf(x) + - + my f(n)
mi+mo—+---+my,

<

f mix1 + MaZo + « -+ + MpTy,
mi—+mo~+---+my

?

MiT1 + Moy + -+ - + MpTp 2< myTs + mets + -+ - + myua?
my+ Mg+ -+ My my + Mg+ -+ My

ou seja,

(myzy + Moy + -+« + mpxy)?  mia? + mozi + - + mya?
(m1+mg + -+ +my)? N my + Mg+ -+ + My

de onde se obtém

(Mg +maTg + -+ - +mpwy)? < (Maa] +maxs + -+ mual) (my +ma+- - +my,).

Tomando m; = b e x; = ai, para todo 2 = 1,2, ..., n, obtemos:
ay a2 Qn, a?
bQ b2 b2 2 2 b2 n b2 bQ L. b?
( b1+2b2 + Qb%+ +nb2 (1+2+ +n)
(arby + agby + -+ -+ ayb n) < (a1+a2+ +a2) (b} + b5 4 -+ b2),

de onde segue que
(af + a3+ +ap)(OF + 03 + -+ +07) > (a1by + azby + - + anby)”.

Assim, provamos a Desigualdade de Cauchy-Schwarz usando a convexidade da

funcdo z® em R e a Desigualdade de Jensen.

A seguir, provaremos algumas desigualdades usando como artificio a Desigual-
dade de Jensen (Teorema (3.12)).

Exemplo 3.12. Sejam «, 3, os trés angulos de um tridngulo. E verdadeira a

seguinte desigualdade:

3v/3

sen . sen (. seny < 5

De fato, como a, 3,7 € (0, ), segue que sen a, sen 3,seny > 0. Agora, como
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AM > GM, temos:

sena +sen 3 +seny _
3 > y/sena.sen f3.sen 7.

1
A fungdo f(z) = senz é concava no intervalo (0, 7). Tomando a; = ag = a3 = 3

e usando a desigualdade (3.20f), obtemos:

1 1 1
f(W) > gsenoﬁ—gsenﬁ—l—gsen%

ou seja,

sen « + sen 3 + sen -y a+ B+ T
3 <sen| —— :sengz

%

Logo,

5 sen « + sen 3 + sen -y a+ B+ V3
\/sena.senﬁ.senv < < sen Y

3

de onde segue que
3
sen «v. sen (3. seny < <> = —.

T
A igualdade ocorre quando o = = v = 3 isto é, quando o triangulo é

equilatero.

Exemplo 3.13. A desigualdade Va2 + 1+ /92 + 1+ V22 +1>/6(x +y+2) é

verdadeira para x,y e z nimeros reais nao-negativos.

Com efeito, consideremos a funcao f(t) = Vt? + 1 para t > 0. Para qualquer
t > 0, temos:
t
!
) =
e
f(t) = — >0
/(824 1)3

Portanto, f(t) = Vt2 + 1 é convexa em R .
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1
Usando a Desigualdade de Jensen, com a1 = ap = ag = 3 obtemos:

rT+y+z
(=

\J<x+y+z>2+1< V2 +1+V2+1+ V22 +1
3 - 3

\/(x+y+z)2 9 _VEFI+ VP FI+ V21T
T <
9

) < @0+ w50

9 3
J@+y+2)?+ VAT VP TV

3 = 3
VE+y+2249< Va2 11+ /2 +1+ V21 L

Agora, como ((x +y+2) —3)*> >0, ouseja, (z+y+2)*+9—6(x+y+2) >0,
temos:
(@ +y+2)°+9>6(z+y+2)

de onde segue que

Vo +y+2) <@ty +22+9< Va2 1+ 2+ 1+ V2T L

Logo,
Ve + 1+ 2 +1+ V22 +12>4/6(x+y+ 2).

A igualdade ocorre quando r =y =z = 1.

Corolario 3.7 (Desigualdade de Young). Sejam p,q > 1 nimeros reais tais que

1 1
— + — = 1. Para quaisquer a,b € R}, tem -se:
p q
T Xl
ab < @ + —.
p q

Demonstragio. Sejam 1, T2, 31,92 € R}, com y;+y, = 1. Como a funcdo logaritmo

natural é concava em (0, +00) (veja o Exemplo [3.10)), segue que

In(y1 21 + yo2) > y1 Inxq + yo In xg,
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pela Desigualdade de Jensen (Equagao |3.20). Fazendo 1 = a?, zo = 0%, y; = — e

1Yo = —, temos que:
q

1 1 1 1
In (ap + bq> > —Ind” + - Inb? = In(a.b).
p q p q

Como a funcao logaritmo é crescente, concluimos que
a? bl
ab < — + —.
p q

]

Corolério 3.8 (Desigualdade de Young com ¢). Sejam a e b nidmeros reais nao-

1 1
negativos, p,q > 1 tal que — + — = 1. Entao,
P q
ab < ea” 4+ C(e)b?,
em que € >0 e C(e) é uma constante real positiva que depende de ¢.

Demonstracio. Tomemos £ € R, com £ > 0. Entao, pela Desigualdade de Young
(Corolario [3.7)), temos

Leaw o 1(0) €0 Ly
Sp<§&)+g<£> AT

P
Seja entao € = 5—, isto é, £ = (sp)%. Sendo assim,
p

ab < ed’ + ——

b1 =ea? + C(e)b.
q(ep)

RS2

]

Apresentaremos e demonstraremos, a seguir, a Desigualdade de Hélder, a qual

utiliza em sua demonstragao a Desigualdade de Young.
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Corolario 3.9 (Desigualdade de Hoélder). Sejam aq,ag,--+ ,a, € by, by, -+ by,

numeros reais positivos, comn € N, e p,q > 1 tais que — + — = 1. Entado,
P q

*’U

1 1
p [T q
Zalb < (Z ) (Z bf) :
i=1 i=1
Demonstracio. Sejam A e B ntimeros reais positivos dados por A = (Z al > e

B = (Z bf) . Note que
i=1

n n a; )
b <AB& ) — =<1
2obsABS) G B =
Vamos, entao, provar que i—l — < 1. Com efeito, fazendo x; %oy = E
) » P q A’ B i = A Yi = B
para i € {1,...,n}, temos
L 1 & 1
p_ - P_ - AP _
;xz —Ap;az = AP =1
e . )
b =— . Bl=
Zyl > 0= 5 BT =1.
Assim, pela Desigualdade de Young, segue que
n n P q
i, Yi
Yi < + —
; ;<p q)
1&K
= 72‘%‘1 + = Zyz
pz:l
1 1
=-4+-=1
b q
m

Outra consequéncia conhecida da Desigualdade de Young ¢ a Desigualdade de

Minkowski, a qual nao serd abordada aqui. O leitor pode consultar a referéncia [5]
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para estuda-la.

3.6 Generalizacao da Desigualdade de Cauchy-

Schwarz e das Desigualdades entre as médias

Nesta secao, serao apresentadas as formas mais gerais da Desigualdade de

Cauchy-Schwarz e das desigualdades entre as médias.

Teorema 3.13 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Sejam a;,b; € R e m; € R},
1=1,2,...,n. Entao,

(Sponm) = (St ().

a; a a
A igualdade ocorre quando — = =2=...=2 "
b b bn
Demonstra¢io. Como m; > 0, para todo i € {1,2,...,n}, podemos considerar o

trinémio do quadrado perfeito:
Z( ai\/m; — xbi/m Z a?m; — 2wa;bym; + x2b2m;)
i=1 i=1 i=1

Sabemos que Z — ab;y/m;)? > 0. Portanto, o delta da equacdo do segundo

=1
n n

grau em x, »_a;m; —2z(>_ a;bm;) +2°(>_ bim;), deve ser menor do que ou igual
i=1 i=1 i=1
a zero, ou seja, devemos ter

o) o () ()
(G =0 (Eon) ()

de onde se conclui que
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n 2 n n
i=1 i=1 =1

A igualdade ocorre quando a;\/m; — xb;x/m; = 0,i =1,2,... n, o que implica
A/ . a;

- b“/mi N bi’

Observagao 3.2. Se tivermos, no Teorema [3.13] a hipotese adicional de que

x 1=1,2,...,n. O

my = me = -+ = m, = m entdo obteremos a primeira Desigualdade de Cauchy-
Schwarz estudada (veja Teorema [3.4]), pois:

(Son) = () (1)

(5] -

1=1

(S

A prova do proximo resultado é extensa, mas pode ser feita, sem dificuldades,

A

3
/|l
M=
RS
2 =
3
/|l
M=
s@‘
=

IN

3l\')
— T

-

LN
N—

ZE

SN
SN——

A
N
I

8,
N———
/.\
™

N
N———

usando o Principio de Indugao Finita. Por esta razao, nao a apresentaremos aqui.

O leitor pode encontra-la em [5], Teorema 10.2, pagina 107.

Teorema 3.14. Sejam ay,as,...,a, € by, bs, ... b, nimeros reais nao-negativos e
p . - . ai az an b by
C1,Co,...,Cqp NUMeETOS TEALS POSItivos tals que — > — > - > — e — > — > ...
C1 Co Cn C1 Co
bn
- > —. FEntao,
Cn
n n
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isto €,

(111+CL22+.“+CL Z(a1+a2+ +CL>(1+ o + + )
C1 Co Cn ci+c+---+c,

A seguir, apresentaremos um problema que pode ser resolvido com o auxilio do
Teorema [3.14

Exemplo 3.14. Sejam aq, as, ..., a, as medidas dos lados de um poligono, em que
n >3, esejas=a;+a+---+ a, Entao,

aq 4 a9 i i (079 > n
s—2a; S—2a s—2a, n—2

Com efeito, sem perda de generalidade, podemos assumir que a; > as > ...
- > a, > 0. Sendo assim,

2a1 > 2a9 > -+ > 2a, >0 & —2a; < —2ay <--- < —2q,

&S 0<s—2a1<s—2ay<---<s5—2a,.

Pelo Teorema |3.14], tomando b; =1 e ¢; = s — 2a;, parai = 1,2,...,n, temos:

-1 -1 ne 1 tas+-Fa)(I+1+---+1
a i a2 NI a Z((11 a2 )( )
s—2a; s—2ay s —2ay, s —2a;4+s—2ay+ -+ 5—2a,

(a1 +as+---+a,)-n

n-s—2a+a+---+ay)
s-n

n-s—2s
n

n—2

a a a
Observagao 3.3. Se na hipétese do Teorema [3.14] tivermos it > =2 >...> "¢

@] Co Cn,
by by

— < 2 <... <2 entdo a seguinte desigualdade serd vélida:
C1 C2 Cn




Generalizacao de desigualdades 85

a as b
Este fato pode ser percebido especialmente quando n = 2, pois se 1>l <
C1 C2 (O

=2 entdo ajco —ase; > 0 e byeg—becy < 0 e, portanto, (ayca —agey)(byeg —bocy) < 0.
Co

Observacao 3.4. Para a; > ay > --- > a, >0, by > by > --->0b, >0e

0<c << <y, temos:

a a a a b b b b
*12*22*22"'2*”8*12*22*22"'2 n

o o Cn €1 €1 G Cn

Portanto, pelo Teorema [3.14] concluimos que:

Para exibirmos a generalizacao das desigualdades entre as médias, precisaremos
da seguinte defini¢ao:

Definicao 3.7. Sejam a = (aq,aq, ..., a,) wma n-iupla de nimeros reais positivos

e r # 0 um nimero real. A média M,(a), de ordem r, é definida por

1
a;’+ag+~~+a;>r
n

M) =

Para r = 1, temos:

que equivale a média aritmética.

Para r = 2, temos:

1
a%+a§+-~+a,’i>2 _\/a%+a§+~~+ai

My(a) = (

que equivale a média quadratica.



86 Desigualdades Matematicas

Agora, para r = —1, temos a média harmoénica, ja que

n
1 1 1
— + —+ -+ —\ -1
_ (@ P Gy
- n
1 1 1~
a1 a2 ap,

E quando r — 0 temos que M,(a) tende a média geométrica dos nimeros

ai,as,...,a,. Com efeito, como

(At Fa In (a1+~~+an)
| ——+—+" n
n

1
ay+ay+---+a,\"
n

= e = e T ,
temos que
In (Gtton
lim M
lim M, (a) = er—0* r
r—0
Mas,
ln(a1+- —l—an) 1n(a1+ +a">—ln1
lim n = lim n
r—0+ r r—0+ r
d ai+---+al
e
dr n r=0
= —In(ajas...ay,)
Portanto,

3=

1
lim M, (a) = M@ — (qa, .. a,)

= /a0y ...0y.
r—0

O proximo resultado é uma consequéncia do Teorema|3.16], que sera demonstrado
na sequéncia. Por esta razao, omitiremos a sua prova aqui. Porém, adiantamos

que esta se baseia no fato de que a funcao = é convexa em R}, quando o > 1 ou
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a < 0, e concava em R} quando 0 < a < 1 (veja o Exemplo . A prova é feita
com o auxilio da Desigualdade de Jensen (Teorema [3.12)).

Teorema 3.15 (Desigualdades entre as médias). Sejam a = (ay, as, ..., a,) uma

n-upla de niumeros reais positivos e r # 0 um nimero real. Entao,
M,.(a) < My(a), se r <s.

No exemplo a seguir, usaremos o Teorema [3.15| para demonstrar uma desigual-

dade nao-trivial.

Exemplo 3.15. Para a,b,c € R, a desigualdade
(a2—|—b2+02)3 S 3(a3+b3+03)2

¢é verdadeira.
De fato, pelo Teorema [3.15] temos:

MQ(av b7 C) S M3(aa b7 C)?

a® + >+
3

(a® +b* + 2)? < 3(a® + b* + ).

isto é,

N

1
< <a3—|—1§’—i—c?’>37

de onde segue que

A seguir, temos uma outra defini¢do a cerca da generalizacao das Desigualdades

entre as médias.

Defini¢ao 3.8. Seja m = (mqy,ma,...,m,) uma n-ipla de nimeros reais nao-
negativos tal que my + mao + --- +m, = 1. Entdo, a média M]"(a), de ordem

r(r #0), para a n-ipla a = (ay,aq, ..., a,) € definida por

S =

M (a) = (ayma + agmy + -+ + agmy )7

1
Note que se my; = mg = --- = m,, = —, entdo M"(a) = M,(a). Ese n = 3,
n
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m Ly 1, 1\
M (z,y,z) = 53: —i-gy —l—éz

Teorema 3.16 (Generalizagdo das Desigualdades entre as médias). Seja
a = (a,as,...,a,) uma n-upla de nimeros reais positivos e m = (my, ma, ..., my)
também uma n-upla de nimeros reais positivos tal que my + mo + -+ +m,, = 1.
Entao, para r < s, temos:

M (a) < M (a),

isto €,

S
o =

(aimy + aima + -+ -+ almy,)r < (aimq + ajmg + -+ -+ a;my)s.

Demonstragao. Para provar este resultado, usaremos o fato de que a funcao

f(x) = 2® é convexa em R para o > 1 ou a < 0 e concava em R para 0 < o < 1
(veja o Exemplo [3.8)).

Provaremos o resultado para o caso em que r < s, com 7, s # 0. Dividiremos a
prova em trés casos.

Caso 1: 0 <r < s.

Neste caso, temos 1 < s, Entao, a fungao f(z) = z* é convexa em R} e, pela
Desigualdade de Jensen, Sergue que

fmuzy +moxs + -+ mpxn) <myf(wn) +maf(w2) + -+ my f(2n),
commi+mg+---+m, =1ex,29,...,x, € R, ou seja,
(myxy + moxe + -+ + mnxn)f < mle + mgzc; + -+ mnxﬁ
Agora, fazendo x; = a] para i =1,2,...,n, temos:

s
(maa] + meay + - - - + myar)r < myaj +meas + - - - + mpa,,

@ =

((mya] +meal, + - - - + mna;)f)é < (myaj + meaj + - - + mya;)
T T T 1 S S S
(myal + meay + -+ +myual)r < (myaj + meaj + -+ +myal)s,

® =
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de onde se conclui que M™(a) < M (a).
Caso 2: r <0 < s.

S . N .. .. - -
Neste caso, temos — < 0, pois r e s tém sinais contrarios. Entao, a funcao
T

s, .
f(x) = x* é convexa em R} e a prova do resultado segue como no caso anterior.
Caso 3: r < s <.

Como r < s < 0, temos:

i) r<3<O:>0<§<1,pois|5]<|7°\;
r

g s

i) T<0es<0=->0.
r

s s

Portanto, por i) e ii), temos 0 < — < 1 e, sendo assim, a fungdo f(x) = xr é
r

concava em R, Usando a desigualdade contraria na Desigualdade de Jensen (veja

(3.20)), por f ser concava, obtemos:

flmizy +moxg 4 - + mpxyn) > my f(xr) +maf(z2) + - + My f(2n)

s s

s = =4 s
(mixy + moxo + - - - + MpTp)r > Mz + moxy + -+ + Mmyxh,

para x1,xs2,...,r, € R.

Fazendo z; = a; para i =1,2,...,n, segue que:
s
(myal + meay + -+ - +myal)r > myai +meaj + -+ - + mya,.
Agora, como r < s < 0, obtemos:

s
r

((maa] +mealh + - -+ +myar)7)s < (myaj + meaj + - - + mya;)

® |
w =

3=
1=

@

(myai + meal + -+ +myal)r < (myaj + meaj + -+ + myal)s,

de onde se obtém M™(a) < M (a).
Os casos em que 7 = 0 ou s = 0 seguem do fato de que a funcao t — M;"(a) é

continua e do que foi constatado nos casos anteriores. O
A seguir, demonstraremos desigualdades com o auxilio do Teorema |3.16|

Exemplo 3.16. Para a,b,c € R, é verdadeira a seguinte desigualdade:

(a+2b+ 3c)?
a? 4+ 2b% + 3¢* —
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. 1 2 3
Com efeito, tomando m; = —,my = 6 e my = —, temos my + mo + msg = 1.
Pelo Teorema temos que, parar =1e s = 2, vale:

MJ"(a,b,¢) < Mg (a, b, ).

Portanto,

1 1 2 12
1, 2, 3 ,\" 1, 2,5 3,)\2 a+2b+3c a? + 2b% 4 3¢*\ ?
R ) s < | za?+=b?+= & | —— ) <[|—————
<6a—|—6 +6c> _<6a+6 +6c G < G ,

de onde segue que

36(a? + 2b* + 3¢?) cant (a+ 2b+ 3c)?
(§] ortanto — =
6 P C 22?432

(a+2b+3c)? <
Exemplo 3.17. Para a,b,c € R™, n € N, é valida a seguinte desigualdade:
n oo a+2b\" b+2c\" c+2a\"
a®+ b+t > 3 + 5 + 3 )

De fato, tomando m; = my = ms = 3’ temos m; +ms +ms = 1. Pelo Teorema

[3.16] segue que:

Mi™(a,b,c) < M™(a,b,c),

a+b—i—c< a4+ b+
3 - 3 ’

a>+ b+ " (a—l—b—l—c)n

uma vez que n > 1.

Entao,

de onde segue que

> 3.21
3 - 3 ( )

Como a desigualdade ([3.21]) vale para quaisquer a,b,c € R*, podemos afirmar

que
a" 40"+ <a+b+b>”_ <a+2b>”

3 - 3 3



Generalizacao de desigualdades 91

bem como

b 4 " + b+2c\" A4 a+a” c+2a\"
_ > e > .
3 - 3 3 - 3

Logo,

3a™+b"+c") (@ +0+0")+ O+ F )+ (M +a” +a)

3 3

S a—+2b n+ b+ 2¢ n+ c+2a\"
- 3 3 3 )







4 Aplicacoes de desigualdades

matematicas no Ensino Médio

Finalizaremos este trabalho com algumas aplicagoes das desigualdades matema-
ticas, vistas nos capitulos anteriores, no Ensino Médio. Vamos exibir problemas
relacionados a geometria, fungoes, analise combinatoria, algebra e calculo diferen-
cial. As desigualdades entre as médias, muito tteis na resolucao de problemas de
otimizacao, serao abordadas neste capitulo.

As principais referéncias para este capitulo sao [4], [5], [9] e [10].

Aplicacdo 4.1. Esta aplicagio, sugerida por [3], é destinada aos alunos que
desejam participar de Olimpiadas de Matemdtica.
Problema: Sejam a,b e ¢ nimeros reais positivos tais que a+b+c = 1. Prove

a sequinte desiqualdade:
1\ 1\ 1\? _ 100
a+—| +{b+-] +{ct-] =>—.
a b c 3

Solugio: Vamos considerar a funcio f(x) = 2°, para z € (0,+00). Como

f"(x) =2 >0, entao f é uma fungio convexa no intervalo (0,+o0). Usando a

Desigualdade de Jensen (Teorema|3.19) com aq = ag = g = =, temos:

1
3

93



94 Aplicagoes de desigualdades matematicas no Ensino Médio
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de onde seque que

1\? 1\? 1N\ 1 1 1 1)\°
a+=) +{b+=) +lc+=] >=(1+=-4+=+-].
a b c 3 a b ¢

Agora, usando a desigualdade entre as médias aritmética e harmonica (AM >
HM ), obtemos:

1+1+1
St T 3 1 1 1 9 9
e b ¢ = — 4+ =>=9
3 l—l—l—I—l a b ¢ a+bt+c 1
1171
a b c
Portanto,
1\’ 1\’ 1\* _ 1 1 1 1\?_1 1 100
- b+~ ) >+ > (149 = Z(10)2 = —.
<wﬂJ +<+$>'+G+c>‘—3<+@+b+c)'—3<+) 3( ) 3

Aplicacao 4.2. FEsta aplicacao relaciona desigualdades e Andlise Combinatoria.

Problema: Mostre que, para quaisquer x,y € R,

4
x
<y+2+ y) > Cy 4,

x
em que Cg 4 € a combinacao de 8 elementos tomados 4 a 4.

8!
Solugdao: Sabendo que Cg 4 = T 70, devemos mostrar a sequinte desigual-
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dade: .
(”y“" to4 y) > 70.

xz

Usando a desigualdade entre as médias quadratica e geométrica (QM > GM),

temos: ) )
Y N DT A DN )
xy y
de onde se obtém
xz Yy
—+2+=>24+2=4
Y x

Y

4
Por consequinte, (m +2+ ) > (4)4 = 256 > 70.
Y x

Aplicacao 4.3. O problema exposto abaixo pode ser resolvido com o auxilio do
Principio de Inducao Finita. Porém, usaremos a desigualdade entre as médias
aritmética e geométrica (AM > GM ) para resolvé-lo, tornando sua solu¢io mais
acessivel aos alunos do FEnsino Médio.

Problema: Prove que, para qualquer inteiro n > 1, a desigualdade

| < n+1\"
n!
2

¢ verdadeira.

Solugio: Usando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica (AM >
T1+2To+ -+ x,

GM), isto é, > Y1y .. Xy, comxy = 1,09 =2,...,2, =n,
n
n > 1, temos:
1424+ ..-4n .
totee > 1-2. . n=nl
n
Note que a igualdade nao ocorre, pois x1 # xo # -+ # Tp.
Agora, como a sequéncia (1,2,...,n),n > 1, é uma progressao aritmética de
. n(n+1)
razao 1, temos que 1 +2+---+n = B

Portanto,
1424+---+n n(n+1)
n! < — ’
n 2n

n

de onde seque que
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nl = (/nl)" < <”(”“)>n - (”* 1)n.

2n 2

Aplicagao 4.4. Esta aplicag¢io, proposta por Korovkin em [9], relaciona desigual-
dades e o conceito de volume de um prisma.

Problema: De todos os paralelepipedos, conhecida a soma das trés arestas
perpendiculares entre si, qual € o de maior volume?

Solucao: Seja m =a+ b+ c, em que a,b,c sao as medidas das arestas perpen-
diculares de um parelelepipedo. Sendo assim, o volume deste paralelepipedo é dado
porV=a-b-c.

Usando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica (AM > GM),
temos:

IV = abogttbte_m
- 3 3
Entao,

V=V)?< (m)3 _m

3
m
Portanto, o volume mdximo do paralelepipedo considerado é dado por o7 e

ocorre quando as varidveis envolvidas sdo iguais, ou seja, a = b = c. Logo, o
paralelepipedo de maior volume € o cubo.

Aplicagao 4.5. Esta aplicagio envolve geometria e a desigualdade entre as médias
aritmética e geométrica (AM > GM ).
Problema: Se 1200 cm?® de material estiverem disponiveis para confeccionar

uma caiza com uma base quadrada e sem tampa, qual é o maior volume possivel da

caira e quais as dimensoes para que 1SS0 0corra?

Solugdo: Tomemos um paralelepipedo como na figura a sequir.
A drea total da caiza sem tampa é 4xh + x* = 2xh + 2xzh + 2*.  Assim,
2xh + 2xh + 22 = 1200. Jd o volume da caiza é dado por V = z*h.

Usando a desiqualdade entre as médias aritmética e geométrica (AM > GM),
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______________

Figura 4.1: Problema da caixa

temos:

2xh + 2xh 2
* +3:1: T > v/ 2zh - 2zh - 22

Portanto,
1200 2zh + 2xh + z?

> /472,
3 3 =

400 =

Mas,
400 > vV4V2 = V < 4000.

Sendo assim, o volume mdzimo da caiza é 4000 cm® e ocorre quando as varidveis
envolvidas sdo igquais, ou seja, quando 2xh = x*. Entdo, 2* + z* + 2% = 1200, o
que implica x* = 400 e, consequentemente, x = 20 em. Dad, 2 - 20 - h = 400, de
onde seque que h = 10 cm.

Logo, as dimensoes da caiza devem ser x = 20 cm e h = 10 cm.

Aplicagao 4.6. Esta aplicacao também relaciona desigualdades entre as médias e
geometria, e explora os conceitos de drea e volume.

Problema: Se uma lata de zinco de volume 16mem® deve ter a forma de um
ctlindro circular reto, quais devem ser a altura e o raio do cilindro para que a

quantidade de material necessdrio para a sua fabricacdo seja a menor possivel?
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Solucao: Suponhamos que v seja o raio da base da lata, h a altura e S a drea

da superficie total da lata.

Figura 4.2: Problema da lata de zinco

Como V = 167, temos que wr*h = 16w, de onde seque que r°h = 16.
Além disso, como S = 2mr® + 2nrh, usando a desiqualdade entre as médias

aritmética e geométrica (AM > GM), obtemos:

2
g = mrh + m;)h 2 > Vrrh - wrh - 212

S ) .
Sendo assim, 3 > 87 e, portanto, S > 24xw. Mas, a drea minima ocorre quando

a iqualdade ocorre, isto é, quando S = 24w. Entdo, devemos ter mrh = 2wr?, jd
que a iqualdade ocorre quando as varidveis envolvidas na desigualdade AM > GM

sdo iquais. Assim, como r*h = 16, seque que

h-mrh =2mr? - h
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arh? =27 - 16
rh? = 32.

Portanto, r’h® = 16 - h e r?h*> = 32 - r, de onde seque que 16 - h = 32 -1 e,
consequentemente, r = Z Porém, como r*h = 16, temos h* = 64 e, entdo, h =4 e
r=2.

Logo, a altura e o raio do cilindro para que a quantidade de material necessario
para a fabricagdo da lata seja a menor possivel devem ser h =4 cm e r = 2 cm,

respectivamente.

Aplicagao 4.7. Esta aplicacao tem por objetivo determinar o valor mdximo de uma
fungao usando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, AM > GM.

Problema: Determine o valor mdximo da fungio f : (0,1) — R dada por

flz) =2z(1—2x).

Solugao: Usando a desigualdade AM > GM para os nimeros x e (1 — x),

temos:
1—
r+ (1—x) > ol —2)
2
1
> 1 —
2 — 'CE( x)’
de onde seque que
(1-2) <5
z(l—x) < -.
!

Entdo, o valor mdzimo da fungio ocorre quando z(1 — x) = 1 e ocorre quando

as varidveis envolvidas sao iquais, ou seja, quando x =1 — x e, portanto, r =

5.
1 1
Entao, f<2> =1 ¢ o valor mazimo da funcio f(z) = x(1 — z) definida em (0,1).

Aplicacao 4.8. FEsta aplicagdo é uma adaptagdo do problema de Euclides mencio-
nado na introdugdo do trabalho. Vamos resolvé-lo usando uma desigualdade entre
meédias.

Problema: De todos os retangulos com o mesmo perimetro, qual tem drea

mazima?
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Solugcao: Seja R um retangulo de lados x e y. Seja p o perimetro de R, ou seja,
p =2x + 2y. Assim, g =x+y. Além disso, a drea de R € dada por A =x-y.

Agora, usando a desiqualdade entre as médias aritmética e geométrica (AM >
GM), temos:

r+
=Ty
P> va,
4
de onde seque que
p?
A< —.
— 16
P
Sendo assim, a drea madxima é 16 e ocorre quando x = vy, isto é, quando o

retangulo €, na verdade, um quadrado.

Aplicagao 4.9. Esta aplicacao é conhecida como Desigualdade Isoperimétrica
para Triangulos. Mostraremos esta desiqualdade utilizando a desiqualdade entre as
médias aritmética e geométrica (AM > GM ).

Problema: Prove que entre todos os triangulos de perimetro constante p, o
equildtero é o de maior drea.

Solugao: Consideremos um triangulo de lados a,b e c com a+b+c=p. A

drea S desse triangulo é dada pela formula de Heron:

=56 G- G-

Usando a desigualdade AM > GM, temos:

p p p 3
g < E §—a+§—b+§—c _ p2 '
2 3 12V/3
P
Entdo, a maior drea possivel é , a qual se obtém quando

p 12v/3 q q
S B
2 2 2 ’
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ou seja, quando a =b = c. O triangulo €, entdo, equildtero e neste caso
- p? _ a*V3
12v/3 4

Aplicacao 4.10. Esta aplicagdo envolve circulos e poligonos e faz uso da Desigual-
dade de Jensen.

Problema: Sejam dados no plano um semicirculo I' de raio R e um diametro
AgAy de T'. Para cada inteiro n > 2, existe um unico n-agono AgAi...A,_1 que

satisfaz as sequintes condicoes:
1. AQ,. .. ,An_l S F,’

2. A drea de ApgA; ... A,_1 € a maior possivel.

Solugcdo: Representaremos esta aplicacdo através da sequinte figura:

Figura 4.3: Problema do n-agono

Seja A;OA; 11 = a;,1 <i<n—1, comA, = Ay. Entio, c1+as+---+a,_1 =,
ja que I' € um semicirculo. A formula do seno para a drea de um triangulo nos
fornece:

n—1 n—1 1 e
A(A()Al...An_l) = Z A(AZOAH_:[) = Z §R2 SGD(A,’OAH_l) *Rz Z sen o,
i=1 i=1 i=1
em que A(AgAy...An—1) denota a drea de AgA;y...An—1 ¢ A(A;OA; 1) denota a drea
de A;OA; 1. Agora, como a fungio f(x) =senx é concava em [0, 7] (veja Exemplo
, pela Desigualdade de Jensen, seque que:
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n—1 n—1 n—1
n—1 n—1
N — N < 2
; sen(a;) ; — sen(q;) < sen(é - 10@)
1 n—1
=(n—1 ;
(n )Sen<n—1§a>
s
=(n-1 )
(n )sen(n — 1)
Logo,
1
A(AOAl...An_l) S §R2(n - 1) SGD( )
n —
E a igualdade ocorre se, e somente se, vy = g = ... = Qy_1 = L. Desta

maneira, hd um unico poligono satisfazendo as condigoes do pmblemg. !
Aplicagao 4.11. Esta aplicagdio faz uso da desigualdade entre as médias aritmética
e geométrica.

Problema: Dada uma folha de cartolina de dimensoes 2m por 3m, deve-se
construir, com a mesma, uma caixa aberta com o maior volume possivel. Quais
devem ser as dimensoes da caiza?

Solucao: Tomemos a figura abaizo como uma representacdo para este problema.

________

m

3m

Figura 4.4: Problema da folha de cartolina

Sendo assim, seja x a medida do comprimento do lado do quadrado que deve

ser recortado de cada canto da folha de cartolina. Dessa forma, temos uma caiza
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com dimensoes 2 —2x, 3 —2x e x, em que 0 < x < 1. Portanto, o volume da caiza
¢ dado por V = (2 —2z)(3 — 2x)z.

Agora, como AM > GM, considerando as varidveis 2(2 — 2x), (3 — 2z) e 6z,
obtemos:

2(2—2x) + (3 —22) + 62

Y2(2 - 22)(3 — 22)6x <

3
5 7
Y12(2 — 22)(3 — 22)z < 3
7
3
12V < —,
-3
de onde seque que
o3
- 324
o 343 o S
Portanto, o volume mdzimo é 394™ € ocorTe quando as varidveis forem iguais,

isto €, 2(2 — 2z) = 3 — 2z = 6x, o que implica x = 0,375m. Logo, as dimensdes da

caixa devem ser, aproximadamente, 1,2m, 2,2m e 0,4m.

Aplicacao 4.12. Esta aplicacdao faz uso da Desigualdade de Cauchy-Schwarz e
aborda propriedades do triangulo retangulo.
Problema: Entre todos os triangulos retangulos de catetos a e b e hipotenusa
¢ fixada, o que tem maior soma dos catetos s = a + b é o triangulo isdsceles.
Solugao: De fato, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz (Teorema para as
sequéncias de nimeros reais (a,b) e (1,1), temos:

s>=(a+b*=(a-1+b-1)* < (a* +b*)(1* +1%) = 2¢%.

Assim,

s =V2c2 = \/2ec.

E ainda, a igualdade ocorre quando as sequéncias forem proporcionais, isto €,

a
quando 1= 0 que equivale a a = b. Logo, o triangulo deve ser retangulo e

» v
isosceles.
Aplicagao 4.13. Esta aplicacao envolve a Desigualdade Triangular.

Problema: Duas torres de alturas hy e hsy, respectivamente, estao separadas a

uma distancia d. As torres sao amarradas por uma corda APB que vai do topo A
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da primeira torre para um ponto P no chdo entre as torres, e entdo, até o topo B
da sequnda torre, como indicado na figura abaizo. Qual a posicio do ponto P para

que o comprimento da corda seja o menor possivel?

RXXXZ) 1

X

Q

XX

Figura 4.5: Problema das torres

Solugdo: Resolveremos o problema proposto, utilizando a sequinte representagdo:

Figura 4.6: Resolucao geométrica do problema das torres

Como representado na figura, o ponto B’ é a reflexdo do ponto B em relacdo
ao segmento C'D. Deste modo, mostraremos que o ponto P, como representado na
figura, é exatamente o ponto que nos da o comprimento minimo da corda. Para
isso, suponhamos que exista um outro ponto P’ situado entre as torres que também
nos da o comprimento minimo da corda.

Entao, como

ABPD = AB'PD e N BP'D=AB'P'D,
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temos que
BP =DB'P e BP'=B'P.

Desta forma, usando o tridngulo AB'P’ e a Desigualdade Triangular, obtemos:
AP'+ PPB= AP '+ P'B'> AB'= AP+ PB' = AP + PB.

Portanto, o ponto P’ ndo torna o comprimento da corda minimo, e assim, o
ponto P € o ponto desejado e o comprimento da corda ¢ dado por e AP + PB.

Agora, calcularemos a distancia de P a D. Como AC = hy, BD = hy e
CD =d, temos

—~— BD h h
tg(BPD) 2 :

de onde seque que

dhy

PD = .
hy + hy

Aplicagao 4.14. Veremos agora uma aplicagdo da Desigualdade de Hélder. Esta
pode ser encontrada em [J].

Problema: Sejam x,y,z numeros reais positivos. Prove a sequinte desigual-
dade:

< + Y + z <1,

x+\/(x+y)(x—|—z) y+\/(y+z)(y+:v) z+\/(z+y)(Z+x) B

Solugio: Usando a Desigualdade de Holder (Coroldrio paran = 2 e nimeros

reais positivos p € q, comp =q =2 e, entdo, — + — = 1, temos:
P q

)2+ (Vz)?
)+ (Vo))

[

\/(x+y)'(x+z):\/x+y~\/a:+z:\/(\/E)2+(\/§)2~\/(
= (Vo) + (V1)) - ((
>Vro Y+ Vz VT
= /Ty + V7.

55
55
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Assim,
1 1 1
\/(x—l—y)-(ac+z) : VY +VEr V(Y + V)
Y
x < x _ Vax
x—l—\/(x—i—y)‘(a:jLz)_x*\/E(\/gﬂL\/z) Vv +Vr(y + Vz)
e
VRN e
Analogamente,
y < VY
y+J+2) (y+a) VTEVIHVE
: < vz .
z+\/(z+y)-(z+a:) T VT Y+ VR
Portanto,

x N y N z
vty @tz g+ Jy+a) Gt 2+ z+y) (2 +a)

S VERVITVE

A igualdade ocorre se, e somente se, v =y = z.
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A Sobre desigualdades no

conjunto dos niimeros complexos

Este capitulo de carater complementar tem por finalidade responder a seguinte
pergunta: “E possivel afirmar que 2 + 37 é menor do que 4 + i?”. Para respondé-la,
estudaremos os conceitos de relagdo de ordem, corpo e corpo ordenado. Veremos
que a existéncia de uma relacdo de ordem em um conjunto nao faz desse conjunto
um corpo ordenado, isto é, uma relagao de ordem nao é suficiente para tornar um
conjunto um corpo ordenado.

Este apéndice foi elaborado com o auxilio das referéncias [2] e [§].

A.1 Relacao de ordem

Nesta secao, veremos a defini¢ao de relacao de ordem em um conjunto e alguns
exemplos cuja relacdo existente seja uma relacao de ordem no conjunto dos niimeros

complexos.

Definicao A.1. Uma relagdo x definida em X € uma relacao de ordem em X se

as sequintes propriedades sao satisfeitas:

1. Dados z,y € X, entdo ou x*y ouy*x oux =vy;

2. Sexxy eyxz entdo x * z, para todo x,y,z € X.

A primeira propriedade diz respeito a propriedade da tricotomia, satisfeita em
uma relagcao de ordem; e a sequnda diz respeito a propriedade transitiva de uma

relagdo de ordem.
109
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No conjunto C dos ntimeros complexos podem ser definidas varias relagoes de

ordem. Uma das mais conhecidas segue abaixo.

Exemplo A.1. Seja < a seguinte rela¢ao de ordem: (a,b) < (¢,d) < a < coua =

ce b < d. Afirmamos que < é uma relacao de ordem em C. De fato:

e Se (a,b) < (c,d), entdo ou a < coua = ce b < d. Assim, se ¢ < a entdo
(c,d) < (a,b). Agora, se a = ¢, entdo ou b < d ou d < b. Dessa forma, se
b < d entao (a,b) < (c,d), e se d < b entao (¢,d) < (a,b). Portanto, ocorre
apenas uma das desigualdades: (a,b) < (¢, d) ou (¢,d) < (a,b).

e Se (a,b) < (c,d) e (¢,d) < (e, f), entao:
a<coua=ceb<d e c<eouc=eed<f.

Assim, a <eoua=-eeb< f,oqueimplica (a,b) < (e, f).

Por conseguinte, < é uma relacao de ordem em C.
Sendo assim, temos que:
*0<i,pois0=0e0<1eentdao0=(0,0)<(0,1)=7;

* 2430 <12+ 167, pois 2 =2e 3 < 16 e entdo 2+ 3i = (2,3) < (3,16) = 3+ 164;

* —3 —1 <4, pois =3 <4 eentdo -3 —i=(-3,—1) < (4,0) =4.

Exemplo A.2. Nao ¢ dificil verificar que a relagdo A dada por

(a,0) A\ (c,d) & Va2 + b2 < V2 +d? ou

b d
Va2 + 2=V +d?e arctg() < arctg()
a c
¢ uma relagao de ordem em C.

Temos que:
*1+20 A2+ 3i, pois 1 +2i=(1,2) e 2+ 31 = (2,3) e assim

V12422 =5 < V13 = V22 + 32
* V340 AV2+ V20, pois V3 +i=(V3,1) e V2 +V2i = (v2,V2) e entio
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VIV + 12 = VE=2=vi=/(V2) + (V2)* ¢

™

el ) -5 < -l

Porém, as relagoes de ordem em C exibidas acima nao tornam o conjunto dos
nimeros complexos um corpo ordenado. E para provarmos tal fato, precisamos

primeiramente definir corpo e, em seguida, corpo ordenado.

A.2 Corpo e corpo ordenado

Definicao A.2. Um conjunto X munido de duas operacoes, denotadas por + e -,
chamadas respectivamente de adi¢dio e multiplicacdo, é um corpo se para x,y,z € X

tem-se:
1. (z4+y)+z=x+ (y+2);
2. x4+y=y+x;
3. Eriste0 € X tal quex +0=04+2 = x;
4. Para todo x € X, existe —x € X tal que x + (—x) = (—x) + . =0;
b. (w-y)z=wx-(y-2);
6. z-y=y-x;
7. Eriste 1€ X com 1#0, tal quex-1=1-z=x;
8. Para todo x € X, existex™ ' € X tal quex - =22 =1;
9. x-(y+z)=z-y+x-z
10. (z4vy)-z=x-24+y- 2.

Estas propriedades dizem que as operacoes de adicao e multiplicacdo num
corpo X sao associativas e comutativas; existe o elemento neutro na adi¢do e o
elemento neutro na multiplicacao, existe o elemento oposto na adicao e o inverso

na multiplicacdo; e satisfazem a propriedade distributiva da direita e a esquerda.
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Como dito no inicio deste trabalho, o conjunto R dos ntimeros reais, munido
das operagoes de adi¢cdo e multiplicagao conhecidas, é um corpo. E é por este
motivo que o conjunto C dos nimeros complexos também é um corpo. Com efeito:
se z,w € C, entao podemos escrever z = a + bi e w = ¢+ di, com a,b,c,d € R.

Portanto, podemos definir:
zBw=(a,b)B(c,d) = (a+c,b+d) = (a+c)+ (b+d)i,

z0w=(a,b)d(¢c,d)=(a-c—b-dya-d+c-b).

E como + e - sdo operagoes em R que satisfazem todas as dez propriedades da
definicao anterior, temos entao que H e [J também as cumprem. Consequentemente,
(C,H,) é um corpo.

Estudaremos agora o fato de que C nao é corpo ordenado. Para tanto, apresen-

taremos o conceito de corpo ordenado.

Definicao A.3. Um corpo (X,+,-) é ordenado se existe um subconjunto nao
vazio P C X, chamado o conjunto dos elementos positivos de X, com as sequintes

propriedades:

P1. A soma e o produto de elementos positivos sao positivos. Ou seja, se x,y € P,

entaox+y € P exy € P;
P2. Dado x € X, exatamente uma das trés alternativas ocorre:

. oux =0,
i. oux € P,
1. ou —x € P.
Assim, se indicarmos com —P o conjunto dos elementos —z, em que x € P,

temos X = —P U P U {0}, sendo os conjuntos —P, P e {0} dois a dois disjuntos.

Os elementos de —P sao denominados negativos.

Proposicao A.1. Num corpo ordenado, se a # 0, entdo a* € P.
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Demonstra¢io. Sendo a # 0, temos que a € P ou —a € P (propriedade P2
- Definicdo [A.3). No primeiro caso, a* = a.a € P e, no segundo caso, a*> =
=a.a = (—a).(—a) € P. O

Observacao A.1l. Em particular, num corpo ordenado, 1 = 1.1 é sempre positivo
e, portanto, —1 € —P. Logo, num corpo ordenado, —1 nao é quadrado de elemento

algum.

Também podemos definir corpo ordenado da seguinte forma:

Definicao A.4. Um corpo (X,+,-), munido de uma rela¢ao de ordem *, é um

corpo ordenado se as sequintes propriedades sao satisfeitas:

P1'. Para quaisquer x,y,z € X, sexxy e z %0, entdo x.z * y.2;

P2'. Para quaisquer x,y,z € X, se x xy, entdo v + 2 %y + 2.

Exemplo A.3. Com a relagao de ordem < definida no Exemplo [A.T], C ndo é um
corpo ordenado. De fato, temos que 0 <1 7. Tomando z =0, w =17 e y = 1, temos
que

z <lw e 0<y.

Portanto, por P1’, deverfamos ter 2y =0 <wBy =iHi=14>= —1, 0 que nao

ocorre.

Podemos usar outras relagoes de ordem definidas em C; porém, nenhuma delas

torna C um corpo ordenado, conforme constataremos a seguir.
Teorema A.1. C nao é um corpo ordenado.

Demonstracao. Pela Proposicao [A.1] se C fosse um corpo ordenado, existiria
um conjunto P para o qual se teria z*> € P para todo z € C — {0}. Porém,
z=1i€C—{0}étal que 2> = —1 e —1 ¢ P (veja Observacio |A.1)). O

Apesar de C nao ser um corpo ordenado, podemos comparar, através de relagoes
de ordem, certos nimeros complexos, nao todos, ja que acabamos de concluir que

este conjunto nao é corpo ordenado.
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