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RESUMO

Neste trabalho apresentam-se condi¢des descritas por desigualdades matriciais lineares, LMIs
(do inglés: Linear Matrix Inequalities), para o projeto de controladores robustos para sistemas
dindmicos de ordem a € (0, 1]. Os controladores propostos utilizam a realimentagéo da deri-
vada de ordem o € (0, 1] do vetor de estado, a chamada realimentagéo a-derivativa, e também
a realimentacdo do vetor de estado. A literatura cldssica apresenta resultados que utilizam o
método direto de Lyapunov e a estabilizacdo quadratica no projeto de controladores para sis-
temas de ordem inteira. Os teoremas propostos neste trabalho para sistemas fraciondrios sdao
condicdes suficientes andlogas a estes resultados. Esta analogia € possivel através da extensao
fraciondria, recentemente disponivel na literatura, do método direto de Lyapunov e de um limi-
tante superior para a derivada de ordem o € (0, 1] da funcdo de Lyapunov do tipo quadrdtica,
‘DYV (x(t)). Nesse sentido, as LMIs propostas para estabiliza¢do quadratica sdo analogas aos
casos cldssicos, pois ndo dependem da ordem « € (0, 1] do sistema. Em particular, o foco deste
trabalho recai no controle do tipo chaveado, que trata da minimizagao do limitante superior de
‘DXV (x(t)). O controle chaveado dispensa o conhecimento das fungdes de pertinéncia quando
da utilizacdo de modelos fuzzy Takagi-Sugeno, permitindo trabalhar com plantas lineares e ndo
lineares, ambas incluindo parametros incertos. Dessa forma, a estabilizacdo quadratica pos-
sibilitou a obten¢do de novos resultados para o problema de controle robusto de sistemas de
ordem a € (0, 1], contemplando os principais resultados andlogos, com o projeto da realimen-
tacdo a-derivativa em sistemas lineares e com o projeto de controladores chaveados, utilizando

a realimentagdo do vetor de estado, em sistemas lineares e nao lineares.

Palavras-chave: Sistemas de ordem fraciondria. Método direto de Lyapunov fracionério. De-
sigualdades matriciais lineares. Controle robusto. Controle chaveado. Modelos fuzzy Takagi-

Sugeno.



ABSTRACT

This work proposes linear matrix inequalities (LMIs) conditions for the design of robust con-
trollers for dynamic systems of order & € (0, 1]. The proposed controllers use the feedback of
the state vector derivative of order a € (0, 1], the so-called o -derivative feedback, and also
the feedback of the state vector. The classical literature presents results that use the Lyapunov
direct method and the quadratic stabilization in the design of the controllers for integer order
systems. The theorems proposed in this work for fractional systems are sufficient conditions
analogous to these results. This analogy is possible through the fractional extension, recently
available in the literature, of the direct Lyapunov method and an upper bound for the ¢ € (0, 1]
order derivative of the quadratic Lyapunov function, “D*V (x(¢)). In this sense, the proposed
LMIs for quadratic stabilization are analogous to the classical ones, since they do not depend
on the order o € (0, 1] of the system. In particular, the focus of this work lies in the switched
control, which deals with the minimization of the upper bound of “D*V (x()). The switched
control dispenses the knowledge of the membership functions when using the Takagi-Sugeno
fuzzy models, allowing to work with linear and nonlinear plants, both of them with uncertain
parameters. Therefore, the quadratic stabilization allowed to obtain new results for the robust
control problem of & € (0, 1] order systems, considering the main analogous results, with the
a-derivative feedback design in linear systems and with the design of switching controllers,

using state vector feedback, for linear and nonlinear systems.

Keywords: Fractional order systems. Fractional Lyapunov direct method. Linear matrix ine-

qualities. Robust control. Control switch. Takagi-Sugeno fuzzy models.
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1 INTRODUCAO

A origem do questionamento acerca do cédlculo de ordem arbitrdria remonta ao final do
século XV/I. Por mais de trés séculos a teoria permaneceu vinculada ao campo da matema-
tica pura. Apenas nas ultimas décadas surgiram aplicacdes nos campos da fisica, engenharia
de controle, processamento de sinais, probabilidade e estatistica, viscoelasticidade, redes neu-
rais, entre outras (CAMARGQO, 2009). Apresentamos a seguir alguns dos desenvolvimentos e

aplicagdes do célculo fracionario.

Em Charef (2006) € apresentado um método de aproximacgdo dos operadores de ordem
fraciondria por fungdes racionais, para uma determinada faixa de frequéncias, incluindo uma
realizacdo através de circuitos analdgicos. Em Rana (2016) encontra-se um procedimento sis-
tematico para a implementacdo em hardware com circuitos integrados em FPGA (do inglés:
Field Programmable Gate Array) dos operadores basicos do calculo fracionéario, utilizando a
defini¢do de derivada fraciondria segundo Griinwald-Letnikov. Simulacdes e resultados da im-
plementacdo para a integral e derivada fraciondrias de sinais senoidais e de onda quadrada sdo
apresentados para determinadas ordens dos operadores. Os modelos de ordem fracionaria for-
necem precisdo e sdo capazes de representar perfeitamente qualquer ordem real do sistema.
Um modelo de alta ordem contendo integradores e diferenciadores de ordem inteira pode ser
aproximado por médulos de ordem fraciondria, os quais s@o mais simplificados. Assim, o cres-
cente interesse da industria em sistemas de ordem fracionaria reside no fato de que os médulos

funcionais podem ter sua estrutura simplificada significativamente (EFE, 2011).

No contexto da teoria de circuitos, encontra-se definida a impedancia elétrica generalizada
no dominio da frequéncia, proporcional a s%, (s = jw), conhecida como fractancia (NAKA-
GAWA; SORIMACHI, 1992). A impedancia elétrica dos elementos classicos de circuito sdo
casos particulares de fractancia. Por exemplo, quando a ordem « € igual a —1, 0 e 1, obtém-se
a impedancia do capacitor, resistor e indutor, respectivamente. Um capacitor de ordem fraci-
ondria, também conhecido como elemento de fase constante, é caracterizado pela impedancia
Z=(1/C%)s%, com C* a capacitancia de ordem a. Um método para a constru¢do de um ele-
mento de fase constante, adequado para aplicacdes em circuitos, foi proposto em Biswas, Sen e
Dutta (2006). A incorporacdo de um capacitor de ordem fraciondria em um circuito resulta em
um sistema de ordem fraciondria que encontra aplicagdes, por exemplo, em processamento de
sinais e sistemas de controle (CHEN; VINAGRE, 2003; SILVA; MACHADO; LOPES, 2004).
Em Freeborn, Maundy e Elwakil (2015) sdo examinados modelos de circuitos elétricos fraci-
ondrios vigentes na literatura, os quais tem o objetivo de proporcionar um melhor ajuste aos

dados de impedancia coletados experimentalmente a partir de elementos de armazenamento e
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geragdo de energia, como supercondensadores, baterias e células combustivel. Em todos os mo-
delos pesquisados, o emprego de capacitores de ordem fraciondria € imperativo ndo apenas para

a precisdo do modelo, mas para refletir as propriedades eletroquimicas e fisicas do dispositivo.

As equagdes de Maxwell constituem o formalismo para a descricdo de fendmenos eletro-
magnéticos. Segundo Machado et al. (2006), um olhar mais atento para o fendmeno de efeito
pelicular, presente em linhas de transmissao, motores elétricos e transformadores, motivou uma
nova perspectiva para a substituicdo de modelos cldssicos por modelos de ordem fracionéria,
introduzindo o conceito de potencial elétrico fraciondrio estatico. Em Zheng (2016) é proposta
uma modelagem de ordem fraciondria para um servo sistema de velocidade de um motor sin-
crono de iman permanente, PMSM (do inglés: Permanent Magnet Synchronous Motor), combi-
nando a modelagem de pecas eletromagnéticas e de pecas mecanicas. Com base no modelo de
ordem fraciondria proposto e no esquema de identificagdo utilizado, as experiéncias de identifi-
cacdo sdo realizadas na parte eletromagnética e na parte mecanica. Verificou-se que a resposta
em frequéncia do modelo de ordem fraciondria é mais préxima da resposta em frequéncia real

do PMSM, em comparac¢io com o modelo de ordem inteira.

Em geral, sistemas fisicos podem ser caracterizados pela derivada e integral fraciondrias,
como, por exemplo, sistemas viscoeldsticos (LORENZO et al., 2017), osciladores (SAID et
al., 2017) e baterias de litio (MU et al., 2017). Inumeras pesquisas consideram operadores
fraciondrios na descri¢do de circuitos RLC, (RADWAN; SALAMA, 2012; GOMEZ-AGUILAR
et al., 2016, 2017).

Em Jacyntho (2015) sdo apresentados métodos de identificacdo de sistemas lineares invari-
antes no tempo, descritos através de funcdes de transferéncia, estdveis ou instdveis, de ordem

fraciondria, utilizando como entrada um degrau.

Novos resultados surgem em controle fraciondrio por modos deslizantes (BAYRAMO-
GLU; KOMURCUGIL, 2014; YIN; CHEN; ZHONG, 2014), controle fracionario com a técnica
backstepping (SHUKLA; SHARMA, 2017; SHENG et al., 2017) e controle fraciondrio adap-
tativo (ODIBAT, 2010; LUO; LI; TAJADDODIANFAR, 2017).

Mediante o exposto, certos fendmenos fisicos, que ndo eram bem explicados por modelos
baseados no cdlculo tradicional, t€ém sido melhor modelados por derivadas e integrais de ordem
ndo inteira. Uma defini¢ao unificada para o célculo de ordem ndo inteira ainda € discutida na
literatura. A escolha da defini¢cdo depende do tipo de aplicacdo. Para modelos que utilizam
equagdes diferenciais ordindrias, as defini¢cdes de Riemann-Liouville e de Caputo sdo as mais
utilizadas. Para os modelos com equagdes diferenciais parciais, a defini¢cdo de Riez é a mais
adequada. Na maioria dos casos ndo € possivel obter solu¢des analiticas dos modelos que
utilizam sistemas de ordem fraciondria, assim como ndo o € na maioria dos casos para modelos
que utilizam sistemas de ordem inteira. Em vista disto, métodos numéricos sao utilizados para

a obtencdo de solugdes aproximadas. Entretanto, ainda sdo poucos os métodos de solugdo
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encontrados na literatura para sistemas de ordem fraciondria, pois estes sistemas dependem da
defini¢do utilizada para o operador fraciondrio e, além disso, a sua implementacao requer uma
computacao intensiva dada sua caracteristica intrinseca de memoria hereditaria (SALGADO,
2015).

A necessidade de consolidar uma teoria de estabilidade para sistemas dindmicos fraciona-
rios culmina em produgdes relevantes. Em Petrds (2011), por exemplo, estdo reunidos alguns
dos principais teoremas de estabilidade relacionados aos autovalores e polos de sistemas fra-
ciondrios lineares, envolvendo equagdes no espaco de estados e funcdo de transferéncia. A
andlise da estabilidade de sistemas fraciondrios tem o seu maior €xito com a extensao fraciona-
ria do método direto de Lyapunov, que se encontra estabelecida em Li, Chen e Podlubny (2009,
2010). A principio, a utilizacdo deste método é onerosa para determinados sistemas, dadas as
dificuldades associadas a derivada de ordem fraciondria do produto e composicao de funcdes.
Entretanto, novos lemas relacionados a derivada de Caputo trouxeram fluidez ao método direto
de Lyapunov fraciondrio (AGUILA-CAMACHO; DUARTE-MERMOUD; GALLEGOS, 2014;
DUARTE-MERMOUD et al., 2015; ANAYA et al., 2017).

A perspectiva desse trabalho consiste na busca por condi¢des de estabilizacdo da planta
fraciondria utilizando o vetor de estado ou a derivada de ordem « € (0,1] do vetor de estado.
Inicialmente € apresentado o estado atual da andlise de estabilidade de sistemas lineares e ndo
lineares de ordem fraciondria. Em Matignon (1994) foi estabelecido o primeiro teorema relacio-
nado a estabilidade de sistemas lineares fracionarios. Desde entdo, como mencionado em Liu et
al. (2016), a estabilidade a tempo finito, a estabilidade assintética, a estabilidade Mittag-Leffler
e a BIBO estabilidade de sistemas fraciondrios lineares e nao lineares t€ém sido investigadas
pela comunidade cientifica. Em seguida sdo apresentados alguns lemas recentes relacionados
a derivada de Caputo, utilizados na extensao fraciondria do método direto de Lyapunov, como,
por exemplo, o lema proposto em Duarte-Mermoud et al. (2015), o qual estende a regra da
cadeia para a derivada de Caputo de V (x(r)) = x” (£)Px(t), com PT = P. Esta teoria é entdo
aplicada na proposta do controle de sistemas lineares incertos via realimentacdo ¢-derivativa e
na extensdo da teoria de controle robusto chaveado, com realimentagdo do vetor de estado, para
sistemas fraciondrios lineares e sistemas fraciondrios ndo lineares descritos por modelos fuzzy

Takagi-Sugeno.

Segue a organizagdo deste trabalho:

e O Capitulo 2 traz uma breve abordagem dos fatos histéricos mais conhecidos e considera-
dos acerca do desenvolvimento do calculo de ordem fraciondria e apresenta, ao final, uma
referéncia contendo informagdes técnicas para introduzir o leitor na histéria mais recente

do calculo fracionario;

e O Capitulo 3 traz uma base teérica do célculo fraciondrio para utilizacdao ao longo deste
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trabalho, com as definicdes e desenvolvimentos pertinentes;

O Capitulo 4 descreve a extensdo do método direto de Lyapunov para sistemas de ordem
fraciondria, bem como alguns lemas recentes relacionados a derivada de Caputo, os quais

serdao uteis no desenvolvimento desse trabalho;

O Capitulo 5 propde a extensdo de alguns resultados tedricos sobre o controle chaveado
de sistemas lineares de ordem inteira, para uma classe de sistemas lineares de ordem

fraciondria com incertezas politopicas. Exemplos numéricos validam a teoria;

O Capitulo 6 propde a extensdo de alguns resultados tedricos sobre o controle chaveado
de sistemas ndo lineares de ordem inteira, para uma classe de sistemas ndo lineares de or-
dem fraciondria com incertezas politopicas, descritos por modelos fuzzy Takagi-Sugeno,

contendo exemplos que validam a teoria;

O Capitulo 7 propde a extensdo de alguns resultados tedricos sobre o controle robusto
de sistemas lineares de ordem inteira com realimentacio da derivada do vetor de estado,
para uma classe de sistemas lineares de ordem fraciondria, via realimentacao ¢-derivativa.

Exemplos numéricos validam a teoria;

Por fim, o Capitulo 8 traz as conclusdes desse trabalho, perspectivas futuras e a referéncia
bibliografica do artigo publicado em congresso nacional, intitulado ‘Condicdes em LMIs
para estabilidade Mittag-Leffler e taxa de decaimento de sistemas de ordem fraciondria

com realimentacdo de estados o - derivativa’.
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2  BREVE HISTORICO DO CALCULO FRACIONARIO

O calculo de ordem arbitraria, historicamente referido como calculo de ordem fracionaria,
tem o seu ponto de partida em uma sucessdo de cartas trocadas entre Leibniz e L’Hopital, em
1695. Leibniz, o autor da notagdo moderna d"x(¢) /dt" para o cdlculo diferencial, é questionado
por L’Hopital acerca do significado de d'/ 2x(r) /dtl/ 2. Sem muito rigor, Leibniz afirma: ‘A
igualdade d 12 = xV/dx : x é um aparente paradoxo do qual importantes aplicagdes serdo um
dia obtidas’. Ainda em 1695, em uma carta a Johann Bernoulli, Leibniz fez menc¢do as deri-
vadas de ‘ordens mais gerais’. Em 1697, em uma carta a Wallis, Leibniz destacou o uso do
calculo diferencial na determinacdo de resultados relacionados ao produto infinito para 7. O

interessante € que ele utiliza a notagado d 1/ 2x(t) nessa correspondéncia.

S6 em 1819 surge a primeira mengdo ao célculo fraciondrio em um texto cientifico. Em
‘Traité du calcul différentiel et du calcul intégral’, S. F. Lacroix substituiu o fatorial da equagao
d"y(t)/dx" = [m!/(m—n)!|xX"" (correspondente a n-ésima derivada da fun¢do y(r) = x™(z),
comm,n € Ne (m—n) > 0) pela fun¢do gama, I, obtendo:

dy(t) _ T(m)

dx" F(m—n)xmin. )

Por exemplo, para m = 1 e n = 1/2 tem-se d'/?y(t)/dx"/* = 2\/x//7. Este resultado
coincide com o obtido através da derivada de Riemann-Liouville ou através da derivada de

Caputo, que sdo as definicdes mais aceitas para a derivada fraciondria.

O inicio das aplica¢des do cdlculo de ordem ndo inteira conta com a contribui¢do do ma-
temdtico Abel, o qual buscava obter uma solu¢do para o problema da tautécrona. Tautdcrona
¢ a curva plana tal que o tempo de descida de um corpo abandonado sobre ela e sujeito a acdo
da gravidade € o mesmo independente do ponto onde o corpo € abandonado. Através da lei da
conservacao da energia mecanica, Abel chegou a seguinte formulacdo para o tempo de descida
7 (CAMARGO, 2009):

T= / 12,

em que f, definida no intervalo [0,x], é a curva plana tautécrona. Conforme sera apresentado
no Capitulo 3, esta integral corresponde a integral de Riemann-Liouville de ordem o = 1/2,

multiplicada por I'(1/2) e com o limite inferior igual a 0:

=T (1/2) B f(x). @)
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Abel ndo estava interessado em solucionar o problema utilizando o calculo fraciondrio,
contudo, a solugdo obtida corresponde a integral de Riemann-Liouville de ordem o = 1/2,
exceto pela constante 1/I°(1/2). Aplicando a derivada de Riemann-Liouville de ordem o =
1/2, denotada por RLD)IC/ 2, a qual é um operador inverso da integral de Riemann-Liouville, em

ambos os lados de (2), obtém-se:

RLpV2T = Vf (x).

RL D}C/ 2

Assim, a expressdo para a curva tautécrona f(x) decorre de 7 da seguinte forma:

£(x) = 0,564 [RLDI/Z }

Em 1832, Liouville parte de 2"t = u"et', comm € N e conclui que 2% = u*et,

com ¢ € R. Com essa premissa, para a soma de exponenciais f(r) Z cpet, tem-se:
n=0
271 ( Z Caplyret. 3)
n=0

Esta ¢ a chamada primeira formula de Liouville para a derivada fraciondria, aplicada a
uma classe restrita de fungdes, em que o pode ser real ou complexo. Liouville perseguiu essa
ideia, considerando agora a integral ,u)L ~le~™du, com A > 0. Introduzindo a mudanca de
variavel T =r, utilizando a defini¢do da funcdo Gama, descrita no Apéndice A, equagao (197),

-1

e isolando ", respectivamente, tem-se:

/u’l_le_t”du:t_’l/ ™ le " dr =11 (1),
0 0

1 = a1 —tu
—_— du.
k)/o utleMdp

Aplicando o operador Z% em ambos os lados e substituindo a primeira férmula de Liouville

dada em (3), obtém-se:

— F%L)/Owu"‘] [(—p)%e ™| du = ((— U prtale ’“du}

—(A+a)

A integral entre colchetes € igual a I'(A + o)t . Logo:

1\«
@lat—l — ( 1) F(l—f—a)l‘_(l—i_a).

Esta é a chamada segunda férmula de Liouville para a derivada fraciondria e, como a pri-

-2

meira, continua restrita a uma classe pequena de fungdes do tipo ¢~ *, com A > 0.
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O desenvolvimento do célculo fraciondrio permanecia vinculado ao campo da matematica
pura, sem aplicacdes substanciais em outras dreas. Contudo, em 1969, M. Caputo propds uma
nova defini¢do para a derivada fraciondria e munido desta resolveu problemas no campo da

viscoelasticidade, como consta em seu livro Elasticita e Dissipazione (CAMARGO, 2009).

As condicdes iniciais em equacdes diferenciais fraciondrias descritas com a derivada de
Riemann-Liouville sdo dadas em termos de derivadas de ordem ndo inteira. Em contrapartida,
essas condicdes iniciais sdo dadas em termos de derivadas de ordem inteira quando as equagdes
diferenciais fraciondrias sao descritas com a derivada de Caputo. Por este motivo, a derivada
de Caputo € amplamente utilizada na modelagem de sistemas fisicos. Além disso, a derivada
de Riemann-Liouville de uma constante pode ser diferente de zero, fato este cujo significado
permanece em aberto no contexto de um problema fisico, ao passo que a derivada de Caputo de

uma constante € igual a zero.

Em Machado, Kiryakova e Mainardi (2011) encontra-se um histérico mais recente do de-
senvolvimento do célculo fraciondrio, contendo um levantamento de livros publicados, confe-

réncias, tutoriais, periddicos, ferramentas computacionais € patentes na area.
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3 BASE TEORICA DO CALCULO FRACIONARIO

Este capitulo apresenta a teoria do cédlculo fraciondrio que seja fundamental ou pertinente
a proposta deste trabalho. Para um aprofundamento desse estudo pode-se recorrer, por exem-
plo, as seguintes referéncias com significativo enfoque em calculo: Podlubny (1998), Oliveira
(2010), Camargo (2009), Oliveira (2014) e Salgado (2015).

3.1 A INTEGRAL FRACIONARIA DE RIEMANN-LIOUVILLE

A integral fraciondria surge como uma generalizacdo nos reais da integral de Cauchy. Con-

sidere a sequéncia apresentada até a defini¢do da integral segundo Riemann-Liouville:

3.1.1 A integral iterada de Cauchy

Seja uma fungdo f(¢) integravel segundo Riemann num intervalo de 7 € [0,b]. A integral

de ordem n € N* de f(¢), I]'f(t), é calculada de forma recorrente através do operador /;:

Iy =1("'f), 4)

com I’ f(r) = f(t). Contudo, existe uma forma fechada para I" f (), proposta por A. L. Cauchy,

apresentada no lema a seguir.

Lema 1. Seja uma funcdo f(t) integrdvel segundo Riemann num intervalo de t € [0,b], entdo:

B0 = oy L =0 (wa s

comneN* eI’ f(t) = f(2).

Demonstragdo. Paran = 1:

1
(1—1)!

1) = [0 @ac= [ s

Admita que a integral de Cauchy em (5) seja valida para p = n— 1. Entdo, utilizando (4):
rrO =0 {0k = [ | [ e f(p)dp | ax
’ t o L[(n—1)—1]1Jo

= /Ot Ln _1 21 /()T(f—p)("‘z)f (p)dp} dr.
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Do teorema de Fubini:

I f( —n_ // (t—p)" > f(p)drdp = _2 /f [/f p)“df}dp

:m/of(p) {%Ldp: (n_11)z/0(’_p)n f(p)dp,

que corresponde a integral de Cauchy em (5). Assim, a integral de Cauchy € vélida para n €
N*. O

O operador integral fraciondria de Riemann-Liouville € definido a seguir:

Definicao 1. Seja f(t) uma fungdo diferencidvel no intervalo t € [0,b]. O operador integral de

Riemann-Liouville de ordem o € R ¢ definido como:

IF0) = Fgy =0 (@ ©

com I f(t) = £ (7).

Este operador é entendido como uma generalizacdo nos reais da integral de Cauchy de

ordem n € N, I]'f(¢). Essa extensdo requer:

e Utilizar a fungdo Gama de Euler I": (0,00) — R, a qual generaliza a fun¢@o fatorial de um

numero natural;

t
e Investigar a convergéncia da integral / (t—1)* 1 f(1)dr.

O Apéndice A apresenta a defini¢do e convergéncia da funcao Gama, bem como algumas
de suas propriedades. Do segundo requisito, o lema a seguir € uma condicao suficiente para a

convergencia da referida integral.

Proposicao 1. (SALGADO, 2015) Se f(t) ¢é diferencidvel em t € [0,D)], entdo:

[e=o @ )

com o > 0, é limitada neste intervalo.

Demonstracdo. Da integrac@o por partes:

I L e I R e (LT

0 (04

A fungio (t — 7)* é continua em ¢ € [0,b]. Assim (t — T)* () é integrdvel e (7) é limitada

nessas condic¢des. 0
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3.1.2 Propriedades da integral de Riemann-Liouville

Demonstra-se a seguir a propriedade de concatenacdo na ordem do operador integral de

Riemann-Liouville.

Teorema 1. Sejam o, 0 > 0 e f(t) uma funcdo integrdvel no intervalo [0,b)], entdo:
I f() =1 ). ®)

Demonstragdo. Da Defini¢do 1, segue a integral de Riemann-Liouville de ordem ¢ > 0 de

Itazf(t):

U f ) = F(fxl) [0 (g [ e oap ) as

(o) (o) // ) (e —p)*® " f(p)dpds.

Aplicando o Teorema de Fubini:

B0 = ot 10 ([0 09 )= as) ap.

Da mudanca de varidveis:

T—p dp 1 =) i (FP)

com lim =

B M ar T —p) (- p) o (—p)

B0 = o 00 ([ 1000 = p) - piu ) ap

= m/otf(p) (/()l(t—p)“l+“2‘l(1 —u)“l‘luo‘z‘]du) dp.

Das propriedades da func¢do beta, apresentadas no Apéndice A:

1 fl“(al)l"(az)
F(OC])F(OQ) 0 F(OC] —l—OCz)
1

T (o + ) /(f<r—p)°‘1+°‘2—1f<p>dp I ().

IR f() = (t—p)telf(p)dp

Logo:
IR F() = 2 £,
0

Em decorréncia da propriedade anterior, obtém-se, de forma imediata, 7' I f (1) = I?* 1™ £(¢).
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O exemplo a seguir apresenta a expressdo fechada para a integral de Riemann-Liouville de

uma fungdo polinomial f(¢) = ¢(r —a)P, com a e ¢ constantes reais e § > —1.

Exemplo 1. Cdlculo de I%c(t —a)P, com a >0 et € [a,b):

Para o > 0, segundo a Defini¢ao 1:

t
1%t —a)f = F;a) / (t— 1) e(t—a)bdr.
Da mudanca de varidveis:
T—a du 1 . T—a . T—a t—1
=10 a4 i=a lflg}t—a_l’ Pg}zt—a_o’ 1_'u_t—a’
o B 1 ! o—1 B
Ic(t —a) —F—a)/o [(L=p)(t —a)]" clu(t —a)]”[(t —a)du]
=B

Da definicao e propriedades da funcdo beta apresentadas no Apéndice A:

_c(t—a)*tP c(t—a)* B T(a)T(B+1)

Co(p B = "% — _
IFe(t—a)f = o) B(a,p+1) = M) T(atfr1) B>-—1
Logo, a integral de ordem & > 0 de f(¢) = c(t —a)P é:
An(r_g\B = M _ N\o+p _
Ifc(t—a)f = NCEY +1)c(t a)*F, B> —1, )

e ndo converge para § < —1.

Observacao 1. Note que a integral de Riemann-Liouville de uma constante é diferente de zero.
Quando B =0 em (9), obtém-se:

1

Pe=——
T (et 1)

c(t—a)?. (10)
Entretanto, quando f(z) é uma fungdo geral nem sempre é possivel obter uma expressao
fechada para I f (¢). Diante disso, o teorema a seguir possibilita escrever a integral de Riemann-

Liouville em termos de uma série convergente, para a classe das func¢des analiticas.

Teorema 2. (SALGADO, 2015) Seja a > 0 e f(t) uma funcdo analitica em (a —h,a+ h), com
h > 0. Entdo:

) k
If(t) =Y —————(t—a)""%, (11)
! k_;) Lk+1+a)
(k) dkf(t) . o . L.
paraa <t <a-+h, emque f\“(a) = o . Em particular, I f (t) é analitica em (a,a+h).
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Demonstragcdo. A demonstracdo desse teorema € encontrada em Salgado (2015). 0

Na sequéncia consideramos a defini¢do de derivada fraciondria segundo Riemann-Liouvile

e segundo Caputo. Ambas as defini¢cdes incorporam a integral fraciondria de Riemann-Liouville.

3.2 A DERIVADA FRACIONARIA SEGUNDO RIEMANN-LIOUVILLE

Definicao 2. Seja f(t) uma fungdo diferencidvel no intervalo [0,b]. O operador derivada de

Riemann-Liouville de ordem o > 0, é definido como:

di’l

RLDOtf< ) dln (

“f(r)), (12)

sendo n o menor inteiro maior do que @ (ou n = @, se o € natural), representado por n = [t].

De forma equivalente:

DS = G |

di" |I'(n—a)

/0 (= 1y f(r)are| . (13)

Se oo € N* (n = ), entdo a derivagéo fraciondria de Riemann-Liouville é equivalente a
n

d d"
uma derivagdo inteira, a saber, ﬁlf*“ ft)= ﬁl,o f(1).

3.2.1 Propriedades da derivada de Riemann-Liouville

Conforme o teorema a seguir, a derivada de Riemann-Liouville € um operador linear:

Teorema 3. Sejam f(t) e g(t) definidas no intervalo t € [0,b]. Suponha que RED*f(1) e
RLD%o(t) existam nesse intervalo. Entdo a derivada X:D% [c1 f(t) 4 c2g(1)] existe em [0,b),

para constantes ci e ¢ € R, e:
KEDP [e1 (1) +cag(1)] = MDY f(1) + 2" D g (1). (14)
Demonstracdo. Seja a derivada de Riemann-Liouville de h(t) = ¢ f(t) + c2g(1):

RLDE e (1) +eag(t)] = {1 ferf(0) + eag(0)]}

dt”

Da linearidade do operador integral de Riemann-Liouville:

RED (1 £ (1) + cag(t {CII” Cf(t)+ el %g(1)} .
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Da linearidade do operador derivada de ordem inteira e da defini¢do da derivada de Riemann-

Liouville:
REDF [e1f (1) +cag(1)] = 1 *EDY (1) + 2" D g ().

O

A derivacdo fraciondria € a operacdo inversa da integracdo fracionaria quando € utilizada a

defini¢do de derivada fraciondria segundo Riemann-Liouville, como apresentado no teorema a
seguir:

Teorema 4. Para f(x) continua e o > 0:
DR[£ (1)) = £(1). (15)

Demonstragdo. A derivada de Riemann-Liouville de g(t) = I* f(¢) é
RpEg(n) = ()] = T )}
dr dr
Da propriedade de concatenagao na ordem do operador integral de Riemann-Liouville:

d}’l

RLDtaItaf(t) = W

1 f ()] = £ ().
O

A concatenacdo na ordem do operador derivada de Riemann-Liouville ndo € vélida em

todos os casos. Esta propriedade é vdlida se a fungdo f(¢) satisfaz determinada condigdo:

Teorema 5. Sejam f(t) =17 " %g(t), oy, > 0 e g(t) integrdvel no intervalo t € [0,b]. Entdo:

D (M f (1) =D A (1), (16)

tem-se:

Demonstracdo. Desenvolvendo o lado direito da igualdade, considerando f(r) = I %g(1),
RL® (RLpy0 d"
D; ( D> f (t)) = I

i 7 e o]
_an {I,”‘“‘ [d_’” Inzazlta.ng(t))”, = lou] e nmy=[aa].

drm dtm ¢
Da propriedade de concatenacdo da integral de Riemann-Liouville:

A d" (g [ 4"
o oo 2 [ ] - 2 o [ e

= ()} = (1)
A7)
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Desenvolvendo o lado esquerdo de (16), considerando f(r) = I™ " ®g(t), tem-se:

"

oy — d™ oy
RLD;xl-lef(t) = pr {]:’3 o O‘Zf(t)} = o {1;13 o azltal+a2g(1)}7 n3 = (al + a2'| .

Da propriedade de concatenacdo da integral de Riemann-Liouville:

KD f (1) = g(1). (18)

Das equagdes (17) e (18):
Kepi KD f(n)] =D £(1).

]

Considere a regra de Leibniz no contexto da derivada inteira do produto de duas funcdes:

dr no(n\ [ d* d* n nt
L (0] = k;o <k> {d,n—kf(’)} {ﬁg(”} ) com <k> CED

Para a classe das fungOes analiticas, essa regra pode ser generalizada para a derivada de

Riemann-Liouville:

Teorema 6. (PODLUBNY, 1998) Sejam as fungées f(t) e g(t) analiticas em t € [0,b] e o > 0.

Entdo:

“Dgf(0g(0)] = Y (Z) {mortro{"ls}+ 3 | (‘,f) {12 ro) H{ Dk}
=m+
(19)

commeN, m<a<m+1, (m=|c]) e o coeficiente binomial generalizado:

(oc) _ INa+1) 20)

k Ck+1)(oe—k+1)’
com k € N. Em particular, se o € N e o < k, entdo esse binomial se anula.

Demonstracdo. A demonstracio desse teorema € encontrada em Podlubny (1998). [

Dado que a derivada de Riemann-Liouville é o operador inverso da integral de Riemann-

Liouville, a expressdo em (19) pode ser escrita de como:

REDE £ (1)g(1)] = i <°‘> {RLDS‘—"f(t)} {RLDi‘g<r)}. @1

k=0 k
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O exemplo a seguir apresenta a expressao fechada para a derivada de Riemann-Liouville de

uma fungdo polinomial f(¢) = ¢(r —a)P, com a e ¢ constantes reais e § > —1.
Exemplo 2. Cdlculo de "*D%c(t —a)P, com o> 0 et € [a,b):

Para a0 > 0, segundo a Defini¢do 2:
n

d
RLp®o(t —a)P = o {It”_ac(t - a)ﬁ} . (22)

Do Exemplo 2, para & = n— Q, tem-se:
d" r(p+1) _
RLD(X _ ﬁ —_ _ n (X+ﬁ
et =a) = e\ Ti—axp Y
By )

(23)

I'hn—(a—B)+1)drm

Considere a expressdo para a derivada de ordem inteira n de (t —a)™:

d" m m! m—n
ﬁ(t_a> _(m—n)‘(t_a) )

comm € Ne (m—n) € N. Verifica-se na Secdo 9.1, entretanto, que m! e (m —n)! correspondem

al'(m+1)el(m—n+1), respectivamente. Entdo, param € R e (m—n) € R, tem-se:

d" m_ Lm+1)
d7(t—a) _F(m—n—l—l)(t a)™ . (24)
Utilizando (24):

n

e Se (oo —B) € N* entdo d—(t —a)"" P =0 em (23) e:

dmm
RLp%c(t —a)P = 0.
e Se(ax— )¢ N* entdo %(r —q)"(@=B) — F(’;zﬁ(?;ﬁ)ﬁ)_ D (t—a)"*P) em (23) e:
o _ B+l Th—(x—p)+1) ~(a-
“otet -0 = e tB-arn ¢
_ T+ -tep)
r'B—a+1) '
Logo, para B > —1:
0 se (a—pB)eN*,
RLpOe(t—a)f = cT(B+1) (25)

m(z—aﬂ*ﬁ) se (a—p)¢N*.
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Observacao 2. Note que a derivada de Riemann-Liouville de uma constante é diferente de zero.

Quando B =0, tem-se:

0 se o€ N

RLpyo . _
brie= ¢ (t—a)™ se a¢N*.

I'l—o)

(26)

3.3 A DERIVADA FRACIONARIA SEGUNDO CAPUTO

Segue a definicdo da derivada fraciondria segundo Caputo:

Definicao 3. Seja f(t) uma funcdo diferencidvel no intervalo t € [0,b]. O operador derivada

fraciondria de Caputo de ordem o > 0 é definido como:

D =1 |

0] n=ral @

Desenvolvendo a integral de Riemann-Liouville:

DEFI0) = o 9 | 52 (0)]a o9

Sena €N, entér? n = o e a derivada de Caputo corresponde a derivada inteira, a saber,
I{’_a% f(t)= It0 57 f(r). Observe que a diferenca entre a derivada de Caputo e a de Riemann-
Liouville esta na ordem em que o operadores de integracdo fraciondria e de derivacdo inteira
sdo aplicados. Essa mudancga na ordenacdo dos operadores permite a aplicacdo da derivada
fraciondria na modelagem de fendmenos fisicos, dado que a derivada de uma constante passa
a ser zero e as condi¢des iniciais em equagdes diferenciais de ordem fraciondria sao calculadas

sobre derivadas de ordem inteira.

3.3.1 Propriedades da derivada de Caputo e teoremas relacionados

A derivada de Caputo € um operador linear:

Teorema 7. Sejam f(t) e g(t) definidas no intervalo t € [0,b]. Suponha que ‘D f(t) e ‘D g(t)
existam nesse intervalo. Entdo, para constantes cy, ¢ € R, a derivada ‘DY [c1 f(t) + c28(1)]

existe em [0,b] e:
D [erf(t) + c2g(t)] = c1 "D f ()] + 2 [“DF*g (1)) (29)

Demonstragdo. Seja a derivada de Caputo de h(r) = c1 f(t) +cag(1):

D fef 1)+ aslo)] = - { s 0+ asto)] |
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Da linearidade do operador derivada de ordem inteira:

D fef (1) +eag®)] = - fer 0+ s}

Da linearidade do operador integral de Riemann-Liouville e da definicdo da derivada de

Caputo:
‘D [e1f(t)+c28(t)] = c1 [“DFf(1)] + 2D g(1)] .
O]

O operador de diferencia¢do de ordem inteira D" ndo é uma operagdo inversa a direita do

operador de integracdo de ordem inteira /;', mas:

(t—a)k, (30)

I'D"f(t) Z
parat € (a,b). Conforme o teorema a seguir, o cdlculo de I* [°DY f ()] se resume a I' [D" f(1)],
n=lal:

Teorema 8. Seja o > 0. Se °DY f(t) existe, entdo:

I EDES0) =1t | 0] 61)

Demonstracdo. Da defini¢do de derivada de Caputo:

D] = £ | 0]

Da propriedade de concatenag@o na ordem do operador integral de Riemann-Liouville e da

expressao em (30):

n n—1 (k)
D0 =1 | )] =50 - T k. (2
k=0

a) _ '« fY(a)
[

E apresentada agora a relacio entre a derivada de Caputo e a de Riemann-Liouville:

Teorema 9. (OLIVEIRA, 2014) A derivada de Riemann-Liouville e a derivada de Caputo estdo
relacionadas pela equagdo:
n—1 f(k) ( Cl)

DEF) = DI+ Y, ¢

S\ Nk«
Lra—arn " (33)

comt € (a,b) a e Ren=a].
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Demonstragdo. Da definicdo de derivada de Riemann-Liouville e de (32), pode-se escrever

RLD® £ (1) da seguinte forma:
—a) }
=f(1)

nyn—o yn yn nyn—o = f(k)(a) k}
=D'[" "D "f(t)+ D" t—a)k .
(0 {k_g()r(m)( )

FLDE f(t) = DI}~ {I,"D"fa)

N

Da concatenagdo na ordem do operador integral de Riemann-Liouville e de D"I]' = I,

obtém-se:
RLDEF(r) = (D ( e —a)"
=D f(t)
I'k+1
Do Exemplo 1, I"%(t —a)k = T _(a—; k)—i— 0 (t —a)"~*"* Entio:
['(k+1
RLD?f( cDaf Z ( + ) Dn(t _a)n—OH-k‘

k+1 (n—a+k+1)

De (24), tem-se D"(t —a)" *"* = F(Ir,l(;f;_f_i_)l) (t —a)**. Logo:
n—1 (k)
BDEF() = DI+ Y, iy 0
=0

]

Observacio 3. De (33), observe que REDE f(1) = D f(1) se e somente se f*)(a) =0, para
todok=0,...,(n—1).

A derivada de Caputo € o operador inverso da integral de Riemann-Liouville, como € apre-

sentado a seguir:

Teorema 10. Para f(x) continua e o > 0:
DI f(0)} = f(r). (34)

Demonstragdo. Da relacio entre a derivada de Caputo e a de Riemann-Liouville em (33):

(t—a)*,
t=a

, n—1 1 dk
RL o 70 _cpogo 4 a
DFIES0) = DI+ T gy |0
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=0parak=0,....,n—1,

I )

n=la],istoé, [ 17 f(t )} possui as (n — 1) derivadas nulas em ¢ = a. Logo:

Mas [ 41 >]

t=a

‘DYIY f(1) ="*DPI* (7).

De (15), tem-se *:D*I% f(¢) = f(t). Entdo:

DI f(t) = £ (1) (35)
U

E apresentada a seguir a propriedade de concatenacdo na ordem do operador derivada de

Caputo, que € valida sob determinadas condicoes:

Teorema 11. (SALGADO, 2015) Sejam oo > 0, n = [a] e f(t) continua até a ordem n no
intervalo [0,b]. Entdo, para B € (0,1), com o+ € [n—1,n]:

‘D {*Dif (1)} =D P (1), (36)
Demonstragdo. A demonstracdo € encontrada em Salgado (2015). 0

A férmula de Leibniz para a derivada de ordem inteira do produto das fungdes f(z) e g(t)

tem a sua correspondente para a derivada de Caputo:

Teorema 12. (SALGADO, 2015) Sejam f(t) e g(t) analiticas e o € (0, 1], entdo:

“DEIf(0s5(1)] = [DE£ (1) +z< )zk sl Dlg(r)+ LR E gy

Demonstracdo. A demonstracdo é encontrada em Salgado (2015). [

O exemplo a seguir apresenta a expressao fechada para a derivada de Caputo de uma fungao

polinomial f(¢) = ¢(t —a)P, com a e ¢ constantes reais.
Exemplo 3. Cdlculo de “D%c(t —a)P, coma>0et € [a,b):

Para o0 > 0, segundo a Definigdo 3:

Cro e \B_ 1 ! 1 d" B
D/ c(t —a) _F(n—a)/a (— e {dt”c(r a) }d’c. (38)

Esta expressdo pode ser avaliada da seguinte forma:
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n

e Para B <n—1, com B €N, tem-se, de (24), que c(t—a)P = 0. Assim:

dt"
‘DYc(t—a)P =0. (39)
e Para B >n—1, com B €R, tem-se, de (24), que ;;nc(r—a)ﬁ = %( —a)ﬁ_”

Assim:

‘DYc(t—a)P =

T(B+1) t (t—a)fr
T(n—o)[(B—nt1) / (e m1dT

Da mudanca de varidveis:

T—a d 1 . T—a . T—a
= , A _ ——, lim =1, lim =0,
t—a’ dt t—a t=it—a T—=at—a

cI'(f+1) e [ e
T arB-nrn)' /Oﬂ (1—p)"=*ldp.

Da definicdo e propriedades da funcdo Beta apresentadas no Apéndice A:

cI'(p+1)
I'n—a)['(B—n+1)
B cI'(B+1) I'n—a)l'(B—n+1)
S T(h—a)T(B—n+1) TPR-a+l)
_ Cr(ﬁ+1) (t—a)ﬁ_a.
'p—o+1)

‘DYc(t—a)P =

‘DYc(t—a)f = (t—a)P~“B(B—n+1,n—0)

(t—a)f~ (40)

Logo, de (39) e (40), a derivada de Caputo de ordem o> 0 de f(t) = c(t —a)Pem 1 € [a, b]

0 se B<n—1,B€N,

thOCC([—a)ﬁ: cT(B+1) (t_a)ﬁ—a se B>n—1,BeR.

I'B—oa+1)

(41)

Observacao 4. Note que a derivada de Caputo de uma constante é igual a zero. Quando 3 =0
n

em (38), tem-se que

o= 0 ¢, consequentemente, “D¥c = 0. A derivada de Riemann-Liouville

de uma constante, entretanto, é diferente de zero, como visto na Observagdo 2.

3.4 A DERIVADA FRACIONARIA DE GRUNWALD-LETNIKOV

A derivada fraciondria segundo Griinwald-Letnikov € definida como a generalizagdo do

limite concernente as derivadas inteiras, dado por:

di’l L i n B k n B
g O = fim e Y () <k> f(e ), (42)
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em que f () é n-diferencidvel num intervalo [0, b]. Esta equagdo equivale a relagdo de recorrén-

i dnf(t)—ddnilf(t)O ficiente binomial | ] k> n. Assi d
Clia dl‘” = dt dl‘”_l . cocericiente noinomia k S€ anula para n. SS1m, pO €-S€
escrever.

d 1 & n

Z_ft)=1lim— ¥ (=1) t — hk). 43

dtnf() hli%h"k:o( ) <k> f( ) (43)

Generalizando essa expressdo para o > 0, segue a defini¢ao:

Teorema 13. Sejam f(t) definida no intervalo (0,b]. O operador de diferenciacdo de ordem
a > 0 de Griinwald-Letnikov é definido por:

GL o 1 k(&
Dff(r) = lim — )" (—1) <k> f(t — hk), (44)

em que h =t /N, no caso em que o limite exista.

. . a)
O coeficiente binomial generalizado (k) nao se anula para k > «.

Conforme o teorema a seguir, a derivada de Griinwald-Letnikov e de Riemann-Liouville

sdo iguais para a classe das funcdes com derivadas continuas até a ordem n:

Teorema 14. (PODLUBNY, 1998) Seja a > 0 e f(t) com derivadas continuas até a ordem n
no intervalo [0,b]. Entdo:
DS (1) =D (1), (45)

De forma equivalente, se f(¢) é continua até a ordem n, entdo todas as propriedades validas
para a derivada de Riemann-Liouville sdo validas para a derivada de Griinwald-Letnikov. Além
disso, nessas condigdes, a derivada de Caputo esté relacionada com a derivada de Griinwald-
Letnikov através do Teorema 9. Por se tratar de uma série convergente, esse operador de deriva-
cdo fraciondria permite a obten¢do facilitada de métodos numéricos para a solucio de equagdes

diferenciais fraciondrias, segundo a derivada de Riemann-Liouville e de Caputo.

Munidos desta base tedrica fundamental, consideremos na sequéncia a extensdao do método

direto de Lyapunov para sistemas de ordem fraciondria.
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4 EXTENSAO DO METODO DIRETO DE LYAPUNOV PARA SISTEMAS DE
ORDEM FRACIONARIA

A literatura contém resultados de estabilidade para sistemas de ordem fraciondria que nao
utilizam a extensao fraciondria do método direto de Lyapunov. Por exemplo, o primeiro resul-
tado de estabilidade para sistemas fraciondrios foi estabelecido por D. Matignon e € apresentado

a seguir:
Teorema 15. (MATIGNON, 1996) O sistema auténomo:
D¥x(r) = Ax(t), (40)

com x(0) = xp e o € (0,1], é asssintoticamente estdvel se, e somente se:

larg(spec(A))| > 7. @7

em que spec(A) é o conjunto dos autovalores da matriz A. Nesse caso, as trajetorias do vetor

de estado x(t) tendem a zero conforme a seguinte condi¢do:

|x(0)|| < Nt=%, Vit >0.

A demonstracdo desse teorema € baseada no cédlculo da resposta do sistema em (46) as con-
di¢des inciais ndo nulas, utilizando a derivada de Caputo. No entanto, este resultado permanece
vélido para qualquer definicdo vigente, dado que um sistema autdonomo, linear, sem atraso e
com condig¢des iniciais diferentes de zero pode ser transformado em um sistema ndo autdbnomo
com condicdes iniciais nulas (SABATIER; MOZE; FARGES, 2010). A Figura 1 ilustra o domi-
nio de estabilidade contido na condi¢do em (47) do sistema fraciondrio em (46). Observe que
quando o = 1 tem-se o dominio de estabilidade de sistemas de ordem inteira e quando ¢ — 0
a regido de estabilidade tende a incluir todo o plano complexo pois o sistema tende a condi¢cao

estatica.

Em Wen, Wu e Lu (2008) e Lenka e Banerjee (2016) os autores utilizaram a transformada de
Laplace, a funcao Mittag-Leffler e a inequacdo generalizada de Gronwall para obter condicdes
suficientes para a estabilidade assintética local e global de uma classe de sistemas fraciondrios

ndo autdbnomos de ordem o € (1,2).

Em Lenka e Banerjee (2018) € discutida a estabilidade assintética de sistemas autdbnomos
de ordem fraciondria, lineares e ndo lineares, nos quais as equacdes de estado contém ordens

fraciondrias iguais ou diferentes, situando-se entre O e 2. E utilizada a transformada de Laplace
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Figura 1 - Dominio de estabilidade do sistema fracionério em (46), destacado em cinza.

» Imag{spec(A)}

-

Refspec(A) }

_/

Fonte: Préprio Autor

para obter condicdes suficientes que asseguram a estabilidade assintdtica de sistemas lineares.
Em seguida, utilizando os primeiros resultados e a técnica de linearizacdo, um teorema de esta-

bilidade € apresentado para sistemas autdonomos de ordem fraciondria nao lineares.

Este trabalho se desenvolve a partir da extensdo do método direto de Lyapunov para sis-
temas de ordem o € (0,1]. Em muitas pesquisas essa dire¢do se combina com as dire¢des
apontadas nos pardgrafos anteriores, como, por exemplo, em Guo e Ma (2016), que estabe-
lece o método direto de Lyapunov para sistemas de ordem o € (1,2), utilizando a inequagio
de Gronwall. A propésito, a filosofia do método direto de Lyapunov surge de uma observagdo
fundamental da fisica, a de que a energia de um sistema fisico estdvel (como, por exemplo, um
determinado sistema mecanico) linear ou ndo linear € continuamente dissipada, de modo que
o sistema tende a um ponto de equilibrio em um dado intervalo de tempo. Assim, a estabili-
dade do sistema pode ser examinada através de uma funcao energia escalar. Pode-se discorrer

qualitativamente acerca da associacao entre a energia e a estabilidade de um sistema mecanico:

e O sistema mecanico descrito pelo vetor de estado x(7) € R" contém energia mecanica nula
no ponto de equilibrio x*(¢), também chamado de ponto estaciondrio, no qual x(r) =0 e

também “D{x*(t) = 0, conforme ser4 visto;

e Estabilidade assint6tica implica na convergéncia da energia mecanica para zero;
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e Instabilidade esta relacionada a um fornecimento crescente de energia mecanica, podendo

em pouco tempo produzir danos ao sistema.

Estas observacdes indicam que o valor de uma funcao escalar que represente a energia do
sistema mecanico reflete a magnitude do vetor de estado. Logo, a propriedade de estabilidade
pode ser exibida através da variacdo da energia mecanica do sistema (SLOTINE; LI et al.,
1991). Mediante o exposto, a fungdo energia V (x(¢)), associada ao sistema descrito pelo vetor

de estado x(¢) € R", deve ter duas propriedades:

e E estritamente positiva para todo x(¢), com V (0) = 0;

e E monotonicamente decrescente com a variacao de x(z).

As chamadas fung¢des de Lyapunov satisfazem estas duas propriedades. O método direto de
Lyapunov permite estudar a propriedade de estabilidade de sistemas dindmicos, lineares ou nao
lineares, sem a necessidade de resolver as equagdes diferenciais do modelo. Através de uma
candidata a funcdo de Lyapunov € possivel exibir a propriedade de estabilidade do sistema.
Dessa forma, o método direto de Lyapunov permite que a estabilidade de um determinado
sistema seja verificada. Isso significa que o sistema pode ser estdvel independente do fato de
eventualmente ndo ser encontrada uma candidata a fun¢do de Lyapunov para concluir a sua
estabilidade.

A seguir € desenvolvida a teoria para a extensdo do método direto de Lyapunov para sis-
temas dindmicos fraciondrios, lineares ou nao lineares, a qual inclui o conceito de estabilidade
Mittag-Leffler.

4.1 SISTEMAS DINAMICOS DE ORDEM FRACIONARIA

Sejam ®ED% e D os operadores de ordem fraciondria o € (0, 1], aplicados no intervalo
[0,7], segundo a defini¢do de Riemann-Liouville e Caputo, respectivamente. Este estudo se
desenvolverd com o operador D, pois a derivada de Caputo de uma constante é nula, as
condi¢des iniciais de um problema de valor inicial com a derivada de Caputo estdo definidas
em derivadas inteiras e os pontos de equilibrio do sistema dindmico Caputo sdo os mesmos de

um sistema em derivadas inteiras, conforme sera visto.

4.1.1 Sistemas dinamicos Riemann-Liouville

Definicao 4. (LI; CHEN; PODLUBNY, 2010) O sistema dindmico de ordem fraciondria ndo

autéonomo Riemann-Liouville é definido por:

RED% (1) = f(1,x(1)), (48)
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com a € (0,1], t € [0,00], x(t) € Q € 0 vetor de estado do sistema, Q € R" um dominio que
contém a origem x = 0, x(0) o vetor que contém os valores iniciais das varidveis de estado e
f(t,x(t)) : [0,00] X Q@ — R" uma func¢do ndo-auténoma continua por partes em t e localmente
Lipschitz em x(t) € Q.

A existéncia e unicidade da solugéio desse sistema estd garantida, dado que f(z,x(z)) é
localmente Lipschitz em x(¢) € Q (PODLUBNY, 1998).

Seja x = 0 um ponto de equilibrio de um sistema dinamico de ordem arbitraria, em particular
de ordem inteira. Se x(¢;) = 0 entdo x(¢) = 0 para ¢ > t;. Nesse sentido, o ponto de equilibrio é
um ponto estaciondrio do sistema. A defini¢do a seguir apresenta a caracteriza¢dao de ponto de

equilibrio do sistema Riemann-Liouville.

Definicao 5. (LI; CHEN; PODLUBNY, 2010) A constante xo é um ponto de equilibrio do

sistema Riemann-Liouville em (48) se, e somente se, RLD,O‘xO = f(t,xp).

Conforme essa defini¢do, o sistema pode estar em estado dindmico apesar de estar no ponto
de equilibrio. Isto ndo ocorre para sistemas definidos com a derivada de Caputo, conforme sera

visto a seguir.

4.1.2 Sistemas dinimicos Caputo

Considere a defini¢@o a seguir, apontada no decorrer do texto:

Definicao 6. (LI; CHEN; PODLUBNY, 2010) O sistema dindmico de ordem fraciondria ndo

autonomo Caputo é definido por:
“Di'x(t) = f(t,x(1)), (49)

com a € (0,1], € [0,00], x(¢) € Q € 0 vetor de estado do sistema, Q € R" um dominio que
contém a origem x = 0, x(0) o vetor que contém os valores iniciais das varidveis de estado e
f(t,x(t)) : [0,00] X Q — R" uma funcdo ndo-auténoma continua por partes em t e localmente
Lipschitz em x(t) € Q.

A existéncia e unicidade da solugdo deste sistema estd garantida, dado que f(z,x(r)) é
localmente Lipschitz em x(¢) € Q (PODLUBNY, 1998).

Observacao 5. Ao longo deste trabalho serd considerado o ponto de equilibrio em x = 0 do
sistema fraciondrio Caputo, o que ndo representa perda de generalidade, pois qualquer ponto
pode ser deslocado para a origem através de uma mudanga de varidveis. Suponha que o ponto

de equilibrio em (49) seja X # 0 e considere a mudanga de varidveis y(t) = x(t) — x(t). A
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derivada de ordem o € (0,1] de y(t) é dada por:

Dify(1) =D} [x(t) = x(1)] = f(1,x(1)) = f(2,3(t) +%(1)) = 8(2,(1)), (50)

com g(t,0) = 0. Assim, o sistema na nova varidvel y(t) passa a ter o ponto de equilibrio na

origem.

A defini¢do a seguir apresenta a caracterizacdo de ponto de equilibrio do sistema Caputo.

Definicao 7. (LI; CHEN; PODLUBNY, 2010) A constante xy é um ponto de equilibrio do

sistema Caputo em (49) se, e somente se, f(t,xp) = 0.

A partir dessa defini¢cdo, tem-se a seguinte proposicao:

Teorema 16. (LI; CHEN; PODLUBNY, 2010) O sistema Caputo dado em (49), com a € (0, 1],

possui 0os mesmos pontos de equilibrio do sistema de ordem inteira x = f(t,x).

4.2 METODO DIRETO DE LYAPUNOV FRACIONARIO

Através do método direto de Lyapunov € possivel estudar a estabilidade de determinado sis-
tema utilizando fungdes de Lyapunov. Suponha que néo seja possivel encontrar uma candidata
a fungdo de Lyapunov para discorrer sobre a estabilidade do sistema, isso ndo significa que o
sistema € instdvel, como ja mencionado. O resultado a seguir estende o método direto de Lya-
punov para o caso de sistemas de ordem fraciondria, o qual conduz ao conceito de estabilidade
Mittag-Leffler.

Defini¢iio 8. (LI; CHEN; PODLUBNY, 2010) Seja o operador 2 para denotar a derivada de
ordem fraciondria, em particular a derivada de Caputo ou a de Riemann-Liouville, e o seguinte

sistema dinamico de ordem fraciondria ndo autonomo:

Z7x(t) = f(t,x(1)), (51)

com a € (0,1], t € [0,00], x(t) € Q € 0 vetor de estado do sistema, Q € R" um dominio que
contém a origem x = 0, x(0) o vetor que contém os estados iniciais e f(t,x(t)) : [0,00] x Q — R"

uma fun¢do ndo-auténoma continua por partes emt e localmente Lipschitz em x(t) € Q.

A estabilidade Mittag-Leffler € definida da seguinte forma:

Defini¢ao 9. (LI; CHEN; PODLUBNY, 2009) Seja a fungdo m(x) > 0 localmente Lipschitz
emx € B CR", com m(0) =0 e constante Lipschitz my. A solucdo do sistema em (51) é dita
Mittag-Leffler estdvel se:

(0} < Im(x(0) Ea(~A1%))", (52)

com a € (0,1], x(0) o vetor das condigées iniciais, A,b > 0 e Ey(.) a funcdo Mittag-Leffler
com B =1, descrita no Apéndice A, equagcdo (200).
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M ¢ g estabilidade Mittag-Leffler se reduz a

Observacdo 6. Para o = 1, tem-se E|(—At) = e~
estabilidade exponencial. Conforme a equagdo (52), as trajetorias de estado do sistema Mittag-
Leffler estdvel permanecem confinadas a envoltoria Mittag-leffler decrescente, para todo ins-

tante de tempo, e tendem para a origem do sistema quando t — oo.

Considere ainda a seguinte defini¢cdo para estabilidade assintética de sistemas fracionarios:

Definicao 10. (LIU et al., 2016) A solugdo do sistema fraciondrio em (51) é estdvel se, para
algum € > 0, existe um 8(€) > 0 tal que, para alguma condigdo inicial |x(0)|| < J, a solugdo
x(t) satisfaz

|x(2)|| < €, paratodot > 0. A solugdo é dita assintoticamente estdvel se € estdvel

e se, além disso, limx(t) =0
f—o0

Observacao 7. A Definicdo 10 é idéntica a defini¢do de estabilidade assintotica para sistemas
de ordem inteira. Diante da Defini¢do 10 e da equacdo (52), a estabilidade Mittag-Leffler

implica em estabilidade assintotica.

A estabilidade Mittag-Leffler do sistema em (51) pode ser investigada através de uma can-
didata a fun¢do de Lyapunov V(x) e de sua derivada de Caputo D*V (x), conforme mostra o

teorema a seguir.

Teorema 17. (LI; CHEN; PODLUBNY, 2009) Seja x = 0 o ponto de equilibrio do sistema de
ordem fraciondria em (51) e V (t,x(t)) : [0,00] X Q — R uma funcdo continuamente diferencidvel

emt e localmente Lipschitz com respeito a x(t) tal que:
M [x@)|* < V(e,x(0) < Aal|x (@), (53)

DIV (1,x(1)) < —As|x(0) |, (54)

com o € (0,1], 1 € [0,00], x(t) € Q 0 vetor de estado do sistema, Q € R" um dominio que contém
a origem x =0 e Ay, Ay, A3, a e b constantes positivas arbitrdrias. Entdo o ponto de equilibrio
x = 0 é Mittag-Leffler estdvel. Se esta suposicdo é vdlida para toda condigdo inicial x(0) € R",

entdo o ponto de equilibrio x = 0 é globalmente Mittag-Leffler estdvel.

Demonstracdo. Multiplicando a inequacao (53) por —A3/A;:

MA a A a
22 ()] = =2V (e,x(0) > —As]lx(0) [
Ao Ao
Incluindo a inequacdo (54):
MA 4 A ab — ¢
=S ROI = =V 0x(0) = Al 2 DEV (1),

DYV (1,x(t)) < —%V(t,x(t)).
2
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Assim, existe uma func@o ndo negativa m(t) tal que:

DXV (t,x(t)) +m(t) = —%V(I,x(t)). (55)

Aplicando a transformada de Laplace, com V (s) = Z{V(¢,x(t))}, tendo em vista que @ €
(0,1] (PODLUBNY, 1998), tem-se:

5%V (s) = V(0,x(0))s* L+ M(s) = —%V(s),
0,x(0)) > :
§) = x —M(s .
Vo) =VO0) g~ M)

Dado que V(r,x(t)) é localmente Lipschitz com respeito a x(¢), a solu¢do tnica da equagio
em (55), obtida com a transformada de Laplace inversa, é:

V(t,x(t)) = V(0,x(0))Eq {—%t“] —M(1) % {ta_]Ema [—%t“] },

2 2

em que o simbolo ‘x’ designa a integral de convolugdo.

A .
Os termos t* ! ¢ Eq [——3#" sdo funcdes ndo negativas, logo:
2

A inequacgdo em (53), substituindo-a:

M) < V(1) < V(0,x(0))Eq (——r ) 7

o) < [V, (32 g (56)

Observe que V(0,x(0))/A; > 0 para x(0) # 0. Define-se:

Vo)
mx(0) =4 A ©)>0,

0 se x(0)=0.
A fung@o V(z,x(t)) é localmente Lipschitz com respeito a x(¢) e V(0,x(0)) = 0 se e somente

se x(0) = 0, entdo m(x(0)) é localmente Lipschitz com respeito a x(0), com m(0) = 0. Logo, a
inequacdo (56) equivale a estabilidade Mittag-Lefler. [
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4.3 LEMAS RECENTES RELACIONADOS AO METODO DIRETO DE LYAPUNOV FRA-
CIONARIO PARA SISTEMAS CAPUTO

Os lemas apresentados a seguir permitem uma avaliacdo mais simplificada da estabilidade
de sistemas de ordem fraciondria descritos com a derivada de Caputo, no contexto da extensao

fraciondria do método direto de Lyapunov, considerada na sec¢do anterior.

Lema 2. (AGUILA-CAMACHO; DUARTE-MERMOUD; GALLEGOS, 2014) Seja uma fun-
¢do x(t) € R diferencidvel em t € [0,00]. Entdo, para & € (0,1):

%CD;XxZ(z) < x(1) [ DEx(1)]. (57)

Demonstracdo. Deve-se demonstrar a seguinte desigualdade:

X[ DE(0)] ~ 5 DIE(1) > 0. (58)

Seja a derivada de Caputo de “D%x(t) e D*x*(1), respectivamente:

thotx(t) _ ItlfOC {%x(t)} — 1—*(1 1_ a) /Ol (t _lf)ax(f)df, (59)

DI (f) = [ {%ﬁ(z)} - L - /0 ’ ; —11)“ {%x%)} dt

1 roo _
- Fiza) /O e RO

(60)

As equacdes em (59) e (60), substituindo-as em (58), obtém-se:

x(t) {r : L = /O t ; _lr)ax(r)dr} - % {r( 1 L o /O t ; —11')0‘ [Zx(r)x(r)]dr} >0,

! 1 . 1 .
F(l—oc)/o {([_T)ax(t)x(f)_WX(T)X(T)l dt >0,

1 4 1 ‘
I(1—a) /0 —1)® [x(1) = x(7)] x(7)dT > 0.

d d
Da mudanga de varidveis y(7) = x(r) — x(7), ¥(%) =— xf), obtém-se:

11 .
e b g b <0 o

Para uma integracdo por partes considere:

B 1 du(t) o
KO =i we—ne ar  TO—a)i—oeT
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Realizando a integracdo por partes em (61):

{ﬁiﬂ% [zr(l = ;()2 - r)“} Rt {2F<1 - fx(;()f - f)“} } R h i izgiﬂdf S<602>

Do limite a esquerda,tem-se:

hm{ (1) ]: L. {[x(r)—x(rnz}

o | 2F(1—a)(t—1)%|  20(1—a) >t | (1 —1)%

que consiste em uma indeterminacéo do tipo 0/0. Aplicando a regra de L’Hospital:

{ y2(7) } _ 1 i [—Zx(t)x(r) + 2x(r)x(r)]

lim

et | 21— a)(t—1)%]  2T(1—a) 7 —a(r—r7)e!
R S {[m(;)x(r) — 2x(0)i(7)] ( — f)l‘“] 0
(1 — @) oo a '

Do termo (1 — ) =% fica evidente que a validade deste lema implicaem o € (0, 1). Voltando

a equacdo (62), tem-se:

y2(0) Q t yZ(T)
2I°(1 — o)t +2F(1_a)/0 (I_T)aﬂdfzo- (63)

Esta desigualdade é verdadeira para T € (0,00). Portanto, a desigualdade em (57) é vilida.
O]

d d
Observacdo 1. Para oo = 1, da regra da cadeia, tem-se Exz(t) = Zx(t)ax(t). De fato, de (57):

2x(1)[“Df'x(1)] — “Dx*(1) = 0,

2x(t) [1,1“ {%x(r)}] _ lzga {%xz(I)H >0,

2x(t)%x(t) - %xz(t) =0.
Corolario 1. (AGUILA-CAMACHO; DUARTE-MERMOUD; GALLEGOS, 2014) Seja o sis-
tema de ordem fraciondria:
“Di'x(1) = f(x(r)),
com o € (0,1], x(t) € R e x =0 0 ponto de equilibrio. Se x(t) f (x(t)) <0, Vx entdo x =0 é um
ponto de equilibrio estdvel. Se x(t)f(x(t)) <0, Vx # 0, entdo x = 0 é um ponto de equilibrio

assintoticamente estdvel.
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Demonstragdo. Em Aguila-Camacho, Duarte-Mermoud e Gallegos (2014) € encontrada a de-

monstragao desse coroldrio, a qual utiliza o Lema 2. [

O lema a seguir generaliza o Lema 2, considerando x(7) € R".

/
Lema 3. (DUARTE-MERMOUD et al., 2015) Seja x(t) = [xl () - xu(t)| €R", com fungoes
diferencidveis x(t), -+, x,(t) emt € [0,00]. Entdo, para a. € (0,1):

%"D?‘ {x" ()x(0)} <" (0)°DPx(0). ©4)

Demonstragdo. Utilizando o Lema 2:

1
QCD?X%(I) < x1(1)°Dixi (1),

1
5D (1) < 3 (t) DY)

Somando as inequagdes anteriores:

1 1
ECDtO‘x%(Z) +o ithax,zl(t) <x1(t)°D¥x1(t) + -+ x, (1) D x (1),

Assim, o Lema 2 tem o seu equivalente para o vetor de fungdes diferencidveis x(7) € R":

1
ECD;X {x"(t)x(t)} <" (1)°DFx(t). (65)

Observe que a importancia desse lema esta relacionada com a abordagem da derivada de
Caputo da fungdo quadratica V (x) = xT (£)x(¢). Nesse sentido, o lema a seguir, o qual fornece

um limitante superior para a derivada de Caputo de V (x) = x” (t)Px(r), com P = PT, serd a

ferramenta que permitird os desenvolvimentos propostos neste trabalho. 0
!

Lema 4. (DUARTE-MERMOUD et al., 2015) Sejam x(t) = [x1(1) - x(1)] €R", com

x1(t), -+, xn(2) fungoes diferencidveis emt € [0,00] e P € R"" uma matriz constante, simétrica

e positiva definida. Para o € (0,1]:

%CD,O‘ (7 (6)Px(1)} <27 (1)P[*D%x(1)). (66)
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Demonstracdo. Se P € R™" é simétrica, entdo existe uma matriz ortogonal B € R"*" e uma
matriz diagonal A € R™", tal que P = BAB' . Logo:

1

LT () px(e) = %xT(t) (BAB" }x(1) = 5 [B"x(0))" A [B"x(1)]

/
Adotando a varidvel auxiliar y(r) = B! x(¢), com y(t) = {yl (t) --- yn(t)] eR™
M1 O - 0
ni
1, 1 0 122 - 0 ( )
S OMNO =3[0 w0)] | .
: : : .
0 0 0 Ay 0
1 ¢
= 5 [A‘llyl( )‘I’ +7Lfnnyn EZ zzyz
Aplicando o operador linear derivada de Caputo de ordem « € (0, 1]:
1 1 &
ST OA ()} = [MCD; O+ + A Dy (0] = 5 Y AiDEYE (1) (67)
i=1
As fungdes y (), -+, yn(t), que constituem o vetor y(t), sdo diferencidveis em 7 € [0, oo].
Assim, em decorréncia do Lema 2:
1
SDEE) < 31 (0D 1),
1. .
5 DEVA(t) < yu(6)DEyn(1).
Dado que A; > 0,i=1,...,n, tem-se:
)’ cNa
= [DII0] < (D (1),
A’ cNa
7 [ Dy )’n( )] < lnn)’n@) D, y1<t)-
Somando as inequacdes anteriores:
1 $ c $ cNHa
> Y A [DEE0)] < Y Ail0) D). (6%)

1

~.

1

i
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Substituindo (68) em (67):

%CD;X DT Ay} < i Aiiyi(t) (‘D yi(t)],
i=1

A 0
(;1 A “Difyi(1)
22 i
<) ow0] | N
Do N epes,
<Y (O)A[DFy(r)].-

Retornando para a varidvel x(¢), com P = BABT , obtém-se:
1.
D { [Bx()] " A [B7x(1)] | < [B7x(0)]" A[DF {Bx(1)}].

%CD;X (T (0)Px(1)} <27 (1)P[*DPx(1)).

E proposta a seguir uma prova mais direta para o Lema 4.

Demonstracdo. Se P=PT € R é positiva definida entdo existe uma matriz ndo singular L €

1 1 1
R™" tal que P = LT L. Assim, EXT (1)Px(t) = ExT(t) [LTL] x(t) = 5 [Lx()]" [Lx(¢)]. Adotando

/
a varidvel auxiliar z(¢) = Lx(t), com z(t) = [zl(t) zn(r)] eR"ez(t), -+, zx(t) fungdes
diferencidveis no intervalo 7 € [0, 0], aplicando o operador derivada de Caputo e utilizando o

Lema 3, obtém-se:

%CD? (M (1)2(t)} <27 (1) [*D%2(1)] .

Retornando a varidvel x(7):

2D [Lx(o)] [La(0)]} = 5°DF {3 ()Pa(e)} < o (PIDEX()].

Observacao 2. Para oo = 1, tem-se: % {x"(t)Px(t)} = 2xT(t)P%x(t). De fato, de (66):
2x" (1) P[D{x(t)] — DY {xT (1)Px(t) } > 0,

27 (1)P [1}—“ {%x(l) H _ [1}—“ {% (" (1)Px(1)) H >0,

2T (t)PEx(t) - % {xT (t)Px(t)} =0.



46

O lema a seguir fornece um limitante superior para a derivada de Caputo do traco do produto

de uma matriz variante no tempo e de sua transposta.

Lema 5. (DUARTE-MERMOUD et al., 2015) Seja A(t) € R™*" uma matriz variante em t €
0,00, formada por funcdes diferencidveis a;j(t), i=1, ---, m, j=1, ---, n. Entdo, para

€ (0,1]:
‘DX {tr[AT(1)A(t)]} <2tr{AT(t) 'DPA(1)]}, (69)

Demonstrag¢do. Omitindo os termos fora da diagonal principal, para um instante ¢ € [0, o], tem-

se:
afy () + - F g () *
AT (DA(r) = : ‘ : ,
* aln( )+ +amn( )
T 2 2 SR P
ir{A" (A1)} =) lat;(t) + -+ a,,;(1)] = Y Y ai(0). (70)
=1 j=li=1
Aplicando o operador derivada de Caputo e utilizando o Lema 2:
‘DY {tr[A"(A(ND]} =) ) ‘Dia;; Z Z 1) [Dfaij(1)] - (71)
j=li=1 j=li=1
n m
Similar a relagdo em (70), pode-se concluir que ¢ {AT(I)B(t)} = Z Zaij(t)bij(t), com
i=1i=1
B"*™ variante em ¢ € [0,00], formada por funcdes diferencidveis b;j(t), i =1, ---, m, j =
1, -+, n. Se B(t) = “D¥A(r), entdo b;(t) = “Dia;j(t) e:
2 Z Za, 1(t) [*DPai;(t)] =2 tr {AT [*D*A(1)]} . (72)
j=li=

Logo, de (71) e (72) obtém-se:
‘DX [tr{AT(1)A(t)}] < 2tr {AT [‘DA(1)]}. (73)
[

O lema apresentado a seguir € mais recente e possibilita analisar a estabilidade via método
direto de Lyapunov fracionério de sistemas que possuem uma dindmica ndo linear polinomial,

permitindo também utilizar fun¢des de Lyapunov polinomiais.

Lema 6. (ANAYA et al., 2017) Seja x(t) : R — R uma funcdo diferencidvel no intervalo t €
(to,b). Entdo, para o, € (0,1]:

lCz>f°x"(t) <X No)D*x" (1), comne {2k,ke N-{0,1}}. (74)
n
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Demonstragdo. A demonstracao € encontrada em Anaya et al. (2017). 0

Observacao 8. Em Anaya et al. (2017) é demonstrado que o Lema 6 é vdlido para n impar se

x(t) é uma fungdo ndo negativa.

44 METODOS NUMERICOS PARA A SOLUCAO DE SISTEMAS DE ORDEM FRACI-
ONARIA CAPUTO

Considere o seguinte problema de valor inicial de ordem nao inteira (PVINI), segundo a

derivada de Caputo, correspondente ao sistema dinamico em (49):

“Di'x(1) = F(t,x(1)),

k 75
dX(t) :X(k)7k:07”'an_17 ( )
dr* =0t 0

(k)

com & >0, n=[a] e xy o vetor das condigdes iniciais. Se F(z,x(t)) é continua em ¢ e
Lipschitz com respeito a x(¢), com constante Lipschitz L num conjunto adequado G, entdo o
problema de valor inicial determina uma solugdo dnica em um intervalo [0,b]. Da integral
de Riemann-Liouville sobre as equacdes do sistema em (75), chega-se a conhecida equagdo

integral de Volterra:

x(1) =’E)ﬁlk+;/[(1— r)a_lF(‘C x(1))dt (76)
& k(e Jo ’ ’

utilizada na implementagao numérica da solu¢ao do sistema Caputo, através do algoritmo de
Adams-Bashforth.

4.4.1 Solucdo numérica fundamentada na equacido integral de Volterra - método de
Adams-Bashforth fracionério

O método de Adams-Bashforth fracionério foi primeiramente formulado por Diethelm (DI-
ETHELM; FORD; FREED, 2002, 2004) e € uma discretizac¢ao do tipo uniforme da equagao em
(76), com nimero de pontos igual a N + 1, tempo de simulagdo T, passo de integracdo h =T /N,
malha uniforme 7, = nh, (n =0,1, ---, N) e estimativa da resposta sob o passo de integracdo
h denotada por xj, (t,+1). O método calcula xy, (f,,11) através de uma quadratura trapezoidal,
gerando uma discretizacdo implicita em xp, (f,+1). Uma estimativa inicial, o preditor x (1),
€ calculada através de uma quadratura retangular. Com o valor de x‘Z (th+1) € entdo estimada a

resposta xy, (f,+1) na equagdo implicita, a cada passo de integragdo. De modo geral, o algoritmo
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consiste na implementacao das seguintes equagdes:

|—a-|_l t’]§+1 (k) ha » ha n
fai1) = F(r t Y a1 F ),
p Mil@’fﬂ (k) 1 ¢
1 = b, 1F(t; t;
xh(n-H) ];) k! x() +F(a);z) Jjon+1 (]7xh(]))7
(77)
com:
n® ' —(n—a)(n+1)* se j=0,
ajnr1 =3 (m—j+2)* 4= —2(m—j+1)* se 1<j<n,
1 se j=n+1,

(04

bint = [ 1 = )%~ (= )]

Um estudo detalhado acerca deste método pode ser encontrado em Diethelm, Ford e Freed
(2002) e Li e Tao (2009).

4.4.2 Solucao numérica fundamentada nos operadores de Griinwald-Letnikov e Riemann-
Liouville.

O método numérico apresentado nessa secao € fundamentado na relacio entre a derivada
de Caputo e de Riemann-Liouville e na relacdo entre a derivada de Riemman-Liouville e de
Griinwald-Letnikov. Seja a derivada fraciondria de x(¢) € R" segundo a defini¢do de Griinwald-
Letnikov, dada em (44). Uma aproximacgdo para essa derivada em ¢ > 0 pode ser obtida divi-

dindo o intervalo [0,¢] em uma malha de N pontos:

1
CLD%x(1) ~ — Z cyx(t — hk),

com h =t/N, em que ¢ff = (—l)k ( ) , cujo célculo pode ser feito de forma recursiva:

1,

1
(1—%) k> 1.

cg
(04
Ck

Conforme o Teorema 14, RED%x(1) = “LD%x(r) para a classe das fungdes continuas até a

ordem n = [a]. Entdo é vilida a seguinte aproximacéo para a equacéo diferencial fracionéria
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segundo a derivada de Riemann-Liouville:

1 1 Al
RED% (1) = F(1,x(1)) ~ ] Z cpx(t —hk) = o (x(t) —|—I;lc,‘<xx(t — hk)) , (78)
cuja aproximacao para a solugdo €, pois, calculada por:
x(t) = h*F (t,x(1) ch (t — hk),

a qual é implicita em x(¢). Este problema pode ser contornado utilizando o valor da fun¢do no
ponto imediatamente anterior ao ponto que se deseja estimar. Denotemos x; a aproximacao para
x(tj) namalhat =ih,i=1, ---, N. Assim, é apresentado o algoritmo para determinar a solu¢éo

x(t) da equag@o diferencial segundo Riemann-Liouville com condig¢des iniciais x(0) = xp:

xi:h tl 1,Xi— 1 chxl ks = 7"'>N~ (79)

Este algoritmo pode ser utilizado para calcular a solucdo do problema de valor inicial Ca-
puto em (75), mediante a relagdo em (33) entre a derivada de Caputo e a de Riemann-Liouville.

Esta relagdo estd contemplada no teorema a seguir:
Teorema 18. (SALGADO, 2015) Sejam o > 0 e n = [a]. Se x(t) é solugcdo do problema de
valor inicial Caputo em (75), entdo x(t) satisfaz a equagdo:

()tk a

RLpOx(t) = +Z Tkl a) (80)

Assim, as equagdes em (80) sdo discretizadas de forma andloga as equagdes em (78),

obtendo-se:
k) k 106 i+1
+
Xir1 = hY | F (ti,x(t;) +Z k+i— chx, k15
em que x; ;| representa a aproximagdo de x(f;11) na malha t =ih, i =1, ---, N. Um estudo

detalhado acerca deste método pode ser encontrado em Salgado (2015).

4.5 EXEMPLOS NUMERICOS

Exemplo 4. (DUARTE-MERMOUD et al., 2015) Seja o sistema linear fraciondrio variante no
T

tempo, com & € (0,1] e x(t) = [ x1(t) x(t) | o vetor de estado:

“D%xy(t) = —sin(t)cos(t)x; (t) — cos*(t)xa(1). D

{chxxl (t) = —sin®(1)x; (t) — sin(t)cos(t)x1 (1),
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A estabilidade deste sistema € investigada utilizando a principio o método direto de Lya-

1 1
punov cldssico. Seja V(x(t)) = Ex%(t) + Ex%(t) a candidata a fungdo de Lyapunov do tipo

quadratica, cuja taxa de variacao é:
V(x(r)) = x1 ()31 (1) +x2(1)%2(1). (82)

Aplicando o operador derivada de Caputo de ordem 1 — ¢, o € (0, 1], no sistema em (81),

obtém-se:

{xl (1) = =D}~ {sin®(t)x1 (t) } + D} =% {sin(t)cos(t)x2(1)} ,

%(t) = =D} {sin(t)cos(t)x1 (1)} + D =% {cos* (t)xa(t) } -
Substituindo essas equacdes em (82), a taxa de variacdo da fun¢@o de Lyapunov é:

V(x(t)) = —x1(¢)°Df % {sin®(t)x1(¢) } —x1(¢)°D} =% {sin(t)cos(t)xa (1)}
—x2(t)°D} % {sin(t)cos(t)x1 (1)} — x2(t)°D} ~* {cos*(t)xa (1) } .

Note que ndo € possivel obter sistematicamente um sinal para V (x(z)) e assim concluir sobre
a estabilidade do sistema. Entretanto, a extensao do método direto de Lyapunov contemplada
no Teorema 17 permite investigar a estabilidade do sistema fraciondrio através de DV (x(t)),
com @ € (0,1]. Para o célculo de “D{*V (x(r)), considere a regra de Leibiniz para a derivada de
Caputo, em (37):

DIV (x() =1 Y. (“) o) [opph )] + O =20,

I'l—oa)

- )
A1y (“) 00) [opphag(o)] + 2O =20,

I'l—a)

o . . . .
em que <k> € o coeficiente binomial generalizado.

Perceba que o cdlculo de “D{*V (x(¢)) inclui uma soma infinita e a problemdtica se agrava
com a necessidade de considerar as sucessivas derivadas fracionarias dos estados do sistema.
Assim, calcular de forma exata a derivada fraciondria de uma funcao energia do tipo quadratica
através da extensdo da regra de Leibniz € invidvel. No entanto, esta dificuldade é contornada

utilizando o Lema 2:

1 1
DIV (x(1)) = ECD;“X%(I) + ECD?X%(f) < x1(6)°Difxi (1) +x2(1) D xa (1),

DYV (x(t)) <—x1 () {sinz(t)xl (t) + sin(t)cos(t)xy () }
—xp(1) {sin(t)cos(t)x1 (t) + cos*(1)xa (1) },
DAV (x(1)) < — [x1 (1)sin(t) + x2(t)cos(t)]* < 0, Vx(z).
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Do Corolério 1, tem-se que a origem do sistema em (81) é um ponto de equilibrio estdvel.

A Figura 2 apresenta a evolugdo dos estados do sistema fraciondrio para a ordem o = 0,8
e condigdes iniciais x1(0) = 3 e x»(0) = 6, os quais sdo estdveis, como constatado na anélise
analitica. A simulacdo utiliza o algoritmo fundamentado na relacdo entre a derivada de Caputo
e a de Riemann-Liouville, apresentado na Secdo 4.4.2, com passo de integracdo p = 0,005 e
tempo de simulacdo de 150 segundos. Através da funcdo de Lyapunov considerada ndo foi
possivel concluir se o sistema apresenta estabilidade assintGtica, uma vez que DV (x(1)) <0,
Vx(z). Suponha que o sistema seja assintoticamente estdvel, neste caso é necessdrio encontrar
uma candidata a fung¢do de Lyapunov que exiba essa propriedade, com V (x(7)) < 0, x #0. A
Figura 3 apresenta o plano de fase do sistema em (81), para condic¢des iniciais separadas por um
passo de 0, 1 em relagdo ao eixo de x; () e localizadas sobre uma circunferéncia de raio unitdrio
centrada na origem. A simulacdo novamente utiliza o algoritmo fundamentado na relacdo entre
a derivada de Caputo e a de Riemann-Liouville, com passo de integracdo p = 0,01 e tempo de

simulacao de 50 segundos.

Figura 2 - Evolugdo das varidveis de estado x;(¢) e x,(¢) do sistema de ordem o = 0,8 em
(81), para condigdes iniciais xo = [3 6].

Evolugao do estado x1(t), com x1(0) =3 Evolugao do estado x2(t), com x9(0) =6
35 T T 7 T T
3.1 6.5

3.05 6
3r B 6 4
3 55

2.95 5
0 0.05 0.1] | 0 0.05 0.1]

25

I (t)
o (t)

15 b 3 b

0.5 [ 1 1r 1

Fonte: Préprio Autor
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Figura 3 - Plano de fase do sistema linear, variante no tempo e de ordem 0,8, em (81).

0.8 —

0.6 [~

04—

0.2 —

-0.6 —

-0.8 [~

-1.5 -1 1 15

Fonte: Préprio Autor

Exemplo 5. (DUARTE-MERMOUD et al., 2015) Seja o seguinte sistema ndo linear de ordem
T

fraciondria, com a € (0,1] e x(t) = [ x1(t) x(t) ] o vetor de estado:

~—

{CDf‘xl(t) = —x1(t) +13(t), (84)
‘Dfxi(t) = —x1 (1) —x2(2).

1 1
Seja a candidata a fun¢do de Lyapunov do tipo quadratica V (x(r)) = Ex%(t) + Zxéz‘(t). Apli-
cando duas vezes o Lema 2:

1 1 1
DIV (x(t)) = ECDE"X%(t) + ZCD?X§(f) <x(1)°Difxi (1) + Ex%(l)thax%(l)v

“DEV (x(1)) < x1(1)°Dfx1 (1) +33(1) D xa (1)
As equacdes do sistema em (84), substituindo-as, obtém-se:

DAV (x(t)) < — (x{ +x3) <0, parax # 0.

Do Teorema 17, tem-se que a origem do sistema em (84) €, pois, um ponto de equilibrio
Mittag-Leffler estavel.



53

A Figura 4 apresenta a evolucdo dos estados do sistema fraciondrio para a ordem o = 0,8
e condi¢des iniciais x(0) = 2 e x»(0) = —0,3, os quais sdo assintoticamente estdveis, como
constatado na andlise analitica. A simulacdo utiliza o algoritmo preditor-corretor de Adams-
Bashforth fracionario, abordado na Se¢do 4.4.1, com passo de integracdo p = 0,05 e tempo de

simulagdo de 150 segundos.

Figura 4 - Evolug¢do das varidveis de estado x;(¢) e x,(¢) do sistema de ordem o = 0,8 em
(84), para condigdes iniciais xo = [2 —0,3].

Evolugdo do estado x1(t), com x1(0) =2 Evolugao do estado xo(t), com x2(0) = —0,3
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-0.7
02

Fonte: Préprio Autor

Exemplo 6. (ANAYA et al., 2017) Seja o sistema ndo linear de ordem fraciondria, com Q €
T
(0,1], x(¢) = [ x1(t) x2(t) | o vetorde estado e x»(t) > 0:

“Dffxi (1) = —x1 (1) +x7° (1),

Dx, (1) = —xa (1) — éxl(t).

(85)

Seja a candidata a fungdo de Lyapunov V (x(r)) = x3(r) +5(¢). Do Lema 2:

DV (x(1)) = “Dfxi (1) + DS (1) < 2x1 (1) Dfx (1) + D (1),

Aplicando o Lema 6 por sucessivas cinco vezes, mediante a Observagdo 8, tem-se:

DAV (x(1)) < 2x1(1)°D%x1 () + 61x2> (1) D% x5 (¢).



Mittag-Leffler estdvel. A Figura 5 apresenta a evolugdo dos estados do sistema fraciondrio para

As equacdes do sistema em (85), substituindo-as:

DIV (x(1)) < 21 (1) { —x1 (1) +x5°(1) p + 615 (1) {—xz(t)

< - <2x% + 6!x£6> <0, para x # 0.
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(86)

Do Teorema 17, tem-se que a origem do sistema em (85) €, pois, um ponto de equilibrio

aordem a = 0,9 e condigdes iniciais x1(0) = 0,2 e x(0) = 0,5, os quais sdo assintoticamente

estaveis, como constatado na anélise analitica. A simulag¢do utiliza o algoritmo preditor-corretor

de Adams-Bashforth fracionério, abordado na Se¢do 4.4.1, com passo de integracdo p = 0,05

e tempo de simulacdo de 150 segundos.

O algoritmo de Adams-Bashforth fraciondrio oriundo da discretizag@o da integral de Vol-

terra representa a resposta do sistema fraciondrio Caputo com melhor exatiddo. Entretanto,

nas demais simulag¢des da resposta do sistema fraciondrio Caputo presentes nesse trabalho serd

utilizado o algoritmo baseado na relacdo entre a derivada de Caputo e a de Riemann-Liouville,

pois este apresenta menor esforco computacional em relacio ao algoritmo de Adams-Bashforth.

Figura 5 - Evolugdo das varidveis de estado x(7) e x,(r) do sistema de ordem o = 0,9 em
(85), para condigdes iniciais xo = [0,2 0,5].
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4.6 CONCLUSOES PARCIAIS

Este capitulo apresentou o método direto de Lyapunov para sistemas de ordem fraciona-
ria. Foi considerado o conceito de estabilidade Mittag-Leffler, a qual implica em estabilidade
assintética. Verificou-se que, se existe uma candidata a fungdo de Lyapunov V (x(¢)) tal que
‘D{V(x(r)) < 0 para todo x # 0, com x(¢) o vetor de estado do sistema, entdo o sistema é
Mittag-Leffler estavel. Posteriormente, foram apresentados lemas recentes relacionados a siste-
mas fraciondrios descritos com a derivada de Caputo. Por exemplo, mediante o Lema 4 tem-se
que D,V (x(1)) = 2xT (1)°D¥x(t), em que D,V (x(t)) ¢ o limitante superior de DXV (x(t)).
Por fim, foram utilizados alguns sistemas nio lineares para verificar a efetividade da metodolo-
gia. A simulag¢do utiliza o algoritmo de Adams-Bashforth, o qual discretiza a equacao integral
de Volterra, correspondente a solugdo de sistemas dinamicos Caputo, ou o algoritmo fundamen-

tado na relacao entre a derivada de Caputo e a de Riemann-Liouville.
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5 CONTROLE ROBUSTO CHAVEADO DE SISTEMAS LINEARES DE ORDEM
FRACIONARIA COM REALIMENTACAO DO VETOR DE ESTADO VIA LMI

O desenvolvimento da teoria do controle fraciondrio considera problemas de otimizac¢do
convexa envolvendo LMIs (do inglés, Linear Matrix Inequalities). Em Moze, Sabatier e Ous-
taloup (2005) sdo propostas LMIs na caracterizacdo da estabilidade de sistemas de ordem
o € (0,2), baseadas na andlise geométrica do dominio de estabilidade desses sistemas. En-
tre outros resultados, sdo fornecidas LMIs para a caracterizacdo do dominio de instabilidade
de sistemas de ordem a € (0, 1), considerando que o dominio de instabilidade e estabilidade
desses sistemas € uma regido convexa e nao convexa, respectivamente, como ja verificado na
Figura 1. Estes resultados sdo reunidos e aperfeicoados em Sabatier, Moze e Farges (2010)
e Li e Zhang (2011). A literatura contém condi¢des em LMIs para a estabilidade robusta e
estabilizacdo robusta de sistemas dindmicos de ordem fraciondria, via realimentacdo do vetor
de estado, para @ € (0,2) com a planta contendo incertezas reais positivas (MA; LU; CHEN,
2014); para a € (1,2) com a planta contendo incertezas intervalares (LU; CHEN, 2009), po-
litépicas (FARGES; SABATIER; MOZE, 2011) e incertezas limitadas em norma (NDOYE et
al., 2013) e para a € (0,1) com a planta contendo incertezas intervalares (LU; CHEN, 2010),
politopicas (FARGES; SABATIER; MOZE, 2011), intervalares e politopicas (ADELIPOUR;
ABOOEE; HAERI, 2015) e incertezas limitadas em norma (ZHANG:; LI, 2016).

Este capitulo propde o projeto de controladores chaveados para sistemas lineares Caputo
incertos utilizando LMIs. O controle € realizado através da realimentacao do vetor de estado,
com o ganho de realimentacdo projetado. Algumas notacdes serdo utilizadas ao longo deste
capitulo: .

K,={1,2,---,r},com reN, (A,B,K)(B) =Y Bi(Ai,Bi,K),

ro &7)

ﬁ = [ﬁhBZw--uBr]v Bi >0, Z]Bl =1,
i=

sendo r =2° e s 0 nimero de pardmetros incertos distintos do sistema fracionario linear.

5.1 TAXA DE DECAIMENTO MITTAG-LEFFLER PARA SISTEMAS DE ORDEM FRA-
CIONARIA

Definicao 11. Seja o sistema linear Caputo de ordem o € (0,1]:
‘D¥x(t) = Ax(t) + Bu(t), (88)

com x(t) € R" o vetor de estado, u(t) € R™ a entrada de controle, A € R"*", B € R"™.
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A taxa de decaimento para sistemas de ordem inteira € definida como a maior constante real
Y > 0, tal que tlim " ||x(t)|| = 0, com x(t) o vetor de estado do sistema, (BOYD et al., 1994). E
—>00
definida a seguir a taxa de decaimento Mittag-Leffler, para o sistema fraciondrio em (88).

Definicao 12. (KUZMINSKAS et al., 2017) A taxa de decaimento Mittag-Leffler é a maior

constante real y > 0, tal que:

tim v/Ea (211 (1) = 0. (59

Note que o decrescimento de ||x(7)|| deve superar o crescimento de \/Eq (2yt%) e 0 esca-
lar y corresponde entdo ao maximo decaimento da fun¢do Mittag-Leffler capaz de configurar o
limite em (89), para toda condic¢do inicial do sistema fraciondrio. Esta informacdo da taxa de
decaimento para sistemas fraciondrios pode ser interpretada no contexto da estabilidade qua-

dréitica. Antes, considere o lema a seguir:

Lema 7. (LIU et al., 2016) Seja x(t) € R" um vetor de fungdes diferencidveis. Se uma fungdo
continua V (t,x(1)) : [0,00) x R" — R satisfaz DXV (t,x(t)) < —AV(t,x(t)), com a € (0,1] e
A >0, entdo:

V(t,x(t)) <V(0,x(0))Eq(—At%).

Mediante a Defini¢do 12 e ao Lema 7, o lema seguinte é proposto:

Lema 8. (KUZMINSKAS et al., 2017) Seja V(x) = x(t) Px(t), com P = P!, a candidata
a fungdo de Lyapunov aplicada no sistema em (88) e Y € R um escalar positivo. Entdo a
condigdo:

DYV (x(1)) < —29yV (x(¢)), (90)

se satisfeita para todo x # 0, garante que:

(@)l < %Eﬁ; x(O)]| Ea(=271%). 1)

Assim, o sistema é Mittag-Leffler estdvel e considera taxa de decaimento maior ou igual a 7.

Demonstragdo. Para P = PT > 0, tem-se:
Ronin(P) [[X(0) |7 < V (x(2)) < A (P) (1) | (92)

sendo Ayin(P) € Apax(P) 0 menor e o maior autovalor de P, respectivamente. Do Lema 7, se
V(x) = x(t)" Px(¢), satisfaz a condi¢io “D¥V (x(¢)) < —2yV (x(t)), entido, de (92):

Ronin(P) ||x(1)||* < V (x(1)) <V (x(0) Eac(—272%). ©3)
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Ainda de (92), para t = 0, V(x(0)) < Amax(P)||x(0)]|*. Do fato de que Eq(—271%) > 0,
Vi >0ea e (0,1], tem-se:

V(x(0)Eq(—27%) < Amax(P) [|x(0)||* Ee(—272%). (94)
De (93) e de (94), obtém-se:

Donin(P) Ix(0) | < V (x(2)) <V (x(0)) Ea(=21%) < Anan(P) |x(0)||* Eas(—272%),

Ol < |72 ()] EaT— 2.

in(P)

Essa desigualdade implica em V (x) > 0 e D*V (x(r)) < —2yV (x()) < 0, para todo x # 0,
de modo que o sistema fraciondrio é Mittag-Leffler estavel como requerido pelo Teorema 17
e considera taxa de decaimento maior ou igual a Y, dada pela Definicdo 12. Observe que,
para a dinamica expressa em derivada inteira (o = 1), a envoltéria Mittag-Leffler se reduz a

exponencial com taxa de decaimento maior ou igual a . [

5.2 PROJETO DE CONTROLADORES ROBUSTOS PARA SISTEMAS LINEARES DE
ORDEM FRACIONARIA COM REALIMENTACAO DE ESTADOS VIA LMIs

Tendo em vista as notagdes adotadas no comecgo deste capitulo, considere a defini¢do a

seguir, apontada no decorrer do texto:

Definicao 13. Seja o sistema linear Caputo incerto:
“Di'x(t) = A(B)x(r) + B(B)u(r), (95)

com x(t) € R" o vetor de estado, u(t) € R™ a entrada de controle, A(B) € R"*" ¢ B(f) € R"™"™

as matrizes incertas, cujos vértices sdo A; € R e B; € R"*"™, i € K,, respectivamente.

5.2.1 Realimentac¢io do vetor de estado com ganho K € R™*"

Considere que todas as varidveis de estado estejam disponiveis para realimentacdo. Serd
utilizada a seguinte lei de controle com realimentagdo do vetor de estado e ganho de realimen-
tacio K € R™(BOYD et al., 1994):

u(t) = —Kx(t). (96)

Substituindo (96) em (95) obtém-se as equagdes do sistema realimentado:

“Di'x(1) = A(B)x(1) — B(B)Kx(t) = [A(B) — B(B)K]x(1). 97
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Conforme Zhang, Yu e Yu (2017), o ponto de equilibrio do sistema ‘D%x(t) = Ax(z),
A € R™" uma matriz constante, a € (0,1), com condigdes iniciais x(0) = xo, é Mittag-Leffler
estdvel se existe uma matriz P > 0 tal que A7 P+ PA < 0. A prova deste resultado utiliza o Lema
4. Com relacdo a estabilizacdo de sistemas lineares Caputo incertos, o teorema a seguir € uma
extensdo em sistemas de ordem fraciondria do resultado aplicado aos sistemas de ordem inteira

estabelecido em Bernussou, Peres e Geromel (1989).

Teorema 19. O sistema linear Caputo incerto em (97) é Mittag-Leffler estabilizdvel se existem

uma matriz simétrica X € R"™" e uma matriz M € R™*", tais que as LMIs:

X >0, (98)

XA +AX —BM—-M"B' <0,

99
i=1, -, r ©9)

sdo factiveis. Nesse caso, um ganho do controlador que estabiliza o sistema em (97) para

qualquer valor da ordem o € (0,1] é dado por K = MX ™!,

Demonstragdo. Suponha que as LMIs em (98) e (99) sdo factiveis. Multiplicando ambos os
lados de (99) por fB;, segue de (87) que:

X Zr: BAT + Zr: piAiX — Zr: BiBiM —M" Zr: piBi
i=1 i=1 i=1 i=1
=XA(B)T +A(B)X —B(B)M -MT"B(B)T <o.

Dado que X € uma matriz simétrica e M = KX, tem-se:

XA(B)" +A(B)X —B(B)KX — XK' B(B)"
=X [A(B) —B(B)K]" +[A(B) — B(B)K]X <.

Multiplicando 2 direita pela matriz ndo singular P =X ' e 2 esquerda por P = P=X"1:
[A(B) ~B(B)K]" P+ P[A(B) — B(B)K] < 0. (100)

Note que X ~! é simétrica e positiva definida, pois X é suposta simétrica e positiva definida.
Seja a candidata a fungdo de Lyapunov a fungdo quadratica V (x(r)) = x” (¢)Px(t), com PT =
P> 0. Do Lema 4, ‘DX {x" (t)Px(t)} < 2x" (t)P[*D*x(t)]. Como 2x” ()P {*D¥x(t)} € um

escalar, tem-se:

26" ()P *DEx(1)] = {x" (1)P[DEx(0)]} +x ())P[*DEx(1)]
- [CDf‘x(t)] Px(r) +x7 (t)P[<D%x(1)].
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Logo:
DIV (x(1)) < [‘Dfx(1)]" Px(t) +x (1)P[‘Df'x(1)] . (101)

As equacdes em (97) do sistema realimentado, substituindo-as em (101), obtém-se:

DIV (x(t)) < {[A(B) — B(B)K]x(1)}" Px(t) +x" (1)P[A(B) — B(B)K]x(r),

< (0 {1A(B) ~ BB)KI" P+ PIA(B) ~ BB)K] } x(0). e

Se At ||x(1)]| < V(1,x(2) < Ao|x(2) || e <DV (1,x(1)) < —As]|x(r)]|“?, conforme o Teo-
rema 17, entdo o sistema é Mittag-Leffler estdvel. Para V (x) = x” (t)Px(r), P > 0, tem-se a = 2,
b=1, A2 = Apin(P) e 22 = Apax(P), sendo A (P) € Apin(P) 0s autovalores minimo e maximo
de P, respectivamente. Além disso, como A3 > 0 tem-se DYV (x(¢)) < 0, para todo x(¢) # 0.
De (102), uma condig@o suficiente para a negatividade de DV (x(r)), através de seu limitante

superior, ¢ dada pela desigualdade em (100). 0

Segue o teorema correspondente, para inclusdo de taxa de decaimento maior ou igual a :

Teorema 20. O sistema linear Caputo incerto em (97) é Mittag-Leffler estabilizdvel, com taxa
de decaimento maior ou igual a v, se existem uma matriz simétrica X € R"*" e uma matriz
M € R™", tais que as LMISs:

X >0, (103)
XAT +AX —BM—-MTBT +2yX <0
1 + l . l 1 1 + '}’ 9 (104)
=1, -, r

sdo factiveis. Nesse caso, um ganho do controlador que estabiliza o sistema Caputo incerto em
(97) para qualquer valor da ordem o, € (0,1] é K = MX .

Demonstracdo. Suponha que as LMIs em (103) e (104) sdo factiveis. Multiplicando ambos os

lados de (104) por f;, segue de (87) a seguinte inequagao:

XﬁﬁiA,-T + iﬁiAiX - iﬁiBiM_MT iﬁiB,-T +2yX
i=1 i=1 i=1 i=1
=XA(B)" +A(B)X —B(B)M —M"B(B)" +2yX <0,

satisfeita para o sistema em qualquer localiza¢do do politopo. Dado que X € uma matriz simé-

trica e M = KX, tem-se:

XA(B)" +A(B)X —B(B)KX —XK"B(B)" =X[A(B) — B(B)K]" +[A(B) — B(B)K]X < —27X.

Multiplicando a direita pela matriz ndo singular P = X “lea esquerda por PP =P =X -1,

[A(B) — B(B)K]" P+P[A(B) — B(B)K] < —2yP. (105)
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Note que X ~1 ¢ simétrica e positiva definida, pois X € suposta simétrica e positiva definida.
A candidata a fungdo de Lyapunov é a quadritica V (x(t)) = x” (t)Px(t), com P = PT > 0. A
inequagdo em (102) contém o limitante superior de “D*V (x(z)). Conforme o Lema 8, o sistema
¢ Mittag-Leffler estdvel e considera taxa de decaimento maior ou igual a y se a inequagdo em
(90) é satisfeita para todo x(z) # 0. Logo, substituindo (102) em (90), obtém-se a desigualdade:

(1) {[A(B) ~ B(B)K)" P+ PA(B) — B(B)K] } x(1) < 23" (1)Px(r),  (106)

satisfeita para o sistema em qualquer localizacao do politopo. De (106), uma condi¢ao sufi-
ciente para a negatividade de “D*V (x(¢)), através de seu limitante superior, incluindo taxa de

decaimento maior ou igual a ¥, é dada pela desigualdade em (105). U

5.2.2 Realimentacio do vetor de estado com ganho K(f3) € R™*"

Considere que todas as varidveis de estado estejam disponiveis para realimentacdo. Serd
utilizada agora a seguinte lei de controle com realimentacdo do vetor de estado e ganho de
realimentagdo K () € R™*":

ug(t) = — Z BiKix(t) = —K(B)x(t). (107)
i=1

Esta lei de controle é um artificio para a projeto do controlador chaveado que serd pro-
posto, pois os pardmetros f3;, i € K,, sdo incertos e podem ser indisponiveis para a medigao.

Substituindo (107) em (95) obtém-se as equacdes do sistema realimentado:

“Di'x(1) = A(B)x(t) — B(B)K(B)x(t) = [A(B) — B(B)K(B)] x(). (108)

Com relagdo a estabilizagdo, o teorema abaixo € uma extensdo em sistemas Caputo de
ordem o € (0, 1] do Teorema 2 aplicado aos sistemas de ordem inteira, estabelecido em Souza
(2013).

Teorema 21. O ponto de equilibrio x = 0 do sistema linear Caputo com incertezas politépicas
em (108) é Mittag-Leffler estabilizdvel se existem uma matriz simétrica X € R"*" e matrizes
M; € R™" tais que, para todo i, j € K,, as LMIs:

X >0, (109)
xAT +AX =B, —M{B] <0, (110)
= 1’ EEIN
XA] +AX —BiM; —Mj B +XAj +A;X —B;M; — M/ Bj <0, (111)

i=1,---,r—1, j=i+1,---,r
sdo factiveis. Nesse caso, os ganhos do controlador que estabiliza o sistema Caputo incerto em
(108) para qualquer valor de o € (0,1] sdo K; = MX~ ' ieK,.
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Demonstragcdo. Suponha que as LMIs em (109), (110) e (111) sdo factiveis. Multiplicando
ambos os lados de (110) por ﬁiz, de (111) por 3;3; e somando todas as LMIs, segue de (87) que:

-

Bi (XAT +A:X —B:M; — M BY)
1

~

r—1 r
+Y Y BB;j(XAT +Ax —BM;—MIB] +XAT +A;X — B;M;— MIBY)
i=1 j=1+i
r r
Y Y BiB; (XAl +Aix —B:M; — M| B])
i=1j=1

r r r r r
ﬁ,’AiT + Z ﬁ,’A,’X - Z BiBi Z ﬁiMi - Z ﬁleT Z BiBiT <0.
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

1 -

X

r
1=

Dado que X € uma matriz simétrica e i BiM; = i BiKiX = K(B)X, tem-se:
i=1 i=1
XA(B)" +A(B)X —B(B)K(B)X —XK(B)"B(B)"
=X [A(B)—B(B)K(B))" +[A(B) - B(B)K(B)]X <O0.

Multiplicando a direita pela matriz ndo singular P = X “lea esquerda por PP =P =X 1,

[A(B) ~B(B)K(B)]" P+ PIA(B) —B(B)K(B)] <. (112)

Note que X ~! é simétrica e positiva definida, pois X é suposta simétrica e positiva definida.
A candidata a fungdo de Lyapunov é a quadratica V (x(¢)) = x (t)Px(t), com PT = P > 0. Como

ja verificado, para a derivada de Caputo € vélida a desigualdade:

DIV (x(1)) < {°DPx(1)}" Px(t) +x (1)P{“Dx(1)}

A equagdo em (108) do sistema realimentado com a lei de controle ug(t), substituindo-a,
obtém-se:

DIV (x(t)) < {[A(B) — B(B)K(B))x(1)}" Px(t) +x (1)P[A(B) — B(B)K(B)] x(1),

<" () {[A(B) ~ B(B)K(B)]" P+ PIA(B) ~ BIB)K(B)] } (). Y

Se A ||lx(0)[|* < V(1,x(1)) < Aa|x(2)||” e DV (2,x(t)) < —A3|x(2)||*?, conforme o Teo-
rema 17, entdo o sistema é Mittag-Leffler estdvel. Para V (x) = xT (t)Px(r), P > 0, tem-se a = 2,
b=1, A1 = Anin(P) € A2 = Apax(P), sendo Ay, (P) € Apin(P) 0s autovalores minimo e maximo
de P, respectivamente. Além disso, como A3 > 0 tem-se DV (x(¢)) < 0, para todo x(z) # 0.
De (113), uma condig@o suficiente para a negatividade de DV (x(r)), através de seu limitante
superior, ¢ dada pela desigualdade em (112). [
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Corolario 2. Seja B| = B, = ... = B, = B. Nesse caso, o ponto de equilibrio x = 0 do sis-

tema linear Caputo com incertezas politopicas dado em (108) é Mittag-Leffler estabilizdvel se

existem uma matriz simétrica X € R™" e matrizes M; € R™*" tais que, para todo i € K,, as
LMIs:

X >0, (114)

XAT + A;x — BM; — M BT <0,
(115)
i=1,---,r
sdo factiveis. Os ganhos do controlador que estabilizam o sistema Caputo incerto em (108)

para qualquer valor de o € (0,1] sdo K; =MX ', i € K,.
Demonstragdo. Segue do Teorema 21, considerando B; = B, i € K,. 0

Com relagdo a taxa de decaimento, o teorema proposto a seguir € uma extensao em sistemas
Caputo de ordem o € (0, 1] do Teorema 5 aplicado aos sistemas de ordem inteira, estabelecido
em Souza (2013).

Teorema 22. O ponto de equilibrio x = 0 do sistema linear Caputo com incertezas politépicas
em (108) é Mittag-Leffler estabilizdvel, com taxa de decaimento maior ou igual a 7y, se existem

uma matriz simétrica X e matrizes M; € R™*" tais que, para todo i, j € K,, as LMIs:

X >0, (116)
T T T
XA; +AX —BM; —M; B; +2yX <0, (117)
l': 1’ RN r’
XA] +AX —BM;j—Mj B} +XA] vAX —BiM;—M/Bj +4yX <0, o

i=1,--,r—1,j=i+1,
sdo factiveis. Nesse caso, os ganhos do controlador que estabiliza o sistema Caputo incerto em
(108) para qualquer valor de o € (0,1] sdo K; = MX~ ' ieK,.

Demonstracdo. Suponha que as LMIs em (116), (117) e (118) sdo factiveis. Multiplicando
ambos os lados de (117) por ﬁiz, de (118) por B;3; e somando todas as LMIs, segue de (87) que:

Z Bi (XAT +A:X — BiM; — M B +2yX)
r—1 r

+Y Y BB (XAT +AX —BM; —MTB] + XAT +A;X — B;M;— M B} +4yX)
i—lj—1+i

.
Y Y BiBj (XAl +AiX —B:M; — M| B] +2yX)
i=1j=1

=X i BAT + Z BiAiX — i BiBi z’,’ BiM; — i gim! i BiB! +2yX <0.

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
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Dado que X é uma matriz simétrica e Zr: BiM; = Zr: BiK:X = K(B)X, tem-se:
i=1 i=1
XA(B)" +A(B)X —B(B)K(B)X —XK(B)"B(B)" +2yX
— X[A(B)— BB)K(B)]” + [A(B) — B(B)K(B)] X +27X <.

Multiplicando 2 direita pela matriz ndo singular P =X ' e 2 esquerda por P = P=X"1:

[A(B) ~B(B)K(B)]" P+ P[A(B) — B(B)K(B)] +27X <O0. (119)

Note que X ~1 ¢ simétrica e positiva definida, pois X € suposta simétrica e positiva definida.
A candidata a fungdo de Lyapunov é a quadratica V (x(t)) = x” (t)Px(¢), com P = PT > 0. A
inequagdo em (113) contém o limitante superior de “D*V (x(¢)). Conforme o Lema 8, o sistema
¢ Mittag-Leffler estdvel e considera taxa de decaimento maior ou igual a ¥ se a inequagdo em
(90) é satisfeita para todo x(z) # 0. Logo, substituindo (113) em (90), obtém-se a desigualdade:

(1) {[A(B) — BB)K(B)]" P+PIA(B) — BB)K(B)] }x(r) < 2" (1)Px(r),  (120)

satisfeita para o sistema em qualquer localizacdo do politopo. De (120), uma condi¢do sufi-
ciente para a negatividade de “D*V (x(¢)), através de seu limitante superior, incluindo taxa de

decaimento maior ou igual a 7y, é dada pela desigualdade em (119). [

5.3 CONTROLE CHAVEADO EM SISTEMAS LINEARES DE ORDEM FRACIONARIA

Considere o lema a seguir, o qual serd ttil para o desenvolvimento da proposta:

Lema 9. Seja V o conjunto formado pelos escalares V; € R, com i € K,. Nesse caso, tem-se:

r r
minV; <) BVi, }.Bi=1 Bi>0. (121)
1By i=1 i=1
Demonstracdo. Seja V,, o valor minimo da sequéncia {Vy, ---, V,;, ---, V,.}, entdo:

(ﬁle+"‘+ﬁme+"'+ﬁer) < (ﬁlvl+"'+ﬁme+"'+ﬁrVr),

r r
Vin <} BiVi= Vo =minV; <) BiVi.
i=1 Ry i=1

O minimo elemento do conjunto € menor do que a combinagdo convexa entre os elementos

do conjunto ou igual se essa combinagdo convexa resultar no préprio minimo. U



65
5.3.1 Caso 1: matriz B(f) =B

Um controlador chaveado serd proposto para o sistema em (95), com B(3) = B uma matriz
conhecida:
‘D¥x(t) = A(B)x(t) + Bul(t). (122)

Antes, considere a seguinte definicao:

Defini¢do 14. Para H; € R™", i € K, e x(t) € R" seja o conjunto de indices, variante no tempo:

Qp(t) = {j €K, : [ (O)Hx(t)] = lrg]kr} [xT (t)Hix(t)] } = argflelﬂlg {x(t)"Hix(t) } .

O menor elemento de Qg (t) serd denotado por:

min j=argmin® {x" (f)H;x
[ min = argmin T (OHx(r)} - (123)
Segue a lei de controle chaveada, com realimentacdo do vetor de estado e ganho de reali-

mentacdo Ks € R™*":

us(t) = —Keox(t),
o= arg{gﬁlg* {—x"(t)Hx(t)}, H; = PBK;, 0 € K,. (124)
com P = P! > 0 decorrente da candidata a funcdo de Lyapunov V (x(r)) = x! (t)Px(t), adotada
na deducdo das LMIs do Corolério 2 para a estabilizacdo do sistema em (122) sob a lei de
controle em (107). Note que pode haver multiplicidade no valor do minimo. Neste caso, o
chaveamento do K; ocorre conforme a Defini¢ao 14, escolhendo, pois, o menor valor do indice
i dentre aqueles que promovem o minimo. Substituindo (124) em (122) obtém-se as equagdes

do sistema realimentado:
-
‘Di'x(t) = A(B)x(t) + Buc (t Z Bi (Ai — BKs) x(1). (125)

Teorema 23. Sejam as LMIs do Coroldrio 2 factiveis. O Coroldrio 2 trata do sistema Caputo
em (95), com By = B, = --- = B, = B e realimentado com a lei de controle em (107). Neste
caso, foram obtidos os ganhos K; = M;X *1, i € K,. Entdo a lei de controle chaveada em (124)
torna a origem do sistema Caputo em (122) Mittag-Leffler estdvel, para qualquer o € (0, 1].

Demonstragdo. Considere a candidata a funcio de Lyapunov V (x(¢)) = x” (t)Px(t), PT = P> 0.
Sejam “Df*V (x(1))uy € “Df'V (x(t))u, as derivadas de Caputo de V(x(¢)) para o sistema (122)
realimentado com a lei de controle (107) e (124), respectivamente. Sejam Dy’ V(x(t))uﬁ (1)
e ‘D’ V(x(#))us () 08 limitantes superiores de CD,O‘V(x(t))uﬁ e ‘DXV (x(t))u,» respectivamente.
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Entao:
DIV (x(t)),, < 2x" (1)P["Dfx(t)] = 2x" (1) P[A(B)x(¢) + Buo ()] = Dy V (x(1))uy(1):
D]V (x(t))ug (1) = 2¢" (t)PA(B)x(t) + [2x" (1) PB(—Ko)x(1)] . (126)

Da lei de controle chaveada em (124), do Lema 9 e da Defini¢do 14 pode-se relacionar o
termo entre colchetes da seguinte forma:

x" (t)PB(—Ks)x(t) = min {x” (1)PB(—K;)x(t)} < x" (t)PB [— gﬁilg x(1).

icK,

Assim, retornando a inequacao (126), obtém-se:

DIV (x(1)) ) = 22" (OPAB)(1) + min {247 (1)PB(~Ki)x(1)}

- Bk
i=1

=2x" ()P [A(B)x(t) +Bug(1)] = "l_),aV(x(t))uﬁ(,).

< 2T (1)PA(B)x(t) + 247 (t)PB x(t) = 227 (t)P[A(B) — BK(B)] x(7)

Logo:

DV (x(1) Jug(e) < Dy V (x(1)) (127)

ug(t)-
As condigdes do Coroldrio 2 asseguram que “D*V (x(1)) (1) < D/ V(x(t))uﬁ (1) <0, para

todo x # 0, o que conclui a demonstragao. [

Note que a técnica do controle chaveado ndo necessita dos pardmetros incertos f3;, i € K,.

Observaciio 9. E enfatizado que através do Coroldrio 2 sdo projetados os ganhos K;, i € K,
e a matriz P = X1, envolvidos na lei de chaveamento em (124), com DV (x(t)) ug <0, para
todo x # 0. Do teorema anterior, “D*'V (x(t))u; < 0 implica em “D{*V (x(t))u, < 0, para todo
x # 0. Logo, o ponto de equilibrio x = 0 do sistema em (125) é Mittag-Leffler estdvel.

5.3.2 Caso 2: matriz incerta B(f3)

Considere o sistema linear com incertezas em (95):

~

“DIR(1) = AB)T() + BBu(r). AB)=Y A BB)=Y BB  (128)
i=1 i=1

Seja v(t) € R™ a derivada de Caputo de ordem o € (0, 1] do vetor de entrada u(r) € R™.
Define-se x,;(t) e vi(t), L =1, ---, m, tais que “Dx,.;(t) = “D¥u;(t) = v;(t), de maneira

andloga ao que € verificado em Barmish (1983) para sistemas de ordem inteira. Mediante o
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Teorema 8, tem-se x,;(¢) = u;(t) = I[*v,(¢), para v;(0) =0, [ =1, ---, m. Nessas varidveis

obtém-se 0 novo sistema:

= DIx(t) =A(B)x(r) +Bv(r),  (129)

DX (t) = v (2).

com x(1) = [&" Xpi1 e Xnim) - A(B) =

A(p) §(B)] p [om]

OmX}’l Ome mxm

Retorna-se, pois, ao Caso 1 e é possivel adotar o mesmo procedimento para projetar a lei de
controle chaveada v(r) = —Kqx(r), Ko € R™ ") Entretanto, pode-se considerar uma outra
lei de chaveamento quando o sistema contém a matriz incerta B(f3). Esta lei inclui matrizes
auxiliares O ;€ R™" j € K,, definidas posteriormente, através das quais é definido o indice
o do chaveamento. Segue a referida lei de controle chaveada, com realimentacio do vetor de
estado e ganho de realimentagio Kz € R™*" que, assim como a anterior, estd fundamentada na

reducao do limitante superior da derivada de Caputo da func¢io de Lyapunov:

ug(t) = —Kzx(1), (130)
o= argmﬂig* {—x"()Hix(t)}, Hi=0;, 6€K,.
1€,
Note que pode haver multiplicidade no valor do minimo. Neste caso, o chaveamento do
K; ocorre conforme a Definicao 14, escolhendo, pois, o menor valor do indice i dentre os que

promovem o minimo.

O teorema a seguir ¢ uma extensdo em sistemas Caputo de ordem o € (0, 1], baseado em
Souza et al. (2014) e Buzetti (2017).

Teorema 24. Para o sistema em (95), realimentado com a lei de controle chaveada em (130),
suponha a existéncia de matrizes simétricas X, Z;, Q; € R™" matrizes M ;€ R™" i, jeK,,

e um escalar y > 0, tais que as LMIs:

X >0,
—BiM;—M]B] —Z;— Q; <0, (131)
XAT +AX +7Z,+0:+27X <0,
sdo factiveis. Entdo a lei de controle chaveada em (130) torna o ponto de equilibrio x = 0 do

sistema em (95) Mittag-Leffler estdvel, incluindo taxa de decaimento maior ou igual a Y, com
Qj = X*IQJ-X*1 e os ganhos do controlador dados por K; = Mijl.

Demonstragéo. A candidata a fungdo de Lyapunov é a fungdo quadratica V (x(¢)) = x7 (t)Px(z),
com P = P" > 0. Do desenvolvimento de CDf‘V(x(t))ua < =29V (x(t)), utilizando o limitante
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. obtém-se:

superior de D*V (x(t))

a+x"(t)Y Bi(—PBiKs —KLB! P)x(t) <0, (132)

-

1

.
com a = x' (1) Z Bi(AT P+ PA; +2yP)x(¢). Suponha a existéncia de matrizes simétricas Z;,
i=1

Q; € R™", tais que:
—PBK;—K|B[P<Z;+Q;, i,jeK,. (133)

Multiplicando ambos os lados por f3;, & esquerda por x (¢), a direita por x(r), realizando a
r

soma Z e adotando j = &, obtém-se:
i=1

i (PBiKg+K.B] P)x Z

' (1) Q5x(t)
Utilizando o Lema 9 tem-se x” (¢)Q5x(¢) = min (xT(t)Qx(t)) <x' (1) zr: B:0;x(t). Entdo:

r

—x"(t) Y Bi(PBiK5 + KLB] P)x(t) <x" () zr: Bi (Zi+ 0;) x(1). (134)

i=1 i=1
De (134) e (132), tem-se:
a5 (1) Y. Bi(—PBiKs — KLBIP)a(t) < ata" (1) Y. Bi(Zs + Q).
i=1 [

r

a+x"(t) Y Bi(—PBiKg — KZB] P)x( Z Bi(AT P+ PA; +Z; + Q;+2yP)x(t). (135)

-
Logo, se a desigualdade x7 (¢) Z Bi(AT P+ PA; +Z; 4+ Q; +27P)x(t) < 0 é satisfeita, entdo

‘DXV (x(1)) ug <20 (x(t)). Como B; >0, i € K, uma condicdo suficiente para satisfazer essa
desigualdade é AiTP +PA;+Z;+Q,+2yP < 0,i € K,. Conclui-se que, se as condi¢des:

P>0, (136)

~PBK;—K]B[P-Z;—0Q; <0, (137)

AlP+PA;+Z;+Q;+2yP <0, (138)

sdo satisfeitas, i,j = 1, ---, r, entdo CDf‘V(x(t))ug < =29V (x(t)) < 0, para todo x(z) # 0.

Essas inequagdes sdo pré multiplicadas pela matriz ndo singular Pl p6s multiplicadas por
[P*I} T —pleem seguida é adotada a mudanca de varidveis X = P~!, Z; = XZ;X, Qi = X0.X
e M; = K;X, o que resulta nas LMIs em (131). [
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O teorema a seguir é uma extensdo em sistemas Caputo de ordem o € (0, 1] do Teorema 4
aplicado a sistemas de ordem inteira estabelecido em Buzetti (2017) e mostra que se o sistema
fraciondrio pode ser controlado com um ganho constante, entdo o mesmo pode ser controlado

com o ganho chaveado.

Teorema 25. Para o sistema realimentado em (97), suponha a existéncia de matrizes P = PT >
0 e K € R™", tais que as desigualdades:

P(A;—BiK)+ (A;i—BiK)" P4+2yP <0, (139)

sdo satisfeitas, o que significa que seu ponto de equilibrio x = 0 é Mittag-Leffler estdvel com
taxa de decaimento maior ou igual a 'y. Entdo existem matrizes K; tais que, para M; = K;P e
X=prP" Jj€K,, as LMIs em (131) sdo satisfeitas.

Demonstracdo. Na demonstracdo do Teorema 24 foi verificado que, se as desigualdades em
(136), (137) e (138) sdo satisfeitas, entdo o ponto de equilibrio x = 0 do sistema ‘D¥x(t) =
(A(B) —B(B)K)x(t) é Mittag-Leffler estavel com taxa de decaimento maior ou igual a y. Con-

sidere que existe um € > 0 suficientemente pequeno tal que:
ATP+PA;+ (—-PBK —K"BI P+ el) +2yP < 0. (140)

Dado que P > 0, para mostrar que (139) implica em (137) e (138), pode-se impor que
K;=K,Q;=0;eZ;=0. Definindo Q; = —PB;K — K" B] P+ €I, entdo a factibilidade de (140)
corresponde a factibilidade de (138). A LMI em (137) também ¢ satisfeita, pois:

—PBK—K'B/P—Z;—Q;=-PBK—K'B/P—0— (—PBK—K"B] P+¢l) = —¢l <0.

]

Mediante esse teorema, se existir factibilidade para as LMIs em (98) e (99), correspondentes
a realimentac@o com a lei de controle u(r) = —Kx(t), entdo existe factibilidade para as LMIs

em (131), correspondentes a realimenta¢do com a lei de controle uq (1) = —Kgx(1).

5.4 EXEMPLOS NUMERICOS

Para a solucdo das restricdes em LMIs, foi utilizado o solver SeDuMi (STURM, 1999) no
) ®
ambiente do software MatLab ~ .

Exemplo 7. (Estabilidade) - Considere o sistema linear incerto de ordem o € (0, 1] e invariante
no tempo:
“D*x(t) = A(B)x(t) + Bu(t),
; a 1 1 1
x(0) = [x1() x() w0)] . AB)=|-2 33 b|, B=]0],
0 1 1 1

(141)
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-2 33 —40

b

-2 33

-2 33 —40

b

-2 33

0

a
do que a regido obtida através do Teorema 19, como mostra a Figura

z

tros5 <a<15e —87 < b < —80.
, € maior

denotada por (0).

A

com OS parame

At A A A | = {
E considerada apenas a estabilidade, sem a taxa de decaimento. Para o intervalo das incer-

A matriz incerta A(f3) pertence ao politopo de vértices:

s

tezas variando conforme especificado, a regido de factibilidade do sistema em (141), utilizando
6. Logo, nesse exemplo, a estabilizagdo mediante as LMIs do Corolério 2 mostrou-se mais

eficiente do que a estabiliza¢do com ganho K tnico mediante as LMIs do Teorema 19.
Figura 6 - Regides de factibilidade utilizando o Teorema 19, denotada por (.) e o Coroldrio 2,

coma<a<l6beb<b< —40.

o Corolario 2
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Exemplo 8. (Controle Chaveado, matriz constante B) - Considere o sistema linear de ordem

o = 0,95, invariante no tempo, com a matriz incerta A(p):
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A matriz incerta A(f3) pertence ao politopo de vértices:

1

-1 -1 1|-1 -1 1

Al As|As] = {2 =7 1|2 =7 —1]2 =7 1|2 -7 -1

1

1 1 01 1 O

Do Corolario 2, para taxa de decaimento Y = 0,1, obtém-se a matriz X e os ganhos do

controlador K;,i =1, ---, r, respectivamente:

X =

54772 8,1126

1 =

—4,9961 —10,3350 5,8785

2,7497  6,2126
Ky =

~3,3845 —9,4556 5,3255

—0,2454 0,1865
—0,2454 0,7155 0,2584 |,
0,2584  0,7906

4,7910  6,5795 —3,2815

Y

~5,0387 —11,2569 6,0928

2,0635  4,6795 —2,0167
~3,4271 —10,3774 5,5398 |

Da mesma forma, para taxa de decaimento ¥y = 1, obtém-se a matriz X e os ganhos do

controlador K;, i =1, ---, r, respectivamente:

X =

5,6386  6,5977
1 pu—

—4,7026 —8,6635 5,9071

3,0990  5,0821

3_

~3,2380 —8,0002 5,4629

~0,2130 0,1972
~0,2130  0,7617

0,2284 |,
0,7851

50569  5,2296 —2,7920
—4,6129 —9,3672 5,9875 |’
2,5173  3,7140 —1,7130

—3,1483 —8,7039 5,5434

A Figura 7 apresenta as trajetorias do sistema instdvel em malha aberta e do sistema reali-

mentado com a lei de controle chaveada em (124), bem como o sinal de chaveamento o (¢), para

condigdes iniciais x(0) = [1 1 1], taxas de decaimento y= 0,1 e ¥ = 1 e utilizando o vértice

Aj,oqual contém a = 1e b = 1. As simulagdes utilizam o algoritmo fundamentado na relagcdo

entre a derivada de Caputo e a de Riemann-Liouville, apresentado na Secdo 4.4.2, com passo de

integragdo p = 0,001 e tempo de simulag@o de 5 segundos. Os sinais de controle u (¢) e uy(t),

para as referidas taxas de decaimento, sdo apresentados na Figura 8.



72

Figura 7 - Comportamento do sistema de ordem o = 0,95 incerto submetido a lei de controle chave-

adaem (124).
. Sistema em Malha Aberta
* 3000 : : : : : : : : :
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Figura 8 - Entradas de controle da realimentagdo com a lei de controle chaveada em (124).
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Exemplo 9. (Controle Chaveado, matriz incerta B(B)) - Considere o sistema linear de ordem

o = 0,75, invariante no tempo, com matrizes incertas A(B) e B(B):

x1(t) a 2 1| [x() b 0
c 0,75 _ u (1)
D" )| = -1 0 o] [w@]|+ |0 5 , (142)
ua (1)
X3(l‘) 0 11 X3(t) 0 0
com—1<a<22e9<b<l10.
Tem-se os seguintes vértices do politopo:
2 21 -1 2 1 10 O 9 0
Aj=Ay=|-1 0 0|,A3=A4=|—-1 0 O|,B1=B3=|0 5|,B2=B4=10 5
0 1 1 0 11 0 0 0 0
(143)

Utilizando o Teorema 24, para taxa de decaimento y = 0, 1, obtém-se as matrizes Q jeos

ganhos do controlador Kj, i, j € K,, respectivamente:

[—6,5065 —2,1075 —0,6896 | [—7,0209 —0,7719  2,8347
0,=|-2,1075 —23,6669 —54,3850 |, O, = |—0,7719 —23,6672 —54,3866 |,
| —0,6896 —54,3850 —122,9948 | 2,8347 54,3866 —123,0010
[ 1,1314 —2,1081 —0,6933 | [ 0,6172 —0,7726  2,8308 |
03 = |—2,1081 —23,6669 —54,3851 |, Q4= |—0,7726 —23,6672 —54,3867 |,
| —0,6933 —54,3851 —122,9950 | 2,8308 —54,3867 —123,0011
K — 0,3449 —0,9915 —2,6165_7 K, — 0,3660 —1,1008 —2,9048 |
1,5024 2,3404  5,9921 1,5024 2,3404  5,9921
K= 0,0344 —0,9926 —2,6191-, Ko — 0,0551 —1,1006 —2,9042|
1,5030 2,3404  5,9921 | 1,5030 2,3404  5,9921

Agora para taxa de decaimento ¥ = 5, obtém-se as matrizes Q ; € os ganhos do controlador
Ki, i, j € K,, respectivamente:

[—17,9951 —3,6238  —14,5127 | [—19,8332  —1,9848 5,3390
0;= | —3,6238 —30,1725 —280,8445 |, O, = | —1,9848 —30,1694 —280,8298

| —14,5127 —280,8445 —2507,0471 | 5,3390 —280,8298 —2507,1566

[-10,2938 —3,6202  —14,5250 | [—12,1316  —1,9814 5,3259 ]
Oy = | —3,6202 —30,1726 —280,8455 |, Os= | —1,9814 —30,1693 —280,8292

| —14,5250 —280,8455 —2507,0597 | 5,3259  —280,8292 —2507,1487]
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A Figura 9 apresenta as trajetdrias do sistema instdvel em malha aberta e do sistema rea-

limentado com a lei de controle chaveada em (130), bem como o sinal de chaveamento o(z),
para condicdes iniciais x(0) = [10 10 10], taxas de decaimento y =0, 1 e y = 5 e utilizando os

valores dos parametros a = 2 e b = 10. As simulac¢des utilizam o algoritmo fundamentado na

relacdo entre a derivada de Caputo e a de Riemann-Liouville, apresentado na Se¢do 4.4.2, com

passo de integra¢do p = 0,001 e tempo de simulacéo de 5 segundos. Os sinais de controle u ()

e uy(t), para as referidas taxas de decaimento, sdo apresentados na Figura 10.

Figura 9 - Comportamento do sistema de ordem o = 0,75 incerto submetido a lei de controle chave-
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Figura 10 - Entradas de controle da realimenta¢do com a lei de controle chaveada em (130).
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5.5 CONCLUSOES PARCIAIS

Este capitulo prop0s o projeto de controladores para sistemas fraciondrios lineares incertos
definidos segundo a derivada de Caputo, utilizando desigualdades matriciais lineares, via reali-
mentacdo do vetor de estado. Exemplos numéricos validam a teoria. O projeto inclui taxa de
decaimento Mittag Leffler, a qual generaliza a taxa de decaimento da exponencial utilizada em
sistemas de ordem inteira. Os autovalores do sistema controlado sob taxa de decaimento Y sao
posicionados no semi-plano complexo esquerdo, conforme o Lema 8, ndo contemplando, pois,
a variedade em autovalores no setor do semi-plano complexo direito, possivel no controle de
sistemas fraciondrios de ordem o € (0, 1], como mostra o Teorema 15 e Figura 1. Como pers-
pectiva futura, a regido de estabilizacdo do plano complexo considerando taxa de decaimento
pode ser ampliada e redefinida. A teoria desenvolvida garante o controle de sistemas Caputo de
ordem o € (0, 1] através das mesmas LMIs utilizadas no projeto de controladores em sistemas
de ordem inteira. Como foco deste trabalho, é proposto o projeto de controladores chaveados,

fundamentado na minimizagio do limitante superior de “D*V (x(t)), através de compensagdo

distribuida paralela.
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6 CONTROLE ROBUSTO CHAVEADO DE SISTEMAS FUZZY TAKAGI -
SUGENO DE ORDEM FRACIONARIA COM REALIMENTACAO DO VETOR
DE ESTADO VIA LMI

Este capitulo propde o projeto de controladores através de condi¢des em LMIs, os quais
garantem a estabilidade Mittag-Leffler de sistemas ndo lineares Caputo incertos, descritos por

modelos lineares fuzzy Takagi-Sugeno, via realimentacdo do vetor de estado.

6.1 MODELOS FUZZY TAKAGI-SUGENO PARA SISTEMAS DE ORDEM FRACIONA-
RIA

O modelo T-S para sistemas de ordem fraciondria € obtido através de uma extensido do
modelo T-S convencional verificado em Takagi e Sugeno (1985). De maneira andloga, as dina-
micas locais em diferentes regides do espaco de estados sdo representadas por modelos lineares
de ordem fraciondria. O modelo global do sistema € obtido através da composi¢ao fuzzy dos
modelos lineares. O modelo T-S consiste de regras SE-ENTAO que descrevem localmente as
relacOes lineares entre a entrada e saida de um sistema ndo linear. Uma regra i pode ser estabe-
lecida da seguinte forma (ZHENG; NIAN; WANG, 2010):

Regrai:Sezi(t) é M| ezn(t)éMie - ez,(t) éM;,,
Entdo : ‘D¥x(t) = Aix(t) + Biu(t),

com ¢ € (0, 1], M} o conjunto fuzzy jdaregrai, (j=1,---, p)ezi(t), ---, z,(t) as varidveis
de premissa. A sentenga “z;(t) € Mje --- ez,(t) é M,,” € o antecedente da regra e as equagdes
dinAmicas “ “D¥x(t) = A;x(t) + B;u(t) ” sdo o consequente da regra, com x(7) € R” o vetor de
estado, u(r) € R™ o vetor de entrada de controle, A; € R"*" e B; € R™. O modelo fuzzy T-S
completo € obtido através de um processo de inferéncia. O primeiro passo desse processo €

calcular o grau de ativacdo w;(z(¢)) da regra i a partir das varidveis de premissa:

i(2(1)) = Mi (21 (1)) x My (z2(1)) x -+ My (2, (1)),

4 144
Y 0ix(0)) >0, ai(z(1)) >0, .
i=1
com M;-(z ;(¢)) o grau de associagdo de z;(¢) ao conjunto fuzzy M} O modelo T-S é composto
por r regras. A representacao da dindmica nao linear do sistema é obtida em um vetor de saida,

inferido como a soma ponderada de r modelos locais. A ponderagio € realizada através do grau
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de ativacao de cada regra:

Loy i (2(t)) (Aix(t) + Biu(r))

‘D¥x(t) = - (145)
) T @ G0)
Define-se o grau de pertinéncia normalizado ou fun¢do de pertinéncia da regra i:
@i(z(1))
hi(z(t)) = =————,
B VIIED)
Y hi(z(1)) =1, hi(z(1)) > 0, i € K,
i=1
Logo, as equacdes em (145) podem ser escritas como:
‘Di'x(t) = ) hi(2(1)) [Aix(r) + Biuu(1)] = A (h(z(t))) x(r) + B (h(z(t))) u(t). (146)

i=1

Uma lei de controle fuzzy € estabelecida com base em compensacgao distribuida paralela
(LL; LI, 2014):

Regrai:Sezi(t) é Miez(t) éMye -+ ez,(t) é M),
Entdo u(t) = —Kix(t), i=1,---,r.

Procedendo de forma andloga a obtencdo de (146), tem-se:

r

u(t) ==Y hi(z(r)) Kix(1). (147)

i=1

Substituindo essa lei de controle nas equagdes dindmicas em (146) e considerando z(¢) =

x(t), obtém-se as equagdes do sistema realimentado:

“D(e) = Y (x() | Al = B (z 3 <x<r>>1@x<x>)]
= Y he(x(0) Yy () Are(t) — X X e (x(0) iy () B (),

I
—_
~
I
—_
~
I
—_
~
I
—_

“Dix(1) = Zl ﬁlhi (1)) oy (x(0)) [Ai — BiK;)] x(0). (148)
i=1j=

Observacao 10. O sistema em (146) poderd incluir incertezas paramétricas agregadas as fun-

coes de pertinéncia. Esta abordagem serd considerada na Sec¢do 6.4.

E possivel representar o modelo T-S fraciondrio na forma generalizada proposta em Ta-
niguchi et al. (2001). Esse formato representa exatamente a dindmica nao linear do sistema
dentro de uma determinada regido de operagcdo. Os modelos locais sdo obtidos através dos va-

lores extremos das fun¢des ndo lineares do sistema e € feita a escolha conveniente das funcoes
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de pertinéncia que agregam esses modelos. Dessa forma, o nimero de modelos depende do
nimero de funcdes nao lineares do sistema. Esta técnica permite modelar vérios sistemas que
estejam dentro do intervalo de operagdo, pois a constru¢do dos modelos leva em conta apenas
os valores extremos das fungdes ndo lineares e ndo o seu comportamento. Considere a i1-ésima

equacao de um sistema ndo linear fraciondrio:

gik(x(t))uk(t)v i= 17 e, N

s

Dxi(1) = ilﬁ-j(x(r))x,-(t) T

sendo f; j e gir fungdes de x(7), n o nimero de estados e m o nimero de entradas. Como
mencionado, para obter a forma generalizada do método proposto em Taniguchi et al. (2001),

deve-se considerar as seguintes varidveis:
aij = max{fij(x(t))}, a;=min{fij(x(t))}, by =max{gu(x(t))}, by =min{gu(x(r))}.

Note que representar o sistema original nessa forma generalizada requer 2° modelos locais,
sendo s o nimero de ndo linearidades distintas do sistema. O Exemplo 10 considerara esse

método com mais detalhes.

6.2 ESTABILIDADE E TAXA DE DECAIMENTO DE SISTEMAS FRACIONARIOS FUZZY
TAKAGI-SUGENO VIA LMIs

Com relag@o a estabilizacdo, o teorema a seguir € uma extensdo em sistemas de ordem
fraciondria do resultado aplicado aos sistemas de ordem inteira, estabelecido em Tanaka, Ikeda
e Wang (1998).

Teorema 26. O ponto de equilibrio x = 0 do sistema fraciondrio fuzzy continuo no tempo
em (148) é Mittag-Leffler estdbilizdvel se existem uma matriz simétrica X € R"*" e matrizes
M; € R™" tais que, para todo i, j € K,, as LMIs:

X >0, (199
XA,‘T —|—Al~)'( — B;M; —MiTBiT <0, (150)
= 1’ IEEIN &
XAj +AiX —BiM;—Mj Bj +XAj +A;X —B;M;—M/Bj <0, (151)

i=1,---,r—1,j=i+1,---,r

sdo factiveis, com excegdo dos pares (i, j), tais que hj(x(t))hj(x(t)) = 0, para todo x(t). Nesse
caso, os ganhos do controlador que estabiliza o sistema Caputo em (148), para qualquer valor
de a € (0,1], sdo Ki =M;X "', i € K,.

Demonstragdo. E similar a demonstragdo do Teorema 21, considerando neste caso o modelo
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fuzzy para o sistema ndo linear, com as fungdes de pertinéncia h;(x(z)) >0,i=1, ---, re

2;”(;((;)) ~1. O

Corolario 3. Seja By = B, = --- = B, = B. Nesse caso, o ponto de equilibrio x = 0 do sistema
fraciondrio fuzzy continuo no tempo em (148) é Mittag-Leffler estdvel se existem uma matriz
simétrica X € R™" e matrizes M; € R™" tais que, para todo i € K,, as LMlIs:

X >0,
XAT + A;x —BM; — M BT <0, (152)
i=1,--,n

sdo factiveis. Os ganhos do controlador que estabiliza o sistema Caputo em (148), para qual-
quer valor de a € (0, 1], sdo K; = MXx ' iek,.

Demonstracdo. Segue do Teorema 26, considerando B; = B, i € K. [

Com relagdo a taxa de decaimento, o teorema proposto a seguir € uma extensao em siste-
mas de ordem fraciondria do resultado aplicado aos sistemas de ordem inteira, estabelecido em
Tanaka, Ikeda e Wang (1998).

Teorema 27. O ponto de equilibrio x = 0 do sistema fraciondrio fuzzy continuo no tempo em
(148) ¢é Mittag-Leffler estdvel, com taxa de decaimento maior ou igual a vy, se existem uma

matriz simétrica X € R"™" e matrizes M; € R™*" tais que, para todo i, j € K,, as LMIs:

X >0, (153)
XAT + A X — BiM; — MIBT +2yx <0,
’ , P (154)
i=1,--,r
XAl +AiX —BM;—M] B} + XA} +A;X — B;M;— M] B} +4yX <0, (155)

i=1,-,r—1,j=i+1, -, r

sdo factiveis, com excegdo dos pares (i, j) tais que hj(x(t))hj(x(t)) = 0, para todo x(t). Nesse
caso, os ganhos do controlador que estabiliza o sistema Caputo em (148), para qualquer valor
de o € (0,1], sdo K; =MX"! icK,.

Demonstracdo. E similar a demonstracdo do Teorema 22, considerando neste caso o modelo

fuzzy para o sistema ndo linear, com as fungdes de pertinéncia h;(x(z)) >0,i=1, ---, re

ghi(x(t)) = 1. O
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6.3 ESTABILIDADE DE SISTEMAS FRACIONARIAS FUZZY TAKAGI-SUGENO COM
INCERTEZAS LIMITADAS EM NORMA VIA LMIs

Os lemas apresentados a seguir serdo utilizados na demonstracdo do teorema subsequente
proposto em Li e Li (2014) acerca da estabilidade de sistemas fraciondrios T-S com incertezas
limitadas em norma. O conceito dessa abordagem difere da perspectiva central desse trabalho,
a qual traz o foco para as incertezas politdpicas. Essa abordagem é considerada, todavia, com o
intuito de apresentar de que forma a teoria de sistemas de ordem fraciondria novamente permeia

a teoria classica de sistemas de ordem inteira, através do Lema 11.

Lema 10. (DEMIRCI; OZALP, 2012) Sejam os vetores x(t) = [x1(t), -+, x,(t)]" e f(t,x(t)) =
[f1(t,x()), -, fult,x(0)])T. Assuma que f(t,x(t)) € C[Q,R"], sendo:

Qi =[(t,x(1)) : 0 <t <ae |x(r) =x(0)[| <],

com || f(t,x(t))]| <M em Q. Entdo existe pelo menos uma solugdo do problema de valor inicial
de ordem o € (0,1):
‘D¥x(t) = f(t,x(t
“x(t) = £(1.x(0), 5o
x(0) = xo,

Lema 11. (DEMIRCI; OZALP, 2012) Assuma que as condi¢oes do Lema 10 sejam vdlidas.
1 1

Seja g(v,x*(v))=f (t —[t*—vI(a+1)], x <t — %= vI(o + 1)]5)) Entdo a solugdo do

problema de valor inicial em (156) pode ser dada por x(t) = x*(t%/T' (ot + 1)), com x*(v) a

Ql—

b
em 0 <t <E&, sendo & =min (a,M (Ma+1))

solucdo do seguinte problema de valor inicial de ordem inteira:

{ (V) = g(v,x"(v)),
x*(0) = xo.

Lema 12. (XIE, 1996) Sejam as matrizes T, L, N(t) e M de dimensdes apropriadas, com M
simétrica. Entdo a desigualdade M +TN(t)L+L'NT (t)TT < 0 ¢ vdlida para qualquer N(r)
que satisfaca NT (t)N(t) < I se, e somente se, existe um € > 0, tal que:

M+eTTT + ¢ 'LTL < 0.

Lema 13. (BOYD et al., 1994) Do complemento de Schur, para uma matriz simétrica S, as

seguintes desigualdades sdao equivalentes:
NTER
(1) S= S| 0,
S S»
(2) S11<0, Spn—ShLS'S12<0,
(3) Sy <0, Sii —51252_215{2 < 0.
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Seja um sistema ndo linear com incertezas variantes no tempo, limitadas por norma. Supo-
nha que o vetor de saida do modelo fuzzy T-S incerto de ordem fraciondria seja formulado da

seguinte forma:

petx( ; Ai+AA)x(t) + (B +ABi)u(t)] (157)

x(0) = xo,

com a € (0,1), xg o vetor de condigdes iniciais, A; € R™" e B; € R"*™, enquanto que AA; e
AB; sdo fungdes matriciais reais que representam os parametros incertos variantes no tempo e

possuem a seguinte forma:
[AAi AB:'] = [DA,»FA[ (1)Ea;  Dp;Fp,(t)EB; |,

com Dy, Dp,, E,, Ep, matrizes constantes conhecidas e Fy,(¢), Fp,(¢) matrizes desconhecidas
satisfazendo FATi (1)Fy, (1) <1, FBTl, (t)Fp,(t) <1. Alei de controle em (147), substituindo-a nas
equacdes do sistema em (157), obtém-se:

cDa

¥

~.
—_

Ai+AA;) x(t) — (Bi +ABi) Zr;hj(X(t))KJX(I)”

i hi (x Z ) (i - A x(0) — Y Y Iy (1)) y (1)) (BiK; + ABiK ;) x(0),

i—1 i=1j=

~.
—
~.

CD;XX(Z‘) = Z Z h,‘ (Z(t)) hj (Z(l)) (A,' + AA,‘ — B,’Kj — AB,'KJ') X(Z). (158)
i=1j=1
O teorema a seguir fornece uma condi¢do suficiente para a estabilidade assintética do sis-
tema fuzzy em (158):

Teorema 28. (LI; LI, 2014) O sistema incerto fuzzy T-S em (158) é assintoticamente estabili-
zdvel se existem uma matriz simétrica X € R™*", matrizes M; € R™*", i =1, ---, r e escalares

reais &;, Nii, 8, 0jj, Oij e 0;;, tais que as LMIs:
X >0, (159)

L; XE;, M[E}
x  —&;il 0 <0,
* * —Niil (160)
i=1,--,r
Lij=AX —BM;+ (AX —B;M;)" + SiiDAiDi,. + nﬁDB,-Dg,.,
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(Li XE; MjEj XEi MEj]
x =0l 0 0 0
* * —&;;1 0 0 <0,
* * * =6l 0 (161)
| * * * * —6;il |
i=1,---,r—1,j=i+1,---,r

Z,’j =A;X —BiMj —I—A]'X —BjMi + (A,'X —Bl'Mj —l—AjX —BJ’M,')T—l—
8iDa, D}, + 8Dy, D, + 8;iDa, Dy, + 8;:Dp, D ,
sdo factiveis. Nesse caso, os ganhos do controlador que estabiliza o sistema Caputo em (158),

para qualquer valor de o € (0,1), sdo K; = M;X !, i € K,.

r r

Demonstragdo. Note que os elementos Y Y hi (x(r)) hj (x(1)) (Ai+AA; — BiK; — AB;K;) do
i=1j=1

sistema realimentado em (158) sdo limitados, existindo, pois, uma constante M > 0 tal que

Z{ Z hi ( x(t)) (Ai + AA; — BiK; — AB;K;)
i=1j=

< M. Entdo, para quaisquer x(t1) e x():

r r

Z Z h; (x(tl))hj (x(t1)) (Ai—l-AAi—Bin—ABin)x(tl)

i=1j=1

r r

=) ) hi(x(t2)) hj (x(r2)) (Ai + AA; — BiK; — ABiK;) x(12)

i=1j=1

<M ||x(t1) —x(t2)]] -

Essa inequacdo implica que Z Z hi (x(t)) hj (x(t)) (Ai+ AA; — BiK; — AB;K ;) x(t) é Lips-
i=1j=1
chitz em x(z). Assim, o sistema em (158) tem solugdo tnica (PODLUBNY, 1998). Seja

Z Z hi (x(1)) hj (x(r)) (Ai + AA; — BiK; — AB;K;) x() uma fungdo continua mapeada do con-
i=1j=1
junto Q) = [(z,x(z)) : 0 <t <ae ||x(t) —x(0)|| < b] para o R". Entdo, de acordo com o Lema

10, a solugdo de (158) é dada por:
x(t) =x" (t%/T(a+1)),

b
no intervalo 0 < < &, com & = min (a, i T+ 1))36) , onde x*(Vv) é a solugdo do sistema
de ordem inteira:

.
=Y ) hihi[Ai—BiKj+DaFi Ea,— Dp FgEKj| x*(v),
=1 j=1 (162)

x*(0) = xo,
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o x*( )zx(t (ta—vr(aﬂ))é)

x(t (t*—vI(a+1))
t*—vI(a+1))
)

SIE

SIE

I~
\_/vv

—(
t—(*—vl(a+1
<I, F3 Fi(v) <L

Pode-se escrever o sistema em (162) da seguinte forma:

(V) = {Zh*ZG,, LYy oy [#}}x*(\/), 163)

i=1 j=it+1
x(0) = xo,
com:
Gy = Ai — BiKi+ Da,F; E5, — D F3 Eg Ki,
G(;j) =Ai — BiK; + Dy, F4 Ea, — D, F3,Eg K;,
G(j) =Aj—BjKi+Da,F; Es; — D Fg Ep K;.

Considere a candidata a fungdo de Lyapunov V (x*(v)) = x*T (v)Px*(v), com PT = P > 0.
As equacdes em (163), substituindo-as em V (x*(v)) = %*T (v)Px*(v) +x*T (v)Px*(v):

Ve w) =T W) L (6] 0P

i=1

Gaa)
+2Z y h*h*[( bi) ) +G(”))

i=1 j=i+1

}x*(v).

Logo, se as condi¢des:

P >0,
Gl \P+PG; <0
(1,13 _t ) ‘(lvl)r ’ (164)
T
(G(i,j) +G(j,i)> P+P(G(i7j) +G(J'-,i)) <0, (165)

i=1,-,r—1, j=i+1, -, r

sdo satisfeitas, entdo V(x*(v)) > 0 e V(x*(v)) < 0, para todo x*(v) # 0, e estd garantida a
estabilidade assint6tica do sistema em (163). Seja Sym[X] para denotar a expressdo X +X. As

inequacdes em (164) e (165) podem ser representadas, respectivamente, por:

Sym [P (A; — BiK; + Da,F4 Es, — Dp,Fj Eg K;) |

(166)
= Sym [P (A; — BiK;)| + Sym [P (Da,F; Ey,)| +Sym [P (—Dp,F3 EpK;)]| <0,
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Sym [P ((Ai — BiK;+ Da,F}.Ea, — Dy, Eg,K;) + <A j—BjKi+DaFy Ea, — DBngjEBjK,-)ﬂ
= Sym[P (A; — BiK; +A; — BjK;)]
+ Sym | P (Da,Fi Ea, — Dy i, EgK; + Da,Fi Ea, — D, F g Ki )| <.
(167)

Mediante o Lema 12, as inequagdes em (166) e (167) sdo validas se e somente se existem

escalares g;;, 1);; e escalares Jj;, 8;;, ;j, 8;i, respectivamente, tais que:

Sym[P (A; — BiK;)) + &;:PDa, D} P+ €; 'EX Es, +1;;PDp, D} P+ ;' (Ep,K:)" Eg.K; <0,
(168)
Sym [P (Ai —B,‘KJ‘ —l—Aj —BJ'K,')}
_ _ T
+8i (PDy,) (PDa,)" + 8; 'EX En,+ &, (PDg,) (PDg,)" + &' (EsK;)" (EpK))
T _ T _ T
+8; (PDa;) (PDa;)" +8;;'Ef Ea, + 8ji (PDg;) (PDg;)" +8;;' (Eg;Ki)" (Ep,Ki) <O.
(169)

Do Lema 13, referente ao complemento de Schur, as inequacdes (168) e (169) sdo equiva-

lentes a, respectivamente:

Li E; (EgKk )"
x  —&;il 0 <0,
! (170)
koo ok —Niil

Li; = Sym[P (A; — BiK;)] + &;PD,Dy P+ 1;;PD Dy, P,

0y Ei  (EsK;)' Ef (EpK)']
x =6l 0 0 0
* * —Sijl 0 0 < 07
* * * =61 0
* * * * -6l |

U;; = Sym [P (A; — Bil_{j +Aj—BjK;)]
+8i (PDy,) (PD4,)" + 8 (PDp,) (PDg,)" +8; (PDa,) (PDa,)" + 8 (PD;) (PDs,)" .
(171)

Segue a realizacdo de uma transformacgdo de congruéncia em (170) com a matriz ndo sin-
gular diag [P~' I I]. Denotando X = P~' e M; = K;P"', obtém-se as LMIs em (160). Se-
gue a realizacdo de uma transformacdo de congruéncia em (171) com a matriz ndo singular
diag [P_l 111 I}. Denotando X = P! e M; = KjP_l, com I:ij = P_IUUP_I, obtém-se as

LMIs em (161).

De acordo com o método direto de Lyapunov, se V(x*(v)) > 0 e V(x*(v)) < 0, para todo

x*(v) # 0, entdo o sistema em (158) é assintoticamente estavel, isto é, lim x*(v) = 0. Dado

. x /.0 T * . ~ . _
que tlggx (t*)T'(a+1)) = vlglgox (v) =0, entdo }ggx(t) =0.

V—ro0

]
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Observacao 11. Quando os sistemas em (146) e (157) estdo isentos de incertezas ( AA; =0 e
AB; = 0 para o iltimo), as LMIs em (159), (160) e (161) se reduzem as LMIs do Teorema 26.
Em perspectiva, pode-se considerar de que forma a abordagem com incertezas politopicas é

capaz de sintetizar a abordagem apresentada nessa se¢do.

6.4 CONTROLE CHAVEADO DE SISTEMAS TAKAGI-SUGENO DE ORDEM FRACIO-
NARIA

Considere o sistema fuzzy T-S em (146) com parametros incertos agregados as fungdes de

pertinéncia, representados por f3:

“DEx(t) = ¥ i (1), B) [Aix(r) + Bu(t)] = A (h(z(t).B))x(r) + B(h((1), B)) u(t).  (172)

=1

~.

6.4.1 Caso 1: sistemas fuzzy com matriz conhecida B(h(z(¢),$)) = B

Um controlador chaveado serd proposto para o sistema fuzzy T-S em (172). Considere a
matriz isenta de fun¢des ndo lineares e de pardmetros incertos B(h(z(),)) = B. Assim, tem-se

as seguintes equacoes dindmicas:
“DEx(t) = A(h(z(t), B))x(t) + Buls). (173)

Seja a lei de controle chaveada para sistemas fraciondrios lineares dada em (124). Adotando
uma lei de controle chaveada andloga para o modelo fracionério fuzzy em (173), obtém-se as

equagdes do sistema realimentado:
-
“D'x(1) = A(h(z(t), B))x() + Buo (1 Z ) (Ai—BKo)x(r).  (174)

Teorema 29. Sejam as LMIs do Coroldrio 3 factiveis. O Coroldrio 3 trata do sistema Caputo

em (146), com By = By = - -- = B, = B, realimentado com a lei de controle em (147). Neste caso,

foram obtidos os ganhos K; = M;X “lie K,. Entdo a lei de controle chaveada em (124) torna

o ponto de equilibrio x = 0 do sistema Caputo em (173) Mittag-Leffler estdvel, para qualquer
€ (0,1].

Demonstragdo. E similar a demonstracdo do Teorema 23, considerando neste caso o modelo

fuzzy para o sistema ndo linear, com as fungdes de pertinéncia h;(x(z)) >0,i=1, ---, re
r

;hi(x(t)) = 1. O

Note que a técnica do controle chaveado ndo necessita das fungdes de pertinéncia h;(z(¢), B),
ieK,.
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Observacio 12. E salientado que através do Coroldrio 3 sdo projetados os ganhos K, i € K, e
ug <
0, para todo x # 0. Do teorema anterior, CD,O‘V(x(t))uﬁ < 0 implica em “DXV (x(1))y, <0, para

amatriz P=X"', envolvidos na lei de chaveamento em (124), o que implica em “D*V (x(t))

todo x # 0. Logo, o ponto de equilibrio x = 0 do sistema fuzzy realimentado em (174) é Mittag-
Leffler estdvel.

6.4.2 Caso 2: sistemas fuzzy com a matriz B(h(z(t),[3)), contendo nao linearidades e
parametros incertos

Considere o sistema fuzzy com incertezas em (172):

CD?‘)?(f)rZ A(h(z(t), B))x(t) +B(h(x(r), B))u(z),
A(h(z(1),B)) = ;hi(Z(t),ﬁ)fTi, B(h(z(1),B)) = ) hilz(t), B)B:.

Procedendo de maneira andloga a Secdo 5.3.2, obtém-se o sistema equivalente:

‘D¥x(t) = A(h(z(t), B))x(t) + Bv(1), (175)

5C\T

" aGhe), ) = [AEEOP) g(h(z(”’ﬁ”] ¢ B-

com x(t)=

Ole’l 0m><m

Xn+m

Retorna-se, pois, ao Caso 1 e € possivel adotar o mesmo procedimento para projetar a lei de
controle chaveada v(t) = —Kxx(), Ko € R™ "™ Entretanto, novamente poderé ser adotada
a lei de chaveamento em (130), a qual inclui matrizes auxiliares Q; € R™", j € K,, através das
quais define-se o indice 6 do chaveamento. Esta lei estd fundamentada na redugdo do limite

superior da derivada de Caputo da fun¢do de Lyapunov.

Teorema 30. Para o sistema em (172), realimentado com a lei de controle chaveada em (130),
suponha a existéncia de matrizes simétricas X, Z;, Q; € R™ " matrizes M ;e R i jekK,

e um escalar y > 0, tais que as LMIs:

X >0,
—BiM;—M]B] —Z;—Q; <0, (176)
XAT +AX +7Z+0i+27X <0,

sdo factiveis. Entdo a lei de controle chaveada em (130) torna o ponto de equilibrio x =0
do sistema em (172) Mittag-Leffler estdvel, com taxa de decaimento maior ou igual a 7y, com
éj = X_leX_1 eK;= MjX_1 os ganhos do controlador.

Demonstracdo. E similar a demonstragdo do Teorema 24, considerando neste caso o modelo
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fuzzy para o sistema ndo linear, com as fungdes de pertinéncia h;(x(z),B) >0,i=1, ---, re

_Zr‘ihi(x(t),ﬁ):l. [l

6.5 EXEMPLO NUMERICO

Para a solucdo das restricdes em LMIs, foi utilizado o solver SeDuMi (STURM, 1999) no
ambiente do software MatLab®. As simulagdes utilizam o algoritmo fundamentado na relacao

entre a derivada de Caputo e a de Riemann-Liouville, apresentado na Se¢do 4.4.2.

Exemplo 10. (Controle Chaveado, matriz constante B) - Seja o sistema de Lorenz de ordem

a € (0,1] (LL; YAN, 2007), acrescido de uma entrada de controle u(t) = | ui(t) ua(t)

CD;xxl(t) = —),lxl(t) —|—)\,1XQ(I) +3u1(t),
“Dxy(t) = Apxy (1) — x2(2) — x1(£)x3(2) + 3ua (1), (177)
CD[OCX3(Z‘) =X (l‘)xZ(l‘) —13)(3(1‘) —+ uy (l‘) —|—u2(t).

No sistema de Lorenz cldssico, os valores nominais para o surgimento de caos sdo: A, =
10, A2,, =28 e A3,, = 8/3. Conforme Petrés (2011), no sistema de Lorenz fraciondrio, uma con-
di¢ao necessdria para o surgimento de caos, com os referidos valores nominais dos pardmetros,
€ o > 0,9941, sendo satisfatoria a ordem o = 0,995. A Figura 11 apresenta a trajetoria cadtica
do sistema de Lorentz de ordem o = 0,995, nos valores nominais, com passo de integracao
0,005 e em 70 segundos de simulagdo. As condicdes iniciais xo = [—15 5 S]T e as condi¢cdes
finais xy = [1,3616 —0,0004 21,9016]T estdo representadas por um quadrado preto € um

circulo vermelho, respectivamente. A Figura 12 apresenta a evolugao cadtica dos estados.
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Figura 11 - Plano de fase do sistema de Lorenz de ordem o = 0,995, em malha aberta.

Fonte: Préprio Autor

Figura 12 - Evolucdo das varidveis de estado do sistema de Lorenz de ordem o = 0,995, em malha
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Fonte: Préprio Autor
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O sistema de Lorenz serd representado por modelos fuzzy T-S e submetido ao controle
chaveado. Considere que os pardmetros A e A3 sdo incertos e podem assumir qualquer valor

dentro de uma porcentagem dos seus respectivos valores nominais:

Mon(1=d) <A < Aoy (1+4d),

(178)

com 0 < d < 1. A regido do sistema de malha aberta na qual os estados x;(¢), x2() e x3(¢)
excursionam quando Ay € [y, (1 —d), Az, (1+d)] e A3 € [A3,(1 —d), A3,(1+d)] estd contida
na regido do sistema de malha aberta na qual os estados x;(z), x»(¢) e x3(¢) excursionam para
A = A, (1+d) e A3 = A3,(1 +d), isto é, quanto maior o valor que os parimetros A; e A,
assumem, maior é a regiio em que os estados x| (¢), x»(¢) e x3(¢) excursionam. Serd adotado no
projeto do controlador chaveado o valor d = 0,2. A Figura 13 apresenta os perfis nos planos
X1X2, Xox3 € x3x; do sistema em malha aberta para A} = 4, =10, A, =28 x 1,1 =30,8 ¢
A3 = (8/3) x 0,9 =2,4, com passo de integracdo 0,001, tempo de simulagdo de 70 segundos
e condi¢do inicial xo = [—15 5 S]T. Novamente, a condi¢do inicial estd representada por um

quadrado preto e a condi¢ao final por um circulo vermelho.

Figura 13 - Plano de fase do sistema de malha aberta parad = 0,2, ; = 10, ; = 30,8 e A3 = 2,4.

60
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40
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X 30

20

Fonte: Préprio Autor

Logo, o intervalo de atragdo do sistema de Lorenz pode ser dado por: —30 < x;(¢) < 30,
—40 < xp(t) <40, 0 < x3(t) < 60. Diante disso, o dominio de operagdo D das varidveis de
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estado e das incertezas pode ser especificado:

Dz{w:(xl(t),xz(t)7X3(t), Aoy A3) €RS . 30 < xi(1) < 30; —40 < x2(r) < 40;

0<x3(f) <60; 22,4< 2, <33,6; 2,13< A3 < 3,2}.

(179)
Para o« = 0,995 e A} = A4,, = 10, as equagdes em (177) podem ser escritas como:
x1(t) —10 10 0, | [x(¢) 30 .
u
DM o) = 1 —1 0| [w@)]|+]0 3 [ l(t ] , (180)
us
x3(1) fir 0 fi3] [x3(t) 11
com fr1 = Ay —x3(t), f31 = x2(t) e f33 = —A3. Para obter os modelos locais da representagdo

exata do sistema ndo linear € necessdrio determinar os valores maximos e minimos que as

funcgdes f>1, f31 € f33 assumem no dominio D. Esses valores sdo:

ay = max{le} = 33,6, az| = max{f31} = 40, az| = max{f31} = —2,13,
ayy =min{fo1} = —37,6, a3 =min{fz1} =—40, a3 =min{f3}=-3,2.

E omitido aqui o procedimento similar descrito em Taniguchi et al. (2001) para a obten-
cdo da expressdo das funcdes de pertinéncia hy, ---, hg. A saida final do sistema fuzzy é
r

.
cDMPx(1) = Z hiAix(t) + Z hiB;u(t), cujos modelos locais sdo:
i=1 i=1

—-10 10 O [ —10 10 0
A= -376 -1 0 |, A4a=| =376 -1 0 :
| 40 0 3,2 | 40 0 -2,13 |
—-10 10 0 | [ —10 10 0 |
As=| -376 -1 0 |, A4=]| =376 -1 0 : 30
40 0 -3,2 40 0 -2,13| Bi=|0 3|,
- - - Z (181)
—10 10 0 ~10 10 0 11
As=| =336 -1 0 |, Ag=1| —-33,6 -1 0 , i=1,--,8.
40 0 3,2 | 40 0 —2,13 |
—-10 10 0 | [ —10 10 0 |
Ar=1|-336 -1 0 |, Ag=1| -33,6 -1 0 :
40 0 3,2 40 0 -2,13 |

O sistema serd controlado para um dominio de incertezas de 20% em torno do valor nominal
dos pardmetros A, e A3. Sendo a matriz B constante, o Coroldrio 3 € utilizado para calcular os

ganhos K;,i =1, ---, 8 que compde o chaveamento, bem como a matriz P que participa da lei



91

de chaveamento, respectivamente:

g | 430 32478 —14,8915_7 Ko | 42160 31,8827 —14,5704"
38,0809 —2,3736 —2,0039 37,6927 —2,4214  —1,6260
Ko [ 19,3787 —57,7521 32,7465 | ke [ 19,5476 —58,3482 33,0676 | |
44,4356 17,1957 —7,0495 44,8238 7.1479 —6,6716
Ko [ 11,4348 59,2472 —2970241', Ko - [ 11,2659 58,6512 —28,7030-’
38,8275 —5,2125 —0,5070 38,4393 —5,2602 —0,1291
K- [ 12,3288 —30,9836 18,6139 ', Ko [ 12,4977 —31,5797 18,9350-’
43,6891  4.3568 —5,5526 44,0772 4,3090 —5,1747

1,4022  0,3279 —0,8851
P=103279 11,2449 —0,6572
~0,8851 —0,6572 2,7370

A Figura 14 apresenta a simulacao da metodologia para o sistema em (177), com os para-
metros A, = 30,8 e A3 = 2,4. O sistema inicialmente estd em malha aberta a partir da condigao
inicial xo = [—15 5 5] e o controle chaveado passa a atuar depois de 3 segundos a partir das
condi¢des x = [6,6147 7,7634 25,7101].

Figura 14 - Sistema de ordem o = 0,995 incerto submetido a lei de controle chaveada em (124).
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Fonte: Préprio Autor
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6.6 CONCLUSOES PARCIAIS

Este capitulo propds o projeto de controladores para sistemas fraciondrios nao lineares in-
certos segundo a derivada de Caputo e descritos por modelos fuzzy Takagi-Sugeno. O controle
utiliza a realimentacdo do vetor de estado. Os ganhos sdo projetados através de desigualdades
matriciais lineares, os quais podem incluir taxa de decaimento Mittag-Leffler. Como foco deste
capitulo, € proposto o projeto de controladores chaveados, fundamentado na minimizagao do
limitante superior de “D*V (x(t)), através da compensacdo distribuida paralela, o qual dispensa
o conhecimento das fung¢des de pertinéncia do modelo fuzzy. O sistema de Lorenz fracionério

foi utilizado para validar a teoria.
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7 CONTROLE ROBUSTO DE SISTEMAS LINEARES DE ORDEM
FRACIONARIA COM REALIMENTACAO o-DERIVATIVA VIA LMI

Este capitulo propde o projeto de controladores para sistemas lineares Caputo incertos uti-
lizando LMIs. O controle € realizado através da realimentacdo da derivada de Caputo do vetor
de estado, com o ganho de realimentacao projetado. Novamente, a respeito das incertezas poli-

topicas, as seguintes notacoes serdo utilizadas ao longo deste capitulo:

Kr:{l,z,--- ,r}, FEN, (A,B,K)(ﬁ) = Xr:ﬂi(Ai,Bi,Ki),
s (182)
[3: [ﬁlaﬁZ? Ty Br]v ﬁiz(), ;Bl: 17

sendo r = 2° e s 0 nimero de pardmetros incertos distintos do sistema fracionario linear. Con-

sidere a definicdo a seguir:
Definicio 15. Seja o sistema Caputo incerto de ordem o € (0, 1], linear e invariante no tempo:
“DEx(t) = A(B)x(r) + B(B)ult), (183)

em que A(B) € R™" tem posto completo (det(A(B)) #0), B(B) € R™™, x(t) € R" é o vetor

de estado e u(t) € R™ é o vetor de entrada.

Suponha que apenas a derivada de Caputo de ordem o € (0, 1] das varidveis de estado esteja
disponivel para realimentacdo. Nesse caso, serd utilizada a seguinte lei de controle com ganho
de realimentacdo K € R™*":

u(t)= —K{°D¥x(1)}. (184)

Substituindo (184) em (183), obtém-se as equagdes do sistema realimentado:
Di‘x(t) = A(B)x(t) — B(B)K {*Df*x(t)} = °Dfx(1) = (I+B(B)K) 'A(B)x(r), ~ (185)

com a hipétese de que (I + B(B)K) € R"" possua posto completo. Diante disso, tem-se o

problema:

Problema 1. Encontrar uma matriz K € R™" tal que as seguintes condicoes sejam vdlidas:

e (I+B(B)K) € R™" tenha posto completo,

e O ponto de equilibrio x = 0 do sistema realimentado em (185) é Mittag-Leffler estdvel.
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O teorema proposto a seguir € uma extensao em sistemas de ordem fracionaria do Teorema

3, aplicado aos sistemas de ordem inteira, estabelecido em Assuncao et al. (2007).

Teorema 31. Uma condicdo suficiente para a solugdo do Problema 1 é a existéncia de matrizes
Q=0T eRY”" ey € R™" tais que as LMIs:

0 >0, (186)

QA] +A;Q+B; YAl +AY"BY <0,

l?.]:17 ey h

(187)

sdo factiveis. Nesse caso, um ganho do controlador que estabiliza o sistema Caputo em (183)

para qualquer valor de o, € (0,1] é dado por K =Y Q.

Demonstragcdo. Suponha que as LMIs em (186) e (187) sdo factiveis. Multiplicando ambos os
lados de (187) por f3;f3;, segue de (182) que:

0Y BAT +Y BAQ+ Y BBYY BAT +Y BAY" Y BB}
i=1 = = i=1 i= =

1 1

= QA(B)" +A(B)Q+B(B)YA(B)" +A(B)Y"B(B)" <0.
Substituindo Y = KQ, obtém-se:

(1+B(B)K) QA(B)" +A(B)Q(I+B(B)K)" <0. (188)

Para toda matriz ndo simétrica M € R™", se M +M" < 0 entdo M tem posto completo.
Logo, de (188), tem-se que (I +B(B)K)QA(B)T tem posto completo ¢ (I+ B(B)K) também
tem posto completo, o que € requerido no Problema 1. Mediante esse fato, multiplicando (188)

T
a esquerda por (I+B(B)K) ™' e a direita por [(I—l—B(B)K)_1 , obtém-se:

T

QAB)" [(1+B(BIK) '] +(1+BB)K) ' A(B)Q <.

Multiplicando  direita pela matriz ndo singular P = Q! e 4 esquerda por P =P =0 !

T
AB) |(+B(BK)| P+P(+BB)K)A(B) <o0. (189)
Seja a candidata a fungdo de Lyapunov a funcio quadrética V (x) = x(¢)T Px(¢), com PT =

P > 0. E reconsiderada, nesse ponto, a inequagio em (101), mediante o Lema 4. As equagdes

em (185), substituindo-as em (101), obtém-se:

“DEV (x(1)) < x()" {A(B)T [(1+BB)K)™"]" P+ P(I+ B(B)K) "A(B) } x(r).
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Conforme o Teorema 17, o sistema é Mittag-Leffler estdvel se “D*V (x(z)) < 0, para todo

x(t) # 0. Uma condigdo suficiente equivale a desigualdade em (189). [

Com relagdo a taxa de decaimento, o teorema proposto a seguir € uma extensao em sistemas
Caputo de ordem o € (0, 1] do Teorema 4 aplicado aos sistemas de ordem inteira, estabelecido
em Assuncao et al. (2007).

Teorema 32. O sistema realimentado em (185) possui taxa de decaimento Mittag-Leffler maior

ou igual a Y se existem matrizes Q € R"" e Y € R™", tais que as LMIs:

0 >0, (190)
QA +AQ+BYAl +AY"BT Q+BjY
Q+Y'B] —z—yQ (191)

iujzla sy h
sdo factiveis. Nesse caso, um ganho do controlador que estabiliza o sistema Caputo em (183)

para qualquer valor da ordem o, € (0, 1] é dado por K = Yol

Demonstragdo. Suponha que as LMIs em (190) e (191) sdo factiveis. Considerando o comple-
mento do Schur (BOYD et al., 1994), tem-se:

QAT +A:Q+BYAT +AY"B} <0, i, jeK,

que corresponde as LMIs em (187). Assim, de maneira similar a prova do Teorema 31, segue

que a matriz (I + B(f)K) tem posto completo. Ainda do complemento de Schur:

QA +A;Q+B; YAl +AY BT + (0+B;Y) (2y0~ ") (0+Y"BY) <0 i, jeK,.
Multiplicando ambos os lados por 3; ]2 segue de (182) que:
Q) BiAi + Y BAiQ+ Y BiBjY ) BiAi +) BiAY" Y B;Bj
i=1 i=1 j=1 i=1 i=1 j=1

+ <Q+ Z ﬁijY> 2y ™) <Q+YT Z BJ-BJT> <0, i, jeK,,
j=1 j=1
QA(B)" +A(B)2+B(B)YA(B)" +A(B)Y"B(B)" +(Q+B(B)Y) (2v0~") (@ +Y"B(B)") <O0.
Substituindo ¥ = KQ, obtém-se:

(I+B(B)K) QA(B)" +A(B)Q(I+B(B)K)" + (I1+B(B)K) (2yQ) (I + B(B)K)" <.

T
Considerando P = Q! e multiplicando 2 direita pela matriz ndo singular | (I + B(B)K )_1 P
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e a esquerda por P (I + B(B)K) ™", chega-se a desigualdade:

A(B)T [(HB([%)I()‘1 TP+P(I+B(B)K)_1A([3) < —2yP. (192)

Seja a fungdo de Lyapunov do tipo quadratica V (x(t)) = x(r)” Px(t), com PT = P > 0. Para

o sistema realimentado em (185), satisfazendo aos Lemas 4 e 8, tem-se:

“DEV (x(1)) < x(0)" {A(B)" [(1+B(BYK) ™) P+PU+B(BIK)AB) fx(r) < ~2yx(1) Px(r).

Conforme o Lema 8, o sistema é Mittag-Leffler estdvel e considera taxa de decaimento
maior ou igual a ¥ se “D*V (x(r)) < —2yV (x(t)), para todo x(r) # 0. Uma condi¢do suficiente
equivale a desigualdade em (192). [

7.1 EXEMPLOS NUMERICOS

Para a solucdo das restricdes em LMIs, foi utilizado o solver SeDuMi (STURM, 1999) no
ambiente do software MatLab®. As simulagdes utilizam o algoritmo fundamentado na relacao
entre a derivada de Caputo e a de Riemann-Liouville, apresentado na Secdo 4.4.2, com passo

de integracdo p = 0,0005.

Exemplo 11. (Taxa de Decaimento) - Considere o sistema linear de ordem oo = 0,9 e invariante

no tempo:
cn0,9
D, x1 (1) —10 0 57 [ x(0) 10
D0 | =1 1 2 =2 || x0)|+|0 1 |u@. (193)
‘D> x3(1) 1 =3 0| x0) 11

O sistema ¢é realimentado com a lei de controle a-derivativa em (184). Utilizando as LMIs
em (190) e (191), para o sistema isento de incertezas, obt€ém-se as seguintes matrizes de ganho,

incluindo ta taxas de decaimento Y = 0,5 e Y = 5, respectivamente:

K —0,5165  1,0358 —0,6948] [—0,1816 0,9070 —0,8347
0,5 = y A5 =

0,2730 —1,0693  0,1848 0,0072 —1,0509  0,0962 |
(194)

Conforme a Figura 15, o sistema em malha aberta evolui de forma instdvel a partir de uma
condi¢do inicial xo = [1 1 1]7 e pode ser controlado sob as referidas taxas de decaimento. A
Figura 16 mostra as localiza¢des dos autovalores A do sistema realimentado para as duas taxas
de decaimento, os quais estdo inseridos na regido de estabilidade do sistema controlado dado
por (184), (193) e (194). Essa regido € definida pelo Teorema 15.
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Figura 15 - Comportamento do sistema linear de ordem a = 0,9 em (193) submetido a lei de controle
a-derivativa em (184).
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Fonte: Préprio Autor

Figura 16 - Localizagdes dos autovalores para y = 0,5, representados por (*) em azul e para y = 5,
representados por (0) em vermelho.
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Exemplo 12. (Taxa de Decaimento, Sistema Incerto) - Considere o sistema baseado em (193),

agora contendo os pardmetros incertos a e b:

DYx; (1) 10 0 57 [x0) 10
D% | = « 2 =2 || x@ |+|0 1|, (195)
‘D> x3(1) b =3 0] | xs() 11

com0,5<a<1,5¢0,5<b<1,5.

O sistema ¢é realimentado com a lei de controle o-derivativa em (184). Da factibilidade das
LMIs em (190) e (191), obtém-se as seguintes matrizes de ganho, com taxas de decaimento
Y=0,2 e y= 2, respectivamente:

—0,7337 1,2578 —0,6096 —0,2488  0,9285 —0,7996

KO72: 7K2:
0,5041 —1,1432  0,4129 0,0050 —1,1069  0,1240

(196)

Conforme a Figura 17, o sistema em malha aberta evolui de forma instdvel a partir de uma
condigdo inicial xo = [I 1 1]7 e pode ser controlado sob as referidas taxas de decaimento. A
simulagdo utiliza o vértice que contém a = 0,5 € b = 0,5. A Figura 18 mostra as localizacdes
dos autovalores A do sistema realimentado para as duas taxas de decaimento, os quais estdo
inseridos na regido de estabilidade do sistema controlado dado por (184), (195) e (196). Essa
regido € definida pelo Teorema 15. A simulac@o utiliza os valores de a € b com um passo de

0, 1 no seu respectivo intervalo especificado, incluindo todas os arranjos de valores.

Figura 17 - Comportamento do sistema linear incerto de ordem a = 0,9 em (195) submetido a lei de
controle ¢-derivativa em (184).

Sistema em Malha Aberta

—
= 2000 T T T T T T T T
2 —n) j
1000 f| = — = 2(t) -7
= |- w®) e -
= 0 S 1
8 S
-~ -1000 |
< R
= 2000 I I I I I I I I I
8 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
t[s]
— Sistema Realimentado, Taxa de Decaimento v = 0.2 — Sistema Realimentado, Taxa de Decaimento v = 2
15 T T T T T T T — 1% 1.5 T T T T T T T : :
= & w1 (t)
< ()
~ —==x3(t)]]
3 3(t)
04 06 08 1y[gt2 14 16 18 2
Entrada de Controle, Taxa de Decaimento v = 0.2 Entrada de Controle, Taxa de Decaimento v = 2
10 T T T T T T T : : 10 T T T T T T T T T
= wu(t)|| <
~— 5P n ~= =
SN e —omup(f)f 5 o\
R e = . /
~= P =
= L. = a0ff u(t) f
— 5t 1 =107
3 s ——-=uy(t)
10 . . . . . . . . . 20 . . . . . . . : :
0 02 04 06 08 1¢[s]t2 14 16 18 2 0 02 04 06 08 1f[s]t2 14 16 18 2

Fonte: Préprio Autor



Figura 18 - Localizagdes dos autovalores para y = 0,2, representados por (*) em azul e para y = 2,
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8 CONCLUSOES GERAIS

Este trabalho considera a dinamica fraciondria de sistemas lineares ou ndo lineares, autono-
mos ou ndo autdnomos e fornece uma metodologia para o projeto de controladores robustos em

sistemas fraciondrios Caputo de ordem o € (0, 1].

Conforme apresentado no Capitulo 4, € possivel extender o método direto de Lyapunov
para sistemas fraciondrios de ordem o € (0, 1]. Basicamente, se existe uma candidata a fungéo
de Lyapunov V (x(z)) > 0, tal que “D¥V (x(¢)) < 0, para todo x # 0, entdo a estabilidade do
sistema € exibida. Este método € valido para uma defini¢ao arbitrédria de derivada fracionaria,
em particular para a derivada de Caputo, Riemann-Liouville e Griinwald-Letnikov. Em sequén-
cia, sdo apresentados lemas inseridos no contexto do método direto de Lyapunov fraciondrio,
quando utilizada a derivada segundo Caputo. Por exemplo, mediante o Lema 4, tem-se que
D]V (x(t)) = 2xT (t)°Dx(¢), em que °D;"V (x(¢)) denota o limitante superior de DXV (x(t)),
resultado este utilizado em toda a sequéncia deste trabalho na dedu¢do de condi¢des em desi-

gualdades matriciais lineares que garantem a estabilidade assintética do sistema.

O Capitulo 5 propde o projeto de controladores robustos chaveados para sistemas fraciond-
rios Caputo lineares de ordem o € (0, 1], via realimentagio do vetor de estado e compensagdo
distribuida paralela. Os ganhos do controlador foram calculados através de condi¢des suficien-
tes em desigualdades matriciais lineares, fundamentadas na estabilizagdo quadratica e podendo
incluir taxa de decaimento maior ou igual a y. A taxa de decaimento Mittag-Leffler, incorpo-
rada no projeto dos ganhos de realimentacdo, diminui o tempo de estabelecimento das respostas
do sistema fraciondrio. Exemplos numéricos validam a teoria. O Capitulo 6 propde o projeto
de controladores robustos chaveados para sistemas fraciondrios Caputo nio lineares de ordem
o € (0,1] descritos por modelos fuzzy Takagi-Sugeno, via realimentagdo do vetor de estado
e compensacao distribuida paralela. Novamente, os ganhos do controlador foram calculados
através de condigdes suficientes em desigualdades matriciais lineares, fundamentadas na estabi-
lizagdo quadrdtica, incluindo ou ndo a taxa de decaimento. O projeto para o sistema de Lorenz
valida a teoria. O controle chaveado dispensa o conhecimento das fun¢des de pertinéncia da
descricdo exata em sistemas Caputo fuzzy Takagi-Sugeno. O Capitulo 7 novamente trata do
controle robusto de sistemas lineares, agora utilizando a realimentacao da derivada de Caputo
do vetor de estado. Sdo calculados ganhos robustos do controlador através de desigualdades

matriciais lineares, os quais também incorporam taxa de decaimento.
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8.1 TRABALHOS FUTUROS

e Em Galvao et al. (2013), a planta de ordem fraciondria representa com maior precisao
o comportamento real do sistema fisico em andlise. Dessa forma, pretende-se aplicar a
teoria deste trabalho em sistemas fisicos de natureza fraciondria ou em modelos de ordem

fraciondria que melhor descrevem sistemas fisicos.

e Neste trabalho a taxa de decaimento considera apenas o semi-plano complexo esquerdo.
Entretanto, conforme o Teorema 15, a regido de estabilizacdo do plano complexo consi-

derando taxa de decaimento pode ser ampliada e redefinida.

e Na metodologia em Sabatier, Moze e Farges (2010), por exemplo, condicdes em LMIs
necessdrias e suficientes sdo propostas para verificar a estabilidade de sistemas de or-
dem a € (0,1). Pretende-se propor condi¢des necessdrias e suficientes de estabilizag¢do
baseadas em LMIs.

e Para a utilizagdo prética pretende-se considerar indices de desempenho, como a restricao
da norma dos ganhos do controlador e/ou a saturacdo do sinal de controle, considerando
uma regido de operacdo do sistema, baseando-se na metodologia proposta nos trabalhos
de Assuncdo et al. (2007), Alves et al. (2016) e Oliveira et al. (2018), aplicada a sistemas

de ordem inteira.

8.2 PUBLICACAO

Trabalho completo publicado em anais de congresso nacional:

KUZMINSKAS, H.; TEIXEIRA, M. C. M.; LIMA, A. A. de; ASSUNCAO, E.; CARDIM,
R.; JACYNTHO, L. A. Condi¢des em LMIs para estabilidade Mittag - Leffler e taxa de de-
caimento de sistemas de ordem fraciondria com realimentacdo de estados « - derivativa. In:
CONFERENCIA BRASILEIRA DE DINAMICA, CONTROLE E APLICACOES - DINCON,
2017, Sao José do Rio Preto. Anais... Sdo José do Rio Preto: [s.n.], 2017. p. 1-7.
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9 APENDICE A - FUNCOES DO CALCULO FRACIONARIO

9.1 FUNCAO GAMA

Para o € [0, 0], a fung¢do gama de Eiiler I'() é definida como (OLIVEIRA, 2014):
(o) = / e 1% Lar. (197)
0

Pode-se demonstrar que:
e Para todo o > 0 a fungdo I'(ax) é convergente;
e SeI'(a) é convergente para todo o > 0, entdo I'(a + 1) = al'(«);

e Da defini¢do em (197) tem-se I'(1) = 1. SeI'(a+ 1) = al'() entao I'(2) = 1, T'(3) =2
e [(n+ 1) = n!. Isto significa que I'() é o fatorial do nimero (@ — 1) € N. E, pois,
aceitdvel considerar a fung¢ao I'(a) como o fatorial do nimero real positivo (o — 1). Esta

generalizagao € utilizada na integral fraciondria de Riemann-Liouville, a qual demanda o

fatorial de um ndmero real .

‘o . _ . " R
Da série de McLaurin tem-se que ¢ ' = lim (1 — —) . Essa expressdo € utilizada para
n—oo n

explicitar todo o dominio da fungéo I'(@):
(o) = / llim (1-2) } = tim [ (1-2) @ ar
0 |n—ee n n—oo J( n

. t .
Da mudanca de varidvel 4 = —, obtém-se:
n

1 1
Da) = lim [ (1=)" (un)® " (nde) = lim n® [ (1 =) ™t (198)

n—oo J( n—soo
Da n-ésima integracdo por partes:

1 1 1
F(OC) = lim naﬁ (1 —,Ll)n_luadu — lim nOt”(”_))‘/O (1 —,U)n_z,LLOH—Id‘LL,

n—yoo o Jo n—o0 (X((X—|—1
n(n=1)-n—(n—1)] ! |
= lim n® / 1— )" "u* " au,
@ ) a1 Jo L THH H
-1 —(n—1 1 !
= lim n% nn—1)[n=(n—1)] = lim n® ! :
n—seo oo+ 1)---[a+(n—1)]o+n n=e ala+1)(+2):--(a+n)
Assim, I'(@) estd definida para todo real a, exceto nos pontos z = —n, ---, —1,0. A Figura

19 mostra o grafico de I'(@), para & € (—6,6).



103

Figura 19 - Fungdo Gama.

Fonte: Préprio Autor

9.2 FUNCAO BETA

A funcdo beta é definida como a convolucio entre as funcdes ! e 12 ap, o € R,
avaliadaemt = 1:

1

B(ay, o) = [(t% 1) = (12 )] _, :/ (11— )%, (199)
- 0

.. F(ocl)l"(ocz)
Em Ol 2014 tra- d Bloy,p) = —————.
m Oliveira ( ) encontra-se uma prova de que B(a;, o) T(oy + 00)

9.3 FUNCAO MITTAG-LEFFLER

A funcgdo exponencial compde a solucao de sistemas de ordem inteira. As funcdes Mittag
Leffler sdio uma generaliza¢do da funcao exponencial e compde a solucdo de sistemas de ordem

fraciondria. A funcio Mittag-Leffler de dois parametros € definida da seguinte forma:

Zk

Eqp(z) = Z T(ka+ )’

k=0

(200)

coma, B >0ezeC. Para B =1, denota-se Eq 1(z) = E¢(z). Quando & = 8 = 1, a fungdo
Mittag-Leffler se reduz a fungao exponencial:

[

Eii(z) =Y,

k=0

< —ii—ez (201)
Ck+1) &Skt
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