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RESUMO

Supor a existéncia de um comprimento minimo para medidas de posi¢do, a qual denotaremos por ¢,
implica que as derivadas espaciais ndo poderdo ser realizadas conforme o habitual, pois o limite de Ax
tendendo a zero, deixa de fazer sentido. A partir desta ideia, levantamos a hipdtese que a existéncia do
comprimento minimo ¢, no espago das posi¢des x, perturba a natureza do momento canonicamente
conjugado p, de modo que ele seja transformado em um novo momento . E a relacdo de comutacdo
entre © e o operador de posi¢do z, seja dada por [z, 9| = iMq(@), onde Mq(@) ¢ o operador de
translagdes minimas, que estd intimamente ligado ao comprimento minimo do espago ¢g. Contudo,
podemos definir, um operador K (¢), tal que, [, K ($)] = ih, e mostrar que para cada escolha de
M,($), existe um K (g) diferente, onde identificamos K, como o operador de momento candnico
na presenca do comprimento minimo. Mostraremos, que a mecanica quantica com comprimento
minimo, pode ser vista como uma transformac¢do canOnica, vamos visitar a literatura para ilustrar
alguns modelos de mecanica quantica com comprimento minimo. Faremos uma discussdo sobre
o oscilador harmonico, e por fim faremos uma estimativa para o valor de comprimento minimo g,

introduzido na hipdtese.

PALAVRAS-CHAVE: Mecanica quantica com comprimento minimo. Principio de incerteza genera-

lizado. Transformacgdo candnica.



ABSTRACT

Assuming the existence of a minimum length for position measurements, which we will denote by ¢,
implies that the spatial derivatives cannot be performed as per usual, since the limit of Ax tending to
zero no longer makes sense. From this idea we hypothesize that the existence of the minimum length
q in the space of positions x disturbs the nature of the canonically conjugated momentum p, so that
it is transformed into a new momentum g, and the commutation relation between © and the position
operator &, is given by [Z, 9] = Z'Mq(@), where Mq(p) is the minimum translation operator, which
is closely related to the minimum length of the space q. However, we can define an operator K (©)
such that [, K ()] = i and show that for each choice of M, () there is a different K (), where we
identify K as the canonical momentum operator in the presence of the minimum length. We will show
that quantum mechanics, with minimum length, can be seen as a canonical transformation, and we will
visit the literature to illustrate some models of quantum mechanics with minimum length. We discuss
the harmonic oscillator, and finally we will calculate the minimum length value ¢, introduced in the

hypothesis.

KEYWORDS: Quantum mechanics with minimum length. Generalized uncertainty principle (GUP).

Heisenbeg uncertainty principle (HUP). Canonical transformation.
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LISTA DE SIMBOLOS

h Constante de Planck.

c Velocidade da luz.

q Comprimento minimo no contexto de mecanica quantica.

B Constante associada ao comprimento minimo com dimensao do inverso do mo-

mento ao quadrado.

ls Comprimento minimo no contexto de teoria de cordas.
ly Comprimento de Planck.

my Massa de Planck.

m Massa.

Tt Tempo.

w Frequéncia angular.

E Energia.

1 Numero imagindrio.

1 Operador identidade.

* Complexo conjugado.

n,j, N Contadores, nimeros inteiros.

F Fy, Fy Funcdes geradoras.
Y, C Constantes arbitrarias.

Ip—¢) Delta de Dirac entre p e ¢'.

) Variagao funcional.

11 Produtério.

> Somatorio.

/1, B, O Operadores arbitrérios.
a,b,o Autovalores arbitrarios.

la), |b), o)  Autovetores arbitrarios, Kets.
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Autovetores arbitrarios, Bras.
Valores esperados dos operadores, sobre um determinado estado fisico arbitrario.
Operador inverso de A.
Operador desvio aplicado ao operador A.
Variacao do autovalor a.
Ordem de potencias superiores a n.
Estado fisico arbitrario.
Funcao de onda no espaco das posicoes.
Funcdo de onda no espaco dos momentos.
Operador de Posi¢ao.
Operador de Momento na auséncia do comprimento minimo g = 0.
Operador de Momento modificado pela presenca de um comprimento minimo q.
Operador de numero de onda.

Operador de Momento canonicamente conjugado a Z, na presenca de um compri-

mento minimo q.

Operador de diferencas finitas.

Derivada parcial em relacdo ao espaco de posi¢oes a%'
Derivada parcial em relacdo ao espaco de momento a%'
Operador de translacdo espacial.

Operador de translacdes minimas.

Propagador.

Hamiltoniano.

Hamiltoniano modificado.

Lagrangeano.

Acdo.

Coordenada generalizada de posi¢do, autovalor do operador 7.

Coordenada generalizada de posi¢do apds uma transformagdo candnica.



k Coordenada generalizada de momento, no contexto da mecanica cldssica.

K Coordenada generalizada de momento, no contexto da mecéanica quantica com

comprimento minimo, autovalor do operador K.

© Coordenada generalizada de momento ap6s uma transformacgao canodnica, autova-

lor do momento .

Koax Momento maximo.
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1 INTRODUCAO

A introduc¢ao de um comprimento minimo em sistemas quanticos d4 origem a importantes con-
sequéncias que ainda estdo sendo exploradas. Dentre elas, € importante ressaltar que o comprimento
minimo ganha cada vez mais espaco no contexto da gravitagdo quantica, (Amelino-Camelia; Ahluwalia,
2002)) mostra que € possivel formular os postulados da Relatividade com um comprimento minimo
independente do observador, (Garayl |1995) argumenta que a existéncia de uma escala fundamental,
um limite inferior para a existéncia de um comprimento minimo, parece ser uma caracteristica inde-
pendente do modelo da gravidade quantica. Na verdade, diferentes abordagens dessa teoria levam a
esse resultado. Os ingredientes chave para o surgimento desse comprimento minimo, € a unido da
mecanica quantica com a relatividade. Como consequéncia, ndo se pode esperar que nogdes classicas
como causalidade ou distancia entre eventos sejam aplicdveis nesta escala. Eles devem ser substituidos
por alguma outra estrutura, ainda desconhecida.

Também podemos destacar que, o comprimento minimo possui muita importancia em teoria de cordas,
pois uma caracteristica das Teorias de Cordas € o fato de possuirem apenas dois parametros livres
(VENEZIANO,|1986), a velocidade da luz ¢, e o comprimento caracteristico da corda /. Isso significa
que apenas os valores de c e [, ndo resultam do formalismo da teoria, e precisam ser a ela impostos,
devendo ser obtidos de alguma outra forma, por exemplo experimentalmente, onde o parametro [
exerce o papel de comprimento minimo (Giddings, 2013)). Outro ramo da fisica onde o comprimento
minimo tem bastante destaque, € em cosmologia de buracos negros, como por exemplo em (Okcii;
Corda; Aydiner, 2020) o autor considera a relagio entropia drea modificada de DSR-GUP (Doubly
special relativity-Generalized uncertainty principle), e obtém as equacdes de Friedmann modificadas.
Uma vez que GUP implica em um comprimento minimo, o autor encontra um horizonte aparente
minimo, que tem potencial para remover a singularidade do Big Bang, outros trabalhos de cosmologia
de buracos negros podem ser vistos em (Xiang; Wen, [2009), (Saghafi; Nozari; Kamali, [2019).

Para uma leitura mais profunda sobre o tema, comprimento minimo, indicamos (Hossenfelder, 2013])
onde a autora revisa se as leis fundamentais da natureza, limitam nossa capacidade de observar distan-
cias arbitrariamente curtas. Primeiramente, examinando quais percep¢des podem ser obtidas a partir
de experimentos mentais, para medidas de comprimento minimo. Resume o que pode ser aprendido
a partir de diferentes abordagens de uma teoria da gravidade quantica. Em seguida, discute alguns
modelos que foram desenvolvidos para implementar uma escala de comprimento minimo em mecanica
quantica e teoria quantica de campos. Esses modelos entraram na literatura como o principio da
incerteza generalizada (GUP), ou como relagdo de dispersdo modificada (MDR), e permitiram o estudo
dos efeitos de uma escala de comprimento minimo em mecanica quantica, eletrodindmica quantica,
termodinamica, fisica de buracos negros e cosmologia.

Uma outra fonte de revisao do tema é (Tawfik; Diab,[2014), onde o autor revisa a teoria de cordas, fisica
do buraco negro, relatividade duplamente especial (DSR), e alguns experimentos mentais que foram su-
geridos para observar comprimentos minimos e/ou momento maximo. Os modelos que sdo projetados

para implementar a escala de comprimento minimo e/ou 0 momento maximo, em diferentes sistemas
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fisicos, sdo analisados e inseridos na literatura como o Principio da Incerteza Generalizada (GUP). A
existéncia de um comprimento minimo € um momento miximo € preferida por varias observagdes
fisicas. Além disso, assumindo que a relacdo de dispersao modificada (MDR) permite uma ampla
gama de aplicacdes na estimativa, por exemplo, dos pardmetros inflaciondrios, violacdo de invariancia
de Lorentz, termodinamica de buraco negro, desigualdades de Saleker-Wigner, natureza entropica das
leis gravitacionais, Equacdes de Friedmann, medi¢do de tempo minimo e termodinamica das colisdes
de alta energia. Uma das abordagens GUP de ordem superior fornece previsdes para a incerteza de
comprimento minimo. Outro prevé um momento maximo € uma incerteza de comprimento minimo,
simultaneamente. Uma extensa comparag¢do entre as diferentes abordagens do GUP € resumida neste
trabalho.

Enfim, teorias que envolvem comprimentos minimos permanecem como um quebra-cabeca a ser
montado, portanto este trabalho tem o intuito de contribuir nesta montagem, e estd organizado da

seguinte maneira.
Capl’tulo INTRODUCAO, uma breve revisio do tema.

Capitulo[2} CONCEITOS FUNDAMENTALIS, ¢ apresentada de forma sucinta alguns conceitos

fundamentais que serdo essenciais para uma boa compreensao da tese.

Capitulo [3; MECANICA QUANTICA COM COMPRIMENTO MINIMO, é deduzida de maneira
heuristica como deve ser o comportamento do operador momento num contexto de comprimento
minimo, o que nos dard uma dica sobre o que procurar. Assim, postularemos uma hipétese para o
comprimento minimo, buscando suas representagdes no espago dos momentos € mostrar que existe um

novo momento conjugado ao operador de posicao.

Capitulo EI: O COMPRIMENTO MINIMO, vamos mostrar que a mecinica quintica com com-
primento minimo pode ser pensada como uma transformag¢do candnica, visitaremos a literatura para
ilustrar alguns modelos de GUP, discutiremos o oscilador harmonico e por fim calcularemos o compri-

mento minimo introduzido na hipétese.

Capitulo|S; CONCLUSAO, conclusdes e perspectivas futuras.
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2 CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Neste capitulo 2] apresentaremos de forma sucinta alguns conceitos fundamentais, que serdo
essenciais para uma boa compreensdo da tese. Sao conceitos basicos sobre mecanica quantica, como a
ndo comutatividade entre o operador de posi¢do z, e o operador de momento p, uma defini¢do bésica
sobre o espaco dos bras e dos kets, o operador de translagcdes espaciais € 0 momento como gerador de
tais transformacdes, que serdo a base para nossa proposta, assim como a representacdo de momento no
espaco de posicdes, a qual nos fornecerd uma dica de como deveré funcionar a mecéanica quantica com
comprimento minimo. Todos estes conceitos, serdo utilizados para as demonstracdes presentes nos
capitulos posteriores. E por fim, encerramos nossa breve revisdo, com a demonstracao do principio de

incerteza, para o leitor familiarizado com tais conceitos sugiro ir diretamente para o Capitulo 3|

2.1 POSICAO E VELOCIDADE EM FISICA

Classicamente, quando medimos de maneira simultanea a posi¢do e a velocidade de um sistema, de-
terminamos completamente o seu estado de movimento. Portanto, a descricdo completa de um sistema
fisico se d4 medindo em um determinado instante de tempo, todas as suas coordenadas e velocidades,
ou seja, determinando suas equagdes de movimento (LANDAU,|1960). Porém, quanticamente temos
que uma medida, exerce uma “a¢@o” sobre o sistema submetido a medicao, acdo‘ esta que ndo pode
ser tomada o tdo pequeno quanto se queira, pois, quanto mais precisa for a medi¢do, mais forte serd a
”acdo” por ela exercida. Portanto, somente em medidas com pouca precisao, a “acao® € baixa. Assim
temos que classicamente, um sistema possui velocidade e posi¢ao bem definidas, porém quanticamente
ocorre algo distinto, por exemplo, quando o resultado de uma medida, determinar completamente a
posi¢cdo de uma particula, a mesma nao podera dizer nada a respeito de sua velocidade, porém se a
medida determinar completamente a velocidade de uma particula, a mesma nao dird nada a respeito de
sua posi¢ao (LANDAU, 1958). Contudo, esta "imprecisdo” na determinac¢ao instantanea de posicao e
velocidade, forma o alicerce da Mecanica Quantica, o principio da incerteza. Mas antes de prosseguir,

precisamos definir algumas quantidades.

2.2 BRAS, KETS E OPERADORES

Quanticamente, um estado fisico, € representado por um vetor de estado, que € definido num
espaco de Hilbert. Vamos chamar de kets |a) tais vetores, e como postulado, vamos considerar que os
vetores de estado, contenham toda informacgao a respeito do estado fisico do sistema, ou seja, ele €
capaz de predizer qualquer questdo a respeito do estado do sistema fisico. Analogamente ao espaco
dos kets, podemos construir um espaco vetorial dual, que denotaremos por espago dos bras, dados por
vetores do tipo (a|, que a grosso modo podem ser entendidos como uma espécie de imagem espectral
do espaco dos kets (SAKURALI [1994)). Dizemos que um operador € observavel, quando o conjunto

de seus autovalores sdo reais, ou seja, o operador € hermitiano. Operadores observaveis, tais como
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posi¢do z, ou momento p, podem ser representados por um operador do tipo A, que atua tanto sobre

um bra quanto num ket:

O ket |a), é autovetor do operador A, com autovalor “a”, onde o conjunto de todos os autovalores,
forma o que chamamos de espectro (SAKURALIL|1994). Formalmente, temos que qualquer autovetor

|a), pode ser expandido em termos de autovetores, de um conjunto de observaveis:

[e.e]
a) _/ dala){ala). (1)
—0o0

Pois, os autovetores |a), do observavel fl, correspondentes aos diferentes autovalores a, sdo todos
ortogonais. Portanto, os autovetores do observavel fl, podem ser usados como kets de base, seme-
lhantemente como os vetores unitdrios ortogonais, sao utilizados no espaco Euclideano. (SAKURALIL
1994).

Dentre a infinidade de operadores existentes na mecanica quantica, um operador especial encontra se
no cerne da nossa teoria, o operador de evolugdo espacial. Vejamos agora algumas de suas propriedades.

Por simplicidade de cdlculos, faremos nossas anélises em uma dimensao.

2.3 OPERADOR DE TRANSLACOES

Suponha que temos um estado bem localizado, em torno de uma posi¢do x, considere agora um
operador é’ , que mude este estado, para um outro estado bem localizado em torno de um outro ponto,
por exemplo =+ dx, sem que isso modifique qualquer outra propriedade do sistema (que ndo a posicao).
O operador que executa este trabalho, é chamado operador de translacao infinitesimal (SAKURAI
1994):

~

((do)|z) = | + dz). 2)

) ndo é autovetor de ¢ (dx). Devemos impor que o operador de translagdo ¢ (dz), seja

Observe que,

unitdrio, devido a conservagao da probabilidade:
¢H(dw).{(dz) = 1. 3)

Também exigiremos, que duas translagdes sucessivas, sejam iguais a uma tnica translagdo, cujo valor

seja a superposicdo das dltimas duas:
((dx).C(dy) = ((dz + dy). 4)

Esperamos também, que uma translagdo no sentido oposto, seja 0 mesmo que o inverso da translagao
original:

((—dz) = (T(da). (5)
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E € plausivel acreditarmos que, quando dz — 0, a translacdo se reduza ao operador identidade:

lim ((dz) = 1. (6)

dx—0

E por fim, gostariamos que a diferenca entre o operador CA (dx), e o operador identidade 1, fosse de

primeira ordem em dx. Tomando como ansatz, o operador translagio ((dz) como sendo:

~

((dz,k) =1 —ik.dx. 7

Onde, ~ € um operador hermitiano, vemos facilmente que todas as exigéncias acima sao satisfeitas.
Note que:
((dz, k)E|z) = 2((dz, k)|r) = z|v + dz), ®)

~

t((dz, R)|x) = &|x + dz) = (x + dx)|z + dz). )
Subtraindo a equagdo (8), da equacdo (9)), obtemos:
[, {(d, &))|z) = da|r + dz) ~ dxlz). (10)

Onde, o erro cometido na tltima aproximagdo da equagdo (10), é de segunda ordem em dz. Como
|z) pode ser qualquer ket de posi¢do, e considerando que eles formam uma base completa no espago,
podemos ver na equagdo (I0), que:

2, C(dx, /)] = da. (11)

Substituindo a equacdo (7), na equagio (LT]), temos:
(2,1 —ik.dx] = dz,
—ida(ik — A7) = da,

[, /] = i. (12)

Onde, o lado direito da equagdo (I2)), deve ser entendido como 7, multiplicado pelo operador identidade.

Mas qual serd a natureza do operador <?

2.4 MOMENTO COMO GERADOR DE TRANSLACAO

J. Schwinger dizia que "... para propriedades fundamentais, nos apenas emprestamos nomes da
fisica classica"(SAKURALIL [1994)), assim da mecanica cldssica, temos que uma translag@o infinitesimal

pode ser vista como uma transformacao canonica, tal que:

X =+ dzx, (13)
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P =D (14)

Onde, (7 , p) s@o as posi¢cdes € 0s momentos antigos, € (, ) sao novas posi¢des € Novos momentos.
Note que as transformagdes (13) e (I4)), sdo obtidas a partir da funcdo geratriz (GOLDSTEIN| [2002):

F(z,p) =z.0+ p.du. (15)

Mas perceba a semelhanga entre a equagdo (I5)), e o operador de evolucdo espacial:

~

((dx, k) =1 —ik.dz. (16)
Note que, (z.¢) na equagdo (T3], é exatamente a fungdo geratriz para a transformagdo identidade:

X =1, 7)

© =D (18)

Assim, comparando a equacdo (13), com a equacdo (I6), esperamos que x dependa de alguma forma

de p, e pela equacdo (I8), concluimos que:

k= r(p) = K(p). (19)

Mas note que, « deve ter dimensdo do inverso da distancia, portanto a relacao mais simples possivel

entre x e p, vem dada por:

~

p

. 20
constante (20)

k=

Onde, a constante na equagdo (20, deve ter dimensdo de acdo e é a mesma constante que aparece na
relacdo de L. de Broglie:
2 p
=2 21
7 2D
Onde, )\ é o comprimento de onda de uma "onda de particula"e & € a constante de Planck dividida por

2w, ou seja, i+ € o operador de nimero de onda, retornando este resultado na equagdo (]E[), obtemos:

f=1- i%.dx. (22)

E a relacdo de comutagdo equacdo (12), fica dada por:
(&, p) = ih. (23)

A equacdo (23)), nos diz que & e p sdo observaveis incompativeis, portanto, nao podemos medi-los

simultaneamente. Podemos também fazer uma translagdo espacial finita, tal que:

((Az)|z) = |z + Az). (24)



19

E pensa-la como uma sucessdo de NV transla¢des infinitesimais, com deslocamentos Az /N, com N

tendendo ao infinito, ou seja:

A L p Ax\N
{(Aw) = lim (1—%.?) . (25)

Mas como sabemos do célculo, a equacao @) € a defini¢do da fun¢do exponencial, portanto:

~ -p.Ax

((Az)=e""r .

(26)

Que € o operador de evoluciao espacial para um deslocamento finito Ax. Agora estamos em posi¢ao de

deduzir outro resultado importantissimo.

2.5 OPERADOR MOMENTO NA BASE DE AUTOVETORES DE POSICAO

Vamos deduzir como fica a atuagdo do operador de momento p, no espago das posi¢des |z), para

isso, vamos fazer atuar o operador de evolugdo espacial ¢, num ket arbitrario |a), tal que:

A

(1-2ar) o) = / dal(Az)|2) (z|a). @7
Atuando o operador ¢, no ket |z), temos:

(1 - z%Aw) la) = /dz|x + Azx)(x|a). (28)

Pela equacdo (3], das propriedades de operador de evolugdo espacial, vemos que:

(1 - 2%Am> la) = /dx|x><x — Azla). (29)

Fazendo uma expansio em primeira ordem do tltimo termo da equag@o (29), obtemos:

(1- z’%Am) la) = /dm) ((ala) - A:c%(:da)). (30)

Comparando o lado esquerdo e direito da equagdo (30), vemos que:

0
pla) = —ih/d$|x>%<x|a>. 31)

Multiplicando a equacao , por (z| pela esquerda, obtemos:

0
x|play = —ith—(x|a). 32
(wlpla) = ~if=—(x]a) (32)
Como querfamos demonstrar (SAKURALI, [1994). A equagdo (32), serd muito importante no capitulo[3]
pois ela nos dard uma dica de como deve ser a mecanica quantica com comprimento minimo. Por fim

vamos demonstrar o principio da incerteza, que serd fundamental em nossas anélises finais.
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2.6 O PRINCIPIO DA INCERTEZA

Sejam dois observaveis quaisquer Ae B, entdo para um estado arbitrario | V), a desigualdade

abaixo € valida:

(AA)*).((AB)*) = S{[A, B (33)

Onde, (U|A|¥) = (A). Para demonstramos a relacio de incerteza , primeiramente devemos definir
o operador desvio A, como sendo:
AO =0 - (0). (34)

Onde, O é um operador, cujo valor esperado é tomado sobre um determinado estado fisico |¥) arbitra-

rio. Considere os seguintes lemas:

Lema 1: A desigualdade de Schwarz (al|a).(b|b) > |{a|b)|*.
Lema 2: O valor esperado de um operador hermitiano € real puro.

Lema 3: O valor esperado de um operador anti hermitiano € imagindrio puro.

De posse destes lemas juntamente com o operador de desvio, € possivel mostrar a relagdo de in-

certeza (33)). Considere dois kets quaisquer |a) e |b), que podem ser expressos como:
ja) = AA|D),

b) = AB|D).

Onde, | V) é um estado arbitrdrio. Entdo pelo lema 1:

(ala).(blb) = ((AA)*).((AB)?),
> |(AA.AB))?,
(AA®)((AB)?) > [(AA.AB) (35)

Agora, note que:
~ ~ 1 o ~ 1 ~ ~
AA.AB = §[AA, AB] + §{AA’ AB}.
Porém, o comutador € anti-hermitiano, enquanto o anti-comutador, € hermitiano. Portanto pelo lema 2

e lema 3, seus valores esperados sdo:

L 1 .. 1 R
(AAAB) = Z([AA AB)) + S({AA, ABY).

Respectivamente, imaginario puro ([AA, AB]), e real puro ({AA, ABY). Portanto, retornando para

equacdo (35), notando que [AA, AB] = [A, B], temos:

(AA)*).((AB)?) = (A, B])* + ;1<{A/L AB})*.

R
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Contudo, podemos omitir o segundo termo ({AA, AB}), que s6 deixa a desigualdade mais forte:

~ A

(AAP).((AB)?) = S (A, B, (36)

> =

Assim como querfamos demonstrar (SAKURALIL |1994). Lembrando que a relagdo de comutacio entre
Z e p, vem dada por:
(&, p) = ih. (37)

Podemos tomar os observaveis A e B, na equagao ll como sendo respectivamente = € p, ou seja:

((A2)%).((Ap)*) > =|([z,p])|*. (38)

Substituindo a equacdo (37), na equagdo (38)), concluimos que:

((A2)?%).((Ap)*) > (39)

h2
Z.
Que ¢ a relagdo de incerteza posi¢do momento de W. Heisenberg. A equacdo (39), indica que fazer

medidas de posi¢cao com incerteza tendendo a zero:

lim((A%)) — 0. (40)
Implica numa incerteza da medida de momento tendendo ao infinito:

lim((Af)) — oo. @1)

Mas da Relatividade Geral, temos que a variacdo do momento, gera alteracdes da geometria do espago-
tempo. Assim, podemos pensar que, incertezas altas na medida do momento, tem como consequéncia
flutuacdes quanticas na geometria espaco-temporal. Logo, ao se tentar medir a posicao de uma particula
com grande precisdo, produz-se uma perturbacdo no campo gravitacional, que tem como consequéncia,

um efeito de “comprimento minimo”. E como se a relagdo de incerteza fosse da forma:

(AB).(Ap) > g<1 n O(<Ap>)>. (42)

Onde o primeiro termo do lado direito, corresponde a escalas de energia baixas, enquanto o segundo,
estd associado ao efeito gravitacional acima descrito, e torna-se relevante quando as energias sao muito
altas. Com essas ideias em mente, vamos buscar uma formulacdo consistente para uma mecanica
quéntica ndo relativistica com comprimento minimo, obter uma equacdo do tipo {#2)), mostrar que ela

leva um comprimento minimo e estimar este valor.
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3 MECANICA QUANTICA COM COMPRIMENTO MINIMO

W. Heisenberg (HEISENBERG;, [1938)), argumenta que a unificacdo da Relatividade Restrita com a
Mecanica Quantica, daria origem necessariamente a uma nova constante fundamental, que exerceria o
papel de comprimento minimo. A grosso modo, quando observamos um "objeto", emitimos fétons em
sua direcdo, de modo que, para melhorar nossas medidas, fétons com comprimento de onda cada vez
menores deverdo ser emitidos. Portanto, em determinado instante, estes fotons, passardo a ter energias
suficientes para criar pares elétron-pdsitron, ou seja, a tentativa de medir um comprimento minimo,
resultard em ndo se fazer medida alguma. Em (Adler, 2010) é apresentado seis argumentos de que a
escala de Planck deve ser vista como um minimo fundamental ou limite para o conceito cldssico de
espaco-tempo. Além do qual os efeitos quanticos ndo podem ser negligenciados e a natureza basica
do espaco-tempo deve ser reconsiderada. Outros argumentos neste sentido, podem ser vistos em
(Karolyhazyl, |1966), (VENEZIANO, [1986), (Amelino-Camelia; Ahluwalia, [2002), (Bojowald; Kempf,
2012)), (Hossenfelder, [2013|), (Tawfik; Diab), [2014).

Neste Capitulo deduziremos de maneira heuristica como deve ser o comportamento do operador
momento num contexto de comprimento minimo, o que nos dard uma dica sobre o que procurar. Assim,
postularemos uma hipdtese para o0 comprimento minimo, buscando suas representacdes no espaco dos

momentos e mostrar que existe um novo momento conjugado ao operador de posi¢ao.

3.1 UMA DEDUCAO ALTERNATIVA

Considere que exista um comprimento minimo para medidas de posi¢do, de modo que as derivadas
espaciais devam ser modificadas. Por definicao, a derivada espacial de uma funcao de onda arbitraria

no espaco de posicdo ¥ (z), vem dada por:

d¥(x) . U(r+ Az) — ¥(x)
= lim .
dx Az—0 Az

&)

Porém estamos supondo que existe um comprimento minimo para medidas de posi¢do, ou seja, o valor
de Az, ndo pode ser arbitrariamente pequeno, mas sim tendendo a um valor finito, que denotaremos
por ¢, de modo que as derivadas espaciais sejam dadas por:

U(x+ Az) — V() VY(x+q)— ¥Y(z)

li = ) 2
A;:rilq Azx q 2)

Agora, lembrado da sec¢do [2.3] onde deduzimos que o operador p, atuando no espago das posi¢des,

vem dado por:

(W) = plal¥) = i (z]). ®)
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Onde, (z|V) = ¥(z), € a fun¢do de onda no espago das posi¢des, e da equacdo (3)), temos que:

0

N —h—
p ? ax7

“4)
ou,

b= —ihV. (5)

Onde, V é o operadora%. Mas por hipétese, existe um comprimento minimo para medidas de posi¢ao,
ou seja, a equagdo (2), deve ser levada em conta, quando efetuamos derivadas espaciais. Assim
observando que na equacdo (@), existe derivada espacial, vamos propor que o efeito da existéncia de
um comprimento minimo para medidas de posicdo, gere um operador de momento modificado g, tal
que:

O = —ihZ,. (6)

Onde, éq € o operador de diferencas finitas, definido por:

U(x+q)— \If(m)

=,0(x) = p (7)
Agora calculando o comutador de & com @, vemos que:
(@, 9] = 3.6 — p.i. ®)
E aplicando a equacdo (6)), na equagio (8), temos:
&, ¢] = —ih(2.2, — Eq.2). )

Multiplicando ambos os lados da equacao @I), por uma fung@o de onda V() arbitrdria, no espago das
posicdes, obtemos:
&, ¢|W(z) = —ih(i.2, — Zq.2)¥(z). (10)

Fazendo a distributiva da fungdo de onda W (x) na equacao :
(@, 0] (2) = —ih{2.(Z¥(2)) — Z,.(29(2))}. (11)

E aplicado a defini¢do do operador de diferencas minimas =, equacao @) na equacao (]'1;1'[), temos

que:
W - % W — v
q q
Unindo os termos semelhantes, obtemos:
&, §]¥(x) = in(z +q). (13)

Note que, na equacdo (13)), aparece um operador que translada a fungéo de W(x) para ¥ (z + q), é
como se existisse uma perturbag@o no espectro do espaco de posi¢des, aparentemente a equagéo (13)),
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ndo distingue as fun¢des de onda num intervalo ¢, entre x e x 4+ g. Mas vamos considerar que esse
operador de translacdo, seja um operador de translacdo minima )/, e como discutimos na segéo
esperamos que o operador de translacdes minimas M/, seja uma fun¢do do novo momento ¢ e do

comprimento minimo ¢, tal que:

~

My(9)¥(x) = V(2 + q). (14)
Substituindo a equacdo (I4), na equagéo (13)), obtemos:
2, 0] = ih (9). (15)

Note que a mecanica quantica € recuperada, quando consideramos que medidas na posicao, podem ser

feitas arbitrariamente pequenas, pois neste regime temos:

lin N1, () = 1, (16)
lim $ = p. (17)
q—0
E a equagio (13)), fica dada por:
&, | = ih. (18)

Conforme o esperado.

Como vimos a existéncia de um comprimento minimo ¢, para medidas de posicao, implica que x
e p, sO serdo canonicamente conjugados, quando o parametro de comprimento minimo ¢, tender a
zero. Isso traz serias consequéncias, pois se x € ¢, ndo sao canonicamente conjugadas, as equagdes de
Lagrange e Hamilton devem ser descritas em termos de novas quantidades, ou seja, devemos buscar
um novo operador que seja canonicamente conjugado ao operador de posi¢cao z. E como veremos
adiante, existe uma familia de operadores K (¢), que satisfaz esta condig@o.

Contudo, as hipéteses adotadas nesta se¢do, possuem algumas dificuldades, pois, alterar a defini¢do
da derivada espacial modifica completamente a interpretacao sobre o espectro no espaco de posi¢des.
Uma discuss@o mais profunda sobre o espaco de Hilbert, para a mecanica quantica com comprimento
minimo, pode ser vista em (KEMPF; MANGANO; MANN|[1995). Adicionalmente, nossos resultados
sO foram possiveis devido ao problema de ordenamento dos operadores z e p. Portanto, a fim de fugir
de possiveis inconsisténcias matematicas, tomaremos essas ideias preliminares apenas como uma guia,

sobre o que buscar.

3.2 A HIPOTESE DO COMPRIMENTO MINIMO

Considere que exista um comprimento minimo ¢, para medidas de posi¢do z, e adicionalmente
vamos supor que a existéncia do comprimento minimo ¢, perturbe a natureza do momento canonica-

mente conjugado p, de modo que ele seja transformado em um novo momento @, onde a relagao de
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comutacgdo entre ele e o operador de posicao z, seja dada por:
(@, 9] = ihMy(9). (19)

Onde, Mq(@) € o operador de translagdes minimas, o qual estd intimamente ligado ao comprimento
minimo do espago ¢, de forma que:
lim M,(9) = 1. (20)

q—0

Ou seja, quando medidas de posicdo puderem ser realizadas de maneira exata, recuperaremos a
mecanica quantica:
(&, p] = ih. @1

Considere agora, que exista um operador K=K (¢), tal que:

~

&, K(9)] = ih. (22)

E vamos supor que K, seja um observavel. Note que este operador K, é canonicamente conjugado ao

operador posi¢do Z, ou seja, esperamos que ele seja 0 momento candnico:

0 .
K = %ﬁ(l’, T, ). (23)

Numa nova formulagdo Lagrangiana, conforme veremos na se¢do [3.5] E esperamos que no limite de ¢
tendendo a zero, o operador K (), seja identificado como o operador de momento .
Agora, vamos buscar uma forma para o operador K, suponha que K, seja uma funcdo que possa ser

expandida como uma série de poténcia de o, tal que:
K(9) =) ™ (24)
Onde, os 7, sdo constantes, calculando o comutador de K com I, temos:
(&, K] =2, 6" =Y wmlE, 6" (25)

Vamos nos concentrar no tltimo temo da equagéo (25)), note que:



Mas por hipétese, a relagdo de comutag@o entre Z e ¢, equacdo (I9), vem dada por:
(&, 9] = ihM, ().

Portanto:
[, §"] = ihM,(H)ng" .

Retornando o resultado da equac@o (26), na equagio (25)), obtemos:

(&, K] = ih M, Z%n@

26

(26)

27)

Agora, note que o termo dentro do somatdrio pode ser visto como uma derivada parcial, em relagao ao

momento modificado:
[# K(9)) = ihMy(9) 52 > 1" (9).

n

Mas por definicao, temos que K= >, Y™, portanto:

0

[&, K(9)] = ihM,y(9) =K (9).

E como K s6 depende de , podemos escrever a derivada parcial, como uma derivada total:

[, K(9)] = i1, (0)

K(p).

<>

Lembrando que:
&, K(9)] = ih.

Contudo, as equagdes (30) e (31)), s6 serdo satisfeitas simultaneamente se:

dK(9) _ ¢

Ou seja, existe uma familia de operadores K (©), tal que:

&, K(¢)] = ih.
Desde que a equagdo:
AR(9) _ s
=M

Seja satisfeita. Contudo, infinitas dlgebras deformadas podem ser obtidas, a partir da equagao:

&, ] = ihM, ().

(28)

(29)

(30)

(31

(32)

(33)

(34)

(35)

Em (Petruzziellol 2020) (Kempt, [1997), (KEMPF; MANGANO; MANN, |1995)), (Pedram, [2012),

(Nouicer, [2007) podemos ver alguns modelos para equagdo (35), na se¢do (#.2) discutiremos melhor
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estes modelos. Mas ndo existe um consenso na comunidade cientifica sobre a forma da deformacao na
algebra de Heisenberg, equacgdo l| para cada operador M,, teremos uma élgebra diferente. Contudo,

alguns resultados s@o comuns a todas as dlgebras, vamos deduzir alguns destes na préxima secao.

3.3 REPRESENTACOES NO ESPACO DOS MOMENTOS

Considerar a existéncia de um comprimento minimo para medidas de posi¢ao, gera dificuldades
matematicas para a constru¢cao de um espago das posi¢coes, de acordo com (KEMPF; MANGANO;
MANN], [1995)), espacos generalizados de Bargmann-Fock discretos devem ser utilizados. No entanto
usar a base de Bargmann Fock discreta nos cdlculos, normalmente envolvem equagdes de diferencas
finitas e somas infinitas, em vez de equagdes diferenciais e integrais. Contudo estamos considerando
a existéncia de medidas de momento com precisao absoluta, portanto existe uma representacao do
espaco de momento continuo onde poderemos trabalhar tranquilamente. Mas antes de construir estas
representacdes, vamos fazer uma pequena recapitulacdo do que vimos, e que serd importante nesta
secdo.

Até o presente momento deduzimos que, por traz da mecanica quantica com comprimento minimo
existe a equacao:
[z, 9]V (x) = ih¥(x + q). (36)

E fazendo uso do operador de translagdes espaciais, que vem dado por:

~

U(z +q) = My(p) V(). (37)
Substituindo a equacdo (37), na equagéo (36)), obtemos a seguinte relagdo de comutagio:
(@, §] = ihM,(9). (38)

Contudo, podemos forc¢ar que exista um operador K (), tal que:

A

[, K ()] = ih. (39)
E demonstrar que pra cada escolha de K (¢), existe um operador M, tal que:
OK(9) _ v

O VN
5o~ Mi'(9) (40)

Contudo, a forma do operador minimo M, na equagdo ll , ndo é unica. Portanto, infinitas dlgebras
deformadas podem ser obtidas a partir de diferentes operadores M. Note que a mecanica quéntica, €

um caso particular onde lim ¢ — 0, de modo que:

~

K =p. 41)
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Tendo isso em mente, vamos construir uma representacao no espaco dos momentos, baseando nos

resultados da mecanica quantica, temos que:

[z, p| = ih. (42)
Onde, z pode ser escrito como:

T =1h</,. (43)

E v/p, € a derivada parcial em rela¢do ao momentoa% . Substituindo a equagdo lb , ha equacao || ,

obtemos:

~

Agora, vamos for¢ar que exista a mesma relagéo para a nova relagéio de comutac@o, [z, O] = ih]\7[q( 0).

Vamos tomar, como ansatz, que o operador posi¢do no espaco dos momentos, seja dado por:

~

&= 1hMy(9) V- 45)
Entao:
2, 0] = 3¢ — . (46)
Aplicando o ansatz (45)), na equacdo {@6), vemos que:
@, 9] = ihMy(9) (Vo — $7,). 47)
Note, que o ultimo termo € o um comutador, assim podemos escrever:

(&, 9] = ihM,(9) [V, 9] (48)

Mas, por definicdo [, ¢] = ihM, (), portanto:

(Ve 9] = 1. (49)

Conforme querfamos demonstrar. E relagdes similares a equagdo (#5]) podem ser vistas em (Petruzziello|
2020) (Kempft, 1997), (KEMPF; MANGANO; MANN, (1995), (Pedram, 2012), (Nouicer, 2007]).
Assim, podemos escrever que a atuac¢io do operador z, numa fun¢io de onda no espaco dos momentos
(V|p), pode ser escrita como:

(W) = ihMy(p) Ve (Y]p). (50)

E por defini¢do, temos que a atuacdo do operado de momento ¢, numa fun¢do de onda no espaco dos

momentos (¥|p), vem dada por:
P(Vlp) = o(T]p). (51)
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Contudo queremos que o operador de posicao = hermitiano, ou seja:
(V|2|®) = (®|2|W)". (52)

Para isso, vamos supor que exista um elemento infinitesimal dg, tal que:

1= / ) dplp) (p| F (). (53)

o0

E buscar um F'(p), que satisfaca . Substituindo a relacdo , na equagao , temos que:

—0o0

(@] 0)* = (D]a1]w)" = {/ d@@!@)(@\ﬂ@)ﬂ%} : (54)

Mas, a atuacio do operador de posi¢ao no espago dos momentos, equagado (S0), substituida na equagao
(54)), nos fornece:

(@[{w) = { | toren o1l v, |\1/>} . (55)

—00

Mas, podemos integrar por partes a equacdo (53)), obtendo:

wlafe) =n{i [~ dova iFME@EN} -1 {i [~ o) 7, (@0 FEMEI]
Agora, vamos supor que as fun¢des de onda vao a zero quando g vai a mais ou menos infinito, portanto,

a primeira integral da equagdo (56)), ¢ identicamente nula, assim:

(®fz[W)" = —h {Z/_OO dp(p|V) e [<@\@>F(@)Mq(@)]} : (57)

[e. 9]

Tomando o complexo conjugado do lado direito da equagdo (57)), temos:

(@fz[¥)” =ih/ dp(¥|p) Ve [(9]@)F () M (0)]- (58)

—0o0

Agora, vamos guardar o resultado dado pela equagdo (58), e analisar o seguinte célculo:

o0

(U|2]@) = (V[1z]2) =/ dp(W|p) (p| F'(0)L|®). (59)

—0o0

Lembrando que & = ith(@)vp, substituindo-o na equacao , obtemos:

(V|2|®) = ih /OO dp(V[p) F(p) My(p) Vo [(0]P)]. (60)

— 00

Contudo estamos interessados que Z, seja hermitiano, ou seja, & = 2, que é equivalente a:

(V|2]®) = ([z]P)". (61)
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Portanto, podemos igualar a equagdo (60) com a equagdo (58), mas como estamos integrando em g. e

os limites de integracdo sao idénticos, podemos igualar os integrandos, obtendo:

F(p)My(p) Ve [(0|P)] = Vol[(p|®) F*(0) M (0)]- (62)

Agora, utilizando a regra da cadeia na derivagdo do segundo membro da equacéo (62)), e unindo os

termos semelhantes, temos que:

{F(p)My(p) = F*(p)M;(0)} Vo (p|®) = (p|®) Vo {F"(0)My(0)}- (63)

Observando a equagdo (63)), vemos que:

F(p) = M, (p), (64)
c,
F*(p) = {M; ()}, (65)
satisfazem a equagdo (63). Portanto:
F(p) = M, (p), (66)

¢ a solugdo desejada. Lembrando que F'(yp) satisfaz a equagao:

1=/@%%MMF@) (67)
Enfim, obtemos uma relacdo de fechamento para a mecéanica quantica com comprimento minimo dada
por: .
1= / _dple) (el M, (). (68)
Agora, note que: .
(@10 = (¢11lo) = [ dot@lo) ol ()l (©9)

Mas, a equac@o (69), s6 é verdade se:

(©'lp) = My(p)d(p — ). (70)

Que ¢ a condi¢do de ortogonalidade para a base |p), em resumo temos:

A relacao de fechamento para o operador de momento ¢:

1= / dple) (p| M, (). (71)

(e 9]
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A relacdo de ortogonalidade para o operador de momento ¢:

(9']9) = My(p)d(p — ¢'). (72)

A atuacdo do operador de posi¢do no espago dos momentos (:

(W) = ihM,(p) Ve (P]p). (73)

A atuacdo do operador de momento no espago dos momentos (:

O(¥p) = p(¥]p). (74)

Resultados andlogos aos utilizados em (Petruzziello, [2020), (KEMPEF; MANGANO; MANN; [1995),
(Pedram, [2012)), (Nouicer, 2007).

3.4 DAS POSICOES PARA OS MOMENTOS

Agora, estamos em posi¢do de calcular (x|p), que serd importante para construirmos o propagador
da nossa teoria, suponha que:
(z|p) = Ce=F®) (75)

Onde, C' é uma constante, e F'(p) a fun¢do que buscamos. Lembrando da equagio , temos que:

z(zlp) = ihM,y(p) Vo (x]9)- (76)
Agora desenvolvendo o termo, v/, da equagdo @), com o auxilio da equagdo , vemos que:
Vo(zlp) = v {Ce @}, (77)
Aplicado a regra da cadeia no segundo termo da equagéo (77), obtemos:
Velelp) = —iz(zlp){F(p) + ¢ Vo F(p)}- (78)
Voltando o resultado @), na equacao (]7_3[), e unindo os termos semelhantes, temos:
1= nMy(p){F(p) + o Ve F(p)} (79)
Mas, note que podemos escrever a equagéo (79), como:

1 =nM,(p) Ve {0F ()} (80)

Portanto:
VelhoF(p)} = M, ' (p). (81)
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Integrando a equagdo (1)), obtemos:

hoF(p) = / dpM; (p). (82)

Mas, lembrando da relagdo entre K e p, equacdo (34), temos:

— = M, (p). (83)

Substituindo a equacdo (83), na equagio (82)), obtemos:

1
F(p) = %/dK. (84)
Portanto:
(z]p) = Ce % . (85)

Agora, precisamos normalizar a equagio (83]), contudo a constante de normaliza¢do C, depende da
forma funcional da transformagdo K = K (), mais especificamente do jacobiano da transformag3o,
pois a existéncia de um comprimento minimo para medidas de posi¢o, implica num momento K ()
maximo, ou seja, quando @ vai para infinito, esperamos que K (p) seja finito. Esta discussao ficard

mais clara na se¢do (@.4). Enfim, a relacdo funcional procurada nesta se¢do, vem dada por:

s K

(x|p) = Ce " n. (86)

Que pode ser escrita em funcdo de p, no limite para ¢ indo a zero, ou seja, considerando a existéncia
de um comprimento minimo:
lim(z|p) = (z|p) = C.e™¥7 . (87)
q—0
Ou seja, recuperamos o resultado da mecénica quantica. E a equagdo (86). serd de fundamental
importancia para o desenvolvimento da se¢éo[3.5] Onde mostraremos que para a mecanica quantica

com comprimento minimo, o operador K, ¢ o momento canonicamente conjugado.

3.5 O MOMENTO CANONICAMENTE CONJUGADO

A mecanica quantica com comprimento minimo, traz a ideia da existéncia de comprimento minimo
mensuravel, o que leva a modificagdes no formalismo Lagrangiano e Hamiltoniano, que podem ser
analisados via integral de caminho (Das; Pramanik, 2012), em (Valtancoli, 2015)) sdo discutidas essas
propriedades usando o formalismo integral de caminho, para sistemas ndo relativisticos. Aplicados
ao oscilador harmonico com comprimento minimo. Contudo em nosso desenvolvimento, ndo vamos
particularizar o operador M, 4> € nem explicitar a forma do operador hamiltoniano, obteremos apenas
uma relacdo entre Lagrangiana e o Hamiltoniano, para a mecanica quantica com comprimento minimo.

Considere a seguinte operacgao:

A= (s (777 [0 (88)
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Onde, o operador e~HT ¢ chamado de operador de evolugdo temporal, (g | é o autovetor de momento

final, (p;| é o autovetor de momento inicial, H a Hamiltoniana do sistema e 7' ¢é o tempo, perceba que
podemos escrever:
—iar\ NV
A= {psl () lon). (89)
Tomando 7' = Ne, vemos que:
A= (ol () o () . 90)

Mas, lembrando da relagéo de completude deduzidas na se¢do 3.3}

i- / dolo) (0] M (0). 1)

[e.e]

Podemos completar a equagdo (90), com N — 1 relagdes (91)), obtendo:

o sN-1 N h
A= / ( 1 dijq_l(W) [ T¢oste o). 92)
SR 11

Onde @y = p;, pn = py e T'= Ne. Contudo podemos supor que 0 comprimento minimo ¢, seja tao

pequeno ao ponto que possamos imaginar a existéncia de um elemento infinitesimal dx, tal que:

i:/mdﬂ@@y (93)

—00

Completando agora, N vezes a equagdo (92), com a equacdo (93), vemos que:

s sN-1 o s N N
A= / ( 11 deMq_l(@j)) / (Hd%’) [T¢0s125) (il o5-a)e . (94)
N\ =1 T M=l j=1
Considere agora apenas a expressao:
(pjl ;) (ajlpj-1)e ™. (95)
Lembrando do resultado obtido na se¢do 3.4} que:
(x]|p) = Ce . (96)
Assim, tomando a equag@o (93), na equagéo (96)), obtemos:
. . (K, — K
(pjles) (@jlpja)e ™ = Ce*Meap [—k% (j—]l)} : (97)
€

Tomando € pequeno na equagdo (97), podemos fazer a seguinte aproximagao:

K — K1\ d
() = o ©9
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Assim, substituindo o resultado (98), na equagéo (97)), obtemos:
ol x;|p;_1)e " = C.e_i%(xj%KﬁH). (99)
3125 75185

Retornando os resultados (99)), na equac@o (94), temos que:

o s N-1 w , N N '
A= / ( I1 d@qu_l(pj)> / (Hd:cj> [T Ve i (Fieti), (100)
N\ =1 T M= j=1

Definindo Dz e DK, tais que:

N
Dz =[] C".dx;, (101)
j=1
N—-1
DK =[] M, (p))dg;. (102)
j=1

Podemos reescrever a equagdo (100), como:
A= / DK.Dx. He i (KywitH), (103)

Mas, o produtério pode ser escrito como uma soma das exponenciais, assim a equacdo (I03)), fica:
A= / " DK DS NG (fori), (104)
Agora, tomando o limite de e muito pequeno, N muito grande e lembrando que Ne = 7', obtemos:
Nde = dT. (105)
Assim, podemos escrever a equagao (104) na forma:
A= / " DK D i (R, (106)
Que ¢é o propagador para mecanica quantica com comprimento minimo, mas por definicao:
A= / DK.Dz.e+S, (107)

Onde, S é a acdo do sistema, portanto a acdo fica dada por:

S = /OT dt (—Kjxj —H). (108)
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Mas da mecanica cldssica, temos que:

T
S = / dtL. (109)
0
Portanto:
L=—-Kz;— H. (110)
Mas, note que podemos reescrever o primeiro termo do lado direito, da equacgao (110), como

. d .

Portanto, a Lagrangiana pode ser escrita como:

d

Mas, a func¢ao de Lagrange € definida a menos de uma derivada total no tempo, de uma fungao que
depende das coordenadas, assim temos que:

L= Kji;—H. (113)

Mas do formalismo Lagrangiano, temos que 0 momento canonicamente conjugado, vem dado pela

derivada de [,, cm relagﬁo azr,ou seja:

—,C( ' t) =K (114)
T, T .

ox Y

Que nos indica, que para mecanica quantica com comprimento minimo, /K deve ser visto como o
momento canonicamente conjugado, € ndo mais o p. E como se fiz€éssemos uma transformacao

candnica, em nossa teoria. Vamos explorar um pouco mais a fundo esta ideia no préximo se¢ao.
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4 O COMPRIMENTO MINIMO

O problema de conciliar a Mecéanica Quantica, com a Relatividade Geral, é uma das tarefas da
fisica tedérica moderna que, até agora, ainda ndo encontrou uma solug¢ao consistente e satisfatoria.
A dificuldade surge porque, a relatividade geral lida com eventos que definem as linhas-mundo
das particulas, enquanto a mecanica quantica ndo permite a definicdo de trajetéria; na verdade, a
determinagdo da posi¢ao de uma particula quantica, envolve uma medi¢do que introduz uma incerteza
em seu momento (Capozziello; Lambiase; Scarpettal [1999). Neste capitulo vamos mostrar que a
mecanica quantica com comprimento minimo, pode ser pensada como uma transformagdo candnica.
Visitaremos a literatura para ilustrar alguns modelos de GUP. Discutiremos o oscilador harmonico e

por fim faremos uma estimativa sobre tamanho do comprimento minimo ¢ introduzido na hipétese.

4.1 TRANSFORMACOES CANONICAS

Sera que podemos pensar a mecanica quantica com comprimento minimo, a partir da mecanica
classica? Nesta se¢do, faremos uma pequena revisao sobre as transformacdes candnicas, e buscaremos
alguma transformacao candnica para nossa mecanica com comprimento minimo. Onde, trocaremos
nossas coordenadas no espaco de fase {z, k}, por novas coordenadas {x, p}. Buscaremos por trans-
formacgdes que preservem as equacdes de Hamilton, onde z e k sdo respectivamente, coordenadas de
posi¢do e momento de uma particula, e, y € g sdo as novas coordenadas generalizadas (DERIGLAZOV|
2009), (LANDAU 1960). De modo geral, podemos definir que uma transformacao € candnica se

existem 2n fungdes invertiveis:

Onde, j = 1,--- ,n. E, que a partir destas transformagdes, dadas pelas equacdes (1)) e (2), seja possivel
encontrar uma funcao H, tal que:
) oH 3)
Xi = 3 >
T Op;
oH
0j = 2 @
J an

Onde, a funcdo H, é chamada de Hamiltoniana modificada do sistema. Além disso, tanto as varidveis
{z, k}, como as varidveis {, g} devem respeitar o principio de Hamilton, por simplicidade de notagao,

vamos considerar nosso sistema em uma dimensao:

to
5/ (ki — H(z,k 1)} .dt =0, (5)
t

1



37

to
5/ {oXx —H(x, 9. 1)} .dt = 0. (6)
t1

Lembrando que nos extremos, devemos ter:

dx(t) = dx(ty) = dx(t1) = dx(t2) =0, (7

0k(t1) = 0k(t2) = 0p(t1) = dp(t2) = 0. (®)

Os integrandos das equagdes (5) e (6)), ndo necessariamente sdo iguais, e uma solucdo é quando os

integrandos diferem por uma derivada temporal total, de uma fun¢do F'(z, x, k, , t), tal que:

. ) d
Podemos reescrever a equagao (9)), como:
{k.dv — p.dx} + {H(x, p,t) — H(z,k, 1)} .dt = dF(z, X, k, 9, ). (10)

Onde, F'(z, x, k, p,t) é conhecida como func¢do geradora, vamos iniciar nossa andlise tomando a

funcdo geradora como F| = F(x, x,t), mas da equagdo , temos:

R
k= e (11)
oF,
o= —W, (12)
F
Hix. o.t) = Ha k1) + 0 (13)

Contudo, nem sempre a escolha de Fi(x, x, t) é a melhor op¢ao, podemos pensar em fungdes geradoras
que dependam de outras varidveis, por exemplo, podemos tomar uma fun¢ao geradora dependente de

(z, p,t), tal que:

F=F = F(x,p,t)— p.Xx (14)
Lembrando da equagdo (I0), temos:
oF; OF; oF;
k.dx — o.d —H}.dt =dF = —p.dx — x.d —.d —.d —.dt. 15
{kde —p.dx} +{H - H} pudy = xdp + 5= det 5 2 do+ o (15)
De onde podemos concluir que:
F: E E:
k.o + {H — H} .dt = —x.dp + O o+ @.dp Loy, (16)

or D ot
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Portanto, temos:

0F,
k= o7 (I7)
OR,
- (18)
E
Hix. o.t) = Hla k1) + 52 (19)

E a partir das equacdes (I7), (18) e (T9) podemos pensar numa mecénica com comprimento minimo,
como uma transformacdo canonica. Mas antes, vamos resgatar alguns resultados, tinhamos da mecanica

quantica com comprimento minimo, que:
(@, 9] = ihMy(9). (20)

E a partir da equacgao 1} mostramos que era possivel fazer uma mudanga de varidveis K=K (©),

tal que:
OK(9) _dK(9) _ oy,

Que nos levava a uma relagdo de comutagdo canonica, do tipo:

[, K(¢)] = ih. (22)

Agora, vamos nos basear neste conjunto de resultados para desenvolvermos nossa teoria. A partir
da equacg@o (21)), podemos supor uma transformagio de coordenadas de k = k(gp), invertivel, tal que

o = p(k), onde usaremos & mindsculo para o caso cléssico, ou seja:

k(p)

—= = M "(p). 23
3o (¥) (23)
Mas da equagéo (I7), temos que:
B _O0F,

Podemos resolver a equagdo (24)), para I, obtendo:

Que € a fungdo geradora da nossa transformagao candnica, agora a partir da equagao (I8)), podemos

calcular a nova coordenada generaliza y, assim temos:

_OF

0
= Tt S F D). @7)
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Mas, lembrando da equagdo (21)), temos que:

Ok(p) _oag—1
o M, (p).

Portanto em resumo, a funcao geradora e as transformacdes canOnicas mais gerais sao, respectivamente:

Fy=k(p).x+ F(p,t), (28)
k= k(p). (29)
B 0
x= M () + 5o (o)} (30)

E como as transformacdes sdo candnicas, devemos ter:

oF.
H(x, p,t) = H(z, k,t) + a—j- (31)

Vamos ver alguns exemplos encontrados na literatura, e mostrar as transformacoes efetuadas.

4.2  ALGUNS MODELOS

Agora, estamos em posi¢ao de apresentar alguns modelos para a mecanica quantica com com-

primento minimo, em (Nouicer, 2007), o autor investigou efeitos da dlgebra deformada, dada por:

2, 9] = ihe*. (32)

Onde, € uma constante associada ao comprimento minimo ¢, (Nouicer, 2007) aplica este modelo a
termodindmica de buracos negros, calculando uma correcio para a Temperatura Hawking, entropia e
faz uma andlise detalhada do processo de evaporacao Hawking. Contudo, este modelo € equivalente a
fazer a seguinte transformacao:
Mq _ d@(:K) _ B (33)
dk

Podemos resolver a equagao , para K, obtendo a fungdo erro dada por:

K(p) = 2%6# (VBo). (34)

Em (Pedram, [2012), é apresentado o seguinte modelo:

1
z,9| =ith———. 35
Segundo o autor, esta forma de 4lgebra generalizada € consistente com vdrias propostas de gravidade
quantica, como teoria de cordas, gravidade quéntica em loop, relatividade duplamente especial. Ela

ainda prevé uma incerteza de comprimento minimo, € um momento maximo observavel. E é mostrado



40

que a presenca do momento maximo, resulta em um limite superior no espectro de energia dos

estados de momento do oscilador harmoénico. Contudo, este modelo € equivalente a fazer a seguinte

transformacao:
. dp(K) 1
M, = — = . (36)
Ak 1-pp?
E podemos resolver a equagdo , para K, obtendo:
. i
K=gp-— £p2. (37)

3

Outro modelo interessante € o de (Petruzziello, [2020), onde:

[z, 0] = ihy/1 = 2507 (38)

O autor, apresenta esta generalizag@o para o principio da incerteza de Heisenberg (HUP), que introduz
a existéncia de um momento maximo observavel, e a0 mesmo tempo ndo acarreta numa incerteza
minima para medidas de posi¢do. O resultado acima, é um principio de incerteza generalizada exato
(GUP), vélido em todas as escalas de energia. Para pequenos valores do parametro de deformacdo /3, o
ansatz € consistente com a expressao usual para GUP da teoria das cordas, relatividade duplamente
especial (DSR) e outros candidatos a gravidade quantica. Contudo, este modelo é equivalente a fazer a

seguinte transformacao:

M, = o) _ = 2802 (39)

dK
E podemos resolver a equagao , para K, obtendo:

K= \/12_56”0086”(\/%@)' (40)

Como uma andlise preliminar (Petruzziello, 2020), estudou as implicagdes deste modelo em algumas
aplicacdes da mecanica quantica e na termodinamica de buracos negros.

Outro modelo € o de (KEMPF; MANGANO; MANN| |1995), que é amplamente abordado pela
literatura, (Adler; Chen; Santiagol 2001)), (Das; Vagenas, [2008), (Jizba; Kleinert; Scardigli, [2010),
(Ong, [2018), (Kanazawa et al.,[2019), (Buoninfante et al., [2020), (Scardigli; Lambiase; Vagenas, 2017,
(Luciano; Petruzziello, 2019), (Scardigli, 2019)), dado por:

[, p] = ih(1 + B¢%). (41)

Este modelo € equivalente a fazer a seguinte transformacao:

~ dp(K) 9
T (1+5¢%) (42)
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E podemos resolver a equagdo , para K, obtendo:

L1

K=8

Contudo, é importante que exista consisténcia entre nossa hipdtese de comprimento minimo € 0s

arctan(/B). (43)
resultados obtidos até entdao. Portanto, como forma de exemplo, vamos calcular qual € o comprimento
minimo por traz do modelo de (KEMPEF; MANGANO; MANN| 1995)), dado por:

[, 9] = ih (1 + B§7). (44)

Lembrando, que a relacdo de incerteza é:

(AFP)(A) > T oI 5)
Substituindo a equacdo (@4), na equagio (#3]), vemos que:
(A8) 4(29) > S|h(1+ B, (46)
(A8) 4(29) > & (14 8(6%) @)
Que pode ser resolvida para ((Ag)), lembrado que:
(6%) = ((A9)%) + (9)*. (48)

Substituindo a equacdo ([@8), na equagdo (@7) e unindo os termos semelhantes, obtemos:

0> BH(AG) — (B -((AG) + 51+ Blo)?), 9)
0> (Ag%) = 5 (AD)-((A9) +5(1+ B()?) (50)
Podemos igualar a zero a equagdo (50), a fim de obter uma solugio para ((A)), ou seja:
(860 = gt@an & | i@ - (3) w+ st 61
((Ag)) = «?;» + [“hﬁ?f - % - W} g (52)

Note, que o termo dentro da raiz quadrada, deve ser maior ou igual a zero, portanto o menor valor que

este pode assumir € zero, assim temos:

(AD))* 1

B S 2 —
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(Az))*> 1 2
e B + ()7, (54)
((A2))* = Br* (1 + B(p)?) . (55)

Que é minima se (p) = 0, ou seja:
(A)) = hy/B. (56)
Note, que tomado lim /3 — 0, na equagio , obtemos:

| St

((AL)).(Ap)) = (57)

Conforme a mecanica quantica prevé. Precisamos agora, buscar uma forma de estimar o valor de /3, na
equacdo (56). Pois, assim obteremos um valor para ((Az)), note que 3 tem dimensao do inverso de

momento ao quadrado, assim um possivel valor para 3 é:

gL (58)

O que nos levaria a interpretacdo da incerteza minima para posi¢cao no modelo de (KEMPF; MAN+

GANO; MANN, |1995), exatamente igual ao comprimento minimo que postulamos para o espaco:

((Az)) = q. (59)

Contudo, supor a existéncia de um comprimento minimo ¢, ndo necessariamente implica na existéncia
de uma incerteza minima em medidas de posi¢do ((Az)), em (Petruzziellol, [2020) o autor faz uma
comparacao entre os modelos (KEMPF; MANGANO; MANN| 1995), (Nouicer, 2007), (Pedram)
2012), (Hassanabadi; Maghsoodi; Chung, 2019) e (Shababi; Chungl 2020). Levando em conta a

previsdo da existéncia de incerteza minima na posicao, e/ou momento maximo, conforme a tabela:

Tabela 1 — Comparacdo entre os modelos

’ Modelo \ Incerteza minima na posicdo | Momento maximo ‘

Heisenberg nao possui nao possui

(KEMPF; MANGANO; MANN, |1995) possui nao possui

(Nouicer, [2007)) possui nao possui
(Pedram, 2012) possui possui
(Hassanabadi; Maghsoodi; Chung, 2019) possui possui
(Shababi; Chung, 2020) possui possui
(Petruzziellol 2020) nao possui possui

fonte: Petruzziello (2020).

Contudo, independente da existir ou ndo uma incerteza minima para medidas de posicao ((Az)),
podemos calcular um valor do comprimento minimo ¢, para os vetores de posi¢do formarem uma base

ortogonal, mas antes vamos analisar o oscilador harmonico.
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4.3 OSCILADOR HARMONICO

Como uma aplicagdo, é construtivo analisar o oscilador harmonico unidimensional, seja 0 Hamilto-

niano: i o
A 16) mw=x

H=-"—+

2m 2

Onde, m € a massa da particula e w € a frequéncia angular do oscilador. A equacdo Schrodinger

2

(60)

independente do tempo, para uma func¢do de onda no espago dos momentos, em uma dimensao €:
H(W|p) = E(V|p). (1)

Substituindo a equacdo (60), na equagdo (61I)), temos:

@2 mw? 42 B
(55 + ™55 ) o) = E(wlo) 62)
Lembrando que:
O(¥]p) = p(¥]p), (63)
(V]p) = ihMy(p) Ve (Y]p). (64)

aplicando as equagdes (63) e (64), na equagdo (62)), temos que:

mw?h>

2

T (i) - " 0) v, (M(0) v (W) = B0, (65)

Note, que podemos escrever \/,,, como uma derivada total:

2 242
© mw<h d d
—(VU|p) — M — [ M, — (0 = E{(V|p).
(019 — (o) (M)t ) = El) (66)
Unindo termos semelhantes, temos:
d d 2 ©°
M, — (M —(0 =———|=— —F ) (V|p). 7
(01 (M) = 2 (£ - B) i) 6

Mas, lembrando que p = p(K), de onde deduzimos que:

dK (p)

_ -1
o = M, (p). (68)

Portanto, podemos propor a seguinte mudanca de coordenadas:

dp = M,(p)dK. (69)
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Tomando a equagdo (69), na equagio (67)), temos que:

d d 2 ©0?(K)
— | — (¥ = — F | (¥]p). 70
i (o) = =2 ()~ ) (o a0
Portanto: P 5 ) (K)
%
—(U|p) — —F | (¥|p) =0. 71
Tt - 2 (S~ B) i) )
Mas, temos que:
d2
5 (Wlg) + V{¥lp) = 0. (1)
Onde, V' € o potencial efetivo, dado por:
2 9 (K)
V= EFE—-—— ). 73
mw2h2( 2m (73)

A equagido (72)), é conhecida na literatura como pendulo quantico, e possui aplicagdo em dindmica
molecular, este resultado é andlogo ao apresentado por (Petruzziellol, [2020). E importante perceber
que para cada transformacéo o(K), existird um potencial efetivo diferente. A solugdo mais geral do
péndulo quantico, pode ser escrita como uma superposicao de funcdes de Mathieu ndo periddicas
(GRADSHTEYN; RYZHIK, [1980). Mas, os valores dos niveis de energia discretos, que surgem de
tal estudo, ndo podem ser encontrados analiticamente (CIFTCI; KISOGLU, 2015). Apesar disso, o
problema pode ser resolvido numericamente, mais detalhes podem ser vistos em (BAKER| 2002).

4.4 O COMPRIMENTO MINIMO E O MOMENTO MAXIMO

Fisicamente, esperamos que a existéncia de um comprimento minimo para medidas de posi¢do, nos
leve a um momento maximo K., ou seja, deve existir uma relacdo ndo linear entre @ e K (Nouicer,

2007), (Hossenfelder, 2006), tal que para energias da ordem da energia de Planck, exista um corte:

lm K(p) = £ Knas. (74)

p—F0co

E para baixas energias, devemos recuperar a mecanica quantica:

lim K () = K(p) = p. (75)
Considere agora o seguinte cdlculo:
(wla’) = (a[1]a). (76)
Mas, temos que: .
i= /_ _dple) (el (o) (77)

Substituindo a equacdo (77), na equagio (76)), temos que:

(fa) = / oM (o) (el o). (78)
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Lembrando das relacdes:
dp = My(p)dK, (79)

(z|p) = Ce " (80)
Substituindo as equagdes e (80), na equacdo (78), e utilizando o limite dado pela equacao (74),

vemos que:

Kmaac
(z]2') = |C|2/ dKe in @), (81)

7Kmaz

Assim, resolvendo a integral, temos que:

(x|2)

2|C|*h Konae
~ G _x,)sen e

(x — 2 )] : (82)
Onde, a constante de normalizacdo pode ser calculada impondo que:
Kmaz
(z|z) = |C]2/ dK = 1. (83)
_K'ma:l;

Portanto, a constante de normalizacao é:

1

CP = :
| | 2Kma:c

(84)

Ou seja, temos que o produto entre vetores de posicao na mecanica quantica com comprimento minimo,

serd dado por:
1

[ o (2 —

(xl2') =

— - ®

Note, que no limite de = tendendo a z’, temos:

Knmaz A
lim (x|z') = (x|z) = lim senK[ i (@ /x )
x—a’ z—a’ [% (x — T )]

=1. (86)

Mas, da equagdo (83)), vemos que os vetores do espaco s6 sdo ortogonais numa rede dada por:

Kmam
h

(x —2') = nm. (87)
Mas, por hipétese o comprimento minimo entre duas medidas consecutivas de posi¢ao é:
r—1a =q. (88)

Portanto, a partir da equagio (88)) e da equagéo (87), concluimos que:

h
Kmaac .

(89)

q=nm
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Onde, n é um numero inteiro e, K,,,, € 0 momento méximo. Contudo, podemos fazer uma supe-
restimativa para 0 momento maximo de uma particula, e dizer que este vem por K ,,,, = m.c. Uma
solucdo interessante para a equacéo (89), € quando o comprimento de onda Compton, ¢ igual ao seu

raio de Schwarzschild:
h B 2G'm

m.c c?

: (90)

Que € um limite tedrico, onde esperamos que efeitos quanticos se misturem aos efeitos relativisticos,
da equacio , vemos que m = /mm,,. Onde m,,, é a massa de Planck, lembrando que K., = m.c,

vemos que a equagdo (89), fica dada por:
q = n\/7l,. 91)

Ou seja, existe uma quantizagdo para que os vetores de estado no espago de posicdo sejam ortogonais
e formem uma base, que vem dada pela equagdo (91)), onde n é um inteiro. Assim vemos que o

comprimento minimo para medidas de distancia se dd quando tomamos dois n’s consecutivos, ou seja:

q = /7l 92)

Devemos observar, que para chegarmos a este resultado. postulamos que o comprimento de Compton

¢ igual ao raio de Schwarzschild, contudo a solu¢do mais geral vem dada pela equagéo (89).
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5 CONCLUSAO

No século 5 antes de Cristo, Demdcrito postulou que a matéria era constituida por entes indivisiveis,
os atomos. Atualmente, sabemos que a matéria € constituida por dtomos, porém estes quando
observados mais de perto se subdividem em prétons e néutrons, que por sua vez se subdividem em
quarks e glions. Mas serd que existe um limite além do qual ndo poderemos mais experimentar! E se
existir, seria este limite um principio fundamental, ou uma limitacdo do proprio experimento? Talvez a
resposta desta pergunta esteja associada a propria estrutura do espaco, a existéncia de um “dtomo* de
espago, um comprimento minimo para medidas de posi¢do. Como vimos, supor a existéncia de um
comprimento minimo para medidas de posi¢do ¢, implica que as derivadas espaciais ndo poderdo ser
realizadas conforme o habitual, pois o limite de Az tendendo a zero, deixa de fazer sentido. A partir
deste argumento postulamos que a existéncia do comprimento minimo ¢, no espaco das posi¢coes x,
perturba a natureza do momento canonicamente conjugado p, de modo que ele seja transformado em

um novo momento g, e a relacdo de comutacao entre @ e o operador de posi¢ao z, seja dada por:
[, 0] = ih M, ().

Onde, Mq(p) € o operador de translagcdes minimas, que estd intimamente ligado ao comprimento

minimo do espago g. Contudo, podemos definir, um operador K (¢), tal que:

A

[, K(p)] = ih.

E mostrar que para cada escolha de M, (¢), existe um () diferente, desde que:

0K (p)
0p a

Onde, identificamos K como o operador de momento candnico na presenca do comprimento mi-
nimo. Mostramos que a mecanica quantica com comprimento minimo, pode ser vista como uma

transformacdo candnica dada por:

v =M (o) + % (F(p.t)}

[lustramos alguns modelos de mecanica quantica com comprimento minimo, como o modelo de
(Nouicer, [2007), dado por:
2, 0] = ilie®s".
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O modelo de (Pedram, 2012)), dado por:

O modelo de (Petruzziellol [2020), dado por:

[z, o] = ihn/1 = 282
E por fim o modelo de (KEMPF; MANGANO; MANN, (1995)), dado por:
[#,p] = ih(1 + BE?).
Calculamos a incerteza minima para medidas de posi¢do para o modelo de (KEMPF; MANGANO;

MANN, 1995)), obtendo o valor:

Que é compativel com nossa hipétese inicial. Discutimos brevemente o oscilador harmonico. E por

fim, vimos que os vetores de estado no espago de posi¢ao, s6 sdo ortogonais numa rede dada por:

h
Kma;c .

q=nm

Onde, n é um ndmero inteiro, € 0 momento maximo K,,,, vai depender do modelo adotado e serda
dado em funcao de ((q), ou seja, cada modelo de dlgebra deformada por Mq, apresentard um momento
maximo tedrico diferente. Porém, consideramos como uma superestimativa, quando a relatividade
se mistura a quantica, o caso em que o comprimento de Compton € igual ao raio de Schwarzschild,

mostramos que:
q = /7l

Onde, [, € o comprimento de Planck. Contudo, a introduc¢io de um comprimento minimo universal,
¢é conflitante até mesmo com a Teoria de Relatividade Restrita. Imagine um objeto, em repouso em
relacdo a um referencial S, apresente um comprimento préprio minimo ¢, e seja S’ um referencial que
se move uniformemente em relagdo a S. Assim, quando observamos o objeto a partir de S’, devido ao
efeito da contragdo de Lorentz, mediremos um comprimento menor que q. Contudo, como pode ser
visto em (Amelino-Camelia; Ahluwalia, 2002), podemos acrescentar um terceiro postulado para a rela-
tividade restrita, o de que existe um comprimento minimo, para o qual todos os observadores inerciais
medem o mesmo valor ¢, esta teoria é conhecida como Relatividade Duplamente Especial, pois além
da velocidade da luz ¢, ela contém um comprimento minimo ¢ universal. Portanto a perspectiva para o

futuro desta pesquisa € elaborar um modelo consistente com a teoria da relatividade restrita.
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