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Resumo 

Neste traballio nós revisamos o formalismo de Green-Schwarz (GS) da supercorda e 

discutimos os seus problemas e vantagens com relação ao formalismo de Ramond-Neveu- 

Schwarz (RNS). Nós demonstramos, entre outras coisas, que o formalismo de Green- 

Schwarz possui supersimetria manifesta no espaço-tempo, mas que não pode ser quanti- 

zado covariantemente, exatamente o oposto do que ocorre em RNS. Então nós finalmente 

estudamos o formalismo recém criado de espinoies puros, que incorpora as boas proprie- 

dades dos formalismos anteriores sem incluir seus defeitos. 

Palavras Chaves: Supeicordas; Supersimetria; Formalismo de Green-Schwarz; Es- 

pinores Puros 

Áreas do conhecimento: Supersimetria; Teoria de Gampos 
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Abstract 

In this work we review the Green-Schwarz (GS) formalism of the superstring and 

discuss its problems and advantages with respect to the Ramond-Neveu-Schwarz (RNS) 

formalism. We show, among other things, that the GS formalism has manifest spacetime 

supersymmetry, but at the same time it cannot be covariantly quantized, exactly the 

opposite of what happens in the RNS formalism. Then we finally study the recently- 

developed pure spinor formalism, which has the good properties of the previous two 

without having their problems. 
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Hac sententia existimationem meam patefacio ut argumentis invenire maximas naturae 

aequationes naturaliter sine experimento quicumque fieri posse: 

... noli foras ire, in te ipsum redi, in interiore homine habitat veritas: 

et si tuam naturam mutabilem inveneris, transcende et te ipsum. 

Sanctus Augustinus, De Vera Religione, cap. XXXIX 
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Capítulo 1 

Introdução 

A teoria das supercordas é a mais promissora candidata a realizar o sonho de Einstein, a 

dedução matemática da teoria final das interações elementares, que ele chamava de teoria 

do campo unificado. 

Até recentemente havia dois formalismos básicos para se estudar as propriedades das 

supercordas, o criado por Ramond-Nev^eu-Schwarz (RNS) na década de 70 e o de Green- 

Schwarz (GS), que tomou forma em meados da década de 80. Nenhum deles é com- 

pletamente satisfatório devido aos problemas que sofrem. No formalismo RNS a ação é 

supersimétrica na folha-mundo, e os aspectos supersimétricos no espaço-tempo são difíceis 

de se estudar. A grande vantagem dessa formulação da supercorda é a facilidade de quan- 

tização através de métodos covariantes. Porém, o espectro obtido inicialmente não contém 

o mesmo número de excitações fermiônicas e bosônicas em cada nível de massa. Para tor- 

nar a teoria supersimétrica no espaço-tempo é preciso truncar o espectro via um procedi- 

mento chamado projeção GSO. As dificuldades resultantes dessa projeção impossibilitam 

o cálculo de amplitudes de espalhamento em níveis maiores que 1-loop. 

Por outro lado, o formalismo de Green-Schwarz é manifestamente supersimétrico no 

espaço-tempo. O espectro físico é equivalente ao espectro truncado em RNS. Porém, até 

hoje não foi possível quantizar covariantemente a ação de Green-Schwar da supercorda. A 

quantização é factível somente no gauge do cone de luz, onde a invariância de Lorentz não é 

mais manifesta. As amplitudes de espalhamento, devido à falta de covariância, tornam-se 

extremamente complicadas e ninguém foi capaz de calcular amplitudes multiloop. Muito 

embora o formalismo de Green-Schwarz apresente esse problema, o interesse por ele cres- 

ceu nos últimos anos devido à conjectura AdS/CFT. A teoria de super Yang-Mills N=4 
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em quatro dimensões seria dual à teoria de supercordas tipo IIB no espaço AdS^ <S> S'^ 

com um background Ramond-Ramond, uma 5-forma fermiônica. No formalismo de GS 

a teoria pode facilmente ser descrita em tal background, enquanto que em RNS isso não 

pode ser feito. Entretanto, novamente o problema da quantização covariante surge para 

impedir progressos maiores no entendimento dessa dualidade. 

Em Janeiro de 2000 Nathan Berkovits apresentou ao mundo um novo formalismo da 

supercorda, batizado de espinores puros. Nesse formalismo a supersimetria-do espaço- 

tempo é manifesta e a quantização covariante é possível mediante a introdução de uma 

carga BRST. Portanto esse novo formalismo incorpora as vantagens dos anteriores, e não 

possui suas desvantagens. Em 2004 uma prescrição para o cálculo de amplitudes multiloop 

foi apresentada [16] e o futuro parece promissor. Com esse formalismo é possível quantizar 

a supercorda tipo IIB em AdS^ ® covariantemente, o que é importante para verificar 

a conjectura AdS/CFT. 

Nessa dissertação nós estudamos os formalismos de Green-Schwarz e de espinores 

puros em nível introdutório. Os aspectos básicos são apresentados com vários detalhes e 

expressões como “pode-se mostrar que... ” foram reduzidas a um mínimo possível. 

No segundo capítulo, depois de uma pequena revisão da superpartícula, as principais 

propriedades do formalismo de Green-Schwarz são apresentadas e demonstradas. A ação 

é quantizada no gauge do cone de luz e o espectro das supercordas tipo I e tipo IIB é 

calculado. Na última seção são feitos alguns comentários a respeito da demonstração 

de que a dimensão do espaço-tempo deve ser igual a 10. O terceiro capítulo trata do 

formalismo de espinores puros. Especial atenção é dada à introdução dos fantasmas 

através das correntes de Lorentz escritas em termos do grupo U(5) e ao cancelamento 

da carga central da teoria. O capítulo termina com uma breve discussão das amplitudes 

de espalhamento. O apêndice A contém as convenções utilizadas no texto e algumas 

propriedades das matrizes gamma em 10 dimensões. O apêndice B contém várias contas 

detalhadas, que foram omitidas do capítulo 2 para facilitar a leitura. Nos artigos sobre 

espinores puros a decomposição de SO(IO) para U(5) é utilizada para construir as correntes 

de Lorentz dos fantasmas, porém não há qualquer menção de como fazer essas contas. 

Esse apêndice mostra com vários detalhes como isso é feito. 



Capítulo 2 

O Formalismo de Green-Schwarz 

Nesse capítulo estudaremos a supercorda de Green-Schwarz (GS). A motivação fundamen- 

tal para iniciarmos o estudo desse formalismo é a propriedade de supersimetria manifesta 

no espaço-tempo, isto é, o parâmetro (a = 1,..16) da transformação supersimétrica é 

um espinor no espaço-tempo, ao contrário do que acontece na outra formulação da super- 

corda, conhecida como Ramond-Neveu-Schwarz (RNS), onde (a = 1,2) é um espinor 

na folha-mundo bidimensional. 

Para entendermos a importância dessa propriedade devemos lembrar das dificulda- 

des inerentes ao formalismo RNSb O primeiro inconveniente aparece após o cálculo do 

espectro, quando percebemos que o primeiro estado no setor Neveu-Schwarz (NS) é um 

táquion. Para lidar com esse problema existe uma solução ad hoc, o truncamento do 

espectro através da chamada projeção GSO[ll]. Vários estados são projetados fora, in- 

clusive o táquion, e o restante possui igual número de bósons e férmions em cada nível de 

massa, que formam multipletos completos de supersimetria. 

Nos cálculos de amplitudes de espalhamento o formalismo RNS apresenta sérios pro- 

blemas^. Um deles está relacionado à inexistência manifesta de supersimetria no espaço- 

tempo. Ao calcularmos amplitudes em 1-loop, vários estados intermediários são formados 

e podem se propagar, inclusive aqueles estados removidos com. a projeção GSO. Para que 

nenhum estado fora do espectro permitido se propague, é necessário um somatório sobre 

as chamadas estruturas de spin, que introduzem dificuldades intransponíveis para cálculos 

^Não discutiremos em detalhes o formalismo RNS nessa dissertação, apenas mencionaremos suas 

principais características. 
^Discutiremos aqui o problema relacionado à supersimetria, porém há vários outros cujo entendimento 

requer mais tempo. 
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2.1. AS UPERPA RTÍCULA DE DRINK-SCHWARZ 5 

em nível maior que 1-loop. 

Como vimos iio parágrafo anterior, a falta cie supersimetria espaço-temporal manifesta 

e a consequente necessidade de um truncamento artificial do espectro levam a sérios 

problemas computacionais relativos a amplitudes de espalhameiito. A idéia mais natural 

então é procurar uma ação para a supercorda onde a supersimetria no espaço-tempo seja 

manifesta. Portanto nenhuma projeção seria necessária e conseqüentemente o cálculo de 

amplitudes de espalhamento se tornaria mais simples, sem somas sobre estruturas de spin. 

Essa foi a motivação para a criação do formalismo a ser estudado nesse capítulo. 

Porém, como veremos nas próximas páginas, a remoção do ponto fraco do formalismo 

RNS tem seu preço. A quantização covariante do formalismo de Green-Schwarz é um 

assunto extremamente complicado, fato esse que deve ser contrastado com a relativa 

facilidade com a qual a supercorda RNS é quantizada, onde é possível usar o método 

de quantização conhecido como BRST[7]. Não sendo factível a quantização covariante, 

veremos na seção 2.4 como podemos quebrar a invaiiância de Lorentz manifesta a fim 

de tornar possível a quantização da supercorda. No chamado gauge do cone de luz, a 

quantização é trivial e o espectro é facilmente obtido, e concorda com o espectro truncado 

do formalismo RNS. Porém, a quebra da invariância de Lorentz manifesta se torna um 

grande problema técnico nas amplitudes de espalhamento, onde é necessário introduzir 

operadores não-triviais nos pontos de interação, impossibilitando na prática o cálculo de 

amplitudes com mais de 1 loop, exatamente como no formalismo RNS. 

Aparentemente, pelo que vimos nos parágrafos anteriores, parece que existe algum tipo 

de conservação de dificuldades nos formalismos da supercorda, porém isso não é verdade. 

Como veremos no próximo capítulo, existe um formalismo manifestamente supersimétrico 

cuja quantização covariante é possível. 

2.1 A Superpartícula de Brink-Schwarz 

A origem do formalismo de Green-Schwarz da supercorda será melhor compreendida se 

estudarmos primeiro a superpartícula, que é o análogo da supercorda. e cuja lagrangiana 

depende de um único parâmetro r. A supercorda será a generalização dessa lagrangiana 

e será definida na folha-mundo, parametrizada pelos, parâmetros (r. cr). Além disso, a 

quantização covariante da superpartícula enfrenta o mesmo problema da supercorda GS 

e é contornado de maneira completamente análoga. Portanto o estudo dessa seção servirá 
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de aquecimento para o trabalho posterior^. 

A superpartícula é descrita pela ação de Brink-Schwarz[l], 

S = Jdr + eP^Pm), (2.1) 

onde = X’^ — As equações de movimento são facilmente obtidas, 

^ 0, P'" = 0, (7"^)a/^m = 0. (2.2) 

Assim como a supercorda, veremos que essa ação é manifestamente supersimétrica no 

espaço-tempo: 

Proposição 1 (Supersimetria). A ação de Brink-Schwarz é invariante pelas trans- 

formações super simétricas, 

59^ = (2.3) 

(2.4) 

ÕP'^ = 5e = 0, (2.5) 

onde £ é um parâmetro fermiônico global. 

Demonstração. Basta mostrar que 511'” = 0, o que é feito facilmente 

ín”* = sx^ - -se^r^e - -ò^y^^se = 
2 2 2 2 

= 0, 

onde usamos que ê = 0. B 

Para quantizarmos a ação (2.1) precisamos dos momentos conjugados das variáveis 

X^ e 9°, 

5L 

SX'^ 
ÔL 

= Pm 

= ~Pm{'r'^0)^=Pa 

Note que o momento conjugado p^ depende de 9°‘, e portanto temos os seguintes vínculos 

fermiônicos 

da = Pa + (7’"í)a ■ (2.6) 

■^As convenções relativas aos espinores de SO(IO) e SO(8) podem .ser encontradas no Apêndice A. 
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A quantização da uma teoria vinculada pode ser feita com o procedimento descoberto por 

Dirac[3], descrito muito brevemente a seguir. 

0 método de Dirac introduz um novo parênteses, chamado de parênteses de Dirac, em 

substituição ao de Poisson, 

{A, B}d = {A, B}p - {A, d^}p {c-Y' VA, B 

onde Cap = {da, dp}p denota a matriz dos vínculos. Note que o parênteses de Dirac tem a 

propriedade de que os vínculos comutam com qualquer outro operador, e que é necessário 

saber a inversa da matriz de vínculos. Vejamos o que acontece quando tentamos aplicar 

esse método para quantizar covariantemente a superpartícula. 

Impondo os seguintes parênteses de Poisson 

[Pa,d^}p = = [Pa,Pp}p =^0, 

concluímos que os vínculos satisfazem, 

Cap — {da, dp{ p 

= \P.n{Po. (-r0)„}p + ,P<i}p 

= •Pm73{P/l.í'‘}p 

= -iPp.-Ce- (2.7) 

Para encontrarmos os parênteses de Dirac das variáveis seria necessário inverter a 

matriz dos vínculos (2.7). Porém, note que = 0 indica que a matriz Cap tem metade 

de seus autovalores iguais zero'^ o que indica que Cap não possui inversa. Logo o método 

de Dirac falha e somos incapazes de quantizar a teoria covariantemente. 

Entretanto, a existência de 8 autovalores iguais a zero nos indica que há 8 vínculos 

de primeira e 8 de segunda classe. Os vínculos de primeira classe geram simetrias de 

gauge, que permitirão fixar 8 componentes de 0", reduzindo assim os graus de liberdade 

fermiônicos. Para encontrarmos os vínculos de primeira classe definimos novos vínculos 

D°‘ por 

= iF"-i^de 

‘*Para provarmos isso note que = ü permite que escolhamos um referencial onde P = {p^,.. 

e portanto a matriz Cap fica proporcioal a 7“^, cujo rank é 8. 
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e observamos que a seguinte álgebra é satisfeita {D°‘,D^}p = 0, pois = 0. Esses 

vínculos de primeira classe D° geram uma simetria da ação que foi descoberta por Warren 

Siegel [2], cujas transformações resumimos na seguinte definição. 

Definição 1 (Transformações Kappa). 

í0“ = P"*(7m«r (2-8) 

SX^ = ~ {9')^59) (2.9) 

ÔP^ = 0, (2.10) 

5e = 9°‘Ka (2.11) 

Proposição 2. A ação de Brink-Schwarz (2.1) é invariante pelas transformações kappa. 

Demonstração. A variação da ação é dada por f(5n'^Pm + ôeP^^Pm). Mas 

snm ^ -l0^rn^0) _ ^(9j"^S9) - ^(á^^) " \{Ò'l"à9) 

= -{9'y^S9) 

portanto ári"^P,„ = — ~0>^)P'^Pm- Logo, como 5e - {9k), obte- 

mos que 5S = 0. ■ 

A invariância da ação frente a essas transformações locais permite fixar 8 componentes 

de 0“ iguais a zero, como veremos a seguir. 

Proposição 3. Sempre é possível escolher um gauge para a ação (2.1) onde {'j'^9) — 0. 

Nesse gauge a ação se toma 

S = Jdr (x^Pm - \SaSa + cP^Pm^ . (2.12) 

Demonstração. Dado qualquer mostraremos que existe uma transformação kappa 

9' = 9 + 59 tal que = 0. Como a teoria é invariante por transformações kappa isso 

demonstrará a primeira parte da proposição. 

Sempre podemos passar para um referencial onde P"^ = (P, 0,0,..., P), pois P^ = 0. 

Em seguida fazemos a seguinte mudança de coordenadas, 

p± = _L (pO p9^ 
v2 

^*‘7=2 
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= 

de onde concluímos que (7'*’)^^ = 0 e P~ = 0. 

A transformação kappa (2.8), visto que P* = P~ = 0, é dada por S6°‘ = —P^ (7“k)“, 

portanto se escolhermos obtemos 

= +5(7"T+9)“ 

Note que podemos escrever 0“ em termos de seus componentes de SO(8) como 6°‘ = 

—I (7'' 7~0)“ — I e conseqüentemente 

0'“ = + 50“ = _1 (7+7-0)“ , 

de onde (7+í^') = 0 segue naturalmente. 

Para escrevermos a ação (2.1) nesse gauge note que o termo Ò^/^^OPm é escrito, visto 

que = — 1 = —0", como 

ò-f^^ePm = -ê^r+ep- - èj-ep+ + è^op^ = -07-0P+ 

onde usamos que è'y'^9 = 0 e P~ = 0. Portanto, a ação de Brink-Schwarz se torna 

5 = I dr (^X^Pm + \p^{é^-e) + eP^P,^^ 

= j dr (^X'^Pm - \SaSa + sP^P^^ , (2.13) 

onde definimos^ o espinor quiral de SO(8) por S“ = . ■ 

2.1.1 Quantização no gauge (7'''^) = 0 

A quantização de (2.12) não apresenta problemas, pois a matriz dos vínculos pode ser 

facilmente invertida. Para vermos isso note que o momento conjugado de 5“, que chama- 

remos de é dado por 

= --P“. 
2 

Portanto, impondo o parênteses de Poison {p°‘,S'’}p — —a matriz dos vínculos d“ = 

p°' + ~S“‘, dada por 

= -5“'' 

^Veja o apêndice A. 
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pode facilmente ser invertida. Dessa maneira, o método de Dirac implica na seguinte 

álgebra, 

ej 

= 0 - 

eJ 

= (2.14) 

Podemos construir representações dessa álgebra, que é o modo zero da álgebra da su- 

percorda de Green-Schwarz, recordando que as matrizes de Pauli de SO(8) satisfazem à 

relação 

que Dode ser verificada com as convenções dadas no apêndice A. Os índices i,j são da 

representação vetorial de SO(8), enquanto que b,à são índices quirais e anti-quirais, res- 

pectivamente. Portanto, é possível definir a atuação de 5“ sobre um espaço vetorial (índice 

j) e um anti-quiral (índice b) que representa a álgebra (2.14), 

|á) = b). (2.15) 

^‘lí) (2-16) 

como podemos verificar, 

{S'^S^ + 5'’5“) li) = ^ (^Vf |c) -b SVf |c)) 
V2 

= 5 ) 10 

=b> ■ 

se usarmos a relação (A.5). E fácil ver que o mesmo resultado é obtido atuando sobre 

Logo obtivemos um espectro composto pelos estados |i) e b^. Além disso a equação de 

movimento (2.2) implica que esses estados são não-massivos. Esse é o mesmo espectro da 

teoria de Super Yang-Mills pura A = 1 em D = 10, representada por 8 estados do glúon 

(li)) e por 8 estados do gluíno (|õ)). 

Agora veremos a generalização dos conceitos da superpartícula, que resultará na ação 

de Green-Schwarz da supercorda. 
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2.2 A ação de Green-Scliwarz 

o formalismo de Green-Schwarz da supercorda é baseado em um espaço-tempo com D = 

10 dimensões*^. A ação com supersimetria manifesta no espaço-tempo c dada por[4] 

onde as variáveis supersimétricas são a generalização imediata das variáveis corres- 

pondentes para a siiperpartícula, 

e 6i,9r são dois espinores Majorana-Weyl de SO(9,l), que podem ser quirais (Weyl) ou 

anti-quirais (anti-Weyl). 

Como na ação (2.17) os espinores Or podem ter quiralidades distintas é conveniente 

nomear as diferentes possibilidades, o que motiva a seguinte definição 

Definição 2. A supercorda fechada cujas variáveis espinoriais possuem quiralidades opos- 

tas (iguais) é dita ser do tipo IIA (IIB). A supercorda aberta com espinores de quiralidades 

iguais^ é dita ser do tipo I. 

Note que os índices L (left) e R (right) não dizem respeito à quiralidade dos espinores, 

mas se referem à dependência de 6 com respeito às variáveis como poderá ser visto 

na solução das equações de movimento. Diz-se que Ôl se desloca para a “esquerda” e 6r 

para a “direita”. 

Em 10 dimensões® podemos diferenciar entre espinores quirais e anti-quirais escrevendo 

índices contravariantes e covariantes, respectivamente. As matrizes gamma são denotadas 

por r*” e na representação de Weyl elas são escritas em termos das matrizes 16 x 

e 7°^ fora da diagonal. 

Mostraremos a seguir que essa ação é supersimétrica, e além disso é invariante por 

uma generalização das transformações kappa da superpartícula. De fato, essa ação foi 

construída para satisfazer a esses dois requisitos, logo depois de a simetria kappa da 

®Veja a seção 2.4.3 para compreender o motivo dessa escolha. 
supercorda aberta com espinores de quiralidades opostas não preserva a supersimetria do espaço- 

tempo. Veja também a definição 4 na pag. 20. 
®Veja o Apêndice A para mais detalhes. 

(2.17) 

+ - 
7T 

1 
J d^a [~ie^(^daX^{er^JrndpO,^ - 0Rj,ndpeR) -1- 

n- = - idLl^^djL - iQRrTdjR, 
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superpartícula ser descoberta[2]. Como veremos mais adiante, a simetria kappa é funda- 

mental para que a teoria possa ser quantizada, pois sem ela não seria possível eliminar 

alguns graus de liberdade de 6°‘ e passar para o gauge do cone de luz. 

A ação de Green-Schwarz (2.17) é invariante por reparametrizações arbitrárias das 

coordenadas da folha-mundo, e podemos usar essa propriedade para fixarmos a métrica, 

ha0 = Va0- (2-18) 

Essa escolha é conhecida como gauge conforme, pois pode-se mostrar[6] que as repa- 

rametrizações não são completamente fixadas por (2.18), e a invariância residual é com- 

posta pelas transformações conformes®. Fazendo também a seguinte mudança de variáveis 

z = a — t, z = a + ta, ação da supercorda de Green-Schwarz é escrita como. 

S = ^dX^dXm - idX^eL^ymdOL ~ idX^eR^rmdOR 

- Í(0L7"50i,)(0L7ma0L -K ÔRjmdeR) 

— 2 {^Rl^d6R){ÔL')rndOL + GRlmdOR) , (2.19) 

onde definimos as derivadas quirais. 

a=i(ai-ít.). 

ã = i(a, + So). 

Como a ação escrita no gauge conforme não contém mais a métrica devemos impor suas 

equações de movimento, dadas por 

T = = o (2.20) 

e conhecidas, por razões históricas, como os vínculos de Virasoro. Note que a equação 

de movimento para X'^, dada por 

ddx^ = idOLi^dOL + iOLi^ddeL + + lÔR^^ôBeR, (2.21) 

não é linear e é difícil de ser resolvida. Felizmente, como mostraremos na continuação, 

a ação de Green-Schwarz possui algumas propriedades interessantes. Em particular nós 

®Estamos omitindo certas complicações topológicas nesse ponto, para maiores detalhes veja o capítulo 

5 de [6]. 
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provaremos na proposição 5 que a simetria kappa está presente, o que nos permitirá 

fixar um gauge no qual a ação simplifica consideravelmente. Nesse gauge a equação de 

movimento (2.21) se reduzirá à bem-conhecida equação de onda. 

Proposição 4 (Supersimetria). A ação da supercorda de Green-Schwarz{2.19) em 10 

dimensões é invariante sob as seguintes transformações .mpersimétricas, 

  _a 

SX^ = íeitTOl + ienrrOR 

(2.22) 

(2.23) 

Demonstração. Variando a ação obtemos, depois de agrupar e cancelar alguns termos, 

5S= [ d^a[^dXm {en^y^den - eLl^dOi) - 

+ ]^{eLl"^d0L){0Llmd9L) + ]^{eR'ymd9R){eR'y^deR) 

- \{eLl^d9i:){6Llmde:.) - \{eR'ymd9R){eR^^deR) 

Os termos que contém Xm podem ser combinados em uma derivada total, 

i 
-d {dXmeRl^9R - dXmSL'y^9L) - -d {BXmeRr^9R - dXmSLl^9L) 

e portanto não contribuem para a. variação. Na continuação mostraremos que os termos 

restantes podem ser separados em uma parte que é uma derivada total e outra que se 

anula devido à identidade (A. 11) do Lema 7. 

Escreveremos somente a parte com as variáveis de índices R, pois os cálculos são 

idênticos para as variáveis L. Note que 

■^{^RlmB9R){9R‘^'^d9R) — -{eR'ymd9R){9R'y^d9R) = -Ai + -A2, 

onde 

Al = ^ [(eBTmãÔRSBT^aSR) - (eR7ma«R)(«R7”*ã9R) + (ErT^Sr)(a«R7’"S9R)] 

A2 = 5 [(£R7mã«R)(9R7™a«R) - (eR7ma9R)(eR7'“ã9R) ~ 2(sn')M(9^R'f‘SÍR)] 

Mas A2 é uma derivada total e não contribui, 

A2 = lã[(eR7m»R){»R7"’a9R)] - ia [(£R7...flR)(í'R7"aeR)] • 

Para mostrar que Ai = 0 vamos escrever os índices explicitamente, 

.4. = leoão<’e^drt,„„ (7"s7", + 717% + = 0 

onde usamos a identidade (A. 11), que é válida em 3,4,6 e 10 dimensões. Como supomos 

D = 10 desde o inicio, a proposição está dem.onstrada. • 
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Proposição 5 (Simetria kappa). A ação de Green-Schwarz da supercorda (2.19) é 

invariante sob as transformações kappa, 

set = (2.24) 

se% = (2.25) 

ÍA:"' = í«i,7™Mi, + í«b7’"í9r, (2.26) 

se os vínculos de Virasoro 11^ = fl^ = 0 forem obedecidos. 

Demonstração. Note que não colocaremos o índice m em e 7”* nas contas abaixo, 

pois eles podem faoilmente ser restituídos. Primeiro trataremos somente da variação dos 

termos que contém na ação (2.19). A variação desses termos resulta nas expressões 

(2.27), (2.28) e (2.29): 

-^dxseLidOL - ^dxeL'rd5eL + ^dxdenyseR + ^dxen-ydseR (2.27) 

+jdXdRjõÔR - ^8X9R'yd{6dR) + ^dXd9Liô6L + "-dX9L'rd{69L) (2.28) 

d {9l1Õ9l + 9R-yô9R) {9l')B9l) + d {9l1Õ9l + 9r'^59r) {9R'yB9R,) (2.29) 

Podemos reescrever (2.27) de uma maneira mais conveniente, 

-^B{dX9L'rô9L) + ^BdX9LiS9L - 2idXÔ9L'yB9L + ^B{dX9R'yô9R) - ^BdX9R^59R, 

bem como (2.28), 

{BX9liS9l) - ^-dBX9LiS9L + 2iBX{d9R'y59R) - {BX9rjô9r) + ^dBX9R'yS9R. 

Após a eliminação dos termos de superfície, a soma de (2.27) e (2.28) é dada por 

2iBX{d9R'yS9R) + 2í8X{B9i,‘^59l), 

e pode ser reescrita como 

+ 2m{B9Ll59L) + 2iIÍ{d9R'^59R) (2.30) 

- 2{9L'^d9L){B9L-i59L) - 2{9R^d9R){B9Li59L) (2.31) 

— 2{9L'yB9L){d9R'yô9R) — 2{9R'yB9R,){d9R'y59R) (2.32) 

onde somamos e subtraímos os termos adequados para escrever o resultado usando as 

variáveis H e H. Note que os termos em (2.30) se anulam devido aos vínculos de Virasoro, 

por exemplo 

11(89^^59^) = 

= U^B9lKa = 0. 
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Portanto o resultado da variação dos 3 primeiros termos da ação (2.19) são dados por 

(2.29), (2.31) e (2.32). 

A variação dos termos restantes, quando somada às expressões (2.29), (2.31) e (2.32), 

pode ser escrita em 3 grupos distintos, denotados por (LLLL), (LLRP) e (RRRR). Pode- 

mos ver que o grupo (LLLL) é dado por 

{LLL) = - ^{6Lld6i){d0L'y50L) + {d6L^56i){dLid9i) 

+ ]^{9LldàeL){eL'yd6L) - ^(0l7^5^l)(^l7^^l) 

Escrevendo | como | -f-1 e combinando alguns termos resulta em 

{LLLL) = -^9 {ÔliSOl) {OLldBL) + ^{0Ll99i)d {9li59l) 

- {9Lld9i){d9Li59i) -f {9Lld9L){d9Ll59L). 

Mas os dois primeiros termos em (2.33) resultam em 

- ^9 {9ljS9l) {9l,i99l) + ^(^l7^0l)^ {9Llà9L) = 

- raí(0i7<5^L)(^L75^L)l + \{9Ll59i:){99L^d9L) + ^(0l7^^l)(^/.75ô^l) 
2 L 2 

1 
2 
1 

= {9L'yS9L){99L'y99L), 

onde eliminamos os termos de superfície. Portanto, a expressão (2.33) se torna, 

+{99Ll9L){d9L'rô9L) + {9li99l){99li59l) + (0l75^z,)(50l75^l) = 0 

(2.33) 

{9li59l){9li99l) - -^{99L'yd9L){9L'y59i) - ■^{9Ll9d9L){9Li59L) 

devido à identidade (A. 11). 

De maneira análoga verificamos que os termos (LLRR) e (RRRR) também se anulam, 

e provamos a proposição. ■ 

A grande vantagem do formalismo de Green-Schwarz da supercorda é que, devido às 

variáveis fermiônicas 9°‘{a, r) se transformarem como espinores do espaço-tempo, a super- 

simetria é manifesta, ao contrário do que acontece no formalismo RNS. Essa propriedade 

possibilitará que os aspectos supersimétricos da teoria sejam analisados muito mais ia- 

cilmente, e a demonstração de que o espectro é supersimétrico no espaço-tempo torna-se 
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trivial. Não é necessário impormos projeções ou invocar a “aequatio idêntica satis abs- 

trusa” Porém, no formalismo RNS a quantização da teoria é imediata e não apresenta 

qualquer problema, enquanto que no formalismo de Green-Schwarz a quantização covari- 

ante da ação não é possível. Veremos na continuação que a origem desse problema está 

ligada ao fato de que há vínculos fermiônicos de primeira e segunda classe, que não podem 

ser separados covariantemente. Em seguida analisaremos como a simetria kappa permi- 

tirá a existência de um gauge no qual a teoria possa ser quantizada facilmente. Porém, 

esse método de quantização introduzirá dificuldades inerentes no processo do cálculo de 

amplitudes de espalhamento. Por esse motivo, o cálculo de amplitudes em nível de árvore 

e 1-loop é bastante complicado, enquanto que amplitudes com mais de 4 pontos em nível 

superior a 1-loop nunca foram calculadas com sucesso, apesar de várias tentativas. 

2.3 O problema da quantização covariante 

Para quantizarmos a ação de Green-Schwarz (2.19) seguiremos o mesmo procedimento 

já usado para a superpartícula. Calcularemos os momentos conjugaxios das variáveis 

fermiônicas para depois impormos os anti-comutadores canônicos entre pl^r e 6l^r. 

O momento conjugado de 9l é dado por, 

5S 
Pa=^ ôdoO? 

~ 2 i'ym9L)c, + 2 

Impondo o anti-comutador canônico, 

PÍ{z)0l(w) 

e com a seguinte definição, 

di = PÍ - 5 n„ + i {hin. (OL^y^L), 

obtemos a matriz dos vínculos dos vínculos fermiônicos 

jLí \jLí \ .9^0/3^^ da{z)dp{w) ^ 

^^Estamos nos referindo a uma famosa identidade provada cm 1829 por Jacobi, necessária para confir- 

mar a supersimetria espaço-temporal do espectro no formalismo RNS. Naqueles bons tempos em que os 

artigos científicos eram escritos em latim, foi com essa expressão que Jacobi anunciou sua descoberta. 



2.3. O PROBLEMA DA QUANTIZAÇAO COVARIANTE 17 

Como n”*n^ = 0, a metade dos vínculos é de primeira classe e a outra metade é de 

segunda classe, exatamente como no caso da superpartícula. E da mesma maneira, não 

podemos usar o método de Dirac para remover os vínculos de segunda classe, pois teríamos 

de inverter uma matriz de operadores. Como uma separação covariante entre os dois 

tipos de vínculo não é conhecida, somos obrigados a usar algum método não-covariante 

para quantizar a teoria. Novamente, como na superpartícula, usaremos o método da 

quantização no gauge do cone de luz. 

Definição 3 (Gauge do Cone de Luz). O gauge do cone de luz será definido por 

= x"*" + p'^t = x'^ + ^p'^{z — z), (2.34) 

'y+Ojr = = 0, (2.35) 

onde^^ = ^ {X° ± X^) e 7± = ^ (7° ± 7^). 

Proposição 6. Sempre é possível colocar a ação de Green-Schwarz (2.19) no gauge do 

cone de luz 

Demonstração. Por uma argumentação semelhante a usada na demonstração da pro- 

posição 3, podemos mostrar que é possível escolher as variáveis 6 tais que 7'*'0l = = 

0. Com essa condição, a. equação de movimento (2.21) se torna a equação de onda 

ddX^ = 0, para m = —Ademais, ao fixarmos o gauge conforme hap = rjap não 

eliminamos completamente a redundância na escolha de coordenadas, e ainda é possível 

fazer reparametrizações arbitrárias 

z' = 2f{z), z' = 2g{z) 

sem destruirmos o gauge conforme. Essa liberdade remanescente transforma t = ^{z — z) 

e a = ^{z + z) em 

t' = g{z) - f{z) 

<y' = giz) + f{z). 

Note que a equação para í' é a solução geral da equação de onda. Portanto, como X^ 

também é uma solução da equação de onda, podemos escolher as funções f e g de maneira 

que í' = jp'^ — a;'^/p+, onde e x"'' são constantes. Assim, justificamos (2.34) e 

provamos a proposição. H 

^^Note que o coeficiente 1/v^ deve ser igual em e 7^ para que á definiç.ão seja consistente com a 

propriedade (A.IO). 
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Lema 1. No gauge do cone de luz (9'y'^d9) = 0 exceto quando m = —. 

Demonstração. Para m = + é óbvio. Para m = i podemos inserir 1 = — 

para obtermos, 

{9'fd9) = — Í07*7‘^7“90 — ^9'f^,~')'^d9. 
Zâ Zà 

o segundo termo evidentemente é zero. O primeiro termo é zero porque 7+ anticomuta 

com 7* e (^7'^) = 0 devido à simetria de 7'*'. ■ 

Proposição 7. A ação de Green-Schwarz (2.19) para a supercorda tipo IIB é dada no 

gauge do cone de luz por 

S = ^Jd'^z (2dX'dX^ + SldSl + , (2.36) 

onde 

= e = (2.37) 

Demonstração. Nas coordenadas do cone de luz os componentes da métrica são dados 

por = 77” = 1, logo os termos em (2.19) com 4 0’s são zero devido ao Lema 1, por 

exemplo, 

{0L'y^d9L){9L'ymd9L) = {9Ll'd9L){9Ll'd9L) - {eLl-^B9L){9Ll-d9L) - (0L7"ô0r,)(0x,7"-5^L) 

= 0. 

Como, na expansão do cilindro, —dX'^ = dX^ = p^/2 a ação (2.19) se torna, 

s = (ídx<ãx‘ - \p*dx- + \p*dx- - + \p*enrse^. 

(2.38) 

O segundo e terceiro termos são derivadas totais e não contribuem. Se 9 for Weyl, que é 

o caso para a supercorda tipo IIB, então 9'y~d9 = —y/29°'d9°'. Assim podemos escrever a 

ação como, 

s = i y (Íax<ãx< + , 

= -^í<Pz {2dx‘ãx‘ + StãSl + s^esy , (2.39) 

onde definimos^^ = ■^y/ip'^9‘1 e S% = ® 

Essas convenções foram usadas para combinar com as normalizações da ação UNS do livro do 
Polchinski.[7] 
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Observe que a quiralidade dos espinores de S0(8) Sl^r dependerá de 6i,^r ser Weyl ou 

anti-Weyl em 10 dimensões. A convenção usual é que para a supercorda tipo IIB os dois 

espinores são Weyl, 91 e 6%, e portanto os espinores de SO(8) são dados por 

{Sl,S'k) e {8M (Tipo IIB). 

Para a supercorda tipo IIA definimos 61 e 6p em 10 dimensões, e portanto, 

(52,5^) G (8„8J • (Tipo IIA). 

Por motivos de completeza, escrevemos abaixo a ação para a supercorda tipo IIA, 

S=-^ J d?z (2dX^dX^ + SIdSI + 5^95^) , 

onde S1 é definido como (2.37) e S^ = 

2.4 Quantização no gauge do cone de luz 

Primeiramente note que a ação (2.39) define uma CFT se os pesos conformes de dX'’{z), 

dX^{z), S1{z) e S%{z) forem (1,0), (0,1), (1/2,0) e (0,1/2) respectivamente. Portanto 

poderemos usar todas as poderosas ferramentas da teoria conforme a nossa disposição 

para quantizarmos a supercorda. Para tornar isso possível devemos aplicar uma rotação 

de Wick (í —> —ia"^) e definir a coordenada “no cilindro” w = cr^+zcr^. As novas derivadas 

são dadas por 

d ^ d=^{di- iÕ2) e d d =^{di -182) ■ 

Para a corda fechada indentificaremos ~ cr^ + 27t e o tempo euclidiano está definido 

no intervalo G (—co, 00). Definiremos também a coordenada 2: através de uma trans- 

formação conforme 

2 = e-™ = 

e portanto vemos que no plano z as coordenadas com o mesmo tempo euclidiano formam 

circunferências, com ^ —00 sendo mapeado em z = 0. 

As equações de movimento para X*, e 8% segundo a ação (2.39) são dadas por 

ddX'‘{z, z) = 0, (Equação de onda) 

dS1{z) = 0, 

dSm = 0. 

(2.40) 

(2.41) 

(2.42) 



20 CAPÍTULO 2. O FORMALISMO DE GREEN-SCHWARZ 

Além disso, temos as equações para as coordenadas e X~. A equação de movimento 

para X~ é encontrada resolvendo os vínculos de Virasoro = 0, e obtemos 

para a supercorda tipo IIB 

2dX+dX~ = dX^dX' + ^SldSl - ^S%dS%, (2.43) 

2dX+dX- = BX^BX' - ^SlBSl + ^S%BSfi, (2.44) 

onde usamos a definição (2.37). Também temos dBX'^ = 0, como pode ser concluído 

facilmente tanto a partir de (2.21) quanto da condição do gauge do cone de luz. 

Para encontrarmos as equações de movimento foi necessário eliminarmos alguns ter- 

mos de superfície, o que pode ser feito de maneiras distintas, dando origem às seguintes 

definições. 

Definição 4 (Supercorda Aberta Tipo I). Definimos a supercorda aberta como sendo 

a solução das equações de movimento (2.40), (2.41) e (2.42) obedecendo às seguintes 

condições de contorno, 

dX'’ = dX'‘ quando z = z (2.45) 

S2,{z) = S]i{z), quando z == z. (2.46) 

Note que devido ao fato de essa condição de contorno igualar os espinores na fronteira, 

a teoria somente pode ser consistente se as quiralidades dos espinores forem iguais. Isso 

reduz a supersimetria^^ de iV = 2 para N = 1. È por esse motivo que a supercorda aberta 

é conhecida como tipo I. 

Definição 5 (Supercorda Fechada Tipo IIA/IIB). Definimos a supercorda fechada 

do tipo IIA/IIB como sendo a solução das equações de movimento (2.40), (2.41) e (2.42) 

obedecendo às seguintes condições de contorno, 

X/a + 2TT,t)=X/a,t), 

Sl{a + 27T,t) = Sl{a,t), 

-t- 27t,í) = 5^(ct,í), 

5^(cr + 27T,í) = 5^(o-,í), 

z = 1.. .8 Ví 

Ví 

tipo IIA 

tipo IIB 

comum a notação N = (1,1) para a supercorda tipo IIA, N = (2,0) para a tipo IIB e N = (1,0) 
para a supercorda aberta, para diferenciar as quiralidades das cargas supersimétricas. 
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A ação (2.39) é livre e portanto podemos calcular os OPE’s facilmente, 

X‘{z, z)X>iv, y) ^ -\i‘’ In \z - yp (2.47) 

Sab 
Sl(z)Sl{v) ^ — (2.48) 

xab 
3%{z)S'}^) ^ — (2.49) 

z - y 

31{z)SUy) regular. (2.50) 

A quantização das variáveis AT’ da ação (2.39) é a mesma do caso da supercorda RNS, 

e por ser bem conhecida não será repetida aqui. O resultado pode ser resumido com as 

seguintes equações, 

[x^p’] = 

[«m.oi] = rnô'^àm,-n- 

onde as expansões são dadas por. 

dX\w) 

dX\z) 

Para a corda aberta com as condições de contorno dadas por (2.46), podemos expandir 

no cilindro e no plano z, 

1 °° 
S%{w) = 

—00 

(2.53) 

St(z) = ^ 
—oo 

ca 

^n+ll2 SÃ(2) = E 

ca 

^n+1/2 (2.54) 

Note que as condições de contorno da supercorda aberta implicam na igualdade dos os- 

ciladores, a)j = ãj, e 5“ = 5“. Além disso os OPE’s (2.48) e (2.49) implicam em uma 

álgebra para os modos c S^, 

(2.55) 

{Sm.SS} = rt„,-n- (2-56) 

Para a supercorda fechada [6], o cálculo do momento linear exige,someiiLe que aò = ãf,. 
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2.4.1 Espectro das supercordas 

Primeiramente provaremos alguns resultados importantes. 

Definição 6. A densidade de momento linear da supercorda é definida pela variação da 

ação (2.17), 

55 = y d^Z + BemJ^) , 

onde 5Xmiz,z) = e{z,z), segundo o método de NoetheP^. 

Proposição 8. Os momentos lineares da supercorda fechada tipo IIB são dados por 

p~^ = '/2oi^ = p~^ (2-57) 

p = 
E + E + E + E 

(2.58) 

(2.59) 

= \/2aò 

J_ 

2p+ \n=—DO n=—oo 

Demonstração. Da definição 6 obtemos as densidades de momento após um simples 

cálculo, 

= idX'^ + 2eLl^d9L, J”* = idX'^ + 26Ry^deR, 

e o momento linear é definido da mesma maneira que em [6], 

(2.60) 

p- 
2ni 

(2.61) 

No plano complexo temos as seguintes expansões 

ex^(z) = 4?^. dx+{z) = 
,+ I p 

’2T 

e portanto o momento na direção (+) segundo a equação (2.61) é dado por 

p+= / _ / ÜIh! 
/ 27T2 2 z J 2ttí2 z 

1 + 1 + + 
= 2^ + 2^ = P 

como deveria ser. Do mesmo modo obtemos os momentos p*, 

dz Oíl 
p‘ ■ ■ ■ í = ,/i y y 

V 2 ^ J 2ttí 2"+^ V 2 ^ j 2ttí z^+^ 

*'*Veja a pag. 68 de [8]. 
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onde usamos as expansões (2.52) e a igualdade «ò = ^ó- ^ cálculo de p~ é um pouco 

mais longo, pois os vínculos de Virasoro (2.43) e (2.44) precisam ser considerados. As 

densidades de momento (2.60) são dadas por 

J- = idX~ - 2^/20“ 90^ 

J- = * dX^dX^ + ' -SldS%-,r^S%dS%. 
2dX+  ' AdX+ ^ ^ 4dX+ ^ ^ 2ÕX+' 

Portanto obtemos, depois de inserir as expansões no plano complexo e usar as equações 

de movimento para eliminar 

1 .. oo oo 

^ E +5;;+ E (2.62) / 2p+ ^ 

É conveniente que façamos um comentário sobre a expansão de dSi,{z) usada para chegar 

ao resultado (2.62). Devemos primeiro calcular dwSi,{w) usando (2.53), 

OO 

Õ^SlÍw) = ViYl 
n=—OO 

e depois encontramos õSlÍz), considerando seu peso conforme +3/2, 

\ 3/2 
ÕSlÍz) = dS{w) í ^ I =- 

\ / TI— — rv~i 

Analogamente, 

/ 

dz j_ _ 

2ni 2p+ 

- OO - OO 

E E 
* T»  _ n=—OO ‘ n=—00 

e portanto obtemos a última relação que faltava provar. 

p- = / /I j- _ / /i j- 
/ 27^^ / 27TZ 

.. / 00 00 00 00 \ 

= 2^ E “-n< + E + E + E ''•5-+;; ■ 
‘ \n=—00 n=—00 n=—00 n——oc / 

Corolário 1. A massa ao quadrado dos estados da supercorda tipo IIB é dada pelo auto- 

valor do operador 

OO OO 

2 E + 2 E + nStJt) 
n=l n=l 
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Demonstração. A massa é encontrada através da relação 

= pY -2p = -M^. (2.64) 

Note que na expressão (2.63) as constantes advindas do ordenamento normal dos oscila- 

dores o*, õ*, S° e 5“ se cancelam exatamente, e portanto podemos escrever 

2p'^p = 2q:Óq:Ó + 2 

oo oo 

^ (aí„ai + ãí„ãi) + 53 (nSt„SS + nSl 
_n=l n=l 

(2.65) 

onde novamente usamos que = õiò. O término da demonstração segue-se facilmente 

das expressões (2.64), (2.65) e (2.58). ■ 

Evidentemente, o espectro de massas dos estados das supercordas tipo IIA e IIB são 

idênticos. 

Corolário 2. A massa ao quadrado dos estados da supercorda tipo I é dada pelo auiovalor 

do operador 

(2.66) 
n=l n=l 

Demonstração. A demonstração se baseia no fato que a corda aberta está definida so- 

mente no plano complexo superior {a entre 0 e tt), portanto todas os resultados calculados 

para a corda fechada ficam reduzidos pela metade, ou seja^®. 

Pv = 2^ 

P 
1 

4p+ E + E + E + E 

(2.67) 

(2.68) 

(2.69) 

Além disso note que não é o verdadeiro momento que está no denominador de p~, 

mas a constante p~^ usada na definição da coordenada no cone de luz. Portanto, 

substituindo a expressão (2.67) em (2.69) e usando que aj, = ãjj, 5° = 5“ para a corda 

aberta obtemos, 

1 
P = 

4p+ E + E 

Denotamos o momento na direção (4-) com um subscrito “v” para diferenciá-lo da constante p+. 
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Espectro da Supercorda tipo I 

Massa 

M2 = 0, 

M2 = 1, 

= 2, 

Estados 

|0) 
aj 

aL, |0)«, Sí, |0) 
aj 

ctL^lor, aLlC^_l|0)“^ 5^2 lor, 

|0)“^ 10)“^' 

bósoiis 

8 

128 

1152 

férmions 

8 

128 

1152 

Tabela 2.1: Espectro da Supercorda tipo I 

Novamente as constantes originárias do ordenamento normal se cancelam entre os 

osciladores bosônicos e fermiônicos, logo 

^ ^ / oo oo 

1 1 / . °° \ 

“ 2Í+ ^ j 

da onde segue-se o resultado usando-se a relação (2.64). 

Supercorda tipo I 

Note que os modos zero Sq da álgebra (2.55) obedecem à mesma álgebra de SO(8) en- 

contrada durante o estudo da superpartícula, como pode ser visto comparando (2.14) e 

(2.55). Portanto, podemos representar a álgebra dos modos zero da supercorda tipo I em 

um espaço vetorial 8„ 0 8c da seguinte maneira^® 

s; |á> = U). 

sí l;> = |Í), (2-70) 

exatamente como foi visto na página 10. No que se segue denotaremos os estados funda- 

mentais |õ) e |jí) compactamente como |0)“'^. Os estados excitados da supercorda tipo I 

serão formados pela atuação dos modos de criação e o;L„ sobre os estados fundamen- 

tais |0)“’’ de todas as maneiras possíveis. Por exemplo, em AP = 1 temos os seguintes 

estados bosônicos: aLi li) (64) e |ã) (64), onde o número entre parênteses indica o 

'^Poderiamos também ter escolhido a representação 8^ ao invés de 8c, entretanto essa é a convenção 

usual[8]. 
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número de estados, e os estados fermiônicos: aLi ló) (64) e 5“! |j) (64). Veja a tabela 2.1 

para uma listagem dos 3 primeiros níveis. 

É fácil nos convencermos de que o espectro contém igual número de bósons e férmions 

em todos os níveis. Vemos portanto que no formalismo de Green-Schwarz esse resultado 

é conseqüência direta da ação e do gauge do cone de luz. Não é necessário qualquer 

tipo de projeção ad hoc, como no caso do formalismo RNS, cujo espectro somente é su- 

persimétrico depois da projeção GSO [11]. Além disso, os estados formam multipletos 

supersimétricos completos. Com isso queremos dizer que a quantidade de estados é a 

mesma da representação da álgebra de super-Poincaré N=1 em 10 dimensões. Esse resul- 

tado já era esperado, pois como vimos anteriormente a ação de Green-Schwarz é invariante 

por transformações supersimétricas. 

Degenerescência dos estados 

Como podemos perceber na tabela aoima o número de estados em cada nível tende a 

crescer muito rapidamente. Gostaríamos de encontrar uma fórmula que quantificasse esse 

crescimento precisamente. 

Felizmente a questão do parágrafo anterior está relacionada com o famoso problema 

matemático da partição dos números naturais, resolvido por Leonhard Euler em 1753, 

num belo trabalho[10] onde questões mais gerais também são abordadas e resolvidas. A 

formulação mais simples do problema se resume em saber de quantas maneiras possíveis 

P{N) um dado número natural pode ser escrito como uma soma dos números menores 

ou iguais que ele mesmo. Por exemplo, o número 5 pode ser escrito como 5, 4-1-1, 3-1-2, 

3+1+1, 2+2+1, 2+1+1+1, l+l+l+l+l, logo P(5) = 7. No caso da corda bosônica, 

desconsiderando o índice em vemos claramente na tabela 2.2 que no nível N há 

P{N) estados. 

No trabalho de 1753, Euler {c’est notre maitre à tous!) descobriu uma função geradora 

para os números P{N), dada por 

OO CX3 y .. K 

E =n (irpv). 
N=0 N=1 ^ ' 

que nos permitirá entender a solução do problema em questão. 

Para o caso da supercorda aberta a aplicação da fórmula de Euler não é imediata. Os 

estados são obtidos atuando com S°i^ e o;*_„ no estado fundamental |0)^“ = |0), cuja dege- 

nerescência é 16. Além disso, é preciso considerar que a contagem de estados fermiônicos 
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Nível Estados Degenereseência 

|0) 1 = P(0) 

a-1 |o) 1 = P(l) 

Q;_2 |0), |ü) 

N 

q:_3 |0), o;_2a_i jo), q:_iQ:_iQ:_i |0) 

Oí-N |0), .. P{N) 

Tabela 2.2: Degenerescência de estados. 

é áferente e podemos ainda misturar os operadores aí_„ e Todos esses detalhes são 

resolvidos com a seguinte fórmula, cuja demonstração não será dada, para o número de 

estados no nível n (N é a soma dos operadores que contam os modos de a* e 5“), 

= trw^ = ( 1 
n=0 n=l 

1 + w'’' 

w 

= 16 + 256w + 2304tü^ + ... 

onde o fator 16 leva em consideração o estado fundamental e o fator 8 é devido ao fato de 

os índices {i, a) tomarem 8 valores diferentes. Estimativas podem ser feitas para encon- 

trarmos o comportamento assintótico de dn, dando-nos o resultado de que o crescimento 

do número de estados é exponencial[8], dn ~ exp (ttV^). 

Snpercorda tipo II 

Para a supercorda fechada, os modos L e R são independentes, e novamente o estado 

fiindamental, com = 0, forma uma representação das álgebras (2.55) e (2.56). Portanto 

temos 16 X 16 = 256 modos diferentes no estado fundamental, dados por (8„ 0 8c) 0 

(8, © 8s) para a supercorda tipo IIA e por (8^ © 8c) <8> (8„ © 8c) para a supercorda tipo 

IB. Uma notação conveniente para o estado fundamental é a seguinte, 

10)"'=, |0)"", 10)^'=, 10)^'^ (Tipo IIA) 

10)"'=, 10)^", 10)^'=, |0)^" (Tipo IIB) 

oade o primeiro índice se refere ao vácuo “da esquerda” e o segundo ao vácuo “da direita” 

dos respectivos produtos tensoriais das estados fundamentais. 
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Note que a única diferença entre as supercordas tipo IIA e IIB é a quiralidade das 

cargas supersimétricas. Como a quiralidade do estado fundamental é bem definida, já 

que m? — 0, não é de se estranhar que o conteúdo de partículas no modo fundamental 

seja diferente. Nos próximos níveis, todos massivos, a quiralidade não é invariante e o 

espectro das supercordas IIA e IIB é idêntico. 

As representações do estado fundamental dadas pelo produto tensorial são redutíveis, 

e as decomposições irredutíveis são apresentadas no seguinte Lema. 

Lema 2. Para as supercordas tipo IIA e IIB as decomposições irredutíveis do estado 

fundamental são dadas respectivamente por 

(8„ © 8c) ® (8v © 8,) = (1 © 28„ © 35„ © 8„ © + (8^ © 8c © 56^ © 56c)^, (2.71) 

(8^ © 8c) © (8„ © 8c) = (1 © 28„ © 35„ © 1 © 28„ © 35c)b + (8^ © 8, © 56^ © 56^)^, 

(2.72) 

onde 0 índice B denota os estados bosônicos e F os fermiônicos. 

Demonstração. Provaremos somente a decomposição paxa a supercorda tipo IIA, pois 

para a supercorda tipo IIB as decomposições são análogas. A única diferença é que a 4- 

forma Amnpq obtida no espectro do tipo IIB é auto dual, conseqüência da relação obedecida 

pelas matrizes sigma, 

^ ^ijklmnop^mnop 
4! 

A demonstração se baseará na estrutura de índices dos objetos conhecidos que se 

transformam por SO(8), a saber Sab, crL, e Sijkimnop- Decomporemos um objeto 

com uma determinada quantidade de índices formando todas as possíveis combinações 

dos supra-citados elementos, de modo a preservar a estrutura de índices. Assim, é fácil 

ver que o produto 8c © 8^ —> Aãa pode ser escrito da seguinte maneira, 

Aâa + Ajkiãi^ai^ãi^ 

= (8„©56„)g. 

Note que não é necessário considerar objetos com 5 índices, pois o tensor £ijkimnop relaciona 

em uma combinação linear tensores com 5 índices e 3, 7 e 1, etc. Observe que obtivemos 

um bóson com um índice vetorial de SO(8) e um tensor antisimétrico com 3 índices, cujas 

respectivas dimensões são dadas por 8^, e 56„. A decomposição para 8j © 8„ —> ® 

pouco diferente 

= Wa + 

= (56s © 8c);r 



2.4. QUANTIZAÇÃO NO GAUGE DO CONE DE LUZ 29 

onde a notação “t” em ('00a significa que o traço é zero (001 = 0> o que por sua 

vez implica que Xà = õ^àa0i- Portanto as representações resultantes da decomposição tem 

dimensão 8c = Xõ e 56s = (0O1> e ambos os estados são fermiônicos. Semelhantemente 

para 8„ 0 8c, 

= (V'01 + 

= (56c©8s)^. 

Além disso temos 8„ 0 8„. que é dado pelas partes antissimétrica, simétrica sem traço e o 

traço, 

Ai 0 Bj {AiBj - AjBi) + i (^AiBj + A^Bí - ^SijA ■ B^ + • B 

= {28y © 35„ © l)g. 

■ 

Os estados dos primeiros níveis da supercorda tipo IIB podem ser conferidos na tabela 

2.3, onde denotamos compactamente os estados fundamentais por |0o)- Note que o número 

de estados em cada nível é o quadrado do número de estados da supercorda tipo I, 

como deveria ser, já que podemos pensar que a supercorda tipo IIB é o produto de duas 

supercordas tipo I. 

2.4.2 Supersimetria 

Quando passamos para o gauge do cone de luz, onde exigimos que = 0, devemos 

verificar se a supersimetria da teoria é preservada. Claramente vemos que a transformação 

66^ = pode destruir a condição do gauge do cone de luz. Para vermos isso basta escolher 

o parâmetro da supersimetria tal que ^ 0. Entretanto, veremos que é possível 

compensar essa “violação” da condição de gauge com uma transformação da simetria 

kappa. Podemos então redefinir as transformações de supersimetria de modo que essas 

novas transformações preservem a escolha do gauge, provando então que o formalismo de 

Green-Schwarz no cone de luz continua sendo uma teoria supersimétrica. A demonstração 

de que a teoria ainda preserva a invariância de Lorentz, de maneira não manifesta, será 

dada na próxima seção. 
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Massa 

M2 = 0, 

= 4 

M2 = 8 

Espectro da Supercorda tipo IIB 

Estados 

 |0o) ®   

«Li \(f>o) ® õrLi |0o), l</»o) 0 5''_i [(^o) 

oLi l^o) 0 g°-i |</>o), S°i \(f>o) 0 õLi l^o) 

Q:L2 I^o) 0 0^2 tt*_2 10o) 0 10o) 

OííioLi |0o) 0 àÍ2 |0o), aLiOíii |0o) 0 |0o) 

Q;!_2 |0o) 0 S-2 l0o)> <^í-2 |0o) 0 |0o) 

aLiO^i |0o) 0 SI2 |0o), a-iQ:Íi 10o) 0 10o) 

Sl2 10o) 0 õ:L2 10o), S^2 10o) 0> ãLiõii 10o) 

Sl^Síi 10o) 0 ã’_2 10o), S^iSíi 10o) 0 ãLiõii 10o) 

5“2 10o) 0 5Í2 10o), 5“2 10o) 0 10o) 

10o) 0 SÍ2 10o), 5“i5M0o) 0 SUSÍ, 10o) 

10o) 0 õp_2 10o), 10o) 0 õiiãii 10o) 

10o) 0 10o), «Ll-S'®! 10o) 0 S^2 10o) 

a:‘_i5“i 10o) 0 S^iSti 10o), 0:1.2 I0o) 0> õ:Íi-5“i I0o) 

ol_:oÍi 10o) 0 ãtiS^i 10o), 5“a l0o) 0 ãLi5l.i |0o) 

5“ 10o) 0 õLi51i 10o) 

bósons 

128 

32728 

2654208 

férmions 

128 

32728 

2654208 

Tabela 2.3: Espectro da Supercorda tipo IIB 

Proposição 9. .4s transformações de supersimetria do formalismo de Green-Schwarz no 

cone de luz geradas por Qa são dadas por, 

5Sl = y/^vl, (2.73) 

5S% = (2.74) 

5X^ = 0. (2.75) 

i4s transformações supesimétricas geradas por Qã são, 

■5S£ = -ij^sx'afei, (2.76) 

iS% = -íyXãxVf4. (2.77) 

(2.78) 



2.4. QUANTIZAÇÃO NO GAUGE DO CONE DE LUZ 31 

Demonstração. A decomposição do espinor em termos de S0(8) é dada por 

então as transformações supersimétricas tais que e“ = 0 claramente preservam o gauge 

do cone de luz. Portanto, como nesse caso temos que {e'y'^6) = 0 para tu = i,—,+, as 

equações (2.22) e (2.23) resultam em 

2 
ÍSi = 5174 = V2p*vl 

SX‘ = 0. 

(2.7fl) 

(2.80) 

(2.81) 

Para o caso onde 0 podemos escolher os parâmetros tais que e“ = 0 e e“ 7^ 0. 

Suponhamos então que estamos no gauge onde = 0, logo 6^ = 0, e que quere- 

mos variar 6^ de modo a preservar essa condição. Mostraremos que a combinação da 

transformação de supersimetria (2.22) com a transformação kappa (2.24), isto é, 

5et = e“ + (2.82) 

tal que 

^/2 
ACa — d. 

P ,+ 
(2.83) 

é uma simetria com a propriedade desejada para a supercorda tipo IIB. Se fosse a super- 

corda tipo IIA então deveriamos escolher «“ = O fato de ser uma simetria é óbvio, 

pois a originalmente a teoria era invariante por essas transformações, o que precisa ser 

mostrado é que essa transformação não estragará a condição do gauge do cone de luz. 

Para vermos isso escrevemos explicitamente a variação (2.82), 

IPaf°‘Kà — Ka 

^ ' e“-b nVf“/ía - \/2n+/í. 
(2.84) 

mas como a coordenada original era tal que ~ G^itâo 11* = dX\ Portanto, 

lembra.ndo que II''’ = —p'^/2 e usando (2.83) e (2.34) obtemos, 

v/2, 
661 = -dX^af^eã, 661 = 0- 

que claramente preserva a condição do gauge do cone de luz. Conseqüentemente, de (2.37) 

segue-se que 

oi/4o / * ■■ ' rr 
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Para a variação de 6% cálculos semelhantes resultam em 

Para encontrarmos a variação (2.78) devemos adicionar as variações da transformação 

kappa (2.26) e de supersimetria (2.23). Um simples cálculo nos mostra que as duas 

contribuições são iguais, e portanto usando a transformação (2.23) multiplicada por 2, 

lembrando que 0“ = 0, obtemos 

ÕX' = -2i9laÍ,eÍ - 2i9%aLe% R^aà^^R 

1 .i. ^ 

Note que é facilmente verificável que as transformações (2.73)-(2.75) e (2.76)-(2.78) deixam 

a ação (2.39) invariante. ■ 

As normalizações nas transformações acima foram escolhidas para que os geradores 

Qa e Qã obedecessem às relações de anticomutação das cargas supersimétricas no gauge 

do cone de luz, 

{Qa, Qb} =2p+ôab (2.85) 

{Qa,Qi,}=V2p^a[^ (2.86) 

{Qà, Qj,} —2p (2.87) 

que são derivadas da expressão covariante em 10 dimensões, {Qa, Qp} = V^P^JaP’ dadas 

as convenções do Apêndice A. Verificaremos esse fato depois de provarmos o seguinte 

lema. 

Lema 3. Os geradores das transformações de supersimetria para a supercorda tipo I são 

dados por 

Q.=^^.V^{z)S‘{z) = (2.88) 

n=—oo 
(2.89) 



2.4. QUANTIZAÇÃO NO GAUGE DO CONE DE LUZ 33 

Demonstração. Note que em princípio essas cargas poderiam ser deduzidas a partir 

do método de Noether. Porém escolhemos somente verificar que essas cargas geram as 

transformações desejadas, e assim provar o lema. 

Para a supercorda tipo I podemos descartar da transformação (2.78), e tratar 

somente com = 5“. Note que y/2p+{z) possui peso conforme 1/2 e portanto no plano 

z ele é escrito como portanto usando (2.88) e a expansão (2.54) obtemos para as 

transformações geradas por Qa, 

SS\y) = j ^,./^(z)S-{z)S\y) 

«<(!/) = = 0. 

Analogamente, 

ax'(y)cy,“ 

SXí{y,y) = e‘{Qi,,X‘(y,y)} =i^aUe‘ ^ ^^.^S‘{z)dX‘(z)X‘(y.y) 

O que termina a demonstração. ■ 

Podemos verificar facilmente que os geradores de supersimetria satisfazem à álgebra 

(2.88)-(2.89), por exemplo, 

{Qa,Qb} = f 

= i ^2p+(w)á“'’ = 2p+á“^ 
J 2-ki 

onde usamos que tem peso conforme 1. Além disso, 

{«., Qi) = ^^/2< / ^ ^ v^(z)-^^^S“(z)5*(»)SX‘(™) 

= 
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Para verificarmos o último comutador é mais fácil usar diretamente a álgebra dos modos, 

^ n,m=—CO 
/ oo oo \ - 

= E + E —cUa- 
\m=—oo m=—oo / ^ 

(2.90) 

O primeiro somatório é dado por 

^ OO OO \ - 

«oQ4 + + OC^-n<) + 
n=l n=l / ^ 

como O termo entre parênteses é simétrico em (ij) a contribuição das matrizes sigma é 

devido somente à parte simétrica portanto obtemos 

2p+ 

p+ 

+ 2 XI + 8 X ^ 
n=l n=l 

oo 

PY + X «-n«n 1 + ^ X 
n=:l 

onde usamos que o;ó = \/2p*. Semelhantemente, o segundo somatório em (2.90) é dado 

por 
. OO ^ OO 

-;rE'*^» + éE"Sí„s;. 
^ n=l " n=l 

e íinalmente concluímos, como queríamos, que 

{Qã) Qj,} — pV+E 
n=l 

^ãf> 

= 2p á-j,, 

onde usamos as relações (2.64) e (2.66). 

2.4.3 Transformações de Lorentz e D=10 

Há mais um requerimento a ser checado quando quantizamos a supercorda de Green- 

Schwarz no gauge do cone de luz. Precisamos verificar se as transformações de Lorentz 

preservam a escolha do gauge ~ Mostraremos que para não violarmos a condição 

de gauge é necessário compensar a transformação de lorentz com uma transformação 
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kappa. Essa modificação nos permitirá, mediante a exigência de que a álgebra do grupo 

de lorentz seja satisfeita, deduzir que a dimensão do espaço-tempo é D=10, um fato que 

vinha sendo utilizado até aqui sem maiores explicações. 

A transformação de Lorentz de um espinor do espaço-tempo é dada por. 

= 5[e«(7«n+£i-(f-rí+<!+.(7+‘rs+£+-(7^-rí]«'’ (2.91) 

Porém, note que a condição do gauge do cone de luz não é preservada pelo gerador de 

Lorentz 7*“, pois 

0 
- I ^ 

2 j 
7^0 (2.92) 

onde S6^ = |ef_(7* )°‘ ^9^. Entretanto, é possível compensar essa violação se utilizarmos 

a invariância kappa, como veremos na seguinte proposição. 

Proposição 10. A condição do gauge do cone de luz é preservada se a transformação de 

Lorentz gerada por 7*“ for compensada com uma transfoimação kappa com os seguintes 

parâmetros: 

= 0, (2.93) 

Demonstração. A prova é simples, basta mostrarmos que o componente anti-quiral da 

soma das transformações de Lorentz e kappa é zero. A transformação kappa no gauge do 

cone de luz é dada por, 

^Qoc ^ (nV““/íã - V2YÍ-Ka 
^ Ynvf“/ía - 

que com as escolhas dadas em (2.93) se reduz a 

í-lp. MLfr> n-* 9’^'^ 

Da soma de (2.92) e (2.94) obtemos o resultado desejado 

£i_ dX^ 

(2.94) 

= 

69^ = 0, 

2 dX+ 
(2.95) 

(2.96) 

que obviamente não viola o gauge do cone de luz. 
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A variação (2.95), necessária para restaurar a quebra da condição do gauge — 0 

por uma transformação de Lorentz, implicará que deveremos modificar o gerador J'~. 

Veremos qual deve ser essa mudança analisando a transformação de Lorentz “total” (Lo- 

rentz+kappa) da variável 

Proposição 11. A variação de pela transformação de Lorentz modificada é dada por 

(2.97) 

Demonstração. A prova é simples, pois das expressões (2.91) e (2.94) vemos que. 

e portanto a variação de pela transformação de Lorentz modificada é dada por 

na continuação. 

Para verificarmos a álgebra de Lorentz, em particular o comutador potencialmente 

problemático [T~, J^~], precisamos conhecer explicitamente a forma dos geradores. Isso 

será feito através do conhecimento da expressão covariante para os geradores, que serão 

decompostos nas coordenadeis do cone de luz. Por completeza escreveremos a expressão 

completa, muito embora vários termos não serão necessários para o que desejamos mostrar. 

onde usamos que õdX'^ = s+-dX'^ + £i-dX\ B 

Os últimos dois termos de (2.97) são devido ao gerador total J* , que encontraremos 

Proposição 12. Os geradores de Lorentz da ação de Green-Schwarz (2.19) são dados 
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por 

M^^{z) = ^ - x^Bx^) + - x^ieLf^dOL)) 
Zí 

- \àX'‘(6„^,T''eR) + '-^(SL-YõeciieLipT^eL) 

+ jíSRT^ã^RKSRTpT^-ffn) + j{eLyã«i)(«R7p7"’‘«R), 

M^^{z) = J {X^dX'^ - X^dX^} + - X^iOR^y^den)) 

- jax>’(ei7,7’”"ei) + '-(H'fde,^(eapi'"’'h) 

+ jí^RT^a^RKSw^SR) + 5(»«7'ô«r)(«l7p7”"«í)- 

Demonstração. A demonstração segue-se da aplicação do método de Noether, onde a 

variação sob as transformações de Lorcntz 

àÔL,R = 7£mn7"^"^Z,,fí, 6X^ = 

é definida por 5S = f d?z-^ -f demn^'^^) ■ O cálculo é simples mas um pouco 

tedioso e será omitido. ■ 

A carga conservada, o verdadeiro gerador, é dada por 

jmn ^ 
j 2ni J 2-kí 

Para facilitar as contas considereramos apenas a corda aberta daqui para a frente, e para 

não carregar na notação denotaremos .S£ por S'“. 

No gauge do cone de luz os geradores, exceto J*~, são obtidos inserindo nas expressões 

acima as escolhas relativas a esse gauge. E fácil ver que todos os termos quárticos em 0 

se anulam. Será conveniente separarmos os geradores em duas partes, uma envolvendo 

coordenadas fermiônicas, dada por A”*", e o resto, 

jmn   ^TTin ^ ^mn 

onde, lembrando que aj, = \/2p’) 

A”*" = / {X^dX^ - X^^dX^) - (f {X^BX'' - X^BX'^) 
J Z/J\% Zi ^ ZT^% ^ 

= X"-?" - X>-" -\Y^ -{dtpC/; - a>;-) 
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e, desprezando termos proporcionais às equações de movimento, 

= 0 

m 

Note que N'~ — 0, se usarmos somente as densidades da corrente de Lorentz dadas acima. 

Porém esse não pode ser o resultado correto, pois devemos considerar que a transformação 

kappa (2.94) atua efetivamente como se fosse um gerador N^~. Além disso devemos nos 

lembrar que dX~ é dado pela equação (2.43). 

Proposição 13. O gerador A‘“ da transformação de Lorentz é exclusivamente devido à 

contribuição da transformação kappa (2.94) e é dado por 

i 

8 J 2-ki 

dz = 

dX+^ 
(2.98) 

^ m.n 

Demonstração. Podemos facilmente verificar que o gerador (2.98) é responsável pela 

correspondente variação na transformação (2.97). Para vermos isso usamos o OPE (2.48) 

dy dX^ 
ÔS' 

,, . Ei- í dy 

8 / 2m'dX+ 

^ej-jdy dXy I S%y)a^, - cPJ,S\y) 

2m dX+ 

Ei- dX^ 

y- z 

4 dX+ 
1 dXi 

= - õ^i- 

^^S\z) 

1 

onde usamos a propriedade (A.2) e 4 = -4- Para encontrarmos o gerador em termos 

dos osciladores basta substituir as expressões para iS® e dX^ pelàs definições (2.52) e 

(2.53). ■ 

Agora estamos em condições de calcular o comutador [T~, J^~], que deveria ser zero se 

a invariância de Lòrentz fosse preservada no gauge do cone de luz. Porém, a modificação 

de devido à transformação kappa impede que assim seja, a menos que a dimensão do 

espaço-tempo seja D = 10. Muito embora o que foi apresentado até agora seja suficiente 

para provarmos a seguinte proposição, a' demonstração será omitida devido à natureza 

intrincada e pouco iluminadora dos cálculos [8j. 

Proposição 14. [J'“, J^~] = 0 se e somente se D = 10. 



Capítulo 3 

O Formalismo de Espinores Puros 

Como vimos no capítulo anterior, o formalismo de Green-Schwarz apresenta sérias com- 

plicações no que diz respeito a quantização da supercorda. Aparentemente não é possível 

uma quantização covariante. Somos obrigados a introduzir o gauge não-covariante do 

cone de luz para quantizar a teoria e obter seu espectro. Por ser manifestamente super- 

simétrico no espaço-tempo, a não-existcncia de táquions e o igual número de férmions e 

bósons em cada nível de massa foram resultados triviais que não requereram quaisquer 

hipóteses adicionais. Porém, apesar de não termos estudado como calcular amplitudes de 

espalhamento, com muito mais trabalho pode-se mostrar que a quebra da invariância de 

Lorentz complica muito esses cálculos. 

Nesse capítulo estudaremos o formalismo de espinores puros da supercorda. Nele a 

supersimetria do espaço-tempo é manifesta e a quantização covariante é possível. Por pos- 

suir essas características esse formalismo é promissor, e seu estudo se torna indispensável. 

3.1 Abordagem de Siegel para o formalismo de Green- 

Schwarz 

A dificuldade da quantização covariante no formalismo GS é devido à natureza complicada 

dos vínculos fermiônicos da, que mistura vínculos de primeira e segmida classes de uma 

maneira difícil de separar covariantemente. Em 1986, Warren Siegel[12] tentou abordar 

esse problema criando um formalismo baseado em GS no qual o momento conjugado de 

0°‘ fosse uma variável independente. Para isso ele conjecturou a seguinte ação para as 

39 
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variáveis left-moving^, 

-hí 
(TZ -dx^dXm+pJe^ (3.1) 

a qual deveria ser adicionado um conjunto apropriado de vínculos de primeira classe. 

Dentro desse conjunto deveriam estar os vínculos de Virasoro, T = —— dadO°‘ e 

os geradores da simetria kappa do formalismo GS, dados por = II'”(7^^)“, onde 

n'” = dx^ + \e'i'^õ9. 
£4 

Nessa abordagem a variável 

do=Pa-\ (ax"^ + Í97”>a9^ 

não precisa ser vinculada para ser zero. Porém, nunca foi encontrado o conjunto com- 

pleto de vínculos que reproduzisse o espectro da supercorda, apesar do sucesso com a 

superpartícula. Mas, como veremos na continuação, a idéia de Siegel foi explorada por 

Berkovits em 2000[14], para dar origem a um outro formalismo da supercorda. 

Note que a ação (3.1) é invariante conforme se os pesos conformes das variáveis dX^, 

dX’^, Pa e 6^ forem (1,0), (0,1), (1,0) e (0,0), respectivamente. Além disso, os OPE’s são 

facilmente calculáveis, e são dados por 

X^{w)X^{z) 

Pa{w)e^{z) 

-rj'^^\n\w-z\, 

{w — z) 

da{w)dp{z) 
w — z 

dUwmz) - 
w — z 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

O formalismo de espinores pmos propõe certos campos fantasmas, que veremos a seguir, 

cuja contribuição é anular a carga central da teoria. Para verificarmos esse fato precisamos 

encontrar o tensor energia momento da ação de Siegel (3.1), que será feito a seguir. 

Proposição 15. O tensor energia momento da ação (3.1) é dado por 

T{z) = -^dX^dXm-Pad9‘^ 

e possui carga central c = —22. 

^ Nesse capítulo nos preocuparemos somente com a supercorda aberta. 



3.2. FORMALISMO DE BEIIKOVITS PARA A ABORDAGEM DE SIEGEL 41 

Demonstração. 0 tensor energia momento das variáveis {pa, 6^^) pode ser encontrado 

comparando-o com um sistema bc com A = 1, através da identificação b p e c 9. 

Como o tensor energia momento para qualquer sistema bc (qualquer A) é dado por [6] 

T{z) = —dbc — Xd{bc), obtemos para A = 1 que T{z) = —padO'^, tendo sido observadas as 

identificações mencionadas acima. A contribuição de cada par {pa,9^) para carga central 

é dada por c = —3(2A — 1)^ + 1 = —2. Como há 16 pares a carga central fermiônica é 

c = -32. 

O tensor para as variáveis é facilmente calculável, e o resultado é dado por T{z) = 

— ^dX^^dXm, e o cálculo do OPE T{z)T{w) nos fornece uma carga central -t-10 (cada X'^ 

contribui -fl). Então mostramos que a ação (3.1) possui tensor energia momento dado 

por 

T{z) = -^dX^dXm-Pad9‘^, 

e carga central total igual a c = 10 — 32 = —22. ■ 

3.2 Formalismo de Berkovits para a abordagem de 

Siegel 

A carga centrai não-nula na tentativa de Siegel de criar um formalismo da supercorda 

baseado em GS é uma fonte de inconsistência da teoria. A modificação da abordagem de 

Siegel, descoberta por Berkovits, está baseada na introdução de um conjunto de variáveis 

fantasmas com carga central Cg = +22, de modo a anular a carga central total da teoria. 

Na continuação veremos como é feita essa modificação, que resultou no formalismo de 

espinores puros. 

A primeira condição sobre a modificação da abordagem de Siegel virá da análise do 

OPE da parte de spin das correntes de Lorentz, onde a parte de spin quer dizer que 

somente a contribuição das variáveis fermiônicas será considerada. 

A seguinte proposição (e uma hipótese adicional) tornará possível descobrir a contri- 

buição necessária das variáveis fantasma para os geradores de Lorentz. 

Proposição 16. A contribuição de spin para as correntes de Lorentz na abordagem de 

Siegel é dada por S"*" = ^p'y'^^6, que satisfaz ao seguinte OPE 

ç[n5^m]p ^fn\q 
' ' -h   

[w — w — z ~\2 ■ (3.6) 
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Demonstração. De acordo com o procedimento de Noether suporemos que os parâmetros 

Emn das transformações de Lorentz dependam das coordenadas, e definiremos a variação 

da ação por SS = ^ J As variações das variáveis fermiônicas por uma trans- 

formação de Lorentz são dadas por (A.8), 

SPa = ÍE™(7™)a%, 

Portanto, a variação do termo fermiônico da ação é 

i 16(p,ãr) = i y + jp.ã(.-™„(7"")|»'’ . 

“ à / J + £m„pp(7'"’‘)^„ã9“ + ã£„„p„(7’"”)“/'’] 

onde na segunda linha usamos que (7”*”)of = — Portanto a variação da ação 

(3.1) devido às variáveis fermiônicas é dada por 

e conseqüentemente obtemos que 

+ T5£mnPa(7’"”)“í»í 

1 
E'”" = -(p7”*"0) 

é a contribuição de spin à corrente de Lorentz. 

Usando o OPE (3.3) vemos que o OPE das correntes é dado por 

w — z 

\ p^rymn^pq _ ^pq^mn'^Q ] /tr(7”^”7^'^) 

4 w — z 4 \ (lü — z)2 

tr(7mn7P9) 

{w — zy 

onde na segunda linha anticomutamos p e 9 no segundo termo do coeficiente do pólo 

simples. Espandindo as matrizes gamma obtemos que o coeficiente do pólo simples é 

dado por ^pA6, onde 

  /yP/yQry'^ry^ _J_ tyP^^ry^ty^ ^9/yP/y^/y^ __ /y9/yP/^^/y^ 

Anti-comutando as segunda e terceira matrizes gamma de cada termo obtemos, 

A = + 4.4p‘^r^'^p 

  ty^^/yP^“^^Q j ry^^ryQ^^tyP - j - ^“^/yP^^^tyQ   
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Os termos da segunda linha são cancelados pelos correspondentes termos da terceira linha 

(escritos logo abaixo) se anticomutarmos as matrizes gamma dos termos da terceira linha 

de modo a obtermos a mesma ordem dos índices. Por exemplo, o primeiro termo da 

terceira linha cancelará o primeiro termo da segunda linha se anticomutarmos 7"^ de 

modo que fique na esquerda, 

— 2t7^™7"7^ 

do mesmo modo cancelamos os outros termos, 

^ - 2?f‘^7^7" + 2r?P”7"*7‘' 

^ _YryP^^Y + - 2ry^^7"7"' + 

_/y9/y”í.yP/y»l — _|_,y",y9,y»”.yP _ 2rf^'y^'y'^ + 2'!]'^'^~ 

Somando tudo obtemos como resultado final 

A = 

Portanto o coeficiente do pólo simples é dado por 

Q 

16 

Para calcularmos o pólo duplo basta usar repetidas vezes a identidade^ 

tr7^7«7P79 = 16(r7”^”r7^« - rT^rf'' + 

para obtermos o coeficiente , o que termina nossa prova. 

Nessa proposição o resultado mais importante a ser lembrado é que o coeficiente do 

pólo duplo no OPE dos geradores de Lorentz na abordagem de Siegel é +4. Esse número 

serve de guia para encontrarmos uma modificação adequada da ação (3.1). 

Primeiramente precisamos saber que no formalismo RNS a parte de spin dos geradores 

de Lorentz, dada por satisfaz ao seguinte OPE [13], 

w — z {w — z)'^ 
(3.7) 

Berkovits [14] sugeriu então que seria necessário modificar a abordagem de Siegel de 

maneira tal que as correntes de Lorentz obedecessem o mesmo OPE do formalismo RNS. 

Ou seja. 

fator 16 vem de tr(J) = 16, pois as matrizes gamma são 16 x 16. 
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Hipótese 1. Deve existir uma modificação da ação (3.1) tal que as novas correntes de 

Lorentz M"*” satisfaçam o mesmo OPE (3.7) do formalismo RNS. 

Veremos na continuação como ele conseguiu fazer isso. 

3.2.1 Correntes de Lorentz dos fantasmas 

Para que o OPE da corrente de Lorentz no formalismo de espinores piuros seja equivalente 

ao OPE no formalimo RNS (3.7) deveremos modificar a corrente de Lorentz para 

^mn 

onde E"'” é a corrente de Lorentz na abordagem de Siegel e satisfaz (3.6), enquanto que 

é postulada a existência de correntes (vindas dos fantasmas) satisfazendo 

N^'^{w)NP‘>{z) 
W — Z ^ {w — zy ’ 

-> regular. 

(3.8) 

(3.9) 

Dessa forma as novas correntes M"*" terão um OPE equivalente ao do formalismo RNS 

M^^{w)M^’^{z) = (E^"(u;) + N'^^{w)){TP^{z) + N^'^{z)) 

Tr^{w)TF‘^{z) + N^^{w)N^%z) 

rf[nj^m]q _ ^q[n ^m]p ^■m.[q^p]n 

w — z {w — zy 

Observe que a soma dos coeficientes do pólo duplo resulta em +4 — 3 = +1, como deveria 

ser. A tarefa agora é conseguir modificar a ação (3.1) de maneira consistente, e obter a 

nova contribuição que satisfaça as relações (3.8) e (3.9). Felizmente isso é possível, 

e será feito depois de alguns preparativos. 

3.2.2 Operador BRST e espinores puros 

O próximo elemento do formalismo de espinores puros é a construção de um operador ^ 

BRST, dado por uma combinação linear dos vínculos da com coeficientes bosônicos 

Qbrst = y ^°‘iz)da{z), (3.10) 

^Para simplificar a notação escrevemos f para denotar f 



3.2. FORMALISMO DE BERKOVITS PARA A ABORDAGEM DE SIEGEL 45 

com 

áa = P» - 

Porém, a quantização de uma teoria segundo o formalismo BRST, onde os estados físicos 

são definidos como classes de equivalência na cohomologia do operador Qbrst, requer que 

a condição Q%jist = 0 seja satisfeita, caso contrário a carga BRST não seria invariante 

por uma variação do vínculo de gauge. No formalismo de espinores puros, a definição 

(3.10) implica que 

Q%rst — 2^Qbrst, Qbrst} ~ ~ 2 f dz(A7”’A)rim. 

Portanto os coeficientes bosônicos A“ devem satisfazer o vínculo 

A7"^A = 0. (3.11) 

Definição 7 (Espinor Puro). Um espinor A“ em 10 dimensões é dito ser um espinor 

puro se (3.11) for satisfeita para m = 0.. .9. 

O formalismo de espinores puros, como o próprio nome já diz, está baseado nos graus 

de liberdade de um espinor puro A“. Para resolvermos a equação (3.11) será conveniente, 

depois de uma rotação de Wick, quebrar SO(IO) em U(5). No apêndice B é mostrado 

como um espinor de Weyl se decompõe nas representações de U(5), 

16 (l5,10i,5_3), 
2 2 2 

onde o subscrito denota a carga U(l) de cada representação. Nessa descrição podemos 

resolver o vínculo (3.11) e encontrar o número de graus de liberdade de A“, como veremos 

na seguinte proposição[5]. 

Proposição 17. Um espinor puro A“ tem 11 graus de liberdade complexos e pode ser 

escrito em termos de variáveis U(5) da seguinte maneira, 

A+ = e^ 

Aab " 'í^abj 

A“ = -\e~^e°-’'‘'‘^'‘ubcUde, 
o 

para s qualquer e Uab antissimétrico. 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 
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Demonstração. Note que A“7^A^ é o primeiro componente (16 dimensões) da ex- 

pressão‘‘A^(CT"*)A, onde C é a matriz de conjugação que satisfaz CF”* = q 

é dada por C = n<=i(“» “ <^*)- Decompondo SO(IO) para U(5) obtemos duas equações 

independentes, 

(A|C'a*|A)=0 z= 1,2,3,4,5 (3.15) 

(A| Cüi |A) = 0. (3.16) 

Nas expressões acima, somente serão diferentes de zero termos da forma® 

(01 |0) = 

Portanto, usando a expressão do apêndice B para um espinor de Weyl® 

|A) = A+ |0) + ^Aij^a* |0) + |0) 

obtemos 

(Al CaF lA) = A+ (01 CaF 1A) + ÍAí; (01 a^ajCoF \X)+j-\^eijkim (01 aja-^aia^CoF lA). (3.17) 

Mas, 

A+ (01 CáF lA) - ^X+^eijkim (01 CaFaF^aíol^a^ 10) 

= A+AP 

Analogamente, notando que a{C = —Ca* e a*C = —Cüí, obtemos 

^Xij (01 üiajCa^ lA) = ^e^^'^^XijXki 

2^A eijfcíni (0l cijttiçCiiQuiCoF lA) = A.|.A^. 

Portanto, como (3.17) deve ser zero, obtemos 2A+A“ + XbcXde = 0 que é facilmente 

resolvido para A“ em termos das 11 variáveis independentes A+ = e® e Xab = Uab, 

A“ = -le-^e^^^^^UbcUde. 
O 

Ademais, não é difícil mostrar que (3.16) é automaticamente satisfeita com essa parame- 

trização. ■ 

‘‘Usaremos a mesma notação para o espinor com 32 e 16 componentes, porém isso não trará confusão. 
®Para provar basta calcular (0| C'a‘a^a^a‘‘a® lO) = 1 e observar que a expressão é totalmente anti- 

simétrica na troca dos índices. 
®Note a ordem dos índices (ij) no termo com Aij! Essa definição com a “ordem trocada” serve para 

deixar os índices na ordem “esperada” na expressão | (0| a'a^ |0). 
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Para descrever os 11 graus de liberdade do espinor puro foi necessário quebrar a 

simetria da descrição de SO(IO) para U(5)=SU(5)(8>U(1). As variáveis não vinculadas s e 

Uab (e seus momentos conjugados) serão utilizadas para provar que existe uma maneira de 

introduzir fantasmas na teoria, que contribuem com uma corrente de Lorentz exatamente 

da maneira especificada pelo OPE (3.8). Porém esse OPE está escrito em termos do grupo 

SO(9,l), e os graus de liberdade a nossa disposição estão escritos em termos de U(5). 

Dessa maneira, trabalhando com essas variáveis poderemos somente construir correntes 

de Lorentz com simetria U(5). 

Para verificar se as correntes de Lorentz assim construídas reproduzem o OPE (3.8) 

prosseguiremos da seguinte maneira. Vamos quebrar a simetria do OPE (3.8) para U(5) 

a fim de descobrir os OPE’s das correntes de Lorentz (N, N^, Nab, iV“**). O resultado está 

escrito na forma do Teorema 3, provado no Apêndice B. Finalmente, verificaremos que 

é possível construir essas correntes de U(5) em termos das variáveis não-vinculadas que 

formam o espinor puro A“. 

Além disso, há mais um requisito a ser obedecido. A variável deve se transformar 

como um espinor sob uma transformação de Lorentz, de acordo com (A.8). Se definirmos^ 

que 

áA“ 
1 

2 
dzAmnM^^ 

e sabendo que os OPE’s de A“ com E”*" são regulares concluímos que A“ deve satisfazer. 

1 (7""”)flA^(z) 
N’«"(y)\<-(z) ^ (3.18) 

2 \y- z) 

o OPE (3.18) também deverá ser quebrado para U(5) a fim de verificarmos se ele pode 

ser reproduzido a paxtir das variáveis que temos a disposição. As contas referentes a 

essa decomposição são feitas na demonstração do Teorema 4, também no Apêndice B. 

Se (3.8) ou (3.18) não pudessem ser reproduzidos na descrição de espinores puros esse 

formalismo não ter ia justificativa. Porém, veremos na continuação que Berkovits descobriu 

uma maneira de construir n, riafi, n“, A+, \ab, A“ em termos dos fantasmas s,Uab (e seus 

momentos conjugados) de tal forma que todos os 28 OPE’s (descritos em termos de U(5)) 

deduzidos a partir de (3.8) e (3.18) são obedecidos! 

^Essa definição foi usada para concordar cora [14]. 
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3.2.3 A ação dos fantasmas 

Nas seções anteriores discutimos alguns aspectos do formalismo de espinores puros. Vimos 

que esse formalismo foi inspirado na abordagem de Siegel para o problema da quantização 

covariante da ação de Green-Schwarz da supercorda. Esse novo formalismo modifica a 

abordagem de Siegel na tentativa de anular a carga central, condição que toda boa teoria 

quântica deve satisfazer. 

A idéia é adicionar variáveis fantasmas de uma maneira, que suas contribuições à 

caxga central seja Cg = -f-22. Além disso, as correntes de Lorentz dessas variáveis (A"*") 

devem obedecer certas condições, expressas por (3.8) e (3.18), de modo que as correntes 

de Lorentz da teoria (E*^” + ^V”^”) obedeçam ao mesmo OPE do formalismo RNS. Em 

seguida vimos que a definição dos estados físicos seria feita em termos de um operador 

BRST construído a partir de uma combinação linear de da, que por sua vez deu origem a 

condição de espinores puros para os coeficientes A“. Por sua vez, a condição de espinores 

puros é mais facilmente resolvida se o grupo SO(IO) for quebrado para U(5), o que resultou 

em 11 variáveis não-vinculadas s e Uab- A quebra para U(5) exige que saibamos os OPE’s 

(3.8) e (3.18) em termos desse grupo, o que está feito no apêndice B. Essa é a linha de 

raciocínio. Será possível construir explicitamente um formalismo que satisfaça a essas 

condições? A resposta é afirmativa, como veremos nos próximos parágrafos. 

Uma ação para as variáveis fantasma no formalismo de espinores puros que torna 

possível modificar com sucesso a abordagem de Siegel foi descoberta por Berkovits, e é 

dada por 

onde t(z) e são os momentos conjugados de s(z) e Uab(z). Além disso requeremos 

que s(z) e t(z) sejam bósons quirais, e portanto devemos impor as equações de movimento 

ds = dt = 0, que não podem ser deduzidas da ação. Os OPE’s são dados por, 

t{y)s{z) -^ln{y- z) (3.20) 

^‘'^{yhcdiz) (3.21) 
y — z 

Um dos resultados mais importantes na construção do formalismo de espinores puros 

será resumido no seguinte teorema. 

dtds + ^v°''’dua^ (3.19) 



3.2. FORMALISMO DE BERKOVITS PARA A ABORDAGEM DE SIEGEL 49 

Teorema 1. 5e definirmos as correntes de Lorentz com simetria U(5) da seguinte maneira 

então seus OPE’s entre si e com A+, Xab e A“ reproduzem as relações (3.8) e (3.18), se 

s, t, e Uab satisfizerem os OPE’s (3.20) e (3.21). 

Demonstração. Demonstraremos que os OPE’s dessas correntes de Lorentz satisfazem 

os resultados listados nos teoremas 3 e 4, e conseqüentemente reproduzem (3.8) e (3.18). 

Calcularemos explicitamente somente alguns OPE’s, pois o resto pode ser calculado fa- 

cilmente. 

Primeiramente verificaremos (B.24), 

(3.22) 

(3.23) 

(3.24) 

(3.25) ^aò — ^ 

Em seguida podemos facilmente verificar que (B.32) é satisfeita, pois 

‘n‘'\y)Xcd{z) = -(e^u“'')ucd ^A+. 
V — z 

Com um pouco mais de conta reproduzimos (B.ll), 

as contrações simples se cancelam e restam 

1 10 1 

80 {y - zY 4 (?/ - zY 

10 1 

4 {y- zY 

3 

{y-zY’ 
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como queríamos mostrar. Por último verificaremos (B.30), 

nat(y)^cd(^) -> e"' (u„ui,j : : v’'ucd 

-.( 1 N 'SÍíí > e ( Wae^6/ i^^ab'^ef \ ^ ^ 

^ i^ac^bd Uad^bc '^ab'^cd) ^abcde^ i 

onde na última linha usamos a expressão (3.14). A demonstração para os demais casos é 

análoga e será omitida. S 

Mostraremos na continuação que a carga central da eição dos fantasmas (3.19) á +22. 

O tensor energia momento pode ser encontrado usando o prosseguimento padrão®, obser- 

vando que a invariância conforme de (3.19) exige que as variáveis Uab, ds e Bt tenham 

pesos conformes dados por (1,0), (0,0), (1,0) e (0,1), respectivamente. 

Proposição 18. Se definirmos o tensor energia momento T\{z) (e T\{z)) de (3.19) por 

^ / d^zldsT,(z) + 8íí\(z)], 

onde a variação da ação é devida às tranformações conformes 

= dev^’’ + edv'^^ + êdv^^ (3.26) 

ÒUab = eduab + êduab (3.27) 

5ds = deds + ed^s + dêds + Bêds (3.28) 

SBt = edBt + Bedt + BêBt + eBBt (3.29) 

e exigirmos que as correntes de Lorentz sejam campos primários então 

T\{z) = ^u“*’5tta6 + dtds + 5^s. 

Demonstração. Primeiro vamos explicar melhor as transformações (3.26) a (3.29). Para 

usarmos o procedimento de Noether nós supusemos que as variáveis s(z) e t{z) dependem 

também de z. Portanto expandindo 9s(z, z) e Bt(z, z) em série de Taylor obtemos as 

transformações (3.28) e (3.29). As transformações (3.26) e (3.27) são as transformações 

conforme® de variáveis com pesos (1,0) e (0,0) respectivamente. Note que 

5{Btds) — {edBt + Bedt + BêBt + êBBt) ds + Bt {deds + ed^s + dêBs + Bêds) 

= d{eBtds) + B{êBtds) + Bedtds + dêBsBt, 

®A saber, ôz = e{z) e ôz = ê{z). 
®Um campo conforme 4> com peso {h, h) se transforma como 6<j) = hde<f> + ed(p — hdê(j) 4- êd(p. 
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portanto, a menos de termos de superfície, T{z) — dtds é a contribuição das variáveis s, t. 

Além disso, podemos identificar a parte da ação envolvendo as variáveis e u„b como 

um sistema /Ü7 com A = 1, através de —> — l/2u“*’ e 7 —Uab- Como o tensor energia 

momento do sistema (5'y é dado por T(z) = d(3'y — \d{(3'y) — \u°‘’’duab, então 

^(-2^) = + dtds 

T{z) = dtds. 

Para justificarmos a adição do termo d^s em T{z) calcularemos o OPE de T(y) com a 

corrente n{z) do teorema 1. É relativamente fácil ver que 

T{y)n{z) 
y/5 

{y - zy 
+ 

n(z) dn(z) 

onde o pólo cúbico vem da contração total de 

1 

8\/5 {y-zY 

x/5 

{y - zf ■ 

Assim a corrente de lorentz não seria um campo primário, o que pode ser contornado com 

a adição de ao tensor energia momento, pois 

d'^s{y)n{z) 
x/5 

: d'^s{y)dt{z) 
x/5 

{y- z)'^' 

Não precisamos mostrar que d^s corrige o OPE das outras correntes de Lorentz, porque 

todas elas são o resultado da decomposição de SO(IO) para U(5), e não seria possível 

que somente algumas delas fossem campos primários. Portanto concluímos que o tensor 

energia momento dos fantasmas com as propriedades corretas é dado por 

Tx{z) = ^v°^duab + dtds + d'^s, 

quod erat demonstrandum. 

(3.30) 

Corolário 3. A carga central do tensor energia momento dos fantasmas (3.30) é Cg = 

+22. 

Demonstração. A carga central (c/2) é encontrada calculando o pólo de ordem 4 do 

OPE Tx{y)T\{z). Podemos ver que as contrações que contribuem nesse cálculo são dadas 

pela soma de 

^ : v°^(y)dur.d{z) :: duab{z)v^{y) : 
^ 10 

4 (2/ - zY ~ (i- - 2)4 ’ 
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e 

: dt{y)ds{z) :: ds{z)dt{y) : = 

onde usamos os OPE’s (3.20) e (3.21). Os resultados acima implicam que c = 22. ■ 

Portanto, 

Corolário 4. A carga central do tensor energia momento no formalismo de espinores 

puros, 

T{z) = —dX^^dXm - Padô'^ + + dtds + d‘^s, (3.31) 

e zero. 

Demonstração. Como não há singularidades entre {X^, Pa, d°‘) e as variáveis fantasmas, 

a carga central de (3.31) é a soma das cargas centrais dos fantasmas (+22) e da matéria 

(-22), e portanto é zero. ■ 

A ação do formalismo de espinores puros, que pode ser quantizada com a carga BRST 

(3.10), é também manifestamente supersimétrica, como veremos a seguir. 

Proposição 19. A ação do formalismo de espinores puros (corda aberta) 

S=^Jdz [^dX^dXrn + PaÕ9^ + dtds + (3.32) 

é invariante pelas seguintes transformações de supersimetria, 

ÔX^ = i (£7-0), 

50“ = £“, 

Spp = -^£‘^líaf39Xm + ^e‘^9^d9^7ps7m'ra 

S (fantasmas) — 0, 

que por sua vez são geradas por 

que obedecem à álgebra de supersimetria 

{Qa,Qp} ='yag^9Xm. 
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Demonstração. A variação da ação é dada por, 

ÔS 
-i 

dz - ^{e^^d9)dXm - \{^e^^^0){e^rr^e) 

(3.33) 

Integrando por partes o ])rinieiro termo resulta em —1/4 J(£Y^dd0)Xj,i, que pode ser 

integrado por partes novamente para obtermos +1/4 J(£'y'^d9)dXm- Logo, a soma desse 

termo com o segundo cancela o terceiro termo em (3.33). Logo, para mostrarmos a 

invariância da ação é necessário (pie o termo J{d9^'^d9){e^rn9) se anule. 

Para vermos isso integramos por partes e obtemos, 

j(de-rmei.J) = -j(e7’"a«)(£7™ã«) - í(«7"*ãae)(£7m«) 

= - /(07"'39)(e7™ã9) + í(ae7'”ã«)(£7™«) + /(97"’ãfl)(£7mS«) 

= - / e-BB‘>e-'ãe'’ (73,7m7, - 7”,7».,« + 7r„7„,fl) 

= +2/ raoVãr (7j*„7„,,) 

= -2 / (ãfl7'»a») (£7„e), 

onde usamos a propriedade (A. 11). Portanto mostramos que esse termo se anula. O resto 

da demonstração requer alguns cálculos simples e será omitido. ■ 

Para construirmos operadores de vértice precisaremos definir o que entendemos por 

número de fantasma de um estado, o que será feito a seguir. 

Definição 8. O núm.ero de fantasma Ug de um estado qualquer 'F{y) é dado por 

dzJ{z), ^P(y)] = ng<íf{y), 

onde a corrente fantasma J{z) é definida por [15] 

J{z) = + "òds. (3.34) 
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Proposição 20. A corrente fantasma satisfaz aos seguintes 0PE’s[16], 

A“ 
J(y)A“(z) 

y- z 

J{y)J{z) ^ - 

J{y)T{z) 

{y - zY 
8 

+ 
J(z) 

{y - zf {y -zY 

J[y)N^'^{z) —^ regular 

8 J{z) dJ{z) 
T{y)J{z) —' 7 rr + 7 rx H • 

[y-zY {y-zY y-z 

(3.35) 

(3.36) 

(3.37) 

(3.38) 

(3.39) 

Demonstração. Para mostrarmos (3.35) devemos calcular os OPE’s de J{y) com os 

componentes U(5) de A“ e verificarmos que os resultados são compatíveis. Por exemplo: 

J{y)K{z) : dt{y)e\z) ; 

A^ 

y-z 

1 1 
J{y)Kd ^Uab{y) : v^\y)ucd{z) : = 

^cd 

y-z 

O pólo cúbico de (3.37), por exemplo, vem da soma das seguintes contrações, 

i : -r. v‘^(y)Bu^(z) : ^ - 

10 

: dt{y)d‘^s{z) : 

{y - zY 
2 

{y - zY 

que nos dá o coeficiente —8. A prova dos outros OPE’s é trivial e não será discutida 

aqui. • 

Note portanto que de (3.35) concluímos que o número fantasma do espinor A“ é +1. 

Além disso podemos concluir que J{z) é um escalar de Lorentz (como deveria ser), e que 

há uma anomalia de +8 na transformação da corrente fantasma, que possui peso conforme 

h = 1. 
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3.3 Ação dos fantasmas, novamente 

Se definirmos um ordenamento normal por 

: A(V)B(Z) := / J 2m y - z 

onde (a notação de valor esperado significa contração de OPE) 

: A{y) :: B{z) := A{y)B{z) - {A{y)B{z)), 

então poderemos provar o seguinte teorema. 

Teorema 2. Se a ação dos fantasmas for escrita como 

5a = ^ y* d‘^z 

com os componentes U(5) de Ua dados por 

= dte~^. 

(3.40) 

UJa = 0, 

então as correntes de Lorentz deduzidas de (3.40), 

N'^^{z) =: 

reproduzem as relações (3.25). 

Demonstração. A corrente de Lorentz é deduzida da mesma maneira que encontramos 

a corrente de Lorentz da ação de Siegel, na Proposição 16. Para provarmos a afirmação 

note que podemos tratar (7’"")^A^ = (^"*")“ como um espinor de Weyl. Usando as 

decomposições dadas no apêndice B encontramos, por exemplo: 

f+ = (0|4?) = ;^Ç(0|7<«+««|A> 

= ^(0| (5i-2iÇ6Xj |A> 

= -\/5(0|A) = -\/5A+ 

onde na segunda linha usamos (B.22). Podemos também calcular ^a6: 

^a6 = (0| babh I'!') = ^ ^ (0| |A) 

71^ 
.— Xab 
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Não precisamos encontrar '1'a porque esse componente não vai contribuir. De acordo com 

o produto escalar definido em (B.35) obtemos, 

N{z) = i : u.+®+ ; +i : : 

= ■■ (Sí(!/)e-'<'>) ■. : (3.41) 

O primeiro ordenamento normal requer algumas contas, 

: ~ {v ~ z)ds{z)e-^'^^^) 
J 2tti \.y — z J 

= dt{z) + j ^ (e-W -{y- z)8s(2)e-'<">)e»<"> 

= dt(z) — ds{z). (3.42) 

Além disso é fácil verificarmos a trivialidade do ordenamento normal entre e Uab, 

: v°-’’{y)Uab{z) := v°’\z)uab{z). (3.43) 

Portanto, da relação (3.41) e dos ordenamentos normais (3.42) e (3.43) obtemos o com- 

ponente U(l) da corrente de Lorentz, 

“ ~7I. ~ 5®') ’ 

que reproduz a relação (3.22), como queríamos. Da mesma maneira verificamos N°^, 

usando a definição 12 na página 71, 

N<^b ^ ^^ab ^^a(6+5) ^ ^^(a+5)b _ ^(a+5)(6+5)J 

= 1 : : +i : w»* : (3.44) 

Usando a relação (B.20) obtemos, 

(4i“‘) + = 4 (0| 6“6‘ |A) = 0 (3.45) 

= 4 (0| bjjjftí- |A) = 4 (5iSl - á“íS) A+ (3.46) 

Substituindo os resultados (3.45) e (3.46) em (3.44) recuperamos a expressão (3.24), 

N^\z) = 

pois o ordenamento normal é trivial nesse caso. Os outros casos são análogos e serão 

omitidos. B 
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Note que para demonstrarmos o Teorema 2 foi necessário supor que o componente Ua 

fosse zero. Esse fato pode ser justificado com as seguintes proposições. 

Proposição 21. A ação (3.40) é invariante por óu>a = se X for um espinor 

puro. 

Demonstração. A variação da ação é dada por 

íSa = ^ / cPzA„-r^i,Xi=SX<‘ 

= -^ / d"z(ãA„)(A7”*A) - i y d"zA„72>„ãA'’A“ 

= -^/ dhA„-y^gXm’- 

= -SSx 

onde usamos uma integração por partes, a condição de espinor puro e 7^ = 7^. Portanto 

SSx = 0. ■ 

Proposição 22. Sempre é possível escolher um gauge onde Ua = 0. 

Demonstração. Provaremos que sempre podemos escolher os parâmetros de modo 

que = u>a + SuJa seja tal que = 0. Do Lema 8 obtemos^°, 

ôu>a — Ãi(Ò^A)q + Ã^(ÒiA)a + . . . + X)a + Ã^{b^X)c 

mas do Lema 10 temos que 5oja = (0| ba láu;), e portanto uns poucos cálculos resultam em 

õuJa = ÃaA+ + XabÃK (3.47) 

Para anularmos os componentes Ua = 5 basta escolher A^{z) tal que 

A“ = A“ =  

o que sempre pode ser feito. Note que as escolhas acima resultam em uma simplificação 

da equação (3.47), pois implicam no anulamento do segundo termo, 

Ã“ = (A“ + zA(“+^)) = 0 
V2 

Ã„ = ^ (A“ - zA(“+®)) = \/2A“ = 

''^Denotamos os componentes U(5) de A"* por Ã“ e Àq para não causar confusão. 



58 CAPÍTULO 3. O FORMALISMO DE ESPINORES PUROS 

Assim obtemos o resultado desejado, 

U>a ~ “1” ÃaA’*’ 

— UJq = 0, 

O que termina a demonstração. ■ 

Assim justificamos nossa escolha na hipótese do Teorema 2. As variáveis cOa são os 

momentos conjugados dos espinores puros A“, e assim como eles, tem somente 11 graus 

de liberdade (complexos). 

Observe também que a corrente de Lorentz é invariante pela transformação ôu>a, devido 

à condição de espinor puro. Além disso, podemos ver explicitamente que o termo cUa^A" 

reproduz a ação dos fantasmas (3.19), 

cu«9A“ = u;+ãA+ + 

= dtds + ^V°^^BUab- 

0 OPE entre cUq e A“ deduzido da ação (3.40) é dado por 

w^(3/)A“(z) ^ (3.48) 

porém esse OPE não é correto, pois não leva em consideração a condição de espinor puro 

(A7"^A) = 0. Podemos ver isso claramente com o seguinte exemplo. Se usássemos (3.48) 

para calcular o OPE entre e u>p obteríamos, 

2X°‘'y^ 
{X'y^X){y)u^p{z) , 

y — z 

o que obviamente está errado. Para calcularmos OPE’s entre ujp e X° é necessário usar 

oc componentes U(5). 

Corrente fanteisma revisitada 

A corrente fantasma também pode ser obtida mais facilmente se a ação dos fantasmas 

for escrita na forma (3.40). Para vermos isso notamos que a ação (3.40) possui uma 

invariância U(l) global dada por 

SüJciC   5A“ = -eA*^. 
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Se usarmos o método de Noether, definindo a corrente U(l) por SS = —^ / dz{de)J^ 

obtemos facilmente a densidade de corrente fantasma: 

J(z)=:u;«A“: (3.49) 

Lema 4. A corrente fantasma (3.49) reproduz a expressão (3.34) se exigirmos que J(z) 

seja um escalar de Lorentz. 

Demonstração. O produto escalar é dado por 

J =: {dte~^)e^ : 

onde já escrevemos os componentes dos espinores em termos das variáveis fantasmas. Os 

ordenamentos normais já foram calculados em (3.42) e (3.43), portanto obtemos 

J = ^v^^Uab + dt- ds. (3.50) 

Porém, é fácil verificarmos que o resultado obtido não é um escalar de Lorentz, a menos que 

o coeficiente de ds seja +3. Para vermos isso calcularemos o OPE de (3.50), modificado 

para conter o termo +ads, com a corrente de Lorentz N{z). Os pólos simples se cancelam, 

e o resultado é dado por. 

V y-^ 

o anulamento do pólo duplo implica que a = +3, como queríamos mostrar. 

3.4 Operadores de vértice e amplitudes de espalha- 

mento 

Para finalizarmos essa pequena introdução ao formalismo de espinores piiros vamos des- 

crever a prescrição para calcular amplitudes de espalhamento. A discussão será breve e 

informativa, pois a verificação das contas nos levaria longe demais. Apenas a prescrição 

para o nível de árvore será dada. 

Para calcularmos amplitudes de espalhamento dos estados da supercorda é preciso 

construir operadores de vértice, que serão definidos como estados de número fantasma 

4-1 na cohomologia do operador Q. Para o estado sem massa da supercorda aberta o 

operador de vértice que satisfaz a essa condição é dado por 

U = A“A«(x,0) (3.51) 
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onde Aa{x,6) é o supercampo espinorial na representação adjunta que descreve a teoria 

de super Yang-Mills N=1 em D=10. Nessa descrição a equação de movimento é dada por 

+ igA„Ag) = 0. (3.52) 

e a teoria é invariante pela transformação de gauge 

òAq^ = D^A "I" tQ^Agij A], 

onde a derivada supersimétrica é dada por 

+ 5(7“»“)Ôn.. 

Na descrição via espinores puros, a equação de movimento (3.52) é deduzida impondo- 

se a condição de que o operador de vértice (3.51) esteja na cohomologia de Q, isto é, 

QU{x, 9) = 0. A invariância de gauge é reproduzida mediante a equivâlencia BRST entre 

estados, U r\j U + QÜ. 

É possível mostrar[17] que existe uma escolha de gauge onde 

9) = ia„(i)(A7"“9) - (í(x)7„«) + (A7p«) («7^"«)... 

onde d,m{x) e ^'^{x) são os campos on-shell de SYM linearizados do glúon e gluíno, res- 

pectivamente. 

Além disso, como na corda bosônica, o cálculo de amplitudes de espalhamento re- 

quer operadores de vértice integrados V, que serão definidos indiretamente pela relação 

[Q, V] = dU. Como não precisaremos da forma explícita do operador V para o simples 

exemplo que desejamos mostrar, vamos omitir a expressão de V em termos do supercampo 

Aa{x,9). 

Definição 9. A amplitude de espalhamento de N-pontos é definida pela seguinte função 

de correlação, 

A = (Ui{Zi)U2{Z2)U3ÍZ3) J dz^V{z,).. . J dZNVsizt,)^ , (3.53) 

que é diferente de zero somente quando houver três X’s e cinco 9 ’s na seguinte combinação 

{{X'r^9){X'y^9){XYe){9'rmnpe)) = l. (3.54) 

Para ilustrarmos as idéias é bom considerar um exemplo, pois como escreveu Sêneca, 

“Longum est iter per praecepta; breve et efficax per exempla”. 
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Exemplo: 3 glúons em nível de árvore 

Nesse exemplo calcularemos a amplitude de espalhamento de 3 glúons em nível de árvore. 

Esse é o caso mais simples, pois segundo a equação (3.53) não é necessário qualquer 

operador na forma integrada. A amplitude é dada por 

A={Ui{Zi)U2{z2)U3ÍZ3)), 

onde {em ó o vetor de polarização) 

U{z) = ^em {Xl^e) + ^kmCn (A7p0) {eY^^e) 

Pela definição dada acima, será diferente de zero o termo que contiver cinco 0’s. Portanto 

temos três possibilidades para a distribuição dos thetas, a saber: (1,1,3), (1,3,1), (3,1,1). 

A primeira possibilidade é dada por 

= e,re2shmezn {{Xl^e) (>7^0) (A7p0) (: :: :: :) . 

A função de correlação das exponenciais é [6] 

/. gifci-Xj .. ^ik2-X2 .. gtfcs-Xa .\ Qç ^ki-k2^ki-k3^k2-kz 
\ * ** ’ / 12 13 23 

e nesse caso é trivial, pois como os glúons não tem massa {kf = 0) a conservação de 

momento implica que ki • kj = 0. A menos de um fator multiplicativo podemos inferir 

que, 

{{XYO) (X^e) (A7p0) oc 

O cálculo do coeficiente dessa expressão é extremamente longo para ser feito sem o auxílio 

de computadores, porém todos os passos são simples, como comentaremos na continuação. 

Portanto a contribuição de (1,1,3) é dada por 

A\ = (ei • kz){e2 • 63) — (62 • fc3)(ei • 63). 

Analogamente obtemos, 

A2 = —(ci • k2){e2 • 63) + (c3 • k2){e-[ ■ 62) 

-^3 = (c2 • ki){e\ • 63) — (c3 ■ ki){e\ ■ 62). 
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A amplitude final é a soma das três contribuições, 

«4 = + (ci • 62) [(63 • ^2) — (c3 • kl)] — (ei • 63) [(e2 • ^3) — (c2 • ki)] 

+ (62-63) [(ei • ks) - (ei • k2)l 

— + 2(ei • e2)(e3 • ^2) + 2(ci • e3)(e2 • A:i) + 2(c2 • 63)(çi • fc3) 

onde usamos a conservação de momento fci + ^2 + ^3 = 0 e a transversalidade dos glúons 

6i- ki = 0. A menos de um fator multiplicativo que não determinamos, esse é o resultado 

(7.4.30) em [8]. 

Um comentário sobre o cálculo do fator numérico é pertinente. Em [16] está a pres- 

crição completa para o cálculo que acabamos de fazer, que descreveremos agora. Suponha 

que A = fap.y) é a expressão obtida depois de integrarmos os modos não-zero em 

(3.53). Então a amplitude será dada por 

^ _ ^J’-l^(a/37)[6i(5253<5455] d d d d d 
aeSi 0952 dQSs QQSi aQSs 

onde o tensor (T i)(“97)[ái'52535455] ^ definido pela combinação simétrica sem traço dos 

índices {aPj) e antissimétrica em [áiá2á3<54(55], com o primeiro termo dado por 

/ m.\rvi Al , 

Essa prescrição, mesmo nesse exemplo simples, requer o cálculo de muitos traços de 

matrizes gamma para determinar o coeficiente numérico da amplitude em questão. Essas 

contas, por serem longas e cansativas, são melhor executadas em computadores. 



Capítulo 4 

Conclusões 

Nessa dissertação nós apresentamos de forma didática as propriedades básicas de dois 

formalismos da supercorda, o de Green-Schwarz no capítulo 2 e o de espinores puros no 

capítulo 3. Vimos que o formalismo de Green-Schwarz só pode ser quantizado no gauge do 

cone de luz, pois a separação covariante dos vínculos de primeira e segunda classe nunca 

foi feita até os dias de hoje. E comentamos que apesar de possuir supersimetria manifesta 

no espaço-tempo, sua utilidade é severamente reduzida devido às dificuldades encontra- 

das no cálculo de amplitudes de espalhamento. No final delineamos a demonstração de 

que a dimensão do espaço-tempo deve ser igual a 10 para que a invariância de Lorentz 

seja preservada.^ Com os detalhes apresentados aqui é possível iniciar um estudo mais 

avançado do formalismo de Green-Schwarz, em particular do cálculo de amplitudes de es- 

palhamento em nível de árvore e 1-loop, com a subseqüente compreensão da necessidade 

de se introduzir termos de contato e operadores não-triviais nos pontos de interação. 

Os aspectos básicos do recém criado[14] formalismo de espinores puros foram estudados 

no capítulo 3. Foi dada bastante ênfase à demonstração que de é possível introduzir 

fantasmas de modo que a contribuição ás correntes de Lorentz seja a desejada. Os OPE’s 

dessas correntes na abordagem de Siegel tornam-se equivalentes aos do formalismo RNS. 

Além de tornar possível essa equivalência, os fantasmas contribuem com uma carga central 

exatamente na quantidade exigida para que a teoria total, matéria mais fantasmas, tenha 

carga central igual a zero. Como seria de se esperar em uma introdução ao formalismo, 

várias contas que são omitidas nos artigos originais são feitas explicitamente. Desse modo 

a compreensão das idéias subjacentes é facilitada, pois não é preciso se preocupar com 

mesma dimensão 10 é deduzida no formalismo RNS impondo-se a condição que a carga central da 

teoria seja zero. 
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os fatos matemáticos não provados. No final desse capítulo um breve exemplo ilustra 

o processo de cálculo de amplitudes de espalhamento nesse formalismo, cujo resultado 

concorda com os obtidos pelos formalismos de Green-Schwarz e RNS[8]. O estudo nesse 

capítulo é um bom início para perseguir objetivos maiores. Um possível estudo mais 

avançado seria utilizar o formalismo de espinores puros em backgrounds curvos, para 

compreender melhor o lado da supercorda em AdS^ O S^ na conjectura AdS/CFT. Os 

elementos aqui abordados com certeza constituem um bom início nessa longa jornada 

rumo ao conhecimento das leis fundamentais da natureza. 



Apêndice A 

Convenções 

A.l Espinores de SO(IO) 

A métrica que usamos no texto é dada por r}mn = diag(—1, +1,+1,... + 1). Nas coorde- 

nadas do cone de luz, 

± . 

os únicos componentes da métrica diferentes de zero são -t-1 e = ?7_+ = — 1. 

As matrizes de Dirac em 10 dimensões, de dimensão^ 32 x 32, serão denotadas por F^, 

onde m = 0,..., 9 no espaço de Minkowski e m = l,...,10no espaço euclidiano (obtido 

através de uma rotação de Wick). A álgebra que elas satisfazem, denominada álgebra de 

Clifford, é dada por 

(pm, r^} = 277’”". (A.l) 

Na representação de Weyl das matrizes gamma, somente os blocos 16 x 16 fora da diagonal 

são diferentes de zero, 

p™ ^ ( 0 (7’")“'’) 

Vh”*)»/? 0 /’ 

f)ossível mostrar[8] que em D dimensões um espinor de Dirac possui 2^^'^ componentes complexos, 
se D for par. Para D ímpar a dimensão é dada por 
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cujas formas explícitas são daxias por^ 

Isxs 0 

0 Isxs, 
(/)«o = 

(7')“'* = 

(y)«o = 

= 

{7")°'’ = 

IsxS 0 

0 —IsxS, 

0 ai ' 

.aí 

'aa 

0 bb 

V^SxS 0 

0 0, 

0 0 

onde definimos para ambas as quiralidades 

{yXp = 

{1X0 = 

(7*)a/? = 

(7+)a/. = 

(7")a/3 = 

—IsxS 0 

0 —l8x8> 

l8x8 0 

0 —l8x8> 

0 a\ 

X 

0 0 

>.0 —\/28x8y 

~V^8x8 0' 

0 0, 

'aa 

0 

7* = ^(7“ ±7’). 

As matrizes sigma satisfazem a^^ = e podem ser expressas como o produto direto 

de matrizes 2x2, 

ai^ = e (8> s 0 e a^i = 1 (S> (S) e 

^aã = ® e 0 1 

® 1 ® 

^ ® 1 ® (T^ = 1 ® 1 (g) 1 

onde r* são as matrizes de Pauli e e = ir^. Além disso, as seguintes relações são satisfeitas. 

= 1 ® ® 

Kà(4b + (^aàKb = 25‘^íab, Í,j=l,.. .8 

4a(^ab + ^àaKb = 

X(^àb + (^bà^ãa = 2(5‘^éa6 

+ X^^bc = 

A matriz de quiralidade em D = 8 dimensões é dada por 7® = 7^7^ ■ 

em D = 10 temes 

I16XI6 0 
r = PT Or*! = 

0 -1 

(A.2) 

(A.3) 

(A.4) 

(A.5) 

.7®, enquanto que 

(A.6) 
16x16, 

^Agradeço a Dafni Z. Marchioro por ter me fornecido essas convenções. 
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como pode ser facilmente verificado. 

Com essa representação das matrizes gamma, a quiralidade cm 10 dimensões fica 

manifesta, e podemos decompor os espinores de 2^ = 32 componentes em dois espinores 

com quiralidades opostas, 

A = 
A. 

Definição 10. O espinor A“ (Xa), ct = 1,..., 16 é dito ser um espinor de Weyl (anti- 

Weyl). 

Lema 5. Se e = —í'- são espinores de quiralidades positiva (ou L) e 

negativa (ou R) respectivamente, então 

= 
A“ 

= 
0 J \XaJ ■ 

Definição 11. A matriz de conjugação de cargas C é definida por 

Cr'^C~^ = -(F'”)^. 

Não é difícil se convencer que C = F° e a estrutura de índices é dada por 

0 c/\ /O 1 

(A.7) 

C = 
0 -1 0, 

Os geradores de Lorentz da representação espinorial são dados por F”*" = |[F"^, F’^], 

0 \ 

mn\ P I ’ 0 (7"^") 

e a transformação de um espinor é dada por, 

<5^ = (A.8) 

Portanto podemos ver que os espinores de Weyl e anti-Weyl formam representações sepa- 

radas do grupo de Lorentz, denotadas por (1/2,0) e (0,1/2) respectivamente. 

Lema 6. Os geradores F"^” satisfazem 
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Demonstração. É só usar a definição 11. ■ 

Corolário 5. O produto = •0“Xa — '0aX“ ^ escalar de Lorentz. 

Demonstração. A prova é imediata, 

5 (^^Cx) = \wmn Cx + 

= 0, 

onde usamos (A.9). B 

Note que nesse ponto podemos interpretar a matriz de quiralidade, em analogia com 

a relatividade, como uma “métrica” dos espinores, e assim definir o abaixamento e levan- 

tamento de índices. Porém, como em 10 dimensões a matriz C não é diagonal isso não 

pode ser feito. Vejamos por quê. Suponhamos que queremos definir o abaixamento do 

índice do espinor de Weyl A“ de maneira tal que A“Aa seja escalar. A maneira de se fazer 

isso seria considerar o escalar mas note que 

=(a« o) = 0 

e portanto essa definição não funciona em 10 dimensões. Entretanto, em 4 dimensões 

Eap 0 
não há problema, pois a matriz C é diagonal, C = 

0 -ã/3 
, da onde segue-se as 

bem-conhecidas relações A^ = EapX^ e A“ = e^^X^. 

Além disso, é possível mostrar[5] que se definirmos um espinor /Cq de maneira tal que 

KqA" seja um escalar, onde A“ se transforma como (1/2,0) então Ka se transforma como 

(0,1/2). Concluímos então que a posição do índice a em 10 dimensões é suficiente para 

distinguir entre as duas diferentes representações do grupo de Lorentz, ao contrário do 

que acontece em D = 4, por exemplo, onde é necessário introduzir índices “com ponto” 

à. Pois temos somente duas representações diferentes para quatro possíveis posições dos 

índices, A“ e Aq ~ (1/2,0) e A“ e Aá ~ (0,1/2). 

Lema 7. As matrizes 7^” em 10 dimensões satisfazem as seguintes propriedades: 

Vnmlía^e^eTy) ~ 

(A.IO) 

(A.11) 
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A.2 Espinores de SO(8) 

A decomposição espinorial de SO(IO) em SO(8) é dada por 

e vemos ciaramente que os componentes com índices “a” e “ã” tem quiralidade positiva 

e negativa, respectivamente. Note que as 8 matrizes 16 x 16 7' são simétricas (7'^ = 7*), 

e portanto a matriz de conjugação de cargas C é dada por 

íIsxs 0 ^ ^ ^ 

V 0 -IsxsJ ^ V 0 W 

pois ela obedece à definição A.7. Conseqüentemente, como C é diagonal podemos definir 

o abaixamento e levantamento de índices, \a — Cab^^ = e Aó = —Càb^° ~ ® 

vice-versa. Como é a matriz ôab quem faz esse trabalho, não precisamos nos preocupar 

com as posições dos índices. 

t:: 



Apêndice B 

Decomposição de SO(IO) em 

SU(5)ig)U(l) 

O formalismo de espinores puros está intimamente relacionado com a decomposição do 

grupo SO(IO) nos seus subgrupos SU(5) e U(l), para demonstrar a existência das cor- 

rentes de Loreutz dos fantasmas com as propriedades corretas. Conseqüentemente, é de 

fundamental importância que saibamos como vetores e espinores de SO(lü) são descritos 

em termos de SU(5)(g)U(l). O objetivo desse apêndice é mostrar como são feitas as contas 

que foram omitidas no capítulo 2. As decomposições dos espinores foram retiradas da 

referência^ [5]. 

B.l Vetor 

Um vetor de SO(IO) tem 10 componentes que podem ser decompostos nas repre- 

sentações = 5 (fundamental) e Aq = 5 (anti-fundamental) de U(5) da seguinte ma- 

neira, 

A“ = ^ , a = 1,2,3,4,5 

Aa = ^ . 

(B.l) 

(B.2) 

Em termos deis dimensões das representações, denotamos essa decomposição por 10 = 

5 © 5. 

^ Nessa referência os autores consideram que os espinores de Weyl tem quiralidade positiva, ao contrário 

da convenção usada por Berkovits. Essa diferença nas definições resultam em pequenos inconvenientes 
nas checagens dos cálculos, e alguns fatores de -1 podem surgir onde não deveriam. 
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Lema 8. O produto escalar A^^Ãm, depois de uma rotação de Wick, é dado em termos 

das variáveis U(5) por 

Ã^Ãm = + ... + 

Demonstração. A prova é simples e será omitida. ■ 

B.2 Tensor antissimétrico de rank 2 

Para estudarmos a decomposição de um tensor antissimétrico de segunda ordem iV"*” 

notamos que qualquer tensor de rank 2 pode ser escrito como o produto tensorial de 

vetores. Como é antissimétrico podemos construí-lo tomando a parte antissimétrica 

de 10 <S> 10 (em termos de SO(IO)), ou equivalentemente de (5 © 5) (g) (5 © 5) (em termos 

de U(5)) 

J^mn ^ ^ 

^ (./V“'> © © Nab © N) 

45 10 © 24 © 10 © 1 

onde N é o traço removido de N^, de modo a tornar o próprio um tensor sem traço. 

É por isso que a dimensão de é 24, e não 25. 

Explicitamente, como sabemos a decomposição de um vetor de SO(IO) somos capazes 

de decompor o tensor antissimétrico nas suas partes U(5). Por exemplo 

n“'’ = (A“ + 0 (S*’ + 
. V 2 v2 . antiss. 

= i (iV“^ -f- 
2 

Os outros casos são tratados de maneira análoga, cujos resultados vamos resumir com as 

seguintes definições: 

Definição 12. A decomposição das correntes de Lorentz de SO(IO) em termos das 
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correntes {n,nl,n°'°.Uab) de U(5) é dada por, 

^ab _ 2. ^ ^jy(a+5)6 _ jy(a+5)(6+5)^ 
2 

Uab = - 
2 

i (A''"*’ — + zA/’^“'^^^*' + A^(“+®)(*’+^)) — ^ A^(“+5)a 

a 

n= -LVJV<“+®>“ 
\/s4" 

(B.3) 

(B.4) 

(B.5) 

(B.6) 

Note que o tensor em (B.5) tem traço igual a zero, e que n é construído como o 

traço do termo entre parênteses na expressão de n^. 

Com essa definição podemos agora provar o seguinte teorema, que é de fundamental 

importância para entendermos como os fantasmas são introduzidos no capítulo 3. 

Teorema 3. Se o OPE das correntes de Lorentz N'^'^ de SO(IO), depois de uma rotação 

de Wick, for dado pur 

- - (y-zy y- z 

então as correntes (n, n„, na6, n“°) de SU(5)® U(l) satisfazem os seguintes OPE’s: 

nab{y)rf^{z) 

^a(y)^c(2) 

n{y)n{z) 

n{y)nab{z) 

n[y)n‘^^{z) 

y- z {y- zf 

àXg{z) - 6Ínj{z) 

y- z (y-z)^ 

3 

(y-z)^’ 

2 ^a6 

\/5y- z 

^ 2 

VEy- z 

regular 

(B.8) 

(B.9) 

(B.IO) 

(B.ll) 

(B.12) 

(B.13) 

Demonstração. A demonstração envolve vários cálculos simples envolvendo as correntes 

dadas na definição 12, porém como é difícil encontrar essas contas em outros lugares elas 

serão apresentadas em detalhes, na esperança de que isso seja útil para os “marinheiros de 
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primeira viagem”. Primeiro provaremos (B.IO). Usando a definição (B.6) obtemos que, 

n{y)n{z) V A^(“+5)aAr(''+5)fc 
n • ^ 

a,6 

1 

5 

1 

5 

5(<'+5)[ajy(a+5))6^_^^ _ ^b[a ji^(a+5)\{b+5) ^(a+5)6^a(6+5) _ j(a+5)(6+5)^ab 
^ 3- 

. o.,b 

0-3 

3 

(y - 

y (y - zy 

0 — V A(“+5)(a+5) ra  í—jg  

(y - zY 

onde usamos que é diagonal e que N°-^ é antissimétrico. A prova de (B.8) requer 

apenas um pouco de cálculo tedioso, e nab{y)n‘^{z) é dado por 

— — j]V’(“+5)!' _ jy(a+5)(6+5)^ ^j^cd ^jyc(d+5) j^js^{c+5)d _ j^{c+5)id+5)\ ^ 

multiplicando todos os termos obtemos, 

4- N°‘^N'^ + 4- _ jv“''jy(c+5)(d+5) 

— 4- 4- jv(c+5)d _|_ 

— 4- 4- -p jjy(a+5)6 A^(c+5)(d+5) 

— j\rc(d+5) _ ^j^(a+5)(6+5) jy(c+5)d _j_ j\^r(a+5)(b+5) jY(c+5)(d+5) 

Usando (B.7) obtemos para o pólo duplo^, 

+3.^^ (B.14) 
(y - 2)^ 

Para o pólo simples mostraremos todos os termos que resultam da aplicação de (B.7). O 

^Dos 16 termos somente contribuem para o pólo duplo os termos 1,6,7,8,9 e 10. 
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coeficiente do pólo simples é dado pelos seguintes termos, 

1 j^_|. _ ^d[6^a]c^ ^ ^jc[6^a](íi+5) _ ^(d+5)(6 jya]c^ 

+ Í _ ^j(c+5)[bjYa](íi+5) _ ^(d+5)[6jya](c+5)^ 

— i ^a]c^ _|_ ^^c[(6+5) jya](d+5) _ ^(d+5)[(6+5)^a]c^ 

+ ^a](c+5)^ _|_ ^ ^^(c+5)[(6+5)^a](d+5) _ ^(<í+5)[(6+5) jyaKc+S)^ 

— i _|_ ^^c[bj^{a+b)]id+5) _ ^(d+5)[6jY(o+5)]c^ 

+ — 5'^[<’jV(“+5)l(c+5)^ _|_ ^ ^^(c+5)[6jY(a+5)](d+5) _ ^{d+5)[bpj{a+5)](c+5)^ 

— (5d(í>+5) jy(<H-5)]d _ ^d[(6+5) jy(a+5)]cj _ ^ ^^c[(6+5)^(a+5)](d+5) _ ^(d+5)[(6+5) jy(a+5)]c^ 

— i (í(‘=+^M(Í’+5) jy(a+5)]d _ ^d[(6+5) jY(a+5)l(=+5) j 

+ ^^(c+5)[(fcf5) jY(a+5)l(d+5) _ ^(d+5)[(6+5) jy(a+5)](c+5)^ J 

Considerando que os deltas da forma são zero, uma manipulação cuidadosa resulta 

em 

1 T7 
_| (JCÒ ^jyad _|_ ^^a(d+5) _ ^jy(a+5)d jy(a+5)(d+5)^ -j- jc6^ad_^ 

— -5“ — iA^(^+5)d _|_ jy(6+5)(d+5)^ ^ §ca^bd_^ 

n 

7! 
— (A^""^ + 2A^“(c+5) _ ^jy(a+5)c jy(a+5)(c+5)^ ^ 

onde já somamos e subtraímos os termos necessários para escrever o resultado em termos 

do tensor sem traço n^. Assim obtemos o coeficiente do pólo simples. 

= àU - ôlnt - 5tnl + 5tnl + ^ {515^ - ~ ^b^a + 

%^b] ^b ^ (B.15) 

Os resultados (B.14) e (B.15) provam que 

-s^nS - 
riabn cd [a 6J  v/5 

y 

i"^3. íM 

{y - z)^' 

como queríamos. O OPE n{y)nab{z) é dado por 

^ (]y(<i+5)dpjab _ ^jy(d+5)dpja(b+5) _ ^jy(d+5)dj^(a+5)b _ pj{d~5)dyy(a+5)(6+5)^ ^ 
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e usando (B.7) obtemos os seguintes termos 

+ 

+ 

^ /^a(d^(d+5)l6 _ ^6[djy(d+5)]a\ , ^ /^a[dyy^(d+5)](6+5) _ ^(b+5)[djy^(d+5)la\ 

^ ^(j(“+5)[djY(d+5))6 _ ^b[dpj{d+5)]{a+5)^ 

^ 'y~^ ^^(a+5)[djy(d+5)](6+5) _ ^{b+5)[d^(d+5)](a+5)'^ 

Após algumas manipulações obtemos o coeficiente do pólo simples, 

’n{y)nab{z) 
1 ^J\[ab _ j^(a+5)6 _ j^j\ja(b+5) _ j\j{a+õ){b+5)^ 

y/E y- z 
2 '^ab 

y/Ey - z' 

É fácil se convencer de que o pólo duplo se anula. Portanto provamos (B.ll). A demons- 

tração dos OPE’s restantes é completamente análoga e será omitida. ■ 

Como U(5) = SU(5) (8> U(l) podemos calcular a carga U(l) de cada representação. 

Para isso usaremos a seguinte definição, 

Definição 13. Definimos a carga U(l), denotada por qa, de um operador qualquer A{z) 

por 

[jn(y),A(z)\ = ^A(z). (B.16) 

Corolário 6. As cargas U(l) das representações (n,n^,nat,n“*) são (0,0,—2,2), respec- 

tivamente. 

Demonstração. De acordo com a definição (B.16), para calcularmos a carga das dife- 

rentes representações basta sabermos os coeficientes dos pólos simples dos seus OPE’s 

com n{y). Dos OPE’s (B.IO), (B.ll), (B.12) e (B.13) vemos que as cargas U(l) de 

(n, ng, nab, n"**) são (0,0, —2,2), como queríamos mostrar. ■ 
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B.3 Espinor 

Para encontrar a decomposição de um espinor A“ de SO(IO) em componentes de U(5) é 

preciso primeiro decompor as matrizes gamma^, 

= 7 (r“ - ÍP“+^) , . g = 1,...,5 (B.17) 

6“ = i (P“ + . (B.18) 

Usando a álgebra de ClifFord (A.l) obedecida pelas matrizes gamma concluímos que os 

componentes U(5) em (B.18) satisfazem {6a, 6^^} = ó^. Dessa forma vemos facilmente que 

o anti-comutador é preservado se ba e 6“ pertencerem à representação anti-fundamental e 

fundamental de U(5), respectivamente. Ou seja, definimos suas transformações por 

6“ = C/%6", 

k=K(u<r 

Pode-se mostrar[5] que um espinor de Weyl A" = jA)^ de SO(IO) é decomposto em 

termos de U(5) por 

A“-^(A+,Aa6,A“) 

16-.(1,10,5), 

e um espinor de anti-Weyl u>a = |ü;)_ por 

16 (5,10,1). 

Explicitamente, essas decomposições são dadas pelos seguintes lemas. 

Lema 9. Um espinor de Weyl (quiral) de SO(IO) pode ser escrito em termos de seus 

componentes de U(5) como 

|A)+ = A+ |0) + ^Aatò^ò" 10) -f ^A“ea6cdeí>'^í>"6‘=6" 10) 

e os componentes são dados por 

A+ = (0|A). A.^ = (0|6A|A>. 

A“=ALe““‘{0|6A6A|A>. 

^Aqui escolhemos uma normalização diferente da utilizada em (B.2). 
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Lema 10. Um espinor de anti-Weyl (antiquiral) Ua é decomposto em termos de compo- 

nentes U(5) como^ 

lc^)_ = 10) + ^.üJ^^^Sabcdeh^^U^lf 10) + 10) 
2 • o! o! 

e os componentes são dados por 

u^ = ^s°^^^^{0\b,babAba\uj), 

^ ^o| ^ ^ ^Q| _ 

Existe[15] outra notação comum quando trabalhamos com espinores. Os 32 compo- 

nentes complexos são denotados por uma sequência de cinco sinais (+,—), por exemplo 

A = l-f -f -] 1-). A quiralidade é obtida multiplicando-se todos os sinais. Dessa maneira 

vemos que todas as cinco combinações possíveis com quatro sinais negativos representam 

o componente A“, 

A“ = 1h )+4 permutações, 

do mesmo modo 

Aq6 = 1+ + H ) + 9 permutações. 

O componente A_,_ é representado por 1-f -|- -l- -1- 4-), e assim por diante. 

Os seguintes resultados são facilmente provados uma vez dadas as definições acima, e 

serão usados extensivamente na sequência. 

Lema 11. São válidas as seguintes relações 

Ababb = r“'' - , a^b, 

= r“'' + a^b, 

2b%b - = (r“'’ - , V a, 6 

= 5i-2iY^ b%a 
a a 

Demonstração. A prova é trivial e não será discutida aqui. ■ 

“^Note que a ordem dos índices não foi trocada. Essa definição é boa para que todos os sinais do 

produto escalar WaA“ sejam positivos. Veja a proposição 23. 

(B.19) 

(8.20) 

(B.21) 

(B.22) 
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Teorema 4. Se o OPE em termos das variáveis de SO(IO) for dado por 

2 {y-z) 

então os OPE’s em termos das variáveis de U(5) (n, ng, riab, n"**) e (A+,Acd, são dados 

por 

n{y)X+{z) 

’>T'{y)Kd{z) 

n{y)X^{z) 

\/5 A+(^) 

2 y-z 

 1 Xcdjz) 

2y/by-z 

3 A^(^) 

2\/5y - 2: 

nl{y)X+{z) -> regular 

af \\ / \ ^dXcb-ScXdb n,{y)X^{z) 

nt(v)\%z) ^ Í<5j“A' - 

nab(v)K(z) -> 
y ^ 

'^ab{y')Xcdi^z') > ^abcdeX 

iT'ab{y)X‘'{z) regular 

n“^(y)A+(2:) —> regular 

n'^\y)Xcd{z) 
y-z 

n-<‘{y)X‘(z) -z -ie““A* 

2 <?;AçJ 

5 {y - z) 

(B.23) 

(B.24) 

(B.25) 

(B.26) 

(B.27) 

(B.28) 

(B.29) 

(B.30) 

(B.31) 

(B.32) 

(B.33) 

(B.34) 

Demonstração. Convém fazer uma observação com respeito a manipulação dos espi- 

nores escritos em termos de ket’s e bra’s multiplicados por matrizes 7’^". Nas contas 

subseqüentes aparecerão termos da forma (7“^)“^A^ (que escreveremos como (7“^)''^ |A)) 

e esses deverão ser entendidos como advindos de |A)^ 

r“^|A)^ (i-Y^ri, 0 \ /aí\ 

V 0 {Y")/] \ 0 J 

Essa pequena inconveniência é causada pela notação, pois quando escrevemos A“ estamos 

descrevendo um espaço de 16 dimensões diretamente, enquanto que quando escrevemos 

A“ em termos de |A“) estamos descrevendo o sub-espaço 16-dimensional de um espaço 
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de 32 dimensões. Porém essa pequena confusão não trará qualquer problema, pois ficará 

claro no contexto a descrição que deve ser usada. Por isso trataremos as identidades do 

lema 11 como se as matrizes P“ fossem 7“, como poderemos observar no primeiro cálculo 

a seguir. 

Primeiro provaremos (B.29), 

nab{y)X+{z) = i _ iJ^{a+5)b _ ^(a+5)(b+5)^ 

= \ (0| (7“'’ - - Z7(“+5)'' - ^(“+5)(b+5)) \X) [y - 2)-l 

= (0| babb |A) {y - z)~^ 

  Xab 

Em seguida mostraremos (B.24), 

e (B.23), 

n(y)K,(z) = -^ V (0| í,AiV(“+«‘‘ |A) 
v5 . 

= 5^ E (“I |A> (y-z)-' 
^ a 

= —^ (0| bcbd{5i - 2í ^ ò“6a) I A) {y - 
2-/0 

(Olòc^dlA) {y - z) 
-1 

2y/5 

1 Xcd 

2\/5 {y-z)' 

^ a ^ a 

= (0| (5i - 2í ^ ò“ò„) |A) {y - z)-^ 

y/5 X 

2 {y-z) 

+ 



80 APÊNDICE B. DECOMPOSIÇÃO DE SO(IO) EM SU(5)<S>U(1) 

O OPE (B.26) é dado por 

<(í/)A+(2) = ^ (o|A) - (0|A) 
2 v5 

= (0| (7“'’ - Í7“(''+5) + i^(“+5)fa + ^(a+5)(6+5)^ ^ 

2(2/ - z) 2 iu - z) 
1 <5?A+ _^1 Í?A+ 

2(y-z) 2{y-z) 

= 0, 

onde na segunda linha usamos o resultado (B.23) e na terceira a relação (B.21). Podemos 

provar (B.33) facilmente, 

n^‘’{y)Xcd{z) = I (7V“'' + iN‘^^b+5) ^ il^ia+5)b _ ^(a+5)(6-|-5)^ ^q| 

= ^ (0| bcbd (7“'’ + Í7“(''+^) + Í7(“+5)b _ ^(a+5)(6+5)^ (^y _ ^yl 

= (0| b,bdb‘^b’’ |A) (y - z)-^ 

y- z ' 

onde na terceira linha usamos a relação (B.20). 

Para provarmos (B.27) notamos que pudemos ter o caso a — b e portanto teremos de 

usar a relação (B.21) na segunda linha, 

nl{y)Xcd{z) = ^ (iV“«’ - z7V“(''+") + z7V(“+5)'' + (0| b,bd jA) - ^n{y)X^ 

= \ (0| bcbd (7“'’ - 1^) (y - 

= I (0| b,bdb%, - b,bdb,b- lA) {y - z)-^ + 

= (^5ãAe6 - 5“Ad„ - ]^5tXcd + ^<56“Acd) {y - z)-^ 

_ 53Ae6 - 5-Xdb 2 ôtXcd 

{y-z) 5 (2/ - z) 

A prova de (B.31) pode ser feita de duas maneiras diferentes. A primeira é notar que não 

conseguimos formar combinações invariantes por U(5) com dois índices em baixo e um 
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em cima. A outra maneira é através de cálculo direto, 

«a6('í/)A''(z) l^gcp<,r« ^Q| (y-í- _ ^y(6+5) _ ^^(«+5)6 _ „^(a+5)(fa+5)^ 

(0|òpò,6,ò,6A|A)=0, 

pois há 6 operadores de aniquilação e somente 5 índices disponíveis, o que implica que 

deve haver pelo menos uma repetição, resultando em zero. Os outros OPE’s são provados 

analogamente e serão omitidos da nossa demonstração. ■ 

Corolário 7. As cargas U(l) das representações (A+, Xab, A“) de um espinor de Weyl são 

dadas por (—|, — |, |), respectivamente. 

Demonstração. De acordo com a definição B.16, a carga U(l) é dada pelo coeficiente do 

pólo simples multiplicado por y/E. Dos OPE’s (B.23), (B.24) e (B.25) facilmente obtemos 

o resultado enunciado. ■ 

Proposição 23 (Produto Escalar). 0 produto escalar de um espinor anii-quiral Ua e 

um quiral A“ e dado por 

íUqA*^ = CU+A^ + + í^aA*^ (B.35) 

Demonstração. Note que WqA" é originário da seguinte expressão, 

(u;|C|A) = (u.“ u..) ( 

Portanto, se tomarmos |A)_^ e |a;)_ obtemos 

Notando que (0| Ch°‘h^lfb'^h^ |0) = é a única contribuição que não se anula, e que 

baC = —Cb°', obtemos 

{u\C |A)^ = +^UpX‘^e,rstu (0| b^Cb^bW 10) + (O! kb^brCb^'^ jO) 

= —U>aX‘^ — —Cj“^Aab — U;4.A’^ 

e conseqüentemente provamos o que queríamos. ■ 

Scribendi nullus finis... 
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