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Resumo 

Usando técnicas operatoriais e funcionais, quantizamos duas teorias de gauge bidimen- 

sionais anômalas: a Eletrodinâmica Escalar Quiral, que constitui uma versão bosonizada 

do modelo de Schwinger quiral; e a (Super)Gravitação Induzida proposta por Polyakov, que 

surge como teoria efetiva de modelos conformes em geral. Em ambos os casos, a anoma- 

lia transforma graus de liberdade de gauge clássicos em campos quânticos não-triviais, 

modificando e enriquecendo o conjunto dos observáveis da teoria quântica resultante. 

Abstract 

Applying operator and functional methods, we quantize two anomalous gauge field 

theories in two dimensions: the so called Chiral Scalar Electrodynamics, which is a 

bosonized version of the chiral Schwinger model; and the Induced (Super)Gravity pro- 

posed by Polyakov, which emerges as an effective theory from conformai models in general. 

Within both Systems, the anomaly turns classical gauge degrees of freedom into non-trivial 

quantum fields, modifying and improving the set of observables for the arising quantum 

theory. 
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dizemos que uma propriedade é anômala se a dinâmica do sistema não a exibe no nível 

quâirtico, mas apenas classicamente. 

Ocorre que. a despeito de um notável av^anço nas técnicas formais de detecção e 

caracterização matemática das anomalias (sobre o que discutimos também no segundo 

capítulo), ainda não compreendemos completamente a sua origem física. 0 fato de que 

anomalias são fenômenos experimentalmente observados nos convence do interesse mais 

do que acadêmico no estudo desse intrigante problema. 

Em virtude da importância das teorias de gauge, é particularmente relevante a análise 

das simetrias de gauge anômalas. E, por isso. é nesta direção ciue estão voltados os esforços 

deste trabalho: estudamos duas expressivas teorias de gauge anômalas (a Eletrodinâmica 

Escalar Quiral e a Gravitação Quântica Induzida, nos capítulos 3 e 4 respectivamente), 

procurando detalhar suas propriedades de simetria e os efeitos da quebra da invariância de 

gauge sobre os observáveis de cada modelo. A idéia de se trabalhar em duas dimensões se 

deve não só às aplicações em teorias físicas bidimensionais (teorias de cordas, por exemplo), 

mas principalmente porque, graças à grande 'tecnologia' matemática que dispomos para as 

teorias nesta dimensão , nos é possível aproximar de uma solução exata para estes modelos, 

aprender não pouco sobre sua. física e traçar, possivelmente, um inspirado roteiro para o 

estudo de teorias em dimensões superiores. 
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Capítulo 1 

SIMETRIAS EM TEORIA CLÁSSICA DE CAMPOS 

Desde a hipótese de invaxiância galileana na mecânica de Newton até as propriedades 

supersimétricas de modernas teorias quânticas de campos, o conceito de simetria vem 

desempenhando um papel de crescente importância na criação, desenvolvimento e teste 

de modelos teóricos na Física. Mesmo certos conceitos básicos como o de observável ou o 

princípio de reprodutibilidade das experiências estão ligados à idéia de invariância/simetria. 

No caso específico das teorias de campos, o princípio relativístico e a invariância 

de gauge fimdaxnentam os modelos mais bem sucedidos (como a Relatividade Geral, a 

Eletrodinãmica ou o Modelo Padrão), assim como todos os demais modelos ainda sob 

investigação (como as teorias de Grande Unificação em geral). 

Este primeiro capítulo pretende ser uma revisão de como as simetrias se manifestam 

em teorias de campo clássicas, apresentando uma versão geral e suscinta do teorema de 

Noether (nas formulações lagrangeana e hamiltoniana) e descrevendo técnicas que serão 

empregadas nos capítulos seguintes. 

(I) Formulação Lagrangeana 

Numa teoria clássica de campos, a dinâmica, que rege a evolução espaço-temporal do 

sistema, é usualmente descrita por um conjunto de equações de campos que, por herança 

da terminologia usada em mecânica, chamamos de equações de movimento. 

Dado então um conjunto de M campos independentes, simbolizados por {i^a(a:), a = 

1,..., M} e definidos sobre um espaço-tempo {D + l)-dimensional de coordenadas genéricas 

{x^, /.í = 0, convencionamos 

x° = t — coordenada temporal 

{x* , i = = coordenadas espaciais 

o - 
- ai- 

í^a = <9oV^a = 'velocidade' do campo ^pa ■ 

Representamos as equações de movimento pelo conjunto 

I*'(^) = 0 , k = . (1.1) 
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Elcis podem ser, por exemplo, equações diferenciais ou integrais, envolvendo os campos, 

suas derivadas ou mesmo as coordenadas do espaço-tempo explicitamente. Dentre todas 

as configurações possíveis (chamadas de histórias), procuramos por aquelas que 

obedeçam às equações (1.1) (chamadas configurações físicas^^ ou trajetórias), dadas as 

condições iniciais e de contorno necessárias. 

Em geral, as equações de movimento não têm uma forma única. De fato podemos 

trocax o conjunto (1.1) por outro {L^{ip) = 0 , k = 1,...,/) e mesmo introduzir novos 

campos (por exemplo, adicionar campos auxiliares ou descrever os campos originais {>Pa} 

em termos de outros campos {Xò}i i-e. 9a = çPaiXb) ), desde que para os M campos 

originais as soluções das equações de movimento sejam as mesmas. 

Suponhamos que, entre todas essas descrições equivalentes, exista uma que consista de 

N campos, {90(2:) , a = l,...,N], e N equações de movimento {^“(9) = 0 , a = l,...,iV) 

que possam ser obtidas via princípio de mínima ação: isto é, que haja um funcional ação 

5’[9]= /dV'£(9) : dV = d^^-^^x , (1.2) 
Jv 

que satisfaça 

65(9] = 5(9 + M - 5(9] = í dV8C{<^) = 
Jv 

= / dV L°'{ip)6ipa + (valores no contorno) , (1-3) 
JV 

e que por isso seja extremizado pelas configurações que obedeçam ^“(9) = 0. Neste ceiso, a 

função £(9) em (1.2) é chamada de densidade lagrangeana ou simplesmente lagrangeana, 

e dizemos que o modelo admite uma formulação lagrangeanat^l. Assim, o funcional ação 

(1.2) concentra, de maneira resumida, informações sobre a dinâmica do sistema. 

Mas o interesse em encontrarmos uma ação vai além desse seu poder de síntese: clas- 

sicamente é possível relacionar de modo sistemático (através do teorema de Noether^^l) 

propriedades de simetria da ação com certas quantidades conservadas (‘constantes do movi- 

mento’) das trajetórias; além disso, para as teorias quãnticas na formulação fimcionalt^^, a 

ação é quem desempenha o papel fundamental no lugar das equações de campo. 

Para examinarmos a mencionada relação entre simetrias e quantidades conservadas, 

vamos supôr - para simplificar os cálculos mas sem restringir a validade dos resultados 

- que todos os N campos {9a} sejam bosônicos, que as coordenadas do espaço-tempo 

sejeim comutantes (não-grassmanianas) e que a densidade lagrangeana dependa no máximo 

de derivadas primeiras nos campos {<9^9aj - a menos de termos de superfície -, o que 

representamos por 

£a' = Co + dfiK^ , (1.4.a) 

P Esta distinção entre configuração ‘física’ e ‘não-física’ de campos perde o sentido no nível quàntico. 
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(1.4.6) u > ^a j ^ ) ! 

onde K'^ é um vetor que depende localmente dos campos e coordenadas. 

As equações de movimento são obtidas impondo-se que a ação S = J dV Ck seja 

estacionária. Seja {^a} uma solução dessas equações para certas condições de contorno; e 

seja {ípa + 6<^o} uma configuração que difira de {<^a} por um infinitésimo qualquer 

que se anule no contorno. Dizer que {<Pa] é o ‘ponto’ estacionário de S significa que, em 

primeira ordem em S(pa, vale 

//'■ { 

dCr  O o 

d(fia ^ \d{df,^a) 

S[s3+(5vj] - S[(^] = 0 

í dCo 

+ du 

6</>a + 

í dC, 6K>^ 
^^0 = 0 . (1.5) 

Usando o teorema de Stokes e a hipótese de que 6y se anula no contorno, conclui-se que a 

segunda integral em (1.5) é nula. Definindo então a derivada lagrangeana^'*^^ em relação ao 

ceimpo (/?a 

L“(v?(r),x) = 
dCo „ 

- du 
dC, 

dg>a d{9n‘Pa), 

concluimos que 

i55[(,3] = í dV L‘^{(f)6i^a = 0 . 
Jv 

Como as variações são arbitrárias e independentes, é necessário que 

(1.6) 

(1.7) 

I“((^) = 0 , ü = l,...,iV . (1.8) 

Estas são as N equações de movimento da formulação lagrangeana — chamadas equações 

de Euler-Lagrange. Note que elas são dadas em termos de derivadas lagrangeanas de £q, 

mas não dependem de K^\ duas lagrangenas que difiram por um diveregente df^K^ gerarão 

as mesmas equações de movimento -, e neste sentido são equivalentes. Quanto ao fimcional 

ação, se duas ações diferirem por um termo de superfície, então elas serão extremizadas 

pelas mesmas tajetórias: 

S [<,p] = 5[(^] -h dV df,K^ extremo de S e' extremo de 5 . (1.9) 

Este é um bom lugar para definirmos o conceito de simetria da ação. Para tanto, 

dadas as coordenadas e campos originais, {r^} e {<^0(2;)}, construimos um novo sistema 

de coordenadas {x^ } e campos {^^(r’)} através de uma relação (T) de transformação 

x^' = F'*(x) , (l.lO.a) 
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T 
(1.10.6) ) = ‘^«(9(3^); 2-) ■ 

Podemos então tomar o funcional ação original, 5[v?(a:)], e ‘calculá-lo’ para eis novas coor- 

denadcLs e campos: )]. Isto define, através das relações (1.10), um novo funcional 

S [(^(a:)] para as coordenadas e campos originais, 

5'[<^(x)l = S[$(v?(x); j")] (^= 5[v?'(x')]) , (1.11) 

o qual podemos comparar com a ação original. Se os dois funcionais diferirem por um 

termo de superfície, isto é, se existir um vetor local A'' tal que 

S (<^(x)] = 5[v?(x)] + dV , (1.12) 

então diremos que as relações (1.10) definem uma transformação de simetria da ação 

original. A condição de simetria (1.12) é chamada de condição de quase-invariância para 

a ação. Esta definição é conveniente por pelo menos dois bons rhotivos: 

O primeiro diz respeito às equações de movimento: usando a propriedade (1.9), a 

definição (1.11) e a condição (1.12), deduz-se que uma configuração {v?a(x )}, obtida por 

uma transformação de simetria a partir de uma trajetória {</?a(x)}, também deve satisfazer 

as equações de movimento (embora, possivelmente, com outras condições de contorno). 

Em outras palavras, as transformações de simetria mapeiam trajetórias em trajetórias; 

dizemos, por isso, que são também simetrias das equações de movimento^ h 

O segundo motivo é que esta definição conduz a uma versão suscinta do teorema de 

Noether. Para tanto, consideremos uma transformação contínua de coordenadas e campos 

que seja obtida integrando-se uma sequência de transformações infinitesimais a partir da 

transformação identidade (quer dizer, das coordenadas e campos originais). Tomemos um 

elemento dessa sequência infinitesimal: 

x"' = x"-é/'‘(x) , (1.13.0) 

'éal-T ) = S^aí^’) + \'a(2:) • (1.13.6) 

onde /^(x) e Xa(.x) são infinitésimos. Com é mostrado e discutido no Apêndice B, a 

verificação da quase-invariância da ação depende essencialmente da variação de forma dos 

campos, definida por 

6<Pa = Xa - f^d^ipa • (1.14) 

Uma simetria dcis equações de movimento transforma, por definição, soluções em soluções. Em geral, 
as equações de movimento possuem mais simetrias que a ação, devido âis várias alternativas possíveis de 
como representar o conjunto de equações, como discutido no início do capítulo. 
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Encontreimos 

5'Mi)l-SMx)] =ÍS|¥>(i)| = J^ dV |a„ + />£,j + I°6y.| . (1.15) 

Comparando (1.15) com (1.12), conclui-se que, peira que (1.13)/(1.14) seja uma trans- 

formação de simetria, é suficiente que haja um vetor local ted que 

L‘^ò(pa = . (1.16) 

Esta condição local, que implica na quase-invariância da ação, deve ser satisfeita por todas 

as configurações (i.e., (1.16) deve ser uma identidade funcioncd). Neste caso, o vetor 

encontrado (que, em geral, é um funcional dos campos, coordenadas e dos parâmetros da 

transformação infinitesimal) é chamado de corrente de Noether. Uma vez então encon- 

trado tal vetor, podemos ‘calculá-lo’ para alguma trajetória satisfaça as equações 

de movimento {£“(9) = 0}; e assim, como segue imediatamente de (1.16), obteremos 

= 0 , se L^ip) = 0 . (1.17) 

O resultado acima é usualmente lido como: “a corrente de Noether é conservada para 

as soluções das equações de movimento”. De fato, toda esta argumentação, desde (1.13) 

até (1.17), compõe o conteúdo do teorema de Noether, segundo o qual, para toda trans- 

formação de simetria (quase-invariância) contínua da cição, corresponde uma corrente que 

é conservada para as soluções das equações de campo. 

Finalizemos a exposição desta versão do teorema de Noether com alguns comentários: 

(i) Vimos que, para as transformações contínuas, a condição de simetria pode ser 

sintetizada pela condição de existência (1.16). Se definirmos 

SCo 
dCo 

+ 
dCo 

dfiSípa , (1.18) 

que nada mais é do que a variação de forma da lagrangeaiaa Co induzida pela variação de 

forma {i^a} dos campos, então (1.16) poderá ser substitm'da pela condição de que haja um 

vetor tal que 

6Co = d^n>^ . (1.19.0) 

A equivalência entre as condições (1.16) e (1.19) é facilmente verificada usando-se a defini- 

ção (1.6) e identific2mdo-se 

= J** - 
dCo 

d{df,<Pa) 
■ (1.19.6) 
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A condição (1.19.a) é a utilizada, por exemplo, ua* referências [2], [5] e [6]. 

(ii) Quando o estudo das transformações contínuas é reduzido a uma análise infinite- 

simal, é preciso garantir que as transforaiaçÕes finiteis possam ser reconstrm'das a partir de 

uma integração bem definida das transformações infinitesimais. E impõr esta integrabili- 

dade implica na seguinte restrição algébrica (chamada de condição de integrabilidade 

de Sophus-Lie) sobre as transformações infinitesimais 

[èi,Ò2]'^a = à\{62^a) — à-ziàiipa) — i (1.20) 

onde êupa , i = 1,2,3, satisfazem (1.16). Esta restrição significa que se realizarmos duas 

transformações infinitesimais de simetria em seqüência mas em ordem invertida, as duas 

configurações finais vão diferir no máximo por alguma outra transformação de simetria — 

o que então vai nos permitir construir transformações finitas sem ambiguidades. 

Na verdade a condição (1.20) tem por trás algo de mais fundamental, ligado ao próprio 

conceito de simetria: como vimos em (1.12), as transformações de simetria agem sobre a 

ação adicionando apenas um termo de superfície; e já que o conjunto das ações que diferem 

por tais termos formam uma classe de equivalência, conclui-se que as relações de simetria 

são relações de equivalência. Em especial, as propriedades das relações de equivalência, 

S equiv S 

Si equiv S2 S2 equiv Si 

{Si equiv S2) + {S2 equiv S3) Si equiv S3 

se traduzem naturalmente em propriedades de grupos para as transformações de simetria 

3 T = I = identidade 

3T-1 tal que TT~^ =T~^T = 1 

3 T3 tal que TiTo — T3 

r,(r,r3) = (7,72)73 

e essa estrutura de grupo (o grupo de simetria) implica, por sua vez, na estrutura de 

álgebra (1.20) das transformações infinitesimais. 

Se estivermos interessados apenas nas configurações que satisfaçam as equações de 

movimento, poderemos relaxar a condição (1.20) para 

[SuS2]q:>a = h^a+Wai<f) (1-21) 
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onde Wa(‘p) é um funcional que se anule quando = 0. Neste ceiso dizemos que há 

somente uma simetria para as equações de movimento (dita também simetria “on-shell”), 

ou que o modelo não é explicitamente invaxiante. 

(iii) As transformações infinitesimais (1.13)/(1.14) são geralmente expressas em termos 

de paxÉLmetros infinitesimais (como f^{x) em (1.13.a)). Seja e{x) um desses parâmetros, 

que a prindpio é uma função das coordenadas e campos. Eles se dividem em duas categorias 

quanto a esta dependência funcional; 

- quando e(x) é uma função arbitrária^* das coordenadas, com valores realmente 

independentes para pontos distintos do espaço-tempo, dizemos que e(r) é um parâmetro 

local, e que se trata de uma transformação de simetria local; 

- se e(i) sofre alguma restrição (como ter que satisfazer uma equação diferencial, por 

exemplo, do^{x) = 0) que acabe correlacionando valores de e(i) em pontos distintos do 

espaço-tempo, teremos uma transformação de simetria rígida^*. 

No caso das simetrias locciis, pode-se mostrarí'^^’!®^ que a própria corrente de Noether 

(e não apenas seu divergente) se anula para as trajetórias. Por isso o teorema de Noether 

é às vezes apresentado em duas partest'^, uma para simetrias locais e outra para sime- 

trias rígidas. Para uso futuro neste trabalho, tal separação merecerá destaque especial na 

formulação hamiltoniana; na formulação lagrangeana, a versão aqui apresentada para o 

teorema de Noether é suficientemente geral e atraentemente compacta. 

(iv) Outra classificação interessante é feitaí'*^ considerando-se a variação de forma 

(1.18) das lagrangeanas. Quando a lagrangenana é invariante de forma, 6Co = 0, diz-se 

que se trata de uma simetria interna. Neste caso, como mostra (1.19), podemos tomar 

íl'* = 0 e E quando 6Cg ^ 0 (e portanto ^ 0), dizemos que há uma 

simetria do espaço-tempo. 

Esta terminologia é herdada do estudo da invariância (em lugar da quase-invariância) 

da ação: usando-se a definição (1.18), podemos reescrever a igualdade (1.15) como 

6S= í dV {SCg-i-d^irCo)} . (1.22) 
Jv 

Se quisermos que a ação seja invariante [8S — 0) para qualquer volume de integração, é 

necessário que 

SCo---d^(rCo) , 

Normalmente exige-se que seja diferenciáve). 
Quando € é constante [d^€ = 0), chamamos de simetria global. 
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e assim, lembrando que /'' representa ívs transformações nas coordenadas, ficará clara a 

associação 

há tranformações no espaço — tempo : ^ 0 6Co = 0 , 

só há transformações internas dos campos : /^ = 0 6Co = 0 . 

(v) Quanto à unicidade da corrente de Noether, há dois aspectos a considerar. 

Primeiro, a condição de existência (1.16) determina apenas o divergente da corrente; 

isto implica que, dado um que satisfaça (1.16), podemos sempre adicionar o divergente 

de um tensor anti-simétrico, . pois 

d^J>^ = d^{J^+d,x^‘') , se ■ (1.23) 

Chamamos d^x^'' óe superpotencial. Mas antes que um problema, esta indefinição da 

corrente de Noether pode ser um proveito; através da soma de superpotenciais, podemos 

acabar encontrando uma particular corrente que se destaque por suas propriedades e assim 

mereça ser ‘a eleita’. 

O segundo aspecto diz respeito não à ambiguidade mas à multiplicidade da corrente de 

Noether. Lembremos que as transformações infinitesimais são tipicamente parametrizadas 

por funções e(x),, de modo que a corrente definida por (1.16) depende dessas funções. Se 

tomarmos e(r) = e/(x), onde e é uma constante infinitesimal e /(i) uma função que 

obedece às mesmas restrições funcionais que e(x), teremos, para cada f{x) possível, uma 

corrente conservada sobre as trajetórias. Esta liberdade de escolha de /(r), somada à 

possibilidade de se adicionarem superpotenciais, pode e deve ser usada para extrair-se um 

máximo de informações do teorema de Noether. 

(vi) No momento em que decidimos fazer uso de sistemas de coordenadas, campos 

e toda a matemática inerente para compor um teoria física, temos que saber como ma- 

nipular tais ‘instrumentos’ para calcularmos quantidades físicas e extrairmos informações 

que possam ser verificadas experimentalmente; em resumo, temos que definir quem são os 

observáveis da teoria. 

No contexto da teoria das transformações, considera-se observável toda quantidade 

invariante por transformações de gauge - que são os assim chamados invariantes de 

gauge. As transformações de gauge são um subconjunto escolhido entre as transformações 

de simetria do modelo; especificar se uma simetria é de gauge ou não faz parte desse 

processo de ‘dax significado físico ã teoria’. 

Por ra^iões que se tornarão naturais na formulação hamiltoniana (próxima seção), con- 

sideraremos neste texto que todas as transfomiações de simetria locais são transformações 

de gauge. 
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(II) Formulação Hamiltoniana 

Como uma alternativa à descrição lagrangeana para a dinâmica de uma teoria de 

campos, a formulação hamiltoniana merece destaque pelos seguintes motivos: peira as 

teorias quânticas de campos, ela representa um caminho para a quantização operatorial 

(a chamada quantização canônica, revisada no capítulo 2); mas eiinda a nível clássico, o 

espaqo de fase e toda a estrutura que acompanha a descrição hamiltoniana constituem um 

poderoso instrumento para a teoria das transfonnações de simetria e suas propriedades. 

Para compararmos as duas descrições, vamos supôr que seja dada uma lagrangeana £ 

a partir da qual se construirá a estrutura hamiltoniana correspondente. 

Admitimos então uma lagrangeana 

£ = £(v?a,5^9a; (1.24) 

que, como era (1.4.b), depende de-V campos seus gradientes [d^fra] e, possivelmente, 

de forma explícita, do sistema de coordenadas que descreve o espaço-tempo em que tais 

campos estão definidos. Selecionamos, entre as coordenadas, aquela que representa o 

tempo, x° — t, em relação à qual se definem velocidades <^a = do^Pa- Com o intuito de 

se fazer uma transformação de Legendre sobre a lagríuigeeina (1.24) em relação a estas 

velocidades, definimos os campos 

õjC 
n“ = —(v?6,y-6,5.V6;i-") , a=l,....N , (1.25) 

chamando II“(x) de momento conjugado ao campo (pa{x). 

A transformação de Legendre que pretendemos exige que se invertam as N equações 

(1.25) paxa expressarmos as velocidades era termos dos campos, momentos e suas derivadas 

espaciais; mas isto só é possível set®l’t®5 

dct 
d'^C 

/O (1.26) 

Neste sentido, a matriz Wab = (chamada de matriz Hessiana) permite-nos dis- 

tinguir dois tipos de sistemas: aqueles em que dtt\W\ ^ 0, para os quais a transformada 

de Legendre é bem definida, são chamados de sistemas regulares; se dtt\W\ = 0, temos 

um sistema singular que exige, como veremos, uma generalização da transformada de 

Legendre. 
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(II.A) Sistemas Regulares 

Para tais sistemas segue-se o procedimento canônico: invertemos primeiro eis relações 

(1.25) para as velocidades, 

n“ 
d<Pa 

(1.27) 

onde 

= , (1.28) 

^(<,?fc,n'’](í) = Jdx'H(^b,n‘’-,x^) , (1.29.a) 

(1.29.Ò) 

A função (1.29), chamada de hamiltoniana, é construída de modo a não depender - nem 

imphcita nem explicitamente - das velocidades {ç>a} (vide, por exemplo, ref.[8] ou [9]). Por 

isso nesta formxilação as variáveis naturais são os campos {v^a} e momentos {11“} o que 

sugere considerar o espaço dos 2N campos independentes, {(^^(i), II“(x) , a = l,...,iV}, 

chamado de espaço de fase, e definir a hamiltoniana sobre todo esse espaço através de 

(1.29). Além da propriedade (1.28), a hamiltoniana assim definida satisfaz 

iíl9j,n*i(í) = 
dC 

d^a 
+ 

^ / dC \ 

d{d,ipa)‘ 
(1.30) 

SÍo='í>a(',Ji.,n‘’;r'') 

Se encontrarmos no espaço de fase uma configuração {(^a(i), II“(x)} que satisfaça o 

seguinte conjunto de equações acopladas 

para a = 1,..., A*, então: 

(a) as relações (1.27), (1.28) e (1.31) implicarão que os campos {II“(x)} podem ser 

expressos em termos dos campos {<^a(a’)} de acordo com a definição lagrangeana (1.25) — 

portanto, esta última passa a ser uma relação dinÉunica; 

Considereuremos implícita a dependência sobie as derivadas espeiciais, ô, e ô, II“, e, para compensar, 
usaremos derivadas funcionais, e . 
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(b) uscindo taJ relação, as equações (l.Sl.b) se transformam nas equações de Euler- 

Lagreinge para os campos 

d I dC 
-{ dt\ dt \dipa^ 

6C 
i^) = 

dC 
(^) = 0 (1.32) 

Isto nos induz a tomar (1.31) como as equações de movimento no espaço de fase - chamadas 

então de equações de Hamilton - e a dinâmica do modelo passa a ser regida pela sua 

hamiltoniana. As configurações de campos e momentos que satisfizerem tais equações 

serão chamadas de trajetórias no espaço de fase. 

Dado um funcional qualquer n"](f) definido no espaço de fase, vale a equação 

£f=^F+ Í dx 
dt dt J 

6F 
■^a(f,X) + 

6F 
■n“(í,x) 

<5<Pa(f,x)df ' SU‘‘(t,x) dt' 

Quando calculada sobre as trajetórias, a equação anterior se reescreve como 

±P=If+ ídx( \ . 
dt dt J V^‘r’a(f,x) âll“(f,x) <5II“(f,x) 6(^a(f,x)/ 

(1.33) 

(1.34) 

Se definirmos os chamados Parênteses de Poisson canônicos entre funcionais a tempos 

igucds^^ como 

{f(í),g(í)}„ s y<ix 
òF 6G 6F SG 

6ipa{t,x) óTl“(/,x) ÍII“(<,x) òVa(f,x) 

toda a dinâmica, na formulação hamiltoniana. ficará sintetizada pela equação 

(1.35) 

(1.36) 

Mas o interesse nos parênteses de Poisson vai além de sua participação nas equações de 

movimento; por isso, é interessante conhecer os parênteses fundamentais. 

{(^a(f,x),i^6(f,y)}pfl = {n“(f,x),n^í,y)}p^ = 0 , (1.37.a) 

Tais parênteses obedecem às seguintes propriedades algébricas; 

{F, G} = —{G.F} (anli — simetria) 

{aF + bG, H} = a{F, H} + b{G, H} a, b ctes (linearidade) 

{FG, H} = F{G, H} + {F, H}G (regra do produto) 

{F, {G, ff}} + {.ff, G}} + {G, {.ff, F}} = 0 (identidade de Jacobi) 
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(1.37.Ò) {^a(^x),n''(f.y)},.^ = éj^óix - y) , 

em termos dos quais todos os demais parênteses podem ser construídos. 

Para a análise das propriedades de simetria na formulação hamiltoniana, é útil saber 

que as equações de Hamilton (1.31) também podem ser obtidas através de um princípio 

de mínima ação: de fato, se tomarmos o seguinte funcional, 

5[vP,n] = J , (1.38.a) 

£(<^,,n“,v-a;:i-") = nVa-K(v6n';x^) , (i.ss.ò) 

teremos 

6S[<f, n] = 5[^ + n + dU] - 5[^, U] = J 6£ = 

4-(valores no contorno) , 

e a condição de extremo levará às equações desejadas 

+ 

(1.39) 

^ . dn dn , . 
-£n“ = ~ Q^Q^Y[a^ ) ~ '^a ~ \9a) ^}pb ~ ^ • 

(1.40.a) 

(1.40.Ò) 

De posse da lagrangeana (1.38.b), chamada de lagrangeana de la. ordem^\ podemos então 

fazer uso do que já vimos na seção (I) sobre transformações de simetria. Em particular, 

considerando uma transformação infinitesimal na forma dos campos e momentos. 

<Pa{x)  > 9„(x) + Ô>a(x) , (1.41.a) 

n"(.r)—1 n“(.r) + én“(x) , (1.41.0) 

para a = 1,.... N, podemos usar o critério (1.16) para. verificar se tal transformação é uma 

quase-invariância da ação (1.38). Se fòr o caso. então deve existir uma corrente local, 

tal que 

L^Jy:>a + , (1.42) 

TVata-se do assim chamado formalismo lagrangeano de la. ordem, no qual as velocidades dos campos, 
{<^o}) sempre comparecem linearmente na lagrangeana , como em (1.38.b). 
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e esta corrente será conservada para as trajetórias. Há um interesse especiaJ nais trans- 

formações infinitesimais (1.41) do tipo 

onde 

ÒQ 

6H“ ’ 

6Q 

S^a ’ 

Q = Q[<^,n](í) = J 

(1.43.0) 

(1.43.6) 

(1.44) 

é um funcional infinitesimal, chamado gerador, definido no espaço de fase. Tais trans- 

formações deixam invaxiantes os peirênteses de Poisson fundeimentais (1.37), o que as car- 

acteriza como canÔTiicast®^. E neste caso, a condição de simetria (1.42) se traduz numa 

condição sobre o gerador Q: por um lado temos 

/ 
dx + -^0-6^11“) = 

~ J'''(ív>. <n- ín-í^J 

= (^0-|e)-{Q,-ffU = ^/<ixj‘’-y'<íx(|j» + (j",/íu) . (1.45) 

e portanto, para que (1.42) seja satisfeita, basta que a densidade J7'°(v?a,H“;a:^) cumpra 

^r+{J%H),,=-d,J' , (1.46) 

para algum vetor J"' local, resultando na corrente de Noether = { J°, J'). Quando cal- 

culado para as trajetórias, o lado direito da equação (1.46) é igual a doJ°, transformando-a 

numa lei de conservação d^J'' =0. Logo, podemos interpretar (1.46) como a versão hamil- 

toniana da condição de simetria do teorema de Noether. 

A condição de integrabilidade (1.20) também se traduz numa restrição (algébrica) 

sobre os geradores Q de simetria; basta usarmos a identidade de Jacobi paxa verificarmos 

que 

6^^F={QuFU 
= {Q2',F]pg t*^Ql ~ {{QilQ2}pB-'F}pB — ^{Q^,Q-2}pg F (1.47) 

e portanto, se Qi e Q2 forem geradores de simetria, {Qi,Q2)pb também tem que sê-lo 

— dizemos, por isso, que os geradores de simetria devem se fechar em álgebra sob os 

parênteses de Poisson. 
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Embora as transformações dc campos (1.14) e (1.43) atuem em espaços diferentes (a 

primeira, no espaço de configurações c a segunda, no espaço de fase) é possível estabelecer 

certas relações entre ambas, que nos podem ser úteis. 

Suponhamos que se encontre o gerador Q de uma simetria hamiltonieina, de modo que 

a equação 

{Q>n“}pB = dfiJ^ (1-48) 

seja satisfeita para todas as configurações {cp„; IT") do espaço de fase; em particular, para 

aquelas em que os momentos se relacionam com os campos através da relação 

ÕH 
n“ = 7;— , C = lagrangeana no espaço de configurações . 

o^a 

Usando (1.27), (1.28) e (1.40.b), isto significa que estas configurações satisfarão Ln“ = 0 e 

K.=íí:- ^..(ãííferi) = forma 

=baj'‘) 
n»=^ 

(1.49) 

n«=-2X- o que, segundo o critério (1.16), significa que — ({Q,<r>a}pB) 

lagrangeana, relacionada à corrente (J^) . 
~ «via 

Inversamente, se fôr dada uma simetria lagrangeana infinitesimal, 

sera uma simetria 

tal que a corrente J'', na transição do formalismo lagrangeano para o hamiltoniano, possa 

ser expressa como uma autêntica função do espaço de fase (isto é, independente de veloci- 

dades), então Q = J dx J° será o gerador da correspondente simetria hamiltoniana. 

(II.B) Sistemas Singulares 

Consideremos agora um sistema lagrangeano singular: o fato de sua matriz Hessiana 

[Wab) ter determinante nulo implica que o conjunto de N equações 

r 
n“ = ^7-(‘é’ò,íé6,^.Ví.;-i") , a=l,...,A' , (1.50) 

o^a 

quando tratado como um sistema de equações para as velocidades pode ser resolvido 

gL menns de P parâmetros locais arbitrários, ■(um(x) , m — l,...,í^j ou seja, trata-se 

1) (TV — P), P < N, é o posto da respectiva matriz Hessiana. 
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de um sistema indeterminado, e P é seu grau de indeterminação —, o que representamos 

por 

Sí>a = . (1.51) 

Vista por um outro ângulo, essa indeterminação do sistema (1.50) significa que há P 

combinfições — independentes e não-triviais — dessas equações que não envolvem as ve- 

locidcides, o que indicEunos por 

X"'(<^6,n'’;a:'^) =0 , m = l,...,P . (1.52) 

Do ponto de vista do espaço de fase, estas últimas relações são vínculos que, a princípio, 

impedem que os campos e momentos sejam tratados como variáveis independentes. Na 

medida em que eis quantidades indeterminadas {u„,} e os vínculos {x"*} são manifestações 

da mesma singularidade do modelo, pode-se entender porque os sistemas singulares são 

também sistemas vinculados. 

Sobre o tratamento de sistemas vinculados há uma vasta literatura (onde destacamos 

as referências [8], [9], [10], [11] e [12]) que compreendem revisões, discussões e generalizações 

da técnica originalmente proposta por P.M.Diract^^K Segue aqui um breve resumo do 

método de Dirac, com destaque para o aspecto das simetrias em sistemas vinculados. 

Uma vez encontrada uma solução para as velocidades como em (1.45)^^, construimos 

a hamiltoniana 

H = í dxH , (1.53.a) 

7i(v?a,n“,u,n;a;'') -- (1.53.6) - C(ipa,dt,S^a,X>^) 

definida assim em todo o espaço de fase , a = l,...,iV}, mas dependente dos 

parâmetros Tal hamiltoniana tem as seguintes propriedades funcionais: 

6n“ 
H = $ — * a 5 

Um firo 

6 

/ Um firo 

dC 
+ 

dC 

d-Pa ' /.xo 

que, como no caso regular, sugerem que tomemos como equações de movimento 

6 

(1.54.a) 

(1.54.6) 

pa — 
' Um ft^O 

(1.55.a) 

Devido à presença dos vínculos (1.46), a forma das funções 4>o em (1.45) não é única; mas a diferença 
entre duas escolhas corresponde a uma reparametrizaçào das funções arbitrárias {um}- 
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n“ = - -H (1.55.Í;) 
/ Um /«IO 

pois elas reproduzirão as equações lagrangeanas desejadas, (1.8). Se agora useirmos a 

liberdade que temos na escolha dos parâmetros {a,„} e dos vínculos {x"*} — graças à 

arbitrariedade na forma do conjunto (1.51) e (1.52) —, será sempre possível escrever a 

hamiltoniana (1.53) dependendo linearmente dos parâmetros {um}, 

n“, ) = Hc(y%. n“ ; r" ) + x^) (1.56) 

A parcela ?fc é chamada de hamiltoniana canônica; ela é independente dos parâmetros 

{uto} e, por isso. é uma grandeza estritamente definida no espaço de fase. Já o conjunto 

{íl"*} é constitm'do de certas combinações homogêneas de vínculos, compondo um conjunto 

equivalente a (1.52), quer dizer, ambos definem a mesma superfície vincular: 

= Üj « {íl"' = 0) (1.57) 

A soma da hamiltoniana canônica à combinação linear de vínculos forma a chamada hamil- 

toniana totall^^^, 'Ht- 

Em termos da hamiltoniana total, as equações de movimento se escrevem 

íy?a(t,x) = y dy [{<^a(t,x),7íc(t,y)}pfl + «7T,(t,y){<^a(t,x),íl"‘(í,y)}^a] , (l.ÕS.o) 

n“(í,x) = y^y [{n“(í,x),?fe(í,y)}pB+^^m(t,y){n“(t,x>,Q"‘(t,y)U] , (i.õs.ò) 

e foi considerando a forma sugestiva dessas equações que Dirac introduziu a noção de 

igualdades fracasl^^í (rj); os P vínculos devem ser expressos como 

(1.69) 

(que se lê: “o vínculo QP é fracamente zero”), e uma grandeza qualquer será fracamente 

nula se ela puder ser expressa como uma combinação linear de vínculos. 

íy 0 W = V,n^^ para algum operador Vm • (1.60) 

Por exemplo, de acordo com (1.56), temos Ht ~ Hc- Mais importante, as equações (1.58) 

assumem a forma simplificada 

‘Pa(í,x)« J ~ > (l.fil.o) 

ii“(í,x)w y dy{n“(í,x),?f,(í7y)}pfl ~ {n“(í,x),ift}^a , (1.61.6) 
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e, para um funcioiiíü Flí^ain"] qualquer, definido no espaço de fase, teremos enfim 

(1.62) 

que é uma generalizarão da equação (1.36) para sistemas singiilares. Resolver uma ‘equa- 

ção fraca’ significa que se devem calcular os parênteses de Poisson antes de se reconhecerem 

os vínculos, ou seja, fazemos variações independentes nos campos e momentos ao longo 

do cálculo e, só no final, usamos o fato de que algumas dessas variáveis são vinculadas. 

Isto permite que continuemos a usar os parênteses de Poisson (1.35)/(1.37) — que, como 

vimos, são estruturas que distinguem o formalismo hamiltoniano —, mesmo na presença 

de vínculos. 

Também a dinâmica dos sistemas singulares, ditada pelas equações (1.58) e vínculos 

(1.59), pode ser extraída de um princípio de mínima ação; basta definirmos como ação do 

sistema o seguinte funcional 

5[(,5,n,u] = J (1.63.0) 

£(yp„,= nVa - x^ - n‘>;x'^) , (i.63.6) 

onde as funções {u„,} são tratadas como multiplicadores de Lagrange^\ A condição de 

extremo 

SS = J d^'^^x [L^^óipa 4- In-<5n“ + + (valores no contorno) = 0 , (1.64) 

onde 

= -ri“ + J dy [{n“,7fc(y)}pa + í^r.{n“,Q’"(y))^^] (1.65.0) 

Ln- =^a- j dy [{<^a,'Hc(y)}pB + Wrr,{9a,í^'"(y)}pfl] (1.65.6) 

(1.65.C) 

leva às equações desejadas. Podemos assim procurar por transformações (nos campos, mo- 

mentos e multiplicadores !) que sejam simetrias da ação (1.63); no caso das transformações 

infinitesimais geradas por uma carga Q = J dx ' ^’^)i a.través de 

+ {Q,^a]p 

n“ — 

(1.66.0) 

(1.66.6) 

Por isso é comum chamá-las de multiplicadores de Lagrange mesmo no formalismo hamiltoniano. 
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(1.66.C) tím  ' U,„ -f <^íín, ' 

a condição de simetria (1.46) se converte em 

£j° + y<iy = , (i.67.a) 

isto é, 
O 

+ . (1.67.6) 

De fato, satisfeita a condição (1.67.b), pode-se usar a equação (1.67.a) para determinar 

qual a transformação nos multiplicadores necessária para garantir a quase-invariância. 

0 método de Dirac vai mais além da simples introdução da hamiltoniana total e das 

igualdades fracas: ele explora propriedades dos vínculos e a real indeterminação dos multi- 

plicadores. Lembremos que os P víuculus (1.57) foram encontrados durante nossa tentativa 

de fazer a transformada de Legendre sobre um sistema singulai'; eles surgiram da definição 

dos momentos, e por isso são denominados vínculos primáriost^^^. Também do ponto 

de vista da trcinsformação de Legendre, os multiplicadores {u^} eram indeterminados — 

uma indeterminação primária. Mas se usarmos as equações de movimento, ou seja, para 

as trajetórias no espaço de fase, este panorama de vínculos e multiplicadores pode mudar. 

Os P víncvdos primários, 

s:0 , m = l,...,P , (1.68) 

são condições sobre o espaço de fase que devem ser obedecidas em todos os instantes, isto 

~ 0 , 777 = 1,...,P , (1.69) 

o que, para as trajetórias, implica em P equações 

dt' 
-f- {D(]), 77/ ~ 0 , . 777 — 1,..., P (1.70) 

Supondo que este sistema de P equações seja compatível, sua solução pode gerar condições 

sobre os multiplicadores (de modo que algumas das funções Um podem ser determinadas) 

e/ou pode levar a novos vínculos, chamados de vínculos secundáriost^^l, que indicamos 

por ~ 0 , 777 = 1,...,S). Estes, por sua vez, terão que satisfazer a condição de 

« 0, o que poderá gerar mais condições sobre multiplicadores e mais 

e assim, iterativamente e até que nenhuma condição nova surja desse 

consistência 

vínculos . . . 

A variação èum. não é expressa como {Q, UmlpB porque os multiplicadores não são quantidades 
estritamente definidas no espaço de fase. 
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processo de consistência, clescobre-sc quão indeterminados são os multiplicadores no espaço 

das trajetórias, e quão vinculado é esse espcvço. 

Para simplificarmos a exposição, vamos considei fu- o caso em que nem a hamiltoniana 

canônica nem os vínculos dependam explicitamente do tempo'b 0 conjunto total de 

vínculos será representado por 

{Q(7) ^ 0 > m = ; í = l,...,gf} , (1-71) 

onde o índice i representa a geração do vínculo — í = 1 —» primário; i = 2 secundário; 

i = 3 —>■ terciário; etc. — num total de g gerações, e P, é o número de vínculos da z-ésima 

geração. Por hipótese, tais vínculos satisfazem a condição de consistência (1.70), que neste 

caso se escreve simplesmente como 

m = l....,P, , z = l,...,g . (1.72) 

Conhecidos os vínculos do sistema, podemos fazer uma classificaçãot®5’t^^l de todas as 

quantidades/funcionais definidas no espaço de fase, de acordo com a maneira com que tais 

funcionais ‘enxergam’ os vínculos: um funcional F é dito de la. classe se e somente se 

’ Vm, Vz . (1.73) 

Se, por outro lado, houver algum vínculo tal que {F, 76 0, F será considerado 

de 2a. classe. 

Este critério pode ser usado para classificar os próprios vínculos em la. ou 2a. classe, 

e a discussão que se segue será baseada nesta classificação. 

Tomemos um modelo em que todos os vínculos sejam de 2a. classe^^: reunindo todos 

eles — de todas as gerações —, num conjunto único indicado por 

9 

, .4 = l.....^P. , (1.74) 

I 

pode-se mostrar-^^’^'^^ que a matriz 

Q-^^(í;x.y) = {,\'^(f,x),x®(Fy)U (1-75) 

O caso em que há dependência explícita no tempo é discutido na ref.[9], 
E que não haja nenhum outro conjunto equivalente de vínculos, que seja combinação linear dos 

originais, e que contenha vínculos de la. classe; dizemos que se tem um sistema de 2a. classe irredutível. 
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é inversível, quer dizer, existe uiiia matriz (Q ’ )/líí(^; x, y) tal que 

J dzQ'"^{t;x.z){Q ')cBÍt\^,y) = j MQ ' = S^6(x - y) , 

(1.76) 

e que, por isso, os multiplicadoi-es {um) são todos determinados pelas equações de con- 

sistência (1.72). Esta é uma característica dos sistemas de 2a. classe: a indeterminação 

na transformada de Legendre é removida pela dinâmica do sistema. Se então usarmos a 

solução assim encontrada para os multiplicadores, as equações de movimento (1.58) pas- 

sarão a serl®l’í^^í 

<r?o(í,x) dy {íPa(t,x),nc(t,y)}pB + 

- Jdw dz M.4fl(í; w,z).{x®(í,w),7fc(í,y)}pB) , (1.77.< 

n‘'(í,x] J dy {n“(t,x),'Hc(t,y)}pB + 

- y dw dz ({n‘’(t,x),x^(t,w))^g.(Q“M/tB(í;w,z).{x^(í,w),?fc(í,y)}pfl) • (1.77.6) 

A forma dessas equações sugere a definição dos chamados parênteses de Dirac (DB): 

{r(().G(t))„ = {í-(í),G(í)),.+ 

- J dx dy {F(#),x^(^x)}pg.(Q~M,4B(í;x.y).{x®(t,y),G(í)}pB , (1.78) 

que possuem as mesmas propriedades algébricas^®) que os parênteses de Poisson. Em termos 

desses novos parênteses, as equações (1.77) se simplificam para 

'ya — , (1.79.g) 

n“ = {n“.F,}^3 , (1.79.6) 

onde Hc = f dx Tic', e para um funcional F(t} qualquer, teremos 

^f=|f + (p,íí.u . (1.80) 

Isto tudo, e mais a propriedade 

{F(í),x^-'(t,x)}^^ =0 , Vx-^ , VF , (1.81) 

indicam que os parênteses de Dirac são os pai’ênteses naturais para os sistemas de 2a. 

classe; os de Poisson seriam um caso particular, na ausência de vínculos. A propriedade 

30 



(1.81) garante que os vínculos = 0 podem ser usados como identidades, antes ou depois 

de se calcularem parênteses de Dirac; não é mais preciso falar ein igualdades fraccis. De 

fato, os parênteses de Dirac têm hoje uma interpretação geométrica bem definida — vide, 

por exemplo, as refs. [8] e [9] — para o espaço de fase reduzido. 

De posse dos novos parênteses, podemos então generalizcu: os resultados de nosso 

estudo de simetrias contínuas feito com os sistemas reguleires: as condições de simetria 

(1.46) e (1.47) para transformações infinitesimais (1.43) permanecem as mesmas, bastando 

substitutir os parênteses de Poisson pelos de Dirac. Veja no Apêndice C, como exemplo, o 

estudo de um sistema de 2a. classe a partir do qual são obtidas as leis de conservação da 

equação KdV. 

Examinemos agora o que se passa com um sistema cujos vínculos são todos de la. 

classe: chamaremos esses vínculos de 

r(7) ~ 0 . m = 1 P, . i = . (1.82) 

Suponhamos, novamente por simplicidade, que nem estes vínculos nem a hamiltoniana 

canônica dependam explicitamente do tempo. 0 fato dos vínculos serem de la. classe se 

exprime pela álgebra fechada que eles formam através dos parênteses de Poisson, 

fT-im -pn 1   
U (t)' ^ ^ (t) 0 , (1.83) 

e o fato de que temos um conjunto consistente de vínculos, 

0 , (1.84) 

implica que a hamiltoniana canônica também é de la. classe, 

{rr;,,.ííc}„ =K™!.!’rô) . (1.85) 

Disto resulta que as equações de consistência não determinam nenhum multiphcador: ao 

contrário do que ocorria com os sistemas de 2a. classe, a dinâmica do sistema de la. classe 

não fixa as funções {u„}; elas permanecem arbitrárias, isto é. podemos 'escolhê-las’ ! Esta 

liberdade de escolha está relacionada, como veremos, a simetrias de gauge do sistema. 

Examinemos a evolução temporal de um funcional F{t) definido no espaço de fase: 

para isso, selecionamos uma hamiltoniana total, fazendo uma certa escolha de multipli- 

cadores, o que indicamos por 

Um — Um (ipa , n ^ ^ ) 

Ht{v) = J dx [?fc(<Pa,n“) -f U,„r|’])((Pa,n“)] 
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A evolução de F{t) é dada pela equação (1.G2). que recscrevemos simbolicamente como 

{HAvh ]pB F{t) , 

que pode ser formalmente integrada, resultando, 

d 
Fr{i) = cxp F{to) 

(1.86.a) 

(1.86.6) 

Assim, dadas as condições iniciais, F{to), a solução (l.SG.b) permite determinar F num 

instante t qualquer; mas o valor assim obtido dependerá das funções Vj^ escolhidas, através 

de Ht{v) — por isso o sub-índice em Fi,{t). Seguindo a argumentação original de Dirac^^^í, 

o estado físico da grandeza representada por F deveria ser determinado pela dinâmica a 

partir apenas das condições iniciais F{to); assim, se há duas configurações distintas F^{t) 

e Fy{t) para a mesma condição inicicil. elas devem representar o mesmo estado físico. As 

diferenças entre Fv{t) e Fait) são vistas como gauges distintos: escolher os multiplicadores 

é escolher um gauge, e Fv{t) e Ff,(í) devem estar ligadas por uma transformação de gauge. 

Comparemos então duas escolhas infinitesimalmente próximas, {vm} e +£m}: em 

primeira ordem no parâmetro obtemos 

F^+,{t) ^ FM) + (1.87.a) 

(1.87.6) 

9 O 
pm 
^ (1) 9? (1.87.C) 

cS=£m(í) ; . (1.87.d) 
Jlo 

Por isso interpretamos (1.87.b) como o gerador da transformação de gauge no espaço de 

trajetórias. Lembrando-se do processo de geração de vínculos, e então reconhecendo-se 

que os g'^ definidos em (l.S7.c) nada mais são do que combina.ções das várias gerações de 

vínculos de nossa teoria de la. classe, conclui-se que o gerador é uma combinação de 

vínculos de la. classe ! É neste sentido que podemos afirmai' que vínculos de la. classe 

são geradoresde transfoniiações de gauge. Note que o gerador é uma constante das 

trajetórias (de fato Ge = 0), e forma uma álgebra fechada (pois os vínculos de la. classe 

satisfazem, por hipótese a álgebra (1.83)). 

Concluiremos esta seção com alguns comentários: 
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(i) Chamando — t — to usando o teorema do valor médio para funções contínuas, 

podemos reescrever (l.ST.d) como 

4r.’=fm(í) , (1.88.a) 

. t € [to.t] , fc>0 , (1.88.6) 

e podemos examinar o gerador G( como uma série de potências em Aí: 

G, = ±^-^5. . (1.88.0 
it=0 

Ço= j dx£,n{t)9T ; = jdxe„,{i)g'^ . (1.88.6) 

Em primeira ordem em Aí comparece apenas g’^ = ou seja, somente vínculos 

primários; em segunda ordem, (Aí)^. o termo g\“ = -{T”’), indica que vínculos 

secundários passam a contribuir; em terceira, ordem, (Aí )^, os vínculos de terceira geração 

começam a participar; e assim por diante. Neste sentido, o nome geração do vínculo parece 

bastante apropriado: a transformação de gauge é encabeçada pelos vínculos de primeira 

geração (vínculos primários de la. classe), e, ‘com o passar do tempo , as gerações seguintes 

vão somando suas contribuições de modo proporcional à sua ‘idade . 

(ii) A idéia de geradores de transfonnações de gauge compostos por vínculos primários 

e sua cadeia de gerações foi explorada por J.A.Anderson e P.G.Bergmannt^^l no estudo das 

simetrias de gauge: suponha, que, num rearranjo de termos, o gerador (1.87.b) possa ser 

reescrito como uma soma finita. 

r 
G= dxr : r = ^et‘Isr , (1.89) 

J k=0 

onde 
_m _-pm p" — combinação de vínculos primários, (1.90.a) 

— função local das coordenadas . (1.90.6) 

Como candidato a gerador de uma simetria da ação, vejamos sob quais circunstâncias 

(1.89) satisfaz a condição de quase-invariância (l.OT.a): calculando-se 

l-r + í dy [{r,7í,(y)),, -éu/(y){J°,r;j,(y)}^J = 
oi J 

= + E (*> + + 4-'''Hí?.íí=}p.+ 
k=0 
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(1.91) 

h . 

+ / rfy«i(yHjr.r;,,(yi), 
k=0 ^ 

vemos que, se os geradores g'^ satisfizerem 

— T»"* r" 
3o ^(o)n^ (1) ' 

9k+i — ~{9k • ^c]pi, +, A’ = 0,...,A—1 , 

e se 6um fôr escolhido de modo que 

A'+i i< 

(1.92.0) 

(1.92.6) 

(1.92.C) 

íu„r;5, = + /<íy<i(yH3r.r;„(y)U+a,7' , (1.92, 
fc=0 ^-=0 

d) 

a condição (1.67.a) será satisfeita. Rebatizando os parâmetros e geradores como 

9k - èK-k gr = 9K-k 

Cni — ^rn ^ ^ 
d^' \-k 

Cm   
(k)n — MA'-*:+l)n 

T>m   
''{k+Dn — '^(K-k)n ’ 

chegamos ao algoritmo de Anderson-Bergmann)^^): se existirem tais que 

m   T-in 
&h' — '^{K+l)td (1) 5 

gT-i=-{èT,H,]ps+Crk^Jii) > k = 2,...,K , 

{g;r^cU =q’;,„r[') , 

(1.93.0) 

(1.93.6) 

(1.93.C) 

(1.94.0) 

(1.94.6) 

(1.94.C) 

r;^,íu„ = + /‘'y'"(y){gr-r|,,(y)}..i, +s,r , (i.94.á) 

k=l ^ ^=0 

então a transformação infinitesimal gerada por 

dx 

k=0 

cr 
èk (1.95) 

deixará a ação quase-invariante; e se {Ge,G^’}pg também tiver essa propriedade, então 

teremos uma simetria. Como os parâmetros tm(3;), vn = 1,...,A, são funções locais, 
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arbitrárias e independentes, o gerador (1.95) resume na verdade P transformações de 

gauge. Mas P é o número de funções g(," e, se através de (1.92.a), o conjunto ss 0} fôr 

equivalente ao de vínculos primários {r",j % 0}, concluiremos que o número de simetrias 

de gauge é igual cio número de vínculos primários de la. classe. 

(iii) A respeito do papel dos vínculos de la. classe neis transformações de gauge, 

sugerimos fortemente as referências [15], [16] e [17], onde se discutem o efeito sobre as 

equações de movimento, as diferentes maneiras de se construirem os geradores, o papel de 

vínculos quadráticos e de potências superiores, teoremas de existência e outros detalhes 

importantes. Vale ressaltar, contudo, um aspecto sobre os vínculos quadráticos que nos 

será útil ao longo deste trabalho: se na construção da cadeia de Anderson-Bergmann (1.92) 

surgir um termo gP para o qual 

=(\"T + P„”’rr„ , (1.96) 

onde p > 2, então a cadeia poderá ser interrompida nesta geração (ou seja, poderemos 

tomar k' = K), desde que estejamos à procura de simetrias das equações de movimento. 

Isto porque os vínculos quadráticos (ou de potências superiores) não geram transformações 

sobre trajetórias ({(x)^5-^}pb ~ P(x)^~Mxõ-^}pb ~ 0^ P ^ 2). Mas se nosso interesse 

recair sobre simetrias da ação, os vínculos (secundários) quadráticos não poderão ser ig- 

norados. 

(iv) Caso o sistema possua vínculos de la. e 2a. classes, pode-se proceder da seguinte 

maneira: eliminam-se os vínculos de 2a. classe pela construção dos parênteses de Dirac; 

resta então uma estrutura de la. classe, que pode ser tratada do mesmo modo que os 

sistemas de la. classe canônicos, bastando substituir os parênteses de Poisson pelos de 

Dirac correspondentes (vide ref.[16]). Esta propriedade faz com que alguns autores não 

considerem os vínculos de 2a. classe como vínculos reais (principalmente porque é possível 

construir os parênteses de Dirac sem falar em tais vínculos, como é discutido na ref.[18]). 

(v) De acordo com o resultado (1.86), uma grandeza física, representada por um 

funcional T, é inwiante pela transformação de gauge gerada por se 

, (1.97) 

e, neste caso, — seguindo a nomenclatura sugerida na ref.[14] — é considerado um 

observável. Mas como Gt é uma combinação de vínculos de la. classe, parametrizada 

por funções £ locais e arbitrárias, a condição (1.97) implica que 

{T,J^)pb ~0 , VPsíO de la. classe , (1.98) 
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isto é, os observáveis sáo quantidades de la. classe. Se JT depender dos multiplicadores 

Um — não sendo, portanto, uma grandeza estritamente definida no espaço de fase —, a 

condição (1.97) se generedizará em 

{Ge,^}po |„ , 
V Um 

onde éum é dado por (1.92.d). 

(1.99) 

(vi) Analisando o papel dos vínculos (primários e gerações seguintes) de la. classe 

nas teorias de gauge, P.M.Dirac propôsí^^l que, em lugar da hamiltoniana total (1.86.b), 

usássemos a chamada hamiltoniana estendida 

(l.lOO.a) 

Ke = >tc(v^«-,n“) + ic„,r”’(s^a,n“) , (i.100.6) 

{F’" Rí 0 , m = l,...,P} = conjunto de todos os vinculos de la. classe , (l.lOO.c) 

para reger a dinâmica do sistema através de equações do tipo 

Rigorosamente, as equações de movimento (1.101) não equivalem mais às equações de 

Euler-Lagrange derivadas da lagrangeana de origem, a menos que F seja um ob- 

servável: uscmdo a definição (1.98), H.O.Girotti e M.E.V.Costat^®^ mostraram que a 

formulação hamiltoniana estendida é equivalente à formulação hamiltoniana total no que 

se refere aos invariantes de gauge. 

A formulação estendida eleva todos os vínculos de la. classe a uma categoria a que 

antes só os primários pertenciam: todos os P vínculos comparecem na hamiltoniana, com 

seus P multiplicadores e graças às propriedades de la. classe. 

- 
dx He 

{r’",r"},„ =crr', (i.i02.a) 

{r",ií,)„ =D™r” , (1.102.6) 

O algoritmo de Anderson-Bergmann se simplifica consideravelmente: de fato, é fácil verificar 

que o gerador 

Ge = J dxêrnT'^ , (l.lOS.o) 

com 

r^Sum = émD^^T^ + Idy {uiCfT’^) + d,r , (1.103.6) 
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satisfaz as condições (1.94), bem como o fechamento da álgebra 

= J ^r,A^) j dy e'„{y)Cp^r‘{y) (1.104) 

Há também um número maior (ou igual) de simetrias de gauge, uma para cada paxâmetro 

ejn, e portanto, uma para cada vínculo de primeira classe. 

A formula.ção hamiltoniana estendida é particularmente interessante para técnicas 

modernas (por exemplo. BRST e de quantização operatorial. 

(vii) A liberdade de gauge em uma teoria significa que podemos fazer certas escolhas 

— escolhas de gauge — sobre a descrição teórica do modelo. Em gerai, essa escolha é feita 

fixetndo-se relações entre as variáveis do sistema: por exemplo, equações do tipo 

0(y'„;i-'^) = O . (1.105) 

na formulação lagremgeana. ou do tipo 

E(<^„,n%u,„;x'^) = 0 , (1.106) 

na descrição hamiltoniana. Tais relações, chamadas de condições de gauge, impostas 

sobre os campos e coordenadas devem ser não-invariantes de gauge (justamente paxa fixar 

a simetria), e sua forma tem que ser compatível com a liberdade de escolha disponível. 

Quanto ao número de condições de gauge: se há N parâmetros de gauge locais, então 

são necessárias N condições de gauge, no mínimo. Feita esta escolha, podem sobreviver 

edgumas simetrizis residuais (não mais locais, porém rígidas) que se considerem ainda sime- 

trias de gauge; então mais condições serão necessárias para fixá-las. No formalismo hamil- 

toniano, por exemplo, é comum introduzir-se uma condição de gauge para cada vínculo 

de la. classe (primário ou secundário) — o que se mostra bem natural no formalismo es- 

tendido. Costuma-se, de fato, introduzir P vínculos, {?/>” ^ 0 , n- 1,...,P}, que formem 

com os P vínculos de la. classe originais um novo sistema de 2a. classe, o que, por um 

lado caracteriza o fim da simetria e, por outro, permite construir os parênteses de Dirac do 

sistema no gauge fixado. Ha exemplos esclarecedores sobre esse tipo de fixaçao de gauge 

nas refs. [9] e [10], e os modelos que estudaremos no capítulo 3 podem também ilustrar a 

técnica. 
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(III) Vínculos Externos 

Chamaremos de vínculo externo uma condiqão imposta sobre os campos da teoria, 

como 

Çl{^a{xy,xn = 0 , (1.107) 

usada para restringir os graus de liberdade do sistema, seja porque tal sistema tem graus 

de liberdade em excesso (como no caso das teoria.s de gauge, para as quais as condiqôes 

de gauge (1.105) ou (1.106) são. portanto, vínculos externos), ou porque há um interesse 

especial nas configureições que satisfaçam a restrição (1.10/). 

Examinaremos a seguir alguns aspectos do uso de vínculos externos, e suas con- 

sequências paxa as simetrias do sistema, que serão aplicados nos capítulos seguintes. 

(III.A) Variações sobre o problema de Lagrange 

Vamos considerar a questão de como impôr vínculos externos do tipo (1.107) sobre um 

sistema que era descrito originalmente por uma lagrangeana Co{^a,d^(fa, x^). Seguindo a 

idéia básica de Lagrange[^^J’t^^í, podemos extrair um conjunto de V vínculos, 

n'^{<fa.d,,<^a\xn = 0 , m = l,...,y , (1.108) 

como equações de movimento de uma nova lagrangeana. 

C{ipa-^m'i X^ ) — Coi^a - X^ ) + {‘f a i dfi''pa\ X^) , (1.109) 

tratando os multiplicadores como novos campos da teoria; suas equações de Euler- 

Lagrange {L\ = = 0), implicam em (1.108). Mas o restante da dinâmica do sistema 

(simetrias e demais equações de movimento) depende da ‘forma’ adotada para as funções 

o que, por isso, merece ser discutido. 

Paxa examinar o papel da forma dos vínculos sem ambiguidades, suponhamos que as 

V condições de vínculo (1.108) satisfaçam as seguintes restrições: 

Definida a superfície vincular E como o conjunto de configurações que obedecem aos 

vínculos, 

E = {v^„(x)/í1"'(vv,.5,^„:x") = 0} , (1.110) 

exigimos que 

se ^ 0 

se 

difa 

d{d^(pa) 

dor 

^ 0 , 

/o 

(l.lll.a) 

(1.111.6) 
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Tais restrições evitam que as funções Q"’ sejam potências quadráticas (ou de ordem supe- 

rior), mas que ainda sejam diferenciávcis sobre a superfície vincular. Uma vez escolhida a 

forma finai desse vínculos, vamos examinar a seguinte lagrangeana 

— ^o( i <r^a ! ) "b j (V^o i i i (1.112) 

onde I é um inteiro positivo; trata-se de uma primeira generalização de (1.109), reproduzida 

quando 7 = 1. As equações de Euler-Lagrange para (1.112) são 

+ [ü 
W-i 

-(I 

+ 

= 0 , (l.llS.a) 
d{d^P>a) 

onde — dfi ^ ^ derivada lagrangeana do sistema não vinculado, e 

(1.113.6) 

Usando então o fato de que 

= 0,7>1<^ÍÍ'"=0, (1.114) 

as equações (1.113) se reduzirão a 

(a) para 7=1 (caso linear) 

r“ — —A ^(o) - '^rn Q + d., \ X 
ya 

fi'" = 0 

dü' 

d{d^iPa] 
(l.llõ.a) 

(1.115.6) 

(b) para 7 > 2 (caso não-linear) 

i(o) = 0 (l.llõ.a) 

= 0 (1.116.6) 

Vemos que, no caso linear, em geral as equações de movimento originais (L“^^ = 0) 

serão modificadas: os multiplicadores de Lagrange participarão da dinâmica através do 

segundo termo da equação (l.llõ.a); este termo representa as chamadas forças de vínculo, 

ou seja interações que se acrescentam a dmamica do sistema para forçar todas as trajetórias 
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à superfície vincular. As equações de movimento (l.llõ) podem eventualmente determinar 

os multiplicadores A,„. 

Já no caso não linear, as equações (1.116) mostram que o efeito final é simplesmente 

adicionar os vínculos externos às equações de movimento originais: a dinâmica do sistema 

de partida é a mesma, os vínculos apenas selecionam as trajetórias que pertencem à su- 

perfície vinculíir. Os multiplicadores estão ausentes dessas equações: são completamente 

indeterminados pela dinâmica (1.116), já que tais equações possuem a seguinte simetria 

de gauge 

'Pa * 'pa ^ (l.llT.tz) 

A,„ —» A,„+A,„ . VA,„(.r) . (1.117.&) 

permitindo-nos interpretar os multiplicadores como autênticos campos de gauge. 

A conclusão é: nas situações em que se desejam impôr certas condições seletivas — 

vínculos — sobre as trajetórias de um dado sistema, é suficiente introduzi-las de forma 

não linear, via multiplicadores de Lagrange, os quais, neste caso, serão graus de liberdade 

de gauge. 

A transformação (1.117) é uma simetria de gauge óbvia para as equações (1.116), mas 

não necessariamente para a. ação 

xiCo + XmJ^'^) , (l.llS.a) 

. / > 2 . (1.118.6) 

Isto fica um tanto mais nítido através da análise hamiltoniana: a partir da definição dos 

momentos 
dC. 

n“ = ^ + A„,^ 
opa 

determinamos os vínculos primários do sistema. 

(1.119.a) 

(1.119.6) 

, (1.120.0) 

(^“«0 . (1.120.6) 

Os primeiros saem diretamente de (l.llO.b), e os demais, (1.120.b), são possíveis vínculos 

originados por (l.llS.a). Construimos a hamiltoniana total 

'Ht = 7fc(y^a, Am ) + (1.121) 
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onde Um e Vq são multiplicadores. A existência da simetria de gauge “on-shell” (1.117) 

é prova de que os vínculos ~ 0 são de la. classe. Podemos então tentar construir 

um gerador de simetria de gauge pai-a a ação, usando o algoritmo de Anderson-Bergmann 

(1.94); o sucesso nessa empreitada depende essencialmente da forma dos vínculos externos 

fl'” e de suas relações algébricas com Hc e . 0 modelo de Siegelí^^l para bósons quirais 

é um exemplo de sistema com vínculo externo (um vínculo quiral), introduzido de forma 

quadrática, cuja ação exibe uma simetria de gauge (chamada simetria de Siegel); o gerador 

dessa simetria foi obtido na ref.[12j. Teremos oportunidade de examinar, no capítulo 3, 

um modelo com características semelhantes. 0 que merece ser destacado — e que estes 

dois modelos deixam claro — é que, ao analisarmos as simetrias da ação, os vínculos 

secundários não-linares não devem ser desprezados, pois eles acabam fazendo parte do 

gerador da transformação. Somente para o estudo das simetrias “on-shell” é que vínculos 

não-lineares são dispensáveis, como é consenso^^^^I^‘1. 

(III.B) Campos Auxiliares Vinculados 

Por vezes ocorre que a dinâmica de um sistema de campos {<Pa} seja descrita por 

uma densidade lagrangeana C{^a) que possui características por algum motivo indese- 

jadas (por exemplo, C pode depender de n-ésimas derivadas nos campos; ou apresentar 

operadores não-locais; etc.). Nos casos em que isso fôr um problema, pode-se tentar re- 

solvê-lo adicionando-se novos campos, i que chamaremos de campos auxiliares, da 

seguinte maneira: 

Dada a lagrangeana original, C{(pa)i qu^ satisfaz 

6C{ifa) = ' ^i^a) = L‘'{^b)S<^a + (termos de superfície) , (1.122) 

extraímos as equações de movimento do sistema, 

r(^6) = 0 , a = l N . (1.123) 

Introduzimos então A campos auxiliares, definidos por 

Va = fai^o) , 0 = 1,...,A , (1.124.0) 

ou por algum outro conjunto de A equações, 

— ^ ’ 0 = 1,..., A , (1.124.6) 
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que se supõe equivalente a (1.124.a). Em .seguida, procuramos por alguma lagrangeana 

i'a) que, por um lado. coincida com C[<po ) quando se usarem as relações (1.124), 

- C(Ça) , (1.125) 

mas que, por outro lado, quando vista como um funcional definido no espaqo estendido dos 

campos, {<^oí ela não sofra dos problemas que comprometiam a lagrangeana original. 

Encontrada C{ipa-. Ú'o ), podemos então considerar v^ariações independentes de (pa e V’a, 

— C,(j<pa ll'a 4“ ) E(<,?a , ) — 

= + (termos de superfície) , (1.126) 

obtendo-se assim as equações de movimento no espaço estendido 

V’/?) = 0 , n = l N , (1.127.0) 

= 0 , q = 1,...,.4 . (1.127.6) 

Se o conjunto de equações (1.127) implicai' nas equações originais (1.123) e relações de 

depêndencia (1.124), então diremos que as lagrangeanas Ce C são equivalentes. Entretanto, 

é interessante notar que, para a análise de simetrias, essa equivalência completa não é 

necessária: basta a relação (1.125) ! Vejamos em que sentido isso é verdadeiro. 

A propriedade (1.125) mais as relações (1.122) e (1.126) implicam que, quando re- 

alizarmos uma transformação infinitesimal de forma nos campos 

(1.128) 

valerá 

L‘^(<Pb)S'r\ L‘"i<p>h.ll'3)^‘fa+L {p^hA'3)H'a 
lí'a=/a(V>a) 

6xpa=ifa(‘Pa ) 
+ 

-|-(termos de superfície) , (1.129) 

de modo que (1.128) será uma transformação de simetria da ação S = f dV C(tp^) se 

existir um tal que 

   Q 1 — /q ( ) 

J ^ V’a —O/a ( ) 
(1.130) 

Do ponto de vista do espaço estendido, {y^ai Vo }i ^ condição (1.124) é um vínculo externo, 

sendo portanto conveniente substitui-la por uma igualdade fraca. 

~ 0 , 0 = 1,..., A . (1.131) 
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Já a condição ÒVq = òifoi^Pa)) significa que estamos interessados somente nas treins- 

formaçòes sobre o espaço estendido que respeitarem os vínculos externos, quer dizer, tais 

que 

^^a{^bA'õ) ^0 , Q =l,...,>i , (1.132) 

Assim, podemos reescrever a condição (1.130) como 

^ . (1.133) 

A conclusão é que é possível usar o sistema {lagrangeana C + vínculos externos 

<Í>Q « 0} para detectar simetrias da lagrangeana C: se uma transformação no espaço 

estendido, 

Ç'a ^ Ç’a 4" i (1.134.a) 

Vq —^ ü’o+<5j/’o , (1.134.6) 

satisfizer as condições 

, (1.135.0) 

6$o ~0 , (1.135.6) 

então a transformação (pa 9a + (^9o)lvo=/a(‘,?a) quase-invaxiância da ação 

original S = f d\^ C{ípa), restando apenas verificar-se a integrabilidade (1.20) dessa trans- 

formarão. Esta técnica será utilizada no capítulo 4 para estudarmos as simetrias da gravi- 

dade bidimensional induzida. 
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Capítulo 2 

SIMETRIAS E ANOMALIAS 

EM TEORIA QUÂNTICA DE CAMPOS 

Partindo de uma teoria clássica de campos, podemos escolher alguma das técnicas 

de quantização existentes na literatura para tentar construir uma teoria quântica de cam- 

pos consistente. Cada uma dessas técnicas tem meios próprios para caracterizar as pro- 

priedades de simetria do sistema quântico, o que nos permite então compará-las com as da 

teoria clássica. É através dessa análise comparativa que se pode detectar uma anomalia: 

esta ocorre quando a dinâmica da teoria clássica exibe uma simetria que não é preservada 

a m'vel quântico. 

As anomalias desempenham, por isso, um papel seletivo na construção de modelos: se 

a simetria em questão £or imprescindível, a teoria anômala tem que ser descartada (ou, no 

mimmo comgida^j mas pode ocorrer que o sistema hsico de lato so possua a simetria no 

Hmite clássico (isto é, quando h 0),e que esta seja efetivamente violada a nível quântico 

 uma anomalia real, como, por exemplo, a que explica o decaimento da partícula tt° em 

dois fótons. Temos, portanto, que nos servir dos resultados obtidos experimentalmente 

para julgarmos uma teoria anômala de modo adequado. 

Do ponto de vista teórico, embora saibamos calculá-las formalmente e apesar do 

progresso na sua caractenzaçao matematica, a origem fisica das anomalias permanece 

obscuraí^^l’^^®^ E é com o propósito de tentarmos entender um pouco mais sobre esse 

intrigante fenômeno que faremos, neste capítulo, um resumo das técnicas de quantização e 

de detecção de simetrias e anomalias, que serão usadas nos capítulos 3 e 4 para estudarmos 

dois (interessantes e expressivos) modelos anômalos. 

(I) Técnicas Operatoriais 

Também conhecida como quantização canônica, a formulação operatorial consiste em 

descrever os estados quânticos do sistema por meio de vetores normalizados, >, per- 

tencentes a um espaço de Hilbert H, com um produto interno < >, e onde as quan- 

tidades mensuráveis (os observáveis quânticos ) são representadas por operadores hermi- 

tianos linares, {Ê}, agindo sobre o espaço de Hilbert de tal modo que o resultado de uma 

medição corresponda a um autovalor do respectivo operador. Quando expandimos um 
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estado \il^ > em termos dos auto-estados de um operador F 

>= > , (2.1) 

1V»>=C.|V’. > , (2.2) 

interpretamos p, = C*C, como a probabilidade de /, ser medido, de modo que, em média, 

o Vcdor esperado para F será 

< F > = < xl>\F\il' > . (2.3) 

Definimos os elementos de matriz de F como o conjunto de valores < xl>'\F\ip >; os valores 

médios < F > corresponderão, portaiito, à diagonal dessa matriz. 

A dinâmica do sistema^^ é dada pela equação de Schrôdinger para os estados. 

ih 
dt 

>= H\v > (2.4) 

que envolve o operador hamiltoniemo H. Para um observável F, essa equação implica em 

^ <xp'\F\tl> >=<il^'\^F+^[F,H]\tp > , (2.5.a) 

[F,H] = FÈ - HF , (2.5.6) 

o que sugere que escrevamos 

que deve ser vista não como uma equação de movimento, mas como uma definição para o 

operador F. A semelhança formal entre (2.5) e as equações clássicas (1.36) do formalismo 

hamiltoniano sugere a seguinte prescrição para a quantização canônica; deve-se substituir 

os funcionais do espaço de fase por operadores correspondentes 

F(v.,n) -^F(^,n) , (2.6) 

e os parênteses de Poisson por comutadores a tempos iguais, segundo 

(P,G)„ — 4[F,G) . (2.7) 

Por exemplo, os comutadores canônicos fundamentais seriam 

[(Pa(x),n^(y)] =iM^Ó(x-y) . (2.8) 

Vamos trabalhar na representação de Schrôdinger. 
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Dada nesta forma resumida, a prescrição canônica apresenta ambiguidades ligadas à 

má definição (2.6) dos operadores: os funcionais, em geral, envolvem produtos de campos, 

cujeis diferentes escolhas de ordenamento levajn a diferentes observáveis quânticos associ- 

cidos a uma mesma grandeza clássica. Isto compromete inclusive a substituição simples 

(2.7). 

Vamos supôr que, por meio de aJgum critério, selecionamos uma representação para 

a hamiltoniana, os demais operadores e suas relações de comutação . Resolvemos então a 

equação de Schròdinger (2.4), adiando um conjunto de estados, {|V’ >}• Se então fizermos 

uma transformação unitária sobre os operadores e estados, segundo 

IV’ > —^ IV’' >= U|V’ > , (2.9.a) 

H H' = , (2.9.6) 
ut 

F F‘ = UFU^ , (2.9.C) 

onde UU^ = U^U = I, os novos estados obedecerão à equação de Schròdinger paxa a nova 

hamiltoniana (2.9.b), e os comutadores fundamentais (2.8) ficarão invaxiantes, bem como 

os elementos de matriz de F. Deste modo, as transformações unitárias desempenham na 

teoria quântica um papel análogo ao das transformações canônicas na teoria hamiltoniana 

clássica, isto é, estão ligadas à covariância do formalismo. 

Definimos então as transformações de simetria como o subconjunto das transforma- 

ções unitárias que deixam o operador hamiltoniano invariante: 

r) 
H' -Uih — U^ =H . (2.10) 

Isto fará com que os novos estados jV’' > satisfaçam a mesma equação de Schròdinger que os 

estados |V’ >, e que os valores esperados < F > obedeçam à mesma equação de movimento 

(2.5.a). Entre os operadores, diremos que F é um immiante pela transformação gerada 

por U se 

F' = UFU^ = F . (2.11) 

Podemos examinar então as transfomíações contínuas infinitesimais, tomando 

U = . (2.12) 

onde Q é um operador hermitiano {Q^ = Q) infinitesimal. Até primeira ordem em Q, a 

condição de simetria (2.10) se transformará em 

|ô+^lÔ,.ffl = 0 , (2.13) 
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e as transformações geradas por Q serão 

, (2.14.0) 

è^F=^\Q,F] . (2.14.6) 

E se expressarmos o gerador Q em termos de uma densidade J°, como Q = Jdx 

a condição de simetria (2.13) se transformará numa condição sobre J°: 

+ = , (2.15, 

o que, de acordo com (2.5.a), implica numa lei de conservação para elementos de matriz 

(e valores esperados) de 

do < a\r\3 > + <a\õ,r\d < a\dJ>^\/3 > , (2.16) 

< a\d^J'"\l3 >= 0 , (2.17) 

Esta é pois a versão quântica do teorema de Noether (compare com (1.46)): na procura de 

simetrias infinitesimais, somos levados à construção de correntes conservadas, cuja carga 

integrada, Q, age como o gerador da. transformação . Assim como na teoria clásssica, é 

preciso garantir a integrabilidade das transformações infinitesimais, ou seja, se Qi e Q2 

forem geradores de simetria, então [Qi,(?2] também deve sê-lo; neste caso, poderemos 

reconstruir o operador unitário U, através de 

(2.18) 

Podemos agora feizer compai'ações entre propriedades de simetria clássicas e quânticas: 

suponhamos que a nível clássico nossa teoria exibisse uma corrente conservada “on-shell”, 

d^J^‘=0 . (2.19) 

mas que, na teoria quântica, operador J'' correspondente não satisfaça a equação de con- 

servação (2.16), quer dizer, 

<a\d^J>^\/3 >=<a\A\3>^0 . (2.20) 

Diremos então que há uma anomalia (^) no divergente da corrente. 
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Ao examinarmos a integrabilidade da simetria pode ocorrer que as cargas (geradores) 

formassem uma álgebra fechada através dos parênteses de Poisson, 

{Q\^Q2]pB = Q\2 , (2.21) 

mas que, no nível quântico, a álgebra de comutação correspondente exiba uma extensão , 

[Q] > Q2] = + ^12 ■ (2.22) 

Neste caso, nos referimos a A12 como uma anomalia na álgebra dos geradores. 

Em geral as anomalias (2.20) e (2.22) estão interligadas, como manifesteições simultâ- 

neas do mesmo fenômeno. Na referência [G], por exemplo, há uma esclarecedora discussão e 

ilustraqão da interdependência entre anomalias em álgebras e na conservação de correntes. 

Os modelos discutidos nos capítulos 3 e 4 servirão também como exemplo dessa interligação 

Do modo como foi apresentada até aqui. a técnica de quantização canônica, via for- 

malismo hamiltoniano, se presta para os sistemas regulares. Os modelos vinculados exigem 

algumas modificações e acréscimost^^t^^K 

Para sistemas vinculados de la. clsisse, podemos impôr os vínculos {P”* ^ 0 j T72 — 

1,...,P) como condições sobre estados, da seguinte maneira: resolvemos a equação de 

Schrõdinger (2.4) usando a hamiltoniana totaP * fíf = ffc + /dxúmP^) para certos valores 

escolhidos dos multiplicadores {úm} e ignorando, a princípio, os vínculos; entre os estados 

obtidos na solução dessa equação , dizemos que somente aqueles que satisfizerem 

f"’|t'->=0 ; (2.23) 

serão considerados estados físicos. Por consistência de (2.23), é necessário que 

[f"',f"]|V’>=0 , (2.24) 

uma condição que de fato será satisfeita se o análogo quântico da álgebra de la. classe 

(2.25) 

assumir a forma canônica, 
[pm,pn] ^ prnnp/ ^ ^2.26) 

isto é, se a álgebra de comutação fôr também de la. classe e se os coeficientes de estrutura, 

■p/"", comparecerem à esquerda dos vínculos, como em (2.26). Ocorre que os típicos proble- 

mas de ordenamento de operadores podem impedir que esses requisitos sejam preenchidos, 

Pode-se também trabalhar com a hamiltoniana estendida, baseando-se na equivalência discutida no 
capitulo anterior. 
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caso em que dizemos que a álgebra de vínculos é anômala. Se nos lembrarmos que os 

vínculos de la. classe são os geradores das transformações de gauge, então uma anomalia 

na álgebra (2.26) será sinal de que a simetria de gauge é anómala^b 

Numa teoria de 2a. classe (seja porque os vínculos internos já eram de 2a. classe ou 

porque foram adicionados fixadores de gauge que tornaram de 2a. classe o conjunto total 

dos vínculos), as condições {x"* w 0 , ,m = 1,...,S) não podem ser consistentemente 

impostas sobre os estados como \m\4' >= 0. pois certamente surgiriam incompatibilidades 

do tipo >7^ 0 (já que, desde o nível clássico, tínhamos deí|{x'"*, X'”}pb I 0). 

É necessário providenciar que os vínculos se transformem em identidades operatoriais, 

X"^ = 0. Já sabemos como consegui-lo para a teoria clássica: basta usarmos os parênteses 

de Dirac no lugar dos de Poisson, o que sugere que a prescrição (2.7) seja substitm'da, para 

sistemas de 2a. classe, por 

(f.GU — i|F.G] . (2.27) 

De fato, essa foi a motivação principal para. que Dirac^^^l introduzisse seus parênteses 

modificados. Entretanto, como no caso regular, o procedimento (2.27) nem sempre é 

acertado devido aos inevitáveis problemas de ordenamento. De qualquer modo, a técnica 

de Dirac tem sido bem sucedida na quantizaçào canônica de teorias quirais, dentre as quais 

os modelos do capítulo 3 serão um exemplo. 

Finalizamos esta breve discussão da técnicas operatoriais de quantizaçào com mais 

alguns comentários: 

(i) A existência de uma simetria contínua na teoria quântica foi aqui caracterizada 

pela existência de um operador-corrente que satisfaz a equação (2.15), e cuja carga 

Q = f dxJ° obedece às restrições algébricas de integrabilidade. Como esse conjunto de 

condições só envolve os operadores e a hamiltoniana Ê. dizemos que a simetria se 

manifesta a ntvel dinâmico. 

Mas, como vimos em (2.9.a) e (2.14.a), as transformações de simetria agem também 

sobre o espectro dos estados quânticos, {|ri >}. Se considerarmos então o estado funda- 

mental ou vácuo do sistema, denotado |0 >, poderão surgir dois casos: 

(a) a transformação pode deixar o vácuo invariante, 

Q|0 >= 0 =» UIO >= >= I|0 > . (2.28) 

ri No caso esp>ecífico de teorias de gauge, que sâo essencialmente geométricas, já existe um grande 
progresso na compreensão das anomalias (tanto no divergente de correntes quanto em álgebra de vínculos) 
em termos das propriedades topológicas desses modelos, baseando-se na teoria das representações (cociclos). 
Sugerimos as referências [24], [25], [26], [27] e [28]. 
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Significa que o vácuo corresponde à representação identidade do conjunto de representações 

unitáxieis do grupo de simetria, e os demais estados são então classificados em multipletos 

correspondentes às demais representações . Dizemos neste caso que a simetria admite uma 

implementação unitária. 

(b) o vácuo pode não ser invariajite. 

Ç|0>^0 . (2.29) 

de modo que não haverá um operador unitário que satisfaça U|0 >= I|0 >. Portanto 

a dinâmica exibe uma simetria que o vácuo não possui, o que caracteriza uma quebra 

espontânea de simetria. 

Um teorema devido a Colemanf^^^ mostra que se o vácuo fõr aniquilado por uma 

carga Q, então a invariância de Lorentz garantirá que a corrente correspondente seja 

conservada = 0). Este conjunto de resultados mostra em que nível o comportamento 

do estado fundamental serve para caracterizar as propriedades de simetria do sistema. 

(ii) Uma das prescrições mais bem sucedideis paxa o cálculo de comutadores entre 

operadores é o chamado limite de Bjorken-Johnson-Low que se utiliza das 

técnicas da teoria de perturbações renormalizada. Dados dois operadores Â(x) e B(x), os 

elementos de matriz de seu comutador satisfazem a igualdade 

i dx < al[-4(0,x). B(0)]l/i >= lim qoT{q) 
qc—oo 

(2.30) 

onde 

T{q) = j< a\T{x,0)\l3 > 

T(x,y) = d{x° - ynA{x)b{y) + 6{y° - x°)B{y)A{x) , 

6{x) 
1 , X > 0 

0 , X < 0 

(2.31.0) 

(2.31.6) 

(2.31.C) 

Depois de escolhidos convenientemente os estados |a > e |/3 >, calcula-se o propagador 

(2.31.a) via teoria de perturbações . 0 comutador procurado é então determinado pelo 

limite (2.30)^^ 

(iii) Devido à arbitrariedade na escolha da forma do conjunto de vínculos paxa uma 

teoria singulax, pelos problemas citados na procura dos operadores quânticos corretos e 

na construção e realização de sua álgebra de comutação , percebe-se que não há de fato 

A ref.[6] contém algumas deduções didáticas do limite BJL, e uma aplicação para o modelo sigma. 
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uma ‘regra de ouro’ para a quantização operatorial de sistemais vinculados. Na prática, os 

métodos disponíveis são misturados c modificados, dependendo do modelo sob estudo. 

No caso das teorias de gauge, pode-se dispor também das técnicas BRST (Becchi- 

Rouet-Stora-T\mtin) de quantização . Elas consistem, basicamente, em se adicionarem 

novos campos (chamados fantasmas) ao espaço de configurações da teoria, e descrever a 

dinâmica do espaço estendido por meio de uma lagrangeana (ou hamiltoniana) que não é 

mais invariante de gauge, mas sim invariante por certas treinsformações globais, chamadas 

de transformações BRST. Esta nova simetria, na verdade, contém e estende o conceito de 

invariância de gauge; por isso ela passa a ser tratada como a simetria básica do sistema 

qucuitizado. Na sua formulação hamiltoniana, por exemplo, partindo-se da hamiltoniana 

canônica, He-, e dos P vínculos de la. classe, {F”' Rs 0 , m = 1, que satisfazem uma 

álgebra fechada. 

{r"‘,r"} = F7’”T' , (2.32.a) 

= r„"T" , (2.32.6) 

introduzimos P pares de fantasmas, {i/nnP"’ ; = 1,...,P}, de estatística oposta à das 

funções F"* (se F fór bosônico, o respectivo par de fantasmas será fermiônico; e vice-versa), 

e, por definição , canonicamente conjugados, 

{í7„7í,x),P"(t,y))+=-6;;(5(x-y) , (2.33) 

mais as propriedades {rjm)* = (P"*)* = —P"*. Escolhe-se então uma função fermiônica 

arbitrária ^(v?, ü, ry, P), definida no espaço estendido, e se constrói a nova hamiltoniana, 

P* = ífc + J dx (í/mR„”’P" - {í',íí}+) , (2.34.0) 

onde 

Çl= I dx ^//,nF"‘+ (2.34.6) 

é a chamada carga BRST; uma quantidade anti-comutante (grassmaniana), real (Í7* = 

í)), e nilpotente no seguinte sentido 

. (2.35) 

Esta propriedade especial implica que 

{Í1,P„} =0 , Ví» , (2.36) 

o que mostra que Í2 é uma carga conservada, candidata a gerador de transformações globais 

de simetria, através de 

6F = e{Çl,F} (2.37) 
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onde e é um parâmtero grassmnniano infinitesimal. A nilpotência (2.35) gai-ante a integra- 

bilidade da trciusformaqão (2.37), que c a simetna BRST procurada. 

Note que a carga (2.34.b) depende das funções F"*, que definiam os vínculos, e dos 

coeficientes de estrutura l'/"" da teoria de gauge original, e que a nilpotência (2.35) depende 

diretamente das propriedades algébricas de la. classe (2.32). E neste sentido que a caxga 

BRST captura dentro de si toda a estrutura de gauge da teoria. Por outro lado, o fato de 

que a propriedade (2.36) seja satisfeita pai'a qualquer 4' escolhido é a memória da liberdade 

de gauge do modelo: diferentes escolhas para rcj)resentam a teoria em diferentes gauges. 

Mas é a nível quântico cpe a técnica BRST .se torna ainda mais poderosa. A carga 

BRST passa a ser um operador linear hermitiano {W = Q), e o espaço de Hilbert físico 

fica restrito por 

Ô|fis >= 0 , (2.38) 

restrição que se mostra^^^^ equivalente às condições antigas. F'" |fis >= 0. m = 1,...,P, 

como era desejado para que enfim as duas técnicas de quantização definissem o mesmo 

espectro. A consistência de (2.38) exige cjue 

[Ô,^]+|fis >= 0 , (2.39) 

onde [Ô,Q]+ = 2Ô^, de modo que a propriedade = 0 é a tradução quântica da 

nilpotência (2.35). Mas não há nenhuma garantia, a priori, de que a nilpotência se man- 

tenha no m'vel quântico, por causa, dos usuais problemas de definição de operadores com- 

postos. Se ocorrer 

Cl- = Ay^O . (2.40) 

então a simetria BRST (e, por extensão, a de gauge) será anômala, constituindo assim um 

critério alternativo para a detecção de anomalias em teorias de gauge. 

Para uma introdução didática à teoria BRST. sugerimos as referências [9] e [20.b]; e 

para uma definição completa da carga BRST, a referência [20.a]. 

(II) Técnicas Funcionais 

Trata-se de uma apresentação alternativa para as amplitudes de transição , < xp'\ib >. 

em termos de integrais funcionaisque confere à ação 5[ç?] do sistema um status diferente 

do que ela tinha a nível clássico. As amplitudes, ou funções de Green, são calculadas a 

partir da amphtude vácuo-vácuo, chamada de funcional gerador, 

W\j] =< 0|0 >J= M j , (2.41) 

Também chamadas de integrais de trajetória ou de Feynman. 
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A' 

T><p = jQ V-Pa ; = fator de normalizaqão , (2.42) 

a = l 

S[^-,j] = J dv {C(p}+j“pa) , (2.43) 

onde são correntes (fontes) externas; 5[<^,0] é a ação clássica do modelo. As funções 

de Green de n pontos serão dadas por 

Ga,...a„(id,--:^T,) =< ülrv?a,(-í-l )...^a„(3:n)10 > = 

6 6 
‘(i, ■ (2-44) 

Dentre estas, as chamadas funções de Green conexas são as geradas por outro funcional, 

Z[j], definido por 

Vr[j] = f'^W , (2.45) 

segundo 

= (-?7i)"-—— (2.46) 
á;“>(.Ti)'"áj“"(x„) 

Como mostra (2.44), as funções de Green são exemplos de médias funcionais do tipo 

< 0(p) > = A' J 'Dp 0{p)e^^^^ (2.47 

que corresponde ao valor esperado no vácuo do respectivo operador temporalmente orde- 

nado 

< 0{p) >=< Q\TÒ{p)\0 > (2.48) 

Este conjunto de definições e suas propriedades, que constituem a instrumentação 

básica da quantização funcional, oferece uma alternativa para definirmos as simetrias da 

teoria quântica. Consideremos, por exemplo, a função de partição do sistema, definida por 

Z =<l Aj T>p . (2.49) 

Como toda integral funcional é invariante pela troca de variáveis, quer dizer, / Vp F{p) = 

f Vp' F{p'), podemos tomar uma mudança de forma infinitesimal nas variáveis de campo, 

Pa{^)  ' Pa [3:] = Pa{x) + 6p^{x) , (2.50) 

54 



e estudar esta iiivariância para Z; 

62 = 0 = A' J + h) M j ^ 

= ^í jv^ ^1 + I 

-A' J = 

= j d^+\A' j v^- " 

= j d^-^\j ^{ha)^ . (2.51) 

onde i“ são as derivadas lagrangeanas para a ação clássica {£“ =0 são as equações 

clássicas de movimento). A menos de condições de contorno e hipóteses de regularidade, 

as funções Sipai^) são arbitrárias, e portanto (2.51) implica que 

(L^ha) (2.52) 

Embora o lado direito da equação acima contenha, em geral, divergências mal definidas 

(do tipo á(0)) — o que indica que as manipulações usadas até aqui são formais — este 

termo representa uma quantidade que geralmente não se anula. Isto parece incompatível 

com as equações clássicas de movimento. L" = 0. Para compreendermos o que está se 

passando, tomemos a seguinte prophedade fundamental das integrais funcionais 

í ^F[9] = 0 , (2.53) 
J '■pd 

isto é, que a integral funcional de uma derivada funcional se anula identicamente; para o 

caso em que F[:^] = /[(p]eí'^l'^4emos 

de modo que (I") =0 (basta tomarmos / = 1), mas que em geral {f[ip]L'^) / 0 ! Pre- 

venidos dessa possibilidade, suponhamos que a transfonnação de forma (2.50) seja uma 

simetria da ação clássica, e que portanto haja uma corrente que satisfaqa, paxa todas 

as configmrações , 

=> (A“4a> = (4J") , (2.55) 
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o que, quando comparado com (2.55). indica (pic iiao há garantia dc que a corrente de 

Noether será também conservada na teoria quântica. 

= {A) , {2.56.aj 

A = xh^(ó'^,) . (2.56.6) 

Se {A) / 0. teremos uma anomalia. Esta caracterizac^cão é interessante porque permite 

classificar todas as transformações infinitesimais; de acordo com (2.52), dada uma trans- 

formarão (fa <P + 6ípai vale 

{L^òy,) {A) . (2.56.C) 

e se {A) 7^ 0. haverá um desvio do resultado clássico (i“ = 0); e então diremos que a 

transformação ipa a + é anômala (independente de ser uma simetria clássica ou 

não ). 

A quantidade A, definida formalmente por (2.56.b), representará a anomalia no for- 

malismo funcional. Sua natureza quântica se revela pela presença (multiplicativa) da 

constante de Planck, h. E se retornarmos ao cálculo (2.51), veremos que ela surge como o 

fator jacobiano na transformação da medida de integração funcional, 

. (2.57) 

precisamente a interpretação de K.Fujikawat^'!l3d^ cuja técnica de cálculo dos jacobianos 

anômalos se tornou um método padrão, válido para. todas as anomalias conhecidas. 

Assim como fizemos para a função de partição (2.49), podemos explorar a invariância 

por mudanças das variáveis nas integrais funcionais que definem as funções de Green: 

0 = / V{if -f êif) + -A' Í f[ = 
J J=1 

= A-jv^ + 

J=1 J=1 

J=1 
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+A' / T>0 ^ = 

J = 1 

j/j(i“ísí.->l)|nv=.,4;)) + 

^ ^ ’ (i^ai (-^'l )---^V^ai (^i )---Van(-^'Ti)) i 
7=1 

Tí \ » 

L“6^a n V ~ 51 )---^S^a,(a-/)..Va„(a:„)) 

J AYI^a, iXj) 

:2.56) 

(2.57) 

Esta identidade pode servir-nos para vários fins. No capítulo 4, por exemplo, ela será 

utilizada pétra calcularmos as funções de correlação do campo gravitacional quantizado. 

Mas a aplicação mais conhecida é o estudo das identidades de Ward em teorias de gauge: 

supondo que os campos de matéria se transformem com 

Ç'a (2.5S.a) 

(onde e{x) é um parâmetro local infinitesimal e {çq} são constantes), que corresponde 

à forma infinitesimal de uma transformação de gauge local, exp{-ie(x)qa)y:>a, e 

supondo que 

L‘"6ipa = -Í£{x)qa'raL‘‘ = £Í^)d^ij^ , (2.58.6) 

(o que mdica que a corrente ^ uma corrente classicamente conservada, ligada a simetria 

global para £(x) = £ constante), a identidade (2.57) implicará neste caso, 

f n \ j ' 

í e{y)d^j^{y) 'Paji-í’]) / ^ 55( n 
/ / t=l \j=l / 

n \ 

(2.59) 

Para a escolha particular e[y) = o6(x - y), isto é. uma transformação localizada no ponto 

a última igualdade implicará em 

>=i •=i >=i 
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(2.60.a) 
j=i 

ou seja, de acordo com (2.48). 

dxf^ 
< 0|T I j^{x) ][[9a)(íj) j 10 > -tlA^qaAi^ - ^i) < 0|T ) |0 >: 

j=\ / >=1 \}=1 

= < 0|T |0 > . (2.60.Ò) 

Se a simetria de gauge não fôr anômala, .4(t) = 0, e as funções de Green satisfarão 

d 

dx -<oiT io>+ 
j=i 

- .r,) < 0|r [ ) |0 >= 0 , (2.60.C) 
i=l kJ=l 

chamadas de identidades de Ward. O primeiro termo dessa identidade é uma função 

de Green de rt pontos com a inserção da corrente classicamente conservada, o que é 

representado graficamente por 

I 
I . 

O cálculo é feito perturbativamente (há ótimos exemplos nas referências [6] e [29]); fazendo- 

se uma transformada de Fourier, o divergente é substituído pela contração com o 

momentum da corrente j^. Se o resultado assim obtido cancelar (ordem a ordem de 

perturbação ) o segundo termo de (2.60.c), diremos que a identidade de Ward é satisfeita e, 

por conseguinte, A = 0. Trata-se de uma técnica alternativa para detecção de anomalias: 
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verificai' as identidades de ^^'cu■d via diagramas de Feynman do tipo indicado peia figura 

2.1 . Um dos aspectos mais relevantes deste procedimento é que ele revela que as ‘fontes’ 

de anomalias são os diagramas de “loop”. Por exemplo, as anomalias na corrente axial em 

teorias de gauge vetoriais!^®l’t^^l em 4 dimensões vêm de gráficos do tipo triângulo, 

fíg 2.2 

Na referência [37] é mostrado o cálculo da anomalia gravitacional para férmios em duas 

dimensões (que dá origem à gravitação quântica induzida bidimensional, que será analisada 

no capítulo 4) a partir das correções de 1 “loop” (gráficos do tipo bolha) de férmions. São 

também correções de “loop” que, por meio do limite BJL (2.30), introduzem as extensões 

anômalas na álgebra dos comutadores de correntes (vide ref.[6j). 

Esta relação entre anomalias e correções de “loop” também pode ser estabelecida 

através da chamada ação efetiva do sistema. Para tanto, tomemos o funcional Z[j], 

gerador de funções de Green conexas, definido em (2.45), e façamos sobre ele uma trans- 

formada de Legendre da seguinte maneira: 

Definimos os funcionais (-t.j) como 

= ■ (2.61) 

Suponhamos então que as N equações funcionais acima possam ser invertidas para 

■>{c) X. (2.62) 

(c) / / 
O índice (c) serve para lembrarmos que ^pa é uma função (um c-número) que não deve 

ser confundido com o campo quântico Definimos então um novo funcional 

rb 
(c)l (nz[j] - j (2.63) 

59 



que gera as funções de Green próprias'* 

p(n) 
O) ...o„ (2.64) 

O funcional (2.63) pode ser c^liculado perturbativamente, e o que se mostrat^®! é que em 

ordem mais bsiixa em h (diagramas de ‘árvore’) ele coincide com a ação clássica 

de modo que podemos escrever 

(2.65) 

Neste sentido, generaliza a ação clássica para ordens superiores em h. Ela carrega 

consigo as correções quânticas dos “loops” que, como já vimos, são a fonte das anomalias. 

Assim, podemos dizer que uma simetria clássica é anômala se a ação efetiva não exibir 

essa simetria, e que a responsável por uma possível anomalia é a parcela F/oop- 

Mas para se fazer um julgamento correto, é importante saber que Fioop — e por- 

tanto r — é definida a menos de funcionais locais nos campos; usando essa liberdade de 

regularização de F, pode-se eventualmente recuperar uma simetria (é o que é feito na re- 

ferência [37] paxa garantir a invariância sob transformações de coordenadas na gravitação 

efetiva). No modelo de férmions de Dirac (não massivos) acoplados a campos de gauge, 

essa liberdade é usada para se escolher qual das duas simetrias (a de gauge ou a axial) será 

preservada — uma questão de hierarquia ... 

Uma vez feita essa escolha, temos à disposição uma 'ação quãntica’ para o sistema, 

F(y), à qual se podem associar equações (quânticas) de movimento que, segundo (2.65), 

se relacionam com as equações clássicas — 0) por 

ra _ 7-0 , ^^loo? 
^(9) - ^ 

quer dizer, as ‘trajetórias quânticas’ satisfazem 

^F/oop 

= 0 

7 “ — - - ^{C) - 
Vo 

(2.66) 

(2.67) 

Isto nos faz lembrar do resultado (2.56.c), que foi interpretado por I.Tsutsuil^^í como as 

equações quânticas de campo. Por isso F/oop pode ser compreendido como a forma integral 

da anomalia. 

Também chamamdas de funções de Green 1-Pl (“one particle irreducible”). 
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Encerraremos este capítulo com algumas observações adicionais: 

(i) É possível realizar a quantizaçáo funcional de uma sistema a partir de sua for- 

mulação hamiltoniana: basta recorre:mios à ação definida no espaço de fase. Para sistemas 

regulares, por exemplo, o funcional gerador será dado por 

= (2.6S.a) 

P/í = fj , (2.68.ò) 
a— 1 

5[<p,n,j] = J{n“çi>„-?f(<p6,n^x) + ;Va} • (2.6s.c) 

Se o sistema fôr vinculado, algumas modificações serão necessárias^®!: sendo ís; 

0 . m = 1,...,2(P -\- S)} o conjunto de 2a. classe de todos os vínculos (os 2S vínculos 

internos de 2a. classe, os P vínculos internos de la. classe e os P vínculos fixadores de 

gauge), calculamos a matriz 

A”*" = {Í2"',Í2”}^^ . (2.69) 

O funcional gerador será dado então por (2.68.a), mas a medida de integração se genera- 

lizará para 
2(P+S) N 

P/I = (dei H ò(Q"’) []p<p„pn“ , (2.70) 
771 = 1 a = ] 

e (2.68.c) será constrm'da com a hamiltoniana canônica. 7fc((pb, H*; x). 

Numa teoria de gauge, a medida (2.70) envolve uma fixação de gauge; isto é necessário 

porque a enorme degenerescência dos graus de liberdade, que caracteriza esse tipo de 

teoria, levaria a um funcional gerador mal definido, caso usássemos a medida simples 

(2.68.b). Também na formulação lagrangeana a fixação de gauge e correção da medida 

são necessárias (vide item 12-2-2 Integração sobre o Grupo de Gauge^ ref.[29]). Mas se a 

simetria de gauge fôr anômala, não há permissão a priori para escolhermos o gauge na 

teoria quântica — o que inviabilizará, na prática, os cálculos com propagadores e regras de 

Feynman, e exigirá formulações alternativas (vide ref.[35]). No capítulo 3, a possibilidade 

de bosonizarmos a teoria fermiônica em duas dimensões servirá para encontrarmos uma 

alternativa para a anomalia de gauge do modelo. Pode-se tentar também encontrar termos 

de Wess-Zumino (WZ), indicados por TwzWa-,9]^ qtie em geral envolvem novos campos g 

(chamados campos de WZ), de tal modo que para o gerador 

W[j] = í V^Vg (2.71) 
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não haja mais anomalias (a VcU'iação 6Fn z cancela a anomalia vinda do jacobiano), mas 

de modo que a teoria quântica assim construída tenha os mesmos observáveis (funções de 

Green) que a formulação anômala. 0 cancelamento da anomalia em (2.71) permitirá que 

enfim se façam as escolhas de gauge convenientes. No capítulo 3 usaremos esse recurso 

para cancelar a anomalia de Siegel^^^^ do modelo bosônico quiral. 

(ii) Como dissemos, a relação (2.56.b) define as anomalias de maneira apenas formai, 

embora esclareça a sua ligação com fatores jacobianos na medida de integração funcional. 

Num trabalho recentel^'^^, contudo, I.Tsutsui utilizou diretamente a igualdade (2.õ6.c) para 

calcular as anomalias quirais das teorias de gauge fermiônicas (nos casos abehano e não 

-abeliano), encontrando os mesmos resultados conhecidos de Fujika.wa. A idéia básica é 

encontrar uma regularização adequada para a quantidade < L'^S<pa >, que na concepção do 

autor significa encontrar as equações quânticas de movimento e, através delas, a anomalia. 

(iii) Examinemos com um pouco mais de detalhe o uso da ação efetiva no estudo 

das anomalias em teorias de gauge. Dividimos o conjunto de campos em duas partes: 

os campos de gauge, que denotai-emos por {A^,{x}}, e os chamados campos de matéria , 

{$a(3^)}- A lagrangeana clássica desse sistema de campos se divide em duas parcelas do 

tipo 

£(„($,A) = £,(.4) + £2{<Í*,.4) , (2.72) 

sendo cada uma invariante de gauge independentemente (para a eletrodinâmica, por ex- 

emplo, Ci(A) = para a gravitação . CAg) = y/^R). A transformação de 

gauge infinitesimal tem, em geral, a forma 

.4,, -4,, - D,,e , (2.73.a) 

onde Dé a chamada derivada covarianie, e 

^ . (2.73.6) 

para algum conveniente. Dado um funcional E[A], temos 

/ÁF 

= F[A,] +■ (2-74) 

isto é, o gerador das transformações de gauge é ^, e um funcional F será invariante 

de gauge se 

= 0 . (2.75) 
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Consideremos então a função de partição da teoria quántica obtida de (2.72), 

Z = I VA e ^ I (2.76) 

o que sugere exEiminarmos a quantização em duas etapas: primeiro, tratemos os campos 

de gauge como crimpos externos (não quânticos), e examinemos o funcional 

.n -l] J (2.77) 

Suponhamos que a medida dos campos de matéria não seja invariante de gauge, 

gerando uma anomalia; isto significa que embora £2($,.4) fosse invariante de gauge, a 

ação efetiva r[j4], obtida nesta primeira etapa da quantização , não o será 

D 
"ò 

—r(.4] = .4/o . 
--1/Í 

:2.7S) 

Esta é a técnica usada na ref.[37], por exemplo, para caracterizar anomalias gravitacionais 

e de gauge. 

Vamos prosseguir com a quantização . integrando sobre os campos de gauge, 

Z = J VA 
(.4)+r[.4] 

(2.79) 

Supondo que a medida VA seja invariante de gauge (isto é, que a anomalia venha exclu- 

sivamente da medida da matéria), a ação efetiva completa 

5e/[-4] = I C,iA)-ihT[A] (2.80) 

já conterá todas as correções de “loops". Suas equações de movimento, 

6 
-i'/=»=-^ ô'.4, 

Vi j 

continuarão valendo a nível quântico como valores esperados. 

(2.90) 

(2.91) 

Mas a invariância de gauge da parcela £i(.4) nos diz que o lado esquerdo de (2.91) é nulo; 

e o lado direito é nada menos que o valor esperado da anomalia, de modo que 

< >4 >= 0 . (2.92) 
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Portanto, a anomalia é verificada na ])rimeira etapa da quantização , quer dizer, (2.78) 

deve ser entendido como 

< ^ >.4^ 0 , (2.93) 

onde o sub-índice A significa ‘no campo externo >1^’; mas no mVel quântico ‘completo’ 

vaJerá (2.92). 

Isto não significa que não exista anomalia: a ação efetiva (2.80) de fato não é in- 

variante de gauge, o que. em liltima análise, é o que caracteriza corretamente a anomalia. 

O que ocorre é que, segundo as equações de movimento clássicas, .4/0, enquanto as 

equações quânticas implicam que A — 0. 

Este comportamento é verificado, por exemplo, em teorias de gauge quiraisl^^í como 

a que examinaremos no capítulo 3; também a anomalia conforme da gravitação induzida 

(capítulo 4) se cancela pelas equações quânticas do campo do gráviton. Espera-se que 

isso ocorra em geral, nas teorias de gauge consistentes, para as correntes que constituam 

a ‘fonte’ dos campos de gauge. 
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Capítulo 3 

ELETRODINÂMICA QUÂNTICA ESCALAR 

QUIRAL EM DUAS DIMENSÕES 

0 notável desenvolvimento das teorias de campos bidimensionais, especialmente es- 

que, mesmo enquanto usadas pai'a estudar a física em duas dimensões, podem servir de 

guia — ou inspiração — para aqueles que pretendem compreender fenômenos físicos em 

dimensões superiores. 

As técnicas de bosonização , por exemplo, oferecem uma alternativa para a descrição 

de teorias fermiônicas em duas dimensões : uma possibilidade especialmente útil se a 

teoria fermiônica em questão tiver uma simetria de gauge anômala. De fato, tais modelos 

se revelaram um importante laboratório teórico para o estudo das anomalias em teorias de 

Isto será ilustrado neste capítulo, onde realizaremos a quantização canônica da versão 

escalar do modelo de Schwinger quiral, uma típica teoria de gauge anômala. 

(I) Modelo de Schwinger Quiral 

Nas unidades em que ^ = c = 1 e segundo as convenções reunidas no Apêndice A, 

Dirac sem massa em duas dimensões , que interage, através de uma de suas componentes 

quirais, com nm campo de gauge abeliano. é dado pela lagrangeana 

timulado pelas promissoras teorias de cordas, resultou num poderoso conjunto de técnicas 

campo. 

o modelo de Schwinger quiral. que descreve a dinâmica de um campo ip de férmions de 

(3.1) 

Em termos das componentes quirais de ve t\ 

(3.2) 

(3.3.a) 

(3.3.Ò) 
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podemos reescrever 

in'' id, + 2y/^A, ( ip = 

o que mostra que t/>_ é um campo quiral livre, enquanto V’4 se acopla com o campo A^ 

através da corrente 

J+ = • (3.4) 

As equações de Euler-Lagrange deduzidas de (3.1) são 

L-_ = i~i^dy,xp- = 0 (I^._ = = 0) (3.5.g) 

= i7^5mV’+2n/^A^7'^V’+ = 0 = -í<9„^+7^ + 2^A^i^^Y = 0) (3.5.6) 

1,4. = + 2v/í ^^7'V’4 = + J: = 0 . (3.5.C) 

Esta última equação mostra que a corrente serve de fonte para o campo eletromagnético 

representado por quer dizer, as ‘equações de Maxwell’ de nosso modelo são 

, M = 0,1 , (3.6, 

e a anti-simetria do tensor assegura que essa corrente seja classicamente conservada 

• (3.7) 

Isto está ligado à simetria de gauge que o modelo possui: se considerarmos a seguinte 

transformação infinitesimal local. 

<50- =0 (é0_=O) . (3.8.a) 

60+= z2Vre(a;)0+ (60+=-z2\/^e(x)0^) , (3.8.6) 

6-4;, =5^e(x) , (3 8.C) 

onde e(x) é uma parâmetro (comutante) infinitesimal. então , usando (3.5). encontraremos 

60+i-^ -f Z„+6i;'^+ + òtl'_L—^ -f L^._6xí'- -f L^^ÔA^ = 

= ô, [e(x)(Ô.F"'- + JÍ)] , (3.9) 

O que, segundo o critério (1.16), significa que a corrente de Noether 

ií=í(x)(a„F'"‘ + JÍ) (3.10) 
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é conserv-ada para as trajetórias chLssicas. c que a transformação ( 3.S) — cuja integrabil- 

idade é facilmente verificada — é uma simetria local do modelo. Mas note que a corrente 

satisfaz õf^j^ = 0 para qualquer e(x); em particular para e{x) = a =constante, o que 

implica que ’ 

d,j^ = 0 = a{d^‘'^+õ,Jl) . (3.11) 

Logo, a conservação (3.7) é uma consequência da simetria de gauge global, um caso parti- 

cular de (3.8). 

Para termos uma visão completa da dinâmica do modelo, vamos examiná-lo também 

sob a ótica hamiltoniana: definimos os momentos 

“ ao„v'±) 
(3.12.0) 

_ d Cf. 
V± = 

d{doi’±) 

ar. 

ni = vu 
dC, 

= Fio — dl Ao — do Al 
didoAfA 

que satisfazem os parênteses de Poison canônicos 

{PÍ(rir), v±(riy)}+ = ò(r - y) 

{rp±lt,x)CP±{t.y)}+ = à{x - y) 

{.4^(t,a;),n^(riy)} = y„^ô(r - y) 

(3.12.Ò) 

(3.12.C) 

(3.12.d) 

(3.13.0) 

(3.13.6) 

(3.13.C) 

Podemos resolver (3.12.d) para a velocidade doAi = 5iAo - IIi, mas as demais equações 

implicam em vínculos sobre o espaço de fase. 

Q± = V\. — ii'± ~ 0 , 

ü±=V±^0 

$0 = n<, Rí 0 . 

Construimos a hamiltoniana (total) do sistema vinculado, 

Ht = jdx {Hc + Õ+Í2+ + ü-ü- + -f fi_u_ -f- w$o) 

(3.14.0) 

(3.14.6) 

(3.14.C) 

(3.14.d) 
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Í3.14.e) 'Hc = -(11] )■ -f )' - ivllc- )' - 2 v/¥.4;,vu -4r,( rii 

(Adotaremos a notação usual, B = d„B e B' = õiB). Ternos então que garantir a con- 

sistência dos vincuios. impondo sua invariancia temporal. Ü % 0. Quando 

isto é feito para e S‘2±, as equações de consistência implicam em condições sobre os 

multiplicadores ú± e v±, por causa da álgebra de 2a. classe que estes vínculos realizam 

entre si, 

{(.7-). ÍUí y)}^ = -/ê( ,r - !/) , (3.15) 

Já a consistência de 0 gera um vínculo secundário. 

4*0 ~ 0^ B t }p u ~ 2\/7r'c'^.';4í.'+ — II j ~ 0 => 

= -n', +2v/-iv Ç’+ 0 . (3.16) 

o qual represema a ’lei de Gaus.^‘ de nosso modelo. Pode-se então verificar que este vínculo 

secundário é consistente, encerrando a cadeia de vínculos do sistema. Como e são 

de 2a. classe, é conveniente eliminá-los (quer dizer, transformá-los em ‘igualdades fortes’) 

por meio dos parênteses de Dirac. Graças à simplicidade da álgebra (3.15) isto pode ser 

feito sem maiores dificuldades, resultando então a hamiltoniana total 

H, = / dx (H.+ u'«í>. (3.17.£3 ) 

Hc - -(Ui )- + - rÍr'_) 2/77.4, 

com os parênteses de Dirac relevantes 

{ç'Í(j). t'±(y)}i -i6{x - y) 

{.4^,). n,/(.(/)}^,^^ y ) 

e os dois vínculos restantes 

$0 = rio = o 

T] = -IIj -r 2/7717 == 0 

(3.17.0 i 

(3.15.0) 

(3.1S.Ò) 

(3.19.0) 

(3.19.Ò) 

Em termos dos parênteses (3.1S). estes vínculos formam uma álgebra de la. classe abeliana. 

(3.20) 

o que era esperado, já que o sistema exibe uma invariância de gauge. De fato, o vínculo 

primário de la. classe (3.19.a) compõe, junto com seu secundário (3.19.b), o gerador da 
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iransionnação do simotria (3.S). consiiuído atra\-(’s do aieoritniü do Anderson-Bereruami 

(reveja capitulo 1 ), 

G = - j (!.r (f <!>,,, - fd>, ) (3.21) 

A transformação infinitcsimai de gaugc do um funcional B será dada por 6B = {G.B]^^. 

e a integrabilidade dessa transformação será garantida pela álgebra abeliana (3.20). 

-•V análise feita ate acjui oferece imiterial suficiente jtarti tentarmos quantizar o modelo, 

seguindo alguma das técnicas discutidas no t-apítuio 2. Poderiamos, por exemplo, realizar 

sua quantização canônica, tomando corno o}>erador liamiltoiiiano 

H dx i -(fl])" + d v_ ) + 2\/7rAil (3.22) 

expresso em termos dos operadores .4^,. Ilj,, fl e cm. que satisfazem as seguintes relações 

de comutação 

[c'Í(.r).r±(y)] = Ç{.r - í/) . Í3.23.a) 

H/di/)] = n]i,,,d{x -y) . (3.23.0) 

e impondo os vínculos (3.19) como condições sobre os estados físicos. 

n„|//ls>=0 . (3.24.0) 

(-n) + 2^/^v'lv■+ )|/?.s >= 0 . (3.24.6) 

Tais condições só seriam consistentes se os vínculos continuassem a satisfazer uma álgebra 

de comutação de la. classe, como em (3.20). Ocorre entretanto cjue o produto local de 

operadores que comparece no vínculo (3.19.b) — nossa lei de Gauss —, compromete 

o fechamento da álgebra: cálculos explícitos, via limite ou pela técnica de "point- 

splitting”^®^. levam a 

[l>i(a'), éi(y)] = 36'{x - y) 3 constante (3.25) 

0 vínculo 0 passa a ser de 2a. classe, indicando urna quebra da simetria de gauge. 

Interpretamos o lado direito de (3.2õ) como uma anomalia na álgebra dos geradores da 

transformação de gauge. de modo que a condição (3.24.b) não poderá ser implementada. 

Também teríamos nos deparado com uma anomalia se tivéssemos escolhido os métodos 

funcionais: ao quantizarmos inicialmente os férmions. encontraríamos uma ação efetiva 

anômala para os campos de gauge 

5e/[A] = I -tP[A] (3.26.a) 

71 



f = í P(,'Pl;' (' ( -V^ Ij"-' 

5„—r[.4] = Õ,Jl = [(o - IV- ^ 0 
6.4,, 

(3.2G.M 

(3.26.r) 

onde a, chamado de parâmetro de massa de Jackiw-Rajaraman é uma constante 

indeterminada que surge na regularizac;ão da integral (3.2G.b). A anomalia é originada 

pela não-invariância da medida fermiônica Pi-Pc'. e para nos lembrarmos de que (3.26.c) 

é resultado dessa jjrinuáia íase da (piantizacàu . cvcrevíaiios a (lueljia na conser\'açào da 

corrente como 

<d,J% >..,= í(c/-lh/'--P-]V-4, (3.27) 

E um privilégio pípico de teorias em duas dimensões) que a ação efetiva r[.4] possa ser 

calculada exatamente'*'^^. 

rí.4] = dx ■F-F + F-d„A“ - — — 4 44 [3.2S] 

e, melhor ainda, que este funcional admita uma representação locai, com o auxílio de um 

campo escalai' recd y>{x). 

Vx ' i;"*'-í-).4„ 3„ V5+f.4" 
(3.29) 

— I / cl^ X 
de modo que a função de partição Z = \ "DAftVixVc t'J ^ ^ possa ser substituída por 

3 = y”p.4„P_'( 

£3 = rrd,^d,yç - + {,!>“' - 4-).4„9,^ + ^.4„.4'' . (3.30) 

com a vantagem de que a medida não sofre dos problemas anômalos que 'Dü'Vv 

apresentava; contudo, a lagrangeana bosônica £,, não é invariante de gauge; ela incorpora 

as correções de "loop” e. por isso, já carrega consigo as informações sobre a anomalia. 

Como é possível estabelecer, quando desejado, uma relação entre os campos fermiôni- 

cos e o campo escalar (através das fórmulas de bosonização de Maldelstamí^^í). a proposta 

é trabalhamios diretamente com a lagrangeana (3.3)). 

(II) Eletrodinâmica Escalar com Acoplamento Quiral 

Este é o nome que usaremos para o modelo descrito pela lagrangeana 

£, = - ]f,,F^^‘' + (if“' - c-'-).4„c),.y^ + ^.4„.4'' 
4 2 

(3.30) 
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FU;s{)('ilaudo a formula dc bosonií:ai'ão é couvoiiiciitc definir como traiisformacjàc) de 

gauge, 

tT —► ^' + A(x] , (3.31.fi) 

.4, — A, -5,A(.r) , (3.31./i) 

e assim, a deriv^ada comriante do campo escalar, 

+ .4;, . (3.32) 

embora saibamos que a lagrangeana (3.30) não possua invariâricia de gauge. Isto fica mais 

ciaro quando reescrevemos (3.30) em termos das novas derivadas. 

r _ n „T) -_lr r/"' _ 4 n fi 1'y'  11 4 4'^ 

que. para A(.t) = e(.r ) infinilesimal. se transforma cf)nio 

Cg  > Cg — + (9( e" ) 

E interessante chamar (3.35) de porque tal definição implica em 

d,J^ = {{a-lW“' -e'‘nõ,A, 

(3.33) 

(3.34) 

(3.35) 

(3.3C) 

reproduzindo corretamente a equação (3.27) da anomalia de gauge. Xote que a relação 

(3.36) é aqui uma identidade, e que na sua 'versão bosònica'. (3.35). a corrente não é a 

fonte do campo eletromagnético. Para esclarecer este ponto, vamos examinar as equações 

de movimento do modelo (3.30): 

Introduzindo a notação 

1 — ^ l ttu F F (3.37) 

11^“'d.d. (3.38) 

encontramos 

I,- = -Gp - 3;, .4" + E = Ü ,3.39.0 

Grosseirameme, os campos feiiniõiiico e bosónico se relacionam atrases de uma e.xponencial. 

t' t 
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i = cKr'‘ -= u (3.39.6) 

onde 

(3.40 i 

é, portanto, a corrente/fonte do campo eletromagnético neste modelo. A equação de 

movimento (3.39.b) garante que esta corrente seja conseiu^ada “on-shell” , 

d,J'‘ =Or+ ad„A>‘ = 0 13.41 

Reunindo este resultado à equação (3.39.a), encontramos 

(a - + F = [(a - 1)7?''" - = 0 (3,42) 

o que significa que. de acordo com as equações de movimento da teoria escalar, a anomalia 

(3.27)/(3.36) se cancela: voltamos a ter = 0 ! Como discutimos no capítulo anterior, 

isto não quer dizer que a lagrangeana (3.30) seja invariante de gauge — e o que está 

explicitado em (3.34). 

Mais algumas manipulações algébricas simples a partir de (3.39), e chegamos aos 

seguintes resultados: 

(i) quando a yé l. valem 
a 

■F 
0 — 1 

a.4" = (.-"" - 

□ 
cr 

a - 1 
F = 0 

(3.43.a) 

(3.43.6) 

(3.34.C) 

Esta última equação mostra que o campo eletromagnético, representado por sua única 

componente não nula em duas dimensões . F, tem uma massa gerada dinamicamente. 

cr 
77? ■ 

o - 1 

e portanto, para evitarmos a presença de táquions. é preciso impôr o = 0 ou o > 1. 

(ii) mas se ü = 1. teremos 

(3.44) 

□ p = 0 

A" = (£"" -/?"")c),y- 

F = 0 

(3.45.0) 

(3.45.6) 

(3.45.C) 
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ou seja. uin campo escalar 1í\tc c uma campo ác gauec puro. E iutcrcs.^^arití' notar t.cimOcm 

(juca parti esta escolha jrtal.icular cio jiaramctro a. a anomalia (3.2í ;/(3.3G) se torna cocun- 

ante. 

d,J!l d. A, = 2F (3.4G) 

Passemos agora à formulac^ão hamiltonitma do sistema (3.30). com vistas à sua quan- 

tizai^ão canônica. Conie(;a.mos clefininclo os momentos 

n — ■ ■ — d„y 4- .-Io — -4i 
õ{ do Y) 

n - .4, ^ .4j 

rio = V 0/1   = 0 
d\ doA„) 

IIi = 7/p 
d£,. 

õ{ õoA,, I 

e os parênteses de Poisson canônicos 

d} Ao — doA\ =i> .4] — .4) — IIi 

(3.47.0) 

(3.47.6) 

Í3.4 I .c 

{^(x), n(y)},,;j = 6(.r - y) , (3.48.a) 

(.4„(x). ri;,(y)},,,, = í/;,„6(.r - y) . (3.48.6) 

demais nulos. Identificamos em (3.47.G) um vínculo primário. 

Qo = Po ^ 0 . (3.49) 

e construimos a hamiltoniana total do sistema vinculado. 

H, = (h [H, + uP„) (3.50.o) 

6íc — .^ (n + — ,4o + .41 )■ 4- -(n 1 )■ — üy -r Poll^i — -(.4Q — .4]') . (3.Õ0.6) 

A condição de consistência fio ~ {-o-Ht]pii ~ 0 gera uma vínculo secundário — a lei de 

Gauss do modelo escalar : 

fl] = — IIj—n + p-r.4]—(1 — c;).4o~0 • (3.51) 

cuja consistência, por sua vez, implica em 

Í7, %(l-a).4) -ni-(l-fl)a^0 , (3.52) 

o que exige um exame separado dos casos u ^ \ e u = \. 



(i) a 1: 

Neste caso, a equação (3.52) couslitui uma condição sobre o multiplicador u. 

íí ^ j "b •n. (3.Õ3) 
(«- 1) 

e não há mais vínculos secundários. Como ÍIq e ílj formam uma álgebra de 2a. classe, 

{Qo(x). -Qoly)},.a = 

{flo(.r). íli(y)},,;, = (1 - o)S{x - y) 

(3.54.Ü) 

Í3.54.Ò) 

os vínculos podem ser então eliminados (transformados em identidades) se construirmos os 

parênteses de Dirac. Ocorre que, dentre os parenteses de Dirac assim construídos, somente 

aqueles que envolvem as variáveis .4^, e Ilo diferem dos valores canônicos, e como podemos 

eliminar estas mesmas variáveis usando os vinculos (3.49) e (3.51). restarão, enfim, a 

hamiltoniana reduzida 

H = [ d.xH , (3.õõ.a) 

w= in' + 
1 

2(a - 1) 
:n + v^' + .4, -n')^ + Ai(n + çí'] 

os parênteses canônicos relevantes 

{p(.r)II(y)},,,, = ~ y] 

{.4,(x)-n,(y)}pfl = -à{x - y) 

e as identidades 

-4o — 
1 

[l-u] 
:n + y' + .4, -n; 

n„ = ü 

(3.ÕÕ.Ò) 

(S.üG.a) 

(3.56.6) 

(3.57.a) 

(3.5 i .6) 

(ii) a = 1; 

Para este valor do parâmetro u. a condição (3.52) se traduz em mais um vínculo. 

^2 = H) RS 0 

cuja consistência {0,2 ~ 0) gera ainda outro vínculo. 

;3.õS) 

0-i = ,4o - .4] 0 (3.59) 
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(jur. ])nr fim, fixa o muili])iira(ior ». 

(3.60) 

interrompendo a geração de vínculos secundários. Como era de se esperar da análise 

lagrangeana (3.45). o sistema é sensivelmente mais vinculado no caso o = 1. De qualquer 

modo, o conjunto de víncvrlos {íí, % 0 , í = 1 4} é também de 2a. classe; é conveniente, 

];ara a construção dos j)arènt('ses de Dirac. ."-ulistituí-lo p(4o seguinte conjunto equivalente' 

D) = rif, — II) ~ 0 . (3.61.ai 

> = n + ç' -r -(-4c -f -4)) + (Ilo — II] ~ Ü , (3.61.6) 

ll:; = n„ + ü) ~ 0 . (3.61.C) 

Ò., = ^(.4„ - .4, ) Ü . (3.61.C/) 

construído a partir de combinações lineares dos vínculos originais, jrois sua álgebra de 2a. 

classe é visivelmente mais simple^. 

{D,(.r).í]2(i/]},,ü =-6(-i-- y) • (3.62.a) 

{D3(.r),Õ,(y)L., = -6(.r-y) . (3.62.6) 

demais nulos. Transformando enfim os vínculos em identidades, podemos expressar as 

variáveis .4^^ e em termos de .p e II: e salreiido que os parêntese de Dirac entre y e II 

acabam permanecendo iguais aos de Poisson. chegamos afinal à liarniltoniana reduzida 

H = 

H = 

com os parênteses canônicos 

e as identidades 

{^(,r). Il( y = ò{.i - ij] 

-4o = -4| = — (n + r ^ 1 

üq = n ] = ü 

(3.63.a) 

(3.63.6) 

(3.64) 

i3.65.G) 

(3.65.6) 

Independente do valor do parâmetro regulador a, concluiraos que o sistema é de 2a. 

clcLSse, comprovando o fato de que a quebra da simetria de gauge está incorporada na 
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lagrangeana bosònica. Enquanto no modelo feninónico os geradores da Iransfomiaqão de 

gaugc eram os vínculos 

^0 = Ho =2 0 . (3.66.a) 

«í>i = -n', + = -n; + % o , (3.66.0) 

temos, na versão bosònica (usando a definiqào (3.35) para ) as quantidades correspon- 

dentes 

= n„ = íb, í: 0 . (3.67.Ü) 

= — rij {o — 1 )-4o q- .4] = Í7j — (n -j- y ) 7^ ■ (3.6<.ü) 

0 funcional não só deixa de ser uin vínculo como. o que é ainda mais importante, a 

álgebra de e deixa de ser de la. classe. 

{4>o(.r). = (1 - cí)ò(.r - (/) . (3.6S.Ü) 

{<i>i(.r). 4>](y))^^ = -2ô'(i-- y) . (3.6S.6) 

A escolha a = 1 poderia resolver (3.6S.a). mas a anomalia em (3.6S.b) é independente 

de a. Como havíamos antecipado, a versão escalar do modelo de Schwinger oferece uma 

realização ‘clássica' da anomalia (3.25) na álgebra da lei de Gauss fermiônica. 

Enfim, a versão final do modelo escalar canonicamente quantizado é: 

H = / dx l tÉ' + -n,- + —;—.4,- + 
2{a 

.(n-f yA + Â, 

-f-Âj (H -f y^ )| 

[9(.r), n(y)] = iò{x - y) 

[.4](.r),ni(y)] = -iò{x - y) 

iu = 77-^(n + Â' + -d,-n',) : Êo = 0 
(1 - a) 

para a A 1. e 

H = |d,r ^ (n-^-r 

[Â(-0- n(y)] = 'ià[x - y) 

,4o = -4i = -(n + s3') 

Êo = Êi = 0 

(3.69.a j 

(3.69.6) 

(3.69.C) 

(3.69.d) 

(3.70.ÜI 

para a = 1. 

7S 

(3.70.6) 

(3.70.C) 

(3.70.d) 



(III) Eletrodináiiiica Escala Quiral 

Já que no modelo de Schwinger quiral (3.1) somente uma das componente.s. tI'+. .se 

acoplava aos campos de gauge, enquanto a componente V- propagava livremente — 

como um mero espectador —. é natural pensarmos em excluir esta última, e considerar a 

lagrangeana 

C FQ '2\ínA, tu -F F A lll' 
/M/ (3.71) 

Também na sua versão bosonizadti. (3.30). os cami)os de gauge se acoplama somente com 

uma das componentes da corrente <9^,p: se definirmos suas componentes quirais como 

J>^ = (rr . (3.72) 

então o acoplamento em (3.30) será ])recisamente Por isso. como na versão ferrniô- 

nica somos levados a pensar em fixar a comj)onente livre de • vinculando-a: 

= f!l{ç.A:x) . (3.73) 

Embora a escolha mais natural pareça ser /ff = 0 (vide ref.[40]). se tomarmos = — (^7'^*' + 

c^‘')Ai, acabaremos com um vínculo covariante, j[!_ — ,/f! = (;/'"^ + + A^,} = 0. 

A idéia é então quantizar o modelo (3.30) com o seguinte t-ínculo externo covariante 

Q'‘ = ^(?/'"' -f A“')D,ç ^ 0 . (3.74 i 

sistema este que chamaremos de QED escalar quiral. Xote que a condição (3.34) constitui 

uma versão corariante da condição usual dos l)Ohons quirais. +s^‘')di,o = 0. Portanto 

podemos pensar no no\'o modelo como uma descrição de Ijosons quirais acoplados a campos 

de gauge, um tema que tem receljido grande atenção no contexto 

das teorias de cordas. 

(III.A) Vínculo Quiral via Multiplicador de Lagrange 

Em termos das coordenada.s do cone-de-lu/. (^^eja Apêndice A), o vínculo quiral (3.74) 

se escreve como 

Q = = c)_p + .4- s. 0 . (3.7Õ) 

e a intenção é tentar introduzí-lo no modelo (3.3Ü) por meio de uma multiplicador de 

Lagrange. Como primeira proposta, poderiamos tomar a lagrangeana 

L = Ljj -r — y 1 (ó.G/ ) 

79 



oriclr A+(,r) c o ra.iii]:)o iiiultij)liraclor. o ([lu' originaria o s('guint.c coiijuiito df C(iua(;ões de 

moviiucntc), 

ív' = + F- (9_A+ = 0 , (3.77.a) 

Ía, = duF''“ + J" + A+òC = 0 , (3.77.Ò) 

= ü . (3.77.C) 

Embora a condição = 0 esteja gartmtida como equação de movimento de A+. as 

equações dos campos e A- ficaram bem difeientes das equações antigas, (3.39.a) e 

(3.39.b), pois o campo A+ passou a atuar como uma nova fonte ptira os campos escalar 

e eletromagnético. De fato. ao introduzirmos a interação A^D_çr. estamos alterando a 

dinâmica do modelo originai, através de forças de vínculo representadas pelo multiplicador; 

podemos inclusive resolver a equação (3.77.b) para A+, 

X-L =—0+F T Ja ■ (3.78) 

explicitando o fato de que nesta formulação o multiplicador é determinado pela dinâmica 

do sistema. 

Isto parece contrariar nosso objetivo inicial. C[ue era apenas fixar o valor da corrente 

d-'Â sobre a dinâmica original do modelo (3.30), uma vez que ela não se acoplava com os 

campos de gauge; quer dizer, gostaríamos de simplesmente adicionar a condição d-^ = 

— .4_ às equações (3.39). sem alterá-las . Como foi discutido na seção (III.A) do capítulo 

1. isto pode ser realizado se introduzirmos o ^•ínculo num forma quadrática. ou seja. no 

lugar de (3.76). propomos o modelo 

^BQ — + ^++{F-â]' . (3.79) 

A equações de movimento para este modelo são 

=-Da - + F - O^íXa+D-^á) ^0 . (3.S0.a) 

La,, = õ,,F‘'^‘ + J" + 2òC(A^^D_v ) = 0 . (3.80.6) 

= [D-ç]’ = 0 . (3.S0.C) 

que claramente implicam em (3.39) e (3.75). como queríamo.s. Resulta que este conjunto 

final de equações não envolve mais o campos A+^. (note ejue ele sempre comparece multi- 

plicando o vínculo, em (3.80)). .Assim, ao contrário do que ocorria na versão linear (3.76), 

aqui o multiplicador é completamente indeterminado: é um grau de liberdade de gauge 

das equações de movimento, já que a transformação A.j.^ —+ A^_.|. + e+4_(x) é uma simetria 

e^*identc para as trajetórias (uma simetria on-slicll p 
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Xa vfTcladí'. esta simetria "ou-sheir' t.caha sendo nm etiso ])ai'ticul;ir de uma sirnetriti 

de gauge díi proitria lagr:mgeau;t luxle-se veriiiear que ela é quase-iiivariante peia 

seguinte transfoniiac^íu) infiiiitt-siimil 

òAi,=0 . (3.81.0) 

(^p = f+í?_p . (3.81.Ò) 

. ts.si.e) 

caracterizando como um autêntico campo de gauge. Chanicuemos (3.S1) de simetria 

de Siegel. já que ela nada mais é do que a generalização . para o caso em que os campos 

.4,, estão presentes, da simetria local que Siegel^^^i apontou em seu modelo de bosons 

quirais: de fato nosso modelo (3.79) coincide com o de Siegel quando .4^, = 0. Todas 

estas características apontam para a conclusão de que (3.79) é uma boa teoria para bosons 

quirais acoplados a campos de gauge veroriais .4,, (vide também ref.[45]). 

Para a posterior quantizaqão canônica, devemos fazer sua análise liamiltoniana. Os 

momentos são dados por 

djO' 

^ ~ Píí P) ‘^ \ ~ + -"^o ~ + '''+ + ('r — r' + — -4i ) , (3.82.C) 

n - = 0 

111 = Viro,-I . 
(9( Jo-4,, ) 

dc 

= .4' - .4, 

11 Q 
a(a„A+^) 

a partir do que se definem dois vínculos primários. 

ilo = n„ íe ü 

Ocj - riAo.^ ~ 0 

com os quais contrunnos a hamiltoniana total 

= j d.i {K ^ eo„} 

(3.82.ò) 

(3.S2.C) 

(3.S2.d) 

(3.83.0) 

(3.83.6) 

(3.84.0) 

— -(n + ip' — .4o + .4] )■ + -Ilf - np' - .4ÓIIi - -(.4o 

 —in-^)^ 
2(1+ A+.,] ■ ■ 

)+ 

(3.84.6) 
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A partir df (3.S2.a) ralcula-.s(.' a cx])ressào da rondiqàu (luiral no (’S})aço de fa^e. 

D_ç=——I (n-v-') = Ü . (3.85) 
x/2íl + ■ 

e comparando as hamiltonianas canônicas (3.50.b) e (3.84.b). vemos que 

K+[D-y )- . (3.86) 

Quando então exigimos a consistência dos vínculos ])rimários (3.83). o primeiro gera o 

mesmo vínculo secundário que no modelo escalar — a lei de Gauss, 

= —rij+n + ijí+.-l] — (1 — ci)Ao~ü , (3.8Q 

ao passo que ~ 0 gera. como secundário, o desejado vínculo quiral. 

=  -(n-/)- = (Z2_^-)'^p^Ü . (3.88) 2(1 -t- A^.^.) 

A consistência da lei da Gauss levará à mesma estrutura de vínculos do modelo escalar: 

teremos um sistema de 2a. classe, tal que a quantidade de vínculos depende do valor do 

parâmetro a; de qualquer modo, eles serão exatarnente os mesmos que na seção (II). Já o 

vínculo (3.88), devido à sua forma quadrática. riáo gera nenhum secundário. Entre todos 

os vínculos, somente 0 e 0] 0 são de la. classe: de fato. eles são os geradores da 

simetria de gauge (3.S1)’'. Mas podemos tornados de 2a. classe fazendo uma escolha de 

gauge. 

02 = A++-/+4-(.!')% ü . (3.89) 

e linearizando (3.88). 

O:i = n-0'%() . (3.90) 

.Assim, o conjunto completo de vínculos será 

ÍIo = Ho 0 . (3.91.a) 

íli = —nj + n + 0' + -4i — (1 — u).4„ ~ 0 . (3.91.Ò) 

C'o = % 0 . (3.91.C) 

02 = A+^. — _/++ ~ 0 , (3.91.d) 

03 = n — 0>'ss 0 , (3.91.e) 

d o cálculo de um gerador muito semelhante, para o modelo de Siegel de bosons quirais, através do 
algoritmo de Aadei-son-Bergmanu, se encoiara na rer.ílZj. 
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acrescidos dc 

ih = rii % ü (3.91./J 

(3.91.Í/) = .4,. -.4,^0 

quando a = 1. Em qualquer caso, o conjunto (3.91) é de 2a. classe, e portanto podemos 

construir os parênteses de Dirac correspondentes, e transformar os vínculos em identidades, 

completando os passos para a quantização cfinônica. 0 resultado final^'’é 

(a) para a l\ 

H clx ^n: 
(o 1) 1 

■2{a - 1) 
(2;-' + .4i - n;)- - -4i . (3.92) 

onde 

é a função sinal. 

ír'(-0-y'(y)] = ~ 

í-4i (.i- i. n, (y)] = -/('{.r - y] 

n„ = ü 

n A.y =ü 

-do - — -(2y' + -4i 
( 1 - (/ ) 

= f++ n = 

£(X) = 
+ 1 
-1 

■r > 0 

X < ü 

r 

(b) para a = 1; 

H = / (Ix (;- ' li 

[s5(-í').y'(y)] == -~£[X - y) 

iio — n 1 — 0 

,4o = .4, = -2^' 

n = p' 

nA++ = 9 Á++ = /+-). 

(3.93.ü) 

(3.93.Ò) 

(3.94.0) 

(3.94.6) 

(3.9Õ) 

(3.9G) 

(3.97.0) 

(3.97.6) 

(3.97.C) 

(3.97.d) 

Comparando estes resultados com (3.69) e (3.70), reconhecemos que a única mudança real 

foi gerada pelo vínculo quiral, 11 — ip' íí; 0, que permitiu eliminar a variável 11 em favor de 

Y e originou os comutadores não -canonicos t3.93.a)/(3.9G), chamados de comutadores 
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quirais’*. Isto iios faz j)cnsar (juí' a inau('ini mais direta de introduzir o vínculo quiral 

talvez fosse siinplesinenie adicioná-lo ao sistema dado pcn t3.C9) ou (3.70); mas, apesar 

disso funcionar para este modelo em particular, num caso geral a simples adição de vínculos 

externos ao conjunto de vínculos internos de uma teoria pode gerar contradições (como, 

por exemplo, transformar urn sitema de 2a. classe em um de la. clcisse). Acreditamos 

que a técnica dos multiplicadores evita esses problemas, na medida em que os vínculos 

externos são convertidos em vínculos internos secundários, como em (3.88). 

Alguns comentários adicionais: 

(i) Corno no modelo original de Siegel j)ara hosons quirais. a simetria de gaugc 

(3.81) é anômala. Para que possamos eliminar o multiplicador A++, devemos adicionar 

à lagrangeana (3.79) um termo de Wess-Zunnno: generalizando a proposta da ref.[43], 

tomamos 

£ - £ BQ £, 

£,,.2 — QA_).+ (9_Z)_y 

e o sistema adquire uma simetria quãntica no lugar de (3.81), 

(3.98.ü) 

(3.98.ò) 

ÒA,, = 0 . (3.99.Ü) 

ép = - —õ-€^ . (3.99.6) 

òA++ = -1- — X+^d-e+ . {3.99.c) 

A quantização canônica do modelo pode então ser feita como descrito nas refs. [44] e 

[47], Na ref. [4õj. o sistema (3.98) é quantizado via BRST. e sua equivalência ao modelo 

de Schwinger quiral é verificada por meio da contagem dos graus de liberdade das duas 

teorias. 

(ii) Podemos escrever a solução geral das ec^uações de movimento (3.39) do modelo 

escalar da seguinte maneira 

• a ^ 1: 

r" = (7 + 6 . (3.100.Ü) 

De fato. estes coniutadores são típicos eiii teoria.-^ cie tio-sons quirais — vide rcf.[40],[42],[44] — bem 
como os que seguem dele, 

[^(a:), fl(i/)] = - I/) [H(j), n(j/)] = ^<5'(a-- y) 
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A- ■- D-(7 — d- h (3.110.6) 

, (2 - c/) ^ 1 ^ , -4+ = cl+(7 ü+h 
(I a 

onde a e h são campos escala.ies (jue sa.t,isfazcm as equax^òes 

.,2 
□ + 

a - 1 
a = 0 □ 6 = 0 

• (/ = 1: 

z- = o 

.4_ = 0 

.4+ = -26)4.0 

onde o é um campo escalar sem massa. 

□ 0 = 0 

(3.110.C) 

(3.101) 

(3.102.Ü) 

(3.102.Ò) 

(3.102.C) 

(3.103) 

Em termos desses campos auxiliares, a condição de cjuiralidade. D-p = 0. significa 

impôrmos 

d-h = d-O = 0 . (3.104) 

Isto leva a relações de comutação quirais para It e ó. explicando assim a origem dos co- 

mutadores (3.93.a) e (3.96) da teoria escalar quiral. Pode-se tamtóm expressar os campos 

fermiônicos do modelo de Schwinger em termos destes campos auxiliares (vide ref. [39]), 

reestabelecendo o contato entre as duas teorias. 

(iii) A hamiltoniana (3.S4.b) e o vinculo (3.SS) apontam para o fato de que a escolha 

A4.4- = —1 é singular: neste caso. de acordo com (3.82.a), teremos para o momento do 

campo p. 

n = 
oc liQ 

0[doç\ 
(3.105) 

que constitui um vínculo primário. = 11 — p' ~ ü. que a teoria não tinha. Isto representa 

uma grande mudança estrutural (jue. ao contrário do que parece, tem suas vantagens: a 

(desejada) condição de quiralidade surge como um vínculo primário, e já na forma linea 

rizada ! Vamos explorar essa peculiaridade na seção seguinte. 

(III.B) Versão não-anômala 

A proposta é tomar o modelo (3.79) com A4.4. = —1, ou seja, 

o . ^ p p;<i/ , ! _;mm j n . 
— 2 / niA ”T (í/ ^ ]Af,U^Y -4 n - 

Sõ 

(3.106) 



Não há mais o Ccunpo A4-4.. a])eiias os camiKJs originais y v ,4,,. C) termo quebra 

a invariância de Lorentz manifesta da tecnia. u que iiào é um problema se as equações de 

movimento exibirem esta invariância. Em termos das ccoordenaxlas cartesianas 1° e a 

lagrarigeana (3.10G) se reescreve como 

C = - .4,) - - ^(.4„ - .4, 

As equações de movimento serão 

. (3.107) 

=-2{y--yV + A„ - Al)'=-2v/2(í)_^')'= 0 , (3.10S.a) 

1.4^ +J"-2(^í:(Z}_9) = ü . (3.10S.Ò) 

__ j M —■ oc 
Com a condição de contonio D-ç ' -—> 0. a eíjuação de movimento (3.108.a) implicará 

na quiralidade 

= Ü . (3.109) 

o que, quando substituído em (3.10S.b). levará às antigas equações (3.39.b) para os campos 

de gauge A^. Como a equação (3.109) é invciriante de Lorentz. concluimos que esta simetria 

é recuperada ‘‘on-shell". 

Prosseguimos fazendo a análise hamiltoniana; definidos os momentos e parênteses de 

Poisson. 

n = — = r"' {r'(-'')ri(í/)}^,^ = ò(.T - y) (3.110.a) 

ÕJO 
Ilo = —j- = 0 {AA-r). IIo(y)},,B === ò(r - y) (3.110.6) 

oAo 

O F* 
111 = = A'„ --4i {--iil.!-)-n,(y)}^^ =-ê'(r - y) (3-llO.c) 

d Al 

revelam-se dois vínculos primários. 

Q,, = n„s:0 . (3.111.0) 

Q = U-^-'^í) . (3.111.6) 

A hamiltoniana total do sistema é dada por 

H,= í dx{7íc + Uo^o + v^) - (3.112.0) 

H, = - 2^''(.4„ - .4,) + ^(.4, -4,) ã(-4o --4/ (3.112.6) 
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A consistrncia do vínculo (3.111.1/) dctciniina o inn!ti])licador r 

n = 2{ç' - A,,, + A| - r)' (3.113) 

enquanto a consií^lencia de (3.111.aj gera mn \'ínculu .secundáno. 

^ —Dl — (n — 1 ).4-f ((■/ — 1)iío ~ 0 (3.115) 

indicando que. mais uma vez. os casos « ^ 1 e o = 1 devem ser analisados em separado. 

()uando a = 1. (3.115) é sinqjlesinentr uma condição sobre 11^. Assim, o conjunto 

completo de vínculos é 

ílo = n„ Ü . (3.116.0) 

íli = — Ilj—n + y + .4] — (1 — ü).4q~Ü (3.116.5) 

Q = n - p'== 0 . (3.116.C) 

mas. se o = 1. surgem dois vínculos s('cundários adicionais. 

l>3 = n, (3.116.d) 

Q.( — -4o — -4] ~ 0 (3/116.e) 

Note que a estrutura de vínculos é essencialmente reproduzida, mas agora sem a neces- 

sidade de multiplicadores de Lagrange. Como naquele caso, o conjunto (3.116) é de 2a. 

classe: podemos calcular os parênteses de Dirac (ciue serão os mesmos do modelo anterior), 

transformar os vínculos em identidades, e. como resultado final, encontraremos exatamente 

o mesmo sistema hamiltonianao descrito em (3.92) e (3.97) ! A diferença é que, naquele 

caso, o sistema foi obtido após uma escolha d(‘ gauge para a simetria (anômala) (3.81), 

enquanto que aqui ele se revelou direta e lmi^•ocamente. 

E interessante notar que (3.107) representa o acoplamento com campos de gauge do 

modelo de bósons quirais de Floreannini-.Jackiwí'^-); de fato. tal modelo se reproduz no 

limite .4,, 0. Em seu trabalho original, eles propõem também uma versão não local da 

teoria, que consiste iDasicamente na substituição do campo y por um outro campo escalar 

\, relacionados por 

y>(j') ^ j ày c(:v - y)\{y) \ = . (3.117) 

Esta transformação de variáveis já inclui uma condição de contorno para y (.p(—cc) = 

— y(4-'0C')). Embora a lagrangeana (3.107) se torne não -local com a substituição (3.117). 

os comutadores cjuirais (3.93.a)/(3.96) ptissarão a ser locais. 

\{y)] = ià‘(.v - y) . (3.118) 

Concluimos esta seção observando (pie o modelo (3.107) foi recentemente reproduzido, 

aiialiüádu c estendido para o caso não-abeliano. num trabalho dc K.Harada^'*®!. 
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Capítulo 4 

GRAVITAÇÃO QUÁNTICA INDUZIDA 

EM DUAS DIMENSÕES 

Este modelo de gravitaçjio em duas dimensões corresi)üiide à teoria efetiva que surge 

a partir de qualquer teoria de campos conforme acoplada ao campo gravitacional bidi- 

mensional quando integramos sobre as flutuai;òes no vácuo dos campos de matéria. Por 

exemplo, se tomarmos o modelo de corda bosônica de Polyakovt^®!, 

= j â-x ^çrd,X'd,X. . (4.1) 

onde , i — 1 d) representam d ‘campos de matéria' (são as coordenadas da 

corda no espaço-tempo de imersão ). e g'“' é a métrica ''a folha-mundo bidimensional 

descrita pela corda, obtemosl‘^''*i’í^‘^l 

ç>r[g] ^ j _ (4.2.a) 

m =-^ f RzR ■ (4 2.6j 

onde Co = d é a carga central para os d campos bosônicos A’’. Outro modelo conforme no 

lugar de (4.1) levaria à mesma ação efetiva (4.2.b), apenas com um Cq diferente (a carga 

centrai dos seus campos de matéria). Xote i)orém que. enquanto (4.1) exibe a chamada 

simetria de Weyl {çqj —> ). a ação efetiva (4.2.b) não possui tal invariância: 

trata-se da anomalia conforme ou de Weyl. 

0 grande desenvolvimento matemático das teorias de campos — neste caso, das teorias 

conformes — em duas dimensões vai mais uma vez fornecer os subsídios necessários para 

quantizarmos esta teoria anômala. 
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(I) Análise Clássica da Ação Efetiva 

(I.A) Equações de Movimento e Simetrias 

Após a integração sobre os campos de matéria conformemente acoplados ao campo 

métrico g^'', resta, para este, a seguinte ação efetiva 

(4.3.a) 

(4.3.6) 

onde; g = dtt{gf^i,)\ R é & cur\’atura escalar: f.i é uma constante cosmológica; □ é o d’Alam- 

bertiano escalar construído com a métrica g^“'\ k. que é proporcional à carga central da 

matéria (reveja (4.2.b) j. desempenha em (4.3.b) o papel de uma constante de acoplamento. 

Estamos desprezando o termo clássico de Einsteiii, porque em duas dimensões tal 

termo é puramente topológico e nào contribui para a dinâmica (vide Apêndice A). 

As equações de movimento que seguem de (4.3.b) são 

= 0 (4.4.a) 

9 iXi) 

~ - ^ [^ + - -R)] 

V, Qi?) V, 

(4.4.6) 

(4.4.C) 

9 - tr{9^^) = g‘“'9f^„ V, ^r] V" í -i? 1 - 2ií (4.4.d) 

A ação (4.3) é manifestamente invariante por transformações gerais de coordenadas. Exa- 

minemos então seu comportamento sob transformações de Weyl, 

A(.v)í/ 
iny (4.5) 

onde A(r) é um parâmetro infimtesimal local. Segundo o critério (1.16), se (4.5) fõsse uma 

simetria, então e.xistiria uma corrente que satisfaria a identidade 

ou seja. 

\T l‘ — ^ '■>' (4.6) 
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übtciido-s(' o trac;o de T,,,/ a partir de (4.4.1)). 

T>: = H{2R-fi) . (4.7) 

fica claro que (4.6) não poderá ser satisfeita para qualquer A(x). Isto implica que não há 

invariância de Weyl local, como havíamos antecipado. A equação (4.7) é a realização da 

famosa ‘anomalia do traço’ das teorias conformes. Entretanto, é importante perceber que, 

por causa da forma peculiar da curvatura i? em duas dimensões (reproduzida no Apêndice 

A), existem funções X{g\x) que de fato satisfazem 

J d-r(2i?-//)A = I , (4.8) 

para certos x): por exemplo. A = constante. Tratam-se de simetrias residuais rígidas 

que. como veremos, desempenham um i)ai)el crucial na compreensão das propriedades da 

teoria. 

A presença do operador não-local Z“' em (4.3) parece impedir que façamos a análise 

hamiltoniana do sitema e de suas simetrias. Para contornar este obstáculo, é possível usar 

a técnica dos campos auxiliares vinculados, introduzida na seção (III.B) do capítulo 1. 

Primeiro, reconhecemos a seguinte identidade. 

1 Q _ 
= ^R-R 

Logo, nossa proposta é trabalhar com o sistema composto pela ação 

S- / dh-C{ç.g^'') 

(4.9) 

(4.10.a) 

(4.10.Ò) 

= 8k (4.10.C) 

e pelo vínculo externo 

= V + íí; 0 . (4.10.d) 

Este último define o campo auxilar y em termo.s dos campos originais O fato de 

(4.10.d) ser não-local não interfere na análise de simetrias, pois como vínculo, ele poderia 

ser substituído por algum outro equivalente, como 

(4.10.e) 
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já que o operador □ é iiivcrsível. O imporlaiito v que a nova lagrangeaua. (4.10.b), é locai, 

bem como suas equagõcs de movimento, dadas poi 

iv’--v'^(Dr + = 0 , (4.11.Ü) 

Lgt‘i' = \/—g Tfi„ =0 , (4.11.6) 

í,. - 9,. - Y -f . (4.12.Ü) 

. (4.12.6) 

= + . (4.12.C) 

Note que a equação do campos y corresponde ao próprio vínculo, e que as equações para a 

métrica, (4.11.b), coincidem com as equações originais (4.4.a), sobre a superfície vincular. 

(ív')ln=o = 0 « . (4.13.U) 

(r^.)ln=o = r,. « ■ (4.13.6) 

Portanto as lagrangeanas (4.3) e (4.10) são classicamente equi\-alentes. 

Seguindo a técnica dos campos auxiliares, para o estudo de simetrias só nos interes- 

sarão as transformações que preservarem o vínculo (4.10.d). Isto significa que a trans- 

formação no campo ip deve ser deduzida a partir da transformação da métrica g^‘', através 

da relação (4.10.d). Destacam-se as 

(a) Transformação Geral de Coordenadas: 

Uma, vez que De R são escalares por transfoimações gerais de coordenéidas, concluímos 

que V? = —também é um escalar. E como a lagrangeana (4.10.b) e o vínculo (4.10.d) 

são manifestamente covariantes. podemos nos assegurar de que o sistema é invmiante por 

transformações gerais de coordenadas, cjue, na sua forma infinitesimal, são dadas pelas 

seguintes variações de forma 

= • (4.14.0) 

= e^dag^“' - - g^‘'doe^‘ . (4.14.6) 

onde e(x) é um infimtésimo qualquer. 
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(b) TVanfformação dc Wcyl 

Considerando uma transfonmu^ào intinitesimal na métrica do tipo òg^“' = 

obtemos^ ^ 

, (4.15) 

o que implica 

í^-éy> + I,.., é,y'“^ = -^yr^AGÍl - y v/^ (^// + A 

^ k\/^['2R - ^i)A , (4.1G) 

reproduzindo assim a condição restritiva (4.8) sobre o parâmetro A(x), quer dizer, a trans- 

formação 

ò>y = , (4.17.a) 

òg>“' = \g>‘^ . (4.17.Ò) 

só será uma simetria se o parâmetro A satisfizer a equação 

{2R- ^)!\ = VuC (4.17.C) 

para algum vetor 

(c) Transformação Harmônica 

Já que a relação = —^n~^R define o campos a menos de funções harmônicas, 

isto é, podemos fazer a mudança 

□ ò = 0 (4.1S) 

podemos dizer então que a transformação infinitesimal 

òip € . (4.19.0) 

ég^‘' = 0 , (4.19.6) 

com Dc- = Ü . (4.19.C) 

é também uma simetria. Certamente esta invariância nada significa para os campos rele- 

vantes, g^^, ela apenas indica que o ‘modo zero' do campo auxiliar é arbitrário. 

Numa dimensào D qualquer, encoiuramos 

-|é(D-'/?)= ^(D- 1).\- 
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o 

Colecionamos enfim o conjunto de transfonnaqòes , 

<5/*' = e‘‘aaí7'“' - + Kg^'' 

que, com as restrições 

□ £ = 0 

(2i?-^)A = - 

constituem simetrias do sistema lagrangeana + vínculo 

í = \T^9 (-^S^ü'r’ - + 
Q 

8 

íi = 9 + -U~'R^ Ü 

m 

(4.20.0) 

(4.20.b) 

(4.21.0) 

(4.21.ò) 

(4.22.0) 

(4.22.ò) 

(I.B) No Gauge do Cone-de-Luz 

Os parâmetros e^{x), ji = 0,1. das transfonnações gerais de coordenadas não sofreram 

restrição alguma. Temos portanto simetrias locais (de gauge) suficientes para eliminarmos 

dois graus de liberdade de gauge, isto é, fixar duas das três componentes independentes 

da métrica g^‘'. Uma escolha interessante é o chamado gauge do cone-de-luz 

9^ll^ 
g++ 9+- 

9-+ 9— 

-2fi++ 1 
1 0 

para o qual valem 

ds^ = 9fii> dx^d.v‘' = 2dx^dx- ■2h+^{dx+í- 

g = det(g,,^) = -1 

++ 

9~~ 

T4 = d^h + + 

= 1 

0 1 

1 2^++ 

r+_ = 

= -5^-h++ - 2h++d-h++ 

r + = r± = r_-_ = o 

R -2aifi++ 

(4.23) 

(4.24.0) 

(4.24.6) 

(4.24.C) 
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□ V = 2d.{0+ -r h+^D-)y 

Em especiaJ, o sistema Jagrangeana n- vínculo se reduz a 

(4.24./) 

S— dx'^ dx C{ip,h++) (4.25.a) 

C = d+ifd-g + — ad-h+j^d^(f 

= 2d-{õ+g + h++d-g — —õ-hj).+ ) ^ 0 

(4.25.6) 

(4.25.C) 

após algumas integrações por partes. Examinemos a dinâmica e as simetrias deste sistema. 

Como os campos e foram fixados, suas eciuaçòes de movimento (dadas em (4.11)) 

têm que ser examinadas em separado, como ‘vínculos’ adicionais, o que faremos no final 

desta análise. Além disso, a constante k (e, conseqüentemente. q ) sofre uma correção , 

. c = 2G- d 
QG/t 9G/1 

devido à contribuição dos fantasmas que acompanham a fixação de gauge. 

Extraímos as equações de movimento de (4.25), 

= -2d-(d+<g + - ^5_6++) = -Çl = 0 

=2T__ =(cl_^')'' + oai^^ = 0 

Através da identidade 

Q a 
[d+ + + 25-/Í+-I-)i/,^^ — (+ <9_-p)í2 — —(9_6.f-)- 

por um lado reproduzimos a importante relação 

a" 
V+T__ = (Ô+ + 6++C)- + 2c)_/i++)r__ = —51/7++ = -ad-R 

4 

(4.2G) 

(4.27.a) 

(4.27.6) 

(4.2S) 

(4.29) 

que, segundo a interpretação da ref. [50]. é a manifestação da anomalia do traço no gauge 

do cone-de-luz; e por outro lado. usando as equações de movimento. (4.28) implica em 

51/; + + =0 . (4.30) 

ou seja, as equações (quânticas) do campo gravitacional /i++ recuperam a lei de conser\’ação 

V+r__ = 0. Este resultado é análogo ao cancelamento da anomalia (3.36) do capítulo 

anterior, onde também fazíamos uso de equações de movimento da ação efetiva. 
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As simetrias, do sistema (4.25) podem sci ohlidcis como simetrias residuais do conjunto 

(4.20): temos que garantir primeiro que as componentes e , fixadas neste gauge, 

fiquem invariantes, 

• = 0 , (4.31.a) 

• òg^~ =-{d-e~+d+(^+\) = 0 . (4.31.6) 

A primeira destas esquaqòes constitui urna restriqão sobre o parâmetro (que representava 

uma ticuisformaçãü de coordenadas .í '*' —*■ — e”*"). A segunda, vincula o parâmetro da 

transformação de We\d aos outros parâmetros e'*' e e~, 

+ Õ-e-) =-Õ^€>‘ . (4.32) 

Já tínhamos as restrições (4.21). que agora implicam em 

• Dc = 2d-iõ+ + h++d-)£ = 0 , (4.33.a) 

• (2i2 — /i)A = (4ô^/í-|-.j- + + 5_e ) = 

d—{fi€ + 4ô_(5-f.+ ô_e ) — )+ 

-\-Ah , 

que é satisfeita se 

dl(-=^tí . (4.33.6) 

Restam assim dois parâmetros independentes, e'*" e 6~, sujeitos as condições (4.31.a) e 

(4.33.b), respectivamente. Tratam-se portanto de duas simetrias rígidas: as simetrias 

locais foram usadas para fixar o gauge no cone-de-luz. Após algumas manipulcições — que 

incluem uma escolha conveniente do parâmetro £ — chegamos às duas simetrias residuais 

relevantes, 

S<p = e“5_ip — ^d-e~ , (4.34.0) 

=—d+e~e~0-h+j^ — h++õ-e~ , (4.34.6) 

com = 0 , (4.34.C) 

e 

Sip = —-f —e'^d-h^^ , (4.35.o) 

com = 0 
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E intciessantc notar que estas transfoniiac,-ões íoitiin obtidas também em teorias de bósons 

quirais. Isto ocorre porque a lagraugeana (4.2ü.b) tem a mesma forma que o modelo de 

Imbimbo-Schwimmert'*^! para bosons quirais. apenas com outro valor para q. 

Os geradores destcis transformações de simetria são obtidos segundo a técnica descrita 

no capítulo 1: 

(a) Para a transformação (4.34), temos 

J- =-f 
a' 

2/i++r__ - —dih - d-( 
r 

d.h ++ - e ^ L 
 /?4- + 9 

(4.36.a) 

(4.36.6) 

(4.36.C) 

de modo que o gerador será G',- = / dx J° . J° = -r J ). É conveniente agora 

usarmos o fato de que d^_e~ = ü para expandirmos o parâmetro da seguinte maneira 

e =-- [C+{x'^) + X Ço{x'^) + {x 

pois neste caso o gerador poderá ser escrito como 

= c+{x+)j+ + ux^)r + ç-{x^)J~ - Car 

onde 

J- 

(4.37) 

(4.38) 

(4.39.0) 

(4.39.6) 

(4.39.C) 

Como os parâmetros Caí-t'"^) são independentes, concluimos que cada uma das ‘correntes’ 

acima é. individualmente, um gerador de simetria. 

72 
(i + 6++)f__-— 

472 

Q' ^ 7 + 

(b) Quanto à traiisfoiTaa(;ào (4.35.aj. encontramos 

7 =2e+6.++r__ 

= e+ 
Q Q‘ 

2(/i++) T-- ——6++c>_6+-|- + —(ô_/i++) 4- c++( 

(4.40.0) 

(4.40.6) 

(4.40.C) 
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o funcional fica indeterminado; sua única restrição é d-c+^ = 0. O gerador da 

transformação é dado por G',+ = j com j'" = + J~que pode ser escrito em 

termos das correntes (4.39) como 

i“ = e(.r+)(^-V^T,+ ic++(a-+Ú 

r, = -!-[7+j--(.n^] 
ík 

(4.41.a) 

(4.41./)) 

De posse dos geradores, é interessante calcularmos a sua álgebra, o que exige a for- 

mulação hamiltoniana da teoria. A partir de (4.2õ.b). calculamos os momentos 

n = — = (1 + /)++)(>p — y') - 'y' ~ -^C^++ ~ ^'++) 

ri/i ■ —^—  ( - _ ,o') > r r / 

(4.42.c) 

(4.42./)) 

que satisfazem 

{^(x),H{y)}p^ = ò{.r - ij) . (4.43.0) 

{hY+{x)Mh^_^{ij)}pg = 6(x - y) . (4.43./)) 

Não há vínculos — não há mais simetrias de gauge — e a hamiltoniana é dada por 

H = dx \ n^' + Ui,. , /)' 
Q 

1 
(n — ^') -I (1 + hYJr)'^hY + n, ++ . (4.44) 

0 vínculo externo (4.25.c) se expressa, no espaço de fase. como 

Q. = \/2d-{U -)- ^') ~ 0 

e, o que nos interessa especialmente, os geradores (4.39) são dados por 

1 
—:^(i + hYY)u\ —(II - -.p')n 

a- o Í++ 

J° = — 
0 

J- 

!1 + + — (11 — y') +X J'^ 

:/)y+ + 2.r-J" -(.)•-)-V + 

(4.45) 

+f 

(4.46.0) 

(4.46./)) 

(4.46.c) 
2v/2' 

Podemos agora calcular sua álgebra de Poisson, usando os parênteses fundamentais (4.43). 

Depois de algumas páginas de esforço, encontramos 

{J‘{Z), J‘(y)U = -y} + - y) 
-abc^ 

(4.47) 

98 



onde 

rjai, = (^l ‘ )«6 

(4.48.0) 

(4.48.6) 

é o chamado iensor métrico de Killing: é o teiisor coinpletamentc anti-simétrico, com 

a convenção 
- —o-r   (4.49) 

e K = q^/8, como sempre. Reconhecemos então e como a métrica de Killing e os 

coeficientes de estrutura do grupo SL(2.R). Temos portanto, em (4.47), uma reaiizcLção via 

parênteses de Poisson da álgebra de Kac-Moody SL(2.R) de nível k. 0 interessante é que 

enquanto no trabalho original de Polyakov!^*^! esta álgebra foi encontrada a nível quântico 

e fazendo-se uso das equações de movimento de 6+_)., aqui eia foi obtida como a álgebra 

dos geradores de uma simetria residual clássica “ofí-shell" ! 

Quanto ao gerador (4.41), o resultado (4.4S.b) nos permite escrever 

r, = , (4.50) 
2k 

que reconhecemos como o tensor de SugaAvara relativo às correntes J“ da álgebra SL(2,R). 

Usando (4.47). calculamos facilmente o restante da álgebra de Virasoro-Kac-Moody, 

{T3(.r).J"(y)},,, = r(x)S'ix-y) , (4.51) 

{Ts(x},TAy)}ps =- y) - T^(x)S(x - y) . (4.52) 

Completamos esta seção com as seguintes observações : 

(i) Podemos nos questionar a respeito das transformações de coordenadas residuais, 

xf‘ —i — e^(x ), que mantenham o gauge do cone-de-luz e ainda sejam simetrias de (4.25). 

Isto implica em ignorar as transformações de ^^'eyl (fazendo A(.r) = 0) e considerar somente 

as transformações parametrizadas por f"*" e c~. Se retornarmos às expressões (4.31), estes 

parâmetros terão que satisfazer 

= ü =» e'*' = ^e(,r''') , (4.53.a) 

d-e~ =-d+e'^ => =-^ [u>(-i’"*’) + a:~c)+t;(r'^)] . (4.53.6) 
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Note que e“ satisfaz dte~ = Ü. Assim. cVS transfonuaçòes parametrizadas segundo (4.53) 

são combinações pai^ticulaics das simetrias (4.34) e (4.35), e podemos usar os resultados 

(4.38) e (4.41) para construir seus geradores imediatamente; 

il, = w{x^)J'^ (4.54) 

Jv { T++ - ^c+.^(.r‘^) 

-i-4 
\/2 

= -^\T, + {.n'] 

(4.55.a) 

(4.55) 

0 resultado (4.54) não constitui nenhuma novidade, apenas fornece a interpretação de 

como o gerador das transformações de coordenadcis r~ —> + ^w{x'^). Já o gerador 

tem uma relação importante com a componente do tensor (4.12.a). Para 

entendê-la, é preciso recuperar as equações de movimento das componentes e g'^~, o 

que faremos a seguir. 

(ii) Se usarmos a equação de movimento (4.30) de sobre as correntes J“ definidas 

em (4.39), concluiremos que estas últimas são os coeficientes da expansão do campo 

na coordenada r~. 

2s/2 

a" 
[j-{x+)-2x-J°{x+) + {x-fj^{x+)] (4.56) 

Ressaltamos o fato de que esta dependência = ./“(r"*") é obtida “on-shell”. 

Se tomarmos a equação de movimento da componente g^~ — dada por (4.12.a) — 

no gauge do cone-de-luz. teremos 

Tli-_ — — —Q — —(p -i- ■idz.h^j^) — 0 

_ 4\/2 ^ _ p dih 

(4.57) 

(4.58) 

A equação acima é obviamente compatível com (4.30). mas ela dá a informação adicional 

de que a corrente (que é proporcional à curvaturta escalar R) é uma constante “on- 

sheir'1^-'. 

Já a equação de movimento de é dada por 

^+-1- = (h++)^T— -f 2Kh+^(fi + 4dl.hj^+) + «5-1-5'+)+ 

—K [(c)_/i-i-+)^ — 2h^^dz.h^^ — 254-5-h-f.-)-] , (4.59) 
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onclf 

+ h + + 0.^'- . (4.60) 

Usaiido (4.56) e (4.5S), podemos escrever 

— K [(5_/í++)^ — 2/í+4.c)i/i + + — 2d+d-h+j^] = 

= [./+J- - {r f + v/25+J°] = -v/2r+^ . (4.61) 

relacionando assim o gerador de (4.55) com a componente T+j.. Como foi demonstrado 

na ref. [52], reconhecemos também que 74.4. corresponde à parcela de traço nulo (obtida 

qucuido fj. = —4ÔÍ/Í4-4- = 2R) da componente r4-4-, se escolhermos de forma tal que 

+ 054.^4 = 0 . (4.62) 

(iii) Os resultados (4.59) e (4.61) sugerem que tomemos 

C4.4. = (j\ + adj^-íj-i- (4.63) 

para o gerador (4.55.a). Como no espaço de fase estas quantidades se escrevem como 

Jõ 
= —(II + 4') . (4.64.0) 

C4.4. = ^(E + +-(n + 9')' . (4.64.Ò) 

resultam as expressivas relações algébricas seguintes 

{e4 + (r).J“(y)}^^ =0 . (4.65.o) 

2 
{c4-+(r),C4.4(y)]^^ = 4c4.4.(.r )é'(.r - ij) + 2c\_^{x)ò{x - y) - - y) (4.65.6) 

O termo de Sclnvinger em (4.65.b) implicará numa extensão central na álgebra do gerador 

(4.55.a). Há uma esclarecedora discussão e interpretação desse termo central na ref. [52]. 

(iv) Se no modelo conforme do qtial partimo.s a simetria conforme se baseava na 

álgebra de Virasoro. esta acabou sendo substituída, a nível quântico (isto é, a m'vel da 

ação efetiva gravitacional) por uma álgebra bem maior, a álgebra de Kac-Moody-Virasoro 

SL(2,R). Este fato peculiar, em especial seu significado geométrico, tem merecido intensa 

investigação : nas refs. [53] e [54], por exemplo, a invariância SL(2,R) é interpretada em 

termos de órbitas co-adjuntas do grupo de Virasoro. 
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(II) Quantização da Ação Gravitacional Induzida 

Como vimos, a anomalia de Weyl verificada através da ação efetiva (4.3.b) implicou 

numa diminuição do número de simetrias locais, de modo c^ue uma das componentes do 

campo gravitacional — no gauge do cone-de-luz — deixou de representar um simples 

grau de liberdade de gauge para assumir um papel dinâmico não triviaJ. Podemos então 

prosseguir em cireçáo à quantização completa do sistema, quer dizer, quantizax o ceimpo 

/í4- + , que chamaremos de gráviton. 

(II.A) Funções de Correlação 

Consideremos a seguinte transformação local de forma do campo 

— —d+^ ■+■ e ? (4.G6) 

onde e~(r) é um infinitésimo qualquer. Não se trata necessariamente de uma simetria como 

em (4.34), pois não estamos impondo a restrição Õí.€~ = 0. De fato, quando calculamos a 

variação da ação (4.25) induzida pela transformação (4.46), encontramos 

6S = j d^x + (termos de superfície) = 

= J d^x 2T__V4.f + (termos de superfície) = 

== J + (termos de superfície) 

o que, de acordo com (4.29) e desprezando os termos de superfície, implica em 

/ ■7 
d-r ^€-d'lh++ . (4.67) 

Podemos então tomar as identidades de Ward (2.57) para esta transformação : neste caso. 

o termo que continha A é nulo (pois a anomalia já está incluída na ação efetiva), e com a 

escolha e“(r) = e6{z — x). e constante, resultam as relações 

iQ~ 

1=1 

+E 

d 

dz~ 
ò(r — .1',) + ò(c — r,) (A) 

onde 

A = d-|-+(ri )h++{x2 ) • • • h++{xn) 

(4.68) 

(4.69.0) 
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A.J-, — + 1 ) ■ ■ ■) ■ • • (/í + + (x„ ) , (4.69.?^) 

Usando então a seguinte representação da função delta de Dirac bidimensionall^°í 

^ ^ 47t dz-^ \ z+ J 

as relações (4.68) poderão ser integradas; usando = S^;. resulta 

(4.70) 

16<' ^'(/í++( r ]// + 4.( .r 1 ) • • ■ „ )) 

/ _+ _ + >,2 + + ) ■ ■ ■ ) ■ • • /í4.+(.r„ )) + 
í=j ^~ ‘ ’ 

{h++(Xi )■■■ h + +{Xr,)) E'’ 
1=1 

(~ Ü + i: d 

(C+-.T+)' (r+ -.r+) ar~y 

Esta fóinula define recursi\'ainente todas as funções de correlação de qualquer número de 

^++ Em particular, a função de dois pontos, oljtida fazendo-se ?í = 1. fornece a fórmula 

de expansão a curtíis distâncias do produto dc operadoresí^^í 

■16TTKh++{x)h+^{y) = - y 

.r+ - y+ 
- y 

,T+ - y+ 
, d _ 

+ —^> h++{y) 
;a:+ - y+) dy 

Se decompusermos da maneira sugerida por (4.39.c), 

h++{x) = j~(x) - 2,r“j"(.r) + {x~fj'^(x) 

(4.72) 

(4.73) 

a expansão (4.72) implicará na seguinte fórmula de e.xpansáo para os operadores j 

,ali -íi6c 

j"Mr(v) = -sjtk 
Vcd 

(■r /-t- V-' (Ú-+ - y+ 
(4.74) 

onde e estão definidos eni (4.48) c (4.49). Trata-se da manifetação quántica da 

álgebra de correntes SL(2,R) que havíamos encontrado em (4.47). Na verdade, foi neste 

nível quãntico. de funções de correlação , que a álgebra foi originalmente detectada(^°l. 

Entretanto, se na álgebra clássica (4.47) a constante k era dada por (4.26), os efeitos de 

renormalização que acompanliam a quantizaçào de podem alterar seu valor; isto será 

verificado na próxima seção . 

(II.B) Acoplamento com Campos de Matéria 

Tomemos como exemplo o modelo da corda bosònica (4.1); a lagrangeana clássica é 

dada por 
1 

c, = -V=ss-'d„x-d.x. !,■■■,d (4.75) 
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que origina as equações de nioviinciuo 

Lx, = = 0 . (4.75.a) 

Lgt“' = \/~9 ~ 0 ' (4.75.6) 

(^-y^d^X'd^X^ . (4.76) 

0 modelo é cktssicamente iiivariaiite por difeomoidisinos e transfoiinaçòes de Weyl. Mas, 

como sabemos, uma dessas simetrias é anômala, de modo t[ue vamos fixar apenas duas das 

componentes de g^''\ escolhemos 

\9~^ 9~~ ) J 
(4.77) 

onde somente é uma campo; /__ e f+- são funções fixas. A fixação destas duas 

componentes requer a introdução de dois pares de campos fantasmas. (77++,e_) e (Ç,£+), 

de modo que à lagrangeana deve ser adicionado o termo 

Cf = , (4-78) 

e o tensor ganha novas parcelas. No caso que nos interessa, isto é. /— = 0 e — 1, 

encontramos 

T++ = -d+X'd+Xj + [5-|-A'cl_Ai + /(+-).(5_A’’)'^] + + C^+-+ (4.79) 

T+_ = -i/.++(3_.r)- = -;.++r— . (4.80) 

Como as componentes g'^'^ e g~^~ foram fixadas, as equações = 0 e 7+_ = 0 devem ser 

impostas como condições adicionais. Entretanto, como vimos na seção (I.B), a dinâmica 

efetiva do campo do gráviton /t++ gera contribuições não triviais às componentes T++ e 

2V._ (reveja (4.57) e (4.59)). Por isso. as condições que realmente devem ser impostas para 

a teoria completamente quantizada são 

^{loial) _ rrrirnatêriíi] , ry~{ f(ni lii .^ma s] j^l^griimion) _ „ , . ^ 
+ ± ' -^+± ^ 

Lembrando que T =0 corresponde à equação de movimento de 6++, a condição 
j,^otal) _ Q em 
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como havíamos antecipado em (4.5S). Já n condic;ã(i = q fornecerá o valor renor- 

malizado da constante para que tal condiqao s('ja quanticamcnte consistente, é necessário 

que a carga central associada seja nula, (|tu'r dizer. 

^{ioial) _ ^(nia(éria) /rui/«aiiuu) ^^(çr-atuíon)   q 

Os dois primeiros termos são conhecidos da literatura. 

(4.83) 

c(X') = c, = cí . (4.84) 

c(7?++.5_) =-26 , (4.84.ò) 

c(C.f+) = -2 . (4.84.C) 

Temos então que calcular a carga central da parcela gravitacional; para isso. retornamos 

a (4.59) e percebemos que a contribui^-ão relevante vem do termo — \/2r+4., onde está 

definido por (4.5õ.b). Tomamos, por isso. 

j.(grav,ion) ^ j/- + ( joy (4 g5) 

2 s' 

Esta é sua forma clássica: quando o quaiitizainos. introduzindo o ordenamento normal de 

operadores, encontramos^^*^! 

rpiçráviion)   
(4.86) 

cuja carga central (calculada, por exemplo, através da expansão a curtas distâncias do 
j i rí^(gravHon) produto Â j I (r)f’;7''"‘’"*(i/))édadaporI^<^l 

c{h++) 
3k 

k + 2 
- Gk k = IOttk. (4.87) 

Na fórmula acima, k já é a constante renormalizada. de valor, até este ponto, desconhecido. 

Mas impondo-se justamente (4.83). 

d - 28 + 
3k 

k + 2 
- Gk = 0 ^ 

k + 2 = 
d - 13 + l)(d-~^ k 

K - (4.88) 
12 lÔTT 

encontraremos o seu valor corrigido: como se vê. k sofre uma renormalização finita, definida 

para d < 1 ou d > 25. 0 sinal positivo para a raiz em (4.88) foi escolhido para que 

recuperemos o valor semi-clássico de k (dado em (4.26)) no limite d —^ oo. 
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Esta renormalização se reflete sobr(' os ])cirâmetros Ccuacterísticos cios campos con- 

formes que interagem com a gravitarão : enquanto o campo /14.+ se transforma como 

(4.66), um campo primário 0 se transfonnará tipicamente como 

60 — ( d-0 ~ jàd-(' (4.89) 

onde j é o peso^^ do campo <p. Pociemos então caicuiar mais identidades de Waxd envoi- 

vendo os campos h-u-). e em particular, a func;ãü de dois pontos. 

-167T/í/í++(x)<;í>(y) = 2j 
,r+ - y+ (,r+ - y+) dy r <p(y) 

que, em termos a expansão (4.73), impiica em 

y"(.r)p(y) = ■oiy) 

(4.90) 

(4.9i: 

onde os operadores 

/+ = 
d 

dy- 
,0-9 

d 
i ={y 

9y 

constituem uma reaiização da álgebra SL(2.R) finita. 

(4.92) 

(4.93) 

Como demosntrado nas refs. [õO] e [56], a dimensão de escaia^^ A = — j do campo 0 é 

renormaiizada peia interarão graviracionai, de tai modo que sua reiação com a dimensão 

da teoria iivre é dada por 

A* + 2 
(4.94) 

onde k é calcuiado atrvés de (4.SS.ii)- Perceba que A = 1 é um ponto fixo da teoria. 

Conciuimos esta seção com um comentário sobre a escoiha do gauge do cone-de-iuz. 

Este gauge foi originaimente proposto por Polyakovl^^l porque não sofria dos probiemas 

de reguiaxização que o gauge conforme — que se supmrha o mais simpies — na reaiidade 

apresenta. Entretanto, os parâmetros renormaiizados da teoria, como k e A, devem ser 

independentes da escolha de gauge. De fato, trabalhos posteriores^^’^J-t^®l ao de Polyakov 

É um paraêmtro que caracteriza o comportamento cio campo conforme sob difeomorfismos. 
É um parâmetro relacionado ao comportamento de 0 sob transformaqòes de escala. 
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reprocluziicUii os resultados p;ua os ex])ociites críticos (4.SS) e (4.94) no gauge conforme. 

Mais receiitemente ainda, todos estes ^•alores foram obtidos fazendo-se a quantização BRST 

do modelol®®'t®®l; a relação (4.SS), por exemplo, é resultado da nilpotência da carga BRST. 

(III) Extensão Supersimétrica: Supergravidade Quântica 

Induzida 

Vamos agora generalizar a construção anterior para a supergravidade , com um par 

graviton/gravitino dado no gauge do cone-de-luz por 

/ 

0 1 
= 1 2h 

'í^_ = 0 T+ = (4.95) 

Novamente nos basearemos no estudo da anomalia conforme e no cancelamento da 

anomalia de difeomorfismos (que deve se anular por consistência), o que ficará claro na 

derivação das identidades de Ward. 

Supomos que a teoria contém duas simetrias principais. A primeira é uma simetria de 

gauge, reminiscente das transformações de coordenadas, que sobrevive à fixação do gauge 

(4.95), dada por 

é'í' + 

6h -i-i- = — 5-f- € e õ— h +-(- i++d-€ 

(4.96.a) 

(4.96.6) 

onde e é o parâmetro de transformação (difeomorfismo). A segunda é uma supersimetria 

local, que depois da fixação do gauge (4.S6) se escreve como 

ê'I'+ = -<9+£ + ~zO-li + + - /í++5_c (4.97.a) 

òh++ = 

(-=0) 

(4.97.6) 

com ")_£ = 0 

Tomamos como ação para os campos de matéria o seguinte funcional 

s= íd^xU+xd-x + tx7-a+,\ + 2X'í’+a-Y + ;.++((a_.Y)" + tx7_s-x)| . (4.9S) 
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com as transfoiiiia(;òcs (4.9G) e (4.97) s('iido suplemcutadas por 

6X = rd-X (4.96.C) 

ò\ = f~a_x + ^a_e-x (4.96.d) 

<5A' = êx (4.97.C) 

(^\ = -W_0',+€ {4.97.d) 

A ação (4.9S) pode ser obtida truncando-se a supergravidade com um multipieto de 

matériat^^í. 

Ha uma anomalia bem conhecida na teoria quântica de supergravidade em duas di- 

mensões, que generaliza a anomalia conforme, que é dada pela expressão^^^^: 

èS = j d\v e dih++ + ^ j d\ cq+<9i'í'+ . (4.98) 

Note que a condição para eliminar a anomalia tem uma solução 

= j( + )(x+)-2J<“»(.í'+).r- + J(a-+)(.r-)2 (4.99) 

= r-i/2(,-+)-f c-'/-(a-+)x- . (4.100) 

que são precisamente as soluçcães das equações quânticas de movimento para o par grávi- 

ton/gravitino. Voltaremos a este ponto em bieve. 

A anomalia pode ser usada para se deduzir a expansão a curtas distâncias dos campos. 

Começando pela função de correlação 

{h++{Xi )h++{x2 ) • • • h++( x„ )d’+( i/l )---ip+{ym )) 

= j Vh++ I Pi/>+/i++(xi)/2++(a-,)---/i++(i’„)i/v(í/i)---V-f(y,n)e-'‘''''<"’'^^ (4.101) 

fazemos variações do campo /i+-t- e V-f. segundo (4.9C) e (4.97); como consequência, temos 

a variação da ação dada pela equação (4.9S). Resultam então as seguintes identidades 

ic d 

24nõ. í=l 

(4.102) 
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onde X_ = /i++(X] )/)++(./ '2) • ■ ■ /'++(j'n )í-’+(,Vi ) ■ • ■ '•’+(</«!)' Xí,-. d coni o Ccunpo corres- 

pondente a Xt sendo excluíd(;. e 

<92 

67t dz' 
•{7-I-V'+(~)2C} = ~2i^b{z - T,) (7+?/-+(.T,)Xi,) + ? ^(-l)-'Ô+ó(2 - 

J=3 1=1 

ni l' ^ d d 1 

(4.103) 

Usando as mesmas manipula<;ò('.s da s('(;ão anterior, obtemos as expansões a curtas 

distâncias 

-h++{z)h+^{x) 
D 

- \ 2 
— X \ {z — X d 

z+ - 
+ 

6 
h++{z)il'+{y) = 

- y 

C"*" — X"*" dx 

- y~)' d 

H-f 

- y+ - y- dif 
- \ ^’+(y) 

(4.104) 

(4.105) 

j^.+(r)7+^+(y) = - 5 + 5ITX7+gfr} '*++(!/) ■ (4-106) 

A expresão acima implica numa super-álgebra de Kac-Moody, generalizando a álgebra 

de Neveu-Schwarz para a teoria de supercordast®^) ; se definirmos as expansões 

j«(x+)= ^ j::ix^r . (4.107) 

u;(x+)= £ c-;(x+)" (4.108) 

em termos das componentes dadas em (4.107) e (4.108), as expansões a curtas distâncias 

anteriores, depois de uma renonnalização adequada, serão expressas por 

[X:JÍ] = r'^JU,n + , (4.109) 

= . (4.110) 

= + . (4.111) 

onde /+”" = 2, e / é antisimétrica; = 4, ,^U/2)(-i/2) ^ /j+,-1/2,1/2 ^ 
^-,l/2,l/2 ^ /,0,±l/2,l/2 ^ ±1 

A álgebra finita é realizada pelo seguinte conjunto de operadores 

=ô_ (4.112.a) 
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r ^ y-d- + -9d,-j 

J~ = (y~)^5_ + y~Bde - 2jy~ 

=i^{d,+ed.) 

=iJhy-õe + y-9d^2j9) 

com o Casimir Cg dado por 

Cg=V„t,J\7^‘+y,:r^T-‘'=j{j + i^} 

(4.112.M 

(4.112.C) 

(4.112.d) 

(4.112.e) 

(4.113) 

O tensor de energia momento, que gera as transformações gerais de coordenadas, pode 

ser imediatamente obtido, e tem a forma de Sugawara mais um termo linear em como 

no modelo gravitacionai anterior. 

T[x) = {: J“(a:+ )J'(.r+): iui> + - )r{x-^ ): Vrs} + ) 
A. + 2 

(4.114) 

0 coeficiente é obtido impondo-se que a superálgebra de Kac-Moody-Virasoro 

tenha o coeficiente usual para a relação 

|i„ J"| = mj; + 771 (4.11Õ) 

onde, paxa a parte de Sugawara do tensor T. temos 

OC 

Tsug[x+)= Y. 
7Í = —OC 

(4.116) 

A álgebra completa, de Virasoro pode então ser reproduzida. A cai'ga central, depois de 

um cálculo longo, mas direto, do valor esperado do produto do tensor de energia momento 

em pontos próximos, resulta 
k- 

(4.117) 

Para balancear as cargas centrais, tcmios que considerar as seguintes contribuições 

i) campos de matéria, com carga central co; 

ii) fantasmas de difeomorfismo, com carga central -15; 

iii) fantasmas superconformes. com carga central — 

iv) contribuição tipo Sugawara para o multipleto de supergravidade, igual a 

v) termo linear contribuindo com —6k. 
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Somando tudo tenujs (ondí- fu j)aia o modelo (4.9S)): 

d-b + ^/(f/- l)(f/-9) 

S 
(4.118) 

(lembre-se do resultado bosônico A' -|- 2 = ) Com a realiza.ção (4.112), o 

CcLsimir Cg dado em (4.113). e j = -A, a dimensão cmômala A„ da teoria livre tem uma 

relaqão com a dimensão anômala da teoria iiitcnagente dada por 

A(|-A) 

A’ -f ^ 
+ A (4.119) 

Note que A = | é um ponto fixo (do mesmo modo que A = 1 era um ponto fixo na teoria 

bosônica). Conclusões similares podem ser tiradas então . Uma nova série de índices 

críticos emerge, e podem ser comparados com os resultados usuais. E interessante saber 

que toda esta análise pode ser realizada usando o formalismo de supercampos (como na 

ref. [6õ]). 

(rV) Sobre o Interesse da Gravitação Induzida para Outras Teo- 

rias 

Como vimos, a teoria de (super)gravitaçâo emerge explicitamente como teoria efetiva 

nos modelos de (super)cordas. Na formulação tradicional, exige-se que estas teorias de 

cordas não possuam a anomalia conforme, o (pie. de acordo com (4.3.b), significa impórmos 

que a constante k seja nula. No caso bosônico, para o cjual k = {d — 26)/967r, isto implica 

que d = 26, ou seja, uma restrição sobre a dimensão do espaço-tempo físico no qual 

a corda está imersa; para supercordas. a dimensão crítica é d — 10. Mas se ao invés 

de cancelarmos a ação efetiva anômala, prosseguirmos com sua quantização da maneira 

exposta neste capítulo, essas restrições sobre a dimensão d serão substituídas por (4.SS) (ou 

(4.118)); isto significa que o acoplamento consistente dos campos de matéria da corda com 

a gravitação quântica (de nível k) altera a dimensão crítica do sistema, e constitui assim 

uma interessante perspectiva para a construção de teorias de cordas em outras dimensões 

(a caminho de J = 4). 

A gravitação quântica induzida tem outra aplicação interessante em mecânica es- 

tatística. Assim como as teorias de campo conformes foram extremamente úteis na com- 

preensão de fenômenos críticos de uma variedade de sistemas estatísticos em redes regu- 

lares bidimensionais, a gravitação induzida sugere uma receita para a introdução de um 

campo gravitacional nestes modelos: as redes regulares são substituídas por redes planas 
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dinâmicas, e n integral funcional sobre u campo gravitacional corresponde a fazermos a 

soma sobre todtis estas redes — é a chamada teoria das superfícies De 

fato, todos os expoentes críticos destes modelos estatísticos (resolvidos) coincidem com as 

previsões da gravitação quântica de Polyakov. 

Se tomarmos como modelo conforme de partida uma teoria de férmions de Majorana 

acoplados ao campo gravitacional, sua lagrangeana no gauge do cone-de-luz será dada 

port^®] 

C = v_(cl-f + /í-)-+(9—õ'+ , (4.120) 

mostrando que o gráviton se acopla somente com uma dcis componentes quirais de il>. 

Isto nos faz lembreu- do modelo de Schwinger quiral (3.4) — por isso o gauge do cone-de- 

luz é chamado também de gauge quiral — e sugere o estudo de férmions quirais (?/>+ = 0) 

acoplados à gra\'itação quântica[70|. Recentemente. G.M.Semenoff[71] utilizou técnicas de 

bosonização para o estudo da ação efetiva de l)ósons e férmions quirais acoplados a campos 

de gauge e gravitacionais simultaneamente, revelando esta estrutura quiral da gravitação 

quântica. 

Por fim, o modelo de gravitação quântica induzida bidimensional se apresenta também 

como um laboratório teórico para a cosmologia e gravitação realistas: como é discutido 

na ref. [72], por exemplo, o modelo (4.3) exibe um ‘ponto de sela’ cuja ação tende a —oo 

quando a constante cosmológica /j tende a O'*'. Ocorre que este fenômeno foi justamente 

proposto por E.Baum, S.W.Hawking e S.Coleinan para resolver o problema da constante 

cosmológica na teoria gravitacional em quatro dimensões . 

Todas estas perspectivas de aplicação exemplificam a riqueza estrutural deste modelo 

de gravitação efetiva, super-recompensando nosso interesse (e esforço) originais em estudá- 

lo como um exemplo de teoria de gauge anômala quantizável. 
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Conclusão 

As técnicas de bosonização e o conhecimento de resultados gerais em teorias de campos 

conformes permitiram que realizássemos a quantização de dois modelos bidimensionais que 

exibiam simetrias de gauge anômalas. Se por um lado isto nos serviu como um proveitoso 

laboratório para a compreensão e desenvohúmenro de métodos de quantização , o fato de 

agora termos em mãos uma teoria anômala 'resolvida' constitui um bom princípio paxa o 

passo seguinte: tentar ‘rastreai ’ a anomalia para enfim entender sua origem física. 

Note que os modelos anômalos que expusemos nos capítulos 3 e 4 resultaram em 

teorias quânticas consistentes. Isto é importante ressaltar porque é um tanto comum 

fazermos a associação precipitada entre teorias anômalas e teorias inconsistentes, originada, 

provavelmente, pela incompatibilidade entre as equações de movimento clássicas e termos 

anômalos quânticos. 

Vale dizer também que. como sequência dos estudos da origem das anomalias em 

teorias de gauge, nos parece interessante e promissor o emprego das modernas (e em 

desenvolvimento) técnicas de quantização BRST e BF\ . 
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Apêndice A 

CONVENÇÕES 

• Coordenadas do espaço-tempo [D -f- 1 )-dimensional 

{.r" . /i = 0, 

tempo : i. = x° 

espaço : {x‘ . i = l, ■■■, D] 

“ 6>.r" 

(A.l) 

(A.2) 

(-4.3) 

Derivada lagrangeana; dada 

ra_ c, dC ( dC 
^ - d^a ^did.^a) " \d{d,d,'^a) 

(-4.4) 

Em duas dimensões 

Matrizes gama : 

7 = 
0 -i 

z 0 
: 7 

0 I 

1 0 
5 _ 0 1 

; 7 = 7 7 (-4.5) 

Cone-de-luz : 
,r« ± 

X — 
5o ± dl 

v/2 

v/2 

(-4.6) 

(-4.7) 

Métrica de Minkowski: diog{l, —1) . 
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• Gravitação : ds'^ = (j^^,dx*‘dx^ 

Conexões e curvatura: 

= 7^9^‘'{d^g^a + dug^c - dag^,^) 

R%pa = 

R,u = R'’,,, R=^g^“'R,. 

g = dei{g^^) 

Vf, —* deri\~adn covariante 

Em duas dimensões : 

- i - - R fií/pa Q íl^ R 

Rfii/ — ~g^i/R 

dAgg'“')]+A 

A = J^£"'íc.sí''’S„(£„9/‘’)Saf.í!ís‘°) 

e^'' —* tensor anti — simétrico ; = 1 

(yz^ 

(A8) 

(A9) 

(^.10) 

(All) 

(A.12) 

(A.13) 

(^.14) 

(A.15) 

(A16) 
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Apêndice B 

VARIAÇÕES DE FORMA 

NO TEOREMA DE NOETHER 

Examinaremos aqui com mais detalho o })aj)el da variação de forma dos campos na 

formulação do teorema de Noether. Para isso. consideremos um funcional ação com a 

forma geral 

S[y’(x)] = (B.l) 

e uma transformação infinitesimal de coordenadas e campos dada por 

,J./' —, + f>‘(.r) {B.2.a} 

V?a(;r) —^ {x ) = y'a(.r) + Aa(i-) (B.2.b) 

df,<fa(x)  ^ d],(^'a(x ) = d,,<p„(x) + Õi,\a{x) - Õf, f'{x)Õ^(f a{x) [B.2.c) 

Note que as transformações (B.2.b) e (B.2.c) são as transformações totais nos campos; as 

transformações de forma são; 

^a(x ) *’ f [B .3. U) 

d^L^aix) —^ {d,,ra) i-r) = d^,^a(x) + õ,,{\a(x) - f'(x)du‘f{x)] {B.3.b) 

Não imporemos. por enquanto, nenhuma condição de contorno sobre as quantidades in- 

finitesimais f^{x) e Xa(a-). 

Calculemos então o valor da ação jzcira as quantidades transformadas segrmdo (B.2): 

= í d^x 
Jv 

dei 
dx^ 

dx>‘ 

Sfv [X 

c 

d"x C{çjx ).d.,ç^(x );x'' ) = 

d"a-(l + duf‘'ix))^C{^a{x).0,,.^a(xy,X^‘) + Xa{x)-^{x) + 

dc d 

fixo 
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(t)£(x)+ = j^ d"x C{y‘„{x),d, çJ.v):.r") + d".rl^õ,f 

Pk f* O A 

^ii”i| [x. - rà,<f^(x)-^y) + o„[x. - /‘■s,vp.](i)g^j^(x)| = 

= s[v-(x)] +^,r,r|a„[/''£ + (x„-/“a„^-„) 

Chamando então: 

C)(5,,y-a). 

• ó'.r" = /" , 

• = \ n - — variacao de forma de • 

ar \ , . , 
   I = derivada lagrangeana 

C'! Oft Y a ) / 

teremos 

5[v? (x )] = 5[(^(x)] + ^ d".r|ap + róx'') + I“(5(/?a| 

ou .resumidamente. 

onde 

5[s^'(x')] = 5[í^(.r)] + l^d’'x[òC + d^{C6xn) 

êC = d^[ 

(BA) 

(B.5) 

[B.6) 

(B.7) 

(5.8) 

c \ , r«.. _ c , 
^d(d,^a) " a- 

Õjx d^a — 
. ,— ... a(a,,^a) 

(variaccio de forma de C induzida pela variacao de forma dos campos) 

De acordo com (B.7), para que a ação se transforme por um termo de superfície, basta 

que 

= a,,5‘ 

paxa algum funcional (corrente) J^. De modo equivalente, 

esta condição é satisfeita se 

ÒC = 

com 

D" = J" 
ar 

a(a„v„■ 

Vemos que qualquer uma desseis condições de quase-invnriância envolve somente vari- 

ações de forma {SiÇa ou 6C), mostrando enfim que, para o estudo de simetrias contínuas, 

podemos nos limitar k análise das transformações de forma sobre os campos. 

(5.9) 

a equação (B.8) mostra que 

(5.10) 

(5.11) 
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Apêndice C 

SIMETRIAS DE NOETHER 

DA EQUAÇÃO KdV 

Entre as equações de onda dispersivas não-linearesí'^^, a equação de Korteweg-de Vries 

(KdV), 

l{u) = ú + uu'+ u'” = 0 , (C.l) 

(onde u = u{t, j), e o ‘ponto’ e a ‘linha’ representam deri\'adas em relação atei respecti- 

vamente) é uma das mais simples e ao mesmo tempo mais interessantes: para as soluções 

desta equação . pode-se achai' um número infinito de leis de conser^vação independentes 

e não-triviais!''*í. o que se caracteriza pela existência de vun número infinito de funções 

polinomiais 

Pn = Pn{u,u\u"-■ ■ ■) . n = 0, •••,oo , (C.2) 

tais que 

+ ÍP' 

Eis aqui as quatro primeiras leis de conservação : 

(i) 

Po = l 

(C.S) 

{CA) 

(ii) 

Jl = itr -4- a" 

P, = ,/ 

1 . 
- í/" 
0 

J\ = - ^(u')'- 4- uu" 

(C.5) 

(C.6) 
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Pi = u' + 2u" 

- {uf 

= +u^u"+ 2ÜU +{u"f ; (C.7) 

1 ^ 
i 3 — u — o{u ) -t- b{ uu ) H u 

5 

j; = ju' - z„wf + 
4 5 

Jl = iu® + u^u" + lu^(u'f + 6úuu' + —úu'" - —ú'u" + —uu'u" + 
5 2 5 5 5 

/^2 í' I ® / íí\2 , ;//>2 //oo\ —-(u ) u + 7u(ív ) + ) • (^-8) 
0 0 0 

A forma da equação (C.S) sugere que tais leis de conservação se originem das trans- 

forma.ções de simetria infinitesimais (6nU — eP„) de uma teoria cujas equações de Euler- 

Lagrange sejam l{u) = 0. 0 problema é que não existel^í uma densidade £(u) cuja 

derivada lagrangeana seja /(u), e por isso se acreditava que as correntes conservadas (C.S) 

não eram correntes de Noether. Vamos mostrar que isto não é verdade. 

Para teinto. tomemos a seguinte lagrangeana 

>C(a-) = ^ y dy u{x)e{x - y)ú(y) + ^u^(x) - ^(u')^(x) , (C.9) 

onde e(x) é a função sinal. A equação de Euler-Lagrange para este modelo será então 

L{u)=^ J dy e{x-y)ú{ij) + ^u-{x) + u”{x) = 0 , (C.IO) 

o que, derivando-se em relação a a-, implica em 

u -f- uu -fu = u 

quer dizer, l{u) = (L(u))\ e portanto as soluções do modelo (C.9) são soluções da equação 

KdV. Vista de outro ângulo, (C.IO) é uma primeira integral da equação KdV (com a 

condição de contorno u q, como é usual tomar para as soluções da KdV). 

Consideremos então a seguinte transformação infinitesimal do campo u, 

6r^U = -€{Pn{u))' , (C.ll) 

(iii) 

(iv) 
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onde £ é um pai'âinctro infinitesimal constante. Üi)teinos a.ssini 

L{u)ònU = -e{P„[u))' L{u) = 

= {-£P„{u)L(u})' + £P„{u)l{u) - 

= i-£Pn{u)L{u))' + da {eJ^{u)) (C.12) 

o que, segundo nosso critério (1.16) significa que (C.ll) é uma simetria do modelo (C.9), 

e que é a respectiva corrente de Noether. conser\-ada para as soluções de (C.IO) (note 

que a parcela P„{u)L{xt) não contribui “oii-sheir'). 

Como sempre, é preciso verificar a integrabilidade das transformações (C.ll). Isto 

é mais fácil e esclarecedor no formalismo hamiltoniano, através da álgebra de geradores. 

Calculamos o momento conjugado a x/, 

dC 1 í 
p[^) = õú{x) 4 y - -í') 1 (C.13) 

{u(t,x),p{t, ij)]^ij = ó(ã-- y) .' (C'.14) 

Temos um vínculo primário de 2a. classe. 

fi(x) = p{x) - J 

{Q{x),Q{y)]pij = ]^e{x - y) , (C.15) 

que não gera, por isso, vínculos secundários. Como um típico sistema de 2a. classe, 

podemos ‘eliminar’ o vínculo construindo os parênteses de Dirac, que neste caso são os 

famosos parênteses quirais 

{p{x),p{y)}oB = 

{u(r),p(y))oB = 

{u(r).u(y)jyfl = ò'{ 

A hamiltoniana do modelo é dada por 

d. + 

que gera precisamente a equação KdV, 

Ú — UI 

- y) 

x-y) . (C.16) 

, {C.ll) 

J dy u(y)e{y - r) % 0 
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Os geradores das transformações (C.ll) são as densidades de carga através de 

<5nli = , (C.19) 

Qn=ejdxJ°{u) , (C.20) 

e a integrabilidade das transformações (C.19) depende da álgebra das caxgas Embora 

a álgebra das densidades seja não-Iinaer. pode-se mostrar que 

Q 

= -^Kmn[x,y) . (C.21) 

Por exemplo, 

{jJ(xUÍ{y)}„ = 
dl 

+ 2u"{x — y) + 2u'{x)S'{x — y) (C.22) 

Para as ceirgas obtidas integrando-se J°. o resultado (C.21) implica que 

{QmiQn^DB — ® 1 (C.23) 

um fato conhecidot^^í como álgebra de convoluçâo de cargas da KdV, o que garcinte a 

integrabilidade de (C.19). 

Concluimos assim que existe um modelo — dado pela lagrangeana (C.9), ou pela 

hamiltoniana (C.17) e parênteses (C.IS) — que gera a KdV como equação de movimento 

e que exibe um número infinito de simetrias de Noether — dadas por (C.ll) ou (C.19) — 

que o tornam um sistema integrável. 

t 
E interessante notar que o modelo (C.9) se assemelha ao de bósons quirais de Flo- 

reanninni-Jackiwt^^l; a álgebra quiral (C.16) é precisamente a mesma nas duas teorias. 

Podemos tratar (C.9) como uma primeira generalização não-linear e dispersiva de bósons 

quirais. A generalização seguinte seria 

C{x) = ^ J dy u(x)e(x - y)ú(y) + ^u^^ix) - ^{u'f{x) , (C.24) 

que levaria à chamada equação KdV modificadat'^1 

á + u^u'-f u'" = 0 . (C.25) 

Esta também exibe um número infinito de leis de conservação , que podem ser obtidas 

como simetrias de Noether de modo análogo ao exposto neste Apêndice. 
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