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Resumo 

As interações que ocorrem dentro de hemoproteínas são importantes para os sistemas 

biológicos e constituem termos de forte interesse para compreensão de sistemas vivos. 

Desta forma, é importante conhecer as interações vibracionais e eletrostáticas neste 

sistema. Neste trabalho foi feito um estudo sobre a interação entre o íon ferro(II) e 

o monóxido de carbono confinados em cavidades esféricas que mimetizam volumes de

cavidades proteicas e um estudo do potencial de Morse confinado para o monóxido

de carbono. Dessa forma, descrevemos como os autovalores de energia no estado fun­

damental para os potenciais da interação íon-dipolo e Morse se comportam no con­

finamento para um dos possíveis ligantes da mioglobina e da hemoglobina. Para o

potencial de Morse desdobramos os cálculos para as seguintes moléculas diatômicas:

nitrogênio, lítio e hidreto de sódio. Foi calculada, via Método Variacional, a energia

para o sistema íon-dipolo confinado e potencial de Morse confinado. A função de onda

teste sugerida foi inspirada na Mecânica Quântica Supersimétrica. Por fim, verificou­

se como a energia de interação entre o íon e o dipolo se comporta com a mudança de

permissividade do meio e como é o comportamento vibracional das moléculas de CO,

N2, Li2 e NaH.

Palavras-chave: Interação íon-dipolo. Potencial de Morse. Sistema confinado. Método 

variacional. 



Abstract 

The interactions that occur within hemeproteins were important for biological systems 

and they were terms of strong interest for understanding living systems. ln this way, it 

is important to know the vibrational and electrostatic interactions in this system. ln 

this work a study is made on the interaction between iron ion and carbon monoxide 

confined in spherical cavities that mimic volumes of protein cavities and a study of 

the confined Morse potential for carbon monoxide. ln this way, we describe how the 

eigenvalues of energy in the ground state for the potentials of ion-dipole interaction and 

Morse behave in the confinement regime for one of the possible ligands of myoglobin 

and hemoglobin. For the Morse potential , we perform the calculations for the following 

diatomic molecules: nitrogen, lithium and sodium hydride. The energy for the confined 

ion-dipole system is calculated using the Variational Method. The suggested trial 

wavefunction is inspired by Supersymmetric Quantum Mechanics. Finally, it is verified 

how the energy of interaction between the ion and the dipole behaves in a change 

permittivity and how is the vibrational behavior of molecules of CO, N2, Li2 and NaH. 

Keywords: Ion dipole interaction. Morse potential. Confined system. Variational 

method. 
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Capítulo 1 

Introdução 

O efeito do confinamento em sistemas atômicos e moleculares estão sendo 

aplicados em vários campos, como o desenvolvimento de diodos orgânicos emissores de 

luz (OLEDs) [1], no desenvolvimento de novos adsorventes de carbono [2] e no estudo 

termodinâmico do enovelamento de proteínas [3]. Outro aspecto a ser considerado é o 

interesse da comunidade científica no comportamento anômalo de sistemas atômicos e 

moleculares sob confinamento. Esses comportamentos incomuns podem ser aplicados a 

novas tecnologias. Em vários estudos experimentais recentes [2, 4, 5], moléculas sujeitas 

ao confinamento foram analisadas sob diferentes pontos de vista. Na referência [4], Zerr 

A. et al. decompõem hidrocarbonetos sob alta pressão e alta temperatura obtendo

moléculas de hidrogênio e diamantes. A referência [5], Mao W. L. et al apresentam

resultados envolvendo a dissociação de moléculas de H20 sob alta pressão usando raios­

X para formar uma mistura sólida de H2 e 02. No trabalho experimental da referência

[2], Gallego N. C. et al confinam hidrogênio em nanoporos de carbono e os resultados

obtidos podem ser usados como um guia para o desenvolvimento de novos adsorventes

de carbono.

Artigos teóricos também foram importantes no estudo de sistemas confina­

dos. Na referência [6] é apresentado um dos primeiros estudos sobre sistemas mole­

culares confinados, usando o método variacional, a energia da órbita do íon molecular 

de hidrogênio confinado é calculada para diferentes excentricidades de caixas elípticas 

impenetráveis. O autor desse trabalho pioneiro usou dois parâmetros variacionais na 

função de onda teste. Na referência [7], os autores estudam alguns níveis de energia do 

átomo de H confinado e das moléculas de Ht e HeH2+ confinadas, onde a equação de 

Schrodinger foi resolvida usando funções de onda escritas em termos de uma série de 

funções. No cálculo da energia para diferentes volumes de confinamento, eles estudam 

a estrutura hiperfina do átomo de H confinado e da molécula de Ht confinada. O 
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estudo da energia eletrônica, da polarizabilidade, da pressão e do momento de qua­

drupolo da molécula de Ht confinado e da molécula de hidrogênio neutra confinada 

para diferentes excentricidades de confinamento é feito na referência [8]. O método 

variacional é usado para obter os autovalores de energia e a função de onda teste usada 

na abordagem da molécula de Ht confinada é a mesma apresentada na referência [6]. 

Os resultados indicam que quanto menor o tamanho da caixa, menores os valores da 

polarizabilidade [8] e o momento quadrupolo [8]. O estudo feito sobre a molécula de 

Ht confinada na referência [9] usa o método variacional com uma função de onda mais 

simples do que aquelas das referências anteriores e obtêm resultados que indicam em 

alguns casos, segundo princípio variacional, serem melhores que a literatura [6-8]. 

Diferentes métodos matemáticos têm sido utilizados para abordar o confi­

namento, a fim de expandir o tratamento matemático no estudo de tal sistema. Em 

[10], os autores usam o método de iteração assintótica para obter a solução exata dos 

níveis de energia de átomos de hidrogênio confinados. Na referência [8] são calculados, 

utilizando o método variacional, os níveis de energia eletrônica de um elétron, de um 

átomo de H e das moléculas de Ht e HeH2+ , todas sob confinamento. A função de onda 

teste usada pelos autores possui três parâmetros variacionais e mostra-se adaptável a 

sistemas moleculares e atômicos. A energia do estado fundamental do orbital molecu­

lar da molécula de H2 para diferentes excentricidades de cavidades, bem como algumas 

propriedades vibracionais dessa molécula, também é analisada por esses autores [11]. 

Na referência [12], o método de perturbação é usado para calcular a energia do átomo 

de He sob confinamento. Na referência [13] a energia da molécula de Ht confinada é 

calculada com uma abordagem variacional usando o método de Monte Carlo e a função 

de onda usada no cálculo contém quatro parâmetros variacionais. 

Percebe-se que o estudo de sistemas confinados além de relevante é um 

tema que gera debate na literatura [14, 15]. Neste trabalho usamos essa abordagem de 

sistemas confinantes para estudar casos de interesse biológico e tecnológico. Um dos 

sistemas confinantes de interesse biológico é o estudo da interação entre o íon ferroso 

e o monóxido de carbono (Fe2+ -CO) dentro de uma cavidade, assim mimetizando a 

interação que ocorre dentro de hemoproteínas (hemoglobina e mioglobina). No estudo 

de vibrações moleculares dentro de cavidades é usado o potencial de Morse confinado. 

Nesse caso, o estudo apresenta interesse tecnológico, pois as moléculas de CO, N2, Li2

e NaH podem ser aplicadas em estudos de novos materiais, por exemplo[16-18]. 

Na literatura [19-23] vemos que a interação Fe2+ -CO ocorre em cavidades 

de algumas proteínas globulares como as hemoproteínas. Neste trabalho focamos nas 

cavidades de hemoglobina e mioglobina. Essa ligação entre o ferro(II) e a molécula 

CO pode ser discutida fora contexto biológico, na literatura há tanto estudos teóricos 
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[24, 25] como experimentais [26, 27] enfocando esse tipo de ligação. 

O mecanismo de rearranjo das cadeias polipeptídicas de hemoproteínas são 

amplamente estudadas [20, 23, 28, 29]. Além da interação específica entre o íon ferroso 

e o monóxido de carbono, existem outros estudos sobre a interação entre Fe(II) e outras 

pequenas moléculas [20-22, 30, 31], como o NO e o 02• Outro tipo de enfoque aborda 

a interação entre o sítio ligante de hemoproteínas e pequenos ligantes [28, 29, 31]. 

No âmbito experimental, essa interação entre o ferro(II) e o monóxido de 

carbono é analisada em vários aspectos [23, 32, 33] como, por exemplo, estudo de 

cinética via dispersão óptico rotatório [32], a detecção de suas vibrações de desloca­

mento usando espectroscopia de ressonância Raman [33] e a obtenção das frequências 

vibracionais entre o CO e o grupo hemo por espectroscopia no infravermelho [23]. 

A interação entre o ferro(II) e o monóxido de carbono é bastante discutida no 

contexto teórico-computacional [19, 20, 24, 25, 29, 34, 35]. Comumente, esses estudos 

teóricos são feitos via teoria da densidade funcional [20, 24, 36], cálculos semi-empíricos 

[19, 34] e por dinâmica molecular [29, 35, 37]. 

Na referência [38] são discutidos o desenvolvimento e a engenharia de proteínas 

transportadoras de 02. A referência [39] traz uma revisão sobre o desenvolvimento e 

engenharia de metaloenzimas artificiais que são transportadoras de oxigênio, ambos 

são avanços em direção ao sangue sintético. O estudo da interação entre o íon de ferro 

do grupo hemo e o dipolo monóxido de carbono pode auxiliar para o avanço desses 

estudos. 

A comunidade científica estuda a interação Fe2+ -CO com intuito de enten­

der o mecanismo dos sítios ligantes da hemoglobina [19, 20, 29, 33] e da mioglobina 

[19, 20]. 

Neste trabalho, o estudo da interação entre o íon Fe2+ e o dipolo CO dentro 

da cavidade é feito a partir do uso da equação de Schrodinger com solução obtida 

através do método variacional [40-42] auxiliado pela Mecânica Quântica Supersimétrica 

[43-46]. 

Outro caso abordado usando a mesma metodologia é o potencial de Morse 

confinado. Para entender o comportamento vibracional do monóxido de carbono, faze­

mos os cálculos dos autovalores de energia usando o Potencial de Morse para diferentes 

regimes confinantes. Este estudo do potencial de Morse confinado é feito do mesmo 

modo para outras moléculas como as moléculas de lítio, de nitrogênio e o hidreto de 

sódio. Esses cálculos são uma complementação ao trabalho que existe na literatura, 

onde é abordado somente a molécula de hidrogênio confinada [45] e contribuem para a 
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validação da metodologica proposta. 

No capítulo seguinte, temos uma breve descrição das globinas de interesse 

deste trabalho: Hemoglobina e Mioglobina. No terceiro capítulo, há uma explicação 

do método numérico usado, o Método Variacional. No quarto capítulo, discutimos 

sobre a fatorização da equação de Schrodinger para um potencial não confinado e um 

confinado. No quinto capítulo, estudamos o caso da interação entre o íon ferroso e o 

monóxido de Carbono. Em seguida, apresentamos no sexto capítulo o potencial de 

Morse confinado. O sétimo capítulo está separado em duas seções, uma mostrando 

os resultados obtidos para o caso do potencial de íon-dipolo confinado para diferentes 

permissividades do meio e outra seção com os resultados para o potencial de Morse 

confinado. Por fim, no último capítulo concluímos com os resultados obtidos. 



Capítulo 2 

Hemoglobina e mioglobina: Função 

e estrutura 

A hemoglobina e a mioglobina são proteínas globulares. Uma de suas prin­

cipais características é a presença do grupo prostético hemo em seus respectivos sítios 

ligante. Esse grupo hemo é composto por um íon ferroso (Fe(II)) que está centrali­

zado no anel porfirínico (Figura 2.1) [47, 48]. Por sua vez, o anel porfirínico contém 

quatro grupos pirrólicos ligados por pontes meteno. Os átomos de nitrogênio do anel 

porfirínico e o nitrogênio da cadeia lateral de uma histidina (His93) coordenam o íon 

ferroso no centro do grupo hemo, assim o gás ligante forma a sexta ligação ao Fe2+ 

[47]. Essa cadeia lateral de histidina faz com que o grupo hemo fique ancorado no sítio 

ligante. 

Apesar da hemoglobina e a mioglobina apresentarem cadeias polipeptídicas 

semelhantes, ambas se diferenciam na estrutura e em suas respectivas funções. En­

quanto a mioglobina é um monômero que apresenta somente um grupo hemo no seu 

sítio ligante, a hemoglobina apresenta quatro subunidades, sendo assim um tetrâmero, 

e apresenta quatro grupos hemo, um em cada sítio ligante da respectiva subunidade 

(Figura 2.2). As funções principais dessas globinas são o transporte (hemoglobina e 

mioglobina) e o armazenamento de gases (mioglobina) [47, 48]. 

Mioglobina e hemoglobina são umas das proteínas mais estudadas na lite­

ratura [19-21, 23, 32, 33, 37]. Elas foram as primeiras proteínas a terem sua estrutura 

tridimensional determinada [49]. Essas duas proteínas ilustram um dos aspectos cen­

trais de processos bioquímicos que é a reversibilidade de uma ligação entre um ligante 

e uma proteína [48]. 

As globinas abordadas neste trabalho possuem cadeias polipeptídicas do-
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bradas e compactadas de tal maneira que apresentam formato esférico ou globular. 

Essa compactação ocorre devido a alguns tipos de interações que ocorrem em suas 

estruturas [48]. Dentre essas interações temos: as interações de hidrogênio entre as 

Figura 2.1: Representação do grupo hemo de uma mioglobina (a) e de uma subunidade beta 
de uma hemoglobina (b). 

a) b) 

Fonte: Referência [48]. 

Figura 2.2: Representação das quatro subunidades da hemoglobina no estado tenso: al, a2, 
;31, ;32. 

Fonte: Referência [48]. 
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cadeias laterais de resíduos pertencentes a cadeias polipeptídicas adjacentes, as in­

terações iônicas entre as cadeias laterais carregadas e as interações hidrofóbicas ( onde 

as cadeias laterais hidrofóbicas se associam no interior da estrutura globular, evitando 

o seu contato com moléculas de água).

Essas proteínas globulares apresentam cavidades [50-52]. Os sítios de ligação 

das globinas se localizam no interior de cavidades (Figura 2.3). Os volumes dessas cavi­

dades em mioglobinas estão entre 202, 5 e 674, 8 u.a. [50] e em hemoglobinas têm entre 

674, 8 e 6748, 3 u.a. de volume interno [51, 52]. Aqui, assumimos que as cavidades em 

proteínas globulares têm simetria esférica e os raios dessas cavidades confinantes para 

esses tamanhos de volumes estão entre, aproximadamente, 4 e 11 u.a. [50-52]. 

Moléculas como CO, 02 e NO ligam-se, reversivelmente, ao Fe(II) dos gru­

pos hemo dessas globinas [20, 22]. Quando essas moléculas se ligam ao sítio ligante 

da globina há um deslocamento do íon ferroso em relação ao anel porfirínico e conse­

quentemente ocorre um rearranjo das cadeias polipeptídicas da estrutura da globina 

(Figura 2.4). Na hemoglobina, este rearranjo faz com que a sua estrutura quaternária 

mude de conformação passando do estado tenso para o estado relaxado [47, 48]. 

Figura 2.3: Representação da cavidade com o grupo prostético hemo de uma oximioglobina 
(PDB ID lMBO). 

Fonte: PDB ID lMBO. 
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Nossa hipótese é que esse rearranjo das cadeias polipeptídicas que ocorre 

quando uma molécula interage com o íon ferroso do grupo hemo, tanto na mioglobina 

quanto na hemoglobina, caracterizam um sistema confinado. Assim, a cavidade onde 

ocorre essa interação íon-dipolo ( quando o ligante é o CO) é considerada como uma 

cavidade confinante (Figura 2.5). 

Aqui, sugerimos que um dos fatores que confere estabilidade a ligação entre 

o íon Fe(II) e o monóxido de carbono é o efeito do confinamento da cavidade. Apesar

de haver outros tipos de interação no interior de cavidades proteicas, como ligação de

Figura 2.4: Representação do rearranjo das cadeias polipeptídicas próximas ao grupo hemo 
quando uma molécula de 02 interage com o íon ferroso no grupo hemo. 

Fonte: Referência [48] 

Figura 2.5: Representação da cavidade do sítio ligante de uma globina, o resíduo de histidina 
His93 deixa o anel porfirínico ancorado no centro da cavidade. Na esquerda (a) temos uma 
cavidade aberta sem a molécula ligante e na direita (b) temos a cavidade fechada com a 
molécula CO ligando ao íon Fe(II) no centro do anel porfirínico. 

a) 

His93 

N� 

l.�/-

b) 

c=o 

Fonte: Referência [48] 
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Hidrogênio entre o sistema Fe2+ -CO e alguns resíduos de aminoácidos [19, 20, 22, 29, 

34, 53], propomos que a interação entre o íon e o dipolo dentro de cavidades confinantes 

contribui com uma parte significativa da energia observada em interações dentro de 

cavidades de proteínas globulares. Os resultados indicados na referência [54] apontam 

para que os orbitais que apresentam a interação entre o íon Fe(II) do grupo hemo e o 

monóxido de carbono tem energias maiores que os outros orbitais que apresentam as 

interações entre os resíduos de aminoácidos da hemoproteína e os orbitais do Fe2+ ou 

do CO. 

Outra hipótese levantada é que o autovalor de energia vibracional no estado 

fundamental do monóxido de carbono que está dentro da cavidade confinante aumenta 

com o decréscimo da distância das paredes confinantes (Figura (2.6) ). Verificamos para 

quais distâncias entre as paredes o autovalor de energia vibracional apresenta o efeito 

do confinamento. 

Figura 2.6: Monóxido de carbono confinado dentro de urna cavidade. 

Fonte: Elaborada pelo autor. 



Capítulo 3 

Método Variacional 

Os potenciais estudados neste trabalho são do tipo potenciais de força cen­
tral, assim a equação de Schrodinger que descreve o sistema é dada por[40-42]:

fí2--V2w(r, 0, cp) + ½J(r)w(r, 0, cp) = Ew(r, 0, cp),2m (3.1) 

onde n é a constante de Planck dividida por 2n, m é a massa reduzida dos componentes
da interação, w(r, 0, cp) é a função de onda, V2 é o operador laplaciano, ½J é o potencial
efetivo que descreve o sistema, definido nos capítulos 5 e 6, e E é o autovalor de energia.

Para o cálculo da energia de potenciais de força central usamos a parte
radial da equação de Schrodinger, pois a parte angular ( 0, cp) é descrito pelos harmônicos
esféricos que são bem conhecidos na literatura [40-42]. Assim, a equação de Schrodinger
tridimensional independente do tempo usada neste trabalho é dada por [40-42]:

n
2 1 d ( 2 

d ) --2-d r -
d 

w(r) + ½J(r)w(r) = Ew(r),2mr r r (3.2)
Reescrevendo a equação de Schrodinger (3.2) e mudando a função de onda

original w(r) por </J�) obtem-se:
d

2 - --
dr2

cp(r) + VeJ(r)cp(r) = Ecp(r),
onde V: (r) = 2mVe1(r) e E= 2mE

ef n,2 n,2 • 

(3.3) 

Nem sempre é possível, obter solução analítica/exata da equação (3.2). Nes­
ses casos é necessário usar métodos aproximativos, como o Método Variacional [40-42].
Seguindo esse caminho, é preciso introduzir uma função de onda teste (c/Jtriaz(r)) que
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descreva a interação íon-dipolo confinados em cavidades esféricas impenetráveis para
posteriormente, determinar os autovalores de energia.

Para a obtenção dos autovalores de energia aproximados via método varia­
cional [40-42] calcula-se o valor médio da energia (Eap):

- f e/> ;rial ( r) Íl <Ptrial ( r) dV 

Eap = J c/>;rial ( r) <Ptrial ( r) dV ·
(3.4)

O princípio variacional [40-42] impõe que Eap 
2:: Eex , onde Eex está rela­

cionada com a energia exata. Íl é o operador Hamiltoniano que é obtido da equação
(3.3):

A d
2 

-

H = - dr2 + ¼J(r). (3.5)
Da equação 3.4, vemos que a energia dada pelo método variacional sempre

é ma10r ou igual à energia exata do sistema estudado. Este método aproximativo
permite o uso de parâmetros variacionais para obtermos um resultado mais refinado.
Neste sentido, usamos um parâmetro variacional na função de onda ( <Ptrial ( r)). O refino
do resultado se dá pela minimização da energia Eap 

em função de um parâmetro livre,
ou seJa:

dEap df3 
= o, (3.6)

onde fJ é o parâmetro variacional.
O êxito dos resultados obtidos via método variacional está associado ao uso

de uma função de onda que descreva adequadamente o sistema. Assim, encontrar uma
função de onda adequada é um dos principais desafios deste método [8, 9, 11, 43, 46, 55-
59]. Na literatura temos várias maneiras para obter essa função de onda teste. A função
de onda a ser usada depende do tipo de sistema estudado. Por exemplo, para o caso do
estudo de pequenas moléculas alguns autores preferem usar uma combinação linear de
orbitais atômicos [9]. Em contrapartida, outros autores preferem o uso da combinação
linear de orbitais moleculares de moléculas mais simples [56]. Outro método para
obtenção da função de onda teste, que é o método adotado neste trabalho, é usando a
Supersimetria aplicada na Mecânica Quântica [9, 43, 46, 55, 57-59].



Capítulo 4 

Fatorização da equação de 

Schrõdinger via Mecânica Quântica 

Supersimétrica 

A Supersimetria aplicada à Mecânica Quântica pode ser considerada como
uma generalização do método de fatorização [43, 44]. Este método tem sido muito
utilizado no estudo de sistemas quânticos, sendo usado principalmente na solução da
equação de Schrodinger [9, 43, 45, 46, 55, 57-64]. A fatorização da equação de Schrodin­
ger (3.2) via superálgebra pode ser aplicada em diferentes situações, desde casos em
que é possível uma solução exata [61-63, 65] até para casos de potenciais que exigem
uma solução aproximada [9, 57, 60, 64].

Quando temos um potencial que não pode ser fatorizado, é possível encon­
trar um potencial efetivo que seja similar ao original. No caso em que a solução do
estado fundamental pode ser encontrada, podemos escrever a equação de Schrodinger
na forma fatorizada [44, 57, 62]:

(Ho - Eo) <Po(r) d2 - dr2 <Po(r) + ½J(r)c/Jo(r) - Eoc/Jo(r)
(- :r + W(r)) (:r + W(r)) cp0(r), (4.1)

onde, por conveniência, adotamos somente neste capítulo, n = 2m = 1 e o W(r) é o
superpotencial. Seguindo essa notação, podemos reescrever essa equação ( 4.1) como:



(- :;
2 

+ ¼1(r) - Eo) <Po(r) = ( _ _!___ - dW(r)
+ w2(r)) <Po(r).dr

2 dr 

Reescrevendo a equação (4.2), temos a seguinte equação de Riccati: 

- dW(r)
+ w2(r)dr 
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(4.2) 

(4.3) 

Uma vez identificado o superpotencial, determinado pela equação ( 4.3), 
podemos obter a função de onda teste pela condição [43, 44]: 

ou seJa, 

( - :
r 

+ W ( r)) <Po ( r)

<Po(r) ex: e- J W(r)dr
,

o, (4.4) 

(4.5) 
Dessa maneira, observamos que com a solução da equação de Ricatti ( 4.3) 

obtemos a função de onda do estado fundamental para o caso estudado. 
Lembrando que o potencial de interesse deste trabalho não possui solução 

exata, um caminho é procurar um superpotencial aproximado (Wap
(r)) que gere uma 

autofunção teste aproximada a ser usada no método variacional. Esse método se mostra 
eficiente para o estudo de diversos potenciais, como o potencial de Morse livre [46] e 
confinado [45, 59] e o potencial de Lennard-Jones sem confinamento [66]. 

Uma vantagem de usar a superálgebra é o fato de podermos comparar o 
potencial original (V(r)) com o potencial aproximado (Vap

(r)) obtido a partir do su­
perpotencial aproximado: 

_ dW(r) W2( )dr 

+ r · (4.6) 

Seguindo o procedimento adotado para o potencial de Morse [45] é necessário 
fazer uma adaptação no superpotencial para deixar o sistema sob confinamento e li­
mitar a distância que os corpos do problema podem chegar. Essa adaptação se faz 
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com a introdução de dois termos confinantes no superpotencial. Um termo delimita a 

distância mínima entre os corpos que estão interagindo, que denominamos como raio 

do volume excluso (Texe)- O outro termo confinante delimita o tamanho da cavidade 

que está ocorrendo a interação, denominamos este termo como raio confinante (Te)­

Assim, o superpotencial com confinamento é escrito como: 

Weon(T) 
1 1 

Wap
(T) + -- - --,

Te - T T - Texe 

(4.7) 

onde Texe mimetiza o volume excluso e Te mimetiza o raio de confinamento. Os termos 

confinantes restringem o potencial original confinando-o em uma região espacial. Isso 
ocorre uma vez que o termo adicional produz uma barreira de potencial infinito em 

Texe e em Te no potencial V(T). 

Verificando que o volume excluso é uma região inacessível, podemos con­

siderar que o termo correspondente ao volume excluso deve ser usado no caso não 

confinado. Assim, reescrevemos a equação ( 4. 7) como: 

Weon(T) 

onde Wneon(T) = Wap
(T) - �-

r Texc 

1 
Wneon(T) + --,

Te - T (4.8) 

Para um detalhamento maior da fatorização da equação de Schrodinger, 

disponibilizamos no apêndice C um artigo de revisão que fizemos sobre o método 

de fatorização [65]. No apêndice C, usamos a superálgebra para a construção dos 

operadores-escada, onde obtemos os autovalores de energia e as autofunçoes de dois 

potenciais: a partícula em uma caixa unidimensional e o potencial de Rosen-Morse 

unidimensional. 



Capítulo 5 

Interação íon dipolo confinado: 

estudo da interação Fe2+ - CO 

dentro de cavidades esféricas 

A interação íon-dipolo é uma interação entre um íon e uma molécula polar [67]. Na Figura 5.1 mostramos de forma esquemática um íon (q) a uma distância r do centro de massa da molécula polar que tem momento de dipolo u. O ângulo representa o ângulo entre a distância r (reta definida pela distância entre o íon e o centro de massa do dipolo) e a distância interatômica l da molécula polar que caracteriza o dipolo. A energia de interação deste sistema é dada pela soma das interações Coulombianas entre o íon q e cada um dos átomos que compõe a molécula polar ( +qA e -qA)- Nessas condições, a interação íon-dipolo Vex (r, 0) é dada por [67]: 

V, (r 0) _ _ qqA ( 1 _ 1 ) ex ' - 47rEoE r - lc�s0 r + lc�s0 ' 
(5.1) 

onde Eo é a constante de permissividade do vácuo e E é a constante de permissividade relativa do meio. 
Considerando que no potencial (5.1) a distância entre o átomo carregado e o centro de massa da molécula polar seja muito maior que a distância internuclear damolécula, ou seja, r » l , reescrevemos a equação (5.1) como na referência [67]:



½,(r,0) _ qqA ( lcos0)41rEoE r2 

(Ze)ucos 0 

47rEoET2 ' 
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(5.2)

onde a carga q = Z e , Z é a carga total na superfície do íon, e é a carga de um elétron
e o momento de dipolo é representado por u = qAl, sendo que qA é o módulo da carga
de uma das extremidades do dipolo.

A fim de verificar em qual região podemos aproximar o potencial da equação
(5.1) para o potencial (5.2) no caso da interação Fe2+-co temos que analisar para
quais distâncias de r podemos considerar que ela é muito maior do que l. Para isso,
usamos 0 igual à zero, pois a interação é fortemente direcionada, a carga total na
superfície (Z) do Fe2+ é igual a 2, o momento de dipolo do monóxido de carbono é
0.04799846 u.a. [68], consideramos que o meio é o vácuo, assim E= 1 e l é a distância
entre o carbono e o oxigênio que é 2.2847 u.a. [33]. Na Figura 5.2 mostramos um teste
com os potenciais com e sem a aproximação, analogamente, ao teste feito na referência
[67], porém, para o caso de interesse aqui, a interação Fe2+-co. Usamos os potenciais
(5.1) e (5.2) e verificamos em qual região espacial eles apresentam pouca discrepância
entre seus valores. As distâncias interatômicas que usamos são as mesmas usadas na
referência [33].

Comparando as curvas de energias potenciais obtidas das equações (5.1) e
(5.2) apresentadas na Figura 5.2, observamos que a discrepância entre as curvas se
tornam relativamente pequena ( da ordem de 10-3 u.a.) a partir da distância de 4 u.a.
Figura 5.1: Representação da interação entre uma carga carregada q (q = Ze) a umadistância r do centro de massa de um dipolo de distância interatômica l. As cargas polaresdo dipolo são +qA e -qA , 0 é o ângulo entre o eixo sobre o qual a distância r é medida e odipolo caracterizado pela a distância interatômica l. 

r 

q =Ze 

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Como assumimos que as cavidades em proteínas globulares têm entre 202.5 e 6748.3 u.a. 

de volume interno [50-52], e essas cavidades têm simetria esférica, os raios confinantes 

das mesmas para esses tamanhos de volumes estão entre, aproximadamente, 4 e 11 

u.a. [50-52]. Dessa maneira, como apresentado na Figura 5.2 é possível usar a forma

simplificada do potencial, dada pela equação (5.2), como uma boa aproximação para

o problema da interação Fe2+ -co dentro de cavidades confinantes. Pois, os valores

de raios confinantes que apresentam discrepâncias da ordem de 10-1, ou seja, os raios

menores que 4 u.a. não são de interesse deste estudo.

Outro fator que é considerado neste sistema é o volume excluso entre o íon 

e o dipolo. O uso desse volume se deve ao fato de não ser possível que o íon e o dipolo 

estejam a uma distância menor que seus respectivos raios atômicos. Sendo assim, essa 

característica do problema é representada como um potencial infinito nessa distância 

mínima entre o íon e o dipolo. Essa distância mínima é representada pelo raio do 

volume excluso, r exc·

Tomando como base a estrutura geométrica apresentada na Figura 5.1, per­

cebemos que ângulo 0 é o ângulo entre o dipolo e a direção de reta que une o íon e o 

centro do dipolo. Uma vez que a interação entre o íon Fe(II) e o dipolo CO é fortemente 

direcionada [20] fixamos esse ângulo 0 como zero. Dessa forma, o potencial que usamos 

Figura 5.2: Gráfico comparativo entre os potenciais Vex, equação (5.1) (curva sólida e preta), 
e V0 , equação (5.2) (curva tracejada e amarela). Usamos a permissividade do meio igual à 
do vácuo. 

a.a,...

ç.--
- - ----

--

� -O .5,... -

-� -1. O-
V-ex 

1 

• 

'li,f c, 

� 
P4. 1 

-l.5- 1 

[l 2 4 fi 8 10 12 14 

::r: (a .u.) 

Fonte: Elaborada pelo autor. 



para descrever a interação Fe2+ -CO confinada é: 

(Ze)u 
- 41rEEor2 ' 

oo,

Texe < T < Te 

T < T exe ou T > Te 
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(5.3) 

sendo o Texe o raio referente ao volume excluso e Te o raio da cavidade confinante do 
sistema. 

Como se trata de um potencial tridimensional, temos que adicionar ao po­
tencial V0(T) um termo de barreira que é proporcional à .e(.e!i), onde ,e representa o 

r 

número quântico relacionado ao momento angular. Assim, podemos definir o potencial 
efetivo ½J(T) dentro da cavidade como: 

R(R+l) (Ze)u
T2 47rEoET2 · 

(5.4) 

Consideramos que as cavidades confinantes são impenetráveis. O ferro(II) 
do anel porfirínico (Figura 2.5) está fixo no centro dessa cavidade, em um sistema 
cartesiano consideramos que esse anel porfirínico está no plano xz e o ligante CO está 
no eixo y. Assim, a massa reduzida do hamiltoniano da equação (3.5) se refere apenas 
ao dipolo CO. Então, para a região O < T < Te , o operador hamiltoniano da interação 
íon-dipolo para o caso de nosso interesse é escrito como: 

H = _ __!_ 
+ 2m (R,(R, + 1) _ (Ze)u )

dT2 n2 T2 47rEoET2 · 
(5.5) 

Usando o potencial efetivo da equação (5.4) na equaçao de Schrodinger 
(3.3), temos: 

temos: 

_ __!_
</>(T) + 

2m (R,(R, + 1) _ (Ze)u ) </>(T) = E</>(T),
dT2 n2 T2 47rEoET2 

(5.6) 

Redefinindo a constante e reescrevendo a equação de Schrodinger (5.6) ob-



_!!__ cp (r) + Àcp (r)
dr2 

r
2 

onde À = 2m (e(e + 1) - (Ze)u).
/1,2 4-rrEoE 
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Ecp (r), (5.7) 

A função de onda teste para o estado fundamental, <P iFe2+co1
0
(r), é obtida 

usando a superálgebra [9, 45, 59]. Primeiramente, sugerimos para o caso não confinado 

o seguinte superpotencial:

/3-/j__- 1 
' 

T T - Texc 
(5.8) 

onde /3 é um parâmetro variacional.

Usando o superpotencial (5.8) na equação ( 4.6) obtemos o potencial apro­

ximado: 

( f3 l )
2 

(/3 1 )/3------
- 2+ 

2 
. 

r r-rexc r (r-rexc) 
(5.9) 

A fim de verificar o quão bem o potencial aproximado descreve o potencial 

original, fazemos uma comparação entre o potencial aproximado dado na equação (5.9) 

com o potencial original da interação Fe2+co (equação (5.4)) na primeira seção do 

capítulo Resultados. 

Para obtermos a função de onda teste para o estado fundamental para o 

caso não confinado usamos o superpotencial dado na equação (5.8) na expressão ( 4.5), 

assim temos: 

(5.10) 

Para obtermos a energia via método variacional (3.4) usamos a função de 

onda teste (5.10) e o operador hamiltoniano dada na equação (5.5). Adotando as 

unidades atômicas: 
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(5.11)

onde fJ é usado corno um parâmetro variacional. Por fim, usamos as equações (5.11) e
(3.6) para calcularmos e minimizarmos a energia da interação entre o íon ferroso e o
monóxido de carbono sem o efeito do confinamento.

Da mesma maneira que é feito na equação ( 4. 7), sugerimos um superpoten­
cial para o sistema confinado:

WjFe2+ COl conf ( T) fJ
-1!_- 1 

+-
1
-_ 

r r - r exc r e - r 
(5.12)

Usando o superpotencial (5.12) na equação (4.6) obtemos o potencial apro-
xirnado:

( fJ l 1 )
2 fJ l

\:íaPl conf(r) = fJ - -:;: - r - Texc + -Tc ___ r - r2 - (r - Texc)2 

1 (5.13)

Usando a equação (5.12) na equação (4.5) ternos a função de onda teste
para o estado fundamental do caso confinado que é dada por:

(5.14)
Assim corno feito para o caso não confinado (equação (5.11)), para obtermos

a energia via método variacional (3.4) usamos a função de onda teste (5.14) e o operador
harniltoniano dada na equação (5.5). Adotando as unidades atômicas ternos:

(5.15)

Por fim, usamos as equações (5.15) e (3.6) para calcularmos e minimizarmos
a energia da interação entre o íon ferroso e o monóxido de carbono confinados em
diferentes volumes de cavidades.



Capítulo 6 

Potencial de Morse confinado 

Com o intuito de colaborar na descrição das transições vibracionais den­

tro de cavidades, neste trabalho, buscamos obter os níveis de energia vibracionais de 

uma molécula confinada. O potencial que descreve a interação entre os átomos que 

compõem uma molécula diatômica tem a característica de aumentar quando os núcleos 

estão deslocados de suas respectivas posições de equilíbrio (re) [69]. Para pequenos 

deslocamentos dos núcleos em relação a posição de equilíbrio, podemos descrever essa 

interação vibracional por um potencial harmônico [69]. 

Uma descrição mais realista da interação vibracional de moléculas é feita 

por um potencial anarmônico [69]. Um dos potenciais mais usados para descrever, 

de maneira aproximada, essa anarmocidade é o potencial de Morse [70]. Para uma 

molécula diatômica, o potencial de Morse é descrito por [70]: 

(6.1) 

onde De é a profundidade da curva do potencial na posição de equilíbrio re, a é um 

parâmetro relacionado à frequência vibracional da molécula diatômica. 

Reescrevendo a equação de Schrodinger tridimensional (3.3) para o potencial 

de Morse (6.1) em termos de uma nova variável x, onde x = ar, temos: 

d t t · t d "d - ,2 _ 2mDe _ E- _ 2mE on e as cons an es 1n ro uz1 as sao A - a21i2 , Xe - ar e e - a21i2 • 

(6.2) 

Assim, o operador Hamiltoniano para um sistema descrito pelo potencial de 

Morse adicionado pelo termo do potencial de barreira associado ao número quântico 



relacionado ao momento angular (.e) [45] é escrito como: 

A d2 R(R+l) HM = --
d
-

2 

+ À.2 [e-2(x-xe) - 2e-(x-xe)] + --
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-,
X X 
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(6.3) 

O problema envolvendo o potencial de Morse não confinado tem sido tra­

tado com o uso do método variacional associado a Supersimetria [71]. Neste caso, o 

superpotencial sugerido é: 

R+l -À.e-(X-Xe) ___ + /, (6.4) 

onde I é usado como um parâmetro variacional. Se o superpotencial para o sistema 

não confinado é conhecido, podemos obter o superpotencial para o sistema confinado 

usando a prescrição dada na equação (4.8) [45]. 

De modo semelhante ao que foi feito para o potencial íon-dipolo confinado, 

os dois termos que caracterizam o confinamento do potencial de Morse definem a 

distância da parede do lado "esquerdo" em relação a posição de equilíbrio (re) que 

é r exc e a distância a "direita" da posição de equilíbrio r e dado por r e· Logo, o super­

potencial para o estudo do caso confinado é dado por: 

R+l 1 -À.e-(X-Xe) ___ + / + __

X Xc -X 

1 
' 

X -Xexc 

onde as constantes Xc e Xexc são definidas como Xc = ar e e Xexc = ar exc·

(6.5) 

Seguindo a prescrição para o caso confinado introduzida aqui, o potencial 

de Morse é escrito como: 

Xexc <X< Xc 

X < Xexc OU X > Xc 
(6.6) 

Usando o superpotencial da equação (6.5), obtemos o potencial aproximado 

para este sistema: 



[ \ -(x-x ) 1! + 1 1 1 
]

2 

-/\e e ---+1+-------
x Xc - X X - Xexc 

-Àe-(x-xe) - 1! + 1 - 1 1
x2 (xc-x)2 (x-Xexc)2' 
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(6.7) 

Com as equações (6.6) e (6.7) pode-se fazer uma comparação para verificar 
o quão bem o sistema é descrito a partir do superpotencial sugerido (equação (6.5)).
Essa comparação é feita na referência [45] para o caso da molécula de H2•

De acordo com a equação (4.5), quando o superpotencial para sistema con­
finado (equação (6.5)) é conhecido, a função de onda teste para o caso do estado 
fundamental usada no método variacional é encontrada: 

(6.8) 

Na maneira em que o problema foi desenvolvido, a função de onda teste 
sugerida (6.8) depende apenas de um parâmetro variacional, 'Y· Assim, o autovalor de 
energia obtido via método variacional é encontrado através da minimização do valor 
esperado da energia em relação a esse parâmetro. Seguindo o método variacional a 
expressão do valor médio do hamiltoniano para o sistema é dada por: 

(H) 

O melhor valor obtido usando a função de onda teste (equação (6.8)) é dado 
pela minimização de (H) em função do parâmetro variacional 'Y, ou seja: 

d(H) --=O
d,y 

(6.10) 



Capítulo 7 

Resultados 

Esse capítulo de Resultados é separado em três seções. Na primeira seção são 

mostrados dois testes para verificar se o método sugerido neste trabalho pode ser usado 

para cálculos do autovalor de energia da interação íon-dipolo em ambiente confinado. 

Um dos testes é uma comparação entre o potencial original da interação Fe2+-co

(equação (5.4)) e o potencial aproximado (equação (5.13)), para analisar o quão bem é 

descrito o sistema Fe2+-co confinado pelo superpotencial dado pela equação (5.12). 

O outro teste é feito pela comparação dos resultados obtidos pelo metodologia desse 

trabalho com resultados obtidos via teoria de perturbação de Moller, com o uso do 

programa Gaussian09.

Na seção seguinte, apresentamos os autovalores de energia para o caso do 

estado fundamental da interação Fe2+-co confinado em 3 meios de diferentes per­

missividades ( vácuo, água à 308 K e água estruturada). Com intuito de verificar para 

quais tamanhos de cavidades os autovalores de energia da interação íon-dipolo são da 

ordem da energia térmica, fazemos essa comparação para cada permissividade. 

Na terceira seção estão os autovalores de energia para o caso do estado 

fundamental do potencial de Morse confinado. São apresentados os resultados das 

moléculas CO, N2, Li2 e NaH. Discutimos o efeito do confinamento em cada molécula. 

7 .1 Testes de verificação da metodologia proposta 

Primeiramente, fazemos dois testes para verificar se o método proposto neste 

trabalho é adequado. No primeiro teste, verificamos se o potencial aproximado (5.13) 

obtido via superálgebra é semelhante ao potencial efetivo da equação (5.4). Para tal, 

temos na Figura 7.1 uma comparação entre esses dois potenciais para uma cavidade 
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com raio confinante igual a 11, 723 u.a., R, = O e o valor da permissividade usada foi a da 

água. Observando a Figura 7.1 percebemos que o comportamento de ambos potenciais 

se assemelha, indicando assim que o superpotencial sugerido na equação (5.12) fornece 

um bom potencial aproximado do problema original. 

Todos os cálculos são feitos via Wolfram Mathematica, o script de comando 

para os cálculos da interação íon-dipolo confinados está no apêndice A enquanto o 

script de comando para o estudo do potencial de Morse confinado está no apêndice B. 

Todas as unidades adotadas neste trabalho estão em unidades atômicas. Os cálculos 

da energia são feitos considerando que na interação entre o íon ferroso e o dipolo CO 

o íon Fe2+ está ancorado no centro da cavidade (2.5). Objetivamos neste trabalho

estudar a interação íon-dipolo que ocorre dentro de cavidades proteicas, sendo assim,

desconsideramos as interações do resíduo de histidina H is93 e dos outros componentes

do anel porfirínico. Assim, usamos a massa reduzida da molécula de CO na equação

(5.13), ou seja, m = 12499, 5u.a. [72]. A carga total na superfície do íon ferroso é +2

e o momento de dipolo da molécula de monóxido de carbono é igual a O, 04799846 u.a.

Figura 7.1: Representação da comparação entre o potencial original V0 , da equação (5.4) 
(curva sólida), e o potencial aproximado Vap da equação (5.13) (curva tracejada) para o caso 
em que Te = 11, 723 u.a. No potencial original V0 , nos pontos Texe e Te estão localizados as 
barreiras de potencial infinito. O raio do volume excluso usado é de 4,629828672 u.a., o valor 
da permissividade usada é o da água a temperatura de 308 K que é 74,828, o momento de 
dipolo do CO é 0,04799846 u.a. e a carga total na superfície do íon ferroso é +2. 
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Fonte: Elaborada pelo autor. 
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[68]. 

Em seguida, fazemos outro teste que é uma comparação entre os resulta­
dos obtidos com a função de onda proposta neste trabalho (equação (5.10)) usando o 
método variacional (equações (5.11) e (3.6)) com os valores obtido usando um pacote 

de software de química computacional, o Gaussian09. Esses cálculos via Gaussian09 

foram realizados pela colaboração do Dr. Ícaro Putinhon Caruso, o nível de teoria e o 

conjunto de base que melhor descreve a interação ión-dipolo confinado é a perturbação 
de Moller-Plesset de segunda ordem (MP2) [73] e o conjunto de base 6 - 31g(d) [73]. 

Nessas condições, consideramos que a interação entre o íon ferroso e o 

monóxido de carbono sem a cavidade confinante. Entretanto, consideramos o efeito 
do volume excluso e usamos a permissividade do vácuo nos cálculos realizados. Neste 
caso, o volume excluso é considerado como a soma das distâncias de equilíbrio entre 

o Fe2+ e o centro de massa do dipolo CO [33], ou seja, rexc = 4, 629828672 u.a. No
cálculo via MP2 usamos as mesmas distâncias de equilíbrio [33]. O autovalor de energia
obtido via método variacional é de -0, 0495721 hartrees e a energia obtida via MP2
(usando o Gaussian09) é -0, 047655102 hartrees. Comparando os resultados temos
uma discrepância de 2. 10-3 hartrees.

Em complemento é importante destacar que o método variacional sempre 
oferece um resultado maior ou igual a solução exata do problema. Desta forma, o resul­
tado obtido via método variacional ( que é menor que aquele obtido pelo Gaussian09) é 

melhor que o resultado via MP2 com o conjunto de base 6- 3lg(d). Dessa forma, con­
sideramos o método aplicado aqui eficiente para obter resultados quantitativos. Após 
validar o método, fazemos os cálculos de interesse deste trabalho. 

7.2 Potencial íon-dipolo confinado 

Após os testes, fizemos os cálculos dos autovalores de energia da interação 

do Fe2+ -CO para três tipos de meios dentro da cavidade: vácuo, água estruturada 

e água à temperatura de 296 K. Usamos estes três tipos de meio, pois dependendo 
do tamanho e da característica da cavidade [48, 74] não é possível haver moléculas de 

água dentro da mesma e em alguns casos para cavidades que não são hidrofóbicas há 
a possibilidade de formação de uma camada de hidratação [75]. Neste caso, o volume 
excluso para o caso de cavidades confinantes é feito considerando que o íon ferroso e o 

monóxido de carbono estão um em seguida do outro e o raio do volume excluso (rexc) 
é igual a soma das distâncias de equilíbrio entre o Fe2+ e o centro de massa do dipolo 
CO, ou seja, adotamos nesse trabalho que rexc = 4, 629828672 u.a.[33]. Para o cálculo 
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dos volumes usados, consideramos o volume da cavidade como o volume de uma esfera 

de raio r e menos o volume de uma esfera de raio r exc·

De ínicio, adotamos o vácuo como o meio dentro da cavidade confinante. 

Assim, a permissividade relativa (E) da equação (5.5) é igual a 1. Como aproximação 

inicial, consideramos as cavidades confinantes como impenetráveis e o momento angular 

igual á zero, ,e = O. Como as proteínas são globulares, aproximamos a forma da cavidade 

para uma esfera, onde o raio da esfera é representado por r e· 

Na tabela 7.1 são mostrados os valores das energias obtidas via equações 

(5.15) e (3.6) para diferentes volumes de cavidade, onde essas cavidades possuem volu­

mes variando entre 101, 23 u.a. e 6748, 32 u.a. e mimetizam os volumes das cavidades 

proteicas [50-52]. Neste caso, consideramos que o meio onde está ocorrendo a interação 

é o vácuo. 

Percebemos que nas cavidades com volumes entre 101, 23 e 202, 45 u.a., 

temos a maior diferença de autovalores de energia para o estado fundamental que é 

aproximadamente 5,48 10-4 hartree. Enquanto para as cavidades com rc entre 5, 2845 

e 6, 3853 u.a. a energia varia na ordem de 10-4 u.a. e cavidades com raios confinantes 

entre 7, 4975 e 11, 9589 u.a. tem uma diferença de energia da ordem de 10-5 hartree. 

Para compararmos os autovalores de energia da Tabela 7.1, vemos que a 

energia térmica, kBT, em T = 308 K é 9, 75501.10-4 hartree. Usamos a temperatura 

de 308 K por ser uma temperatura próxima ao sangue humano. Sendo assim, a energia 

térmica não é suficiente para separar o íon ferroso do monóxido de carbono quando o 

meio que está ocorrendo essa interação é o vácuo. 

Tabela 7.1: Autovalores de energias, em unidades atômicas, calculados via método variacio­
nal para cada volume. A permissividade E usada é igual a permissividade relativa do vácuo. 
Também é indicado o raio (rc) correspondente a cada volume e o parâmetro variacional (/3) 
encontrado. 

Volume (u.a.) rc (u.a.) Energia ( u.a.) /3 
101,23 4,9787 -0,0491842 2,57257 
202,45 5,2845 -0,0497321 6,01147 
337,42 5,6441 -0,0496304 7,66219 
1090,54 6,3853 -0,0495867 8,55981 
1349,67 7,4975 -0,0495766 8,92879 
2024,50 8,3518 -0,0495746 9,04930 
3374,17 9,6719 -0,0495733 9,15029 
6748,33 11,9589 -0,0495726 9,23597 

Fonte: Elaborada pelo autor. 
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A fim de analisar o comportamento da energia dessa interação para outro 

meio, fazemos os mesmos cálculos da tabela 7.1, porém com a permissividade adimi­

tindo a existência de uma camada de hidratação. Consideramos que as moléculas de 

água dessa camada de hidratação estão estruturadas de tal maneira que seu compor­

tamento é próximo ao gelo. Neste caso, usamos um meio com valor de permissividade 

relativa do gelo que é igual a 3,17 [76]. 

Temos na Tabela 7.2 os valores das energias obtidas via equações (5.13) 

e (3.6), considerando que o meio dentro das cavidades é composto por uma camada 

de hidratação, porém, as moléculas que compõem essa camada se comportam como 

as moléculas que compõem o gelo. Os cálculos são feitos para diferentes volumes de 

cavidade, e esses volumes variam entre 283, 34 u.a. e 6748, 32 u.a. 

Na Tabela 7.2 notamos um comportamento similar ao da tabela 7.1, uma 

pequena variação no tamanho do raio confinante, na região entre 4, 9787 e 5, 2845 u.a., 

há uma variação de aproximadamente 1,5. 10-3 hartree. Enquanto para as cavidades 

com Te entre 5, 2845 e 6, 3853 u.a. a energia varia na ordem de 10-5 u.a. e cavidades 

com raios confinantes entre 9, 6719 e 11, 9589 u.a. apresentam uma diferença de energia 

da ordem de 10-7 hartree. 

Comparando os autovalores de energia da Tabela 7.2 com a energia térmica 

em T = 308 K (ou seja, 9, 75501.10-4 hartree), vemos que a energia térmica não é 

suficiente para a separar o íon ferroso e o monóxido de carbono em um ambiente com 

uma camada de hidratação que se comporta como uma camada de gelo. 

Por fim,fazemos os mesmos cálculos com a permissividade da água. Apesar 

das cavidades serem hidrofóbicas, há estudos que indicam a existência de algumas 

Tabela 7.2: Autovalores de energias, em unidades atômicas, calculados via método variacio­
nal para cada volume, onde r e é o raio confinante da cavidade, /3 é o parâmetro variacional e 
a permissividade E é igual a permissividade relativa da água estruturada. Também é indicado 
o parâmetro variacional (/3) encontrado.

Volume (u.a.) Te (u.a.) Energia ( u.a.) /3 
101,23 4,9787 -0,0132298 1,00112 
202,45 5,2845 -0,0147604 2,52921 
337,42 5,6441 -0,0147903 4,15882 
1090,54 6,3853 -0,0147450 5,33938 
1349,67 7,4975 -0,0147333 5,77518 
2024,50 8,3518 -0,0147310 5,90769 
3374,17 9,6719 -0,0147297 6,01555 
6748,33 11,9589 -0,0147290 6,10467 

Fonte: Elaborada pelo autor. 
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moléculas de água dentro das cavidades [48]. Dessa maneira, usamos a permissividade 

relativa da água (à temperatura de 308 K) que é igual a 74,828 [77]. 

Temos na Tabela 7.3 os valores das energias obtidas via equações (5.13) e 

(3.6), considerando que o meio dentro das cavidades é composto por água à 308 K. Os 

cálculos são feitos para diferentes volumes de cavidade que variam entre 283, 34 u.a. e 

67 48.32 u.a. 

Na Tabela 7.3 notamos que os resultados apresentam um comportamento 

diferente ao das tabelas 7.1 e 7.2, uma pequena variação no tamanho do raio confinante, 

na região entre 4, 9787 e 5, 2845 u.a., há uma variação de aproximadamente 2,0 .10-3

hartree. Enquanto para as cavidades com Te maiores ou iguais a 5, 6441 u.a. a energia 

para o estado fundamental é da ordem de kBT para T = 308K. A diferença entre os 

autovalores para Te igual a 5, 6441 e 6, 3853 u.a. é de 1,905 .10-4
_ Porém, a cavidade 

com Te = 6, 3853 tem um autovalor de energia que é, aproximadamente, 85 % maior 

do que o autovalor da cavidade com Te = 5, 6441. Contudo para cavidades com raios 

confinantes entre 7, 4975 e 11, 9589 u.a. apresentam uma diferença de energia da ordem 

de 10-5 hartree. O efeito do confinamento é evidente para esse valor de permissidade. 

A energia térmica em T = 308 K (9, 75501.10-4 hartree) é suficiente para 

desfazer a interação entre o íon ferroso e o monóxido de carbono se dissociar em um 

ambiente composto por água à 308 K quando essa interação ocorrer em cavidades 

com raios confinantes entre, aproximadamente 5, 6441 e 11, 9589 u.a. Entretanto, para 

cavidades menores que 5, 6441 u.a. a energia térmica não é suficiente para interromper 

essa interação entre o íon ferroso e o monóxido de carbono. 

Tabela 7.3: Autovalores de energias, em unidades atômicas, calculados via método variaci­
onal para cada volume, onde Te é o raio confinante da cavidade, /3 é o parâmetro variacional 
e a permissividade E é igual a permissividade do água à 308 K. O parâmetro variacional (/3) 
encontrado é indicado. 

Volume (u.a.) Te (u.a.) Energia ( u. a.) /3 
101,23 4,9787 0,00258565 0,297924 
202,45 5,2845 0,00027378 0,35596 
337,42 5,6441 -0,00022801 0,460167 
1090,54 6,3853 -0,00041851 0,754788 
1349,67 7,4975 -0,00044085 1,22335 
2024,50 8,3518 -0,00043979 1,45338 
3374,17 9,6719 -0,00043835 1,63191 
6748,33 11,9589 -0,00043753 1,75737 

Fonte: Elaborada pelo autor. 
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A fim de facilitar a comparação das três tabelas (Tabelas 7.1, 7.2 e 7.3), 

fizemos um gráfico 7.2. Percebemos que quanto menor a permissividade relativa mais 

negativo é o autovalor de energia. 

Por fim, notamos que para ambiente de alto confinamento (rc = 4, 9787 u.a.) 

o valor da energia dessa interação é de 0,00258565 hartree quando a permissividade é a

água á T = 308 K, e para os outros dois valores de permissividades usados os autovalores

são negativos. Apesar de que em todos os casos o regime alto confinamento faz com

que o autovalor de energia tenha o mais alto valor, esse efeito é mais evidente para caso

da permissividade da água na temperatura do sangue humano. Esse resultado permite

construir um modelo para o CO dentro de cavidades proteicas. Nesse modelo a cavidade

não teria outras moléculas em seu interior, isto é, haveria vácuo e a estabilidade da

ligação seria maior (7.2). Ao findar o confinamento, moléculas de água entrariam

na cavidade diminuindo a energia de ligação até o ponto em que a energia térmica

seria suficiente para desfazer a ligação íon-dipolo permitindo o ligante ser solto da

hemeproteína.

7.3 Potencial de Morse confinado 

O potencial de Morse confinado para o caso da molécula de H2 é discutido 

na literatura [45]. Observa-se que para confinamentos ( distância entre as paredes) 

maiores que 2,0 re a molécula confinada tem comportamento análogo a molécula livre. 

Neste trabalho, vamos ampliar o uso dessa metodologia estudando outras moléculas 

diatômicas. 

Os sistemas moleculares abordados neste trabalho são as moléculas de monóxido 

de carbono (CO), nitrogênio (N2 ), de lítio (Li2) e o hidreto de sódio (NaH). O monóxido 

de carbono é a molécula de nosso interesse devido a sua interação dentro de cavidades 

de hemoproteínas. A molécula de N2 tem grande importância biológica e tecnológica, 

fazendo o sistema agrícola ter maior produtividade de maneira sustentável [16]. Um 

estudo detalhado sobre o confinamento da molécula de N2, além da possível aplicação 

agrícola, pode auxiliar nos estudos sobre novos materiais [78]. 

O interesse da comunidade científica em estudos sobre o lítio é devido a sua 

aplicação em cerâmicas [79] e baterias [80]. A molécula de lítio (Li2) confinada é alvo 

de estudos devido ao comportamento anômalo sob efeito do confinamento, tal compor­

tamento pode nortear novos estudos sobre reações químicas em ambientes confinados 

[17]. 

O hidreto de sódio pode ser usado para a alquilação de monossacarídeos 
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[81]. Além da alquilação, a análise do confinamento da molécula de N aH pode auxiliar 

no avanço de tecnologias de síntese orgânica [81]. 

Para fazer os cálculos dos autovalores de energia vibracional para as quatro 

moléculas temos que usar os parâmetros de Morse disponíveis na literatura [82]. Esses 

parâmetros são apresentados na Tabela 7.4 [82]. 

O confinamento para o potencial de Morse é tratado unidimensionalmente 

[45] e é definido pela distância das paredes (Tc e Texc) em relação a posição de equilíbrio

Te, ou seja, para !:1T = 4 a0 significa que Te está 2 a0 a "direita" da posição de equilíbrio

Te e T exc está 2 a0 a "esquerda" da posição de equilíbrio. Nos cálculos dos autovalores

de energia fixamos o valor de l = O para todas moléculas abordadas aqui.

Apesar de que nos cálculos na equação (6.9) usamos as grandezas adimensi­

onais x e Xe, nas Figuras 7.3, 7.4, 7.5 e 7.6 o parâmetro que define o confinamento é !:1T, 

Figura 7.2: Representação da comparação entre os autovalores das Tabelas 7.1, 7.2 e 7.3. 

0,00 � ,.. ... ... ... .t. 

- -0,01

---..1... • • • • • 

-0,02

rn 

-0,03 ---E vácuo 

----E ae 

-0,04 _____._ E_agua 

-0,05 ... ■ ■ ■ ■ ■ ■ 

-0,06

4 5 6' 7 8 9 10 -11 12 13 

rc {ao) 

Fonte: Elaborada pelo autor. 
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que é definido como a distância entre as paredes da cavidade confinante e representa o 

tamanho da cavidade que é dada em unidades atômicas. 

Para o caso do monóxido de carbono, calculamos os autovalores para sete 

diferentes distâncias ( �r) entre as paredes, esses autovalores obtidos pela minimização 

da equação (6.9) em relação ao parâmetro variacional , estão no gráfcio apresentado 

na Figura 7.3. 

Notamos que na Figura 7.3 o efeito do confinamento nos autovalores de 

energia é mais evidente para regimes confinantes com �r entre, aproximadamente, 

0,35 até 1,40 a0. O autovalor para cavidade de �r = O, 70a0 é, aproximadamente, 

45,7 % mais negativo que o autovalor da cavidade com �r = O, 35a0. A cavidade 

de �r = 1, 40a0 mostra autovalor de energia mais baixo. Por fim, as cavidades com 

�r maior que 2,10 a0 mostram pouca variação nos valores de energia, ou seja, um 

Tabela 7.4: Parâmetros do potencial de Morse [82] para os cálculos dos autovalores de 
energia no estado fundamental das moléculas de CO, N2, NaH e Li2. 

Molecule De (u.a.) We(u.a.) a(ao l) re (u.a.) 
co 0,412531 0,0098863819 1,21686 2,132177833 
N2 0,364006 0,010746436 1,42308 2,074352218 

NaH 0,072901 0,005358706 0,58879 3,569692392 
Li2 0,039276 0,001601187 0,45440 5,051804485 

Fonte: Elaborada pelo autor. 

Figura 7.3: Representação dos autovalores de energia no estado fundamental das moléculas 
de CO para diferentes tamanhos de cavidades. 

-0.34

m 

:::J 
-n.3.5

m -□ .38
e: 

·,3 
-D.'37

■ 
·::; -.0.3.8
-�

-!1.33 
e: 

-□ .L!.0 ■ 
• 

,[] :z. 3 

raio ronfin.antE: (u.s ) 

Fonte: Elaborada pelo autor. 



49 

indicativo que cavidades com �r maiores que 2,10 a0 o efeito do confinamento nos 

autovalores de energia vibracional é muito pequeno. 

Os autovalores de energia obtidos via minimização da equação (6.9) em 

relação ao parâmetro I para as moléculas de N2, NaH e Li2 são mostrados nos gráficos 

apresentados nas figuras 7.4, 7.5 e 7.6. Nestes gráficos são mostrados os comportamen­

tos das energias para diferentes regimes de confinamento. 

Observamos na Figura 7.4 que os autovalores de energia da molécula de N2 

indicam que a mesma é mais estável entre os 3 casos estudados, e o confinamento faz 

com que o estado fundamental varie, aproximadamente, O, 11 hartree. 

No gráfico 7.5, percebemos que o hidreto de sódio tem o maior aumento 

percentual de energia quando o confinamento é drástico (�r = O, 2a0), se comparado 

com a cavidade de �r = 4, Oa0 o autovalor de energia aumenta, aproximadamente, 96 

por cento. 

A molécula de lítio apresenta na Figura 7.6 os menores valores de E para 

os casos onde �r > O, 8a0, isso indica que a molécula de Lítio é a menos estável dos 

três casos abordados. 

Analisando os autovalores de energia, nas figuras 7.4, 7.5 e 7.6, para regimes 

confinantes com �r = O, 2a0 e �r = O, 4a0, os autovalores de energia variam de formas 

diferentes, enquanto na molécula heteronuclear de N aH tem uma variação percentual 

Figura 7.4: Representação dos autovalores de energia no estado fundamental das moléculas 
de N 2 para diferentes tamanhos de cavidades. Em unidades atômicas. 
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alta ( aproximadamente, 96, 77 % ) . As moléculas homonucleares apresentam uma va­

riação mais moderada quando comparadas com NaH (para N2 temos uma variação de, 

aproximadamente, 32,9 % e para Li2 temos uma variação de, aproximadamente, 48,2 

%). 

Comparando os autovalores de energia com regimes �r = 2, Oa0 e �r = 

Figura 7.5: Representação dos autovalores de energia no estado fundamental das moléculas 
de N aH para diferentes tamanhos de cavidades. Em unidades atômicas. 
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Figura 7.6: Representação dos autovalores de energia no estado fundamental das moléculas 
de Li2 para diferentes tamanhos de cavidades. Em unidades atômicas. 
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4, Oa0, nota-se que a variação entre os autovalores é pequena, o que indica que a parede 

da cavidade (rc) causa pouco efeito na interação o que indica que a molécula tem o 

comportamento semelhante ao caso da molécula livre para os casos em que !:1r > 2, O 

a0. Esse resultado também é encontrado para a molécula de H2 [45]. 



Capítulo 8 

Conclusões 

Com os resultados apresentados neste trabalho, nota-se que o formalismo 

usado pode ser adaptado para estudar a interação íon-dipolo e o potencial de Morse 

dentro de cavidades proteicas. No estudo do potencial íon-dipolo confinado, apesar 

das aproximações usadas, a metodologia proposta se mostra eficaz em representar o 

mecanismo dessa interação, pois nos testes feitos mostram que tanto usando o MP2 

do Gaussian09 quanto o método gráfico apresentado na Figura 7.1 a metodologia é 

adequada para o estudo da interação entre um íon e um dipolo confinados em cavidades 

esféricas. Na Figura 7.2 percebemos que quanto maior a cavidade, mais próximo de 

zero é a energia da interação Fe2+-co. Ou seja, a energia dessa interação é diminuída 

para cavidades grandes, facilitando a dissociação da mesma. Verificamos que a energia 

térmica ( E :::::: 9, 8. 10-4 hartree) é suficiente para a dissociação dessa interação entre 

o íon Fe e o dipolo CO somente quando o meio é a água e os raios das cavidades

confinantes devem ser maiores que, aproximadamente, 5 u.a (E :::::: -2.10-
4 hartree).

Em contrapartida, para os outros dois valores de permissividades a energia térmica 

não seria suficiente para desfazer a interação Fe2+-co quando confinados (Evacuo :::::: 

4, 9.10-
2 e Eag.estruturada:::::: 1, 5.10-

2
). 

Com os dados obtidos verificamos que para cavidades com r e entre 4, 9 e 5, 7 

u.a. os volumes correspondem aos volumes de cavidades de mioglobina [83], enquanto as

cavidades com rc entre, aproximadamente, 5, 28 e 11, 96 u.a. mimetizam as cavidades de

hemoglobina [51, 52]. Verificando as tabelas 7.1, 7.2 e 7.3 temos autovalores de energia

com comportamento anômalo para o conjunto de raios confinantes que mimetizam as

cavidades de mioglobina. Apesar dos valores anômalos o confinamento em si confere

estabilidade à ligação que pode ser desfeita quando esse confinamento é desfeito. Os

resultados indicam que para armazenar o ligante [47, 48] a energia da interação deve ser

alta o suficiente para não ser desfeita por outros tipos de energia como, por exemplo,
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a energia térmica e o ligante, no caso o CO, possa interagir com outras partes da 
macromolécula. Por outro lado, cavidades com volumes que mimetizam cavidades da 
hemoglobina podem apresentar um autovalor de energia para o estado fundamental 

mais baixo, pois a função da hemoglobina é o transporte de ligantes [47, 48], assim as 
ligações nas cavidades de hemoglobinas devem ser dissociadas mais facilmente do que 
nas cavidades de mioglobinas. 

O modelo que construímos aqui para a interação Fe2+ -CO dentro da ca­
vidade de uma hemoproteína sugere que dentro da cavidade não há outros tipos de 
moléculas quando o ligante está alojado no seu respectivo sítio. Assim, conferindo 

maior estabilidade na ligação. Quando o confinamento começa a ser desfeito, moléculas 
de águas entrariam no interior da cavidade diminuindo a energia de ligação até o ponto 

em que a energia térmica seria suficente para desfazer a ligação entre o íon e o dipolo 
permanente. Dessa forma, permitindo o dipolo se desprender do sítio ligante de uma 
hemoproteína. 

Estudos com o perfil de descrever cada tipo de interação que ocorre em 
biomoléculas são fundamentais para o desenvolvimento e engenharia de proteínas [38]. 
Assim, esse estudo, focado na interação íon-dipolo que ocorre no interior de cavidades 

esféricas, busca melhorar nossa compreensão do sistema e, por conseguinte, auxiliar 
nos avanços da engenharia de proteínas. 

Em relação ao estudo do potencial de Morse confinado, os resultados numéricos 

obtidos para os autovalores de energia (Figuras 7.3, 7.4, 7.5 e 7.6) são razoáveis quando 
comparamos os sistemas confinados entre paredes de distância 6.r > 4 a0 com os resul­
tados para o caso livre tendendo aos valores de De apresentados na literatura [82]. Em 
outras palavras, os autovalores com 6.r maiores que 4 a0 se aproximam dos valores de 
energia da profundidade do poço (De)- Analisando os resultados nas Figuras 7.3, 7.4, 
7.5 e 7.6, é possível notar que a energia aumenta com a diminuição da distância entre 
as paredes. Este aspecto pode ser entendido como um resultado direto do confina­
mento. Na Figura 7.3, vemos que o efeito do confinamento dos autovalores de energia 

vibracional para o ligante CO são pronunciados apenas em regimes de confinamento 
extremo (6.r = O, 35 a0).

É importante dar ênfase que a inclusão dos termos -1
- e -1

- se mostra 
Xc-X X-Xexc 

adequada para dar a característica confinante ao sistema abordado. Estes resultados 
reforçam que a abordagem apresentada inicialmente para o H2 [45] e pode ser adotada 

para outros sistemas confinados como um procedimento efetivo. 

Concluímos, de forma geral, que a análise quantitativa, via método variaci­
onal, pode ser realizada devido à escolha de uma função teste baseada em resultados 
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anteriores usando o formalismo supersimétrico. Essa constatação é válida nos casos 

estudados tanto para interação íon-dipolo como para vibrações moleculares dentro de 

cavidades. 
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Apêndice A 

Script usado no cálculo da 

interação íon-dipolo confinados 

Disponibilizamos o script usado no software Mathematica para a realização 

dos cálculos da energia de interação entre Fe2+-co confinados em cavidades esféricas 

para o caso do raio confinante igual a aproximadamente, 11,9589 a0 e a permissividade 

do meio é a água. 



C lear["Global '*"] 
apaga 

(*Determinando a função de onda do problema*) 

a 1 1
W=a--+---+---

r rc-r rm-r 
a 1 1 

a--+- - -+ - -­
r -r + rc -r + rm

Veff = W"2-D[W, r] 
.derivada 

1 a 

r2 (-r+rc) 2 

1/1 = ef-Wdlr 

___ 1 _ __ + (
a 

_ .'1. + _ _  1 _ _  + _ _  1 _ _  l 
2 

(-r+rm) 2 r -r+rc -r+rm 

e-ar+aLog[r] (r-rc) (r-rm)

(*Definindo o valor dos parâmetros*)

(*raios de confinamento, 

rmin é a distãncia entre o fe e c + metade da distância do C-O*) 
·· nota,

rm = 4. 629828672 

4.62983 

rc = 11.9589 

11.9589 

(*onde ml é a massa do carbono e m2 é a massa 

do oxigenio em massa de eletron fonte:http://ciaaw.org*) 

ml = 21 874 .1 

21 874.1 

m2 = 29 165.5 

29 165.5 

(*m é a massa reduzida do dipolo*) 

ml* m2 
m=---

ml +m2 

12499.5 

(*momento do dipolo C O*) 

uco = 0.04799846 

0 .047 9985 

(*carga líquida do ion Fe*) 

Z=2 

2 
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2 1 confined_agua_1 parameters_híp1_rc=11. 9_wíth rmín_modf_final_correto_cruel_msm.nb 

e =l 

1 

(*permissividade do meio: podemos usar tanto a água, gelo ou vácuo*) 

(*epslon=3.17*) 

ln[1J:= epslon = 7 4 . 828 

Out[1]= 74. 828

(*numero quantico relacionado com o momento angular*)

1=0 

o 

(*constante de planck*) 

hbar = 1 

1 

Z * e *UCO 
cte =

epslon 

0.0161214 

(*Definindo o Hamiltoniano do sistema*) 

Vo = --* (l+l) - ----
2 * m (i z * e * uco 

) * 
2_

hbar2 epslon r2 

403.019 

r2 

Hamil = -D[ D[l/1, r]' r] +VO*l/1 
·· _derivada

-2 ,e-ar+aLog[r] -2 ,e-ar+aLog[r] (-a+ �l (-11.9589+r) _

2 ,e-ar+aLog[r] (-a+ �l (-4.62983+r) -

,e-ar+aLog[r] (-a+ �r (-ll.9589+r) (-4.62983+r) -

403.019,e-ar+aLog[r] (-ll.9589+r) (-4.62983+r)

r2 

a,e-ar+aLog[r] (-ll.9589+r) (-4.62983+r) 

r2 

(*Cálculo da energia variacional*)
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confined_agua_1 parameters_hip1_rc=11.9_with rmin_modf_final_correto_cruel_msm.nb 1 3 

. . . 
[ 

Nintegrate [ 1/1 * Hamil * r2, {r, rm, rc}] 
F1ndMin1mum --------'�--------------=-, {a}] 
encontrao mínimo Nintegrate[l/!*1P*r2, {r, rm, rc}] 

Nlntegrate::inumr : The integrand

e-a,+a Log[,] (-2 e-a,+a Log[,] - 2 e-a,+a Log[,] (-a + �) (-11.9589 + r) - 2 e-a,+a Log[,] (-a + �) (-4.62983 + r) -e-a,+a Log[,] (-a + 

a 
)
2 403.019e-"'' Log[,J (-11.9589 + r) (-4.62983 + r) 

- (-11.9589 + r)(-4.62983 + r) - ---------------+ 
r � 

a e-"+' Log[,J (-11.9589 + r) (-4.62983 + r)
) (-11.9589 + r)(-4.62983 + r) r2 has evaluated 

r2 

to non-numerical values for all sampling points in the region with boundaries {{4.62983, 11.9589)}. »

Nlntegrate::inumr :
The integrand e-2, "2' Log[,J (-11.9589 + r)2 (-4.62983 + r)2 � has evaluated to non-numerical values for all sampling

points in the region with boundaries {{4.62983, 11.9589)}. » 

Nlntegrate::inumr : The integrand

e-a,+a Log[,] (-2 e-a,+a Log[,] - 2 e-a,+a Log[,] (-a + �) (-11.9589 + r) - 2 e-a,+a Log[,] (-a + �) (-4.62983 + r) -e-a,+a Log[,] (-a + 

a 
)
2 403.019e-"'' Log[,J (-11.9589 + r) (-4.62983 + r) 

- (-11.9589 + r)(-4.62983 + r) - ---------------+ 
r � 

a e-"+' Log[,] (-11.9589 + r) (-4.62983 + r)
) (-11.9589 + r)(-4.62983 + r) r2 has evaluated 

r2 

to non-numerical values for all sampling points in the region with boundaries {{4.62983, 11.9589)}. »

General::stop : Further output of Nlntegrate::inumr will be suppressed during this calculation. » 

FindMinimum::lstol :
The line search decreased the step size to within the tolerance specified by AccuracyGoal and PrecisionGoal

but was unable to find a sufficient decrease in the function. You may need more
than MachinePrecision digits of working precision to meet these tolerances. »

(-10. 9379, {a➔ 1. 75737}} 

-10.937858972642628'
El = 

-0.000437532
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Apêndice B 

Script usado no cálculo do 

potencial de Morse confinado 

Disponibilizamos o script usado no software Mathematica para a realização 

dos cálculos do potencial de Morse confinado para a molécula de CO em uma cavidade 

que a distância entre as paredes é de, aproximadamente, 0,35 a0. 



Clear["Global '*"] 

apaga 

(*Massa dos átomos da molécula em unidades atômicas*) 

me= 21 874.1 

21 874.1 

mo= 29 165.5 

29 165.5 

(*massa reduzida da molécula*) 

mc* mo 
µ= ---

mC+mO 

12 499.5 

(*Valor da profundidade do poço do potencial de Morse*) 

Dct = O. 412531 

0.412531 

(*parâmetro relacionado a frequencia vibracional em u.a.*) 

a= 1. 2168590287151555 ·

1.21686 

(*parâmetro de Morse em u.a.*) 

we = O. 0098863819 

0.00988638 

(*h cortado em u.a.*) 

hbar = 1 

1 

À= 
2 * µ * Dct 

(a"2} * (bbar"2} 

83.4544 

(*posição de equilíbrio*) 

re = 2 .1321778329 

2 .13218 

xe=a *re 

2.59456 

(*r exc seria a parede a "esquerda" de r_e*) 

rmin = 0.9 

0.9 
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2 1 morse conf num dr=2 para CO.nb 

xe 
xmax= 1.1* -

a 

2.3454 

(*r c seria a parede a "direita" de r_e*) 

rmaxl = xmax / a 

1.92742 

xe 
xmin = - * rmin 

a 

1. 91896 

rminl = xmin / a 

1.57698 

(*delta r que é a distância entre as paredes*) 

del tr = rmaxl -rminl 

0.35044 

(*superpotencial sugerido para o caso confinado*) 

(l+l) 1 1 w =-À* e-<x-xe) - --- + y 
+ 

----

X xmax-x x-xmin 
1 

_ 83. 4544 ie2.59456-x + ----- 1 1 + 1 
--- +y

2. 3454 -x -l.91896+X X 

(*potencial obtido superpotencial W•) 

Vef = (W) "2 -Ôx W 

1 
-83. 4544 ie2.59456-x _ ------- 1 

(2.3454 -x)2 (-l.91896+x)2 

1 + 1 
( 

1 1 _ 1 

X

+ 1 
+ 

v) 2 
--+ -83.4544ie2.59456-x+----- o 

x2 2.3454 -x -l.91896+x 

(*potencial de Morse•) 

Vo = ( À A 2) * ( e-2• (x-xe) - 2 * e- (x-xe) ) 

6964. 64 (-2 ie2.59456-x + ie-2 (-2.59456+x)) 

fu = Jwdlx 

1117.5lie-Lx+xy-l. Log[-2.3454+x] -1. Log[-l.91896+x] -Log[x] -lLog[x] 

(*função de onda teste sugerida•) 

1/1 = 
e-fu

ie-1117.51 e-'- x_x y+l Log[x] (-2. 3454 + x) 1. (-1. 91896 + x) l. X 

ie-1117.5le-'-x-xy+1Log[x] (-2.3454+x)l. (-l.91896+x)l. X 
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1=0 

o 

morse conf num dr=2 para CO.nb 1 3 

2. e-1117.5le-Lx_xy (-2.3454+x)l. +2. e-1117.5le-Lx_xy (-1.91896+x)l. + 

2. e-lll 7 · 51 e-L x_x y X - 111 7. 51 e-lll 7 · 51 e-L x_l. x-x y ( -2. 34 5 4 + X) 1. ( -1. 918 9 6 + X) 1. X + 

2e-1117-5le-'-x-xy (-2.3454+x)l. (-l.91896+x)l. (1117.Sle-l.x_y) + 

2. e-1117-51•-'-x-xy (-2.3454+x)l. X (1117.5le-l.x_y) + 

2. e-1117-51•-'-x-xy (-l.91896+x)l. X (1117.5le-l.x_y) + 

e-1117-5le-'-x-xy (-2.3454+x)l. (-l.91896+x)l. X (1117.5le-l.x_y)2 

(•cálculo do parâmetro relacionado com a energia e 

minimização da mesma em relação ao parâmetro variacional Y*) 

_ _ _ Nintegrate[l/fl• (-,+Vo•l/fl), {x, xmin, xmax}] 
NMim.mize [ . , {Y}] 
minimiza numéricamenMintegrate [1/11 * 1/11, {x, xmin, xmax}] 

Nlntegrate:: inumr: 

The integrand e-1117.51 •·' '-x Y «3» (-2. e-1117.51 •"""'«'»1-x Y (-2.3454 + x)1. - 2. e-1117.51 é=•1«,»1-x Y (-1.91896 + x)1. - 2. 

e-1117·51 eTlm,s[«'»l-x y X+ 1117.51 «3:» X+ «1 :» - «1 :» - 2. e-111751 e«l»-x y (-2.3454 + X)1· X (1117.51 e-1- x - y) -

2. e-1117.51 eTJm.,[«2»1-x y (-1.91896 + X)1. X (1117.51 e-1. X - y) - e-1117.51 eTJm,s[«2»1-x y (-2.3454 + X)1. (-1.91896 + X)1. X ( 
1117.51 er;mesl«2»1 - y)2) has evaluated to 

non-numerical values for ali sampling points in the region with boundaries {{1.91896, 2.3454}}. » 

Nlntegrate:: inumr: 

The integrand e-2235-02 •·1·'-2 ' Y (-2.3454 + x)2· (-1.91896 + x)2- x2 has evaluated to non-numerical values for all 

sampling points in the region with boundaries {{1.91896, 2.3454)}. » 

Nlntegrate:: inumr: 

The integrand e-2235-02 •·1·'-2 xr (-2.3454 + x)2· (-1.91896 + x)2- x2 has evaluated to non-numerical values for all 

sampling points in the region with boundaries {{1.91896, 2.3454)}. » 

General:: stop: Further output of Nlntegrate:: inumr will be suppressed during this calculation. » 

1 
Power:: infy : lnfinite expression - encountered. » 

o. 

lnfinity:: indet: lndeterminate expression O. Complexlnfinity encountered. » 

1 
Power:: infy : lnfinite expression - encountered. » 

o. 

lnfinity:: indet: lndeterminate expression O. Complexlnfinity encountered. » 

NMinimize:: nnum : The function value lndeterminate is not a number at {y) = {106.636). » 

(-4356.03, {Y➔70.7206}} 

Em= -4356.032414393714' * (a"2) / (2 * µ)

- O. 258018 

71 



Apêndice C 

Artigo "Operadores-escada 

generalizados para sistemas 

quânticos" 

Disponibilizamos o artigo de revisão "Operadores-escada generalizados para 

sistemas quânticos" que aborda o método de fatorização da equação de Schrodinger. 
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A superálgebra vem sendo aplicada na resolução de diversos problemas quânticos. Ela permite, por exemplo, 
obter soluções para potenciais exatamente solúveis e ampliar a construção de operadores de criação e destruição. 
Neste trabalho, o método de construção dos operadores-escada generalizados é revisado e usado para obter os 
autovalores de energia e as autofunções de dois potenciais, a partícula em uma caixa unidimensional e o potencial 
de Rosen-Morse unidimensional. 
Palavras-chave: supersimetria; mecânica quântica; shape invariance; operadores-escada generalizados; partícula 
em uma caixa; potencial de Rosen-Morse. 

Supersymmetry has been applied to obtain the solution of severa! kinds of quantum problems. For example, it 
allows us to solve the Schriidinger equation and to introduce the creation and annihilation operators. In this work, 
the method to obtain the generalized ladder operators is revised and it is used to determine the energy eigenvalues 
and the eigenfunctions for two potentials, a particle in a box and the one-dimensional Rosen-Morse potential. 
Keywords: supersymmetry; quantum mechanics; shape invariance; ladder operators; particle in a box; Rosen­
Morse potential. 

1. Introdução

Em estudos envolvendo sistemas descritos pela Mecânica 
Quântica, podemos fazer uso do formalismo da supersime­
tria para a resolução da equação de Schriidinger [1, 2]. Em 
comparação à resolução direta da equação de Schriidinger 
independente do tempo, este formalismo permite, por 
exemplo, uma simplificação dos cálculos e atacar outros 
tipos de problemas, como aqueles envolvendo potenci­
ais parcialmente solúveis [3-6]. Assim, essa abordagem 
tem motivado muitos estudos e estendido a compreensão 
sobre diversos sistemas quânticos (vide, por exemplo, 
Ref. [3-20]). 

O tratamento envolvendo a supersimetria em Mecânica 
Quântica pode ser visto como generalização do método de 
fatorização [1, 2]. Neste sentido, são introduzidos os ope­
radores que fatorizam a equação de Schriidinger. Assim, 
ao invés de resolver uma equação diferencial de segunda 
ordem, é preciso resolver uma equação diferencial de 
primeira ordem, conhecida como equação de Riccati [21]. 

O formalismo da Mecânica Quântica Supersimétrica 
pode ser aplicado em diversos contextos. Em especial, 
ele é útil para estudar potenciais exatamente solúveis 
[1-3, 7 -16] e parcialmente solúveis [1-6,18]. Em potenciais 
exatamente solúveis, o formalismo oferece duas vias de 
solução: através da Hierarquia de Hamiltonianos [1-3, 7, 

*Endereço de correspondência: josimarfsilva@sjrp.unesp.br. 

Copyright by Sociedade Brasileira de Física. Printed in Brazil. 

11] e usando a chamada Shape Invariance do potencial
[1, 2, 9, 10, 12-16].

Em potenciais para os quais não é possível determinar 
soluções analíticas exatas, a superálgebra ainda é útil 
como suporte nos métodos aproximativos, tais como 
perturbativo [1], aproximação WKB [13] e variacional [2, 
3, 18]. Recentemente, a superálgebra tem sido empregada 
para auxiliar a solução da equação de Fokker-Planck 
[18,20] e para a obtenção de funções de onda teste (ansatz) 
para o estudo de interações intermoleculares [17, 19]. 

Problemas que envolvem sistemas quânticos em que 
os potenciais tratados são invariantes na sua forma fun­
cional por transformações de supersimetria ( shape inva­
riant) podem ser resolvidos via superálgebra usando os 
operadores-escada generalizados [9, 12] que atuam simul­
taneamente na coordenada espacial e no parâmetro da 
shape invariance. 

É oportuno lembrar que a construção de operadores­
escada permite determinar estados coerentes [22-25] para 
os sistemas estudados. Em termos didáticos, os estados 
coerentes são discutidos na referência [26], enquanto a 
aplicação deste formalismo pode ser vista, por exem­
plo, nas referências [27] e [28]. Esses estados encontram 
aplicação em diferentes contextos, sendo particularmente 
importantes em óptica quântica [29, 30]. 

Neste trabalho é feito uma revisão do formalismo 
que leva a construção dos operadores de criação e des-
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truição para potenciais shape invariant, incluindo deta­lhes algébricos normalmente omitidos nos textos técnicos que tratam do assunto. Depois, são usados os operadores­
escada generalizados para obter os autovalores de ener­gia e as autofunções para dois exemplos particulares, a partícula em uma caixa unidimensional e o potencial deRosen-Morse unidimensional. A partícula em uma caixa constitui um exemplo peculiar, pois não exibe uma in­variância explícita, sendo necessária uma discussão mais aprofundada desse caso. O potencial de Rosen-Morse, por 
seu turno, embora tenha solução conhecida, não conta ainda com a descrição dos operadores-escada indicada
aqui. 

Embora o formalismo apresentado aqui se concentreem problemas unidimensionais, ele pode ser diretamenteestendido para sistemas com mais dimensões. 
Na próxima seção, a metodologia adotada é apresen­tada. Em seguida, a metodologia é aplicada ao problema da partícula em uma caixa [2, 12, 31]. Depois, um casoparticular do potencial de Rosen-Morse unidimensional(V(x) oc -sech2(x)) [7,10] é estudado . Por fim, na últimaseção, são indicadas as conclusões a cerca do formalismoadotado.

2. Metodologia

Consideremos um sistema quântico descrito por um po­
tencial e cujo Hamiltoniano associado pode ser fatorizado
em termos de dois operadores de primeira ordem [2]:

nessa expressão H é o Hamiltoniano do sistema, A+ e A -são chamados de operadores bosônicos e E0 é o autovalordo nível mais baixo de energia do Hamiltoniano H. Por 
simplificação adotamos n = 2m = 1. Os operadores bosônicos são definidos como:

d A+= - dx + W(x,a) (2)
e d A-= dx + W(x,a), (3) 

sendo W(x,a) chamado de superpotencial, dado em função da variável de posição e de um conjunto de parâmetros (a) presentes no potencial. Por razões didáticas 
e de apresentação, os exemplos tratados nesse trabalhopossui apenas um parâmetro,a. Substituindo as equações 
(2) e (3) na equação(l), obtemos uma equação de Ricatti [21] para o superpotencial W(x,a): 

W2(x,a) - dWj;,a) = V(x) - Eo. (4)
Conhecendo o superpotencial, os companheiros su­

persimétricos são construídos através dos operadoresbosônicos definidos nas equações (2) e (3): 
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Ho
(5)

d2 dW d2 H1 =A-A+= --+W
2
+- = --+V1(x). (6)dx2 dx dx2 

Os Hamiltonianos Ho e H1 possuem o mesmo espectro de energia, com exceção do estado fundamental de Ho,para o qual não há correspondência no espectro de H1 [2].Notamos na equação (5) que Ho é definido como Ha­miltoniano original (H) subtraído da energia do estado fundamental ( E0). Desse modo, a função de onda para o estado fundamental, 'lf;o, é obtida pela equação de auto­valor, dada por: 

Ho'lf;o(x, ao) = (H -Eo)1Po(x, ao) = A+ A-'lf;o(x, ao) = O. 
(7)Para que a expressão (7) seja satisfeita é suficienteque o operador de destruição aplicado à autofunção seja

igual à zero, ou seja, A-'lf;u(x,au) =O . Dessa forma, afunção de onda para o estado fundamental, a menos daconstante de normalização, é dada por:
1Po(x, ao) oc exp ( -1 W(x, ao)dx) . (8)

Seguindo na construção dos operadores-escada ou decriação e destruição é necessário que o potencial a serestudado seja shape invariant [1,2], ou seja, satisfaça aseguinte condição:
R(ao) = H1 - Ho = V1 (x, ao) - Vo(x, a1). (9)

Nesse caso, a diferença entre os potenciais V1 (x, ao) e
Vo(x, a1) não depende da coordenada espacial, ou seja, oresíduo R(a0) depende apenas do parâmetro a0. A invariância na forma funcional ( shape invariance)pode envolver diferentes transformações nos parâmetros [32], entre elas, a translação, cujos parâmetros são relaci­onados da seguinte forma: 

an = ao+ 17n, (10)
onde 17 é o parâmetro de translação e o parâmetro an éobtido transladando ao n vezes. 

Para os potenciais que são shape invariant e cujosparâmetros estão relacionados por translação é possíveldefinir os operadores-escada [2, 12] como:

(11)
e 
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onde A+ e A- são os operadores bosônicos, equações (2) 
e (3), e r+(a0) e r-(a0) são os operadores de translação 
no parâmetro. 

Os operadores-escada B±, correspondem a uma gene­
ralização dos operadores criação e destruição [2]. Neste 
sentido, a função de onda para o estado fundamental 
'l/Jo é obtida aplicando o operador destruição ao estado 
fundamental: 

Dessa forma, é suficiente que A-(ao)'l/Jo(x,ao) = O o 
que conduz a um resultado similar ao obtido na equação 
(8): 

'l/Jo(x, a0) ex exp (-1 W(x, a0)dx) . (14)

Na sequência, é importante identificar a seguinte relação 
entre os resíduos R(an) e os operadores de translação [2]: 

ou ainda, 

A relação da equação (16) é verificada devido à inde­
pendência de R(an) em relação à variável espacial, o que 
implica que os operadores bosônicos e R(an) comutem 
entre si. 

O próximo passo do processo é a obtenção da relação 
de comutação entre Ho e o operador B+(ao) , para isso 
inicialmente temos, 

[ B+(ao)B_(ao), B+(ao)] 
B+(ao)B_(ao)B+(ao) (17) 
B+(ao)B+(ao)B_ (ao)-

Lembrando que o Hamiltoniano da equação (7) pode 
ser escrito em termos dos operadores B+(ao) e B_(ao) 
da seguinte maneira: 

Ho B+(ao)B_(ao) 
A+ ( ao)T+ ( ao)T-( ao)A-( ao) 
A+(ao)A-(ao), 

(18) 

a relação de comutação da equação (17) pode ser reescrita 
por: 

[Ho,B+(ao)] = B+(ao) [B_(ao)B+(ao)B+-1(a0)
-B+-1(ao)B+(ao)B_ (ao)] (19)

= B+(ao) [H1B+-1(ao) - B+-1(ao)Ho].

Usando a definição: 
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a equação (19) pode ser escrita como 

[Ho,B+(ao)] = B+(ao) [H1B+-1(ao) 

-HoB+-1(ao) + [Ho, B+-1(ao)]]. (21) 

No lado direito da equação (21) os termos H1B+-1 (a0)­
HoB+-1(a0) remetem a relação entre os Hamiltonianos
encontrada na equação (9), deste modo, obtemos: 

[Ho,B+(ao)] = B+(ao)[R(ao)B+-1(ao)
+ [Ho, B+-1(a0)]]. (22)

A partir da equação (16), a equação (22) pode ser
escrita da seguinte maneira 

[Ho,B+(ao)] = R(a1)B+(ao)+B+(ao) [Ho,B+-1(ao)].
(23) 

Repetindo um procedimento similar ao adotado para 
chegar a equação (23), a relação de comutação 
[Ho, B+-1(ao)] é dada por: 

[Ho, B+-1(ao)] = R(a1)B+-1(ao)
+B+(ao) [Ho,B+-2(ao)]. (24) 

Substituindo a equação (24) na equação (23), temos: 

[Ho, B+(ao)] = R(a1)B+(ao) 
+R(a2)B+(ao) + Bi(ao) [Ho, B+-2(ao)]. (25)

Este procedimento pode ser repetido n vezes até que 
o comutador do lado direito da equação (25) seja igual à
zero, isto é, [Ho, B+-n(ao)] =O. Sendo assim, obtemos:

[Ho,B+(ao)] = [tR(a;)] B+(a0). (26) 
Aplicando o comutador na função de onda para o 

estado fundamental e notando que para esse estado 
Ho'l/Jo(ao,x) = O, temos: 

HoB+(ao)'l/Jo(ao,x) = [tR(a;)] B+(ao)'l/Jo(ao,x). 

(27) 
Percebe-se que a equação (27) é uma equação de au­

tovalor para o operador Ho, onde B+(ao)'l/Jo(ao,x) e 
L�=O R(a;) são as autofunções e os autovalores de energia, 
respectivamente. Desse modo, temos que as autofunções 
e os autovalores de energia do Hamiltoniano original são 
dados por: 
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e 

n 

En = Eo + LR(a;) (28) 
i=O 

1/!n(ao,x) = B+(ao)l/!o(ao,x), (29) 
onde E0 é a constante subtraída do Hamiltoniano original 
para definir Ho (equação (5)) e corresponde ao autovalor 
do estado fundamental do problema tratado. 

3. Partícula numa caixa unidimensional

O formalismo desenvolvido na seção anterior pode ser 
aplicado a qualquer potencial quântico que seja shape

invariant. Um caso trivial é o oscilador harmônico onde 
o parâmetro de translação é nulo [12].

Um exemplo mais elaborado do uso do método dos
operadores-escada para determinar as soluções da equação 
de Schrõdinger é o sistema composto por uma partícula 
confinada numa caixa unidimensional [12]. O potencial 
que descreve esse sistema é dado por: 

{ 
oo, 

Vpc(x) = O, 
oo, 

X<-� 
-�<X<� '

x>�
(30) 

sendo que os extremos do poço de potencial estão loca­
lizados em -� e � . Esses valores foram escolhidos por 
simplicidade de cálculo. 

Para esse sistema, o Hamiltoniano dentro da caixa é 
dado por: 

(31) 

onde Hpc é o Hamiltoniano original. 
Para a construção da hierarquia de Hamiltonianos, é 

necessária a fatorização do Hamiltoniano original [11]. 
Assim, obtemos o primeiro termo constituinte da hierar-
quia, 

d2 

Ho = Hpc - Eo = -
dx2 

+ Vo(x), (32) 

sendo Eo o autovalor do estado fundamental do problema. 
Neste caso, o superpotencial obtido de modo à fatorizar 

o Hamiltoniano H0 é conhecido [11, 12]e dado por: 

W(x) = tg(x). (33) 
Com este superpotencial, os operadores bosônicos são 

d A± = 'f 
dx + tg(x). (34) 

A partir das equações (33) e (34) a fatorização do 
Hamiltoniano é escrita como: 

d2 

2 2 Ho = Hpc - Eo = -
dx2 

+ tg (x) - sec (x). (35)
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Utilizando na expressão (35) e a relação trigonométrica 
tg2(x) - sec2(x) = -1, obtemos que: 

d2 

Ho = -
dx2 - 1, (36) 

o que permite a obtenção do autovalor de energia do
estado fundamental do sistema,E0 = 1. 

A fim de verificar se esse potencial é shape invariant

obtemos o companheiro supersimétrico de Ho que é dado 
por: 

d2 d2 2 
H1 = --d 2 - Vi(x) = --d 2 

+ -
2
-

(
-

) 
- 1.

X X COS X 

(37) 

Este problema é especialmente interessante, pois, em 
uma primeira análise, as formas obtidas para os com­
panheiros supersimétricos, H0 e H1, indicam que este 
potencial não é shape invariant, uma vez que V0 = -1 e 
V1 = cosB

(x) 
- 1. Entretanto, uma análise mais profunda 

permite identificar uma invariância escondida [12] neste 
caso. 

Construindo a forma geral do superpotencial na hie­
rarquia de hamiltonianos [11, 12] obtemos: 

Wn(x) = n tg(x), (38) 
onde n é um número natural diferente de zero, (n = 
1, 2, 3, · · · ). A hierarquia fornece o enésimo termo da 
superfamília de potencias e que E� = n2, 

Vn- E(n)= n(n-l) _n20 cos2(x) 
(39) 

Para identificar a shape invariance escondida neste pro­
blema é necessário explicitar a dependência dos potenciais 
com os parâmetros dos problemas. Assim, reescrevendo 
a hierarquia em termos de um parâmetro ao, obtemos 
um caso particular do potencial de Infeld-Hull do tipo E 
como discutido nas referências [12, 33]: 

W(x,ao) = ao tg(x). (40) 
A fatorização com o superpotencial da equação ( 40) 

leva ao Hamiltoniano: 

d2 d2 ao(ao - 1) 2 Ho = --d 2 - Vo(x) = --d 2 
+ 

2 ( ) - a0 . (41)
X X COS X 

O companheiro supersimétrico de Ho, é escrito então: 

d2 d2 ao(ao + 1) 2 

H1 = --d 2 - Vi(x) = --d 2 
+ 

2 ( ) - a0 . 
(42) 

X X COS X 

É importante notar que fazendo ao = l no hamiltoni­
ano da expressão (41), o hamiltoniano original (equação 
(36)) é recuperado. 

Após a obtenção dos companheiros supersimétricos, 
o próximo passo é usar a expressão (9) para verificar a
shape invariance do potencial. Nesse caso, temos que: 
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R(ai) = [ªo(ao + 1) _ a2 ] _ [ª1(a1 - 1) _ af] _ (43)cos2(x) 0 cos2(x) 
Para que R(a1) seja independente de x, a seguinte relação precisa ser observada, 

(44) 
Assim, da relação (10) obtemos que 7/ = 1. Deste modo, o resíduo obtido vale:

(45) 
Generalizando o resíduo (equação (45)), fazendo ak = ao + 'f/k, encontramos: 

a% - aL1 (ao+ k)2 - [ao+ (k - 1)]2 

2ao + 2k - 1, (46) 
onde 7/ = 1. Em seguida, podemos determinar os níveis de energia usando a equação (28): 

k=l k=l (47) com ao = 1 como identificado anteriormente. Esses au­tovalores são os mesmos obtidos por outros métodos [2]. Na sequência, obtemos os operadores-escada de acordo como foi apresentado nas equações (11) e (12): 
B+(a0) = [-

d
�+ tg(x)] exp ( 'f/ a�J (48) 

e 

B_(a0) = exp ( _,,, 
a�J [ 

d
� + tg(x)] , (49) 

as autofunções para este potencial podem ser obtidas usando os operadores das equações (48) e (49). Utilizando o operador B _ ( a0) ( equação ( 49)) na função do estado fundamental, obtemos: 
(50) 

o que permite encontrar a autofunção para o estadofundamental de uma partícula confinada em uma caixaunidimensional ( 1/J PC o ( x, ao)):
'1/Jpc0

(x,ao)=Noexp[-1 ao tg(x)dx] =Nocosªº (x),
(51) sendo No a constante de normalização. Para o caso em que ao = 1, temos: 

'1/Jpc
0
(x) = No cos(x). (52) 
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Para o primeiro estado excitado e a0 = 1, a seguinte autofunção é encontrada: 
'1/JPc1 (x) = N1 cos(2x), (53) 

onde N1 é a constante de normalização para este estado. Por fim, usando as equações (29), (48) e (51) obtemos a função de onda para o enésimo estado excitado: 
'1/JPCn (x, ao) ex [ (-

d
�+ tg(x))

X exp('f/ a�o)r cosªº (x)lao=l> (54)
e os autovalores de energia são dados pela equação (47), 

En = n2 
+ (2aun + l)lao=l· (55) 

4. Potencial de Rosen-Morse

Usando o formalismo descrito anteriormente é possível determinar os operadores-escada para qualquer potencial shape invariant. Outro exemplo ilustrativo do formalismo introduzido e ainda não explorado na literatura é o po­tencial de Rosen-Morse [34]: 
(56) 

onde a, Va e Vi são constantes. O potencial unidimensi­onal de Rosen-Morse estudado aqui, se restringe a um caso particular em que: Vi = O e ay = x. Dessa maneira, reescrevemos a equação (56) como: 
(57) 

O Hamiltoniano para este caso pode ser escrito de forma conveniente como: 
d2 d2 2 HRM = -

dx2 + VRM(x) = -
dx2 

- Vasech (x) (58)
Fatorizando o Hamiltoniano (equação (58)) da mesma maneira feita na equação (1) temos que definir os opera­dores bosônicos, ou seja, obter um superpotencial Wo(x) que fatorize H0. Um superpotencial viável é: 

Wo(x) = f3otanh(x), (59) 
onde /30 é uma constante. Assim, os operadores bosônicos para este caso são definidos como: 

± d A = =f 
dx + f3otanh(x).

A fatorização deste caso é escrita como: 
(60) 

HRM-Eo = A+ A-= -
d
�

2 +/35tanh2(x)-j35sech2(x).
(61) 
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Usando a relação sech2(x) +tanh2(x) = 1 ,  a equação61 pode ser expressa de uma maneira conveniente por: 

Ho = HRM-Eo = -d�2 +/35(1-sech2(x))-/35sech2(x).
(62)Para determinar a constante é preciso igualar a equação (62) com o Hamiltoniano original (equação (58)), isto é, 

e 

d2 -
dx2 

+ /35(1 - sech2(x))
-/35sech2(x). (63)

A equação (63) é verdadeira quando:
/3 _-l+y'l+ 4Va o - ------ onde Va > O2 

Eo = -/35. 

(64)

(65) 
É oportuno observar que /3o foi escolhido de forma que /3o > O para todo Va > O. Essa condição é importante,pois possibilita a existência de estados ligados e que asfunções de onda obtidas adiante sejam normalizáveis. Observa-se que o potencial Vo(x) nesse caso, é definidocomo:

Vo(x) = /35(1 - sech2(x)) - /3osech2(x). (66)
Seguindo a metodologia apresentada, é necessário veri­ficar se esse potencial é shape invariant. Assim, usando a equação (6) determinamos o companheiro supersimétricode Ho: 

H1 A-A+
d2 -

dx2 
+ f3ftanh2(x) + /3f sech2(x) (67)

d2 -
dx2 

+ /3? (1 - sech2 (x)) + /3? sech2 (x).
Comparando a equação ( 66) com a equação ( 67) percebe­se que o superpotencial associado com H1 pode ser escrito como:

(68)
onde /31 é uma constante a ser determinada. Usando essafunção, o potencial V1 ( x) é definido como: 

V1(x) = /3f[l - sech2(x)] + f31 sech2(x). (69)
Usando as equações (66) e (69) verificamos que o po­tencial original é shape invariant (equação (9)) se: 

R(/31) = /35[1 - sech2(x)] + /3osech2(x)
-/3? [1 - sech2(x)] - f31 sech2(x), (70)
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para R(/31) ser independente da variável espacial o parâmetro/31 tem que ser escrito como: 
/31 = /3u - 1 (71)

Fazendo uma relação entre a equação (10) e a equa­ção (71) nota-se que o parâmetro de translação 7J é -1.Portanto, o resíduo R(/31) é:
R( ai) = /35 - /3i = 2/31 + 1. (72)

No geral, o resíduo (equação (72)) é generalizado demaneira análoga a equação (10) o que implica em /3k = /3o + 17k, onde 1J = -1. Assim, R(f3k) pode ser redefinido:

/3L1 - /3i = [/3o - (k - 1)]2 
- (/3o - k)2 

2(/30 - k) + 1, (73)
Usando as equações (28), (65) e (73), calculamos os níveis de energia para o potencial de Rosen-Morse estu­dado: 

-/35 + L[2(/3o - k) + 1]
k=l 

-/35 + (2/30 + l)n - n(n + 1) (74)
-(/30 - n)2,

onde /3o é definido pela equação (64). Esses autovalores de energia são os mesmos encontrados por outros métodos[7,8]. Em seguida, se obtém os operadores de criação e dedestruição das definições dadas pelas equações (11) e(12), respectivamente, com o superpotencial indicado pela equação (59). Para o presente problema esses operadoressão dados por: 

(75)
e 

B_(f3o) = exp (-17 a�J [
d
�+ f30tanh(x)], (76)

As autofunções para o potencial original, equação (57),podem ser encontrados usando os operadores de criação (equação (75)) e destruição (equação (76)). Utilizando o operador B_ (/3o) aplicado à autofunção do estado funda­mental, deve-se observar que: 
B_(f3o)1PRM0

(x,/3o) = O, (77)
o que permite determinar a autofunção para o estado fun­damental do potencial de Rosen-Morse,( '1/)RMo (x, /3o) ):

1PRMo (x, /3o) = Nocosh-/3o (x), (78)
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onde Nu é a constante de normalização e f3o é dado naequação (64). 

(79) 
onde N1 é a constante de normalização para este estado.Por fim, usando as equações (29), (75) e (78) obtemos a função de onda para o enésimo estado excitado: 

1PHMn(x,f3o) oc [ (-d�+ f3otanh(x))

xexp ( 7/ ª�º) r cosh-/Jº(x)I
/Jo -1+�, (80)

onde Va > O e os autovalores de energia (equação (74))são dados por: 

5. Conclusões

Neste trabalho foram introduzidos os operadores-escadageneralizados, originários da aplicação do formalismo da Supersimetria em Mecânica Quântica. O formalismofoi introduzido com detalhes algébricos e usado para obtenção das autofunções e dos autovalores de energia,para a partícula em uma caixa e um caso particular do potencial de Rosen-Morse. Para os dois casos estudados a shape invariance foi identificada, o que viabilizou a construção dos opera­dores-escada generalizados. No caso da partícula numa caixa, diferentemente do que ocorre para o potencial de Rosen-Morse, a shape invariance não se deu de forma direta. Ela só pode ser identificada após a introdução de um parâmetro fixado a posteriori, o que foi indicado com uma invariância escondida. Os resultados apresentados mostram uma maneira al­ternativa de construção dos operadores-escada em MecânicaQuântica. Uma vez que quase todos os potenciais exata­mente solúveis são shape invariant a abordagem proposta generaliza o tratamento via operadores-escada para um número maior de problemas. Alguns desses problemasjá foram tratados na literatura [2, 12], como o caso dapartícula em uma caixa. Entretanto, até onde podemosperceber, o caso particular do potencial de Rosen-Morse estudado aqui ainda não havia sido discutido atravésdessa abordagem até o presente trabalho. Os resultados obtidos aqui podem ser usados em dife­rentes contextos, em especial, na construção de estados coerentes, o que amplia o interesse pela abordagem apre­sentada. O formalismo discutido também pode ser visto como um método alternativo de obtenção da solução da equação Schriidinger. 
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