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RESUMO 

Fazemos um estudo da quebra da simetria quiralna 

eletrodinâmica quântica em 2+1 dimensões (QED3) com N fer- 

mions. Obtemos soluções aproximadas para a equação de 

Schwinger-Dyson do propagador fermiônico desta teoria. Sub^ 

tituindo estas soluções aproximadas na equação de Schwinger- 

Dyson completa, verificamos que algumas destas são não tri- 

viais apenas até um dado valor crítico de N. Também calcu- 

lamos o potencial efetivo para determinar qual destas solu- 

ções leva a um mínimo absoluto de energia. Verificamos que, 

assumindo a validade da expansao 1/N, a solução íí p ^ 

é a única que causa uma quebra de simetria quiral para gran 

des valores de N. 

ABSTRACT 

We study chiral symmetry breaking in 2+1 dimen- 

sional quantum electrodynamics (QED3) with N fermions. We 

obtain approximate Solutions to the Schwinger-Dyson gap equa- 

tion (ífpP and when we introduce these into the full gap equa- 

tion, we find that some of the Solutions are non-trivial 

only up to a certain criticai value of N. We calculate an 

effective potential to verify which expression for Zíip) leads 

to the absolute minimum of energy. If the 1/N expansion is 

a good approximation, we conclude that only the solution 

exists for large N. 
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I. INTRODUÇÃO 

INSTITUTO DE FÍSICA TEÔRiCA 

11405 - P.im Pamo^oiH, 145 - fenc 288- 5643 
Sáo PaüíD (SP) - Brasil 

BIBLIOTECA 

Há quinze anos atrás foi formulada uma teoria que 

"descreve" a interação forte entre as partículas, que deno- 

minamos de Cromodinâmica Quântica (QCD)(T)^ qqj) ^ 

ria que possui propriedades cruciais que a tornam uma can- 

didata importante como teoria realística: é renormalizável, 

apresenta liberdade assintótica e espera-se também que se- 
r«. 

ja confinante.Entretanto, a maior dificuldade no estudo de^ 

ta teoria está no fato da constante de acoplamento ser gran 

de (ou forte, como indica a própria interação) além do 

que a sua não-Abelianidade só faz introduzir mais não linea 

ridades na mesma, tornando-a uma teoria muito mais complexa 

que a QED. Assim, tem-se recorrido a esquemas de simplifi. 

cações que facilitem seu estudo tais como expansões no núme. 

(2) 
ro de cores , etc... . 

Ao lado da simetria de cor, tem-se estudado uma si- 

metria adicional onde a Lagrangeana da teoria não possua um 

termo de massa para os férmions. A esta simetria damos o np^ 

me Quiral. O fato de tal simetria não ser observada na natu 

reza (isto é, mesmo quando é desligada a interação eletrp 

fraca) poderia ser explicado pelo fato de que o vácuo não é 

invariante qúiral. A consequência desta quebra de simetria, 

segundo o teorema de Goldstone (assumindo-se a simetria ccmo 

sendo contínua), é o surgimento de bosons sem massa. 

Muitos modelos tem sido propostos para entender 

a Quebra da Simetria Quiral (QSQ). Um destes,particularmen- 

te atraente porque não introduz partículas ainda não obser- 

vadas, propõe que o vácuo cause uma QSQ devido as correções 

radiativas originadas pela auto interação do campo^^^ .Este 
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efeito, que chamamos de Quebra Dinâmica da Simetria Quiral 

(QDS), poderia explicar a existência de estados ligados sem 

massa formados por férmions e antiférmions massivos, os quais 

seriam os esperados bosons de Goldstone. Por exemplo, uma 

teoria para férmions de dois sabores sem massa e em quatro 

dimensões possui uma Simetria Quiral SU(2) X SU(2) . Uma 

QSQ pelo vácuo iria possibilitar o surgimento de estados li- 

gados (bosons de Goldstone) que, dentro de uma aproximação 

razoável, poderiamos associar aos mesons Tf^e TI . 

Neste trabalho vamos estudar a QDS Quiral na E- 

letrodinâmica Quântica em 2+1 dimensões (QED3). Este mod_e 

lo, apesar de não realístico, tem sido objeto de estudo em 

numerosos trabalhos^^ nos últimos anos porque, além de 

ser uma teoria mais simples que a QCD, apresenta liberdade 

assintótica e outras características próprias da QCD. 

No capítulo II faremos uma breve revisão de al- 

guns modelos mais antigos apresentando Quebra de Simetria Qui 

ral. Além disso explicamos como o Potencial Efetivo torna- 

se uma ferramenta poderosa quando investigamos a existência 

ou não da QSQ. No capítulo III utilizaremos a técnica de ex- 

pansão 1/N no estudo da QED3 onde N é o número de sabo 

res da teoria. A Equação de Schwinger-Dyson (ESD) para gran 

des valores de N é obtida. No capítulo IV resolveremos a 

ESD dentro do melhor esquema de aproximações possível e ob- 

temos a suas soluções assintóticas. Também investigamos a 

existência ou não de alguma condição em N para a ESD pos- 

suir soluções não triviais. No capítulo V calcularemos o Po 

tencial Efetivo e verificamos se existem soluções da ESD 

que quebram a Simetria Quiral. Quando isto acontece obte- 

mos, para um dado valor de N, a razão entre a massa gerada 
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dinamicamente e a constante de acoplamento da teoria. Fina^ 

mente, no capítulo VI fazemos uma análise geral e detalhada 

dos resultados obtidos. 



04 

II. ALGUNS ASPECTOS DA QUEBRA DINÂMICA DE SIMETRIA 

Neste capítulo vamos fazer uma breve revisão de 

alguns modelos onde ocorre o fenômeno de Quebra Dinâmica de 

Simetria (QDS) e introduzir o conceito de Potencial Efetivo 

e o papel que este desempenha no seu estudo. 

Em primeiro lugar vamos procurar esclarecer o 

significado da QDS através de um modelo simples, a Eletrodi, 

nâmica Quântica em duas dimensões (QED2). Este modelo, estu 

(9) 
dado por Schwinger , presta-se bem como um exemplo ini- 

cial. Se a Lagrangeana da QEDj não contiver o termo de mas- 
2 2 

sa H m A então o propagador livre do campo (x) no 

gauge de Landau será 

K-*>oO 
0 (2.1) 

No caso da Lagrangeana conter termo de massa então seu pro- 

pagador será 

\ 1 K-»eo ^ J. X^K.^ 

Jvc^-yu^ 'vn* 
(2.2) 

Sabemos que o estudo perturbativo deste campo ve- 

tor ial só é possível no primeiro caso, onde o propagador fl.l) 

se anula para altas energias (justamente quando os termos 

de ordem mais elevada na expansão perturbativa são importaia 

tes) . Ademais, isto é consistente com o fato de estarmos d_i 

ante de um campo de gauge onde, pode-se demonstrar, as di- 

vergências são renormalizáveis. No caso com massa isto não 

é geralmente verdadeiro. Por outro lado é um fato experimen 

tal que muitas partículas vetoriais que transportam a in- 
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teração são massivas (veja o caso da interação fraca). Es- 

tamos diante, então, da séria dificuldade de como obter um 

modelo perturbativo para um campo vetorial massivo. Os mode 

los que propõem a QDS procuram resolver esta dificuldade sem 

a introdução de novas partículas. Diferente, portanto, do 

mecanismo de Higgs onde bosons escalares fundamentais,ainda 

não observados, são colocados ã mão na teoria. 

Em linhas gerais a QDS pode ser entendida da se- 

guinte maneira. O fato de uma Lagrangeana e o seu propaga- 

dor não conterem um termo de massa não significa que o cam- 

po não seja massivo. O propagador "verdadeiro" do campo pre^ 

cisa levar em conta as correções radiativas pela sua auto- 

interação. 

Esta correção aparece sob a forma de um termo 

PI (k ) e o propagador completo fica 

(2.3) 

Vamos ver o que acontece quando n<Kh possui um polo no 

infravermelho. Se 1 j(k ) for, por exemplo, do tipo 

(1.“?)= Tf 
(2.4) 

como no caso do Modelo de Schwinger (QED2) então, substi- 

tuindo (2.4) em (2.3), podemos observar a presença de um 

polo em k = °/TÍ . Ou seja, a auto-interação do campo gera 

um efeito dinâmico que equivale a presença de um campo de 
2 

massa m = ^/‘Tf , e neste caso nem a renormalizabilidade e 

nem a unitariedade foram violadas. Quando a interação é de^ 
2 I 2 

ligada então 6 = 1 l(k ) = 0 e (2.3) reduz-se a (2.1). 

Nas secções seguintes vamos apresentar dois mo- 
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delos mais elaborados e que exploram em maior profundidade 

a idéia da QDS. 

II.l. O MODELO DE NAMBU E JONA-LASINIO 

Vamos apresentar o primeiro modelo no qual a ma_s 

sa fermiônica é gerada dinamicamente. É o modelo de Nambu e 

Jona-Lasinio (por falta de espaço vamos nos restringir a 

penas as idéias principais). 

0 Modelo é representado pela seguinte Lagran- 

geana 

L = . (41 ] (2.5) 

onde 4^ é um campo fermiônico e a constante de acopla 

mento entre os férmions. Esta Lagrangeana, que não é renor- 

malizável, exibe uma invariância por transformações qui- 

rais 

I 
í i U-. 

onde 0 é uma constante de fase real e arbitrária. A se- 

guir fazemos a demonstração desta invariância 

L' = - v'71'íV (vfsff ] - 

= - f-jÍH' + 2„[ C9ÍZ9 <- - 

- 2e}-{cvÍ5H>f 29 +2i'?fW5'^'c<n^e/^^Z,9- 

- (.ípvf ^^26 } = 

= - + 3» [(vvf- (ipísvf ] = L 

onde usamos 

o i 

L 0 
(2.6) 
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V 4) 29 + i Z9 

i9(?54’-» i9‘íf'5V‘= I - V4^^e^^0 

Entretanto, devemos lembrar que esta Lagrangeana 

é, clássica e, em princípio, se levarmos em conta as corre- 

ções radiativas, a invariância quiral pode ser violada. 0 

artifício utilizado por Nambu e Jona-Lasinio para desco- 

brir se a simetria é ou nao violada consiste em reescrever 

(2.5) como 

L = {- V í"í’|+{ 

(2.7) 

- Lo + 

A justificativa para este procedimento pode ser 

feita dentro do seguinte raciocínio. 0 fato de a Lagrangea- 

na ser invariante quiral não significa que o vácuo possua 

esta simetria. Se isto for verdade quando usamos o método 

perturbativo a expansão deve ser feita no espaço de Fock de 

um férmion massivo e a teoria deve nos dar uma condição de 

consistência (quando m=M) se este for o verdadeiro vácuo 

da teoria (lembramos que o termo 99 não é invariante qui- 

ral). 

Vamos então calcular a autoenergia fermiônica 

Levando-se em conta as contribuições de ordem mais baixa 

e fazendo-se m= M chegaremos a expressão (propositamente e^ 

(3) 
tamos omitindo as passagens intemiediárias) 

(z.Tí)'* 
(2.8) 
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Esta integral é quadraticamente divergente e por isso vamos 

colocar um cutoff A , Resolvendo a integral chegamos a equa 

ção 

(2.9) 

Como o lado direito da equação é positivo e ^1 para /vw. 

real concluímos que a condição de existência de uma solução 

não trivial para (2.9) será 

0 < 
Z 

< 1 (2.10) 

Nambu e Jona-Lasinio demonstraram a existência de 

estados coletivos que se manifestam como uma partícula es- 

tável. Para averiguar a existência de um estado ligado fér- 

mion-antiférmion precisamos recorrer a equação de Bethe- 

Salpeter. A análise desta equação é uma tarefa um tanto com 

plicada e, ademais, extensa para os nossos interesses. Va- 

mos apenas afirmar que na aproximação de escada (ordem mais 

baixa) esta equação pode ser representada como uma soma de 

diagramas 

onde a linha dupla representa um estado ligado pseudo-esca- 

, (3) 
lar. Nesta aproximaçao, esta equaçao se reduz a 

, . ( clV 

(ZíO" ) fVvní 

que é justamente a equaçao (2.8). Assim, podemos 

(2.11) 

assocxar 
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a geração dinâmica de massa para os férmions (soluções não- 

triviais de 2.8 ) com a existência de estados ligados(^V) 

(soluções de 2.11 ). Ou seja, o vácuo, que é o estado de 

mais baixa energia da teoria, quebra a simetria quiral mes- 

mo que a Lagrangeana seja invariante quiral. 

No estado fundamental, férmion e anti-férmion po 

dem ser "visualizados" como formando um estado ligado 

com spins antiparalelos, o que equivale, fenomenologicamen 

te, a existência de um meson (composto) de spin zero. NÓs po 

demos obter mais algumas informações sobre este meson pseu- 

doescalar usando o seguinte raciocínio. Vamos assumir que 

a soma de diagramas 

represente a contribuição quântica predominante entre a in- 

teração de um par férmion-antiférmion. Vamos chamar de 

Jp (q) a cada diagrama 

Se encararmos o conjunto de diagramas acima como 

uma série geométrica a sua soma será 

l (2.12) 

Usando as regras usuais para cálculo de diagramas chegamos 

a 

(2TÍ)‘^ 
(2.13) 
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Comparando (2.8) e (2.13) temos J^(0) = 1. Assim, podemos en 

carar (2.12) como um propagador do meson e como esta ex- 

pressão possui um polo em q=0 podemos concluir que a soma 

dos diagramas acima equivale, fenomenologicamente, a troca 

de uma partícula sem massa (no caso um boson pseudo-escalar). 

X'XlX*XlXl)\ 

Resumindo, podemos afirmar que o Modelo de Nambu 

e Jona-Lasinio possui duas características importantes: 

1) O estado de energia mais baixa da teoria (vácuo) admite 

soluções onde a simetria é quebrada desde que a condição 

(2.9) seja obedecida. 

2) A mesma condição que implica na quebra da simetria qui- 

ral implica na existência de um estado ligado de massa 

nula. No caso de Nambu e Jona-Lasinio esperava-se que e^ 

te estado ligado descrevesse o píon. 

II.2- O MODELO DE GROSS E NEVEU 

0 Modelo de Gross-Neveu^ ^ trabalha com campos 

fermiônicos num espaço de duas dimensões e utiliza a téc- 

nica de expansão l/N no cálculo das séries perturbativas, 

onde N é o número de componentes deste campo. O que torna 

atraente o seu estudo é que este modelo apresenta certas si. 

milaridades com as Teorias de Gauge não-Abelianas isto é, o 

modelo é renormalizável e apresenta liberdade assintótica , 

com a vantagem de ser mais simples. 

A Lagrangeana deste Modelo é 

L-. Vi/ir ^ (2.14) 
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onde é o campo fermiônico e g a constante de acoplamen 

to. Pode-se mostrar que esta Lagrangeana é equivalente (ao 

nível de diagramas de arvore) a 

9i ^ f -1 cr^-g cr (2.15) 

onde G representa um campo composto 9H^ • Podemos obser 

var que esta Lagrangeana é invariante pela transformação qu_í 

ral discreta 

V — 

—► -cr 
(2.16) 

Esta simetria proíbe que o campo 9 possua massa porque 

o termo 94* não é invariante quiral. Entretanto, podemos 

nos perguntar se, a exemplo do Modelo de Nambu e Jona- 

Lasinio, o efeito das correções radiativas na teoria admite 

estados ligados onde a massa fermiônica é gerada dinamica- 

mente, e mais importante, se algum destes estados é energe- 

ticamente preferível (aspecto não discutido em Nambu Jona- 

Lasinio) aos demais. 

Para investigar esta questão precisamos recorrer 

a um Potencial Efetivo V(G’) do Campo Composto^ ou se- 

ja, um potencial que 

1) leve em conta as correções radiativas da teoria, ou se- 

ja, inclua todas as contribuições ao nível de diagramas 

de loops. 

2) no limite O reduz-se ao potencial clássico (nível 

de arvore) que aparece em (2.15) 

(2.17) 
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3) possa ser interpretado como densidade de energia do cam- 

po e que o seu mínimo absoluto seja o verdadeiro vácuo 

da teoria. 

Podemos chegar a uma expressão para o Potencial 

Efetivo através do seguinte procedimento^^^ \ Vamos definir 

o campo clássico Gc. (que é o campo da Lagrangeana) como 

~ Ml] <o^icr,pio-> 

‘ ' <o-| o-> 
(2.18) 

onde W(J) é o funcional gerador das funções de Green cone 

xas 

> s[c:, j] 
(2.19) 

S[CI, jJ é a Ação Clássica 

S[0*0,í]- UX {L tac) + oiíx') (2.20) 

e J(x) é uma corrente acoplada a Cri(x) que desempenha 

o papel de uma fonte externa. Aqui o nosso elemento de volu 
2 

me é d X porque estamos numa teoria bidimensional. Vamos 

utilizar a transformada de Legendre Funcional 

rb^]-NV[i]-jou <Jc(x')T(x) (2.21) 

onde 

icTc 

= - T(x) (2.22) 

r[c.] é o funcional gerador das funçÕes de Green IPI. Por 

IPI queremos dizer irredutíveis por 1 partícula, ou seja. 
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aqueles diagramas que não podem ser separados "cortando-se" 

uma linha interna. r[r.] é uma Ação Efetiva porque, inclu 

indo diagramas com loops, possui as correções radiativas da 

Ação Clássica (2.20). Quando J(x)—» 0 o campo assume um 

valor esperado e, de (2.22) temos 

^r[cr.] 

á(Tc 
(2.23) 

Esta equação pode ser encarada como uma 

cuja solução será o verdadeiro vácuo da 

pandir r[<T.] em termos de (j1(x) e 

equação variacional 

teoria. Podemos ex- 

suas derivadas 

= (alc {- \/(Vc) V (o-c) (2.24) 

Se é o valor esperado do vácuo então a sua invariân 

cia translacional implica que seja uma constante <Cr>s a . 

Assim, (2.24) se transforma em 

T[a] = -Ulc N/Ca) (2.25) 

ou seja, as soluções da equação (2.23) correspondem aos pon 

tos de mínimo de V(a). Por isso chamamos V(a) de Poten- 

cial Efetivo da teoria. Para calcular V(a) vamos expandir 

em série de Taylor Funcional 

- ctyy,r - ClXw) (2.26) 

Comparando (2.24) e (2.26) pode-se mostrar que^^^^ 

CD 

V(a)= -2^ 
'Y\=0 

(2.27) 
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onde (0,...,0) é a soma de todas as funções de Green 

IPI com n linhas externas do campo CT com momento ze- 

ro . 

No Modelo de Gross-Neveu, os diagramas que con- 

tribuem no cálculo do Potencial Efetivo em ordem mais baixa 

serão os de árvore e 1 loop 

‘-0 

+ — 

Os diagramas de árvore dão uma contribuição puramente clá^ 

sica e, neste nível, o potencial é o termo que envolve cy em 

(2.15) 

(2.28) 

Para este termo o vácuo está em e a simetria fica 

preservada. Incluindo todos os termos com 1 loop o poten- 

cial fica 

i 
(2.29) 

Introduzindo um cutoff ^ e integrando obtemos 

\/(crc)= 4:^0" [in A 4-çTo) I (2.30) 

2 
onde X= g N . Este potencial requer uma renormalização.I^ 

to pode ser feito impondo-se a condição^ 

^\((To) 
i (2.31) 

Substituindo (2.31) em (2.30) teremos 
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V(oi.o-p,a)- (2.32) 

O parâmetro (S”o é completamente arbitrário já que uma mu 

dança em Co é equivalente a uma mudança em g e na escala 

do campo de tal forma que V(0^,CT^, g) satisfaz a equação 

do grupo de renormalização. 0 potencial (2.32) possui um 

mínimo que é o verdadeiro vácuo da teoria 

o; 1= o-o e«p(i - 

V(o-) 

Podemos então reescrever a Lagrangeana (2.15) em termos de 

um novo campo 

a —çy'= cr- ctm (2.34) 

onde escolhemos Gh - Co exp( 1- '/> ) . Se fizermos 

vamos observar o surgimento de um termo de massa — 
Z 

que quebra a simetria quiral (2.16), onde 

isto 

Neste caso, o estado ligado ganhou massa porque a simetria 

quebrada é discreta. Entretanto se refizermos o cálculo para 

uma simetria contínua podemos observar^o aparecimento 

de um novo campo n(x) sem massa. 

II.3. POTENCIAL EFETIVO PARA OPERADORES COMPOSTOS 
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No Modelo de Gross e Neveu utilizamos uma expre^ 

são para o Potencial Efetivo cuja dedução foi feita atra- 

vés de uma fonte externa J(x) acoplada a um campo G" . Ao 

contrário daquele caso, onde assumiu-se uma similaridade en 

tre o campo O* e o campo composto , vamos utilizar 

neste trabalho uma expressão generalizada por Cornwall, 

(12) 
Jackiw e Tomboulis do Potencial Efetivo para Operadores 

Compostos. Neste trabalho é utilizada uma fonte externa 

K(x,y) acoplada ao campo composto 4 (x,y)= V (x) 4^ (y).Afora 

isto, a dedução do Potencial Efetivo segue a mesma linha 

de raciocínio da secção anterior. Definimos um Campo Clás- 

sico 4c 

. „ áWLj<Ioju ,3 3,, 

éK <0^1 o-> 

onde W( ) é o funcional gerador das funções de Green co- 

nexas para o campo composto 

e (2.37) 

e S [k.K] é a Ação Clássica 

(2.38) 

de um campo fermiônico acoplado a um campo de gauge . Vamos 

usar a transformada de Legendre 

p[4'c]= vJ[k]- 

-K (2.40) 
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onde r[<^c] é o funcional gerador para as funções de Green 

2PI. Por 2PI queremos dizer irredutíveis por duas partícu- 

las, ou seja, aqueles diagramas que não podem ser separados 

em dois "cortando-se" duas linhas internas de férmions. rwj 

é uma ação efetiva porque inclui as correções radiativas da 

ação clássica (2.38) na forma de diagramas com loops. 

Quando fazemos K(x,y)—>0 estamos desligando 

a fonte externa e assumimos que o campo toma o valor espe- 

rado <jT9(x+^y)V(x-iy)i> ccy^4>cU\ (ondeC®uma função 

de y). Por outro lado, sabemos que <olT4^Vlo> é o pro 

pagador fermiônico completo S ^(euclidianizado) . 

Portanto, fazendo ,v) >0 em (2.40) chegamos a condição 

EL5I- o 

ss 
(2.41) 

que deve ser satisfeita 

partir de S [4,Kj 

vamos apenas enunciar 

pelo vácuo. A dedução de 

é uma tarefa trabalhosa 

o resultado 

a 

(12) 
Aqui, 

r[s]=i;{us;'s -scs^i|-Q[s] (2.42) 

onde TaLSj representa a soma de todos os gráficos 2PI, 

So á o propagador livre e S propagador completo. Ao 

invés de trabalhar com r , o vácuo pode ser determinado a- 

través de configuração de Campo Constante, ou seja, traba- 

lhamos com a ação invariante por translações, que não é mais 

do que o Potencial Efetivo da teoria 

ris] = -\olx \/[e) (2.43) 
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de forma que a solução de (2.41) será o ponto de mínimo do Po 

tencial Efetivo V(S) 

íCS + l]+\(l5,D) (2.44) 

O primeiro termo de (2.44) representa a soma de todos os dd^ 

agramas de 1 loop (a série de diagramas abaixo é em potênci^ 

as de ^ ® ^ linha dupla representa um propagador com 

pleto) 

onde e representam a correção do vértice e 

o propagador completo de um boson de gauge. Ou seja, V2 re^ 

presenta a soma de todos os gráficos de 2 loops 

ès 
= 0 (2.46) 

pode ser encarada como uma equação variacional cuja solução 

S(p) é a Equação de Schwinger-Dyson (ESD). Isto pode ser 

demonstrado se calcularmos (2.46) de (2.44) e (2.45) 
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J U10'' S‘P' ■* i| - 

íti 2 JtS$"’'' I ^"'''” ^‘'■■’ "V'" I ■ 

“lièi''lP'-^',>r'V'-'t- 

• 'líè> r’'‘S‘»r'o,,.o 

Portanto (2.46) fica 

que é a ESD e pode ser representada pelo diagrama 

(2.47) 

Ou seja, toda solução da ESD (2.47) é uma solução estacio- 

nária do Potencial Efetivo (2.44). 

Para finalizar mais três observações: 

1) Todas as possíveis soluções da ESD representam, soluções 

estacionárias de (2.44). Entretanto, somente uma delas se- 

rá energeticamente preferível as demais (se encararmos o 

potencial como a densidade de energia do campo). Conclu- 

são: os parâmetros livres da auto energia £jlf) ( que 

podem ser a massa do férmion e a constante de acoplamen- 

to da teoria) escolhida pela natureza vão estabelecer um 

vínculo entre si de tal forma que o potencial tenha o me 

nor mínimo absoluto possível, que será o verdadeiro vá- 

cuo da teoria. 
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2) Se este vácuo quebra alguma simetria contínua da Lagran- 

geana (por exemplo, a Simetria Quiral) então, pelo Teore 

ma de Goldstone, deve aparecer um boson sem massa que,no 

caso, não será um campo fundamental mas um estado liga- 

do férmion-antiférmion. 

3) Pode-se mostrar que a soma de todos os diagramas com n 

loops dá uma contribuição para a série perturbativa com 

uma ordem . Além disso, se retivermos todos os di^ 

agramas de 1 loop na expansão do Potencial ainda assim 

temos uma soma infinita de diagramas, já que este depen- 

de do propagador fermiônico completo, e esta expansão 

poderá revelar algumas propriedades não-perturbativas(ou 

não-lineares) da teoria. 
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III. A QED3 COM GRANDE NÚMERO DE FÉRMIONS 

Neste capítulo vamos apresentar o modelo que se 

rá estudado na Tese^"^ . Na secção 1 estudaremos a sime- 

tria Quiral da Lagrangeana de 1 férmion e depois genereliza 

mos para N férmions e na secção 2 mostraremos como a téc- 

nica de expansão 1/N torna-se uma ferramenta poderosa para 

o estudo da QDS. 

III.l. A LAGRANGEANA E SUA SIMETRIA QUIRAL 

Vamos partir da Lagrangeana da Eletrodinâmica Quân- 

tica 

L " L>o Lu 

Atí-ív Aft 

Adotamos uma métrica do tipo (+--) num espaço-tempo de 2 + 1 

dimensões. Para decidirmos qual a representação spinorial 

do grupo de Lorentz S0(2,l) é mais conveniente precisamos 

averiguar sob quais condições (3.1b) é invariante frente a 

uma transformação contínua do tipo 

(3.2) 

(3.1a) 

(3.1b) 

(3.1c) 

onde 0 é uma constante de fase real e arbitrária e G é o 
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o sera xnva- gerador desta transformação. Basicamente, L 

riante se v>v'= . A transformação em 

sera 

-i&G* 

r (3.3) 

Logo, 

f'= V" eiTe." v 

i0Ci 

(3.4) 

ou seja, (3.1b) será invariante por (3.2) se G for hermi- 

tiano e anticomute com 0. 1, 2) 

(3.5) 

Supondo que tal matriz G exista então esta mesma transfor 

mação em (3.1c) resulta 

— II - rt/.i 
= >Yi V e e > ^ (3.6) 

Portanto Lj. será invariante por (3.2)apenas se lvi=.0 .Assim 

a mesma condição que implica a invariância de Lo é res- 

ponsável pela quebra da simetria quando introduzimos um ter 

mo de massa Li na Lagrangeana. Chamamos esta simetria de 

Quiral^^^^- A representação spinorial conveniente para o e^ 

tudo da Quebra de Simetria Quiral (QSQ) é aquela na qual e- 

jfista pelo menos uma matriz do tipo (3.5) . 

Para começar, vamos escolher 4^ como um spinor 

de duas componentes. As matrizes de Dirac serão 2x2 e podem 

ser escritas como as próprias matrizes de Pauli. 
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r= a'2 '«"j r=iin 

onde 

i 

O 

i O 

0-J 
(3.8) 

Pode-se mostrar que as matrizes satisfazem a relação 

Entretanto, podemos mostrar que não existe matriz hermitia- 

na 2x2 que anticomute com r 0, 1, 2) (esta demonstra 

ção pode ser feita por construção). Assim, como não existe 

uma matriz que satisfaça (3.5), esta representação é indes_e 

jável para o estudo da QSQ. 

Depois de termos escolhido como um bi-espi- 

nor a outra opção mais natural seria escolher 4^ como um 

spinor de quatro componentes. As matrizes r 4x4 podem ,ser 

escolhidas como 

02, O 

0 -cíb 
r= 

iOi 0 

0 -i^L 

xOa 0 

Ü -lOe 
(3.10) 

que satisfazem também a álgebra (3.9). Neste caso, pode-se 

mostrar (por construção) que existem duas matrizes 4x4 her- 

mitianas tais que 

A h-'0 ^=0,i,2 

Estas matrizes podem ser escritas como 

0 i 

1 O 

D i 

-1 Ü 
(3.12) 
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Portanto, escolhemos esta representação e podemos afirmar que 

(3.1b) exibe uma invariância frente a um grupo de transfor- 

mação do tipo 

(3.13) 

\ 

onde os possíveis geradores G podem ser 1, e 

. Estes quatros geradores formam um grupo U (2) (ma- 

trizes unitárias: g'*^G=1). Em particular, quando G= ou 

G='^^ a relação (3.5) é satisfeita e temos uma transformação 

Quiral. Pelo teorema de Noether podemos calcular a corrente 

conservada associada a cada gerador invariante 

^=1 
J /V> (3.14a) 

g- r ^ 'V 

_-c 

(3.14b) 

(3.14c) 

(3.14d) 

Quando introduzimos um termo de massa Lj. na La- 

grangena, este se transforma da seguinte maneira 

Cq» i 

Cr- í’’ - 

- 

vmVV= wVH* (3.15a) 

(3.15b) 

(3.15c) 

,, --i8[P,bJ leílTsík] 
e f = (3.i5d) 
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Portanto, a introdução de um termo de massa na Lagrangeana 

causa uma QSQ e apenas as correntes (3.14a) e (3.14d) per- 

manecem conservadas. 

Retornando a Lagrangeana (3.1) a equação de movi 

mento para 4^ será 

(3.16) 

Este espinor de 4 componentes pode ser decomposto em 2 bi- 

espinores e Então,(3.16) fica reescrito como 

i-ÍDoGl-pjiOi- O^tcrz) - m4i= O (3.17a) 

i(-D,Gs-^ Oiioí D2.í^2.) m 4^ = 0 (3.i7b) 

Podemos observar que nesta representação o termo de massa não 

"mistura" os bi-espinores 4i. e 4^ porque as matrizes 

são diagonais em Gj . Em particular, se vm^O as equações 

são idênticas. Em um espaço-tempo de 2+1 dimensões a trans- 

formação de paridade corresponde a inversão de apenas um ei- 

xo: (x,y,t)  ► (-x,y,t). Utilizando as propriedades de 

invariância das equações (3.17) sobre paridade e a relação 

pode-se mostrar que a transformação de pa- 

ridade nos bi-espinores Vi e é dada por 

 ► 01 ^2. 

Assim, se o termo de massa na Lagrangeana causa uma QSQ, o 

mesmo não quebra a paridade porque o termo 

vn V + = w +7cT34'í - >»i +2^ <J34'e 
(3.13) 
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é invariante por (3.18). 

Até agora restringimos nosso modelo a uma Lagran 

geana de um férmion. Vamos generalizar (3.1) para dois fér- 

mions que sejam autoestados de "Sabor" 

L - Lo^ Li 

Lj- 

A finalidade deste modelo, naturalmente não-realístico por- 

que estamos em 2+1 dimensões, é produzir algum "insight" na 

dinâmica de mesona Sabe-se que a QED3 é confinante^^ da 

mesma forma que QCD^ e portanto deve apresentar um espectro 

de mesons próprio.^ a QED3 fosse um modelo realístico po- 

deriamos associar com o quark up e com o quark down 

e os estados ligados da teoria formariam um espectro de me- 

sons 1Y°e Tí' 

(^úu-5dl) TÍ -^íííoL (3.21) 

Outra simetria que merece menção é a do Sabor(em 

QCD esta simetria é do tipo SU(2) para dois sabores). Esta 

simetria pode ser entendida como uma invariância pela tro- 

ca U+-+ct em (3.21) e é exata quando . Na verda- 

de ela é apenas aproximada porque observamos TTlyfTr)^(em- 

bora a diferença seja pequena). 

Utilizando os resultados já conhecidos para a La 

grangeana (3.1) vamos afirmar que (3.20b) é invariante fren 

te ao grupo de transformações (3.13). Este grupo agora tem 

(3.20a) 

(3.20b) 

(3.20c) 
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estrutura U(4) porque existem 16 geradores invariantes (ou 

16 correntes conservadas). Cada um dos quatro geradores 1, 

® atuará em 4 diferentes combinações de e 

. Portanto temos 4x4=16 possíveis transformações in- 

dependentes em V • Se introduzirmos o termo de massa (3.20c) 

vai ocorrer uma QSQ e apenas os geradores 1 e ficam 

invariantes. Assim, o termo de massa Li quebra esta sime- 

tria para o subgrupo SU(2)xSU(2)xU(1)xU(1) de U(4)^^^\ Se- 

ria interessante fazermos uma comparação deste resultado ccxn 

o que acontece na QCD^. Nesta teoria a transformação quiral 

é feita apenas pela matriz Pode-se mostrar^^^ que a ba 

grangeana (3.20b) exibe uma simetria SU( 2) xSU(2)xU(1)xU(1) 

e a introdução de um termo de massa (3.20c) quebra esta s_i 

metria para o subgrupo SU(2)xU(l). Neste subgrupo invarian- 

te, SU(2) é a simetria de sabor a qual nos referimos an- 

teriormente . 

Fisicamente, a QSQ poderia ser entendida da se- 

guinte maneira: se o vácuo quebrar alguma simetria da La- 

grangeana então a Lagrangeana Efetiva (que inclui as corre- 

ções radiativas) vai apresentar um termo de massa ''7\jVj4Íi 

para algum i. Segundo o Teorema de Goldstone, se o vácuo 

quebrar alguma simetria contínua da Lagrangeana (no caso a 

simetria Quiral é uma possibilidade) então bosons sem massa 

estarão presentes na teoria. Estes bosons de Goldstone se- 

rão nune quantidade igual a diferença do número de geradores 

invariantes antes e depois da simetria ser quebrada. No no^ 

so caso, introduzimos um termo yyi Hi4i e 

~ 2 2 2 
vao aparecer 4 -(2 +2 )=8 Bosons de Goldstone. Destes oi- 

to bosons, quatro estão acoplados a corrente 

os outros quatro a corrente . Aqui perce 

be-se que este modelo é claramente não-realístico porque 
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na natureza, considerando-se apenas dois "sabores',' são ob- 

servados apenas 3 bosons (os píons Tt° e \ 1 ”) com uma 

simetria de sabor SU(2) aproximada. 

As Lagrangeanas (3.1b) e (3.20j>) exibem sime- 

trias U(2) e U(4) respectivamente. Podemos ainda generali 

zar nossa Lagrangeana para um modelo de N férmions 

i=i 

cada férmion carregando um "sabor" específico. O grupo de 

simetria (3.22) passa a ser então U(2N). A introdução de 

um termo de massa Lj = + • • • + Vv! a- 

carreta uma QSQ para o subgrupo SU(n)xSU(N)xU(1)xU(1). Se- 

gundo o Teorema de Goldstone o efeito da QSQ em (3.22)será 
2 2 2 2 

o aparecimento de (2N) - (N +N )= 2N bosons sem massa na 

teoria. 

III.2. A QED3 E A EXPANSÃO 1/N 

A principal motivação para o estudo da QED3 é 

gue e uma teoria de gauge Abeliana gue apresenta confinamen 

to^^^\ Este tipo de teoria possui aguilo gue nós chamamos 

(16) 
de Liberdade Assintótica , ou seja, a constante de aco- 

plamento g tem uma dependência com o momento do tipo 

g y 0 guando p y 00 . Ademais, guando p—*0 a constan- 

te de acoplamento cresce. Além disso, encontramos divergên- 

cias infravermelhas na expansao perturbativa o gue torna 

impraticável o seu emprego (paio menos segundo as técnicas 

usuais). Para resolver este problema vamos utilizar uma tec^ 

nica chamada de expansão l/N . Esta técnica baseia-se 

no fato surpreendente de gue, muitas vezes, aumentando-se o 
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número de graus de liberdade do sistema podemos simplificar 

a teoria. Especificamente, podemos escolher a Lagrangeana 

(3.22) com sua simetria U(2N) e calcular a teoria no limite 

N  ^CD . Naturalmente que este valor de N não é realís- 

tico mas existem indícios de que tal aproximação pode ser 

considerada boa, ao menos para resultados qualitativos. 

Assim, vamos usar a Lagrangeana 

Kl 

onde 0( = € N é um parâmetro fixo. A ESD para a autoener 

gia fermiônica Zjip^ pode ser representada como^^”^^ 

0 diagrama 

representa a soma de todas as contribuições para ovér 

tice. O primeiro diagrama da série é de ordem e-iíi; eo 

segundo de ordem ' Para valores sufici- 

entemente grandes de N apenas o primeiro termo será signd. 

ficativo. Portanto, 

(3.24) 

0 diagrama 
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onde 

-t- 4 • •• 

Q - + ^\/\^^ -h 4-... 
2* 

representa a soma de todas as correções radiativas no pro- 

pagador livre do boson de gauge (no gauge de Landau) 

K-^kv 1 -1 

J k^ 
(euclidiano) (3.25) 

A série Ci é a soma de todas as combinações possíveis 

de diagramas de 1 loop e o conjunto é a soma de todas 

as combinações restantes (2, 3,..., n loops). e são 

de ordem 

~ N e^+ nV+- D(+ ) 

Cg ~ N|e\ 

Assim, no limite N —> oo apenas os diagramas da série Ci 

contribuem. Cada diagrama da série dá uma contribuição^^ 

^vn.qw —► riw= (3.26) 

Somando a série o propagador completo euclidiano fica 

(no gauge de Landau) 

^[i+nw] 
(3.27) 

Portanto, a ESD no limite N  ^ CO se reduz a 
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onde (10) 

t - 

A ESD pode ser escrita analiticamente (no limite N—> \X> ) 

como 

} (p) = O ,(p-‘^)í'^5u)lí’^ (euclidiano) (3.28) 

onde 

i 

^ ^ T, V (3.29) 

é o propagador completo do férmion e Ip) (representado 

como # ) sua auto-energia. No capítulo IV vamos resolver 

esta equação. Antes de finalizar,vamos observar que o méri- 

to fundamental da técnica de ‘expansão 1/N é que, além de 

obtermos um parâmetro adimensional 1/N em torno do qual fa- 

zemos a expansão perturbativa, o próprio limite N—> cx) se 

leciona os diagramas mais importantes num conjunto caracte- 

rístico que pode ser somado. Como C± possui infini 

tos diagramas podemos esperar que a solução ^‘P) da ESD 

(3.28) carregue alguma informação de natureza não-perturba- 

tiva do modelo. Esta solução é a ideal para ser uti, 

lizada no cálculo do Potencial Efetivo. 
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IV. AS SOLUÇÕES DA ESD PARA O PROPAGADOR FERMIÔNICO 

Neste capítulo será resolvida a Equação de Schwinger- 

Dyson (ESD) dentro de um esquema de aproximações que retra- 

te a solução verdadeira da melhor maneira possível. Na seq 

ção 1 reduziremos a equação integral a uma diferencial e ob 

temos suas soluções; na secção 2 investigaremos se toda so- 

lução da equação diferencial será também da equação inte- 

gral e na secção 3 faremos uma análise geral das aproxima- 

ções utilizadas em função dos resultados obtidos. 

IV.1. AS SOLUÇÕES APROXIMADAS DA ESD 

Na secção III.2 apresentamos os propagadores 

do férmion (3,29), do boson de gauge(3.27), o vértice (3.24) 

e a ESD (3.28) todos no espaço euclidiano e no limite para 

grandes valores de N. Fazendo as substituições necessáriasa 

ESD fica. 

Uri)’ 
(4.1) 

Resolvendo toda a algebra das matrizes de Dirac a eq. (4.1) 

se reduz a 

o(k. Z Xb<.) 

Fazemos uma mudança para coordenadas esféricas com as 

tituiçÕes 

(4.2) 

subs- 

2 

ol»4- o( UL o| 4'(4.3a) 

k^- 2.pkCA9 (4.3b) 
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Assim, 

ao 

Í2TT)" 

2TT 

dUt^G) 

(p + »c^-2 piC<^ ©)+1 Cf k5-2 f KC»G)‘/z 
i 

c|^ 

A primeira integral é imediata e a segunda pode ser 

mediante uma mudança de variáveis onde 

(4.4) 

feita 

2 2 z 
^ = p + K - 2 pk.cR\ e 

(4.5a) 

£2cÍ2=-2pK cK<.9té) (4.5b) 

Logo, a integração na variável 0 resulta 

i 
d (ceiô) 

( (p^+K*--2picca e)S^f^+K.^-2pK<^ è)Vt 

^ = — L 

if-^ * 

If-kl+yf 

(4.6) 

Podemos observar que o termo logaritmo desta integral sur- 

giu devido a correção *51^6 aparece em (4.1).Sub^ 

tituindo (4.6) em (4.2) obtemos 

.00 

D?)‘ 
2ií Np 

cÍk 2 x~ ^ 
k +L iK) 

f 

lf-Kl+«'/? 
(4.7) 

Os termos tí+p e k-pl que aparecem no logaritmo difi- 

cultam qualquer tentativa de resolver analiticamente esta e^ 

quação integral. 0 melhor que podemos fazer é expandir este 

logaritmo utilizando a expansão 

(4.8) 

Portanto, 
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2TÍ^N/p 

2Tt^Nlf 

oo 

Zj(i^) 

kZí^^) 

P+K+ “Ví 

r-K ^ 

00 

+ |d(K 

f 

IçLoí) I 

K-p+ "V? 

X i ff+‘^/g^ j 

1 I U. Ülx) o 
-h 1 dic , L 

K~ + 

P 

VC+^/g 
— 4 ^ í ^ } 
^/g 3 K4«/g / ■*" ■ í (4.9) 

Para momentos p ‘9i ou p» tg podemos ter 

uma aproximação razoável se retivermos apenas a primeiro 

membro nas duas expansões. Assim, 

I í'*'" f-“>S 

00 

+ \c1k (4.10) 

As duas integrais em (4.10) não podem ser reunidas numa só. 

Se isto fosse possível, talvez pudéssemos resolver esta e- 

quação através de algum método clássico para equações inte- 

grais. Entretanto, podemos obter uma equação diferencial de 

(4,10). Derivando (4.10) obtemos 

P 
-i c^I(p) _ [ r -i ^  

d p ~ p'(p+Y8) píp^Vg)^- 

i p^Zip) pZ(p) 

J + L lO 

fíp+^^g) f^tLíp) f + 

Ck 
v< Zlx) 

f^-íp+“/«)' " LU 
(4.11) 

wt + 

Derivando (4.11) novamente 

-J 

âL[9)l 

dp dp vp^íp+yg)^JJ 

p^Z (p) 

p^+ Z(p) 
(4.12) 

A solução desta equaçao é a solução de (4.11) ou de (4.7) 
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desde que 2-i obedeça as condições de contorno L(f -►oo) -í»0 

® Zl(p-?o)—► desejadas para o caso de uma massa gerada 

dinamicamente. Podemos reescrever (4.12) na forma 

_i UL(pi ^ (2p47g)Ztp) pj,. ^ 
2p+‘^/g) cip 

3) 

Repare que esta equação é não-linear e soluções analíticas 

neste caso dificilmente podem ser obtidas. Entretanto, pode 

mos recorrer a um artifício utilizado por Maris, Herscowitz 

e Jacob na e Mandelstam na que chama 

remos de aproximação MHJ. Esta aproximação consiste em line 

arizarmos a equação (4.13) fazendo a substituição /_, =yU no 

seu denominador. JX é um parametro da teoria, com di- 

mensão de massa, e que pode ser definido como 

(4.14) 

Esta definição implica que o propagador fermiônico (3.29)vai 

ter um polo exatamente em yu e isto significa que o seu 

lor pode ser interpretado como a massa física do férmion.Na 

secção 3 vamos mostrar que esta aproximação é bastante razp 

ável para grandes e pequenos momentos. Assim, a equaçao(4.13) 

linearizada fica 

i- -I- »' (2p*“/s)Zlf) n 

Jpi f 2p+“/gl p 

Esta equação não se reduz a nenhumas das equações usuais da 

FÍsica-Matemática. 0 unico jeito, portahto, seria calcular- 

mos sua solução em série de potências utilizando algum mé- 

todo iterativo como, por exemplo, o de Froebenius. Se fize^ 

inos isto vamos obter uma relaçao de recorrência entre os 
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termos da série de tal complexidade (não vamos mostrar isto 

porque demandaria demasiado espaço para os nossos interes- 

ses) que fica impraticável deduzirmos o termo geral ^ da 

série em função do primeiro . Como queremos obter 

uma expressão "fechada", isto é, mais apta a nossos cálcu- 

los posteriores, não vamos utilizar Froebenius. Ao invés 

disso, vamos recorrer novamente a seguinte aproximação:para 

momentos p 'Vg a equação (4.15) se transforma em 

d Tj . Z àTi ^ Q 
o(p2 p dp 

e para momentos P » % a equação (4.15) fica 

d Ij , ^ ^ ^ _ Q 

dp2 p dp Tí^Kj 

(4.16) 

(4.17) 

Vamos resolver primeiro a equação (4.16). Se fi- 

zermos uma mudança de variável Pí-—^ obtemos 
I ^2 

+ (4.18) 

Naturalmente que estamos assumindo ^ ¥ 0 porque procura- 

mos soluções nas quais a massa yu. é gerada dinamicamen- 

te. Esta equação se reduz a equação hipergeométrica (A.l)se 

fizermos 

(4.19) 

onde, 

0^ = 
1 (4.20a) 
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(4.20b) 

(4.20c) 

Para o caso de { nao inteiro, as duas soluções linear 

mente independentes de (4.18) são 

As constantes multiplicativas A e B sÍo obtidas pela con 

dição (4.14). Calculando A e B e substituindo (4.20) em 

(4.21) obtemos 

22a) 

22b) 

Nesta última passagem usamos a fórmula 

r(MW-p) 

e os parâmetros í <f são dados por 

(4.23) 

8e ' 

At 

Tí^hJ 

(4.24a) 

(4.24b) 

Podemos observar que em (4.22) os coeficientes de 

32. 
métrica terão parte imaginária para NI ^ 

tanto, como estamos interessados em soluções para 

hipergeo- 

. Entre- 

grandes 
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valores de N não precisamos nos preocupar com este deta- 

lhe . 

Para simplificar as soluções (4.22) vamos utili- 

zar suas formas assintóticas. Para baixos momentos 

a expansão das hipergeométricas (4.22a) e (4.22b) em série 

de potências (A. 2) é imediata porque as condições de conver- 

gência (A.3) e (A.4) são satisfeitas. Assim, retendo os 

dois primeiros termos da série obtemos 

(4.25a) 

2.^ JL 
(4.25b) 

Substituimos (4.25) em (4.22) e obtemos no limite 

Z.íPh/* 

Podemos observar que Lú'f> não é finita na origem o que 

a torna uma solução nao física em qualquer aproximaçao. 0 

comportamento assintótico de (4.22) para altos momentos 

í.£-  »oo) pode ser obtido se utilizarmos a fórmula de 
' ’ 

transformação (A.6). Assim, em (4.22a) fazemos 

(4.26a) 

(4.26b) 

f ^ ir^)= 

rd)r(-i;if) / ph'' ■' r o j_>[ i_>.. jI \ 

4- 
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Expandindo (4.27) em série de potências obtemos, para gran- 

des momentos 

Para grandes valores de N teremos S! i . _L^ 

Logo, 

(4.29) 

onde í é dado por (4.23b). Para a hipergeométrica em(4.22b) 

repetimos o mesmo procedimento 

r(s)r(-zif) " Cí ,4.1/ íLi,. 

r 

,2 v*1 

Expandindo (4.30) em série de potências obtemos 

L . i 

2-1 'i'" H \f, (4.31) 

Para grandes valores de N teremos I _ Logo, 

(4.32) 

Estas soluções ( (4.29) e (4.32) ) que foram calculadas a 

partir de soluções mais gerais, concordam com Appelquist et 
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Até aqui resolvemos a equação (4.16). Para reso]^ 

2 2 
ver a equação (4.17) precisamos assumir que p 

sim, (4.17) fica 

^ + A + ri i_ 2(p)= O 
r dp 

(4.33) 

onde z<< 

tT^M 
. Vamos fazer uma mudança de variável 

e a equação (4.33) se transforma em 

dSftt7(í).o (4.34) 

Agora fazemos ® (4.34) f ica 

^ 2 àM+(2ÍZ() g,(£)=0 

o( 2 ãi 
(4.35) 

que é a equação de Bessel com soluções e Nljti). Por- 

tanto, em termos da variável p a solução será 

Zx(p)-‘'f 

a menos de uma constante multiplicativa. O comportamento a^ 

sintótico destas soluções para grandes momentos ►oo) é 

dado por 

A solução vai a zero quando r como 

(4.37a) 

(4.37b) 
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ria esperado para uma massa gerada dinamicamente. Por isso, 

(4.37b) não pode ser considerada uma solução física. 

Vamos terminar esta secção enunciando as solu- 

ções que serão utilizadas neste trabalho. Para te 

mos seguintes soluções: 

no infravermelho Z, (p) = (4.38) 

no ultravioleta 
z.>p)v(í-) 

Z:,V)-^/^(;^) 

-l+^£ 

(4.39a) 

(4.39b) 

onde £ é dado por (4.24b). Para 

solução no ultravioleta 

temos como 

(4,40) 

IV.2. CONDIÇÃO DE EXISTÊNCIA DE UMA SOLUÇÃO NÃO-TRIVIAL 

DA ESD 

A forma das equações (4.16) e (4.17) não impÕem 

nenhuma condição sobre o valor de N para que exista uma 

solução não-trivial. Entretanto, podemos colocar a seguinte 

questão: será isto verdade para a equação integral (4,7)?E^ 

ta não é uma questão fácil de ser respondida porque quando 

fazemos a aproximação da equação integral para a diferen- 

cial podemos estar desprezando, além dos termos de ordem 

mais elevada na expansao logaritmica, também alguma condi- 

ção em N para a existência de soluções não triviais.Assim, 

pode acontecer que nem toda solução da equação diferencial 
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seja também da equação integral. 

Vamos encarar a equação (4.7) como uma equação 

de autovalores. A solução numérica desta equação foi feita 

por diferentes grupos de pesquisa e levou a resultados con- 

, (4) 
traditorios. Appelquist et al afirmam nao existir um li- 

mite N para que exista uma solução não trivial. Por outro 

(7) 
lado, Matsuki et al afirmam que existe um valor crítico 

para N, que é N^= 1,7, acima do qual a solução nula é a 

única possível. Aparentemente, esta discordância de resulta- 

dos pode ser atribuída a dificuldades nos cálculos numéri 

COS envolvidos. 

Vamos agora investigar esta questão utilizando un 

artifício cujo maior mérito, nos parece, é o de simplificar as di 

ficuldades numéricas do problema. Fazendo o limite p—na 

equação (4.9) podemos observar que apenas o primeiro termo 

da série não será nulo 

(4.41) 

Para simplificar vamos dividir I e . por yu. tor 

nando todas as grandezas envolvidas adimensionais. Logo, 

-r V ? f j XI» U) ^ 

I ^ ax + i 
(4.42) 

onde e X são adimensionais e 

a - 
M 

(4.43) 

Vamos utilizar as soluções assintóticas (4.38) e (4.39) (^ 

e X são adimensionais) e assumir que 

-Zí. 
e(i-x) + X 0íx-i) (4.44a) 
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e 

-mí. 
8(i-x)í-X 0(x-i) (4.44b) 

são soluções de (4.42) válidas na região de momento "Vg 

(ou se X « /d ) (ver gráficos 2 e 3). 

Graf. 2 

Graf. 3 

Assim, podemos substituir (4.44) em (4.42) levando em conta 

a existência de um cutoff . 

s 
ir I 1 

J x+i cix+J- , K%X * axtij 
(4.45) 

onde ZS. conforme a solução escolhida .Para 

simplificar, fazemos uma mudança segunda inte- 

gral de (4.45) e obtemos 

1 h> 

j- _1_ /    + [dX -t4ã   \ (4.46) 

a 
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Nesta equação temos dois parâmetros livres, N e a, o que nos 

permite determinar um em função do outro. Vamos chamar de 

G] o lado direito da eq. (4.46). Os gráficos 4^ e 5 mos- 

tram o comportamento da função 

Graf. 4 - G(a) para 

solução 

l^la) para as soluções Ll e Z^jj dado um N fixo. A solu- 

ção da equação (4.46) para cada valor de N será o valor 

de "a" quando G(a) = l. Na tabela abaixo fornecemos alguns va 

lores de "a" calculados numericamente. A margem de erro é 

em torno de 1% mas tende a aumentar para grandes valores 

de N porque o valor de "a" diminui drasticamente. 

Os resultados indicam que para N^ 1,4 o valor 

.(4) 
calculado por Appelquist et al esta entre os valores cal^ 

culados para as soluções , o que pode ser consi 
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derado como um indício de que estas soluções são aproximações 

razoáveis da solução verdadeira. Quando aumentamos N a in 

certeza no cálculo numérico torna-se significativa e não fi 

ca claro se existe ou não N crítico (Nj^) que limita a va- 

lidade de Zj I e 1-4% como solução da ESD. Para determi- 

nar Ng vamos utilizar o seguinte artifício: de acordo com 

os gráficos 4 e 5 podemos supor que para um N=Nc a função 

G(a) vai exibir um comportamento assintótico do tipo G(a)^l 

quando (ou a —*>■ 0) (ver gráficos 4 e 5).portan 

to se fizermos a=0 em (4.46) obtemos 

que é uma equação de solução N=Nc. Ao contrário de (4.46)as 

integrais em (4.47) podem ser resolvidas numa forma exata. 

Na segunda integral fazemos uma mudança )(—<>• Z= % e 

(4.47) se transforma em 

i 

o 

_» 

1 
(4.48) 
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As duas integrais acima são do tipo (C.l). Logo, 

i- 4 
1 

(4.49) 

Podemos utilizar a representação em série da função 

para reescrever a eq. (4.49) na forma 

TÍ^KJ 2 
TPU) 

1 
^ -f- ^ 

i 

^ 
.4 ... (4.50) 

Resolvendo numericamente esta equação obtemos N;. . Assim,para 

so lução Zji temos e (4.49) ficí 

(4.51) 

cuja solução é ésO ouN=O0 . Isto indica que 

lução j não existe um limite superior para o 

N que condicione a sua validade como solução da 

Lq 
JJ. temos A-\-ZL-l e a eq. 

Tf^Ki 
ca 

para a so 

valor de 

ESD.Quanto 

(4.49) fi 

i- 
1 i 

(4.52) 

Esta equação tem como solução ^=0,52 ou Nc=l,689. Isto 

significa que üj só pode ser considerada como solução da 

ESD quando N < I,689. 

Estes resultados podem ser comparados com os ob- 

tidos em outros trabalhos. Appelquist et al ^ ^ afirmam não 

existir um limite superior para os valores de N, isto é,pa- 

ra qualquer N a ESD tem solução não trivial. Este resultado 

parece ser consistente com a solução j . Por outro lado, 

Matsuki et al^"^^ afirmam existir um N crítico de valor 
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Nc=l,7 tal que para N>1,7 a solução nula é a única possí- 

vel e este resultado parece ser consistente com a solução 

Xj ^ . Conclusão: para N> 1,689 a solução da ESD será 

nula ou terá o comportamento assintótico de Esta úl 

tima hipótese, em particular, é interessante porque tem 

um comportamento irregular, isto é, no limite N —*>co se re- 

duz a uma constante ^ ^ ^ 

tretanto, ainda assim 2_.x pode ser considerada como uma so- 

lução física porque neste limite sabemos que q (a— 

é fixo, ver tabela 1). Se refizéssemos o cálculo para a solu 

ção Xjo (4.40) chegaríamos a Nç.= 0,62^ o que nos leva a pen 

sar que quanto mais rápido a solução vai a zero no limite 

p —^ oo , menor será seu . 

Antes de finalizarmos esta secção vamos lembrar 

que o fato de existir uma solução não trivial da ESD não im- 

plica necessariamente uma QSQ. Precisamos, antes de mais na- 

da, verificar qual o verdadeito vácuo da teoria através do 

Potencial Efetivo. 

IV. 3. SOBRE AS APROXIMAÇÕES UTILIZADAS NO CÁLCULO DAS SO- 

LUÇÕES 

A aproximação mais importante que realizamos é a 

T* ^ s. denominada MHJ, quando fazemos Áj = yo. em (4.13). Na re- 

gião do ultravioleta sua justificativa é óbvia porque 

Na região do infravermelho mostraranos esta aproximação tam- 

bém é razoável. Vamos reescrever a equação (4.16), que é vá- 

lida na região / com uma mudança de variável 

? • ~- 
^ e sem a aproximaçao MHJ 

+ J L_ s:0 
(4.53) 
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Se (x) é analítica na origem então V é limitado na 

r " ■ • 
origem e X u) -f O neste limite. Portanto, a solução 

da equação 

2 iLíd + i - -- D 
ij- 

(4.53) 

onde 

é-- 
2 

ÒTÍ^kJ 

é uma boa aproximação para l_i ( f ^ ) • Esta equação já foi 

(22) 
resolvida por Bose e Biswas cuja analise reproduziremos 

a seguir. Fazemos uma mudança de variável X —^ ^ dada por 

2 X A ^ 
t = —^ onde lA e um parametro de massa. Assim, (4.53) 

/* ^ 
se transforma em 

^ e ^ ^ ^ 

aa 

Zj(?) 
0 (4.54) 

Com uma segunda transformaçao 

H(Z)= « (4.55) 

obtemos 

2 

/» 
2 »2 
^ r 

variável I pode ser redefinida como 1 

tegração resulta 

H. 

2 

1 
1+ i 

è 

(4.56) 

e a in- 

(4.57) 

Retornando as variáveis anteriores, p e Z(.pl, te- 

remos a solução de (4.53) em termos da equação 
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P iUi) 
r 

b 
(4.58) 

No limite esta solução fica Zj (P. Va- 

mos agora retornar a solução obtida via aproxima- 

~ í 
ção MHJ. Se fizermos pc-O em (4.22a) teremos 

(4.59) 

onde é dado por (4.24). No limite N —^ oo (4.59) re- 

duz-se a o que significa que a aproximação 

MHJ é consistente com a solução da equação diferencial não- 

linear na região do infravermelho, ao menos para valores gran 

des de N. 

Outras aproximações também foram feitas neste ca 

pítulo. No cálculo da solução da equação (4.17) supomos que, 

além de P ’ também p »^ . Em termos da va- 

riável X = estas aproximações sao x e x » J. 

Pelos valores de "a" obtidos na secção anterior verifica- 

mos que a« 1. Portanto, as aproximações são consistentes 

entre si e as soluções (4.36) são compatíveis com as obti- 

(4) 
das por Appelquist et al 

Outra aproximação que fizemos foi na integral 

(4.45) quando introduzimos um cutoff l/a. Entretanto, como 

a« 1 (principalmente no limite N->co ) podemos conside- 

rar este cutoff irrelevante porque para momentos maiores 

que l/a as soluções (4.44) vão rapidamente a zero e não 

contribuem significativamente na integral da equação(4.45). 

Também testamos o cálculo de (4.45) com diferentes valores 

1 I 
para o cutoff como 10. — e 100. ^ e a diferença nos re- 

sultados não foi significativa. 
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V. O POTENCIAL EFETIVO 

Neste capítulo vamos fazer o cálculo do Poten- 

cial Efetivo da QED3. A distribuição dos tópicos será a se- 

guinte: na secção 1 apresentaremos a expressão do potencial 

que vamos utilizar; na secção 2 calcularemos o valor extre 

mo deste potencial e na secção 3 faremos o cálculo explí- 

cito do Potencial Efetivo em série de potências de a= 
«/8 

(4.43) (os resultados obtidos no capítulo anterior e também 

(4) ✓ 
em Appelquist et al indicam que a<Nl). 

As soluções 2I1 *4^® serão utilizadas já foram de 

duzidas no capítulo anterior 

0 ^ ^ (5.1a) 

-l+2£ 

0(i'X) + X 6(X-i) (5.1b) 

para x <' l/a, onde í é dado por (4.25), e 

X— - 2j 

0(Í-X)+ X (5.1c) 

onde e X adimensionais. 

V.l. A EXPRESSÃO DO POTENCIAL EFETIVO 

Seguindo o resultado de Comwall,Jackiw e Tomboulis^^^\ 

vamos desenvolver a formula do Potencial. Substituindo Sclp) 

e (3.29) em (2.44) obtemos (já euclidianizados) 

(5.2) 
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Trabalhando com as matrizes de Dirac e, posteriormente, mu- 

dando para coordenadas esféricas obtemos, depois de fazer 

a integração angular 

e 

r 2- 
Expandindo (5.3) em série de potências de (—) obtemos 

(5.3) 

(5.4) 

o que equivale a seguinte soma de diagramas de 1 loop 

-h 

onde representa a autoenergia fermiônica T| Como 

estamos numa teoria com N férmions, vão existir N cons. 

tribuições do mesmo diagrama. Além disso, como vamos utili- 

zar as soluções (5.1) precisamos reescrever (5.4) como 

íx^clx [ - Lu (i+ ^) l (5.5) 

onde L é dado por (5.1) e n/. tem dimensão [m]^. 

O potencial n/o representa a soma de todas as con 

tribuições de diagramas de 1 loop. Para as contribuições dos 

diagramas de 2 loops precisamos calcular \/j (2.45). Subs- 

tituindo (k—p) (3.27) , >5(f*y 3.29) e (3.24) em (2.45) 

teremos 

yy -0í(A9<^\£x TÍxhr-i—^ , 6) 

Trabalhando com as matrizes de Dirac chegaremos a 
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W _ -Zdi (1-ip) L>u\  i  
(5.7) 

Agora passamos para coordenadas esféricas e fazemos a inte- 

gração angular (o procedimento é o mesmo que foi realizado 

em (4.7)) 

0£> 

\/i = 
-c«/ 

27/^ Ni 

^ ri U.TjIM-\ ( 

<^4L' 

O^/ • 
p-t-kit /g 

(5.8) 

Da mesma forma que em (5.4) podemos expandir v/x em potên- 

cias de Ã.í 

OD 

V,- 2ir‘<sJ 

L " 

À^d\c Zlp) 2jÇ>t) 

P 

*)'• |L«[iFsf] (5.9) 

o que equivale a seguinte soma de diagramas de 2 loops 

onde -j- ■+ 

Como estamos numa teoria com N férmions cada 

diagrama contribui N vezes. Além disso, como vamos utili- 

zar as soluções (5.1) precisamos reescrever (5.9) como 

Ví_ 

^ cní*< r*“" ^ ^ L« 

>^+v+Va 

U-yI-^ Va 
(5.10) 

onde X_i é dado por (5.1) e \/j tem dimensão [m]\ 

Ja vimos na secçao II.3 que se resolvermos a e 

quação ;Q chegaremos a ESD (2.47). Para o nosso 

delo isto significa que as soluções (5.1) serão 

mo- 

soluções 
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estacionárias do potencial porque satisfazem a equação 

áL 
VJL] ^ VáL] -- 0 (5.11) 

Naturalmente que ainda não sabemos se as nossas soluções Zã(f) 

levarão a um potencial com um mínimo igual ou diferente de 

zero. Assim se substituimos a ESD (4.10) em \ir\/o + \/j va- 

mos obter o valor do potencial no seu ponto de mínimo que 

chamaremos de Vextremo (ou Ve simplesmente). Portanto,reu 

nindo (5.3) e (5.7) vamos obter 

\/^ 
■rf* 

,00 
2L^ Lí, L' 

- ^ - 

L(p) 
V. cÍk. 

Z(tc-) 

k"+L 
(5.12) 

Substituindo (4.10) em (5.12) vamos obter 

(5.13) 

Como estamos numa teoria com N férmions jnultiplicairos (5.13) 

por N. Além disso, como vamos utilizar as soluções (5.1 )pre 

cisamos reescrever (5.13) como 

(5.14) 

Quando íj=0 temos \/c*0 o que é um resultado esperado 

pelos motivos já citados. Além disso, \/^ depende de L , ou 

seja, cada solução possui um mínimo específico e uma delas 

será energéticamente preferível as demais. 

V.2. O CÁLCULO DE Ve [2L] 
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Vamos agora calcular o valor extremo do poten- 

cial efetivo (5.14) usando uma solução padrão do tipo 

-s 
2^ix)- 0 li-x) + X G(x-i) (5.15) 

Se fixarmos então (5.1a), se então 

L=Lil (5.1b ) e se 6-^2 então (5.1c). Nos 

dois primeiros casos sabemos que 2^^ ® soluções vá 

lidas para uma região de momento pXX *<'/g (ou x 44 ) 

Por isso, vamos colocar um cutoff -l/a no ultravioleta 

(veremos adiante que a presença do cutoff não altera sig- 

nificativamente os resultados). Para a solução 27 isto não 

será necessário. 

Substituindo (5.15) em (5.14) podemos separar n/* 

em dois termos 

(5.16a) 

onde 

o 
rW 

(5.17a) 

(5.17b) 

No cálculo de temos duas integrais. A primeira é do ti 

po (C.l) e a segunda do tipo (C.2). Logo, 

(5.18) 

O cálculo de N/êj^ ® pouco mais complicado porque precisa 

mos expandir os argumentos em séries de potências 
Usamos 
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Z-ZÁ ^ ^ It -2i -2(l+í.)k. 

t*/ 

(5.19a) 

^ -Zl -2|HÍ)K 
< K (5.19b) 

t*i) 

Ambas as séries convergem no intervalo de inte- 

gração de (5.17b). Substituimos (5.19) em (5.17b) e obtemos 

'Va 
-2À-2U+S)>^ 

Vej= ^ ('V |i- I I dx ^ 
líí o “i 

ii.« o 

-i+2ã+2(j4Í)wL 
a - i 

(5.20) 

onde é a série de potências de "a" (o termo k=0 não 

contribui) (lembramos que a<<(l) 

Í4 ^ & 34 (o i 
T _ J_ _0L ^ O- 

^ 34-É>^ 
(5.21a) 

e e a serie 

Ir ZL^-«Í^-çtr 
ItiO 

1 

-i + 2é+2{j+À^k 

A S0ri6 I5 pod© s©x" ir©©scirxts ri3 foirinâ 

Ir i txf j i - -L 
* k.-»© 

(5.21b) 

(5.22) 

ou seja, 

T - XÍ±lA \ò 
-LZ" 3 1 2^2k ' 

2i-i 

2+2À 
^w} (5.23) 

onde usamos a definição da função |^(x) (&-1). Reunindo 
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e l£ obtemos 

1 f 24-1 ' 

51 Z+2i ^ÍZtZi>. 
4 |3U)> + 1 

2 3 

3>4t^ 

3UÀ 
(5.24) 

Reunindo (5.18) e (5.24) e utilizando os valores conhecidos 

da função p>(x) (B-3) obtemos 

 ^ O. + /\£ O. -»• (5.25) 

onde 

Á 
f. ^ 2é>-i 

r' h ■ 2+2i 

V2 
A= A — 

Az^ 
Nj -2/3 

(5.26a) 

(5.26b) 

(5.26c) 

Na tabela abaixo fornecemos os valores de /Ao para as três 

soluções (5.1) 

Se refizéssemos todo o cálculo sem cutoff che- 

gariamos ao resultado ^ solução 2Inj o poten 

ciai é dado unicamente por A^, . Para as soluções e /ãi. 

precisaríamos levar em conta os termos Aj^ e A^ . Entre- 

tanto, foi visto na secção IV.2 que os valores caracterís 
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ticos de "a" são tais que . Para estes valo- 

res a contribuição da série (5,21a) é suficientemente pe- 

quena ser desprezada com relação aA^por exemplo, para N=1,0 

e Z_i'^5 temos a=0,030191 e I^= 4,17x10 Isto signif_i 

ca que mesmo para as soluções e podemos fazer a 

~ v/<. A 
aproximaçao —^ i/\o . Assim, o potencial efetivo apresenta 

uma dependência significativa apenas em N. Este resultado 

é ilustrado no gráfico abaixo 

\k Graf. 6 

Analisando os resultados podemos fazer algumas observações. 

1) Para qualquer valor de N teremos <0. Ou seja, não 

existe qualquer limite superior para N que condicione 

a existência de um mínimo não trivial em para a so 

^ I ~ 
lução (5.15). Em particular, para a solução Za-. , — 

no limite N-í» oo ( é0) se reduz a 

nA 

i4 
(5.27a) 

Para a solução 

reduz a 

no limite N -►CO ( ^^ 1) se 

Ve 
s 

nI 

3D'" 

= -iL- (-i.52) < o 

(5.27b) 
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0 resultado (5.27a) é compatível com os obtidos no capítulo 

IV para a solução . Por outro lado, também constatamos 

naquele capítulo a existência de um N crítico (Nc= 1,689) 

tal que, para N > N<. , a solução não pode ser conside- 

rada solução assintótica da ESD. Ainda assim, observamos em 

(5.27b) que o potencial vai ter um mínimo não trivial para 

qualquer N, o que é imcompatível como resultdo do capítu 

lo IV . No capítulo VI voltaremos a discutir este assunto, 

2) A solução Zjo não é preferível energeticamente para qual- 

quer valor de N. Portanto, a partir de agora vamos de^ 

cartá-la de nossas considerações. 

3) A solução ZLi é preferível energeticamente quando N) ^1,3 

e a quando 1,6. Se nós observarmos o comportamen 

to assintótico de 2Li ® Zjjl que ambos são idên- 

ticos quando -2Í. = -l + 2£ , ou seja, nS 1,62. Este re- 

sultado é consistente com o da tabela 2. Além disso, o 

gráfico 6 para as três soluções parece mostrar 

que o estado de menor energia está relacionado com a 

solução da ESD que vai mais "lentamente" a zero no li- 

mite ultravioleta. 

V.3. O CÁLCULO DE V 

Vamos fazer o cálculo da integral do Potencial E- 

fetivo \/=yo4v/, onde Jo é dado por (5.5), por (5.10) e 

utilizando a solução (5.15). Podemos observar que, fazendo a 

integração nas variáveis x e y, o potencial fica função 

de "a", onde a« 1. Assim, vamos obter o resultado em sé- 

rie de potências de "a" retendo os termos até ordem a^, e 

escolhendo valores de N ate 3,0. 
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V.3.1. O CÁLCULO DE Vq 

O procedimento é o mesmo do cálculo de v/« , dada 

a semelhança entre (5.5) e (5.14). Assim, vamos separar (5.4) 

em dois termos 

(n/oj + \/oa) 

Vo4,= l ^ 

-£i -2á 
U(n^) 

(5.28a) 

(5.28b) 

(5.28c) 

L A integral '/•l é resolvida da mesma forma que (5.16b). Lo- 

go, 

^ = ?í|) ^ -sj- ^>1(3)1=-| p(4)- èL"U) 

Na integral /og fazemos a expansão do argumento 

(5.19) e obtemos 

Vci. 

(5.29) 

usando 

-2i '2U-tA)k 
(5.30) 

Fazendo a integração em X , ^/og resulta em 

V - T  i  (i- 

-7  7 
^ i b í'J+2,i-»eu+^>‘<- i-tK 

Z^-L 

■1+ 
Ol + 

i + Hi» 

= i_fJiiA^ a[ ^1 -V pu)}  — 
3 l 2+Eí 

3/a 
•V   a 

i «S 

(5.32) 
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Portanto, reunindo e pode ser escrito como 

/o-" A 

idU 
cx + 

2i-l 
Ol 

onde 

5'Tr''1 2+25 

25-i 

2+2 5 

nI Ve 

J+ 5 

A. _±L - 

-i+25 

(5.33) 

(5.34a) 

(5.34b) 

(5.34c) 

Na expressão de usamos os valores 

Na tabela abaixo fornecemos os valores 

Au ® As • ® termo A4 ® ordem 

conhecidos 

calculados 

1 + 4& 
a e so 

da j2. (X) . 

de Ao ' 

contribui 

até ordem a^ para o caso da solução ser e N= 1,0 . 

sol. Zji sol. H) J 

TABELA 3 

Ccxno a integral (5.10) possui um módulo no seu ar- 

gumento, precisamos separá-la em dois termos 
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V. - M 

a Tr’‘< 

( f 

c(k 

o o 

Ay 
xZi*^ vZ('í^ X4- V4 Vcc 

X-Y-» Va 

+ 
xZu) vZí^) 

(x^L")Cr^^Z") 

y-» X ■» Vg 

y-x+ Va 
(5 

Observando os intervalos de integração podemos expandir 

garitmo usando (4.8) 

xZu) yZ(7) 

(xSz^)(y^L") 

ay 

ax+J 

2h+ i 

•) ^ 

OO 00 

4. \ olx I (Ay 
xLw yZ(-<) 

(ÃI)UÃI^ 

ax 

aY+ i 

^M+i 

-) 

\ 

(5 

Vamos chamar de Gj^(x,y) e G^Cxxy) os argumentos das 

integrais acima. Podemos separar (5.36) em seis regiões 

integração 

(5 

onde 

o 0 
OO ,1 

2w+i 
'l\íO i o 

/-X 

7 = f 

-b i ) { 

i rX 

2^1'*" 1'*'' 2h+ i 
''*'® o X 

(5. 

(5. 

(5. 

.35) 

o lo 

.36) 

duas 

de 

.37) 

38a) 

38b) 

38c) 

(5.38d) 
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0 1 

Vlt-^^^p<pV G,^(,,v) (5.38f) 

1 t 

A finalidade desta separação é que quando substituimos a so- 

lução (5.15) em (5.38) podemos expandir o argumento da inte- 

gral em série de potências, observados os intervalos de int^ 

gração. Nos apêndices D, E, F e G fazemos o cálculo das 

integrais (5.38). Abaixo reproduzimos os resultados obtidos. 

Para obtemos (D. 7) 

.Vc+< 

(eP+5')(2it+2f+6) (2(+3)(2K-td+t) 
a + 

t2|+âK2k+2f+^) 

2 
a + 

3(2{+5)(2tC42(Vl) 

2 
CX. + •' • 

l 
(5.39) 

Para obtemos (E.9) e (E.12) 

tc,s«0 

i 

(2^3)[04 i)(2it+i)-l] (2Í+5)[(1+ «(2*í-h)-2] 
a 

2 
a 

i  2 1 

3(2U5)[Ut8H2>t+i>*l] 

CO f 

I ' 
e. 

Para v/15 obtemos (F.9) e (F.12) 

{ri,)r(-i) + jTpetiO ^• 40) 

n/3=n/L- 

<..U0 
2-íttii)(2(+i) (l+b)(2KHiÇ+i)-3 (H4X2x+i)-l 
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2-U+é»)(2./4i)[(l+i,](^lí+2P42)-M (J+iM2Í4l)-2. 
a + 

a-«4iK2Í+i) LU4i)(2ic+2^2)-5 —1° ;K.4l)-3j 

3[4-(l4Í.)(2»c+i)] L(i+íX2k+2Ç+2)- 5 (i4iH2M ] 

2 
a + 

f 

M-o 

2^-1 
CX - 

f -i i l[r(2+*HÍi)PUH-i-^^) 1 T/, , o i. f l lit- 

^ iííiTd-Tü;;:]^  

i+Ai1 
- 4 

{ru.i^ru)- 2.4,-1)] ^ 

í- o 

(5.41) 

Para 7,4 , \/is e obtemos, respectivamente, (Apêndice G) 

V,,- v„ \/„- X^- V,. (5.42) 

Na sua forma completa. A (5.37) pode ser expresso como 

2 ík „ v+^íà 2^-i 

-- Go + BjCi + 6ga + B^a + B^Q B^a (5.43) 

onde 

P» 

f iC,£( I ^ i 

Z_1 (2^+3)(2k.+2Ç4S) (2Ç4 3)[(ità)(aii^i)- i] 

Z-ihl>){2Uí) (ltà)(.2K4J.)-U 

(5.44a) 

-Ib 
■H) 

lí4Í 
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2- tu 

o , r  i 
i rfk l—^ ^ Haít5)(í 

íí.,6-0 '- 

(5.44b) 

í2íi-5)(2‘<-+aí-»5) 3{2<+5)(2Kr+z(+>^ 

i  ^ i  

í2f+2í)[(^(+S)(EK.-fl)-3] ~2>(ZU 5)[lu6H2w:4i)-i] ^ 

2-((+à)(2.í+i) (l+èX2‘<+2f+2)- 5 S)C2k+í) - 5 
+ 

3[4-lU6)tí+-i)] L(^í>X2‘*+2^2)-5 (UsX2»^^i)-i 
(5.44c) 

Ba'- íU,u4;a.^í,i-i)|. 

■ ZL IsUj ' 2-tub1UM)l 
(5.44d) 

1,0 

o._^y  ) l. 

'ly^ Z » En+l l 2-vitl-J) ax"A-3<S) Vi*.o 

l r/e«.i) ' 1 

B. 
Ik 

■I 

/ r(2A)r(2i44i-a^) 

{2m+0(2mí-1-4') ( p {2.^+i) 
\,0 

—(2vi + J i i“-^) I (5.44f) 

Nas tabelas abaixo fornecemos os valores calcula- 

dos das séries (5.44) para as soluções e . A série 

Bi, é de ordem e só contribui como um termo até or- 

dem a^ no caso da solução ser ® N- 1,0. 
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Sol. 2~_3 X 

V.3.3. O GRÁFICO DE V(a) 

Reunindo as expressões de \4 (5.34) e 

vamos obter a expressão do Potencial Efetivo v/(a) 

de potências de "a" até os termos de ordem a^ 

JB,)a ^5.45) 

\/( (5.44) 

em série 
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A expressão (5.45) para \j[^) ainda não está na sua forma i- 

deal. A divergência no último termo de (5.45) quando a-*» 0 

é aparente já que, neste limite, yU-^0 (é fixo) .Portanto, 

vamos reescrever (5.45) como 

a + cf + Si,)(^ -►(^ ^ ^ 

Os qráficos 7 e 8 abaixo ilustram o comportamento de 

W8)' 
(5.46) para alguns valores de N. 

Graf. ?. Potencial Efetivo para solução Zúi oom diferentes 

valores de lí (ver Tateia 5 ), 
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0,00003 

ky&)^ 

-0,00001 

Graf. 8. Potencial Efetivo para solução oom diferentes 

valores de N (ver Tabela 5 ). 

Os gráficos 7 e 8 mostram o comportamento de larga 

escala. A tabela abaixo fornece o valor extremo do potencial 

a partir do ^l<^) total. 
/< 

Com os resultados nesta secção podemos fazer algumas obser- 

vações . 
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1) Para a solução r parece ter um comportamento do 

• -00 quando N -í»> co . Neste capítulo calculamos 

\l]i de duas maneiras diferentes: um cálculo direto (sec- 

ção V.2, tabela 2) e um cálculo a partir do \/ia) total (es. 

ta secção, tabela 5). 0 gráfico abaixo compara os resulta 

dos para a solução ZL- e mostra 

uma razoável concordância.Além disso, não há indícios da 

existência de um Mc ^ este resultado é compatível com o 

obtido na secção IV.2. Também fizemos o cálculo de -Ula) 

de duas maneiras diferentes;um cálculo direto a partir da 

ESD( secção IV. 2, tabela 1) e um cálculo a partir doto 

tal (esta secção, tabela 5). Se compararmos estes resul- 

tados para a solução ^ veremos que até N=2,0 a concor 

dância é razoável. Para valores maiores de N a diferen- 

ça nos resultados pode ser atribuída a incerteza no cál- 

culo numérico já que o valor "a" torna-se muito peque 

no. 

2) Quanto a solução surgem algumas discordâncias. 0 grá- 

fico abaixo compara o valor de \Jê obtido no cálculo di- 

reto (secção V.2, tabela 2) e no cálculo do total (e^ 

ta secção, tabela 5) 
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Como podemos observar existe uma diferença significativa 

em no limite NcO . Pelo cálculo direto (secção 

V.2) não existe N crítico enquanto que no cálculo a par 

tir do total Jk- parece ir a zero em torno de N'^2,4 
/< 

(neste caso não podemos ter certeza absoluta do resultado 

porque o cálculo é estritamente numérico). O fato de exi^ 

tir um Nj.= 2,4 é compatível com o resultado da secção 

IV. 2 quando fizemos o limite a—*■0 em (4.4) e obtive- 

^ ... A mos N—*■ 1,7. A discordância no comportamento ■ ■; de 

para a solução (gráfico 10) precisa ser explica 
3L 

da. Todavia, vamos transferir esta discussão para o capí- 

tulo VI. 

3) A solução 2lx ® preferível energeticamente quando N1,8 

(tabela 5) onde os valores de -Lvv(a) são maiores (ou se- 

ja, o valor de "a" é menor) se comparados com os da solu- 

ção . Quando N 1,6 a situação se inverte: a solu 

ção passa a ser preferível energeticamente e conta 

com os maiores valores de -Lvía) . Ou seja, a solução e- 

nergeticamente preferível parece contar sempre como menor 

valor de "a". 

(4) 
4) Os valores obtidos por Appelquist et al parecem acompa 

nhar sempre o menor valor de (ou maior valor de 
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"a") entre os das soluções e ZjX tabela 5).Isto 

significa que o algoritmo utilizado por Appelquist et 

al^^^ para calcular numericamente o valor de -Ula) parece 

levar em conta, por um motivo que desconhecemos, sempre 

a solução que não é preferível energeticamente. 
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VI. CONCLUSÕES 

Neste capítulo faremos nossas conclusões quanto ao 

estudo da QSQ na QED3. No capítulo 2 fizemos uma recapitula- 

ção de alguns modelos que propõem a QSQ e verificamos que o 

Potencial Efetivo para Operadores Compostos mostra qual é o 

verdadeiro vácuo da teoria. Um mínimo não trivial implica nu 

ma QSQ e uma massa ^ é gerada dinamicamente. No capítulo 3 

fizemos uma exposição sucinta do nosso modelo. Empregamos a 

técnica de expansão 1/N e a ESD foi obtida no limite para 

grandes valores de N(3.28 e 4.7). No capítulo IV resolvemos a 

ESD dentro de uma série de aproximações convenientes e obti- 

vemos suas soluções assintóticas (4.38-40). 0 cálculo que 

fizemos seguiu dois caminhos diferentes. Na secção IV.2 fize 

mos um estudo direto da ESD e no capítulo V calculamos o Po- 

tencial Efetivo (secção V.3) e o seu valor extremo \/e(o cál- 

culo de \/e pode ser feito diretamente (secção V.2) ou atra- 

vés do J(a) total (secção V.3)) . Nosso interesse se restrin 

giu basicamente as soluções 22i (5.1a ) e Li(5.1b) já que a 

solução 2Lo fornece um potencial com um mínimo energeti- 

camente preferível. A seguir exporemos nossas conclusões so- 

bre as soluções e e a física que está por trás de 

cada uma delas. 

Para a solução existe N crítico a par- 

tir do qual a solução é trivial, isto é, para cada valor de 

N a solução da ESD pode ter o comportamento assintótico de 

2I1J. Atestam a inexistência de N os seguintes fatos: 1^) fj. 

zemos o limite a -*-0 na ESD e verificamos que a solução de 

(4.47) é N-^00 ; 22) numericamente, o limite superior em N 

que obtivemos (veja tabelas 1 e 5) tem a sua origem na pró- 

pria limitação da máquina em somar uma série de convergência 
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lenta e obter um resultado dentro de uma margem de erro de- 

terminada (lembramos que para grandes valores de N, o valor 

de "a" diminui drasticamente); 3) o valor extremo do poten- 

cial tem um comportamento do tipo òk. -^-<X> no limite N 

(5.27a)(ver tabela 2 e 5 e os gráficos 6 e 9). 0 fato de Zjj 

ser uma solução irregular, (é constante no limite N co ) não 

significa que não seja uma solução física. Isto porque no li 

mite K—^CO temos a—v 0 (^-^0/ 0( é fixo, ver tabelas 1 e 5)e 

terá um comportamento do tipo 

r—I / 0 i+2£ nI-^cd a—>o 

--r p — 

(6.1) 

como seria de se esperar de uma massa gerada dinamicamente . 

Antes de continuar nossa discussão sobre a solução vamos 

ver o que acontece com a solução 2li 5 

Para a solução existe um N crítico que é 

= 1,7. Ou seja, para N> 1,7 a solução da ESD é nula ou 

terá o comportamento assintótico de 2L i .Os indícios da 

existência de Nc. são os seguintes: I2) fizemos o limite 

a O na ESD e verificamos que a solução de (4.47) 

é N—► Nç_ = 1,7; 22) a convergência no cálculo numérico com 

a solução é mais rápida e verificamos a existência de um 

limite superior em N(na secção IV.2 (tabela 1) chegamos até 

N= 1,6 e na secção V.S, por um método diferente,(tabela 5) 

chegamos até N= 2,4); 32) o comportamento do valor extremo 

do potencial não é muito claro porque existem dois cálculos 

diferentes com resultados discordantes (ver gráfico 10). No 

limite N-*• cO o cálculo direto (secção V.2) indica que 

-00 (5.27b) enquanto que no cálculo através do \/(a) total 

I 
obtivemos JÍ£_aO a partir de um valor de N próximo a 

2,4(na verdade este valor é difícil de ser determinado nume- 

ricamente e isto pode explicar a diferença do resultado da 
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secção IV.2 (Nj.= 1,7)). A maior dificuldade, entretanto, é 

\Ji 
explicar a diferença qualitativa no comportmento de —r que 

existe entre estes dois cálculos. Ao nosso ver, a explicação 

poderia ser a seguinte: quando calculamos na secção 
/* 

IV.2 a expressão utilizada (5.13) foi deduzida quando substi 

tuimos a ESD no Potencial Efetivo (passagem de (5.12) para 

(5.13)). isto significa que na expressão (5.13) não podemos 

introduzir qualquer solução mas sim a solução física 2jip'> 

ESD, ou seja, a solução "realizada" pela natureza. Ora, para 

N^l,8 Xjtí é uma solução "realizável" porque não pro- 

duz um vácuo com mínimo energeticamente preferível (para 

1,8 o vácuo de Zjx é que tem o mínimo de mais baixa ener 

gia) . Isto significa que a comparação que fizemos nos gráfi- 

cos 9(para a solução Zúx ) e 10 (para a solução Z.X), estri. 

tamente falando,só está correta quando a respectiva solução 

for a energeticamente preferível. A comparação correta seria 

escolher os valores de Züx N 1,8 e os valores de il»! 

para 1^6, como mostra o gráfico abaixo 

Graf. 11» Valor extremo do i>otencial para a solução energeticamente 
preferível num dado valor de K. 1j Tabela 2} 2: Tabela 5* 

que, qualitativamente, tem uma concordância razoável. Admi- 

tindo-se esta explicação, podemos afirmar que a solução ZLj 

n/« 
tem um Potencial Efetivo cujo valor extremo ——3 vai a zero 

para N próximo a 2,4, conforme o resultado da secção V.3 
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(ver tabela 5) . 

Com relação a outros trabalhos já publicados so- 

bre este assunto, podemos afirmar que os resultados da solu- 

ção r,x guardam uma certa semelhança com Appelquist et 

(4) . ~ . 
al , que afirmam nao existir um N critico. Por outro la 

do, encontramos um N crítico para a solução (Nj^= 1,689) 

bastante próximo ao valor que Matsuki et al afirmam exis- 

tir . 

Quanto a existência ou não de uma QSQ na QED3 po- 

demos afirmar o seguinte: se a técnica de expansão 1/N for 

uma aproximação válida então, para grandes valores de N exi^ 

te xjma sol. assintótica da ESD (quanto maior o valor de N me- 

lhor será a aproximação entre e a solução Li?)) que cau- 

sa uma QSQ na teoria. Isto acontece porque para qualquer va- 

lor de N esta solução produz um Potencial Efetivo com um mí- 

nimo não trivial (energeticamente preferível para 

N>-Nc= 1,7) que representa o verdadeiro vácuo da teoria, que 

não é invariante quiral e garante a existência desta solução 

como uma solução da ESD. No limite N-^•oo temos jX-^O (ver 

tabelas 1 e 5). Em particular numa teoria com férmions de 2 

"sabores" teríamos -Lu(a)= ^,0 e a massa gerada dinamicamen 
-5 

te será ^,2xl0 • o( (e< é a constante de acoplamento da teo- 

ria) . 

Pode-se pensar numa série de extensões do presen- 

te trabalho. Uma possibilidade seria repetir a presente aná- 

(8) 
lise para um termo de massa que quebre a paridade . Outra 

seria a introdução de correção na ordem seguinte de 1/N. Tam 

bém podemos estudar o conjunto acoplado das equações de 

Schwinger-Dyson (que ocorre na ordem seguinte de 1/N), a in- 

variança de gauge do resultado, etc..., assuntos para os 

quais esperamos apresentar novos resultados em breve. 
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APÊNDICE A - A FUNÇÃO HIPERGEOMÉTRICA 

A função hipergeométrica i V ; ^ ) 

lução da equação diferencial 

e so 

A representação em série desta função é dada por 

T (oí (h- ^ - i K + ^ (A.2) 

As condições de convergência desta série são 

(a) I X 1 4 1 (A.3) 

(b) 
^-(0í+í5^>-i ^=1*1 

if-(o^+íi)>0 X=i 

(A.4) 

Quando alguma destas condições não for satisfeita podemos 

utilizar as fórmulas de transformação desta função. Por exqn 

pio, se a condição (b) não for satisfeita podemos utilizar 

a fórmula 

(j-x) ía.5) 

Se a condição (a) não for satisfeita podemos utilizar a fór 

mula 

h = fgífíl (t-Í íí p; h 

(A.6) 
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Naturalmente que estas fórmulas são aplicáveis quando não 

há presenças de polos. Para o caso em que as duas condições 

(a) e (b) não forem simultaneamente satisfeitas usamos as 

duas fórmulas. Em particular vamos trabalhar com uma hiper- 

geométrica do tipo ) onde n é um 

inteiro ^ 0 , é não-inteiro e la| < 1. Aplicando as 

fórmulas (A. 5) e (A . 6) . Temos 

hj (2n+i .v ' 

2h 
a 

(l + a)‘ 

a. r(i;4i)r(V-2..vj) o. X(i^i-V-Z-iZ^--Oya) + 

r’(v-2«)r(;vi) 

7) 

Como 

ya)-. ll+af'" 

(A.7) fica íH (2-H + J. ■)■>>+i; -= 

a 

^ ríV4i)ri2Hu-x>) g'"' 

r(2n+i) 
(A.8) 

A hipergeométrica no lado direito da fórmula (A.8) satisfaz 

as condições (a) e (b). 

A derivada da hipergeométrica é dada por 

(A.9) 
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U 

dt 
V\ t 

Mh r 

(plvltk 

) Pí»l )/+''■, x) (A. 10) 

onde 

H ■ 

Também vamos utilizar a hipergeométrica 

i!iT£ 210*J.) €{UÍ) 

Para o caso particular de uma hipergeométrica do tipo 

(oí , ^ f } vale a seguinte relação 

f-\à 
(oí,í3,í> p)4Í,f+i.;x) (A.11) 
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APÊNDICE B - FÓRMULAS DIVERSAS 

função ^(x) tem uma representação em série 

dada por 

p>(x)=Y_ 
(4 

-1 K.+ X 
(B. 1) 

í4=0 

A formula 

P>(-B 

e(^) 

k.rO 

(B.2) 

com q= 2,3,... e P = 1,2,3 q-1 é particularmente útil 

Abaixo damos alguns valores de j^(x) 

P(1)= Lh(2) p.(a)=i-i.H(2) (B.3) 

A função gama é largamente conhecida e dispensa explicações 

Vamos apenas lembrar a relação 

r(J-y)PU)- 
Tf 

/í-CHTi' 
(B.4) 

que será bastante utilizada. 
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APÊNDICE C - ALGUMAS INTEGRAIS 

Para facilitar a leitura da tese, listamos abaixo 

as integrais mais utilizadas. As referências são: 

I.S. Gradshteyn et al "Table of Integrais" 

A. Erdelyi et al "Tables of Integral Transforms" 

Vol. I 

GRAD(3.222.1) (C. 1) 

O 
,oe> 

ERD(I, 315, 17) \c(aX 

yw>-l 

U(i+x)=^|-ji(-/^)-U(a)j (C.2) 

/l<0 

GRAD(3.197 

GRAD(3.197 

íTFUh+í, £ ; 1+ c• 3) 

b ' 

(h -v2-i I 

.8)  =-L 
) (aX4A)2H+i V 

DUde. £=^Vl+>.>0 

V>0 

(C.4) 

GRAD(7.512.12) 

i 

^?> O 

(C.S) 
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APÊNDICE D - O CÁLCULO DE 

A integral (5.38a) é 

Substituindo a solução (5.15) em (D.l) podemos expandir os 

argumentos em série de potências (compare com (5.9)) 

Cf> 

l- 
Va 

2 14+ i_ 
o 

cc 

■L 

d/ 
Vax+i./ 

£u+i 

Zii+1 

y\i Vax+i. 

j- 

t/y y 

0 

(D.2) 

Fazendo a integração em y obtemos 

CO 

21 

r-i; a 
eu-tZiciehii 

cÁk ^ 

Esta integral é do tipo (C.4). Logo, 

a> 

'^ir IL 

f Zh 
U) cc 

(D. 3) 

(D.4) 

Precisamos agora expandir a hipergeométrica em série de po- 

tências. Entretanto, devemos observar que a condição de con 

vergência (A.4) não é satisfeita. Assim, usamos a fórmula 

de transformação (A.5) 
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[2m+í^2m+-2ic+2Ç+6") 2h+£ií+^|+É) )-c* ) - 

-2t< ^ 

= (l+a) 2 1C4 2?-»-5 ) 2Mt2ld4.£(+^j-d) 

-^^iC 
=(l+cx) I i' 

2id+a/+6 ^ ^ 

2 H+21C4 2f+ fc C2M+.?>c+2Í+é)(2ii+2K:-» íf+^) I 

Substituindo (D.5) em (D.4) obtemos 

J-T - 
(—) ■ ^i-ha / 

tr 

(eti+£>c-fr£f+ 6)(£k^-^*c+:if^) {eu^ZKtS.^+S){ZM+2>c-tâ{-hí){Zii^^-f^{^) 

2 i\-+2ic ■^-£'{’^ S~ 

(2ic í) 
a^\ 

Retendo os termos da série até potências de ordem a^ 

mos 

í 

ôX^ic^-ãUs) (2f*3)l£iti2Ué) 
a ^^■ 

â i e 1 
a + :-/>  ;rr-. a f 

(D. 5) 

(D.6) 

obte. 

(D.7) 
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APÊNDICE E - O CÁLCULO DE V 
12 

A integral (5.38b) é 

/ r ÍJ, íj; / gv 

-U-.O 1 ® 

(E. 1) 

O procedimento de cálculo é similar ao caso de \/,f . Subs- 

tituindo a solução (5.15) em (E.l) podemos expandir os ar- 

gumentos em séries de potências. Assim obtemos. 

J,-L 

Podemos reescrever na forma 

^J2 ~ '^2 " 

(E.2) 

(E.3) 

onde 

(E.4a) 

’ 'W. J ] 

fe 4 i 

Inicialmente vamos calcular . Fazendo a integração em 

y obtemos 

JC// 

J. • 2L-^ 

€0 

’j ctx 

-ihi){ZKi-L) 

(E.5) 

Esta integral é do tipo (C.3). Logo, 

^;=z: 

U) 

(emJ)(eíustti)[ent(M)íSim)2 <5 

(E.6) 
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Esta hipergeométrica não pode ser expandida em série de po- 

tências porque não satisfaz as condições de convergência 

(A.3) e (A.4). Assim, usamos a fórmula de transformação(A.8) 

com 

£vt -V (1+ (E.7a) 

,Í^(2h+ i, 2,ut ((•»-ê>)(2i4+i}) - 

2u + i 
a 

(<+S)(2*o+i)-i 

P(2w+i) 

[íH-t (itiHíict-l)] 
(Ita) 

2U 

2tt+(<+á)CZv:4-A)-l 

U *^S)iZic+X) - i [«+í,){Zv:+l)-í][(<4í,)(2ic+J)-2] 
a+ 

[2v4 i][2ut(u»)l2jg4f.)-2 3 Z 
a 

* r (2V.U) 

A expressão (E.7b) vai apresentar polos no limite N -*-oO 

reduz-se a um número inteiro). Entretanto, este polo não tem 

significado físico porque a fórmula de transformação (A.8) 

não é aplicável neste caso. A consequência disto é que o cá^ 

culo do potencial m fica mais impreciso para grandes va- 

lores de N. Substituindo (E.7b) em (E.6) obtemos 

op 

í-L 

r-i) 

O 
(2u-n)(eitiZhò) 

a 
Zk 

f 

P.iA^ (k4){3tOfb) -í  Cl 4 ^ a+ 
I 

+ 
r* i) 
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Retendo os termos até ordem obtemos 

Y i ^  

U2M[t<+i)ia*c+i)-i] (2Ç+s)[n^^)(2.641)-e] 
a 

^ l2f+ò)[n»-í>)(2>í4i)-?>J ^ 

i  2 ) 

3(0>+5)[(l+SX2k+X)-l 1 ^ J 

PO 

, A* r' ii+í,)r(-è') 4 

2Í+3 
(E.9) 

Agora vamos fazer o cálculo de (E.4b). Fazendo a inte- 

gração em y obtemos 

2it -((+ü(2íc+i.) ^ 2u f -(l+UUk+i.) 
p ^ Y H) 0- A  

^ f—* (2M+j.)C2M+a<+5) J (ax + i)^'^'‘'^ 

Esta integral é do tipo (C.3). Logo, 

(E.10) 

e,= y — 
U) 

a 
(âll+i)(2M42e+3X^U+((+i)(2»«4l)J 

(2u+j- , -2u4(,t-hír)[2X4A)‘2M.-*-Í4-(l+é)[ai6+i))-i.) (E.ll) 

Retendo os termos até ordem a^, )2i será dado por 

1+4 jTf(l,l+4>2+4) l) Y, 2Ui 
(E.12) 
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APÊNDICE F - O CÁLCULO DE V 13 

A integral (5.38c) é 

 > 2V1 + 1 . 

oo 

JU 

V T V /” ví 2u + l 

X+L J 7-tL^Wi-i/ 

(F.l) 

Substituindo a solução (5.15) em (F.l) podemos ex 

pandir os argumentos em séries de potências. Assim, obtemos 

 , 2h+í 

ZWf^^ -(.l+ê)(2K+J.) 

v.-t.s* 

Podemos reescrever na forma 

dx 

v/l 

(ax+i) 
Zu*i 

áii (F.2) 

^\ò' '^Vi> ~ (F.3) 

onde 

/' - r ct 

2vt4i 

- u+i)(2'‘+0b 

clx 
2iiti 

clv 7 (F.4a) 

U)“* f”, í\ ai.iJ-Ut4)(iUi) 
  

2Hti- (ox+i) 

Va 

(F.4b) 
ãrn j'*'' Y 

Inicialmente vamos calcular \/j^ . Fazendo a inte- 

gração em y obtemos 

Çfl Z' CO 

M.X,t 
J (2u+i)[2«t2.-(UA)l2ftl)l [ (ax+j)2'’*i 

I J, 

2M+2-U+4>U*^-^í1<+2) 

cIá " 

(ay-i-i) 
i-Vl + l 

1 
(F. 5) 

As duas integrais em (F.5) são do tipo (C.3). Logo, 
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Í=Í. 
(-1) 

t 

^V^ + a+á>(2k: 
— tFs {2u-n^ ^K+í^f<i)(2»í+l);^tt^i+ (|+i)l2jt+i)'- 

(F.6) 

Em (F.6) as duas hipergeométricas não satisfazem as condi- 

ções de convergência (A.3) e (A.4). Assim, precisamos apli- 

car a fórmula de -transformação (A.8). Para a primeira hi- 

pergeométrica fazemos 

(l+á) - 2 (F.7a) 

e obtemos 

n [(Ui)(£íc+2W)-jjr[2n+3'íl+4)l2ic+5(-b2)] (l+i)(2it42(+A) 

2vi ( 

(I +a)2‘^ -2] ' 

[U4^M^>fc+zUz) -3 ][(<Fã^(2>d42^-4 2-) - ^ L 

[d+i)(2 k.+âM)->2ii- 2>][( 1 ^h)L2icuUz) -2u- [l w) +a)-2'H -&] 1 

r[(WX2Kwf+í>ijr[2nt3-(l+á)(£ic+2l-t5i)l ll*íl2Ktsl+i)-3 

■*■ ruuu) 
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A segunda hipergeométrica de (F.6) é a mesma de (E.6). Por- 

tanto, substituindo (E.7) e (F.7) em (F.6) vamos obter 

OO 

J 

i-1)  

(2u+t)[2u+^'ll4i)l4+i)J 

g 

1 

S.U 

 ( -3  ^u-^CUáX^»c-^X)-i  

\[\^][2u:42e+ 2)-2h-ò][lWirp^í-^s.I-2u- ^] ~ [t I +i)izic+i) -i][d+^)Uic4l)-Z] 
a+ 

[U+é,M^‘<^4 2Í+^) - 3 ] [(^■*-4)[2Vt2Í + ^)- ÍH '] 

C \ J-) - A ] [gti-F(U h) (2x^i) -2 ] 2 

a +• + 

P[2u+(l+A)Un+A)]r[l-ÍW)l2'‘+i)J ^2U4lttA)l2'<-U)-i I 

■■ fWb ~ 
í 

Retendo os termos até ordem a^ s/i3> fica 

L-lU4A(2f4 
«t.í.O I 

0 {\^h){2^\ZUz)-h (Ité>)l2ur+i)-i 

H+òH2vi+2U2)-^ (Wèít2vc+l)-2 
a 

2-U+&UI+Í) íl+iXSK+aUsV^ ÍUàH2k:+íV3 

2 
a -F 
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3 [ií - (í fi)(2ffi )J [ (S ' 

y L í i r(2^)r(2u-hj,-a^) 

^/_ l2Hti-4» P(2u+l') 

a 

V*o 

i 1 
+ 

2v<+i'^ 2u-í.~5^ PUh+A) 

CO 

ru^MPi-b) 

í*0 
2-tUòK2f+i) 

OL (F.9) 

Agora vamos fazer o cálculo de (F.4b). Fazendo a integra 

çao em y obtemos 

.lt4Í 
(-i) a o - r 

^ (2a-i+i)[ZH+2'U4Mt2Í+i)] ( 

í /OO 2'H+Z-lUáH2AC.+U+2) 

CÀK 

Va 

-ÍUèMZvc+l) 

- I ctx ^ 

f tax+i) 
2U4-Í. 

As duas integrais são do tipo (C.3). Logo, 

(F.IO) 

(-1) 

(2vi+l)l2H+2'K+i)l?^+i) 1 

(Uiy2w:42(+2)-4 » \ 

 F  r(2Hti,lUéH^+-2M'2ilKiM2K+2U2)-lyij ' 
(l4^)UlC4iÇ42>-2 ^ 

íw+iuí^Uk^-l)-! .. 

— r r{auti,2t\+(AF^)Ui<i+i))2H4U+á)U'^+i})--t)> (F.ii) 

Retendo os termos ate ordem a fica 

u.= Ls;ite^“ 
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r 

24i^é> 
< 

i 

Zm + í-^ 

O 

(F.12) 
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APÊNDICE G - O CÁLCULO DE V,^ e V,, 
14 Ib Ib 

Vamo s agora mostrar que \j^i^ , \Zjç e \I^i^ sao 

pectivamente iguais a \/h , \/ji e 

A integral é a (5.38d) 

Va í ..kIu’) f 

’ \ av+ I / 2tí + i j 
v^o o 

Substituindo a solução (5.15) em (G.l) podemos expandi 

argumentos em série de potências. Logo, 

VíC,l-o 0 X 
(ay*i) 2Htl 

A integral em y pode ser reescrita numa forma que a 

do tipo (C.4) 

/ 

-1 

cIV ^ 
2U + J 

^ y2{+i 

j 
JÍ1 

(clV + í)' 
,?v+ i 

’2FÍT’{ áí (2vi+i,2Ç4a ^ 2^4 3) - a) - 

3Í+2 
X 2Í^(2H+i,2f4 2J)2Í+3)-a^) 

Substituindo (G.3) em (G.2) obtemos 

. |c(x 
2U+Jík+2 í*. 2''+2ic42Í.*1 

a>ix J^(2UU/(+2^2lt5,-a«) 

res- 

(G. 1) 

os 

(G.2) 

torne 

(G.3) 

(G.4) 

O 
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A primeira integral é trivial e a segunda é do tipo (C.5). 

Logo, 

y /' ? V ,k(2u-H,2l42i2f+3»)-a)- 
Z í (2<44l)(2^+i) 2i(+ik:+2, ^ ^ ^ f 

,-a) I (G. 5 

Esta expressão pode ser simplificada se utilizarmos a fórmu- 

la (A.11) fazendo 

[2)*^ ZM4-2ic+ 3 

2K+2K. + 5I-4-S 
(G.6) 

Assim, obtemos 

co 

«/..r 
(-i) a 

o 
(.2M4i)(2K42lC+3X2v+ÍK+2'f4S ) 

■ l" ) 2'U+2li+íi’(+íi^ - cx^ 
(G.7) 

2 J 

Se fizermos uma teoria \c ^ vamos observar que (G.7) é 

idêntico a (D.4). Logo, 

A integral ^is" ® ^ (5.38e) 

l_ , 2t4+I j J + Vav-tl/ 
VíC o f 

(G.8) 

fizermos uma troca 

(G.8) 

y <_{, y e lí 4-ç, í vamos observar que 
Se 

é idêntico a (E.l). Portanto, • 

il \/j^ é a (5.38f) A integral 
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z__, y y'*L vay+j.y 
v-o i \ 

(G.9) 

Substituindo a solução (5.15) em (G.9) podemos expandir os 

argumentos em série de potências. Logo, 

/'t y- 
X MY. (G.IO) ^ r M « /j, 

'(• / , í*i+-í I 
U,>í.,í-o 1 

pode ser reescrita na forma 

lay-ii) 
2U4 1 

'^1 -1?. 
(G.ll) 

onde 

dx X I cÍy   — 
1 2h+i j J (ay+i)2t*+-^ 

X 

, ^ , .VC4Í 2H 

V,X,f*o i 

(G.12a) 

X idi—. r^j_" 
E - 7 (aY+i) 

00 
f , ZKtl-U-tiUzM/" S 

I I (ay1J 

7a 

Vamos calcular A e Es e mostrar que são iguais a v/,^ e 

E2 (F.4) respectivamente. Começando com v(ç , a integral 

em y em (G.12a) é do tipo (C.3). Logo, 

I ^ 

<-IL 

c-i) 

,00 

 ^ (2i^+i)[ZMtUHH2k^+i-)] ^ J 
No ^ 

dx X 

j.j(2V(U,2MllUiM2*''J);Z'*+i+('+í>H2M;- ^) (G.13) 
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Se fizermos uma mudança y—> ?■ então (G.13) fica ccmo 

<30 

1--L 

U) 
W.+ H 

i 
^2Vl-n)[^Vl-^(^+i)C2Ç+J.)l a 

-3+U+èX2lt4A(4Z) 

(2v^+i, 2u-Hf+A)U(+i)) 2U+1+ U+i)UM 
(G.14) 

Esta integral é do tipo (C.S). Logo, 

\ °° 

i‘L 

(-i) 

\C4 í 

(2u+j)[2vifmMt-^M][-2+((+M{2‘^+^í-+-2)J ^ 

:‘4 
•J^(2v<+1^2u+0+<iX2k)lu^u (iH)UÇ+J);>-Í4-(|+^(2l^+2<t2)j( G . 15) 

Aplicamos a fórmula (A,11) fazendo 

5 = 2h+ (ltiM2.fu) 

e v/c fica 

oa 

<-L 

í-i) 
kn-t 

(2ii+j)[2u42+(Rà)(2Mj CX 

(í+í)(2»4+2('+?)-2 
,1; (2u+l,(ki)(2‘<:+2Í-h2)-2 3(ltí>U2v:+2t+2)-i--^) - 

2m4(kí)UÍ+í) ^ ^ 

Se fizermos uma troca ^ vamos observar que (G.17) 

é idêntico a (F.6). Portanto, . Vamos agora calcu- 

lar Q.X • As duas integrais em y (G.12b) são do tipo 

(C.3). Logo, 



OD f 
2m+U+«íU2Í+j)- i 

a 
i —* 

N,ií,no 

(-1) 

l2u+i')[^u+ll+i>)(2^J 

+ (l+^)(2Í+i) >2m+J t(i4 i)(2<+d)j-i) 

2u4l-a*AH2K.+i) 
dx X 

1 

+i- 
o- 

dv X 
21^+2;) 

J^(£viU;^n+u+é>(2f4i)j^uti+u+ò)UUi)’r^) I (G.is: 

A primeira integral em (G.18) é trivial. Na segunda faze- 
_ X 

mos uma mudança X íx>< • Assim, 

/ . (2m-H 

C-i) 
K+ (> (Ui)l2K+tU2)-2> 2Kt(dtA)|2-l+l)-i 

a - a 

1 

2Mt2-a+iX2'í+d) 
3T7(2M+i,2HWí^à)(2Í+i))2t<4Í+(l+^)U(+i.)\-l) + 

+a 

M+4)l2ít+aÍ42.)-3 ^ íl+á^(2»l+iÇ+2)-3—/ ^ 

Esta integral é do tipo (C.S). Logo, 

e.= 
(-1) 

K.4 í f 

^ ^ 2u+i 

-i 

[2w(uitet4i)][2w*2- W)la«+J.)j 

+ 
[2m+(HÍ)Í2Í+í)][2M42' H'k)Uií4X)J 

1 

[2M4 H4 i)(2/4lj] [í l+i)(2»t+2Í^2)'^] * 

” 

T Ía-K 4Í ^^<.4( l+à)U/4i) , (1+^^ l2lt+aÍ42)-2 j2M4Í4( W)1?24-J ),{ W) (^42Í42)-Í;-1) * 
32' ) 

ÍKi)t2K-^ai’4.2)'5 ) 
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As duas últimas hipergeométricas em (G.20) podem ser simpli- 

ficadas se utilizarmos a fórmula (A.11) com 

^ = (1^ i) (21^+2/42) - 2 

íT' 2m^-U-jà)(2Í4 1) 

Assim, 1^3 fica como 

U) 
Ul4^ 

í 

U4iM2ic+2Í4i-)-S 

^ V2HtJ-,a4á)l2e+2W)-2;a+4)U.d-.-2.U:i)-i;-l 

J 2m+M+^)(zUi)*í^/ 

^ gíl(.2M4Í^2ttH<^i)UM)8V4d+044)(2lfl)yi] (G.22) 

Se fizermos uma troca Id vamos observar que (G.22) é 

idêntico a (F.ll). Portanto, £3^ i22, • Concluindo, 

e 2s,- ^2 r temos que \/,^= \/,3 • 

como 
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