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Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia de solucao fraca quase automorfica para equagoes

diferenciais abstratas de segunda ordem descritas na forma

2" (t) = Az(t) + f(t,z(t)), t € R,

onde z(t) € X paratodot € R, X é um espaco de Banach, A : D(A) C X — X é o gerador
infinitesimal de uma familia cosseno fortemente continua de operadores lineares limitados

em X e f:Rx X — X é uma fungdo apropriada.

Palavras-chave: Familia cosseno, familia seno, fungoes quase automérficas, equacgoes

diferenciais de segunda ordem.



Abstract

In this work we study the existence of an almost automorphic mild solution to second order

abstract differential equations given by

2" (t) = Az(t) + f(t,z(t)), t € R,

where 2:(t) € X for allt € R, X is a Banach space, A : D(A) C X — X is the infinitesimal
generator of a strongly continuous cosine family of bounded linear operators on X and

f:Rx X — X is an appropriate function.

Keywords: Cosine family, sine family, almost automorphic functions, second order

differential equations.
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Introducao

A existéncia de solugoes com algum tipo de periodicidade para equacgoes diferenciais tem sido
um tema muito desenvolvido durante os tltimos anos. Podemos citar, por exemplo, os trabalhos
[15] 19 211 B0] para solugoes periddicas, [1, [IT], 16, [18 [36] para solugoes quase periddicas, [14) 22], 23]
para solugbes assintoticamente quase periddicas e [37] para solugdes pseudo quase periédicas.

Outro tipo de solug@o encontrada na literatura é a solugdo quase automérfica, introduzida por
Bochner no ano de 1964 em [4] e que, desde entdo, passou por varias generalizagbes. Por exemplo,
N’Guérékata introduziu em [26] o conceito de solugoes assintoticamente quase automorficas, Liang,
Xiao e Zhang apresentaram em [35] as solugdes pseudo quase automérficas e Blot, Cieutat e Ezzinbi
introduziram, mais recentemente, o conceito de solugoes p-pseudo quase automorficas em [3].

Ap6s isso, muitos outros trabalhos foram publicados referentes a existéncia de algum tipo de
solucao quase automérfica para equagoes diferenciais, veja por exemplo [5] [6, [7, 8, [9] 12] e as referéncias
neles contidas. Essa crescente atividade nessa area de pesquisa se deve, em grande parte, as suas
possiveis aplicagoes em areas como fisica, economia, engenharia etc.

Contudo, a maioria dos trabalhos existentes na literatura aborda somente equacoes de
primeira ordem, enquanto que os que se referem as equagoes de segunda ordem tratam o problema
transformando a equagdo em um sistema de primeira ordem, veja por exemplo [28]. Em ambos os
casos, a ferramenta usada é a mesma, pois a abordagem envolve o uso da teoria de semigrupos de
operadores lineares limitados.

Por outro lado, é conhecida na literatura, pelos trabalhos de Travis e Web [32] [33] 34] e Fattorini
[10], uma abordagem para as equagoes de segunda ordem através do uso de familias seno e cosseno de
operadores lineares limitados. Inclusive, esta abordagem ¢ usada no estudo de existéncia de solugoes
quase e assintoticamente quase periédicas, como podemos ver em [17, I8, 20]. Porém, pelo que é de
nosso conhecimento até o momento, nada foi desenvolvido nesse sentido para o estudo de existéncia
de solugoes quase automorficas.

Dessa forma, motivados pelo que foi dito acima, nos propusemos a estudar o problema de

11
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existéncia de solugbes quase automoérficas para equagoes de segunda ordem tendo como ferramenta a
teoria das familias seno e cosseno de operadores lineares limitados.

Mais especificamente, dividimos esta dissertacao em trés capitulos. No primeiro capitulo,
apresentamos os principais resultados da teoria das familias seno e cosseno de operadores lineares
limitados.

No capitulo 2, estudamos a existéncia de solugoes para trés tipos de equacgoes diferenciais
abstratas de segunda ordem. Primeiramente, na se¢ao 2.1, consideramos a equacao linear homogénea
e, nas secoes 2.2 e 2.3, consideramos as equagoes linear nao homogénea e semilinear, respectivamente.
Nos trés casos, apresentamos o conceito de solucao para um problema de valor inicial e procuramos
relacionar essa solugdo com as familias seno e cosseno. Em particular, nas duas ultimas secGes,
consideramos também o conceito de solucao fraca.

No tltimo capitulo, exibimos condigoes para a existéncia de solugoes fracas quase automorficas
para duas classes de equacoOes diferenciais abstratas. Para isso, na secao 3.1, apresentamos as funcoes
quase automorficas e estudamos suas propriedades basicas. Ja na secao 3.2, provamos a existéncia e

a unicidade de solucao fraca quase automorfica para a equacao diferencial nao homogénea dada por

2" (t) = Ax(t) + f(t), teR,

onde A é o gerador infinitesimal de uma familia cosseno de operadores lineares limitados
exponencialmente estavel e f é quase automoérfica. Por fim, na segao 3.3, consideramos a equagao

semilinear descrita na forma

2"(t) = Ax(t) + f(t,z(t), tER,

onde A tem a mesma propriedade acima, e provamos, sob certas propriedades de f, a existéncia e a
unicidade de solucao fraca quase automorfica para esta equacgao.

Finalizamos esta dissertacdo com um Apéndice, onde apresentamos alguns resultados
importantes que utilizamos no decorrer deste trabalho, tais como, o Principio da Limitagdo Uniforme,
o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, o Teorema do Ponto Fixo de Banach, dentre

outros.



CAPITULO

Familias seno e cosseno fortemente continuas

Neste capitulo, estudaremos os principais resultados da teoria das familias seno e cosseno
de operadores lineares limitados, nos baseando nos artigos [10, B2, 33, [34]. Essa teoria servird
de ferramenta para o estudo dos problemas de valor inicial linear de segunda ordem homogéneo e

nao-homogéneo e também das equacoes semilineares de segunda ordem, apresentados no capitulo 2.

No que segue, X representa um espago de Banach munido da norma || - ||, £(X) é o espago de
todas as transformacoes lineares limitadas de X em X, C(R; X) é o conjunto das fungoes continuas de
R em X, C!(R; X) é o conjunto das fungdes continuamente diferencidveis de R em X e C3(R; X) é o

conjunto das funcoes duas vezes continuamente diferencidveis, também de R em X.
Iniciaremos nosso estudo com as defini¢oes de familia cosseno e seno.

Definigao 1.1. Uma familia a um parametro (C(t)):cr, de operadores lineares limitados de X em X,

€ chamada de familia cosseno fortemente continua se:

(i) C(0) =1, onde I denota o operador identidade em X;

(ii)) C(s+1t)+ C(s—t)=2C(s)C(t) para quaisquert,s € R;
(i1i) A fungdo t — C(t)x € continua em R para todo v € X fizo.

Definicao 1.2. Seja (C(t))ter uma familia cosseno fortemente continua em X. A familia de

operadores lineares limitados (S(t))er, definida por

t
S(t)x:/ C(s)xds, x € X,t € R,
0

13
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é chamada famidlia seno associada o familia cosseno fortemente continua (C(t))ier-

Observagao 1.3. Mostremos que, de fato, S(t) € L(X) para todo t € R. A linearidade de S(t) seque
da linearidade de C(s), para todo s € R, e da linearidade da integral. Para provarmos a limitagao,
sejamt € R ex € X. Como a funcao s — C(s)x é continua, ela € limitada no compacto [0,t], ou seja,
51[1p] |IC(s)z|| < +o00. Mais ainda, visto que isso ocorre para todo x € X, do Principio da Limitagdo
s€[0,t

Uniforme (Teorema[A.]]), obtemos que sup ||C(s)| < +oo.
s€0,t]

Seja M = sup ||C(s)]|. Assim,
s€[0,¢]

1S ()| S/O HC(S)rdeSS/O IC ()]l = Mt]],

isto é, existe uma constante Ky = Mt > 0 de modo que ||S(t)z| < Ki||z||, para todo x € X. Portanto,

S(t) é um operador linear limitado.
Apresentaremos, na sequéncia, algumas propriedades basicas destas familias de operadores.

Proposicao 1.4. Seja (C(t))ier uma familia cosseno fortemente continua em X . Entao:

(a) C(t) = C(—t) para todo t € R;

(b) C(s),S(s),C(t),S(t) comutam entre si para quaisquger s,t € R;

(c) t — S(t)x € continua em R para todo x € X fizo;

(d) S(s+1t)+ S(s—t)=25(s)C(t) para quaisquer s,t € R;

(e) S(t) = —=S(—t) para todo t € R;

(f) S(t+s)=S(s)C(t) + S(t)C(s) para quaisquer s,t € R;

(9) Ezistem constantes K > 1 e w > 0 tais que |C(t)|| < Ke®!!l para todo t € R;

t
/ e?lslds
t

Demonstracao. Faremos a demonstragao de cada item separadamente.

(h) |IS(t) — S| < K para quaisquer t,t € R.

(a) Seja t € R. Entao, da Definigdo temos C(0+t) + C(0 —t) = 2C(0)C(t), e assim,
C(t)+ C(—t) =2C(t).

Portanto, C(—t) = C(t) para todo t € R.
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(b) Observemos que, para quaisquer t, s € R:

(i) C(s)C(t) = C(S; b, 0(52— D_ C(t; 2 C(t; ) _ o)C(s), pois, do item (a),

Cls —t) = C(—(t — 5)) = C(t — s).

(ii) Dado 2 € X e usando o item (4), temos

C(t)S(s)x = C(t) /08 C(u)rdu = /OS C(t)C(u)zdu = /OS C(u)C(t)zdu = S(s)C(t)x,

pois C(t) € L(X) para todo t € R. Logo, C(t)S(s) = S(s)C(t).

(iii) Para z € X,

S(H)S(s)z = S(1) /O " Cw)adu = /O " S(H)C (w)wdu = /0 T Cw)S(H)adu = S(5)S(t)z,

visto que S(t) € L(X), para todo t € R, e C(t) comuta com S(s). Desse modo, segue que
S(t)S(s) = S(s)S(t).

Portanto, C'(s),C(t), S(s), S(t) comutam entre si para quaisquer ¢, s € R.

(c) Seja T € R, T > 0. Como a funcdo s — C(s)z é continua, ela é limitada em [-T,7], e assim

sup ||C(s)z| < 400 para todo x € X. Logo, pelo Principio da Limitagdo Uniforme (Teorema

se[-T,T)
A .4), obtemos que sup ||C(s)|| < +oc.
se[-T,T)
Agora, considere M = sup |C(s)||et € (=T,T). Paratodo h € Rtal quet+h € (=T,T)
se[-T,T]

e todo x € X, temos

t+h
IS(t + Bz — S(t)al| = ‘/t C(s)ads

t+h
\ [ 1ee s
M|t + h —t|||z]]

IN

N

Mh|z|.
Desse modo, quando h — 0, ||S(t + h)x — S(t)z|| — 0, para qualquer que seja z € X.

Portanto, s +— S(t)z é continua para todo t € R e todo = € X fixo.

(d) Da definigao de familia cosseno sabemos que C(u + t) + C(u — t) = 2C(u)C(t) para quaisquer

t,u € R. Assim, integrando esta igualdade em u no intervalo [0, s], para algum s € R, e somando
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(¢)

(f)

e subtraindo um determinado termo, obtemos

/OSC(u—Hﬁ)alu—i-/OSC’(u—t)du—k/OtC'(u—t)du—/OtC(u—t)du:2/08(](11)0@)0[“7

ou ainda,
s t s s
/ C(u+t)du + / C(u —t)du + / C(u—t)du = 2/ C(u)C(t)du. (1.1)
0 0 t 0
Além disso, fazendo a mudanca de varidvel v = —u na segunda integral do lado esquerdo de
(1.1)), temos

/Ot C(u — t)du = /Ot —C(—v— t)dv = /i C(—v — t)dv = /i C(t +v)dv,

pois C(t) = C(—t) para todo t € R, e entdo, substituindo esta tltima igualdade em (|I.1)),

concluimos que

/OSC(qut)dqu/iC(t+v)dv+/jC(u—t)du:2/Osc(u)c(t)du,

isto é,

/St C(u+t)du+ /ts C(u—t)du = 2/08 C(u)C(t)du.

Agora, fazendo a mudanca de variavel v = u 4+t e w = u — t, respectivamente na primeira e
na segunda integral do lado esquerdo da igualdade acima, e usando que C(t) € L(X) para todo

t € R, obtemos que

/oSﬂ C(v)dv + /Os_t Clw)dw =2 </0 C(u)du> o

S(t+s)+ S(s—t) =25(s)C(t), para quaisquer t,s € R.

ou seja,

Dado t € R, do item (d), temos S(0+t) + S(0 — ¢t) = 25(0)C(t). Entao, S(t) +S(—t) =0e
portanto, S(t) = —S(—t) para todo t € R.

Sejam s,t € R. Entao, pelo item (d),

S(s+1t)+S(s—t) =2S5(s)C(t)
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(9)

S(t+5) + S(t — s) = 25(£)C(s).

Assim, somando as igualdades anteriores, obtemos

25(t+s)+S(s—t)+S(—(s—1t)) =25(s)C(t) + 25(t)C(s).

Além disso, pelo item (e), sabemos que
S(s—t) = =5(=(s —1)),

o que nos permite concluir que 25(s +t) = 25(s)C(t) + 2S(t)C(s).

Portanto, segue que S(s+t) = S(s)C(t) + S(t)C(s) para quaisquer s,t € R.

Como t — C(t)z é uma fungdo continua para todo z € X e [0,1] é um conjunto compacto,

sup {||C(t)z||} < +oo para todo x € X. Dessa forma, pelo Principio da Limitacao Uniforme
te(0,1]

(Teorema [A.4)), obtemos que sup {||C(t)]|} < +o0.
te(0,1]
Seja K = sup {||C(t)||}. Notemos, primeiramente, que K > |[|C(0)|| = ||I]| = 1. Além disso,
t€[0,1]
|C(t)]] < K para todo 0 <t < 1.

Em particular, se t € [0,1], entdo t =1 — ¢, com ¢ € [0, 1], e assim,
[CH)| < K = K™ < K'K = Ke"'?,

onde wy; = In K, com w; > 0 pois K > 1.

Agora, tomemos w > 0 tal que w > wy e 2||C(1)||+1 < e*. Observemos que 2||C(1)||+e ™ <

2|C(1)]| + 1 < e®. Logo, temos 2||C(1)[le™” +e 2% <1 e ||C(t)] < Ke¥!!l para 0 <t < 1.

Na sequéncia, com o intuito de utilizarmos o principio de indugao, suporemos que ||C(t)|| <
Ke*ltl para 0 < ¢t < n, com n > 1. Das propriedades de norma e da definicdo de familia cosseno,
temos

[CE+ D -lCct-Dl <[Ct+1)+Ct =1 =|2CE)C)]
e assim, set € [I,n],entaio 0 <t—1<ne

[CE+Dl < 2c@HC+[CE -1

IN

2K e C(1) + K1
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< Kew(t-‘rl) _ Kew(t—l) +K€w(t—l)

_ Kew(t+1) — Kew‘t+l|'

Por fim, tomemos 0 < ¢t < n+ 1. Como [0,n + 1] = [0,2] U [2,n + 1], temos dois casos a

considerar:

(i) set €0,2],t € [0,n], pois n > 1. Logo, pela hipétese de inducdo, ||C(t)| < Ke!H.

(i) se t € [2,n + 1], entdo t = 1+ 4, com § € [1,n]. Desse modo, pelo que fizemos acima,
@) = CQ+9)|| < Ke'Hl = Kevlt,

Portanto,

1C(1)|| < Ke® para todo 0 < ¢ < n+ 1.
Consequentemente, pelo principio de indugao, concluimos que

lC@®)| < Ke“ para todo ¢ > 0.

Além disso, visto que C(t) = C(—t), para todo t € R, temos [|C(t)| < Ke*l para todo t € R.

(h) Notemos que, para quaisquer t,f € R,

S(t)—S(f):/(:C(s)ds—/;C(s)ds:/{tC’(s)ds.

Entao,
. t t t t
1S(t) — S| = ‘ / C(s)ds|| < / 1C(s)||ds| < ‘/ KeYblds| = K / e?lslds| |
i i i i
para quaisquer t,f € R.
Portanto, a demonstracdo da proposicao estd completa. ]

s

Definicao 1.5. O gerador infinitesimal de uma familia cosseno fortemente continua (C(t))ier € o

operador linear A : D(A) C X — X definido por

d2
A = — = "
T dtQC(t)x i C"(0)x,

onde D(A) ={zx € X; t— C(t)r € C}(R; X)}.
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Outro conjunto que utilizaremos ao longo deste trabalho é o conjunto E, dado por

E={zecX;t— Ct)zcC(R;X)}.

Os proximos dois resultados se referem a algumas propriedades de derivagao em espagos de

Banach e serao utilizados para obtermos certas derivadas das familias seno e cosseno.

Lema 1.6. [2], Theorem 1.5.3, pag. 6] Se f : [a,b] — X € uma func¢ao continua, entdo

% (/atf(s)ds> = £(t), t € [a,b].

Lema 1.7. [25, Theorem 1.5.4, pdg. 6] Se f : [a,b] — X € continuamente diferencidvel em (a,b),

entdo, para qualquer o, 3 € (a,b),

B
/ f(s)ds = £(B) — f(a).

Lema 1.8. Sejam (C(t))ier uma familia cosseno fortemente continua e (S(t))ier sua familia seno

associada. Entado,

d
@S(t)a} = C(t)z, para quaisquert € R e x € X.

t
Demonstragao. Sejam t € R e x € X. Por definicao, S(t)x = / C(s)xds e s — C(s)z é continua em
0
R. Assim, pelo Lema segue que

45t =2 ( /0 t C’(s)xds) — C(t)e.

b
Lema 1.9. Se g : R — X ¢ dada por ¢(t) = / S(u+ t)xdu, com a,b € R, entao

b
9’(t)=/ C(u + t)zdu, t € R.

Demonstragao. Dados a,b,t,h € R, seja A = A(t) e R, A >0, tal que t,a+t,b+t,b+t+h € [—A, A].
Como, pelo Lema temos S’(t)x = C(t)x, para todo x € X, segue que

lim S(u+t+h)x—Su+t)x

= R X.
Jim . Clu+t)r, u,t eR, z €
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Por outro lado,

g(Hhh)_g(t) _ /ab <S(u+t+h)z—5(u+t)m) du

e, pelo item (h) da Proposicao

h ‘h| u+t
K u+t+h
< Gl [ et
‘h| u+t

para todo u € [a,b], pois, neste caso, temos a +t < u+t < v < u+t+h < b+t+h, com

a+t,b+t+he|[-A A]. Além disso, e®4 ¢ constante em relacdo a v e u, e assim

K@w‘A
— A

u+t+h KewA
/ dv| =
u+t ’h"

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema [A.3)), concluimos que

lz][|a] = Ke* 4|z, Yu € [a,b].

]

HS(u+t+h)x—S(u+t)x
h

gt +h) —g(t)

"ty = 1l
g(t) lim,
b _
— m (S(u—l—t—l—h):z: S(u—l—t)x) du
=0 J, h
b _
_ / lim <S(t+h+u)x S(u—i—t):r) du
a h—0 h
b
= / C(u + t)zdu,
como queriamos. O

O proximo resultado estabelece propriedades para o gerador infinitesimal de uma familia cosseno

fortemente continua, assim como sua relagao com as familias seno e cosseno.

Proposicao 1.10. Seja (C(t))ter uma familia cosseno fortemente continua em X com gerador

infinitesimal A e seja (S(t))ier a familia seno associada a (C(t))ier. Entio:

(a) Sex € X er,s € R, entao z = / S(u)xdu € D(A) e Az = C(s)x — C(r)z;

(b) Sex e X er,s €R, entdo z = / / C(u)C(v)xzdudv € D(A) e
0o Jo
Az = %(C(s +r)x—C(s—r)x);
(c) Sex € X, entao S(t)x € E para todo t € R;

(d) Se x € E, entdao S(t)x € D(A) para todot € R e %C(t)x = AS(t)x;
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2

d
(e) Se x € D(A), entio C(t)x € D(A) para todot € R e

@C(t)x = AC(t)x = C(t)Az;

(f) Se x € E, entao }g%AS(t)a: =0;

(9) Sex € E, entio S(t)x € D(A) para todot € R e %S( tyr = AS(t)x;
(h) Se x € D(A), entao S(t)x € D(A) e AS(t)x = S(t)Ax para todo t € R;
(i) C(t+s)—C(t—s)=2A5(t)S(s) para quaisquer s,t € R;

(j) C(s+1t)=C(t)C(s) + AS(t)S(s) para quaisquer s,t € R;

(k) D(A) é denso em X e A é um operador fechado.

Demonstracdo. A demonstracao de cada item serd feita separadamente.

(a) Sejam z € X e r,s € R. Pelo item (d) da Proposicao [1.4] e pelo fato de C(t) € £(X) para todo

t € R, temos

z-/ C(t)S(u)xdu = = /Su—I—t):v—l—S(u—t)xdu teR.

Assim, pelo Lema e por mudancas de varidveis, obtemos

d

e / Ou+t):p+0(u—t)xdu—;[

t s—t
C(u):ﬂdu+/ C(u)xdu] .
Tt t

Mais ainda, pelo Lema concluimos que

d? 1
ﬁC(t)z = 5[0(5 +t)x—C(r+t)x+C(s—t)x — C(r —t)z].
2
Logo, z € D(A) e @C’(t)z i =C(s)xr — C(r)x, isto é, Az = C(s)x — C(r)x.

(b) Dados x € X e r,s € R, pela definigao de familia cosseno e pelo fato de C(t) € £(X) para todo

t € R, temos

Ct)z = //C v)xdudv = = // (t+u) + C(t — u)]C(v)zrdudv
_ 2/0 [tmc*( )C(0)adu + t_sc*( W)C(v xdu} dv =+ / /tt+s )aduds.
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Além disso, do Teorema de Fubini, segue que

t+s t+s
/ / v)xdudv / / C(u)C(v)xdvdu
t t

t+s
= C’(u)/o C(v)zdvdu.

t—s

T
Dessa forma, considerando f(u) = C(u) / C(v)xdv e usando o Lema obtemos que
0

SRS
N =

L) - L 1)

dt
1
= 5 /C’ xde’ts/C’ )xdv
1
= 2/ [C(t+s)—C(t—s)]C(v)xdv,
0
ou ainda,
d 1/
Lows = / (C(t+ ) — Ct — )]C(v)zdv
dt 2 Jo
1 T
= 4/ Ct+s+v)+Ct+s—v)—C({t—s+v)—C(t—s—v)zdv
0
1 t+s+r t+s t—s+r t—s
= - [/ C(v)xdv+/ C(v)zdv / C(v)zdv / C’(v)xdv}
4 t+s t+s—r t—s t—s—r
1 t+s+r t—s+r
= - [/ C(v)zdv —/ C(U)xdv] .
4 t+s—r t—s—r

Assim, usando novamente o Lema temos

:i[C(t—i—s—i—r)x—C(t+s—r):c—0(t—s+r)x+0(t—s—r)a:],

1 1
= @CWe| = l0(stn)a—Cls=ne=Cl=strje+C(=s-r)a] = 5C(str)z-C(s=r)al,

pois, como C(t) = C(—t) paratodot € R, C(s+r) =C(—-s—r) e C(s—r) =C(—s+r).

(c¢) Dados x € X et € R, pelo fato de C(t) € L(X) para todo t € R e pelo item (ii) da Defini¢ao
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[I.1] temos

C(r)St)x = / C(r)C(s)xds = / [C(r+s)+ C(r — s)]xzds

- U‘C7x$+/ C(s m%:r;C@M&

Entao, do Lema [1.6], obtemos
LSt = SO0+ 1) — Clr — t)al,

o que garante que S(t)z € E.

(d) Sejam z € E e t € R. Pelo item anterior, temos S(t)z € E e

1
—-C(n)S(t)r = S[C(r + )z — C(t = r)a]

Assim,
d2

WC’(T)S(t)x = % {dC(r +t)x + C%C(r — t)x] :

dr

d d
Logo, como z € E, as fungdes r — —C(r + t)xz e r — —C(r — t)x sdo continuas, garantindo

dr dr
que S(t)x € D(A). Mais ainda,
d? 11d d
A - = =2 = —C(r—
St = 530080 =3 [0 +0m+ Lo —na||
_ 1 CO+h+Hr—CO+ 0z hm0®+h—wx—0®—ﬂﬂ
2 [h—0 h h—0 h
_ 1 lim Ct+h)z —C(t)z + lim C(h—t)x —C(—t)x
2 [h—0 h h—0 h
17 Ct—h)z—C(t)x
= 5 |@fWr T lin I
1[.d
= Zl2—
2| dtC(t):L‘
d

(e) Dados x € D(A) et € R, seja y = C(t)z. Assim, da defini¢do de familia cosseno, temos

C@yzC@C@x:%W@+ﬂw+C@—w@
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Dessa forma, como a funcao u +— C(u)x é duas vezes continuamente diferencidvel, pois

x € D(A), as fungdes compostas s — C(s + t)x e s — C(s — t)z também sao duas vezes

continuamente diferencidveis, garantindo que y = C(t)x € D(A).

Além disso, pela formula da segunda derivada, temos

2

ds?

[C(s+h)—2C(s)+C(s—h)]y

Cx ) lim 9

h—0 h2

e entao, usando as propriedades de (C(t));er, segue que

Ay

d2

isto é, AC(t)x = p7e]

Por outro lado, visto que x

C(t)Azx

C(t)x.

d2
AC(t)z = —C(s)C(t)x

2
ds s=0

Jim hl [C(0 + h) — 2C(0) + C(0 — R)C(t)r
lim = [C(A)C(t) — 2C(8) + C(—h)C()]z
lim = [2C(R)C(E) — 2C (1))

. 1
lim — [C(t+h) + C(t = h) = 20(t)]x

€ D(A) e C(t) € L(X) para todo t € R, temos

{5 .

[ C(0 + h) — 2C(0) + C(0 — h)]
1

lim L C()C(R) — 20(1) + COC(-h)e

. 1

lim - [2C()C(h) — 20(1)]z

lim h12 (C(t+h) + C(t - h) — 20(0)]z

d2

@C(t)x

Portanto, concluimos que C(t)x € D(A) e

d2

@C(t):v = AC(t)x = C(t)Ax.
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(f) Seja x € E. Entao, do item (d), temos

. d d
lim AS(t)z = lim —C(t)z = ﬁC(t):c

t—0 t—0 dt

t=0

d
pois a fungao t — aC(t)x é continua uma vez que = € E.

Assim, tomando b = iC’(t)a: , temos b = lim Cljr -z .
dt o h—0 h =0
Por outro lado,
Lows| = pm CEMTZT W=
dt P —h h—0 h
Logo, b =0, isto é, lim AS(t)x = 0.
t—0
d
(9) Dados x € E et € R, pelo item (d), sabemos que S(t)z € D(A) e, além disso, AS(t)z = £C( )z.
Dessa forma, como %S(t)a: = C(t)z, temos
d? d
e — AS(t).
dt25(t) dtC( i S(t)z

(h) Dados x € D(A) et € R, temos S(t)x € D(A) pois, em particular, x € E e podemos usar a
propriedade do item (d).
Mais ainda, do item (b) da Proposigao do fato de S(t) € L(X) para todo t € R e da
férmula da segunda derivada, obtemos
AS(t)x = @C’(S)S(t)x

= Jim %[S(t)C(O + W)z — 25()C(0)x + S()C(0 — h)a]

— S {hm L€+ )z - 20(0)z + Cl0— h)x)]

h2
50>

— 72
5=0 ds

2
= S (;0(8):5

= S(t)Ax.

(i) Dados x € X e s,t € R, notemos que S(t)S(s)x = / / C(v)C(u)xdudv. Entao, pelo item (b),
para z = S(t)S(s)z, temos

Az = AS(8)S(s)a = %[C(t +8)e— Clt— s)al,
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e portanto, 2A5(t)S(s) = C(t + s) — C(t — s) para quaisquer s,t € R.

(j) Pela definicao de familia cosseno e pelo item anterior, temos C(t + s) + C(t — s) = 2C(s)C(t) e
C(t+s)—C(t—s)=2AS5(t)S(s), para quaisquer s,t € R.

Logo, somando as duas igualdades, obtemos

20(t + s) = 20(s)C(t) + 2AS(t)S ().

Entao, segue que C(t + s) = C(s)C(t) + AS(t)S(s) para quaisquer s,t € R.

(k) Mostraremos, primeiramente, que D(A) é denso em X.

Para isso, dados = € X e b > 0, defina
b
vy = / C(s)xds = S(b)x.
0

Entao, pelo item (c¢), temos v, € F para todo b > 0.

Além disso, tomando

b
up = / C(s)vpds = S(b)vy,
0

pelo item (d), concluimos que wu;, € D(A) para todo b > 0.

Mais ainda, b=2u;, € D(A) para todo b > 0 e, como veremos a seguir, Zlin(l) b 2wy, = .
_)

b rb
Para provarmos o limite acima, note que uj, = / / C(s)C(r)zdrds e
o Jo

lim C(s)C(r)r = lim

r,s—0 r,s—0

[C@;ﬂm+0®;rn]:%

pois a funcdo t — C(t)x é continua para todo x € X fixo. Observe ainda que este limite é

uniforme em subconjuntos compactos de R e assim, dado € > 0, existe § > 0 tal que

|C(s)C(r)x — z|| < e, para todo r,s € [0,b] e 0 < b < 0.

Logo, para 0 < b < 4, temos
b2 =2l = |

1 b rb 1 b b
172/0 /0 C(S)C’(T);Edrds—bQ/O /0 xdrds

1 b b
< b2/ / IC(s)C(r)x — z||drds
0 0
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IN

1 b orb
02 / / edrds
o Jo

= 57

ou seja, lim b 2wy, = .
b—0
Com isso, garantimos que, para todo = € X, existe uma sequéncia em D(A) convergindo para
x, e portanto, D(A) = X.
Agora, mostraremos que A é um operador fechado.
Para isso, sejam (upn)neny uma sequéncia em D(A) e u,v € X tais que lim u, =u e
n—oo

lim Au, = v. Queremos mostrar que u € D(A) e Au = v.
n—oo

Como u,, € D(A) para todo n € N, o item (e) nos garante que

d2

Z50(un = C(H)Aun, Vn €N, tR. (1.2)

Assim, integrando ambos os lados de (1.2]), obtemos

t
%C’(t)un = / C(s)Aupds, Yn € N, t € R. (1.3)
0

Além disso, pelo item (g) da Proposigao sabemos que existem constantes K > 1ew >0

tais que ||C(t)|| < Ke“!!l para todo t € R, e dessa forma:
(i)
ICEun — Ct)ull < ICE) Nt — ull < Kevluy — ull, ¥n €N, ¢ € R,

o que nos permite concluir que lim C(t)u, = C(t)u para todo ¢t € R;

n—ro0
(ii)
|C()Au, — C(t)o]| < |CO)|||Aun — v]| < Ke!||Au, —v||, Vn €N, t € R,
implicando que li_>m C(t)Au, = C(t)v para todo t € R;

(iii)

t t t
/C(S)Aunds—/ Cls)ds|| < ’/ 1C(3) | Aun — v]lds
0 0 0
t
< K|]Aun—vH/ew|S|ds
0
< KMt du, —of, n €N, t€R,
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¢ t
garantindo que lim C(s)Aupds = / C(s)vds para todo t € R.
0

n—o0 0

Observe ainda que cada uma das convergéncias acima é uniforme para ¢ em subconjuntos

compactos de R.
Entao, por (1.3)) e (iii), temos

lim <(1(7@)un) ~ lim tCXsL4unds::jﬁtCXs)vds

n—oo \ dt n—oo J

e assim, por (i) e pelo fato do operador derivada ser fechado, segue que

d t
dtC(t)u:/O C(s)vds,

isto é, a fungao ¢t — C(t)u é continuamente diferencidvel.

Analogamente, por (1.2 e (ii), temos

Mn<£0@%>:hm0@mM:C@v

n—oo \ dt2 n—00

e entao, por (i) e pelo fato do operador derivada segunda também ser fechado, obtemos

Desse modo, visto que (C(t))ier é uma familia cosseno fortemente continua, a funcao t —

C(t)u é duas vezes continuamente diferencidvel e portanto, u € D(A).

Por fim, notemos que
Au= —C(t)ul = C(t)v|,g=C(0)v =",

o que conclui a prova de que A é um operador fechado.

Isso completa a demonstracao da proposicao. O

O proximo resultado nos fornece outra maneira de caracterizar o gerador infinitesimal de uma

familia cosseno fortemente continua.

Proposicao 1.11. Seja (C(t))ier uma familia cosseno fortemente continua em X. O operador A:
D(g) C X — X, definido por
~ C(2t)x —
Av = Jig CRE— T
t—0 2t2
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~ 2V —
onde D(A) = {x € X; o limite lim cehz -

lim 572 em’ste}, € o gerador infinitesimal da familia cosseno
—
(C(1))ser-

Demonstracdo. Tomemos, inicialmente, = € D(ﬁ) e mostremos que xz € D(A), com Az =

C(2t)x —
Az, onde A é o gerador infinitesimal de (C(t)):cr. Para isso, sejam y—hmw e

t—0 2t2
T = tz//C r)xdsdr, t € R.

Pelo item (b) da Proposicao [1.10} temos z; € D(A) e

L4tz — it — )] = 0(22;_9”

Ax, =
"= 9

tER.

Além disso, pelo que foi feito na demonstracao do item (k) da Proposigao |1.10], }ir% x¢ = x. Dessa
—

forma, como A é fechado e }iné Az, =y, concluimos que x € D(A) e
—

Ct)r—z  ~+

Ar =y = lim = Az.

t—0 2t2

Logo, temos D(A) € D(A) e Az = Az para = € D(A).

Agora, mostraremos que D(A) C D(ﬁ) Com esse objetivo, sejam x € D(A) e Ax = z.

Como (C(t))ter € uma familia cosseno fortemente continua, a fungao t — C(t)z é continua e assim,
dado € > 0 qualquer, existe § > 0 tal que, se |u| < J, entdo ||C(u)z — z|| < €.

Além disso, pelo Lema e o item (d) da Proposigao segue que

2t ps d2 2t d
/0 /OdUZC’(u):cduds = /0 <duC(u)x )

= C@t)z—C(0)x

= CQ2t)xr—=z, teR

Dessa forma, tomando ¢t € R tal que 0 < |2¢] < 0, temos

2t 1 2t s
= )rduds — — dud
H%Z/ / du2 w)rduds 2752/0 /Oz uds

2t

H;Q[o(m)x Ca]—z

duds

.TL'—Z

2t2 du2

2t
= 2t2 /||C’ YAz — Az||duds
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1 2t s
< 2/ /6duds

_= 57

C(2t)xr —x

0

ou seja, lim
t—0

Consequentemente, segue que x € D(/T) e Az = z = Az.

Portanto, D(A) = D(A) e A = A.



CAPITULO

Equacoes diferenciais de segunda ordem

Neste capitulo, baseados nos artigos [32] [33], 34], estudaremos a existéncia de solugoes para trés
tipos de equagodes diferenciais abstratas de segunda ordem: a equacao linear homogénea, a linear nao
homogénea e a equacao semilinear. Nos trés casos usaremos como ferramenta a teoria das familias

seno e cosseno de operadores lineares limitados, que desenvolvemos no capitulo anterior.

7

Para isso, assumiremos que X representa um espago de Banach munido da norma || - ||, £(X) é
o espago de todas as transformagoes lineares limitadas de X em X, C(R; X) é o conjunto das fungoes
continuas de R em X, C!(R; X) é o conjunto das fungoes continuamente diferencidveis de R em X e

C?(R; X) é o conjunto das funcoes duas vezes continuamente diferencidveis, também de R em X.

2.1 Equagao homogénea

Seja A : D(A) € X — X um operador linear, nado necessariamente limitado, com D(A)

subespago vetorial de X e D(A) = X. Um problema de valor inicial, PVI, para a equagao homogénea

de segunda ordem é dado por

u’(t) = Au(t), teR, (2.1)
u(0) = =, (2.2)
u'(0) = (2.3)

com x,y € X previamente fixados.
A seguir, estabeleceremos o conceito de solucao para o PVI (2.1) — (2.3) e, assumindo que A é

o gerador infinitesimal de uma familia cosseno de operadores lineares limitados, estudaremos a relagao

31
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entre a existéncia de solucao para o PVI e a familia cosseno gerada por A.
Definicao 2.1. Uma funcdo u : R — X serd solugdo do PVI — se:
(i) u € C*(R; X);
(11) u(t) € D(A) para todo t € R;

(iii) as equagoes (2.1) — (2.3) estiverem satisfeitas.
Notagao: u(-) = u(-,z,y).

Observemos que, se e sao satisfeitas, entdao = deve estar necessariamente em D(A).
Assim, quando D(A) € X, podemos nao ter solugao para o PVI para todo = € X.

No caso em que temos garantida a existéncia de uma tnica solucdo de — para todo
x € D(A), podemos considerar o conceito de problema bem posto, o que nos permite definir uma

familia cosseno a partir das solugoes do PVI.
Definigao 2.2. Dizemos que o PVI (2.1) — (2.3) € bem posto se:
(i) (2.1) — (2.3) possui uma iunica solugao u(-,x,0) para cada x € D(A) e y = 0;

(ii) para toda sequéncia (zp)nen em D(A) tal que lim z, = 0, temos lim u(t,x,,0) = 0,
n—o0 n—0o0

uniformemente para t em subconjuntos compactos de R.

Agora, usaremos as solucoes do PVI para construirmos uma familia cosseno de operadores lineares

limitados.

Proposicao 2.3. Suponha que o PVI (2.1) — (2.3) seja bem posto. Para cada t € R, seja C(t) a
extensdo da aplicagcdo x — u(t,z,0), para © € D(A), em L(X). Entao, (C(t))ier serd uma familia

cosseno fortemente continua de operadores lineares limitados em X.

Demonstragao. Mostremos, primeiramente, que a aplicagao = — u(t,z,0), com x € D(A), t € R fixo
e u(+,z,0) solugao de (2.1) — (2.3) com y = 0, pode ser estendida a um operador em L£(X).
Para isso usaremos o Teorema e entao, precisaremos mostrar que, para cada t € R fixo, a

aplicacio C(t) : D(A) — X, definida por C(t)z = u(t, z,0), pertence a £(D(A), X).

(a) Mostremos que C(t) é um operador linear.

Sejam z,y € D(A) e a € K, onde K denota o corpo de escalares de X. Assim,

Ct)(x+y) =ult,z+y,0) e C(t)(ax) = u(t,az,0),



2.1 Equacao homogénea 33

onde u(-,z + y,0) e u(-,ax,0) sao solugdes de (2.1)) — (2.3)) com condigao inicial (2.2)) igual a
x +y e ax, respectivamente, e condigao (2.3)) nula.

Por outro lado, sejam v : R — X e w : R - X dadas por

v(t) = u(t,z,0) +u(t,y,0) e w(t) = au(t,z,0).

Dessa forma,

V() = u(t,z,0)+d(t,y,0), t ER,

V() = u(t,z,0) +u"(t,y,0) = Au(t,z,0) + Au(t,y,0) = Av(t), t € R,
v(0) = u(0,2,0) +u(0,y,0) =z +y,

V' (0) = 4/(0,2,0) +/(0,y,0) =0,

w'(t) = ou'(t,z,0), teR

w’(t) = au(t,z,0) = aAu(t,z,0) = Aw(t), t € R,

w(0) = au(0,z,0) = az,
)

= au/(0,7,0) = a0 = 0.

Logo, concluimos que v é solugao de (2.1]) com condigoes iniciais v(0) = z +y e v/(0) =0, e
w é solugao de (2.1)) com condigoes iniciais w(0) = ax e w’(0) = 0. Portanto, visto que o PVI é
bem posto, temos v(t) = u(t,x + y,0) e w(t) = u(t, ax,0) para todo t € R. Consequentemente,

segue que

CH)(x +y) =v(t) = u(t,z,0) + u(t,y,0) = Ct)x + C(t)y,

C(t)(az) = w(t) = au(t,z,0) = aC(t)z,

garantindo que C(t) é um operador linear.

Para que C(t) € £L(D(A), X), falta mostrarmos que C(t) é continua em D(A).

(b) Mostremos que C(t) é continua em D(A).

Sejam x € D(A) e (x,)neny em D(A) tais que li_>m 2, = x. Defina y,, = x, —x, n € N. Assim,
n oo
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(Yn)nen € uma sequéncia em D(A) e lim y, = 0. Logo, visto que o PVI é bem posto, temos
n—oo

lim C(t)y, = le u(t, yn,0) =0,

n—o0

sendo essa convergéncia uniforme para t em subconjuntos compactos de R.

Portanto, visto que C (t) é um operador linear e y,, = x,, — x para todo n € N, segue que

lim C(t)z, = C(t)z,

n—oo

implicando que C(t) ¢ continua em x para todo z € D(A).

Desse modo, concluimos que C(t) € L(D(A), X) e entdo, pelo Teorema obtemos que C(t)

pode ser estendido a um operador linear limitado em X.
Denotemos a extensio de C(t) por C(t). Assim, C(t) € £(X), para todo ¢ € R.
Agora, iremos mostrar que a familia de operadores lineares limitados (C(t)):cr é uma familia

cosseno fortemente continua em X, isto é, provaremos que (C(t))er satisfaz as trés propriedades da

Defini¢ao

(i) Para x € D(A),

C(0)z =C(0)z =u(0,z,0) =z,

ja que u(-,x,0) é solucao de (2.1) — (2.3)) para y = 0.

Além disso, como D(A) = X, dado = € X, existe uma sequéncia (z,),en em D(A) tal que

lim x,, = 2. Desse modo, visto que C(0) € L(X),

n—o0

C(0)z = lim C(0)z, = lim z, = =.

n—oo n—o0

Portanto, C'(0)z = x para todo = € X, ou seja, C(0) = I.
(ii) Sejam t,s € Re xz € D(A).
Tomemos v1(t) = u(—t,z,0), t € R, onde u(-,x,0) é a solugao de (2.1)) — (2.3 para y = 0.
Entao,
Ull(t) = —U,(—t,ZII,O), le Ra

v (t) = u'(—t,2,0) = Au(—t,x,0) = Avi(t), t € R,

v1(0) = wu(0,z,0) =z,
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v1(0) = —u/(0,2,0) =0,

isto é, vy é solucao de (2.1) — (2.3]) para y = 0. Consequentemente, visto que o PVI é bem posto,
concluimos que v;(t) = u(t,z,0) para todo ¢t € R, ou ainda, u(—t,z,0) = u(t,z,0) para todo

te R

Agora, fixando s € R, tomemos va(t) = u(t + s,x,0) + u(t — s,z,0), com ¢t € R. Neste caso,

temos
vh(t) = u'(t+s,2,0)+u(t—s,2,0), t €R,
vh(t) = U (t+s,2,0)+u"(t —s,2,0) = Au(t + s,2,0) + Au(t — s,z,0)
= Alu(t+s,2,0) +u(t —s,2,0)] = Ava(t), t € R,
v2(0) = wu(s,z,0) 4+ u(—s,z,0) = 2u(s,z,0),
v5(0) = u/(s,2,0) +u'(—s,2,0) =0,
sendo a tltima igualdade vélida pois u/(—s,z,0) = —vi(s) = —u/(s,2,0). Dessa forma, vy é

solugao da equagao (2.1) com condicoes iniciais v2(0) = 2u(s, z,0) e v5(0) = 0.

Por fim, ainda fixando s € R, definamos wv3(t) = 2u(t,u(s,x,0),0), ¢t € R, onde
u(-,u(s,z,0),0) é solugdo de (2.1) com condigoes iniciais u(s,z,0) e 0 para u(0) e u/(0),

respectivamente, e notemos que
2u(t, u(s, ,0),0) = 20(1)[u(s, z,0)] = 20(1)C (s)z,

pois x € D(A) e, como u(-,z,0) é solugao de (2.1) — (2.3) para y = 0, u(s,z,0) € D(A) para
todo s € R.

Além disso,

vi(t) = 2u'(t,u(s,z,0),0), t € R,

vh(t) = 2u"(t,u(s,z,0),0) = 2Au(t, u(s, x,0),0) = Avs(t), t € R,
v3(0) = 2u(0,u(s,z,0),0) = 2u(s,x,0),

v5(0) = 24/(0,u(s,z,0),0) =0,

0 que garante que vz é solugao de (2.1)) com condigdes iniciais v3(0) = 2u(s,z,0) e v5(0) = 0.

Logo, pelo fato de ([2.1]) — (2.3]) ser bem posto, concluimos que v2(t) = v3(t) para todo t € R,
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e assim,

Ct+s)x+Ct—s)z = u(t+s,2,0)+u(t—s,z,0)=uvt) = vs(t)

= 2u(t,u(s,z,0),0) =2C()C(s)z, t,s € R, z € D(A).

Para finalizar a demonstracao deste item, dado = € X, seja (2, )neny uma sequéncia em D(A)
tal que h_)m x, = x. Entdo, visto que C(t) € L(X) para todo t € R, temos
n—oo

Ct+s)z+Ct—s)x = lim [C(t+ s)xy + C(t — s)xy]

n—o0

= lim 2C(t)C(s)xy

n—oQ

= 20@)C(s)z, t,s e R.
Portanto, segue que

Ct+s)+C(t—s)=2C)C(s), t,s € R.

(iii) Dado =z € D(A), C(t)x = u(t,z,0), onde u(-,z,0) é solugao de (2.1)) — (2.3) para y = 0. Entao,

u(-, x,0) é uma fungao continua em R e assim, a funcao ¢ — C(¢)z é continua em R.

Antes de considerarmos o caso em que z € X, mostraremos que C(t) : D(4) — X ¢é
uniformemente limitada em subconjuntos compactos de R. Com esse objetivo, suponhamos, por
absurdo, que 6(16) nao é limitado em um compacto J C R. Entao, dado M > 0, existe t); € J
tal que ||C(tar)|| > M. Mais ainda, como ||C(tar)]| = sup ||C(tar)x|, existe zp; € D(A) de

z € D(A)
flzll <1

modo que ||lza|| < 1 e ||Ctar)zar] > M.

Em particular, tomando M = n € N, obtemos uma sequéncia (t,),cn em J e uma sequéncia

(Tn)neny em D(A), com ||z,| <1, tais que

IC(tn)zn|| = n, n € N. (2.4)

1
Seja y, = x—n, n € N. Dessa forma, (y,)nen ¢ uma sequéncia em D(A) e, como ||y,|| < —,
n

n
para todo n € N, 7};120 yn = 0. Logo, visto que (2.1]) — (2.3)) é bem posto, temos

lim 5(t)yn = le u(t, yn,0) =0,

n—oo
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uniformemente em J, isto é, dado € > 0, existe ng € N de modo que

ICE)ynll <&, m>ng, t €. (2.5)

Por outro lado, de ([2.4)), segue que

Gt

n

1€ Enynll = [[Ctn) 2

i
n

>1, neN,

o que contraria (2.5)) ja que t,, € J, para todo n € N.
Portanto, existe M > 0 tal que ||C(t)|| < M, para todo ¢ € J.

Além disso, como C(t) é uma extensao de C(t), temos ||C(t)|| = ||C(t)|| e entdo, C(t) : X — X

também ¢é uniformemente limitado em subconjuntos compactos de R.

Agora, dados x € X e t € R, sejam (x,)neny em D(A), J = [a,b] C R e My > 0 tais que

li_)rn Ty =z, t € (a,b) e ||C(s)|| < My, para todo s € J. Para mostrarmos que a fungao
n—oo

s+ C(s)z é continua em ¢, dado € > 0, tomemos ng € N e § > 0 de modo que

e

o — 2l < g2

 n>mng, e O+ h)zn — C(t)zn| < % para |h| < 4.

Dessa forma, para h € R tal que t + h € J e |h| < 0, segue que

IC(t+h)x—Ct)z|]| < ||C{Ht+h)x —Ct+h)nl + |CEt+ h)wpg — C#)Tn,|
+ ||C(t)zn, — C(t)z||
< Myl — 2, || + |C(# + h)zng — C(t)Tng || + Myl|70, — 2]
g g
M S M, ——
< Migyp Tyt Mg

&

ou seja, a fungao t — C(t)x é continua em t.

Por fim, como o resultado é vélido para todo ¢t € R, a fungao ¢t — C(t)x é continua em R.

Portanto, de (i)-(iii), concluimos que (C(t));er é uma familia cosseno fortemente continua. O

Teorema 2.4. Sejam (C(t))ier uma familia cosseno fortemente continua de operadores lineares
limitados em X, com gerador infinitesimal A, e (S(t))er a familia seno associada a ela. FEntdo,

o PVI (2.1) — (2.3) € bem posto. Mais ainda, se x € D(A) ey € E, a tunica solugio u(-,z,y) de
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£1) — @3) ¢ dada por

u(t,z,y) =C(t)xr+ S(t)y, t € R.

Demonstragao. Suponha que (C(t))ier seja uma familia cosseno fortemente continua de operadores
lineares limitados, com gerador infinitesimal A. Dados x € D(A), mostremos que a funcao u : R — X
definida por u(t) = C(t)x é uma solugao de — ([2.3) para y = 0.

Primeiramente, usando a definigdo de D(A) e o fato de z € D(A), conclufmos que u € C?(R; X).
Além disso, do item (e) da Proposi¢ao |1.10, u(t) € D(A) e u”(t) = 5220( t)xr = AC(t)x = Au(t) para
todo t € R. Por fim, u(0) = C(0)z = z e, do item (d) da Proposicao e do fato de D(A) C E,
u'(0) = th( t)z 't . = AS(0)z = 0. Portanto, u é solucao de - ([23).

Para mostrarmos que o PVI é bem posto, precisamos garantir a unicidade de solucao e também a

dependéncia continua da condicao inicial. Para a unicidade de solugao, seja w : R — X outra solucao
de (2.1) — (2.3)) para y = 0. Entao, w”(t) = Aw(t) para todo t € R, w(0) = z e w'(0) = 0. Mais ainda,
do item (d) da Proposigao e do Lema as fungoes s — C(t — s)w(s) e s — S(t — s)w'(s) sao

diferencidveis em R para todo t € R, com

%C’(t —s)w(s) = —AS(t — s)w(s) + C(t — s)uw'(s) (2.6)
LSt~ syu(s) = ~C(t — shu/(s) + S(t — ) (s). (2.7)

Logo, integrando (12.6)) de zero até ¢ e usando o item (h) da Proposicao a igualdade (2.7) e o
Lema [L.7], temos

wt) —Ct)z = CO)w(t) — Ct)w(0) = / %C(t—s) (s)ds

_ / CAS(t— s)w(s) + Ct — s)u!(s)ds

:/ —S5(t — s)Aw(s) + C(t — s)w'(s)ds

:/ _S(t — s)uw(s) + C(t — s)w!(s)ds

:/O s oo ds
— ZS(0(t) + SOw0)

= 0,

ou seja, w(t) = C(t)r para todo ¢t € R, garantindo a unicidade de solu¢ao para o PVI (2.1)) — ([2.3)
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com y = 0.

Agora, mostraremos que a solucdo do PVI depende continuamente da condi¢ao inicial. Para isso,
seja (Tp)nen uma sequéncia em D(A) tal que nh—>Holo zn = 0. Dos resultados anteriores, sabemos que a
solugao u, = up(+, x,,0) de — , em que x = x, e y = 0, é dada por u,(t) = C(t)z,, para
todo t € R, e é Unica.

Dessa forma, visto que nh_g)lo xn, =0e C(t) € L(X) para todo t € R, segue que

lim u(t,zy,0) = lim C(t)x, = C(t)0 = 0.

n—oo n—o0

Notemos ainda que, do item (g) da Proposi¢ao existem constantes K > 1 e w > 0 tais que
|C()|| < Ke®!"l para todo t € R. Em particular, se t € J, com J C R compacto, entio ||C(t)|| < M

para todo t € J e algum M > 0. Logo, visto que
[u(t, zn, )| < IC@H)[|znll < Mz, € J, n €N,

concluimos que a convergéncia acima ¢é uniforme em subconjuntos compactos de R.

Portanto, segue que o PVI ([2.1)) — (2.3) é bem posto.

Para finalizarmos a demonstragao deste teorema, sejam = € D(A) e y € E, e suponha que w

seja uma solucao de (2.1)) — (2.3). Entao, as expressoes em e (2.7) ainda s@o vélidas e assim,

procedendo como anteriormente, obtemos

w(t)—Ct)x = —S0)w'(t) + S(t)w'(0)
= Sy,
pois agora w'(0) = y.
Consequentemente, segue que w(t) = u(t,z,y) = C(t)x + S(t)y para todo t € R. O

2.2  Equagao nao homogeénea

Nesta secao, estudaremos o problema de valor inicial nao homogéneo dado por

u’(t) = Au(t)+ f(t), teR, (2.8)
u(0) = =, (2.9)

u'(0) = v, (2.10)
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onde z,y € X, A é o gerador infinitesimal de uma familia cosseno fortemente continua (C(t))icr €
f:R — X é uma fungao continua.

Neste caso, o conceito de solucao para o PVI — ¢ dado pela préxima definigao.
Definigcao 2.5. Uma fung¢do u: R — X € solugcdo de - se:
(i) u € C?(R; X);
(ii) u(t) € D(A) para todo t € R;

(iii) as equagoes (2.8)) — (2.10) sdo satisfeitas.

A seguir, semelhantemente ao que fizemos na secao 2.1, veremos um resultado que relaciona

uma solucao do PVI ([2.8) — (2.10) com as familias cosseno e seno associadas ao operador A.

Proposicao 2.6. Se u é uma solugao de (2.8) — (2.10]), entdo
t
u(t) = C(t)x + S(t)y +/ S(t—s)f(s)ds, t € R. (2.11)
0

Demonstragdo. Seja v uma solucio de ([2.8) — (2.10). Assim, v € C?(R; X), u(t) € D(A) para todo
t e R, u'(t) = Au(t) + f(t) para todo t € R, u(0) = z e v/(0) = y. Logo, procedendo como em (2.6]) e

(2.7), temos

C%C(t —s)u(s) = —AS(t— s)u(s) +C(t — s)u'(s)

= —S(t—s)Au(s) + C(t — s)u'(s), (2.12)
pois A e S(t) comutam quando o elemento estd em D(A) (ver item (h) da Proposicao e

%S(t—s) /() = —C(t — )l (s) + S(t — 5)"(5). (2.13)

Entao, integrando (2.12)) e - ) de zero a t e usando que u satisfaz (| - -, obtemos

w(t) = CWx = CO)u(t) — di

| 0=/
- —/OS(t—sAu /

(t — s)u(s)ds
(t —s)u'(s)ds
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= /C(ts ds+/S s)ds,
0

u(t) — C(t)x = —/0 S(t— s)Au(s)ds + /0 C(t — s)u'(s)ds (2.14)

/Ct—s ds+/S . (2.15)

Assim, somando (2.14)) e (2.15)), segue que

isto é,

t t
u(t) —C(t)xr — St)y = /0 S(t — s)Au(s)ds + /0 S(t — s)u”(s)ds

= / S(t—s)[u"(s) — Au(s)]ds

Logo,
t
u(t) =C(t)x + S(t)y + / S(t—s)f(s)ds, paratodote€ R,
0

como queriamos. O

Esse resultado garante que toda solugao de (2.8]) — (2.10)) satisfaz a equacgao (2.11f). Entretanto,
nem toda fungdo da forma (2.11]) é uma solucao de (2.8) — (2.10). A principio, com as propriedades
de (C(t))ter, (S(t))icr € f, podemos garantir apenas a continuidade de u e nao a diferenciabilidade.

Isso nos motiva a definir um conceito mais fraco de solugao para o PVI.

Definigao 2.7. A funcdio u € C(R; X), dada por (2.11)), é chamada solugao fraca de (2.8]) — (2.10)).

Notemos que o PVI (2.8) — (2.10) sempre possui uma solucao fraca, para quaisquer que sejam
z,y € X e, além disso, ela é inica. Nosso proximo passo é encontrar condigoes para que a solugao

fraca seja uma solugdo do problema.

Teorema 2.8. Seja u a solucdo fraca de (2.8) — [2.10). Sex € D(A), y € E e f € C1(R; X), entdo u
€ solugao de (2.8]) — (2.10)).

Demonstracdo. Pelo fato de u ser solucao fraca de (2.8} - temos
t
u(t) = C(t) + Sty + / S(t— 8)f(s)ds, t € R.
0

Para que u seja solucao de - precisamos mostrar que:
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(i) u € CX(R; X);

(ii) u(t) € D(A), para todo t € R;
(iii) u"(t) = Au(t) + f(t), para todo t € R;
(iv) u(0) =

(v) w(0) =

A propriedade (iv) segue facilmente pela forma como u é dada, pois u(0) = C(0)z + S(0)y +
fo (t — s)f(s)ds = z. Para provarmos as outras condigoes, temos que relembrar alguns resultados
sobre as familias seno e cosseno.

Inicialmente, como = € D(A), o item (e) da Proposicao nos garante que C'(t)z € D(A) e

d?

WC(t)x = AC(t)x, t € R.

Além disso, visto que D(A) C E, o item (d) da mesma proposicao referida acima assegura que

CZC( Do = AS(D)z, 1 € R,

J& com relacao a y, pelo fato de y € E e pelo item (g) da Proposicao obtemos que S(t)y €
D(A) e

d2

dtzs( Jy=AS(t)y, t e R.

d
Mais ainda, do Lema [1.8f temos aS(t)y = C(t)y para todo t € R.

Desse modo, para provarmos as propriedades (i) — (i7i) e (v), falta analisarmos a funcao

/ S(t — ) f(s)ds
0

Primeiramente, como f € C'(R; X), notemos que

[ se=ares = [ se-s 50+ [ o
_ /OtS(t—s ds+//St—5 u)duds
_ /tS(t—s ds+//St—s u)dsdu
= /St—s ds—|—//tu u)dsdu.

Agora, vamos considerar cada uma dessas integrais separadamente.
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(1) Dos itens (a), (e) e (f) da Proposicao [1.4] temos S(t — s) = S(t)C(s) — S(s)C(t). Dessa forma,

visto que S(t) € L(X), concluimos que

| sa-ssoas = s [ crods- [ seicwsods
0 0 0

— S()S(1(0) - /0 S(s)[C()£(0)]ds. (2.16)

Assim, como f(0) € X, o item (c) da Proposicao [1.10] garante que S(¢)f(0) € E e o item
(d), que S(t)[S(t)f(0)] € D(A). Mais ainda, visto que C(t) f(0) ndo depende de s, o item (a) da
mesma proposi¢ao citada acima assegura que / S(s)[C(t)f(0)]ds € D(A).

Logo, segue que / S(t—s)f(0)ds € D(A).
0

t—u
(2) Notemos, primeiramente, que na integral S(s)f'(u)ds, f'(u) nao depende de s e entdo, do
0

t—u
item (a) da Proposigao|1.10, obtemos que / S(s)f'(u)ds = g(u) € D(A), para todo u € [0, 1].
0

Além disso, a proposigao também garante que Ag(u) = C(t — u) f'(u) — C(0) f'(u).

Desse modo, pelo fato de uma integral poder ser vista como o limite de somas de Riemann,

t—u t
podemos pensar em / / u)dsdu = / g(u)du como o limite de uma sequéncia
0

(zn)nen em D(A). Analogamente, visto que a integral / C(t —u)f'(u) — C0)f (u)du existe,

0
pois f' é continua, podemos pensar nela como o limite de (Az,)pen.

t
Assim, como A é um operador fechado, concluimos que / g(u)du € D(A) para todot € Re
0

A(/Otg ) <//tu dsdu> /Ct—s)f(u) Flu)du.  (217)

t
Portanto, de (1) e (2), obtemos que / S(t—s)f(s)ds € D(A), para todo t € R.
0

mais,

Consequentemente,
t
u(t) =C(t)x + S(t)y +/ S(t—s)f(s)ds € D(A), t € R,
0

assegurando a validade da propriedade (ii).
A seguir, iremos calcular /() e u”(t). J4 vimos como sao as derivadas das fungoes t — C(t)x
et — S(t)y. Entdo, mais uma vez, falta analisarmos a funcao ¢ +— / S(t —s)f(s)ds. Para isso,
0

usaremos novamente que S(t —s) = S(t)C(s) — S(s)C(t) para todo ¢,s € R. Além disso, usaremos o
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fato de C(t), S(t) € L(X) para todo t € R, o fato de C(t) e S(s) comutarem para quaisquer que sejam
t,s € R, e os Lemas[L.6] e Entao,

L[ su-srens] = L[ [ swewssas- [ soowses]

< OtS(s) f(s)ds) _ow (jt "5(s) f(s)ds)

0

(
)

= C(t) ; C(s)f(s)ds + S(H)C{)f(t) — AS(?) ; S(s)f(s)ds — C(£)S(t)f(t)

_ /0 [C(H)C(s) — AS(£)S(s)|f(s)ds.

Por fim, como C(t)C(s) — AS(t)S(s) = C(t)C(—s) + AS(t)S(—s) = C(t — s) (ver itens (a) e (e)
da Proposicao e item (j) da Proposigao |1.10)), temos

% [/Ot S(t— s)f(s)ds} = /Ot C(t = s)f(s)ds. (2.18)

u'(t) = AS(t)x + C(t)y + /0 C(t — s)f(s)ds.

Assim, segue que

Em particular,

0
u'(0) = AS(0)z + C(0)y + /0 C(0—s)f(s)ds =1y,

assegurando a validade da propriedade (v).
Ainda falta mostrarmos que u € C?(R; X) e u”(t) = Au(t) + f(t) para todo t € R. Entdo, voltemos
t
a derivar a funcao t — / S(t —s)f(s)ds, o que significa derivar (2.18)). Antes, porém, usando a
0

integracao por partes, observe que

[ et-ses = /c t—sds—/t <§lss<5>> ft— s)do
/5 ds f(t—1s))
= St)f /S '"(t —s)d

= Sif +/ S(t—s)f'(s)ds. (2.19)
0

= t—s
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Assim, para obtermos a derivada segunda de t — / S(t — s)f(s)ds, basta derivarmos os dois
0

termos que aparecem em (2.19)). Para o primeiro termo, aplicando o Lema obtemos

22 (0)f(0) = CX)£(0).

Jé& a derivada do segundo termo se comporta como a derivada de ¢ — / S(t —s)f(s)ds, mas com

/' no lugar de f. Desse modo, obtemos

4 ([ su-orow) - -

Consequentemente,

& ([ st-a1as) = cro+ [ -

Portanto,
u"(t) = AC(t)x + AS(t)y + C(t / C(t—s)f'(s)ds, t € R. (2.20)

Isso nos mostra que u” é continua. De fato, como x € D(A), o item (e) da Proposicao m garante
que AC(t)x = C(t)Az e assim, pelo fato de (C(t))ser ser uma familia cosseno fortemente continua, as
funcdes t — C(t)Az e t — C(t) f(0) sdo continuas. Ja o fato de y € E e o item (d) da Proposicao[L.10]
asseguram que AS(t)y = %C(t)y e entdo, da defini¢ao de E, t — AS(t)y é continua. Por fim, visto

t
que a fungao s — C(t — s) f'(s) é integravel, a fungdo ¢ — / C(t — s)f'(s)ds também é continua.
0
Logo, obtemos que u € C%(R;X) e entdo, a propriedade (i) é valida. Para concluirmos esta

demonstragao, mostremos que u”(t) = Au(t) + f(¢) para todo ¢t € R. Antes, porém, lembremos que

t—u
/St—s ds—/St—s ds+// S(s) f (u)dsdu,

com cada uma das integrais da direita pertencentes a D(A). Desse modo, por ([2.16)), (2.17)), pelo item
(a) da Proposicao e pelas propriedades das familias seno, temos

A</Ot5(t—s)f(s)ds> = A( /S ds+//t " S(s)f dsdu)

= AS(H)S()F(0) — CHCH(0) + C(0) /Ct—u

- /Ot f'(u)du
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= OO0 - ASOSOL0)] + 050 + [ O w
F)+ )

= (COOCDI0) + ASOSCOF0) + 0050 + [ O - w
f)+ )

= CE=050) +COF0) + [ €= wdu— F0) + 70

— CW)+ /O Ot — u) f'(u)du — (1),

ou seja,

C)£(0) + /Ot Clt— ) f'(u)du = A </Ot St — s)f(s)ds) + ).

Por fim, substituindo esta expressao em ([2.20]), obtemos

d(t) = AC(H)z + AS(H)y + A < /O S(t— s) f(s)ds> + ()
~ A {C(t)a;—kS(t)y%— / S(t—s) f(s)ds] + )
0

= Au(t)+ f(t), t €R.

Portanto, a propriedade (7ii) também é valida, concluindo assim a prova de que u é solucao de

&9 - E0). 0

2.3 Equacgao semilinear

Nesta secao, vamos estudar o problema de existéncia de solucao para as equagoes semilineares

de segunda ordem descritas por

u'(t) = Au(t) + f(t,u(t)), tE€R, (2.21)
u(0) = =, (2.22)
u'(0) = vy, (2.23)

onde z,y € X, A é o gerador infinitesimal de uma familia cosseno fortemente continua (C(t)):cr €
f R x X — X é uma funcao apropriada.

Analogamente ao que foi feito nas segoes anteriores, consideraremos o conceito de solucao para

(2.21)) — (2.23) dado pela definicao a seguir.

Definicao 2.9. Uma func¢do u: R — X € solugao de (2.21) — (2.23)) se:
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(i) ueC*R; X);
(ii) u(t) € D(A) para todo t € R;

(iii) as equagoes (2.21)) — (2.23) sdo satisfeitas.

Procedendo como na demonstracao da Proposicao obtemos um resultado que relaciona a

solucao de (2.21) — (2.23)) com as familias cosseno e seno associadas ao operador A.

Proposicao 2.10. Se u € uma solugdo de (2.21) — (2.23)), entdo
t
u(t) = C(t)z + S(tyy + / S(t — 5)f(s,u(s))ds, ¢ € R. (2.24)
0

Observe que nem toda funcdo que satisfaz a equagao integral serd uma solucao de
— pois, apesar desta funcao satisfazer a propriedade (i) e a equagao , as outras
propriedades nao sao garantidas. Contudo, considerar solugoes que satisfazem proporciona
certas facilidades em tratar o problema, uma vez que podemos utilizar as propriedades dos operadores

(C(t))ter € (S(t))ter. Dessa forma, assim como fizemos na segao 2.2, definiremos o conceito de solugao

fraca para (2:21) — (2:23).

Definigao 2.11. Uma func¢io u € C(R; X) que satisfaz a equagdo integral (2.24) é chamada solu¢do
fraca de [221) — [£:23).

A seguir apresentaremos um resultado de existéncia de solucao fraca para (2.21]) — (2.23)). Para
isso, iremos considerar algumas hipéteses sobre a familia (C(t)).er, a fungdo f e as condigoes iniciais

Tewy.

Teorema 2.12. Seja f: Rx X — X wma funcao continua e suponha que exista uma funcao continua

L:R —[0,+00) tal que
|f(t,z) — f(t,2)] < L(t)||z —Z||, para todo x,z € X e todo t € R.

Entao, existe uma tunica solugdo fraca para (2.21)) — (2.23) em R.

Além disso, se x € D(A), essa solugdo é continuamente diferencidvel.

Demonstragao. Iremos provar este resultado para intervalos da forma [-T,7], com T € [0,+00).
Assim, pela unicidade de solucao, poderemos estender o resultado para R.
Seja T € [0, +00). Como a fungao s — S(s)z é continua para todo z € X fixo, segue que s — S(s)z

é limitada no compacto [—T,T] para todo z € X, isto é, sup [|S(s)z]| < +oo para todo z € X.
se[-T,T)
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Assim, pelo Principio da Limita¢ao Uniforme (Teorema [A.4)), obtemos que sup [|S(s)]] < +o0 e

se[-T,T)
entdo, seja M = sup [|S(s)].
s€[-T,T)
Analogamente, visto que L é continua, sup ||L(s)|| < oo e assim, seja L = sup || L(s)].
se[-T,T) se[-T,T]

Vamos dividir essa demonstracdo em 3 partes: primeiramente, mostraremos que ([2.21) — (2.23)
possui uma solugao fraca em [—T, 7], posteriormente, provaremos que essa solugdo é dnica e por

ultimo, assumindo que x € D(A), mostraremos que a solugao fraca é continuamente diferenciavel.
(1) Existéncia de solugao:
Seja wg : [-T,T] — X dada por
wo(t) = C(t)x + S(t)y
e defina w,, : [-T,T] — X, n € N, por

t
wp(t) = C(t)x + S(t)y + /0 S(t—s)f(s,wp—1(s))ds.

Dessa forma, obtemos uma sequéncia (wy,)nen de fungoes em C([—T1,77; X).

Além disso, como wy e f sdo continuas, a fungao s — f(s,wp(s)) é continua e entao, limitada

m [T.7). Seja C = sup || f(s,wo(s))]|
se[-T,T)

Logo, tomando t € [T, T], temos

lwn(t) — wo(®)]| = Hou)x +swy+ [ () F (s, wo(s))ds — C(t)a— s<t>yH

< /0||s<t—s>||uf<s,wo<s>>||ds

t

Semelhantemente, para ws e wi, obtemos

lws(t) — wr(8)]] = Hc<t>x £ 50y + [ 8- 915w (5ds) — O = 50y

- /0 S(t — 5)f(s,wo(s))ds

N

< /0IIS(t—S)IIHf(s,m(S))—f(s,wo(S))llds
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t
< [ MLGwr(s) - wo(s)ds
0
t
< /MLMC’|S|ds
0
t
= LC’M2/ |s|ds
t|?
= LCM2|
2

Desse modo, por um processo indutivo, segue que

CLnMn—H Mn—i—l - CLnMn+1Tn+1

Jewns1(t) — wa(0)]] < ,neN, te[-T.1].

(n+1)! - (n+1)!
CLnMn+lTn+1
Mais ainda, pelo teste de D’Alembert, a série Z é convergente, isto é, dado
(n+1)!
CLnMn+1Tn+1
e > 0, existe ng € N tal que < e
0 q nz;m (n+1)!

Assim, se n,m € N, n > m > ng, temos

[wn(t) —wm @) < lwa(t) = w1 @) + - -+ [wimsa () — wm(2)]|
=l oyt iitl

<
< . '
=~ (14 1)!
00 i it 1+l
< Z CL M T
: (t+1)!
i=ny

< e te[-T,T],

ou seja, (wy,)nen é uma sequéncia de Cauchy no espaco de Banach C([—T, T; X), pois a limitagao

acima ¢ uniforme com relacao a t € [T, 7).

Portanto, existe w € C([-T,T]; X) tal que lim w, = w na norma | - ||, onde ||¢|lcc =
n—oo
sup |lo(s)|| para ¢ € C([-T,T]; X).
se[-T,T)

Mostremos agora que w satisfaz a equacao integral (2.24)), sendo assim uma solucao fraca de

([2.21) — (2.23)). Para todo t € [T, T], segue que

H /St—s (s, w(s))ds

= H ) — wn(t /St—s (s, wp—1( ds—/St—s (s,w(s))ds

< Jw(®) = wa ()] +

[S(t =)l f (s, wn-1(s)) = (s, w(s))llds
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t
< uwwnnw\ | Ml -1() = wls)lds
0

IN

t
|lw—wpl||oo + ML ’/ |wn—1 — w||scds
0

IN

|[w — wp oo + M L||Jwy—1 — wl||eT),

com a desigualdade sendo vélida para todo n € N.

Consequentemente, visto que w, converge para w na norma || - ||, fazendo n — oo na

desigualdade acima, obtemos
t
w(t) =Ct)x+ S(t)y + / S(t—s)f(s,w(s))ds, t € [-T,T],
0

isto é, o problema (2.21)) — ([2.23]) possui uma solugao fraca em [T, T].

(2) Unicidade de solucao:

Na verdade, mostraremos mais que a unicidade, provaremos que as solucoes fracas de

(2.21) — (2.23) possuem dependéncia continua com relacdo as condigoes iniciais (2.22)) e (2.23)),

uniformemente no intervalo [T, 7.

Para isso, sejam w; e wg solugodes fracas de (2.21) em [T, 7], com w;(0) = z, w}(0) = v,

w2(0) =7 e wh(0) =7, e 2,7,y,y € X. Assim, para todo t € [-T,T], temos

lun(t) — wa(t)] = Hc<t>x +5(0y+ [ S(t-)1(s.wn(s))ds - C0F - ()7

/ S(t—s)f(s,wa(s))ds
ICO) (@ =) + 15 (y = )
+/ 15(t = $)II|.f (s, wi(s)) = f(s,wa(s))l|ds.
0

IN

Mais ainda, usando as constantes definidas previamente e o item (g) da Proposigao

t
[wr(t) —wa ()] < Kewt'llﬂf—fllJrMHy—@?HJr/ MLlwi(s) — wa(s)||ds
0

t
< Ke"Tlla - 2| + My - gl + / MLwy(s) - ws(s)|ds, t € [T, T
0

Logo, pela Desigualdade de Gronwall (Teorema |A.2)), concluimos que

s (6) —wa® < (Ke" o~ 5] + My - i) (oo 1)
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Cl|lz — 2| +|ly — gl)e, t € [-T, T, (2.25)

onde € = max{Ke*T, M} ¢ v = ML.

Consequentemente, se w; e wy sao solugoes do PVI (2.21)) — (2.23)), com z = ¥ e y = ¥, entao,

de (2.25)), teremos
[wi(t) — w2 (t)]| =0, Vt € [-T,T],

isto é, w1 = wo.

Se x € D(A), a solucao fraca w é continuamente diferencidvel:

Para provarmos este fato, usaremos as propriedades de derivada das familias seno e cosseno
e o fato de x € D(A). Dessa forma, como z € D(A) e D(A) C E, segue dos itens (d)
d
e (h) da Proposicao [1.10| que —C(t)z = AS(t)x = S(t)Az. Além disso, do Lema temos
t

dt

d

dtS( )y = C(t)y. J& para o célculo da derivada da funcao ¢ — / S(t — s)f(s,w(s))ds, iremos
0

proceder como na demonstra¢ao do Teorema isto é

S se-areuns] = [ [ socwrewnis - [ socwssuis

_ [S() tC(s)f( ())ds]—[ /S ]

:(0

0) () et wionis) + s (dt/C o))
( C(t) ) ( OtS s))ds) —C(t) (dt/o S(s)f(s,w(s))ds)
- / COC() (s w(s)ds+ SOt w(e) - [ CAS()S(3) (s, w(s))ds
—CWSO)f(tw(b)

(
- /O[C“) (s) — AS(t)S(s)] (s, w(s))ds
- /C(“C( 5) + AS(£)S(—s)| f(s,w(s))ds

= / C(t—s)f(s,w(s))ds.
Logo, a solugao fraca w é derivavel e
t
w'(t) = S(t) Az + C(t)y +/ C(t—s)f(s,w(s))ds, te[-T,T].
0

Observemos que cada uma das funcoes que compoe w’ é continua e, entao, concluimos que w
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é continuamente diferencidvel.

Portanto, de (1) e (2) obtemos a existéncia de uma tnica solugao fraca para o PVI (2.21]) — (2.23]).

Além disso, de (3), obtemos que, se z € D(A), entdo a solugao fraca é continuamente diferenciavel. [



CAPITULO

3

Existencia de solucao quase automorfica

Estudaremos o problema de existéncia de solugao fraca quase automérfica para equacoes
diferenciais abstratas de segunda ordem, tanto para o caso linear nao homogéneo como para o caso
semilinear em trés segcoes: na primeira, apresentaremos o conceito e algumas propriedades béasicas das
funcbes quase automorficas, na segunda e terceira secoes, consideraremos o caso linear nao homogéneo
e o semilinear, respectivamente.

A primeira se¢ao do capitulo foi baseada nos livros [27, B6] e os resultados das outras se¢oes sao

inéditos.
3.1 Funcoes quase automorficas

As fungbes quase automérficas apareceram na literatura matematica no inicio da década de
1960, com os trabalhos de S. Bochner, e sao uma generalizagao das fungoes quase periédicas, que
apareceram na literatura um pouco antes, na década de 1920. Inicialmente, as fungdes quase peridédicas
foram definidas por H. Bohr apenas para funcées com valores reais. Mais tarde, Bochner considerou
fungoes com valores em espacos métricos e, além disso, enfraqueceu esse conceito para criar a classe
de funcoes quase automérficas.

Como dito anteriormente, nesta se¢do vamos apresentar a definicdo e algumas propriedades
bésicas das funcbes quase automorficas, uma vez que esse tipo de funcao terd papel fundamental
nas proximas secoes. Além disso, para que este conceito fique claro, iremos primeiramente definir as

fungoes quase periddicas.

Inicialmente, vamos considerar X como sendo um espaco normado e, no decorrer da secao,

vamos adicionar a hipétese de X como espaco de Banach quando necessério.

53
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Definigao 3.1. Uma funcdo continua f : R — X € chamada quase periddica se, dado € > 0, existe
um nimero positivo | = l(g) tal que, em qualquer intervalo de comprimento l, existe & com a sequinte

propriedade
IfE+& - fO)l <e, teR

Observagao 3.2. O numero & que aparece na definicdo acima € chamado de e-quase periodo de f.

Denotaremos por AP(X) o espaco das fungoes quase periddicas de R em X e, a seguir,
enunciaremos algumas propriedades bésicas referentes a essas fungoes (para maiores detalhes citamos

o livro [36]).
Teorema 3.3. Assuma que f, f1 e fo sao fungdes quase periddicas e A € um escalar qualquer, entao:
(i) Nf, f1 + fo sdo fungées quase periddicas;
(ii) a translagdo f,, a € R, dada por f,(t) = f(t+a), t € R, também é uma fun¢do quase periddica;
(iii) a funcio f, definida por f(t) = f(—t), t € R, € quase periddica.

Proposicao 3.4. Se f : R — X ¢é quase periddica, entdao a funcio t — || f(t)|| € também quase

periodica.
Proposigao 3.5. Se f: R — X ¢é quase periddica, entdo [ € limitada.
Proposicao 3.6. Se f: R — X ¢ quase periddica, entao f € uniformemente continua em R.

Proposigao 3.7. Se f : R — X € quase periddica, entdo, dada qualquer sequéncia de niumeros reais

(Sn)nen, podemos extrair uma subsequéncia (Sp, )ken tal que

lim f(t+3nk):g<t) e lim g(t_snk):f(t)a

k—o0 k—o0

uniformemente para t em R.

O proximo resultado apresenta condicoes para que a convergéncia de fungoes quase peridédicas

ainda seja uma funcao quase periddica.

Teorema 3.8. Se (fn)nen € uma sequéncia de fungoes quase periodicas e fp, — f uniformemente em

R, quando n — oo, entdo f € quase periddica.
J4 o teorema a seguir nos diz quando AP(X) é um espago de Banach.

Teorema 3.9. Se X € um espaco de Banach e a norma do espago AP(X) é a norma do supremo,

isto €, || fllco = sup || f(¢)], entao (AP(X),||.||cc) € um espago de Banach.
teR
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Na sequéncia, passaremos a considerar as func¢oes quase automorficas.
Definicao 3.10. Uma func¢do continua f : R — X € chamada quase automdrfica se, para qualquer

sequéncia de numeros reais (Sp)nen, podemos extrair uma subsequéncia (Sn, )ken tal que

m f(t+sp,)=9g) e lim g(t—s,,)=f(t), teR.

k—o00 k—o0

Observagao 3.11. Ao comparar as funcdes quase automdrficas com as quase peridédicas, notemos que

a generalizagao ocorre por conta da Proposi¢ao[3.7.

Denotaremos o conjunto das func¢oes quase automdficas de R em X por AA(X) e, a seguir,

apresentaremos algumas de suas propriedades.

Exemplo 3.12. A funcdo f : R — R dada por

f(t) = sen (2 + sen(t) :- sen(ﬂt)>

€ um exemplo cldssico de funcdo quase automdrfica que nao € quase periodica.

Seu grdfico pode ser visto a seguir.

2,0

1,51

:fi W\/\UW\VWM

-0,5 -4+

0 10 20 30 40 50

Figura 3.1: Gréfico da funcao f(t) = sen <2+Sen(t)ism(ﬁt)>.

Teorema 3.13. Sejam f, fi, fo funcoes quase automorficas e A um escalar qualquer, entdo:

(i) A\f € uma funcgdo quase automdrfica;
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(ii) fi1+ fo é uma funcdo quase automdrfica;

(iii) para a € R, a translagao f,, dada por fo(t) = f(t+a), t € R, é uma fun¢do quase automdrfica;
(iv) a fungao f, definida por f(t) = f(—t), t € R, € quase automorfica;

(v) A imagem de f, Img, é pré-compacta;

(vi) f € limitada.

Demonstragao. (i) Seja f uma fungao quase automoérfica. Entao, dada uma sequéncia de nimeros

reais (sp)nen, existe uma subsequéncia (sy, )ren de (Sn)nen tal que, para todo ¢ real,

kh%rgof(t“‘snk) =g(t) e lim g(t_snk) = f(1).

k—o0

Assim, para um escalar qualquer A, temos
Hm Af(t+ sn,) = Ag(t) e lim Ag(t —sp,) = Af(t), t € R.
k—o0 k—o00

Portanto, Af é uma funcao quase automorfica.

(7i) Sejam f1 e fo fungdes quase automorficas e (sy,)nen uma sequéncia de nimeros reais. Como f;

¢ quase automorfica, existe uma subsequéncia (sy, )ren de (Sn)nen tal que

Im fi(t+sp,) =g1(t) e lim gi1(t —sn,) = f1(t), t €R.
k—o0

k—oo

Agora, considerando a sequéncia (S, )ken € 0 fato de fa ser quase automérfica, podemos extrair

uma subsequéncia (sy, )ien de (Sp, )ken tal que
3

lim fo(t+ sn,, ) = g2(t) e lim ga(t —sp, ) = fo(t), L €R.

1— 00 11— 00

Logo, existe uma subsequéncia (sy, )ien de (Sn)nen de modo que
1

lim (f1 + f2)(t + sp,, ) = Um fi(t+ sp, ) + lm fo(t + s, ) = 91() + g2(2), t €R,
1—00 H 1—>00 t i—00 i

lim (g1 + g2)(t — s, ) = lm g1(t — s, ) + lim go(t — sp, ) = f1(t) + fo(t), t €R.
1—>00 o 1—>00 o 1—>00 H

Consequentemente, segue que f; + fo é uma fungao quase automorfica.
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(iii)

(i)

Dado a € R, considere a translagao f, dada por f,(t) = f(t + a), para todo t € R.

Se (sp)nen € uma sequéncia de nimeros reais, como f é quase automérfica, sabemos que existe

uma subsequéncia (s, )ren de (Sn)nen tal que

kli_)m ft+sn,) =g9() e lim g(t—sp,)=f(t), teR.

k—o00

Em particular, tomando t = s + a, com s € R, temos

lim fa(s+5nk) = lim f(a+5+3nk) =g(a+s) =ga(s), s €R,
k—o0 k—o0

lim gq(s — sp,,) = lim g(a+s—sp,) = f(a+s) = fa(s), s €R,

k—o00 - k—o0

o que garante que a fungao f, é quase automoérfica.

Dada uma sequéncia (s, )nen de nimeros reais, considere a sequéncia (—sy, )pen. Assim, como f
¢ uma funcao quase automérfica, podemos extrair uma subsequéncia (—sy, )ken de (—sp)nen tal
que

lim f(t+(=sn,) = g(t) e lim gt — (—s,) = f(2), t €R.

k—o0 k—oo

Dessa forma, segue que

lim f(5+ Snk) = kli)m f(—S - Snk) = g(—S) :g(s)a ERS Ra

k—o0

lim g(s — Snk) = kll)m g(—s+ Snk) = f(-s) = f(s)a seR.

k—o0

Portanto, f também é uma funcao quase automorfica.

Para mostrarmos que a imagem de f é pré-compacta, considere uma sequéncia (f(sy,))nen em
I'my. Entao, como (s, )nen € uma sequéncia de niimeros reais e f é uma funcao quase automérfica,

podemos extrair uma subsequéncia (sp, Jken de (sp)nen de modo que

klinolo f(snk) = g(O)

Desse modo, segue que a sequéncia (f(s,))nen admite uma subsequéncia convergente, o que nos

garante que a imagem de f é pré-compacta.
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(vi) Seja f uma funcdo quase automérfica e suponhamos, por absurdo, que f nao seja limitada.
Entao, existe uma sequéncia de nimeros reais (s, )nen tal que ||f(s, )| > n para todo n € N.
Por outro lado, como f é uma funcdo quase automorfica, podemos extrair uma subsequéncia

(Snk)keN de (Sn)neN tal que

lim f(syn,) = g(0).

k—o00

Logo, obtemos a limitacdo da sequéncia (f(sn,))ken, 0 que gera uma contradicao.

Portanto, segue que f é limitada.

O

Proposicao 3.14. [27, Proposition 1.32, pag. 14] Para uma fun¢do f quase automdrfica e g seu

limite, temos:
(1) sup[lg(t)[| = sup || f(£)];
teR teR
(ii) Img g Imf.
Notemos que, pela proposicao acima, a fungéo g também é limitada.

Proposigao 3.15. Sejam ¢ : R =+ R e f: R = X quase automdrficas. Entdo a funcao ¢f : R = X
definida por (¢f)(t) = ¢(t)f(t) é quase automdrfica.

Demonstragao. Como ¢ e f sao fungdes quase automorficas, o item (vi) do Teorema nos garante
que ¢ e f sao limitadas. Desse modo, sejam K7 = sup |¢(t)| e Ko = sup || f(¢)]]-
teR teR
Agora, seja (sp)nen uma sequéncia de nimeros reais. Entdo, podemos extrair uma subsequéncia

(Snk)keN de (Sn)neN tal que

khm ¢(t + Snk) = Sp(t) e lim (P(t - Snk) = ¢(t)7 t €R,

k—o0

lim f(t+sp,)=g() e lm g(t—s,,)=f(t), teR.

k—o0 k—o0

Notemos também que, pela Proposigao [3.14) K; = sup |¢(t)| = sup|e(t)| e Ko = sup||f(¢)]| =
teR teR teR

sup [|g(t)]-
teR

Além disso, para todo t € R e k € N, podemos escrever

QS(t + Snk)f(t + Snk) - @(t)g(t) = @b(t + Snk)f(t + Snk) - ¢(t + Snk)g(t) + @b(t + Snk)g(t) - ‘P(t)g(t)
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e assim, obtemos

[6(t + sn ) f(E+ sn) = (D)g@ < N@(E + 50, ) f (£ + 50,) — St + 50, )9 (D)
ot + 50, )g(t) — ()9 ()]
@@t + s )[4 sn,) — 9@ + gDt + 5n,) — (2]

< K[lf (4 sn) = 9Ol + K2|o(t + sn,) — @(2)]-

IN

A

Logo, tomando o limite quando k tende ao infinito na desigualdade acima, concluimos que

lim (t + $n, ) f(E+ 5n) = 0(t)g(t), t € R.

k—o0

Analogamente, mostraremos que

lim ot — 50, )9t — 50,) = (1), t € R.

k—o00

De fato, para todo t € R e k € N, temos

Pt = sn)g(t = sny) = 0(0)f(t) = ot = 50, )9t = 8n) = p(t = 50, ) () + (= 50, ) [ () = H(1) f(2)-

Desse modo,

lp(t = sny)g(t = sn,) = 6O SO < Nlp(t = 50, )g(t = sn,) = @(E = 50, ) F ()]
+llp(t = sn,) () — () FO
ot = sm)llg(t = sn,) = SO + |t = sn,.) — 2@ F D)

Killg(t = sny) = F(OI + Kafo(t = sn,) = o),

IN

IN

e assim, fazendo k tender ao infinito na desigualdade acima, obtemos

lim ot — 50,)g(t — s0,) = B (1), t € R.

k—o0
Portanto, a funcao ¢f é quase automorfica. O
Teorema 3.16. Sejam X e Y dois espagos de Banach com normas || - ||x e | - ||y, respectivamente,

e f: R — X uma funcdo quase automorfica. Se ¢ : X —'Y € uma funcao continua, entdo a funcao

composta ¢o f: R =Y € quase automorfica.
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Demonstragao. Como f é quase automérfica, o item (v) do Teorema nos assegura que Imy é um
subconjunto compacto em X. Assim, ao considerarmos a funcao ¢ restrita a I'my, temos uma funcao

uniformemente continua e entao, dado € > 0, existe § > 0 tal que
lo(x1) — p(x2)|ly <e x1,22 € Imy, com ||z —xafx < 4.

Por outro lado, dada uma sequéncia arbitraria (s,)nen de nimeros reais, o fato de f ser quase

automorfica garante que existe uma subsequéncia (s, )ken de (sp)nen tal que

lim f(t+sp,) =9g(t) e lLm g(t —sy,) = f(t), t € R.

k—o0 k—o0
Além disso, notemos que ¢ estd bem definida em I'my pois, pela Proposicao temos I'mgy C Imy.

Desse modo, para 6 > 0 e t € R, existe kg € N, kg = ko(t) tal que, se k > ko, entao

1F(t+ sn,) — g()]Ix < 0.

Logo, segue que

[o(f(t + sn)) — d(g(D)lly <&, k> ko.

Consequentemente, fazendo k tender ao infinito e observando que a relacao acima é valida para

todo t € R, ainda que pontualmente, concluimos que

Hm ¢(f(t+sn,)) = ¢(9(t)), t € R.

k—o0

Analogamente, mostraremos que

lim ¢(g(t = sn,)) = ¢(f(8), t €R

k—o0

De fato, para 6 > 0 e t € R, existe k1 € N, k; = k1(t), tal que, para k > ki, temos

lg(t —sn,) — fBlx <90, t€R.

Assim,

16(g(t = sn,)) = o(f ()Y <&, k> ki,
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0 que nos permite concluir que

lim ¢(g(t — su,)) = G(F(1)), ¢ € R.

k—oo
Portanto, ¢ o f é uma funcao quase automérfica. O

O préximo resultado apresenta condigoes para que o limite de func¢oes quase automoérficas ainda

seja uma funcao quase automorfica.

Teorema 3.17. Se (f,)nen for uma sequéncia de fungoes quase automdrficas e f,, — f uniformemente

em R quando n — oo, entdo f serd quase automorfica.

Demonstragao. Seja (s,)neny uma sequéncia real arbitraria. Vamos utilizar o método da diagonal de

Cantor para extrair uma subsequéncia (s,)nen tal que

klim filt+ sn,) =gi(t), te R, i €N, (3.1)
—00
e
klim gi(t —sp,) = fi(t), te R, i € N. (3.2)
— 00

Nesse sentido, como, por hipdtese, f1 é uma funcao quase automérfica, existe uma subsequéncia

(5%1))7161\1 de (Sn)nEN tal que

1i_>m filt+ SS)) =gi(t) e lim ¢(t — 57(11)) = fi(t), t € R.

n—o0

. i 1 . ~ .
Agora, considerando a sequéncia (s,(l ))nEN e o fato de fy também ser uma funcao quase automorfica,

(2)

podemos extrair uma subsequéncia (sy; ’ )pen de (SS))%N tal que

lim fo(t + sP) =ga(t) e lim got — ) = fa(t), t €R.

n—o0

. . . i—1 . ~ .
Prosseguindo desse modo, dada a sequéncia (sg ))neN, como f; é uma funcao quase automorfica,

existe uma subsequéncia (Sg))neN - (sgfl))neN tal que

lim f;(t + sﬁf)) =gi(t) e lim g;(t — s,(f)) = fi(t), t e R.

n—oo n—o0

Assim, considerando a sequéncia diagonal (5,2”))RGN, temos (S%n))neN C (sg))neN C (Sn)neN
satisfazendo os limites

lim fi(t+s3) = gi(t), teR, i €N
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lim g;(t —s™) = fi(t), t e R, i € N.

n—oo

Por simplicidade, denotemos a sequéncia (sp ' )nen POr (sp, )ken. Assim valem (3.1) e (3.2]).
A seguir, provaremos que a sequéncia de fun¢oes limitadas (g, )nen € uma sequéncia de Cauchy
com relacao a norma da convergéncia uniforme em R.

De fato, dado t € R, temos

lgi(t) = g5 D) < 9:() = fit + s )| + [1fi(t + sny) + Fi(t + sn )|+ 15 + s0,) = g5 (O], 4,5,k € N

Além disso, dado € > 0, pela convergéncia uniforme de ( f,,)nen, podemos encontrar N = N(g) € N

tal que, para todo i,5 > N,
€
||fi(t+ Snk) - fj(t+ Snk)H < ga teR, keN.
Assim, quando 7,7 > N,

l9:(t) = g5 (O < % +llgi(t) = filt + s )| + 1115+ sn) = g5 @), t € R,k € N

Logo, tomando o limite quando n — oo em ambos os lados da desigualdade acima obtemos

Hgl(t) - gj(t)H < &€, ’57.7 > Na

onde t pode ser qualquer nimero real e N independe de t. Dessa forma, temos a convergéncia uniforme
da sequéncia (g, )nen na reta real.

Seja g : R — X o limite uniforme da sequéncia (g, )nen. Provaremos que

k:lim f(t+5nk) =g(t) e lim g(t — Snk) = f(t), teR,

k—o00

garantindo assim que f é uma funcao quase automorfica.

Para isso, dados t € R e s,, na sequéncia (s, )ken, temos

1F (4 sn,) = gD < NFE A+ snp) = Filt + sn )| + 1 filt + 50,) = 6@ + [lgi(t) = g(@®)]l, 7 € N.

Mais ainda, para ¢ > 0 arbitrario, da convergéncia uniforme das sequéncias (f,)nen € (9n)nen,
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podemos encontrar M = M (e) € N tal que

S 9
£+ sn) = far(t +sn ) < 5 e llgn () —g(®)ll < 3, t €R k€N

Assim, segue que
2e
£t + sn) = 9@l < 5 + [ (t + sn,) —gu (@), t€R, k€N

Agora, por (3.1]), para todo ¢ real, podemos encontrar um ntmero natural K = K (t, M) tal que,

para todo k > K, temos
€

1£3(E + s0,) = gnr (DI < 3

Logo, se k > K, entao

1t + sn) —9(®)]| <,

ou seja, lim f(t+ sp,) = g(t) para todo t € R.
k—o0

Analogamente, para cada ¢ € N, temos

lg(t = sn) = FOI < N9t = sn) = gi(t = sn )| + [lgi(t = sny)) = L@ + 1 i) = F@)]

e, como visto anteriormente, dado € > 0, podemos encontrar M = M (e) € N tal que

lo(t = sn) = gar(t = su )| < 5 e () = O < 5, t€ R, kEN.

Desse modo, segue que

lg(t = sny) = FOI < % + lgar(t = sny) = fu @), t€R, k€N

Em seguida, dado t € R, de (3.2), podemos encontrar um nimero natural K=K (t, M) tal que

lgar(t — sn) — fr @] < =, k> K.

Wl M

Finalmente, se k > K, entao

lg(t = sny) = FD) <,

isto é, lim g¢(t — sn, ) = f(t), para todo ¢ real.
k—o0

Portanto, f também é uma funcao quase automorfica.
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Teorema 3.18. Se X € um espago de Banach e AA(X) € munido da norma do supremo

[fllsc = sup [ F(E)],
teR

entio (AA(X),| - ||co) € um espago de Banach.

Demonstragao. Seja (f,)neny uma sequéncia de Cauchy em AA(X). Assim, dado € > 0, existe ng € N
tal que, se n, m > ng, entao
€

o= Fnlloe < 5

Em particular, para t € R, temos

1Fa8) = Fn(®)] < 50D [ Falt) = (Ol = i = Fanllso < 5 mm > mo,
teR

ou seja, (fn(t))nen é uma sequéncia de Cauchy em X para cada nimero real t.

Desse modo, visto que, por hipétese, X é um espaco de Banach, o limite Jggo fn(t) existe para
cada t € R e entao, podemos definir a funcao f : R — X por f(t) = nh_)ngo fn(t).

A seguir mostraremos que f, — f, quando n — 00, na norma || - ||« € que f € AA(X). Para isso,

observando o que foi feito anteriormente, sabemos que existe ng € N tal que, se n, m > ng, entao

1 fa(t) = fm(®)]] < g teR.

Assim, fixando n > ng e fazendo m — oo na desigualdade acima, obtemos
€
1) = f@O)I <5, tER

Logo, para n > ny,

= Flloo = sup llful)) = F(B)] < 5 <.
teR

garantindo que f, — f na norma || - | cc.

Além disso, pela defini¢ao de || - ||oo, segue que f,, — f uniformemente em R e entdo, como f, é
quase automoérfica para todo n € N, o Teorema |3.17] nos permite concluir que f é uma funcao quase
automorfica.

Portanto, (AA(X), | - |lcc) ¢ um espago de Banach. O

Na sequéncia, estenderemos o conceito de funcao quase automérfica para funcoes de duas
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variaveis.

Definicao 3.19. Uma funcgdo continua f : R x X — X € quase automorfica em t € R para cada

x € X se, para toda sequéncia de nimeros reais (Sp)nen, existe uma subsequéncia (sp, )ren tal que

lim f(t+sn,,7) = g(t,) € lm gt = sn,,2) = f(t,2),
—00

k—00

para todot € R e cada ¢ € X.

Teorema 3.20. Se f: R x X — X € uma fun¢do quase automorfica em t € R para cada x € X e se
f € lipschitziana em x uniformemente em t, entao a funcao g, limite de f, satisfaz a mesma condi¢ao

de Lipschitz que a funcgdo f.

Demonstragao. Seja L > 0 a constante de Lipschitz da fungao f, isto é, para cada x,y € X,

1t x) = f(t )l < Lllz -yl

uniformemente para ¢t € R.
Além disso, como f é quase automorfica em ¢t € R para cada x € X, dados t € R, ¢ > 0 e uma
sequéncia de nimeros reais qualquer (s,)nen, podemos extrair uma subsequéncia (sy, )nen de (Sp)nen

tal que

9 9
lgtt.2) = F(t+ s )| < 5 e llglt,) = F(t+ 509l < 5,

para k suficientemente grande.

Dessa forma, como

g(t,x) —g(t,y) = g(t,x) - f(t+8nk7x) +f(t+5nk7x) - f(t+5nk73/) +f(t+5nk7y) _g(tay)v

para k suficientemente grande, obtemos

lg(t,z) =gt )l < lg(t,z) — f(t+ snp, D) + | f(E+ Sny, @) — F(E+ Sny, vl
< %+um—w+g

= e+ Lllz—yl.
Logo, visto que € pode ser tomado arbitrariamente pequeno, concluimos que

lg(t, ) —g(t,y)|l < Lllz —yl, z,y € X,
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ou seja, g é lipschitziana em x, uniformemente em ¢, com constante de Lipschitz L > 0. ]

Teorema 3.21. Seja f : R x X — X uma funcdo quase automorfica em t para cada x € X e suponha
que f € lipschitziana em x uniformemente em t € R. Se ¢ : R = X € quase automorfica, entdo a

fungao F : R — X, definida por F(t) = f(t,¢(t)), € quase automdrfica.

Demonstragdao. Seja (Sp)nen uma sequéncia de numeros reais. Entao, visto que f e ¢ sdo quase

automorficas, podemos extrair uma subsequéncia (sy, )nen de (Sp)nen tal que:
(i) lim f(t+ sp,,z)=g(t,x), paracadat € Rex € X;
k—o0
(i1) lim @(t + sp, ) = ¢(t), para cada t € R;
k—oo
(i1i) lim g(t — sp,,z) = f(t,x), paracadat € Re z € X;
k—oo
(iv) lim ¢(t — sp,) = ¢(t), para cada t € R.
k—oo

Consideremos agora a funcao G : R — X definida por G(t) = g(¢, ¢(t)), t € R. Mostraremos que
lim F(t+ sp,) = G(t) e lim G(t — sy, ) = F(t) para todo t € R.
k—o0 k—o0

Para isso, observamos inicialmente que, para todot € Re k € N

F(t+ Snk) - G(t) = f(t+ Snkv(P(t + Snk)) — ft+ Snkv¢<t)) + ft+ Snkv¢(t)) —g(t, (Z)(t))

Mais ainda, como f é lipschitziana, suponhamos que com constante de Lipschitz L > 0, temos

[t A+ sny,) = G(2)

| < Llle(t+ sn,) = o + 1/ + sny, 0(2) — gt 0()], £ €R, k€N

Assim, visto que valem os limites (i) e (i), fixando t € R e fazendo k tender ao infinito na

desigualdade acima, concluimos que
lim [|F(t+ sp,) — G(t)]| =0,
k—oo

isto é,

lim F(t+ sp,) =G(t), t e R.
k—oo

Similarmente, para todo t € R e k € N, temos

G(t - Snk) - F(t) = g(t — Sny» ¢(t - Snk)) - g(t — Snyg» ‘P(t)) + g(t — Sny» 90(75)) - f(tv So(t))'
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Além disso, como ¢ é limite de f e f é lipschitziana, segue do Teorema que g também é

lipschitziana, com a mesma constante de Lipschitz que f e entao,

|Gt = sn,) = F@)Il < Lot = sn,.) = (O + 19t = sn,0(8)) = f (2 0()) -

Logo, fixando t € R e fazendo k tender ao infinito na desigualdade acima, pelos limites (iii) e (iv),
obremos que

lim [|G(t = sn,) = F(t)]| =0,

k—o0

ou seja,
lim G(t —sp,) = F(t), t € R.
k—o0
Portanto, F' é quase automorfica. O

3.2 Solugoes fracas quase automorficas para equacoes diferenciais de segunda
ordem nao homogeéneas

Ao longo desta secao vamos considerar um espaco de Banach X e a seguinte equagao diferencial
2'(t) = Ax(t) + f(t), tEeR, (3.3)

onde z(t) € X paratodot € R, A: D(A) C X — X é o gerador infinitesimal de uma familia cosseno

fortemente continua de operadores lineares limitados em X e f : R — X é uma funcao apropriada.
Nosso objetivo é garantir a existéncia e a unicidade de solugoes fracas quase automorficas para

esta equac@o. Para isso, iremos assumir que a familia cosseno (C(t))er, gerada por A, e a familia seno

(S(t))ter, associada a ela, sejam exponencialmente estéveis, conforme a hipétese (H) dada a seguir.

(H) As familias (C(t))icr € (S(t))ter sao exponencialmente estéveis, isto é, existem K > 1e w > 0

tais que |[|C(t)|| < Ke "t e ||S(t)

| < Ke=*! para todo t > 0.

Esta hipotese é assumida em alguns trabalhos sobre estabilidade exponencial ou assintética,
citamos em particular [29, [31], e como exemplo de operador que satisfaz tal condicdo podemos
considerar o operador derivada segunda, definido na intersecdo dos classicos espacos de Sobolev

H}(0,7) e H?(0,7), o que é um exemplo usual na teoria de equagdes diferenciais.

Antes de enunciarmos o principal resultado desta secao, vejamos qual é o conceito de solugao

fraca para a equacao ({3.3)).
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Definicao 3.22. Uma funcao diferencidvel x : R — X € uma solucdo fraca da equacdo diferencial

se a equagdo integral
#(t) = Ot — a)a(a) + S(t — a)a'(a) + / S(t—s)f(s)ds

€ satisfeita para todo a € R et > a.

Agora, estamos prontos para apresentar um resultado de existéncia de solucdo fraca quase

automorfica para a equagao de segunda ordem nao homogénea.

Teorema 3.23. Se f € AA(X), entio a equagdo possui uma unica solucdo fraca quase

automorfica cuja derivada existe e também € uma funcdo quase automdrfica.

Demonstragao. Consideremos a funcao = : R — X dada por

o(t) = /_ S(t— s)f(s)ds, t€R.

Mostraremos a seguir que x é a Unica solugao fraca quase automorfica de (3.3) tal que 2’ existe e
também é uma funcao quase automorfica. Porém, primeiramente, provaremos que x estd bem definida.
Para isso, notemos que, como f é uma fungao quase automorfica, o item (vi) do Teorema nos

garante que f é limitada, ou seja, || f]loo < 00. Assim,

l=@)]

VAN

t t
l/ W%t—sMwaﬂWsSt/ Kem9)|| f|lods

t
—Kﬂwm/

oo

ews

eSds = Ke ™| fllo lim (
r——00 w

)

implicando que a integral que define z(t) existe para todo ¢ € R. Logo, a fungao z estd bem definida.

Ke—wt

. K
= =l Tim (e = ) = | e,

Para provarmos que z é uma fungao quase automérfica, seja (s )nen uma sequéncia qualquer de

nimeros reais. Como f é quase automérfica, existe uma subsequéncia (sy, )xen de (sp)nen tal que

lim f(t+sp,)=g(t) e lm g(t—s,,)=f(t), teR

k—o0 k—o0

Por outro lado, para todot € R e k € N, temos

z(t + sp,) = /Hsnk S(t+ sp, —s)f(s)ds = /t S(t—o)f(o+ sp,)do,

—00
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com
1S(t = 0) f (o + su )l < 1St = o) f(0 + s, )| < Ke™ | flloo, t € R0 <t kEN,

e a fungio o — Ke (=9 || f|lo integravel em (—oo, 1], visto que w > 0.
Mais ainda, fixado t € R e o < t, segue que o operador S(t — o) é um operador linear limitado e
assim,

lim S(t —o)f(o+ sn,) =St —0)g(o).

k—o00

Dessa forma, usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema , obtemos
que

t t
lim z(t + sp,) = lim St —o)f(o+ sp,)do = / S(t—o)g(o)do, t €R.

k—o0 k—oo J_oo

t
Agora, consideremos a funcao y : R — X definida por y(t) = / S(t — s)g(s)ds. Observemos que
—00

y também estd bem definida ja que

t
K

e*ds = —||gl[co,
w

L]l < / 15(t - $)lll9()llds < Ke~[lg]l /

—0o0 —00

com ||g|loo = || f]|oo € f limitada (ver Proposigao |3.14)).
Além disso, como acabamos de mostrar, klim x(t + sn,) = y(t) para todo t € R e entao, para que
—00

a funcao x seja quase automorfica, precisamos garantir que

lim y(t — sp,) = x(t), t € R.

k—o0

Isso segue de modo similar ao que fizemos previamente para x pois, para todot € R e k € N,

y(t —sp,) = / o S(t — sp, —s)g(s)ds = / S(t—o)g(o — sp,)do,

1S(t = o)g(o = sn,)|| < K™ |lglloc,

a funco o — Ke (=) glo é integrével em (—oo,t] e klim S(t—o)g(oc —sp,) =8(t—0)f(o) para
—00
todot € R e o <t fixos. Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema [A.3)),

segue que

kli_}m y(t — sp,) = lim t S(t—o)g(o — sp,)do = /t S(t—o)f(o)do =z(t), t € R.

n—0o0 —0 —00
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Portanto, x é uma funcao quase automorfica.
A seguir, mostraremos que x ¢ uma solucao fraca da (3.3)), isto é, para todo a € R, x devera

satisfazer a equacao integral
z(t) = C(t —a)x(a) + S(t —a)x /S’t—s s)ds, t > a. (3.4)
Para provarmos este fato, notemos inicialmente que

/ S(a—s)f(s)ds, a € R,

e, pelas propriedades do Capitulo 1,

() = / S(t—s)f(s)ds = dt[/ S(t—s) (s)ds—l—/OtS(t—s)f(s)ds]
:/ C(t—s)f(s)ds + — /St—s

—/ Clt—s)f ds+a [S(C(s) — S(5)C0) 1 (5)ds

:/ Ot —s)f ds+< /c >$<C(t)/0t5(s)f(s)ds>

_ / C(t — 8) f(s)ds + C(t /c (s)ds + S(E)C(t) £(t)

:/ C(t—s)f ds+/C’ ds—/AS s)ds

- /_ t: C(t —s)f(s)ds,

ou seja, x'(t) existe para todo t € R e

_ /_Oo Cla— $)f(s)ds.

Assim, usando novamente as propriedades das familias seno e cosseno, obtemos que

C(t—a)r(a) +S(t—a)a'(a) = t—a/ S(a—s)f d8+St—a/ C(a—s)f(s)ds
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_ / " Ot = a)S(a—s) + S(t — a)Cla — $)](s)ds
_ / S(t—a+a—s)f(s)ds
_ /_ S(t — 5)f(s)ds.

Por outro lado, para t > a, temos

/at S(t—s)f(s)ds = /t S(t —s)f(s)ds — /a S(t — s)f(s)ds

—0o0

= asgt) — Ot —a)x(a) — S(t — a)x'(a).

Logo, concluimos que x satisfaz a equacao (3.4]) para todo t > a, e portanto, x é uma solucao fraca
quase automérfica de ([3.3)).
Agora, aproveitaremos as contas acima para investigarmos as propriedades da derivada de zx.

t
Lembremos que 2'(t) = / C(t — s)f(s)ds e assim, procedendo como anteriormente, temos
—0o0

t t K
2O < [ 1CE= sl < [ Ke I flads = o

o que garante que z’ estd bem definida para ¢ € R, e mais, dada uma sequéncia (s, )nen de ntimeros
reais, pelo fato de f ser uma funcao quase automorfica, existe uma subsequéncia (sy, )ren de (Sp)nen

tal que

lim f(t+sp,)=9g(t) e lm g(t—s,,)=f(t), teR.

k—o0 k—o0

Além disso, para todot € R e k € N, temos

t+snk t
He+s) = [ O s -9 )s = [ = o)fo+ ),

—0o0

com ||C(t — o) f(o + s,)|| < Ke 9| ||, para todo t € Rio < t ek € N, e a fungio o

Ke (=9 f||lo integravel em (—oo,1].
Dessa forma, pelo fato de C'(t — o) ser um operador linear limitado para todo t € R e o <t fixos,
segue que klim C(t—0)f(0+ sn,) =C(t—0)g(o) e entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada
— 00

de Lebesgue (Teorema [A.3]), obtemos que

t t
lim 2/(t + s,) = lim C(t—a)f(a—i—snk)dcf:/ C(t—o)g(o), teR.

k—o00 n—oo J_ —00
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Por outro lado, definindo a funcao ¢(t) / C(t — 0)g(o), vamos mostrar, de modo similar, que

lim ¢(t — sp,) = 2'(1).

k—o0

Observemos inicialmente que

t
K
()] < / 1C(E = s)lllg(s)llds < — | flloo,
ou seja, ¢ estd bem definida. Mais ainda, para todo t € R e k € N, temos

Ot — sn,,) = / o C(t — sn, — 5)g(s)ds = / C(t—o)g(o — sp)do,

—0o0

com ||C(t — o)g(o — sn)|| < Ke =) g|lso para todo t € R, 0 < t ek € N, e a funcio o
Ke (=9 g||o integravel em (—oo,1].

Logo, visto que C(t — o) é um operador linear limitado para todo ¢t € R e o < t fixos, temos
klin;o C(t—o)g(o—sn,) = C(t—0)f(0) e consequentemente, do Teorema da Convergéncia Dominada

de Lebesgue (Teorema [A.3)), concluimos que

t
khjﬁﬂ(t_snk = hm/ C(t—o)g —snk)daz/ C(t—o)f(o)do =2'(t), t € R.

—0o0

Portanto, 2’ também é uma funcao quase automérfica.

Observemos ainda que

2 = /_ C(t—s)f(s)ds:/_a C(t—s)f(s)ds—i—/ C(t — s)f(s)ds

= /a [AS(t—a)S(a—5)—|—C(t—a)C(a—s)]f(s)ds—|—/ C(t—s)f(s)ds
= t—a/ S(a—s)f )ds+Ct—a/ C(a — s) (s)ds—i—/tC(t—s)f(s)ds

—  AS(t - a)a(a) + C(t — a)z /C’t—s 5)ds.
Finalmente, para mostrarmos a unicidade de solugao, sejam x e y duas solugoes fracas quase
automérficas de (3.3) tais que 2’ e 3/ também sdao fungdes quase automérficas. Entao, tomando

z = x —y, pelas propriedades da se¢ao 3.1, temos z, 2’ € AA(X) e assim, z e 2’ sdo fungdes limitadas.

Mais ainda, z satisfaz a equacao

2(t) =C(t —a)z(a) + S(t —a)z'(a), a €R, t > a,
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pois

Logo, para todoa € Ret > a,

Izl < ICE=a)lllz(@)] + IS¢ = a) [l (a)]
< Ke " |z]loo + 1/ lloc]
< I?efw(tfa)

)

onde K = K(||z]lco + ||| 00)-
Em particular, consideremos uma sequéncia de ntimeros reais (a,)nen tal que a, — —oco quando
n — oo. Entao, para qualquer ¢ € R fixo, podemos obter uma subsequéncia (an, )ken de (apn)nen tal

que an, <t para todo k € N, e assim, como w > 0, temos
lim ||z(t)] < lim Ke ®(¢=an) =,
k—o00 k—o0

Portanto, z(t) = 0 para todo t € R, ou seja, x = y, o que garante a unicidade da solugao e completa

a demonstragao do teorema. O

3.3 Solucoes fracas quase automorficas para equacoes diferenciais de segunda

ordem semilineares

Nesta secao vamos estudar a existéncia de solucao fraca quase automorfica para a equagao

diferencial de segunda ordem semilinear dada por
2"(t) = Az(t) + f(t,z(t)), tER, (3.5)

onde x(t) € X para todo t € R, X é um espago de Banach, A : D(A) € X — X é o gerador
infinitesimal de uma familia cosseno fortemente continua de operadores lineares limitados em X e

f:Rx X — X é uma funcao apropriada.
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Assim como na se¢ao anterior, iremos assumir que a familia cosseno (C(t))tcr, gerada por A, e
a familia seno (S(t)):cr, associada a ela, sejam exponencialmente estaveis, conforme a hipétese (H)
descrita previamente. Ja o conceito de solucao fraca que iremos considerar esta descrito na definigao

as seguir.

Definicao 3.24. Uma funcao diferencidvel x : R — X € uma solucdo fraca da equacdo diferencial

se a equagao integral
(t) = C(t — a)x(a) + S(t — a)2'(a) + / S(t—5)f(s,x(s))ds

€ satisfeita para todo a € R et > a.

Lembremos ainda que AA(X) e C(R; X)) representam os espacos das funcoes de R em X que sdo
quase automoérficas e continuas, respectivamente. Além disso, para nao sobrecarregar a demonstragao

do principal resultado desta secao, apresentaremos dois lemas.

Lema 3.25. Seja f : R x X — X wuma funcao quase automorfica em t € R para cada x € X e assuma
que f satisfaz uma condi¢ao de Lipschitz em x uniformemente em t. Se U : AA(X) = C(R; X) € o

operador nao linear dado por

U)(t) = / S(t — 5)f(s,0(s))ds, t € R,

entio Uy € AA(X).

Demonstra¢do. Primeiramente, fixada ¢ € AA(X), notemos que a fungdo F' : R — X, definida por
F(t) = f(t,¢(t)), satisfaz as condigdes do Teorema e portanto, é uma funcao quase automorfica.
Logo, F' é limitada e, dada uma sequéncia qualquer de nimeros reais (s, )nen, €xiste uma subsequéncia
(8nx)ken de (sn)nen tal que

klim F(t+sp,)=G({t) e lim G(t—sy,) = F(t), t e R.
—00

k—o00

Mais ainda, pelo que foi feito na demonstragao do Teorema sabemos que G(t) = g(t, p(t)) para
todo ¢t € R, onde as fungdes g e ¢ sao tais que lim f(t+ sy, ,2) = g(t,x), lim g(t — sp,,2) = f(t,z),
k—o0 k—o0
lim ¢(t + sp,) = @(t) e lim @(t — sy, ) = ¢(t), para todo t € R e cada = € X.
k—o0 k—oo

Por outro lado, temos

(wo O] = H [ st=o)sts.otnas| < [ s - s)iss, o) las
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t
K
< / Ke )| f(s,6(s))|ds < — || Flloo, t € R,
oo w
garantindo que a integral que define U existe para todo ¢t € R. Além disso, para todot € Re k € N,

t—i—snk t+snk
(Up)(t + sp,) = / S(t+ sn, — ) f(s,0(s))ds = / S(t+ sn, —s)F(s)ds

—00 —00

— /t S(t—o)F (o + sp,)do,

com ||S(t — 0)F (0 + sn,)|| < Ke ®(=9)||F| para todot € R, 0 < tek € N, e a fungio o
Ke (=9 F||s integravel em (—oo,t], visto que w > 0.
Observemos também que, pelo fato de S(t — o) ser um operador linear limitado para todo t € R e

o <t fixos, temos

lim S(t —o)F (o + sp,) = S(t —0)G(0).

k—o0

Dessa forma, utilizando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema [A.3)),

obtemos que

(Uo)(t + sn,) = lim t S(t—o)F (o + sp, )do

lim
k—o0 k—oo J_

= /t S(t—o)G(o)do, t € R.

Agora, usando que G(t) = g(t,p(t)) para todo t € R e considerando o operador nao linear V :
AA(X) — C(R; X) dado por

t
awxwz/“su—@Maw@MateR
mostraremos que

lim (Ug)(t + sn,) = (V)(t) e

lim
k—00 k—00

(Vo)(t = sn,) = (U)(1), t €R, (3.6)
o que implica que U¢p € AA(X).

Antes porém, observamos que a integral que define Vi) é absolutamente convergente para cada

t € R, pois
t

mwmws/ 15— 9)llg(s, ¥(5)) s < =[Gl

—00

com ||G|loc = ||F||oc € F' limitada.
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Além disso, ja temos o primeiro limite em (3.6|), pois

hm(Ud) (t+ sn,) / S(t—o0)G da—/ S(t—o0)g(o,o(0))do = (Vy)(t), t € R.

Para provarmos o outro limite, notemos que

t—5sn,, t—sn;
<WW—%>=/' w—m—m@ﬂm@a/ S(t — s, — 5)G(s)ds

o0

t
= / S(t—0)G(o — sp,)do, t eR, k€N,

com ||S(t — 0)G(0 — sp,)|| < Ke™79)|G|ls para todot € R, 0 < tek € N, e a funcio o +
Ke *(=9)||G| s integravel em (—oo, t].

Assim, visto que S(t — o) é um operador linear limitado para todo ¢t € R o < ¢ fixos, temos
klgrolo S(t—o0)G(oc—sp,) = S(t—o0)F(o) e entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

(Teorema |A.3)), concluimos que

t
klim Vo)t —sp,) = lim S(t —0)G(o — sy, )do
—00

k—o0

- / S(t - o) F(o)dor

= [ st-o)sto.0to)io
= (Ug)1), teR.
Portanto, segue que U¢ é uma fungao quase automérfica. O

Lema 3.26. Seja f: R x X — X wuma fun¢ao quase automorfica em t para cada x € X e assuma que
f satisfaz uma condigdo de Lipschitz em x uniformemente em t € R. Se W : AA(X) - C(R; X) € o

operador nao linear dado por

(W)t (/ C(t — 5)f(s,(s))ds, t € R,

entdo Wi € AA(X).

Demonstragdo. A demonstracao deste resultado é exatamente andloga & do Lema [3.25] uma vez que,
valendo a hip6tese (H), a familia cosseno (C(t)):cr também é exponencialmente estavel e C(t — o) é

um operador linear limitado para todo t € R e o < t fixos. O

Agora, podemos enunciar e demonstrar o principal resultado desta secdo, que apresenta
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condigoes para que a equagao (3.5)) possua uma tnica solugao fraca quase automorfica.

Teorema 3.27. Suponha que f : Rx X — X € lipschitziana em x uniformemente em t, com constante
w

de Lipschitz L > 0. Se L < T ¢ f € uma fungdo quase automdrfica em t para cada x € X, entdo

a equacao possui uma unica solugcdo fraca quase automdrfica, cuja derivada existe e também €

uma funcdo quase automdrfica.

Demonstragao. Consideremos o operador nao linear I' : AA(X) — AA(X) dado por

Co)) = [ S(t=s)f(s.0(s)ds, tER.

Primeiramente, observemos que I' estd bem definido pois, dada ¢ € AA(X), as hipiteses sobre f
e o Lema garantem que I'p € AA(X).
Além disso, para ¢1, ¢2 € AA(X), temos ¢1 e ¢ limitadas e

[(Tg1)(8) = (Ta) (D)

H/_; S(t = 5)[f(5,61(5)) = f (s, ba(s))lds

IN

/_ 1S(t — )| Ll| 61 (s) — dols)]|ds

IN

t
Loy = ol [ K ds

LK
= 7”@ — ¢2]|cs t ER.

Logo, segue que
LK
IT¢1 = Tdalloc = sup [[(Td1) () — (T2) (@) ]| < ——I|d2 — ¢2loo,
teR w

com — < 1, ou seja, I' é uma contragao.
w

Assim, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach (Teorema [A.5)), existe um tnico z € AA(X) tal

que I'z = x, isto é,

(1) :/_ S(t— 8)f(s, 2(s))ds, t € R.

A seguir, mostraremos que a fungdo quase automérfica x é uma solugao fraca da equagao (3.5)).

Para isso, observemos que

z(a) = /_a S(a—s)f(s,x(s))ds, a € R,



3.3 Solugoes fracas quase automorficas para equacoes diferenciais de segunda ordem semilineares 78

e, das propriedades do Capitulo 1,

() = % [/; S(t— s)f(s,a;(s))ds]
_ % [/_(; S(t— ) (s, 2(s))ds + /Ot S(t— ) (s, :E(s))ds]

- [ _ct=a6s <>>ds+j[s<t> / C5)f(s.2(s))ds = (1) [ 5(3)1(s.a())ds

0
_ / Cl(t — 5)f(s, 2(s))ds + C(¢ /c $))ds + S(H)C(1) f(t,x(t))
_AS(t /5 $))ds — COS(H) F(t, (1))
= / C(t—s)f(s,z( ds+/ C(t ds—/o AS(t)S(s)f(s,xz(s))ds

= / C(t—s)f(s,z(s)) ds—i—/C’t—sfs,a;s ))d
—00 0
t

= [l s(saleis

e entao, segue que 2’ (a) = /a Cla—s)f(s,z(s))ds.

o
Logo, para a € R e t > a, temos

C(t—a)x(a) +S(t—a)r'(a) = C(t—a) /_a S(a—s)f(s,x(s))ds

+ S(t—a) /a Cla—s)f(s,x(s))ds

= /_a [C(t—a)S(a—s)+ S({t—a)C(a—s)]f(s,x(s))ds

— /_a S(t—a+a—s)f(s,x(s))ds

= /_a S(t—s)f(s,x(s))ds

= [ Sst=9stsntsnas— [ S 9)fsas)d

_ ac(t)—/ S(t— 8)f(s,2(5))d

z(t) = C(t —a)x(a) + S(t —a)x /St—s s, x(

Portanto,

para todo a € R e t > a, garantindo que = é uma solucao fraca quase automorfica de (3.5]).

Além disso, visto que z'(t) = / C(t —s)f(s,z(s))ds, t € R, o Lema
—oo

também é uma funcao quase automoérfica.

3.26

nos assegura que '
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Por fim, para concluirmos a demonstragao deste resultado, provaremos a unicidade de solugao para
. Com esse intuito, sejam x e y duas solugoes fracas quase automorficas de tais que 2’ e y/
também sao fungoes quase automorficas.

Dessa forma, tomando z = = — y, segue das propriedades da se¢ao 3.1 que z,2’ € AA(X) e entdo,

z e 2’ sao funcgoes limitadas. Mais ainda, para todo a € R e t > a, temos

01 = |- et - sl + 50 - 0@ - @l + [ -)11(s.05) = o)

t
< Ke 9||2(a)]| + Ke |12/ (a)]| + / Ke ) L|a(s) — y(s)llds
t
< Ke—w“—“)[HzHooJrHZ’HOO]+/ KLe™ =9 2(s)||ds
t
= Rernoy [ KL aerte o) s
onde K = K{||zlloo + [|#/[lc], ou ainda,
. t
S < R [ KL a(s)]ds

Assim, usando a Desigualdade de Gronwall (Teorema [A.2) para a funcio t — (=9 z(t)],

obtemos que
ew(tfa)Hz(t)” < I/{*ef;KLds _ I?eKL(tfa)

e consequentemente, temos

< Ke~w(t—a) KL(t—a) _ o l-w+KL](t—a) >
lz(t)|| < Ke e Ke ,aeR, t>a.

Em particular, consideremos uma sequéncia de nimeros reais (an)nen tal que a, — —oo quando
n — oo. Entao, para qualquer ¢ € R fixo, podemos obter uma subsequéncia (an, )ken de (apn)nen tal

LK
que a,, <t para todo k € N. Desse modo, como KL —w < 0, pois por hipétese — < 1, segue que
w

lim 25 < lim Relw+AEt-am) — o,
k—o0 k—o0

Logo, z(t) = 0 para todo t € R, o que garante a unicidade de solucao para (3.5) e completa a

demonstracao do teorema. O



APENDICE

A

Resultados Auxiliares

A seguir, temos a apresentacido de resultados importantes, referéncias de consulta, citagoes e

enunciados utilizados no decorrer deste trabalho.

Teorema A.l. (Extensdo linear limitada).[2], Theorem 2.7-11 pdg. 100] Seja T : D(T) C X —
Y um operador linear limitado, onde X € um espaco normado e Y € um espaco de Banach. Entdo, T

tem uma extensio T : D(T) — Y, onde T é um operador linear limitado com norma ||T| = ||T|.

Teorema A.2. (Desigualdade de Gronwall).[153, Corolary 6.6 pdg. 36] Seja o uma constante

real. Se 5(t) > 0 e ¢(t) sdo fungoes reais continuas para a <t < b que satisfazem

o) <« +/ B(s)p(s)ds, a <t <b,

entao

o(t) < (efiﬁ(s)d5> a, a<t<b.

Teorema A.3. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue).[2, Theorem 5.6, pdg.
44] Seja (fn)nen uma sequéncia de fungoes integrdveis convergindo, em quase todo ponto, para uma

fungao real mensuravel f. Se existir uma funcdo integrdvel g tal que |f,| < g para todo n € N, entao

/ fdp = lim / Fady.

Teorema A.4. (Principio da Limitagao Uniforme). [2], Theorem 4.7-3, pdag. 249] Seja (Ty)nen

f € integrdvel e

uma sequéncia de operadores lineares limitados de um espaco de Banach X em um espaco normado

80
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Y tal que (||Thz||)nen € limitado para todo x € X, ou seja,

| Thx| < Cy, n €N,

onde Cy é um numero real. Entdo a sequéncia (||T5,||)nen € limitada, isto €, existe um C' tal que

1Tl < C, n€N.

Teorema A.5. (Teorema do Ponto Fixo de Banach). [2], Theorem 5.1-2, pdg. 300] Sejam X

um espaco métrico completo e T : X — X uma contracao em X. Entdo T tem um wnico ponto fixo.
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