e IET - UNESP

L e ® °,, INSTITUTO DE FiSICA TEORICA

TESE DE MESTRADO IFT-D.004 /24

Transporte em Nanodispositivos na Presenca

de Interacao Elétron-Elétron

Washington Francisco dos Santos Junior

Orientador

Dr. Alexandre Reily Rocha

Sao Paulo - SP
17 de abril de 2024



Santos Junior, Washington Francisco dos

S237 Transporte em nanodispositivos na presenga de interagao elétron-elétron /
Washington Francisco dos Santos Junior. — Sdo Paulo, 2024
240 p: il. color.

Dissertagdo (mestrado) — Universidade Estadual Paulista (Unesp),
Instituto de Fisica Tedrica (IFT), Sao Paulo
Orientador: Alexandre Reily Rocha

1. Matéria condensada. 2. Fisica. 3. Nanoestruturas. |. Titulo

Sistema de geracdo automatica de fichas catalograficas da Unesp. Biblioteca
do Instituto de Fisica Tedrica (IFT), Sdo Paulo. Dados fornecidos pelo
autor(a).




TRANSPORTE EM NANODISPOSITIVOS NA PRESENCA
DE INTERAGAO ELETRON-ELETRON

Dissertacdo de Mestrado apresentada ao
Instituto de Fisica Tedrica do Campus de
Sao Paulo, da Universidade Estadual
Paulista “Julio de Mesquita Filho”, como
parte dos requisitos para obtengao do titulo
Mestre em Fisica, Especialidade Fisica
Tedrica.

Comissao Examinadora:

Prof. Dr. ALEXANDRE REILY ROCHA (Orientador)
Instituto de Fisica Tedrica/UNESP

Prof. Dr. ANDERSON LUIZ DA ROCHA E BARBOSA
Universidade Federal Rural de Pernambuco/UFPRE

Prof. Dr. JOSE EDUARDO PADILHA E SOUSA
Universidade Federal do Parana/UFPR

Conceito: Aprovado

Sao Paulo, 17 de abril de 2024.



Dedico esta dissertacdo a

Minha méae, Edneide Vasconcelos,
Minha avoé, Adeilda Vasconcelos

e minhas sobrinhas, Maria e Layla.

Sem vocés, nada disso seria possivel.

1]



Agradecimentos

Chegar até aqui nao foi facil, e foi maravilhoso encontrar pessoas ao longo do caminho
que sempre estiveram dispostas a ajudar e se fazer presentes.

Agradeco a Abbd, Deus meu, por me conceder uma mente sempre aberta ao desconhe-
cido e com sede de enxergar além do que é encoberto.

Agradego a minha mae e a minha avo6 pelo apoio e suporte quase incondicionais para
perseguir os meus sonhos. Sem elas, eu jamais estaria aqui.

Agradeco a todos os meus amigos, em particular ao Eudes, um amigo que a vida e
a academia me trouxeram e que sempre esteve ao meu lado, desempenhando um papel
de extrema importancia na minha carreira. Ao Pablito, Vivian e Renan, que sempre me
incentivaram a me tornar uma pessoa melhor e que tentaram ao maximo me instruir com
a sua experiéncia para que eu aprendesse com ela. Ao Rodrigo, Jodo e Isa, pelas conversas
e cafés pelas ladeiras; foi um grande prazer compartilhar esses momentos com vocés.
Aos meus amigos nao tdo tipicos, que o IFT me permitiu conhecer. Ao Jorge e a Ju, pelos
passeios incriveis pelas ruas de Sdo Paulo. A Luanna e Raquel, por todas as conversas,
foi um prazer estar com vocés. Ao Ricardo e a Luisa, que sempre me incentivaram e
estiveram perto em todos os momentos, mesmo distantes, uma das felicidades da minha
vida é ter conhecido vocés. A Keline, Antonio, Fanie e Juninho, por estarem presente para
escutar minhas reclamacoes.

E eu jamais poderia esquecer do meu orientador, Alexandre Rocha, por aceitar me
orientar e estar comigo do comego ao fim do meu mestrado, por todo o seu suporte e
compreensdo nos meus dias ruins, pelos conselhos e longos debates que enriqueceram pro-
fundamente minha jornada, e pelas conversas que se estenderam além da vida profissional.
Foi um imenso prazer compartilhar esses momentos.

Ao Ailton, meu orientador na graduacao, e ao Pedro Hugo. Pessoas que me incentiva-
ram a entrar e seguir na carreira académica, mostrando-me o que é ser um fisico e a beleza
que existe por trds das equagdes.

A todos os meus amigos de Pernambuco e de Igarassu, é sempre um prazer estar com
voces, e espero estar junto pelas ruas da nossa terra em breve.

Agradeco as agéncias de fomento que deram suporte a producado da minha dissertacao.
Ao CNPgq, por conceder a bolsa de mestrado. A Capes, IFT e Fapesp, pelo suporte as
viagens e equipamentos. Ao INCT - Nanocarbono e INCT - Materials Informatics, pelo
suporte. Aos Parques computacionais, Cenapad-SP e Grid-Unesp, sem os quais ndo seria

possivel desenvolver a parte computacional da minha dissertacao.

10



"Aquele loco que ndo pode errar

Aquele que vocé odeia amar nesse instante
Pele parda e ougo funk

E de onde vem os diamante? Da lama

Valeu mae, negro drama"

Racionais MC'’s,



Resumo

Estruturas a base de carbono, como os nanotubos, e mais recentemente o gra-
feno, tém atraido grande atengdo da comunidade cientifica tanto do ponto de vista
da ciéncia basica como de possiveis aplicagdes em fotdnica e eletronica. No caso
particular do grafeno, uma estrutura bidimensional de carbono organizada em
uma rede hexagonal, temos um material extremamente resistente com proprieda-
des de transporte eletronico e térmico praticamente incomparaveis. Para resolver
o problema da auséncia de um gap, ou para obter fios condutores, nanofitas de
grafeno podem ser obtidas confinando o grafeno em uma dimensao. Essas es-
truturas unidimensionais retém muitas das propriedades do grafeno em um fio
em nanoescala. Além disso, nanofitas podem ser conectadas a outros materiais
(também a base de carbono) para criar novos dispositivos. Este é o caso dos pontos
quanticos abertos que podem funcionar como transistores de elétron tnico. A
presenca de defeitos nas nanofitas de grafeno desempenha um papel importante
nas propriedades de transporte e, dependendo da concentracdo, pode levar a
localizacdo de Anderson. A presenca de vacancias nas nanofitas de grafeno pode
gerar tanto efeitos de desordem quanto o surgimento de estados localizados.

Normalmente, ao estudar modelos desordenados, a interacdo elétron-elétron é
negligenciada. Aqui, buscamos entender como a interagao elétron-elétron altera
as propriedades eletronicas e de transporte de dispositivos quénticos, em particu-
lar pontos quénticos baseados em grafeno e nanofitas de grafeno desordenadas.
Para tanto, realizamos calculos utilizando o método da funcédo de Green de fora
de equilibrio, descrevendo os estados de intera¢do por meio de um modelo de
Anderson para impurezas magnéticas juntamente com a chamada aproximacao de
ndo cruzamento (NCA) e uma generalizagdo para a formula de Meir-Wingreen no
regime de acoplamento ndo proporcional. Assim, por meio da combinagdo desses
métodos, conseguimos obter fendmenos de transporte para sistemas interagentes.
Observamos o surgimento de uma transmissdo e corrente incoerentes devido ao
processo de quebra de fase do transporte quantico coerente via a presenca de
interagdo elétron-elétron em ambos os sistemas. Além de uma descrigdo mais
precisa, descrevemos fendmenos antes ndo descritos a partir de uma perspectiva

puramente microscopica.

Palavras Chaves: Interagao elétron-elétron; Nanodispositivos; Transporte Incoe-

rente; Grafeno; Transporte Eletronico.

Areas do conhecimento: Fisica; Matéria Condensada; Transporte Eletronico.
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Abstract

Carbon-based structures, such as nanotubes, and more recently graphene, have
attracted great attention from the scientific community both from a basic science
perspective and for potential applications in photonics and electronics. In the
particular case of graphene, a two-dimensional carbon structure organized in
a hexagonal lattice, we have an extremely resilient material with electron and
thermal transport properties that are practically unparalleled. To address the issue
of the absence of a bandgap, or to obtain conductive wires, graphene nanoribbons
can be obtained by confining graphene in one dimension. These one-dimensional
structures retain many of the properties of graphene in a nano-scale wire. Further-
more, nanoribbons can be connected to other materials (also carbon-based) to
create new devices. This is the case with open quantum dots that can function as
single-electron transistors. The presence of defects in graphene nanoribbons plays
an important role in the transport properties and, depending on the concentra-
tion, can lead to Anderson localization. The presence of vacancies in graphene
nanoribbons can generate both disorder effects and the emergence of localized
states.

Typically, when studying disordered models, electron-electron interaction is
neglected. Here, we seek to understand how electron-electron interaction alters
the electronic and transport properties of quantum devices, particularly graphene-
based quantum dots and disordered graphene nanoribbons. To do so, we perfor-
med calculations using the non-equilibrium Green’s function method, describing
the interaction states through an Anderson model for magnetic impurities together
with the so-called non-crossing approximation (NCA) and a generalization to the
Meir-Wingreen formula in the non-proportional coupling regime. Thus, through
the combination of these methods, we were able to obtain transport phenomena
for interacting systems. We observed the emergence of incoherent transmission
and current due to the process of quantum-coherent transport phase-break via the
presence of electron-electron interaction in both systems. In addition to a more
accurate description, we described phenomena not previously described from a

purely microscopic perspective.

Keywords: Electronic transport; Graphene quantum dots; Electron-electron inte-

raction; Non-equilibrium Green’s functions

Knowledge areas:: Physical; Condensed Matter; Electronic Transport.
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ocorre de maneira comensurada através de trés células unitérias na
NRdecadalado. . ... ... ... .. ... ... . ... . ... ...
Densidade de Estados para a NR desacoplada: Densidade de Es-
tados para a NR desacoplada (curva tracejada preta) e o médulo
quadrado das fun¢des de onda para os dois primeiros estados mo-
leculares simétricos em relacao ao nivel de Fermi. E; = —0.45 €V,
Er =045eV. . . .. ..
Densidade de Estados para a NR: Densidade de estados para a NR
desacoplada (curva tracejada preta), densidade de estados para a
NR acoplada (curva sélida vermelha) e o médulo quadrado das
fungdes de onda para os dois estados moleculares degenerados no
nivel de Fermi. Egyy = Epp = 0eV. . . . . . . .. .. ... ... ....
Funcdo de Hibridizacdo: a) A parte real e b) o negativo da parte
imagindria da funcdo de hibridizacdo para as impurezas de borda
na auséncia de interagdo. A curva tracejada preta refere-se a Y- e a
curva tracejada vermelha refere-sea ¢%3. . . .. .. ... ... ...
Densidade de estados para impurezas de borda: Densidade de
estados para os estados de borda no nivel de Fermi. Para o caso nao

interagente (curva tracejada) e para o caso interagente (curva sélida)

com U. = 2. A curva preta refere-se a 3; e a curva vermelha a 993

Densidade de estados para impurezas de Anderson: Densidade
de estados para os dois primeiros estados préoximos ao nivel de
Fermi. Na auséncia de interac¢do a), temos o estado duplamente
ocupado (curva tracejada preta) e o estado com ocupagdo zero
(curva tracejada vermelha). Na presenca de interagdo (U = 0.45)
b), representado na figura por curvas sélidas, observamos o estado
com ocupagdo zero em E = (0.45 (curva s6lida vermelha), o estado
com unica ocupagdo em E = —0.45 (curva sélida preta) e o estado

duplamente ocupado em E = 0 (curva sdlida preta). . . . . .. ...
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Transmissdo em func¢ao da energia: A transmissdo para o nanotubo
(curva tracejada laranja) e para a nanofita (curva tracejada roxa)
estdo presentes como guias para comparac¢do. Na configura¢do nao
interagente SWNT-NR-SWNT (curva sélida preta). A transmissdo
interagente (curva sélida verde), coerente (curva sélida vermelha) e
incoerente (curva sdlida azul) sdo apresentadas para a configuragao
SWNT-NR-SWNT interagente com potencial Coulombiano U =
0.45eV. . . e
a) Densidade de estados, b) Transmissao efetiva, ¢) Transmis-
sdo coerente e transmissdo incoerente para multiplos gates, e d)
Corrente elétrica: a) Temos a densidade de estados para os dois
primeiros estados préximos ao nivel de Fermi para valores de gate
crescentes (diferentes colunas). Para o caso sem interagado, a curva
tracejada preta refere-se a ¢;; com dupla ocupagéo e a curva tra-
cejada vermelha refere-se a 3; com ocupacdo zero. Na presenca
de interagdo com U = 0.45eV, a curva sélida preta refere-se a 1! Al
para V¢ < 0 com dupla ocupagéo e para Vy > 0 com quebra de de-
generescéncia e assumindo ocupagdo tinica e ocupagao dupla para
diferentes valores de energia. A curva sélida vermelha refere-se a
l/)il com ocupacdo zero. b) e c) Temos a transmissdo em fungdo da
energia para diferentes valores de gate (diferentes colunas), com a
transmissdao para o nanotubo (curva tracejada laranja) e nanofita
(curva tracejada roxa) presentes como guias para comparagao. Na
configuracdo nao interagente SWNT-NR-SWNT (curva sélida preta)
e a transmissdo efetiva (curva sélida verde) para interagente SWN'T-
NR-SWNT com potencial Coulombiano U = 0.45 eV. c) Transmissdo
coerente (curva sélida vermelha) e a transmissdo incoerente (curva
s6lida azul) para interagente SWNT-NR-SWNT com potencial Cou-
lombiano U = 0.45 eV. d) Comparagdo entre os termos de corrente
efetiva (curva verde), o termo de corrente coerente (curva vermelha)
e o termo de corrente incoerente (linha azul), para U = 0.45 eV em
funcdo de Vj;,s para diferentes valoresde gate. . . . . . ... . ...
Corrente local: Corrente local por sitio 7, i; (E) = Y ;(i;; (E) i; +
ij; (E)#;;) para E = 0 eV, Vo = 0 eV e Vs = 0.02 eV. a) Na

auséncia de interacdo, e b) na presenca de interacdo com U = 0.45 eV.109
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3.10 Diagrama de instabilidade para corrente e diferenca entre os ter-

4.1

4.2

4.3

4.4

mos de corrente, |I.on| — |lincon|: @) O diagrama de instabilidade
para corrente, com U = 0eV, mostra o valor absoluto da corrente em
funcdo do gate (eixo x) e da polarizagdo (eixo y). b) O diagrama de
instabilidade para corrente efetiva, com U = 0,45eV, mostra o valor
absoluto da corrente em fung¢do do gate (eixo x) e da polarizacdo
(eixo y). c) O diagrama de diferenca entre os termos absolutos das
correntes, com U = 0,45eV, é mostrado em funcao do gate (eixo x) e
do viés (eixo y). Na regido vermelha, |I.op| € 0 termo dominante, na

regido azul, |[jncon| € 0 termo dominante e na regido branca, temos

Heon] = [inconl « « v e oo e e e

Visao esquemitica do dispositivo usado em nossos cdlculos: Na
regido central, uma nanofita de grafeno (NR) armchair com vacan-
cias, e nas regides em vermelho, os eletrodos esquerdo e direito. As
regides sdo fortemente acopladasentresi. . . . . ... ... ... ..
Transmissao e fun¢des de onda para NR: A transmissdo para a NR
perfeita (curva tracejada roxa), a transmissao na presenga de uma
Unica vacancia (curva preta) e o médulo quadrado das fungdes de
onda para os dois estados moleculares préximos ao nivel de Fermi.
E; = E; = 0 eV. Por fim, o quadro em preto estd aqui para ilustrar
em qual orbital adicionamos a vacancia. . . . ... ... ... .. ..
Divisdes das sub-regidoes da NR: Visdo das subdivisdes feita sobre
a NR conforme a estrutura da molécula estendida (Ver Sec. 2.7). Na
regido central da NR, temos a regido de interacdo Hj, que contém
a vacancia, A, (H p) aregido a esquerda (direita) da regido de inte-
racdo, que nao ird conter interacdo, e nas regides em vermelho, os
eletrodos esquerdo e direito. As regides sdo fortemente acopladas
entresi. . . . ... L e
Densidade de Estados para a NR: a) Densidade de Estados para
uma nanofita de grafeno na auséncia de defeitos (curva tracejada
roxa) e na presenca de uma MI (curva preta). b) O médulo quadrado
da funcdo de onda para o estado molecular localizado no nivel de
Fermi (E1 = 0eV).. . . . . . . .
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4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

Densidade de estados para impureza magnética: densidade de
estados para os estados de MI na representacdo de particula tnica.
(a) O estado duplamente ocupado (curva tracejada preta) na ausén-
cia de interacdo e (b) o estado com ocupagdo tinica em E = 0OeV
e o estado duplamente ocupado em E = 3.25eV na presenca de
interacdo, com U = 3.25eV (curva sélida vermelha). . . . . . .. ..
Transmissdo em funcdo da energia: a transmissdo para a MI ndo
interagente (curva tracejada preta), a transmissdo efetiva (curva
solida verde), a transmissao coerente (curva solida vermelha) e a
transmissao incoerente (curva sélida azul) para a MI interagente
com potencial Coulombiano U = 3.25eV. A transmissdo para a
nanofita na auséncia de defeito (curva tracejada roxa) esta presente
COMO guia para COMPAragao. . . . . . . . v v v v v v v
Média da transmissao em funcdo da energia: Média Transmissdo
para a NR na auséncia de defeitos (curva tracejada preta) e na
presenca de diferentes concentra¢des de vacancias i) d = 0.01 (curva
solida anil) e ii) d = 0.02 (curva s6lida laranja) na auséncia de
Interagdo. . . . . . . ..
Rede e Densidade de Estados para a NR: A configuracdo da rede
na presenga de duas vacancias e a densidade de estados associada
a funcdo de onda dos dois estados de impureza molecular para a)
Lyo=1eb)L,=13. . . . . . .. ..
Transmissdo e funcdo de hibridizagao para a NR nao interagente:
Na presenca de uma tinica vacancia, 2) a transmissao e b) a fungao
de hibridizagdo. Ambos para diferentes configura¢des de impureza
(diferentes colunas) com o quadro em preto ilustrando a configura-
¢do escolhida para aquela coluna. A transmissdo para a nanofita na
auséncia de defeito (curva tracejada roxa) estd presente como guia

para Comparagao. . . . . . . v vt e e e
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410 Transmissao em func¢do da energia: 2) transmissdo na presenga de
uma tnica vacancia ndo interagente (curva tracejada preta) e a trans-
missdo efetiva (curva sdlida verde), b) contribuicdes da transmissao
coerente (curva sélida vermelha) e da transmissao incoerente (curva
solida azul) na presenca de uma tinica vacancia interagente com
potencial Coulombiano U = 3.25eV. A transmissdo para a nanofita
na auséncia de defeito (curva tracejada roxa) estd presente como

guia para Comparagao. . . . . . . . v .o
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Capitulo 1

Introducao

Historicamente, a introdugdo de novas tecnologias nos meios de produgao
sempre impulsionou mudangas significativas na sociedade [11]. O periodo de
desenvolvimento e utiliza¢do de tecnologias como rodas d’dgua e turbinas hidrau-
licas [12], até o dominio e aplicagdo do carvado e vapor nos processos industriais
[13], é chamado de "Primeira Revolucao Industrial” (entre os anos de 1760 a 1830)
[13]. Entretanto, enquanto a primeira revolugdo industrial foi iniciada por avancos
em um tnico campo, o periodo conhecido como ‘Segunda Revolu¢do Industrial’,
ap6s 1870, foi o resultado de avangos tecnolégicos em mdltiplas dreas, como ferti-
lizantes, eletricidade e transportes [14], o que levou ao desenvolvimento do motor
de combustdo interna baseado em gés e ar [14]. Analogamente, houve uma nova
ruptura apds 1960 com o desenvolvimento de tecnologias como transistores e
microchips [15], possibilitando a confecgdo de eletronicos e a automacao industrial
[15], o que levou a Terceira Revolugao Industrial [15].

Devido a diversos fatores, em particular, a necessidade de redu¢do no consumo
de energia, a diminui¢do do tamanho dos dispositivos eletronicos, o avango no
poder de processamento de computadores e a necessidade de processamento da
alta taxa de dados existentes, a humanidade esta sendo levada, uma vez mais,
a um novo processo de revolugdo industrial [11]. A primeira meng¢do a uma
‘Quarta Revolucdo Industrial” foi feita na Alemanha durante a "Hannover Fair’
(uma conferéncia dedicada ao tema do desenvolvimento da industria) em 2011,
por Klaus Schwab [16]. Ao grande publico este termo foi apresentado em 2015 no
Férum Econdmico Mundial [16]. Este novo periodo também estd sendo conhecido
como a era da Inddastria 4.0 [11], onde tecnologias como computagao, biotecnologia,
energia, ciéncia dos materiais e nanotecnologia (com as duas tltimas dreas de

interesse desta dissertacdo) desempenham um papel fundamental.
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1.1 Nanociéncia

The Scale of Things - Nanometers and More
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Figura 1.1: Escalas: Comparagdo das escalas de comprimento entre diferentes
estruturas, incluindo aquelas criadas pelo homem e as encontradas na natureza.
Imagem retirada da referéncia [1].

A necessidade de otimizagdo do consumo energético, juntamente com a busca
pela reducédo da escala dos dispositivos eletronicos, provocou o surgimento de
uma nova drea do conhecimento conhecida como Nanociéncia, um dos pilares
da Inddstria 4.0. Esta ciéncia consiste na produgdo de conhecimento e produtos
relacionados a fendmenos na escala de nandmetros (10~° metro), como mostrado
na Fig.1.1. Nao é a toa que a atencdo dos fisicos, tanto experimentais quanto
tedricos, nos ultimos anos, tem se voltado para essa drea em ascensdo. De particu-
lar interesse desta dissertacdo esta a possibilidade de construir nanodispositivos
baseados em estruturas de carbono, como nanotubos [17] e, mais recentemente, o
grafeno [18, 19], e caracteriza-los.

Um dos dispositivos de grande interesse na industria e na comunidade aca-
démica sdo os transistores. Propostos inicialmente em 1926 por Lilienfeld [20],
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Figura 1.2: Evolucao da escala dos transistores: Gréfico indicando a redugdo
da escala de litografia dos transistores (em nandmetros) em func¢do do ano de
produgao (em anos). Gerado com dados retirados da referéncia [2]

foram inventados por Bardeen, Brattain e Shockley [3] no Bell Labs e receberam o
Prémio Nobel em 1956. Eles rapidamente entraram em producao e substituiram
as valvulas de vacuo, dando origem a era da eletronica. Conforme aplicagdes mais
complexas foram sendo elaboradas, Moore observou em 1965 [21] que o ntimero
de transistores em dispositivos eletrdonicos estava dobrando a cada dois anos.
Analogamente, como podemos observar na Figura 1.2, a escala dos transistores
vem diminuindo exponencialmente, de acordo com a mesma lei de Moore para
o ntimero de dispositivos [2]. Este é, obviamente, um efeito notério; conforme
tentamos colocar o mesmo niimero de transistores em um microchip, o tamanho
individual de cada transistor deve diminuir para manter o tamanho do chip mais
ou menos constante. Como consequéncia disso, nos ultimos anos chegamos a
dispositivos na escala de alguns nandmetros, trazendo novos desafios, tanto de
uma perspectiva de produgao quanto tedrica. Neste tiltimo, principalmente de-
vido ao fato de que nessa escala, as flutua¢des quanticas regem as propriedades
macroscopicas dos sistemas, demandando uma descricdo tedrica realistica em

uma abordagem microscépica.
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1.1.1 Transistores e pontos quanticos

Energia 4
Banda de

conducio

Energia de Fermi @--[S— _____ _ - H gap da banda

Banda de
valéncia

Metal Semicondutore isolante

Figura 1.3: Visdo esquematica da estrutura das bandas de conducao e valéncia:
Regides em azul representam a banda de conducao, e regides em vermelho as
banda de valéncia, caracterizando as propriedades eletronicas de diferentes mate-
riais (metais, semicondutores e isolantes) através da posicdo relativa entre elas e
a energia de Fermi. i) Metais, caraterizado pela presenca de um overlap entre as
bandas de conducéo e valéncia, ii) Semicondutores, possuindo um pequeno gap
(da ordem de grandeza da energia de Fermi) entre as bandas préximas da energia
de Fermi. iii) Isolantes, possuindo um gap entre as bandas, grande em relagdo ao
nivel de Fermi.

Colet _ resistor de
oletor| - = _ . carga
Base| + - + Vee
+- O+ p —
Vee | m—
7] Emissorl - ~ _ | N

Figura 1.4: Visao esquematica de uma héteroestrutura: Ilustracdo de um dis-
positivo eletronico criado utilizando uma heteroestrutura, com um coletor e um
emissor de carga (eletrodos) acoplados por uma regido “ativa”. A base, constituida
de uma material semicondutor. Figura extraida da Ref. [3]
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Tipicamente, os transistores sdo fabricados com materiais semicondutores.
A compreensdo do transistor “cldssico” pode ser obtida por meio da teoria de
bandas [22]. Nos metais, o nivel de Fermi esta localizado no meio da banda e,
portanto, ndo ha diferengas significativas de energia entre os estados da banda
de valéncia e de condugdo. Por outro lado, nos isolantes, a diferenca entre as
bandas é grande em relacdo ao nivel de Fermi (ver Fig.1.3), o que torna necessario
aplicar altas diferengas de potencial (da ordem de dezenas de elétrons volts) para
excitar elétrons entre as bandas. Os semicondutores, por sua vez, podem ser
classificados como materiais cujo gap entre as bandas é relativamente pequeno,
assim, aplicar pequenas diferencas de potencial (da ordem de algumas unidades
de elétrons volts) é suficiente para mover elétrons da banda de valéncia para a de
condugdo (ver Fig.1.3). Devido as propriedades dos semicondutores, J. Bardeen
e W. Brattain observaram que ao construir uma heteroestrutura, ou seja, um
dispositivo caracterizado por diferentes tipos de materiais em contato, como
ilustrado na Fig.1.4, sendo a base o material semicondutor (como o germanio),
ocorre o "efeito transistor"”, que consiste na amplificacdo de um sinal elétrico
aplicado a um eletrodo [23] e controlado por uma tensédo de gate Vy ( Vi, na
Fig. 1.4). Inicialmente, este dispositivo foi chamado de “transfer resistor”, ja que
um transistor é responsdvel por transferir a corrente de um circuito elétrico para
outro, como ilustrado na Fig.1.4.

Devido a atual escala dos nanodispositivos, torna-se necessdrio, na confecgao
de dispositivos, considerar fendmenos de natureza quantica. Em particular, a
miniaturiza¢do faz com que o ntimero e o arranjo de atomos se torne um fator
importante, de modo que o conceito de bandas ndo pode mais ser aplicado em
todo o dispositivo, ao mesmo tempo, em que os efeitos quanticos se tornam cada
vez mais importantes. Entre as décadas de 1960 e 1970 novas técnicas experi-
mentais desenvolvidas permitiram a construgdo de redes cristalinas artificiais
com interfaces quase perfeitas, onde os efeitos de quantizacdo sdo essenciais. Em
paralelo, houve também a sintese de pontos quanticos (QD, da sigla em inglés),
integrados a dispositivos eletronicos e 6pticos. Este tiltimo feito (no caso de pontos
quanticos organicos) levou Moungi G. Bawendi, Louis E. Brus e Aleksey Yekimov
a serem laureados com o Prémio Nobel de Quimica de 2023. Pontos quanticos
pode ser considerados “4dtomos artificiais” uma vez que sdo estruturas (quase)-0D
e apresentam niveis de energias discretos. Assim, os QDs surgem como uma boa
alternativa para a confeccdo de transistores quanticos, onde o niamero de elétrons

passando pelo dispositivo é pequeno, podendo chegar ao limite unitério.
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Figura 1.5: Visdo esquematica de um ponto quintico: Visdo esquemdtica de um
ponto quantico, onde os reservatérios esquerdo e direito sdo caracterizados por
seus potenciais quimicos . e g, respectivamente, acoplados a uma regido central
contendo niveis de energias discretos (..., Ey_1, En, EN+1, . . .). As propriedades
eletronicas e de transporte do sistema poder ser alteradas aplicando uma diferenca
de potencial Wy, = pr — pr entre os reservatorios e/ou um potencial de gate V,
nos niveis de energia internos. a) Auséncia de ressonancia entre V},5 e 0s niveis
internos. b) Ressonancia entre V},;,5 € 0 nivel interno Ey;, e ¢) Ressonancia entre
Vhbias € 0 nivel interno En 1 ap6s aplicagdo de uma diferenca de potencial V.

De maneira simplificada, um QD aberto pode ser descrito por um sistema sub-
dividido em trés regides, como ilustrado na Fig. 1.5. Com p (yr) representando o
reservatorio de elétrons a esquerda (direita) da regido central, acoplado por meio
de uma barreira de potencial, e na regido central contendo niveis discretos de
energia, a interagdo Coulombiana entre elétrons dentro do QD faz com que exista
apenas corrente elétrica entre os reservatdrios quando a energia dos estados discre-
tos estd em ressonancia com a diferenca de potencial aplicada entre os eletrodos
(Vbias)- A corrente elétrica é nula caso contrario. Este efeito é conhecido como
bloqueio de Coulomb [22]. Podemos ainda aplicar uma diferenca de potencial
nos niveis internos por meio de um campo perpendicular (V,) para acessar niveis
de energia com diferentes valores de ocupacao eletronica e, consequentemente,
obter corrente elétrica para diferentes valores de V,, como ilustrado nas Fig. 1.5,
Fig. 1.6 e Fig. 1.7. A assinatura do bloqueio de Coulomb é o chamado diamante
de Coulomb, que surge no diagrama de fase (G, Vjias, Vi), conforme ilustrado
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Figura 1.6: Diagrama de estabilidade de um transistor de elétron tinico. Dia-
grama de estabilidade de um transistor de elétron tnico de nanofios de silicio. A
assinatura do bloqueio Coulombiano é o surgimento de curvas em forma de dia-
mante. (a) Dentro dos diamantes, o bloqueio de Coulomb é estabelecido, enquanto
fora, uma corrente flui através dos nanofio de silicio. (b) Oscila¢cdes de Coulomb.
Os picos de Coulomb ocorrem em tensdes de V, onde dois diamantes adjacentes
se encontram. Imagem retirada da Ref. [4].

na Fig.1.7. Descrever de maneira tedrica esse comportamento para dispositivos
baseados em redes cristalinas é um desafio, ao ser necessario descrever os niveis
de energia internos de maneira precisa. Para isso, é necessaria uma descri¢do
atomistica considerando os niveis de energia e, mais importante, a interagdo entre
os elétrons internos ao material, o que é tipicamente desconsiderado. Assim, a
presenca de interacdo elétron-elétron e suas consequéncias em nanodispositivos,
especificamente em nanodispositivos baseados em semicondutores, ainda é um

problema em aberto.

1.1.2 Interacao Elétron-Elétron

Uma das quatro forcas fundamentais da natureza é regida pela Lei de Coulomb,
que descreve a interagdo entre particulas eletricamente carregadas. Essa lei se
revelou crucial para a compreensdo da natureza tal como a conhecemos. Em
particular, quando consideramos a presenga de elétrons - particulas com carga

elétrica negativa -, eles interagem entre si por meio da interacdo Coulombiana
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Figura 1.7: Bloqueio de Coulomb: (a) Oscila¢des do bloqueio de Coulomb de
um ponto quantico suspenso, em relagdo as variagdes de Vg, (b) Gréfico em cinza,
condutéancia diferencial em fungéao de V, e diferente de potencial V;, (equivalente
a Vpi;s na nomenclatura utilizada nesta dissertagdo) na presenca de um campo
magnetico, mostrando diamantes de Coulomb. Imagem retirada da Ref. [5].

repulsiva, frequentemente chamada de interagdo elétron-elétron. Essa interagdo
é essencial para descrever a natureza dos niveis de energia atdbmicos em uma
perspectiva microscépica [24].

No caso de elétrons livres em materiais, que podem ser tratados como um
sistema de muitos corpos, uma abordagem simplificada os trata como particulas
ndo interagentes (ou interagentes por meio de um potencial efetivo) [24]. Isso é
véalido em diversos semicondutores e na maioria dos metais, onde a energia de
interacdo Coulombiana entre elétrons é muito menor do que sua energia cinética
[25]. Nesses casos, teorias como a teoria das bandas se mostram eficazes. Essa
teoria é uma metodologia baseada em uma aproximacao de campo médio, em que
se supde que cada elétron se move no potencial médio do cristal, uma média da
interagdo de todos os elétrons no s6lido. O sucesso da fisica da matéria condensada
foi amplamente impulsionado pela teoria das bandas, que simplifica o problema

ao tratar cada elétron de forma independente.
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No entanto, essa abordagem nao é necessariamente vélida para sistemas com
interagdes entre elétrons. Uma das consequéncias mais importantes dessas in-
teracdes é a correlagdo eletronica, na qual o movimento de um elétron afeta
diretamente o comportamento dos demais [25]. Em dispositivos nanométricos,
isso pode levar a fendmenos como o bloqueio de Coulomb (ja mencionado na
Sessdo anterior), no qual a presenca de um elétron em uma regido impede a passa-
gem de outros elétrons devido a repulsao eletrostatica [25]. Essa interacdo pode
resultar em caracteristicas ndo-lineares no transporte de corrente, como patamares
de condutancia discretos, e até mesmo na quebra da coeréncia de fase eletronica.

Como mencionado anteriormente, a compreensao da interagao elétron-elétron
e suas consequéncias em nanodispositivos continua sendo um desafio em aberto
na fisica da matéria condensada.

1.2 Grafeno

Graphite Graphene Multi-layer Graphene Graphene Oxide reduced Graphene Oxide
(Few-layer Graphene)

Figura 1.8: Diferentes materiais baseados em grafeno: Linha superior, estrutura
cristalina de diferentes materiais baseados. Linha inferior, imagens de micrografia
dessas diferentes estruturas. Imagem retirada da Ref. [6].

Um dos materiais de grande interesse na comunidade, devido as suas "ma-
ravilhosas propriedades", é o grafeno. Este material, inicialmente considerado
impossivel de existir, teve sua producdo bem-sucedida apresentada em meados de
2004 [18]. Este trabalho rendeu, seis anos depois, em 2010, o Prémio Nobel a An-
dre Geim e Konstantin Novoselov por "experimentos inovadores sobre o material
bidimensional grafeno". Isso impulsionou, ap6s 2004, um aumento exponencial

na producdo de trabalhos envolvendo os tépicos de "Graphene"e "production
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of Graphene"[26], e fez surgir uma nova drea de fisica de materiais voltada ao
estudo de sistemas bidimensionais. Isso ocorre principalmente devido as suas
propriedades e a possibilidade de aplicagdo em novas tecnologias.

O grafeno consiste em uma monocamada de carbono arranjada em uma rede
cristalina em duas dimensoes (2D) com a estrutura de favo de mel (honeycomb em
inglés), como ilustrado na Fig. 1.8. Uma das desvantagens, entretanto, é a falta
de um gap eletronico, dificultando uma série de aplica¢es em eletronica. Nesse
sentido, avangos experimentais permitiram a fabricagdo de nanofitas de grafeno
(NR). Essas estruturas sao tiras de grafeno quase unidimensionais e podem ser
fabricadas com comprimentos variados e, tipicamente, sio semicondutoras com
um band gap que pode ser controlado pela largura e altura da fita [27]. Devido
a isso, elas surgiram como uma alternativa para a confec¢do de nanotransistores
[7, 28,29, 30, 31]. Enquanto métodos chamados top-down, que utilizam litografia e
etching, produzem fitas com corrugagdes nas bordas, recentemente NR derivadas
quimicamente, utilizando métodos chamados bottom-up, foram obtidas [32, 33].
Estas nanofitas sdo atomicamente precisas.

Um novo desafio, no caso de nanoestruturas, em geral, e em grafeno em parti-
cular, ¢ a producdo de amostras com alto grau de "pureza". E comum na producao
em larga escala a existéncia de defeitos, sendo eles vacancias ou a existéncia de
atomos de outra natureza na monocamada (ver Fig. 1.8). Os defeitos em sistemas
atomisticos resultam em significativas mudancas na estrutura eletronica. Devido
a presenca de defeitos, surgem estados localizados, que, a medida que o sistema
cresce (chegando a ordem de grandezas de centenas ou até milhares de nanome-
tros), podem leva-lo a um efeito de localizagdo dos estados; consequentemente, o
transporte de carga no material é suprimido [34, 35, 36]. Além disso, alterac¢des
nas configuragdes de carga podem levar a altera¢des significativas no transporte
eletronico; assim, a presenca de interacdo entre elétrons ndo pode ser desprezada

para uma descri¢do mais realista.

1.2.1 Nanoestruturas baseadas em grafeno

Como mencionado anteriormente, devido a atual busca pela confeccdo de
nanodispositivos, uma alternativa explorada ¢é a utilizagdo de fenomenos que
ocorrem na escala atdbmica, como o comportamento tipo QD, para a construcdo de
nanotransistores [5]. Além disso, devido a natureza molecular e as suas proprieda-
des “maravilhosas”, o grafeno e seus alotrépicos, como nanotubos de carbono e
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a)

UHV GNR array on Au(788) SWNT electrode array

SWNT electron beam

—

| I
-1.1nm ~45.0 nm ~10.0 ym 15.0-25.0 nm

difdv (uS)

s (V)

VR:

Veg (V) Ves (V)

Figura 1.9: Arranjo experimental de um Transistor de Elétron Unico, construido
com estruturas baseadas em grafeno: a) Eletrodos SWNT para contato bottom-up
com as GNRs. Esquema do conjunto GNR sintetizado em ultra-alto vacuo (UHYV,
do inglés) paralelo aos terragos de Au(788) (canto superior esquerdo). Esquema
do conjunto de eletrodos SWNT paralelo em um substrato de SiO; (canto superior
esquerdo). Esquema de um transistor baseado em uma tinica GNR com SWNTs
como eletrodos (canto superior direito). Para maior clareza, apenas os GNRs
mais proximos do nanogap sao mostrados. b) Comportamento de carregamento
de um tnico elétron em um QD (em particular, o QD metalico D3, da Ref. [7]).
Escala de cores para a condutancia diferencial em fungdo de Vg (equivalente a Vg
na nomenclatura utilizada nesta disserta¢do) e Vg5, com os potenciais de gates
laterais Vsg1 = Vsgp = 4V fixos, mostrando comportamento de elétron tinico.
Figura inferior direita, sendo um zoom ilustrado pela caixa branca, na figura
inferior esquerda. Imagens retirada da Ref. [7].

nanofitas de grafeno, surgem como alternativas para materiais base na construcdo
de nanodispositivos [7, 28]. Entretanto, uma questdo dificil de superar é a caracte-
rizagdo do acoplamento entre o dispositivo baseado em grafeno e os contatos, pois,
em dispositivos que geralmente utilizam metal na fabrica¢do, surge uma barreira
de potencial resultante, chamada de barreira Schottky [37]. Neste sentido, uma
série de artigos foram publicados propondo a confecgdo de sistemas constituidos
exclusivamente por carbono, como, por exemplo, QDs, e utilizando esses para a
construgdo de nanodispositivos [7, 28, 29, 30, 31, 38]. Seguindo a ideia proposta
por Santos et al. [39], recentemente Jian Zhang et al. [7] propuseram construir

uma arquitetura de dispositivo multi-gate com nanotubos de carbono de parede
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tnica (SWNTs) como eletrodos acoplados fracamente através de uma nanofita de
grafeno (NR) [7], como ilustrado na Fig.1.9(a). Podemos observar na Fig.1.9(b),
a configuragdo SWNT-NR-SWNT retém o comportamento de um QD, com a as-
sinatura do bloqueio de Coulomb e os diamantes de Coulomb correspondentes.
Enquanto, para baixos valores de V)5, é possivel controlar o transporte de carga,
chegando ao regime de transmissdo de um tnico elétron. Assim, Jian Zhang et
al. tiveram sucesso ao confeccionar um transistor de elétron tinico baseado em

grafeno.

1.3 Estado da arte em transporte eletronico

Para compreender o funcionamento de transistores e outros dispositivos ele-
tronicos, é fundamental introduzir uma teoria de transporte eletronico. Essa
teoria descreve como os elétrons se movem através de materiais condutores e
semicondutores, influenciando o desempenho e as caracteristicas dos dispositivos
[40].

A teoria de transporte eletronico abrange diversos conceitos, incluindo a con-
ducao elétrica em metais, semicondutores e isolantes, bem como fendmenos como
difusdo, dispersao e efeitos quanticos. Ela também é crucial para entender como
os dispositivos eletronicos, como transistores, diodos e circuitos integrados, funci-
onam e como podem ser projetados e otimizados para diversas aplicagdes [41].

De maneira simplificada, mas sem perda de generalidade, uma amostra de
determinado material em contato com dois (ou mais) reservatérios de elétrons,
e caracterizada por uma corrente de carga (elétrons, buracos ou spin) indo de
um reservatorio para o outro é uma descri¢do esquematica de um sistema de
transporte [40]. No caso de cargas, a corrente surge devido a diferengas entre os
reservatorios e depende das propriedades internas, bem como das propriedades
do material e da maneira como as diferentes partes sdo acopladas entre si. Assim,
o dominio e o controle com certa precisdo das propriedades de transporte podem
resultar na confecgdo de diversos tipos de dispositivos, como diodos, transistores
e conversores de energia, que estdo no centro das aplica¢des industriais [41].

Proposta por Fourier em 1822 [42] no intuito de descrever o transporte de
calor entre dois reservatdrios térmicos com diferentes temperaturas através de um
material, a chamada lei de Fourier descreve a corrente térmica e é dada por [42]:

AT

I= _KCT’ (11)
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onde L é o tamanho do material na direcdo da corrente, AT é a diferenca de
temperatura entre os reservatorios e k. é a condutividade térmica. De maneira
geral, a condutividade é uma funcdo da temperatura T e do tamanho do sistema
L, tornando a corrente ndo linear na temperatura [43]. Analogamente, a corrente
elétrica é qualquer movimento de portadores de carga elétrica em um fio, onde
os portadores de carga sdo elétrons, e ¢ uma medida da quantidade de carga que
passa por qualquer ponto do fio por unidade de tempo [22]. Considerando apenas

a dependéncia com o tamanho, a corrente pode ser escrita como:

I e (1.2)
Para « = 0, a corrente ndo depende do tamanho, entrando no que chamamos de
regime balistico. Para &« = 1, resgatamos a lei de Fourier com a corrente decaindo
« 1/L, conhecido como limite difusivo. Com 0 < & < 1, o regime é considerado
sub-difusivo e quando a > 1, o regime é super-difusivo. Por fim, no limite extremo
x — oo, temos que I — 0 e o sistema se torna isolante, podendo ser expresso como
I cexp(—L/Ly), com Ly sendo o comprimento de localizagdo de Anderson.

Em particular, para o sistema de transporte de carga eletronica, de maneira
analoga ao térmico, temos também escalas caracteristicas. Porém, aqui, diferente
do caso de Fourier, dependemos ndo apenas dos pardmetros macroscépicos, mas
também dos parametros microscépicos do sistema. Devido a isso, esse fendmeno
de transporte é comumente chamado de transporte quantico, ou, em outros ca-
sos, transporte eletronico em sistemas mesoscépicos. A principio, existe uma
sutil diferenca entre ambos; enquanto sistemas mesoscopicos estdo tipicamente
associados a descri¢do quase-cldssica de sistemas continuos ou com densidade
espectral suave, ou quando alguns observéveis do sistema assumem caracteris-
ticas universais, como as flutuagdes universais da condutancia [22]. Entretanto,
recentemente, com a nanoeletronica, tornou-se cada vez mais necessiria uma
descrigdo em nivel atbmico. Assim, tipicamente, quando existe uma descricao
microscopica do sistema, esta é chamada de transporte em nanoescala, ou apenas
transporte quantico [25]. E importante mencionar que existem casos onde esses
conceitos se misturam. Portanto, a melhor maneira de descrever esses sistemas de
uma maneira geral é olhando para suas escalas caracteristicas. Tipicamente, elas
sdo dadas por

Ap <lp <lp <. (1.3)

onde: Iy, T, - comprimento de espalhamento eldstico (caminho livre médio) e o
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tempo associado, [¢, Te - comprimento de espalhamento inelédstico (energia de
relaxagdo) e tempo, ly, Ty - comprimento de coeréncia de fase quantica e tempo,
Ap - comprimento de onda de de Broglie (que depende da energia cinética, para
elétrons no metal é caracterizada em relagdo a superficie de Fermi).

Em metais e semicondutores a temperatura ambiente, esses comprimentos
sdo tipicamente muito pequenos, o que permite uma descri¢cdo via abordagem
semicldssica. Por outro lado, no grafeno e em materiais baseados em grafeno, como
nanotubos de carbono e nanofitas de grafeno, mesmo a temperatura ambiente, os
fendmenos de transporte ainda podem assumir caracteristicas quanticas, exigindo,
assim, uma descri¢do microscépica.

Assim, o comprimento de onda de de Broglie Ap e 0 comprimento de decoe-
réncia de fase quantica /, sdo a mais importante escala para a classificagdo dos

fendmenos de transporte. Portanto, quando
MLLKL 14), (1.4)

temos que o movimento do elétron no sistema preserva a coeréncia de fase quantica
e, apesar de ndo poder ser descrito por equagdes classicas (devido a natureza quasi-
classica desse sistema), pode entdo ser aproximado por trajetdrias classicas com
correcdo vindas de flutuagdes quanticas, sendo estes tipicamente chamados de

sistemas mesoscopicos. Por outro lado, quando temos
L~ Ag, (1.5)

ou seja, a escala do sistema é compardvel com o comprimento de onda do elétron
e, portanto, os efeitos de quantizacdo como a discretiza¢do dos niveis ndo podem
mais ser desprezados. Isso ocorre em sistemas onde estudamos o transporte
eletronico através de jung¢des entre moléculas, pontos quanticos e na presenca de
interacdo Coulombiana, por exemplo.

A teoria de Landauer-Biittiker (LB) [44] foi desenvolvida para estudar fendme-
nos de transporte em sistemas que preservam a coeréncia, ou seja, na auséncia
de interacoes (elétron-elétron e elétron-fonon) e estabeleceu a relacao entre ob-
servaveis de transporte, como a condutancia e corrente elétrica, e as amplitudes
de espalhamento das func¢des de onda. Desta forma, proporciona uma meto-
dologia para descrever alguns dispositivos, como pontos quanticos, nanofios,
nanofitas e, posteriormente, é validada até mesmo para sistemas desordenados e

quanticamente cadticos, desde que as intera¢des sejam desconsideradas.
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Entretanto, na presenca de interagdo (quebra da coeréncia de fase), esta aborda-
gem ndo é mais valida. Outra metodologia que surge, mais completa, é o método
das fungoes de Green fora de equilibrio (NEGF, da sigla em inglés), proposto ha
quase 50 anos, e é ideal para lidar com sistemas fortemente fora de equilibrio,
ou seja, na presenca de eletrodos com diferencas de potenciais finitas entre eles,
sendo ainda possivel incorporar as NEGFs fendmenos de interacdo (apesar de nado
triviais).

Na auséncia de interac¢do, os observaveis de transporte sdo dados pela ex-
pressdo de Fisher-Lee [45], que é equivalente a teoria de Landauer-Biittiker, mas
expressa em termos das NEGFs. Entretanto, na presenga de interagdo elétron-
elétron e/ou elétron-fonon, dominam a dindmica do sistema. Em particular,
quando temos a interacdo elétron-elétron surgem fendmenos como bloqueio Cou-
lombiano [24] e efeito Kondo [10], sendo necessério incorporar os fendmenos de
interagdo diretamente nas NEGFs. Isto foi proposto por Meir-Wingreen [46] em
uma generalizacdo da relacdo de Fisher-Lee para esses sistemas, porém apenas
quando os acoplamentos com os eletrodos sdo proporcionais entre si. Isso significa
que para sistemas onde a relacdo de acoplamento proporcional ndo é respeitada,
ndo se tinha uma descrigdo genérica. Uma solugdo foi proposta recentemente por
Amorim-Rocha [47], generalizando a expressdo de Meir-Wingreen para o regime
de acoplamento ndo proporcional, e que serd abordada nesta dissertagao.

Recentemente, sistemas baseados em grafeno tém atraido a atencdo da co-
munidade cientifica, de perspectiva experimental, para confec¢do de uma nova
classe de nanodispositivos [7, 28, 29, 30, 31]. Utilizando semicondutores e pontos
quanticos para gerar nanotransistores construidos de juncdo de materiais com
nanotubos [7], nanofitas de grafeno [28] e o préprio grafeno. Sistemas estes onde
as interagOes e defeitos sdo partes fundamentais de suas propriedades eletroni-
cas e de transporte. Assim, com a construgdo de diferentes métodos abordados
nesta dissertacdo, nos permitir estudar essas classes de materiais na vanguarda da

nanociéncia e descrevé-los, de uma perspectiva teérica, de maneira precisa.

1.4 Estrutura da dissertacao

Nesta dissertacdo, desenvolvemos uma ferramenta computacional para estudar
fendmenos de transporte eletronico em nanodispositivos na presenca de interagdo
elétron-elétron e suas consequéncias, especialmente o surgimento de uma corrente

eletronica decoerente devido a quebra na coeréncia de fase eletronica causada
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pela interacdo entre os elétrons. Além de contribuir com novos resultados para a
compreensdo de um problema ainda em aberto.

No Capitulo 1, apresentamos as abordagens teéricas utilizadas. Comegamos
com uma breve revisdo dos conceitos de matéria condensada e fisica de muitos
corpos. Em seguida, discutimos o método das fun¢des de Green recursivas para
um hamiltoniano geral e para sistemas abertos (com quebra de simetria trans-
lacional). Introduzimos também uma descricao da interacao elétron-elétron em
redes cristalinas, particularmente através do Modelo de Anderson para impurezas
magnéticas (AIM) combinado com uma representacdo de pseudo-particula, que
permite a resolucdo do AIM por meio de uma expansdo diagramatica. Desen-
volvemos uma projegdo sobre estados de impurezas moleculares que transforma
uma rede cristalina escrita em uma base de orbitais atdbmicos para uma base de
orbitais moleculares, e utilizamos a teoria do campo médio dinamico (DMFT) para
"amarrar”os diferentes modelos por meio de um ciclo autoconsistente. Por fim,
apresentamos a teoria de transporte eletréonico na presenga de interacdo elétron-
elétron, incluindo a generalizacdo das equagdes de Fisher-Lee na presenca de
acoplamento ndo proporcional entre os eletrodos.

No Capitulo 2, apresentamos resultados para um transistor de elétron tnico
baseado na jungdo de diferentes materiais de grafeno, utilizando nanotubos de
carbono como eletrodos e uma nanofita de grafeno semicondutora como centro
espalhador.

No Capitulo 3, também aplicamos nossa ferramenta a uma nanofita de grafeno
na presenca de defeitos, como vacancias e impurezas de Anderson, e apresentamos
os resultados para esse sistema.

Por fim, no tltimo capitulo, tiramos conclusdes sobre os resultados obtidos e

discutimos suas implicagdes gerais.
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Métodos

Como mencionado anteriormente, para descrever adequadamente nanodispo-
sitivos em um formalismo tedrico apropriado, é necessario considerar a presenca
de interagdes elétron-elétron através da repulsdo Coulombiana. Normalmente,
isso é negligenciado [39] devido a complexidade envolvida na solu¢do de um
problema de muitos corpos. Aqui, concentramo-nos especificamente em duas
classes: i) dispositivos 1D, nanofitas de grafeno na presenca de desordem gerada
por vacancias, e ii) dispositivos quase-0D, pontos quanticos abertos gerados pela
juncdo de diferentes estruturas baseadas em grafeno (nanotubos de carbono e
nanofitas de grafeno).

Neste capitulo, discutimos a combinacdo de métodos que nos permitiu des-
crever esses sistemas de maneira adequada. Utilizamos o modelo tight-binding
(MTB) (Sec. 2.2), o método de fungoes de Green recursivas (Subsec. 2.5.1), o modelo
de Anderson para impurezas magnéticas (AIM, da sigla em inglés) (Subsec. 2.6.1),
a representacdo de pseudoparticula (Subsec. 2.6.2), a projegdo sobre estados locali-
zados (Sec. 2.7) e, por fim, empregamos a teoria do campo médio dindmico (DMFT,
da sigla em inglés) (Sec. 2.8) para integrar todas as metodologias em um ciclo
autoconsistente. Essa abordagem, combinada com a generalizagdo das equacdes
de Fisher-Lee (Subsec. 2.9.3) para o transporte eletronico interagente no regime
de acoplamento ndo proporcional, permitiu observar a influéncia da interacdo

elétron-elétron nesses dispositivos.

17
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2.1 Estrutura Cristalina

a)

Figura 2.1: Visdo esquematica de estruturas cristalinas: Pontos (representando
atomos ou moléculas) ligados por arestas formando estruturas periédicas, cha-
madas de redes cristalinas, onde aj, a’l, ap e a} sdo vetores primitivos de acordo
com a descri¢do da rede de Bravais [8]. a) Exemplo de uma rede quadrada. b)
Rede hexagonal, também conhecida como "favo de mel", com A e B constituindo
subredes que formam a célula unitéria.

Muitos sélidos sdo constituidos de arranjos regulares de &tomos formando uma
estrutura cristalina perfeita. Portanto, elétrons movendo sobre esses s6lidos sdo
sujeitos a um potencial periédico. Uma maneira convencional de descrever redes
cristalinas é através da chamada rede de Bravais [8], representando um conjunto
de pontos correspondentes as posi¢des discretas no espaco, dados por

{R|R = nja; +npax +nzaz;, H; € N} (2.1)

Aqui a; (com i = 1,2,3) é o chamado vetor primitivo em trés dimensdes. Temos

que a rede de Bravais é periddica e invariante por translagdo discretas
R—>R+T, (2.2)

com
T = La; + Majy + Nags, (2.3)

sendo L, M, N valores inteiros.
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Constréi-se entdo uma estrutura cristalina, fixando um conjunto de posi¢des em
relacdo a cada um dos pontos da rede de Bravais, representando 4tomos, ions ou
moléculas. Na Figura 2.1, podem ser vistos dois exemplos de estruturas cristalinas
que podemos construir usando redes de Bravais. Na Figura 2.1(a), temos uma
rede quadrada onde dois exemplos de vetores primitivos sdo representandos,

a; = (0,a1), ay=(a,0) ou aj=(y/a?+a3,y), a,=(a,0), (24)

resultando na mesma estrutura. J4 na Figura 2.1(b), vemos um exemplo de uma
rede triangular ou hexagonal, onde definimos a chamada célula unitaria com dois
sitios (A e B), que, de modo geral, podem ser diferentes. Escolhemos os vetores
primitivos
n=a(53) m=a(Fg) e
Com a sendo a distancia entre os pontos A e B.! A estrutura completa forma a
rede cristalina de favo de mel, presente em véarios materiais de interesse fisico, em
particular, o grafeno [48].
Dada a simetria de translag¢do, podemos definir quantidades fisicas, f(X), que

possuam a mesma simetria da sua respectiva rede de Bravais, ou seja,

f(X) = f(X+R). (2.6)

Podemos expressar a invaridncia sobre transla¢des de maneira mais explicita

através da transformada de Fourier
f(X) = f(X+R),
2 nq X Z f X+R

q
eﬁq-X _ eﬁq-(XJrR). Vq

Como consequéncia, temos

q-R=2mn, neNN. (2.7)

INeste caso, a rede possui 2 4tomos na base, uma vez que nio é possivel encontrar uma
representagdo minima contendo apenas 1 d4tomo.
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Podemos escrever q em uma base arbitraria de vetores
q= Zl]b] l] € IN. (2.8)
j

Usando as relagoes (2.1), (2.7) e (2.8) temos,
a; - b] = 27'[(51',]'. (2.9)

Isto permite escrever quantidades fisicas invariantes sob a simetria da rede de
Bravais, na representacdo de momentos q, em termos dos vetores primitivos b,

definindo assim a base
{Q|Q = mby +nyby + n3bz;  n; € N} (2.10)

chamada rede reciproca.
Finalmente, podemos considerar um elétron livre na presenca de uma rede

cristalina. O Hamiltoniano de uma particula livre é dado po

PZ
Hy=—, 2.11
0=5_ (211)
e o operador de translagdo arbitrdrio
T(a) = et 2. (2.12)

Como Hy [¥o) = Eo|¥o) e [T(a), Hy] = 0, temos que T e Hy possuem 0s mesmo
autovalores, sendo eles ¢!4°2, dados em termos de g, vetores de onda arbitrarios,
que sdo constantes de movimento. Escrevemos os efeitos da simetria cristalina
adicionando um potencial periédico que depende unicamente da posigdo, V (r) =
V(r+ R), ao Hamiltoniano

PZ
H=—+ V(). (2.13)

A equagdo de Schrodinger entdo é dada por

- %PZ + V(r)]‘i’(r) = E¥(x). (2.14)

Na presenca de um potencial periddico, H é invariante sob transla¢des e, portanto,
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H e T(R) tem uma base comum de autofungdes e satisfazem
Y(r+R) = T(R)¥(r) = 1 R¥(r). (2.15)

Expressando q explicitamente em termos dos vetores primitivos da rede reciproca,
e tomando q = Q + k, analogamente a relacdo 2.2. Como consequéncia

T(R)¥(r) = e Ry (r), (2.16)

que é o chamado teorema de Floquet. Expressando a fun¢do de onda e o potencial

no espaco dos momentos, temos

=Y v(Q)eQr. (2.17)

Devido a simetria de V, sua transformada de Fourier é uma soma apenas sobre
vetores da rede reciproca. Desta forma, temos a equagdo de Schrodinger na base
de momentos
" q?
——‘1’ +2V Y(q—K) = EY(q). (2.18)

Aqui Q = q — K, com K um vetor que pertence a rede reciproca. Usando a relagdo
q = k+ Q, com k pertencendo a primeira zona de Brillouin,

2
(h k+QJ* — ) (k+Q) +ZV ¥Y(k+Q—K)=0. (2.19)

Assim, temos um sistema de equagdes matriciais. Fixando o valor de k, nota-se
que este apenas se acopla com translagdes discretas. Usando o teorema de Floquet

da Eq. 2.16, a expressdo se reduz a,

= Lk QR = TR (e Q)T = XNy (n). - 220
Q

De maneira geral, temos que a funcdo de onda para um Hamiltoniano sujeito ao
potencial periédico da rede cristalina é

Yi(r) = e Ty (1), (2.21)
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com um termo oscilante, andlogo a uma particula livre, e um termo periédico
na rede que depende unicamente da posi¢do da particula em relagdo aos pontos
da rede de Bravais. Definimos, também k como o momento cristalino. Este é o

chamado teorema de Bloch [8].

2.2 Modelo Tight-binding

Figura 2.2: Visao esquematica do Modelo Tight-Binding: a) Os circulos azuis
representam os sitios da nossa rede (aqui para uma rede 2 x 2), onde €1 e €
representam as energias dos sitios 1 e 2, respectivamente, e 71 » e 7y 1 representam
o acoplamento entre os sitios 1 e 2 e entre 2 e 1. b) Descrigdo de uma nanofita com
simetria de rede hexagonal, onde /1y representa a estrutura de repeticio minima,
também chamada de célula unitéria, e ¢ representa o acoplamento entre células
unitarias.

Considerando uma rede cristalina com 4tomos separados por uma distancia
ap e acoplados entre si, uma descri¢do simples que podemos fazer é o chamado
modelo tight-binding (MTB). Neste modelo, escrevemos a funcdo de onda do
sistema como uma combinagédo linear de fun¢des de ondas de orbitais atdbmicos
centrados em cada um dos sitios. Desta forma, o Hamiltoniano de um sistema
qualquer na base dos orbitais atdmicos localizados é dado por um termo dos sitios
isolados e um termo de acoplamento,

H= Zfzi +Z’?i,j =Y e&li) (i + Y7
i i,j i

i7]

i) (jl. (2.22)

Como ilustrado pela Fig. 2.2(a), o termo €; é a energia associada ao orbital atomico
no sitio 7, enquanto v; ; € o termo de acoplamento entre os orbitais i e j, de modo

que, ambos sdo escalares.> Suponha que a forma de interacdo - que pode ser

2Em geral, (i| pode estar associado a varios indices diferentes, como (i| = (i,a, |, indicando
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dado por um potencial efetivo- e é conhecida, o termo dos sitios isolados e o

acoplamento podem ser resolvido em termos [8],
&= [yl Whi(r) e 7wy = [drylOR@YE+R), @2

com ¢; a autofuncao de h;.

Na presenga de simetria translacional, a unidade de repeticdo minima da rede
é a célula unitaria, como ilustrado na Fig. 3.1(b) para o caso particular de uma
rede com simetria hexagonal. Isso torna conveniente escrever o Hamiltoniano
em termos da célula unitdria. Entdo, nessa base, que pode ter graus de liberdade

internos, temos:

H= thlm (m|+ Y Fmn |m) (n], (224)

m#n

com /1, 0 Hamiltoniano “intramolecular”, descrito através da unidade de repeticao
minima dada pela Eq. 2.22, e 4, 0 acoplamento entre as células unitarias, como
ilustrado na Fig. 2.2(b). Com isso, é possivel expressar o problema de maneira
analoga a uma cadeia linear com N orbitais atdmicos, incorporando novos graus
de liberdade internos para cada orbital. Na forma matricial, isso resulta em uma
matriz em blocos que, de maneira geral e independente da simetria local, possui a

seguinte estrutura: >

hy F12 . 0 1,8
Y21 h2 0
A= : , (2.25)
0 S e IN-IN
Inai 0 .. fan—1 BN

com 41 N e yn,1 as condigdes de periodicidade do sistema. Para obter a funcdo de

onda, tomamos uma transla¢do arbitraria R sobre |i),
T(R)|i, k) = X R|i, k), (2.26)

com k pertencendo a primeira zona Brillouin. A base em termos do momento

que para cada sitio i existem diferentes orbitais atbmicos a e projecdes de spin ¢.
3No caso de um sistema infinito, temos N — oo, e para o caso periédico, hi = h e¥Vij = Yir1j+1
para todoiej.
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cristalino, entdo é dada por:

i, k) kR i R) (2.27)

WL

Aqui, N é o namero total de pontos na rede de Bravais. Projetando o Hamiltoniano
em termos dos momentos,

Ali, k) =E

1 .
i k) — —— 5, etk R 2.8
i1, k) \/N<R].ZR].>7/] ( )

e dado a relagio H |i, k) = ¢;(k) |i, k) podemos obter os autovalores.
De maneira simplificada, considerando apenas 1 orbital por celular unitaria,
ou seja, com h= €; e o acoplamento constante 4,,, = v, podemos obter a relacdo

de dispersdo, de maneira analitica,
ei(k) = ¢ —7 ) R (2.29)

E, por definigdo, a densidade de estados é:

Z(S —€;(k)). (2.30)

2.3 Grafeno

Um caso de extrema importancia neste trabalho é o grafeno [48], que consiste
em uma estrutura com simetria hexagonal, onde cada ponto da rede corresponde
a um atomo de carbono que se conecta com outros trés. A rede tem uma estrutura
hexagonal, correspondendo a uma rede bipartida com a estrutura de duas sub-
redes triangulares, A e B, como ilustrado na Fig. 2.3, onde um dtomo em uma
sub-rede se conecta com 3 4tomos da outra. Definindo a célula unitdria com dois
atomos, cada um pertencente a sub-rede A e B, os vetores primitivos da rede sdo
dados por [48].

V3 1 V3 1
ar=a(2>,5), a=af ).

5 - (2.31)

27 2
Com a = /34, onde a. é a distAncia entre os 4tomos de carbono, que tipicamente

[e]
no grafeno é de 1.42 A. Assim, os vetores primitivos na rede reciproca sdao dados
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Figura 2.3: Visdo esquematica de redes hexagonais: a) Uma representacdo dentro
do espacgo de posi¢des, com A e B sendo as subredes e constituindo a célula
unitdria e ajea os vetores primitios da rede direta (posi¢do). b) Representacdo
dentro do espago dos momentos, com by e b, 0s vetores primitios da rede reciproca
(representacdo dos momentos). I', K_, K, M, sendo pontos de simetrias no espago
de momentos.

por:

by = b(% —ﬁ), (2.32)

V3
27 ) ;

b1 =b(5,
Com b = 471/a+/3. Mostrado na Fig. 2.3(b), temos a primeira zona de Brillouin
(regido sombreada em cinza). Esta zona de Brillouin, de formato hexagonal, é
construida como a célula de Wigner-Seitz [48] da rede reciproca. Dos seus pontos
dos vértices, dois deles sdo desiguais (0s outros podem ser escritos como um
destes dois mais um vetor de rede reciproca). Esses dois pontos especiais sdo
denotados por K e K_. Outro ponto de alta simetria é aquele marcado com M na

Fig. 2.3(b). Escrevemos eles como:

a7 (V3 1 a7 (/3 1 277

Devido a essa simetria, as ligagdes entre os carbonos geram orbitais hibridos, sendo
eles os orbitais o, que fazem a ligagdo carbono-carbono e sdo fortemente acoplados,
e os orbitais p,, que representam os orbitais préximos ao nivel de Fermi. Assim,
é conveniente modelar esses sistemas usando o modelo tight-binding (TB) para
descrever apenas o orbital livre, ja que, no caso de fendmenos de transporte, estes
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estdo tipicamente confinados a esta regido de energia. Na nossa descrigdo, temos
efetivamente um orbital por sitio (ei,]- = €p) e com 0 mesmo acoplamento entre
todos os sitios (7v;; = 1) [49], consistindo apenas acoplamento entre primeiros
vizinhos.

Devido a ortogonalidade das fun¢des de onda e a periodicidade do sistema [48],
a equacdo de Schrodinger pode ser tratada como um problema de diagonalizagdo

de uma matriz 2 x 2,

Hi4(k) Hgyp(k ¢ y
Laall) Hap(lo) ) (€4 ) _ po( €a), (2.34)
Hp a(k) Hpp(k) ¢p Cp
O Hamiltoniano na base de momentos assume a forma:
. B 0 _,),(1 + efﬁk' (a1+a2))
H(k) = ( (14 ik (ar+a2) 0 , (2.35)

de modo que obtemos a relagdo de dispersdo diagonalizando H(k) (com k =
(kX/ ky))/

k k,a k,a
Ex (ky, ky) = :t'y\/l + 4 cos \/32 x4 cos % + 4 cos? % (2.36)

Importante notar que para os valores de k em que E+ = 0. Expandindo E+ para K
na vizinhanca de K (ou K_), temos k = K + dk (k = K_ + ék). Por fim, temos

a relacdo de dispersao [48],
E4 (k) = Lhvp|dk|, (2.37)

aqui,

V/37ya
YET "o

é a velocidade de grupo eletronica. Desta forma, temos a formacado de dois cones

(2.38)

que se tocam préoximo de E+ = 0, chamados pontos de Dirac, e a dispersao do
grafeno se assemelha a de um férmion de Dirac sem massa [48]. Além disso, a
partir da relacdo de dispersdo, obtemos a densidade de estados dada pela Eq. 2.30,
e apresentado na Fig. 2.4
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Figura 2.4: Densidade de estados: densidade de estados para uma folha de
grafeno em funcdo da energia reescalada pelo constante de acoplamento.

2.3.1 Nanotubos de Carbono e Nanofitas de Grafeno

Zig-zag (10,0) Chiral (10,5) Armchair (5,5)
0=0° °
(b) "

Q-
%‘0’0’03080308
s tglevate Ry

CRS AR

Figura 2.5: Representacdo de vetores quirais que levam a vdrios tipos de nanotu-
bos de carbono de parede tinica (SWNTs): (a) O vetor quiral C = 10a; + 5a; (seta
vermelha), conecta dois pontos em uma folha de grafeno e define a circunferéncia
e a quiralidade de um nanotubo (10,5). (b, ¢, d) Exemplos de nanotubos zig-zag,
quiral e armchair, com seus angulos 6 e didmetros. Imagem retirada da Ref. [9].

O grafeno ¢ a estrutura predecessora de um conjunto de alétropos do carbono
[50]. O mais conhecido é o abundante grafite. No entanto, a partir de cortes
apropriados na folha de grafeno, é possivel obter outras estruturas nanoscépicas
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Figura 2.6: Representa¢do de uma nanofita de grafeno: Nanofitas de grafeno sao
obtidas a partir de uma folha de grafeno (representada em cinza), onde cortes
sdo feitos em uma direcédo especifica. A partir desses cortes, uma faixa estreita de
grafeno é extraida, formando assim a nanofita de grafeno.

de dimensdes inferiores. O primeiro caso, obtido experimentalmente antes mesmo
do grafeno, sdo os nanotubos de carbono (CNT, da sigla em inglés), descobertos
por lijima [17] em 1991.

E possivel gerar uma estrutura de nanotubos de carbono de parede tnica
(SWNT, da sigla em inglés) removendo uma tira de grafeno e enrolando-a [51],
como ilustrado na Fig. 2.5. Sua estrutura pode ser especificada pelo vetor quiral C
[48], que conecta duas células unitdrias distintas (veja Fig. 2.5) em uma folha de
grafeno. Portanto, o vetor quiral pode ser especificado por dois ntimeros inteiros
(n e m), C = na; + majy, e representa a posigdo relativa do par de 4&tomos na rede de
grafeno que forma um tubo quando enrolado. O par (1, m) rotula exclusivamente
SWNTs.

Outro caso de interesse sdo as nanofitas de grafeno, que sdo obtidas apenas
cortando uma folha de grafeno [48], como ilustrado na Fig. 2.6. Da mesma forma
que os CNTs, podem ser obtidas diferentes estruturas dependendo da maneira
como sdo cortadas. Em particular, temos nanofitas com borda armchair e zig-zag,
que possuem as estruturas ilustradas nas Fig. 2.7 e Fig. 2.8. Elas sdo caracterizadas
pelo ndmero inteiro N, (N;), que representa a familia armchair (zig-zag) em termos

de suas respectivas células unitérias e possuem diferentes propriedades eletronicas
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N, =5
N, =3
N, =2 Q

Figura 2.7: Célula unitaria da nanofita de grafeno armchair: Ilustragdo da sequen-
cia de construgdo da célula unitédria para diferentes familias armchair. €; representa
a energia do sitio, e sdo apresentadas as células unitarias para N, = 2,3,5e 8.

N, =8

N, =

"

Figura 2.8: Célula unitdria da nanofita de grafeno zig-zag: Ilustracdo da sequencia
de construcdo da célula unitaria para diferentes familias zig-zag. €; representa a
energia do sitio, e sdo apresentadas as células unitdrias para N, = 1,2,3 e 5.

[48].
O Hamiltoniano de uma célula unitdria para uma nanofita zig-zag na descri¢do
do MTB é dado, para o caso com N, = 2, por:

eq7. v 0 O
= | T 270
o 0 v e v |

0 0 9 e
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Figura 2.9: Nanofita de Grafeno Infinita: Representacado da célula unitaria (uni-
dade de repeticdo minima) das nanofitas de grafeno para os casos zig-zag, com
N, = 3, e armchair, N, = 5. Aqui, ’ye_ﬁk” é a constante de acoplamento com a
célula anterior, e e para a proxima célula.

e para uma nanofita armchair, com N, = 5, por:

ec. vy vy 00 0 0 O O O
vy e 0 o 0 0 0 0 O O
vy 0 e 0O v 0 0 O O O
0O » 0 &g 0 o 0 0 0 O
lea:S _ 0O 0 » 0 es v v 0 0 O , (2.39)
0O 0 0 v+ 9v €6 0 9 0 O
0O 0 0 0 o 0 € 0 o O
0 0 00O O 9 0 e 0 v
0O 0 00O 0O O 9 0 € v
0 0 00 0 0 0 9 79 €o

O Hamiltoniano completo na base de momentos ao longo da fita, seguindo a

representacdo da Fig. 2.9 para a simetria zig-zag, é dado por:

N, (k) = L, € [m, i) (m, i+ [m, i) (m,i+ 1]+ m, i) (m,i 1|
e My Ly m, 1) (m = 1,14 1| 4 0y Ty [m, D) (m + 1,141 (240)
ey Vi lm, ) (m =1, j = 1| + ¥ty T,y [m, ) (m+1,j = 1]
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Figura 2.10: Estruturas de bandas e Densidade de Estados: Na coluna da es-
querda, temos a relagdo de dispersdo em fung¢do da energia, e na coluna da direita,
temos a densidade de estados. As quantidades foram obtidas para nanofitas arm-
chair (linha superior) e nanofitas (linha inferior) com N, = N, = 4. Nota-se que a
nanofita armchair é semicondutora, enquanto a zig-zag é metdlica, apresentando
singularidade de van Hove (estados de borda) no nivel de Fermi.

Aqui, | representa apenas os valores pares de i enquanto j representa os impares.

Analogamente, para a simetria armchair,

A, (K) = Ve |m,) (m,il +7 X [m, 1) (m, 142+ ¥ m, 1) (m,1 - 2| +
m,i 21+1 21+1

+y X lom) G421+ ) Imj) (m,j—2|
2j+1 2j+1

+y Ym0y (m, 1 +2|+ Y |m, 1) (m,1—2], 1=1,35,...
2172 201
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Figura 2.11: Estruturas de bandas e Densidade de Estados: Na coluna da es-
querda, temos a relagdo de dispersdo em fung¢do da energia, e na coluna da direita,
temos a densidade de estados. As quantidades foram obtidas para nanofitas arm-
chair (linha superior) e nanofitas (linha inferior) com N, = N, = 9. Nota-se que a
nanofita armchair é semicondutora, enquanto a zig-zag é metdlica, apresentando
singularidade de van Hove (estados de borda) no nivel de Fermi.

oy Y m gy (m 1y Y fm ) fmj =2, j=2,46,...

2j+1 2j+1
e Ky Y, Im, p) (m =1, p+ 1| + ey X, fm, q) (m+1,9 — 1] (2.41)
p=3,711..., qg=4,810,...
Na forma matricial, para N, =2e N, =5,
€ (1 4 e ka) 0 0
. (1 + €tk) €2 v 0
HNZ:Z = ika ’
0 0% €3 v(1+ ™)

0 0 (1 + e~ ikm) €4
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Figura 2.12: Estruturas de bandas e Densidade de Estados: Na coluna da es-
querda, temos a relagdo de dispersdo em func¢do da energia, e na coluna da direita,
temos a densidade de estados. As quantidades foram obtidas para nanofitas arm-
chair (linha superior) e nanofitas (linha inferior) com N, = N, = 30. Nota-se que
a nanofita armchair é semicondutora, enquanto a zig-zag é metalica, apresentando
singularidade de van Hove (estados de borda) no nivel de Fermi.
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Em particular, ao tomar €; = €g e v 5 = 7, * diagonalizamos o Hamiltoniano
A, e obtemos a relagdo de dispersdo e a densidade de estados somando sobre
todos os momentos na primeira zona de Brillouin.

Observamos nas Fig. 2.10, Fig. 2.11 e Fig. 2.12 divergéncias nas densidades de
estados, conhecidas como singularidades de van Hove [52], que estdo diretamente
associadas aos valores onde hda abertura ou fechamento de novas bandas. Para
valores muito altos de N,,,, mesmo que as estruturas de banda aparentem ser
diferentes devido ao folding da zona de Brillouin, a densidade de estados converge

para a DOS do grafeno (mostrada anteriormente na Fig. 2.4) e o cone é recuperado.

2.4 Funcoes Green

Como estamos interessados em sistemas abertos, nosso Hamiltoniano tem
dimensao infinita, a0 mesmo tempo, a simetria de translacao é quebrada. Assim,
buscamos uma forma alternativa de resolver o problema. Um operador importante
para este trabalho é GR [53], chamado de fungdo de Green retardada, que esta
relacionado com H em uma base de orbitais localizados, através da equacao
[E — H]GR = 1N, onde 1IN é a matriz identidade de ordem N. A funcao de Green
avangada G é dada por G4 = (GR)'. Explicitamente, GR ¢ definido como:

A A 1
R : . -1 . o e
= lim [(E Iy - A1 =1 S ) 2.42
G" = lim [(E+ i)y — H] UL%IZEHU—& i) il (242)
onde ¢; e |i) sdo ou autovalores e os autoestados de H.
Usando a identidade,
7o(x) = lm — 1 (2.43)

p—0- 3247

é facil notar que a densidade de estados (Eq. 2.30) em termos da funcdo de Green
(G) 5 é dada por [24],
1 A
D(E) = —;Im{Tr G}. (2.44)
Uma das vantagens de uma descri¢do por meio de fungdes de Green é o fato

de podermos resolver um Hamiltoniano complexo a partir de solugdes para um

problema mais simples conhecido. Assim, conseguimos expressar a fungao de

*Aqui (i, j) indica primeiros vizinhos
STremos omitir o sobrescrito R, assim G = GR, a menos que seja necessario fazer um contraponto
entre as fun¢des retardada e avangada.
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Green de maneira mais interessante através da equacdo de Dyson,
G =Go+ GyVG, (2.45)

com Gy = lim, o+ [(E +in)ly — Hy]~!, representando o sistema desacoplado
e V carregando a informagdo dos acoplamentos (interagdo). Na representagéo

matricial, temos:

4 0 0
0 & 0
Gy = : , (2.46)
0
0 0 4w
com ¢; = lim, o+ [(E + i)l — bl le
hy 0 ... ... 0
0 h ... ... 0
A= : =+ -~ |, (2.47)
. 0
0 0 hy
0 H2 0 F1,N
F21
V= : 6 (2.48)
0 YN-1,N
Iv1 O INN-1 0

241 Caso2 x?2

Um exemplo interessante é o caso onde o sistema tem dimensdes N = 2, e

o Hamilton é expresso em termos de orbitais atdmicos. Fixando vy;; = 7 (para

ja g (61 i ) (2.49)
Y €

®Nesta dissertacio, iremos considerar um sistema aberto e, portanto, 1y = fn1 =0e N — oo.

primeiros vizinhos),
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Figura 2.13: Densidade de estados para o sistema 2 x 2: densidade de estados
em fungédo de E — ¢ para dois orbitais atdmicos ) desacoplados, 7;; = 0, e b)
acoplados, com v; ; = y. Aqui, tomamos 17 ~ 1074,

Utilizando a equagdo de Dyson (2.45), calculamos a funcdo de Green,

Gi1 Gip _ [ & 0 N g1 0 0 v Gi1 G2 . (2.50)
Gy1 Gop 0 & 0 & v O G1 Gop

Realizando os produtos,

G G 0 G G
1,1 1,2 _ & 1 817621 81770L22 ) 2.51)
Gy1 Gap 0 & 227611 £27G1p
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temos, que
Gi1 =8 + 817621, (2.52)
G2 = 27611, (2.53)
G2 = g3+ £27G12, (2.54)
G12 = 817G (2.55)

Temos equagdes para os termos da diagonal para Gy ;
Gi1 = 81+ 817827611

g1_1G1,1 =14+ 787G

Gia =g — 18277, (2.56)

e, analogamente,
Gop =18 —v1r] ™" (2.57)

Por defini¢do, no caso em que os orbitais sdo desacoplados (y = 0), a partir de 2.56
e 2.57, temos GY; = g;, onde g; = 1/(E +i5 — €;). Escrevendo de uma maneira
mais conveniente,

1 E—ﬁiy—ei:hm E—1n —e¢;

8 ’7;17(()’lJr E—|—1117 — € E — 11 — €; n—0+ (E _ei)2+772

(2.58)

= lim E-ei —1 /|
= L E—e)Z+y2 "E—e)+2)

Assim, temos a densidade de estados diretamente de 2.58. De maneira geral Gy, é

dada por:

. 1 . 1
G11 = lim -  — = lim :
’ n—0t E4+11 —€1— 782 =0t E4+in —€;

7

—a2_ 1
’)/ E+f117—€2
de modo que,

(E—e)[(E—€)*+7*] =7 (E—e)
272+ (E—e1)* +(E—e)?|+[r¥* — (E—e)(E—e)* + 1@’59)

Re(Gl,l) =
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e
m(Giy) = - ME-e) +7 o]
’ 72272+ (E—e)? + (E—€e)?| +[v* = (E—e)(E-e) P+ 1*
(2.60)
Analogamente,
_ (E—e)[(E—e1)* +7°] —7*(E—e1)
RE(GZ,Z) I > 5 5 2 4’
PRy +(E—e) +(E—e)?|+ [y = (E-e)(E—e))* +7
(2.61)
e
Im(Gzz) — _ U[(E_€1)2+r)’2+772]
’ 72272+ (E—e)? + (E— )| +[v* = (E—e)(E-e) P+ 1*
(2.62)
A partir disso, podemos calcular a densidade de estados da Eq. 2.42
1
D(E) = ——[Im(Gi,) + Im(Ga,)]. (2.63)

Por simplicidade, mas ainda contendo informagdes importantes sobre o problema,
tomamos €1 = € = €y,

D(E, ) = 3{ 7 [(E—e0)? + 172+ ] } .60

7| (E — €0)* +2(E — €0)2 (112 — 42) + (42 + 112)°
com
D(E) = lirgl D(E, 7). (2.65)
n—0*

Observando a solugdo na Fig. 2.13 fixando = 0.0001, notamos que a densi-
dade de estados é formada por duas fungdes § em €y = . No caso em que y = 0,
os estados sdo degenerados em €p. Quando ligamos o acoplamento, o efeito é
um split nos niveis em relacdo ao caso desacoplado, levando os niveis para €y — 7y
e €9 + 7. O mesmo resultado pode ser obtido diagonalizando o Hamiltoniano
completo H.

2.5 Sistemas Abertos

Até este ponto, tratamos apenas de sistemas peridédicos. No entanto, para
estudar propriedades eletronicas e de transporte em um dispositivo realista, preci-
samos descrever o que chamamos de sistema aberto. Vamos acoplar a parte ativa
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Eletrodo Eletrodo
Esquerdo ~ 2 Direito
YL, Vs,R
V' 7 N
A A A

Hy, Hg Hp

R e .
Ys,L TL,s

Figura 2.14: Visdo esquematica de um problema de transporte eletrénico: As
regides em vermelho representam os eletrodos, onde H e Hg denotam os Ha-
miltonianos do eletrodo esquerdo e direito, respectivamente. Em cinza, temos
a regido de espalhamento, com Hs o seu Hamiltoniano e o acoplamento entre
diferentes regides representado por 4;,, ondel = L, S, R.

do dispositivo a reservatorios de elétrons e dividir o sistema resultante em trés
regides [54]: H; e Hg, denominadas eletrodos esquerdo e direito, respectivamente,
e a regido central Hs, a regido de espalhamento, como ilustrado na Fig. 2.14. Inici-
almente, consideramos apenas fun¢des de onda vindas do infinito, dadas pelos
estados de Bloch (2.21). Aqui, consideramos que as fun¢des de onda provenientes
de —co e +-00 sdo origindrias dos eletrodos, que podem ter estrutura interna. Em
particular, para este trabalho, consideramos estruturas cristalinas. Essas estruturas
podem ser iguais ou diferentes da estrutura da regido de espalhamento. Assim,
A} e AR tém dimensdes semi-infinitas, enquanto Hs possui dimensdes finitas. O

Hamiltoniano completo é dado por:
H:I:IL—FHS—FI:IR—F'?L—F’?R. (2.66)

Aqui, ¥1/(rR) = TL/(R),s T ¥s,L/(R) € O acoplamento entre a regido de espalhamento
e o eletrodo esquerdo (direito). Aqui, a principio, ndo temos mais simetria de
translacdo, portanto, ndo é possivel utilizar o teorema de Bloch. No entanto, como
mostramos na sec¢do anterior, podemos utilizar fun¢des de Green para tratar esse

problema. Para a fungdo de Green, usaremos a equagdo de Dyson (2.45). Tomando
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¢ =limy — 0F[(E +iy)ly — H;) 7!, parai = L, R, S, temos:

A 0 0 ¢ 0 0
Hy=| 0 Hs 0 e Go=| 0 g5 0 (2.67)
0 0 Hg 0 0 ¢r
A matriz que carrega a informacdo dos acoplamentos é dada por:
0 s O
V=1 49t 0 Fsr |- (2.68)
0 drs 0
e a funcdo de Green completa,
G. Grs Gur
G=1 Gsr Gs Ggr
Grr Grs Gr
, ~ -1
(E + 1117)]1NL 0 0 H; YL,S 0
= 0 (E + i77)Ing 0 —| ¥si Hs Jsr
0 0 (E+iny, 0 rs Hr
(2.69)

Realizando as operagdes de forma andloga a Eq. 2.56 e expressando diretamente o

termo da regido de espalhamento, obtemos:

Gs = lim [(E +in)ly, — Hs — Xy — Zg] 7}, (2.70)
n—0t
com .
2p = Yrs819se = Frsl(E+in)ln, — Hi ] s, 2.71)

TR = R s8R Vs,R = Trs[(E + iy)In, — Hr] sk,
as chamadas auto-energias dos eletrodos. Assim, a fungdo de Green da regido de
espalhamento contém toda a informagdo de interesse. Note que as auto-energias
possuem a mesma dimenséo de Hg, porém dependem explicitamente da energia,
E. Isso ocorre porque a parte de ¢; /g que contribui é efetivamente o termo de
A} /g que acopla com a regido de espalhamento. Desta forma, s6 precisamos das

fungdes de Green de superficie do eletrodo. 7 Na préxima subsecdo, discutiremos

’Consideramos aqui que o acoplamento ocorre apenas entre a regido de espalhamento e um
ntmero finito de estados nos eletrodos. Uma descrigao utilizando o modelo TB é particularmente
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como calcular explicitamente as func¢des de Green de superficie e as auto-energias
dos eletrodos de maneira geral e independente da estrutura interna.

apropriada, ja que é localizada no espaco real.
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2.5.1 Meétodo da funcao de Green recursiva

@ NN
OO -

1 1 I 1

1 1 ~ 1

! ! :/7:,2\';

o — 0+0@!

1 1 ~ A

oA :gl’? gor oo r————-—-—-=-=-=-=-- ]

1gyp o ,\211/1' 1 1 !

T . P L '

----------------- : i :/'Yb:
I —_— +.'
:Au)i ig‘” 3 ?Jsi
:g2: :2\’}/&3/:

Figura 2.15: Visdo esquematica do Método da funcdo de Green recursiva: a) Uma
cadeia linear infinita, onde os Hamiltonianos dos sitios /,; acoplam apenas com
seus vizinhos préximos, e 4, € 0 acoplamento. b) Representacdo esquematica
do processo recursivo. Temos, a principio, apenas um sitio h com sua fungio de
green associada ¢;. Depois, ele é acoplado com o sitio posterior, obtendo a fungao
de green efetiva entre os dois sitios ¢2. Esse processo é repetido novamente.

De maneira explicita, temos as auto-energias ¥; e g em termos de suas

respectivas fun¢oes de Green de superficie g; e gr, da seguinte maneira:

X =9Ls8r9sr. e Xr = YrRsSrRYsR- (2.72)

O método que usaremos para calcular as fun¢des de Green de superficie ¢1 e $r
é chamado método recursivo das fun¢des de Green [55]. Inicialmente, represen-
tamos uma cadeia linear com acoplamento entre os primeiros vizinhos, como
ilustrado na Fig. 2.15(a). /1,, é 0 Hamiltoniano intracelular com sitios acoplados
internamente, dada pela Eq. 2.24, e 4,,,, € 0 acoplamento entre as células m e n. Em
principio, o acoplamento entre as células é arbitrario. No entanto, consideramos
acoplamentos apenas entre células vizinhas. Aqui apresentaremos o método de
maneira geral, que vale para sistemas 1D e ordem inferior. Em particular, temos in-
teresse em redes 1D com simetria translacional, e para esses casos fzm é a estrutura
de repeticdo minima, ou seja, é a célula unitéria, que para o grafeno é dada por
fiyy = hy como ilustrado na Fig. 2.2(b). O interesse é descrever elétrons vindos do

infinito em um eletrodo com estrutura cristalina, e em equilibrio termodinamico.
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Teremos entdo um sistema com dimensoes infinitas. Olhando para a representacao

matricial de fl, temos:

hi 41,2 0
Y21 flz 0

hp/r = YN—1,N . (2.73)

InN-1 BN

Separando os termos locais (diagonais) dos termos de acoplamento (fora da diago-

nal), obtemos:

hy 0 0 0 2 0

0 h 0 Y21 O 0
Hy = V= :

0 ... ... ... - 0

Com isso, podemos usar a equacdo de Dyson (Eq. 2.45)para obter a fungdo de
Green de superficie.

2.5.2 Caso3 x3

Para uma compreensdo mais clara, consideraremos inicialmente o caso de uma
rede 3 x 3. A funcdo de Green do sistema desacoplado e a matriz de acoplamento

sao, respectivamente, dadas por:

$1 0 0
Go=| 0 & 0 [,
0 0 &
0 H12 O
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A funcédo de Green total do sistema apresenta a seguinte estrutura:

Gi1 Gz G
G=| Gy G2 Go3
Gs1 G3p Gsgs

Eliminamos os graus de liberdade de /; reescrevendo ¢, com a contribuicdo
explicita de h;. Isso equivale a resolver primeiro o sistema 2 x 2. Neste caso,

. Gi1 G
e G G2 )
Go1 Gop

A equagdo de Dyson tem a estrutura:

Gi1 Gio _ g1 O n g1 0 0 H2 Gi1 Gio
G1 Gop 0 & 0 & Y21 0 G1 Gop2

Realizando os produtos e escrevendo explicitamente os termos locais da func¢ao
de Green,
Gi1 =&+ $1%12G21,
Ga1 = $2921G11,
Gap = $2+ $2921G12,
Gz = G1912Ga2,
de modo que,
~(1 A N A A 1
8% ) = G11 = [($1) 1 F1,282%21] L
~(1 A N A A 1
8" = Coa=1(82) " — P2afil

Repetindo o procedimento e acoplando o segmento 3 ao segmento 2 efetivo,

8
A(1
@m_(gé) 0)
0 - ~ 7
0 &3

. 0 )
V= A Y2,3 .
Y32 0
(1)

¥Notamos que nao é necessario fazer o processo recursivo sobre ¢, ’, jé que 413 = 0.

obtemos:
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Podemos repetir o procedimento com a equagado de Dyson, como ilustrado pela
Fig. 2.15(b). Por fim, o termo 6}3,3 é dado por:

) 1

A(2 A : A A(Da -
87 = Gas = [(E+ i)y, — s — 93285 923] "
Isto é equivalente a obter G3 3 diretamente da equacgdo de Dyson escrita em termos
das matrizes dadas pela Eq. 2.5.2, resolvendo o sistema 3 x 3. Assim, obtemos
a fun¢ao de Green local para uma camada arbitrdria N iterando N — 1 vezes, o
que corresponde a decimar os graus de liberdade do sistema. De maneira geral, o

termo da func¢do de Green local, para um sistema de ordem N arbitréria, é dado

pOI':
= - ; e A 5(N=2) « -1
GNN =8N = [(E+in)lny —hn — InN—18N_1 IN-1N] - (2.74)

A funcao de Green de superficie é dada pelo dltimo termo no limite em que
N — o0, ou seja,
g L — lim GN,N-
N—o0

De forma andloga, obtemos ¢r acoplando os segmentos no sentido da direita
para esquerda. Analogamente, se iteramos no sentido contrério, obtemos ¢r
(Fig. 2.15(a)). Do ponto de vista numérico, é possivel notar que o calculo das auto-
energias pode ser implementado como um processo iterativo. Como o sistema
é cristalino, ha garantia de convergéncia conforme aumentamos o namero de
camadas.

Olhando para alguns exemplos de interesse:

* Cadeia linear semi-infinita: temos aqui uma cadeia com um orbital por
sitio, portanto, h;, = €y € §mn = o sdo escalares. Conseguimos obter
analiticamente as fun¢des de Green de superficie nos dois sentidos, e devido
as simetrias do problema, elas sdo idénticas e dadas por:

e~ 1k

E — €
com k = arccos

gL/R = (275)

Mostramos o comportando de maneira explicita na Fig. 2.16.

* Nanofita de Grafeno semi-infinito: Analogamente a uma cadeia linear, com
cada célula unitdria tendo estrutura interna. Em particular, para nanofitas

armchair, temos hy = PINa, Ymn = Jo € Ynm = '?g , as matrizes seguindo
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Figura 2.16: Fungoes de Green semi-infinita: Na linha superior, temos o negativo
da parte imagindria da fun¢do de Green (—Im[g]), e na linha inferior, a parte real
(Re[g]), em fung¢do da energia para uma cadeia atbmica linear.

a mesma construcdo da célula unitdria da nanofita (apresentada na Sub-
sec. 2.3.1), acoplando células em segmentos diferentes como ilustrado na
Fig. 2.2(b). Considerando que o acoplamento a regido de espalhamento tem
a mesma estrutura do acoplamento entre elementos da fita, obtemos a auto-
energia X = Yo gAL'yg eXg = Z{. Calculamos o trago sobre as auto-energias,
como mostrado na Figura 2.17, de modo que a parte imagindria corresponde

a densidade de estados na superficie.

* Nanotubo de carbono semi-infinito: As células unitdrias dos nanotubos de
carbono sao essencialmente as mesmas das nanofitas de grafeno, porém com

o primeiro elemento da célula unitéria acoplado ao tltimo, ou seja,

er v 0 v
. € 0
Hyn.,=2 = T2 T ,
0 v e v

Y 0 7 e
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-5 0 5
E

Figura 2.17: Auto-energias para uma nanofita de grafeno: Na linha superior tem
o negativo da parte imaginaria do trago sobre as auto-energias (Im[Xy /g]) e na
linha inferior a parte real (Re[X} ,r]) em fung¢do da energia para uma nanofita semi-
infinita de grafeno. Com a linha vermelha e preta referentes ao termos esquerdo
(Xr) e direito (Xr) respectivamente, para N, = 20.

De maneira geral

Hy,. = Hy, + 7 ®1oon, , (2.76)
e
Ay, = An. + 7 ®Ioon. , (2.77)
com
0 . 1
O |
Ton=1| s (2.78)
0 e
1 ... ... 0

a matriz com todos os elementos nulos, por exce¢do dos termos extremos da
antidiagonal, onde o indice N refere-se a dimensdo N x N da matriz.” Assim,

obtemos a auto-energia analogamente ao caso anterior, como mostrado na

“Note que a nomenclatura ‘zig-zag’ e ‘armchair’ é invertida no caso de nanotubos.
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Fig. 2.18.

-5 0 !
E

Figura 2.18: Auto-energias para uma nanotubo de carbono:Na linha superior,
temos o negativo da parte imagindria do trago sobre as auto-energias (Im[X; /g]), e
na linha inferior, a parte real (Re[X} /g]), em fun¢do da energia para um nanotubo
de carbono semi-infinito. A linha vermelha e preta referem-se aos termos esquerdo
(Xr) e direito (X), respectivamente, com N, = 18.

2.6 Interacao elétron-elétron

Nas se¢des anteriores, discutimos métodos para descrever propriedades ele-
tronicas na presenca de um potencial periédico. No entanto, um ingrediente
importante que precisamos considerar em uma descricdo mais realista é a pre-
senca da interacdo entre elétrons por meio da repulsdao Coulombiana. Nesta segéo,

discutiremos como descrever a interagao elétron-elétron em estruturas cristalinas.

2.6.1 Modelo de Hubbard

O modelo de Hubbard (MH) consiste na descri¢do de uma rede em que os
elétrons interagem entre si através da repulsdo Coulombiana, podendo ocorrer

intera¢cdes no mesmo ou em diferentes orbitais. O Hamiltoniano do MH é dado por
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uma descri¢do TB em segunda quantizagdo, adicionando um termo de interagéo:

H=Y (i|nlj)efej+ Y (ik|v|jl) eferete. (2.79)
i i,jk1

Os indices i, j, k, | pertencem a base completa de particula tnica. Se (i) conside-
rarmos apenas um orbital por sitio, e (i) o potencial Coulombiano (v;x;; = Uc),

temos:

=Y eiic+ Y vi€lei—u Z iy + i)), (2.80)
i i,j

e a interacdo Coulombiana serd dada por [56, 57]:

A :—ananjL Z nmnw/—]zgi- ZCA;I-UA;; &jwCic-
o,0',i,j i,j
(2.81)

Analogamente ao modelo TB, ¢; é a energia do i-ésimo orbital, Yij é 0 acoplamento
entre diferentes orbitais, e u é o potencial quimico do sistema nao interagente.
Para o Hamiltoniano interagente, U é a intensidade do potencial de repulsao Cou-
lombiana entre elétrons com proje¢des de spin diferentes no mesmo orbital, U’ e |
sdo a intensidade do potencial entre elétrons em diferentes 6rbitas com proje¢des
de spin iguais ou diferentes. Em particular, | esta relacionado ao acoplamento
de Hund [57]. Além disso, U’ = U — 2] e os coeficientes seguem a hierarquia
u>u >7j.

De maneira geral, o Hamiltoniano completo do sistema é

A=A+ A%, (2.82)

uma soma entre os termos nado interagente e o termo que carrega toda a informacao
da interagdo entre os elétrons do sistema. Se considerarmos ainda que s6 existe
interagdo entre elétrons no mesmo orbital, U’ = Jy = 0, e por simplicidade

tomamos y = 0, temos entdo o modelo de Hubbard em sua forma usual
H=Y efyn+n)+Y viciei+UY aghy. (2.83)
i i i

Apesar de ser uma simplificacdo das equagdes 2.79 e 2.82, ainda é dificil de
solucionar. Inicialmente, ao examinarmos alguns limites com solug¢des analiticas,

conseguimos observar alguns efeitos da presenca da interagdo entre elétrons.

e Limite de delocalizacao: U/t < 1
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Nesse limite, podemos ignorar o termo de interacdo, e a expressdo para
Hamiltoniano tem a estrutura:

1 = Zei(ﬁm + ﬁii) + Z’)’ijé;'ré]" (2.84)
i i

Usando os estados de Bloch para um sistema cristalino,

¢_ Z i) €Ki, (2.85)
e realizando a transformada inversa,
, 1 kR,
iy = —=) [k) e ™™, (2.86)

Escrevendo os operadores de criagdo e aniquilagdo em termos dos estados

de Bloch na representagdo dos momentos, temos:

~ 7nkR
6= —= (2.87)
“ ?
Por fim, o Hamiltoniano nessa base é dado por:
=Y ecfer, (2.88)

k

com € = \/LN Yij 'yi]-e_nk(Ri ~Rj) Considerando um sistema unidimensional
com um unico orbital por sitio e o acoplamento apenas entre primeiros
vizinhos, obtemos a relacdo de dispersdo no espaco de momentos,

€ = €9+ 2y coska, (2.89)

correspondendo a mesma relagdo apresentada na se¢do 2.4.1. Aqui, k €
[— 75, 25] correspondendo a primeira zona de Brillouin e a é a distancia entre
os atomos da rede. Considerando ainda a presenca de duas proje¢des de spin
por sitio (c =7, ), mas com uma tnica particula por sitio, como consequén-
cia, temos uma banda parcialmente preenchida, também conhecida como

half -filled, pois todos os sitios estdo preenchidos com uma tinica proje¢do
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de spin e (i) = (f]) = 1. Temos, nesse caso, um sistema metélico, com o
nivel de Fermi em €. Nesse limite, a interacdo pode ser tratada como campo

médio, onde € = €; + (71 ;).

e Limite de localizagdo: U/t > 1

Nesse limite, a interagdo domina o sistema e podemos ignorar o acoplamento
entre sitios diferentes.

H= Zel i+ Ay ) + U Y Anfy, (2.90)
i

Se olharmos para as possiveis ocupagdes do sistema, temos:

- O ocupagdo: (0| 71;,|0) =0 — E; =0,
- ocupagdo |T) ou [{): (1;,) =1 — E;=¢,
— ocupagdo |T4) ou |{1): (00| f1j s + i 7 |0T) =2 — E; = 2¢9 + U.

Supondo que inicialmente temos apenas um elétron por sitio, como estamos
no limite de interagao forte U >> t, comparativamente o sistema é fracamente
acoplado. Entdo, se quisermos mover um elétron de um sitio para outro com
proje¢des de spin diferentes, estaremos saindo de um estado com ocupagédo 1
para um duplamente ocupado, e para isso teremos um custo energético de U.
Portanto, nesse limite, U faz o papel de acoplamento efetivo entre os sitios.
Em temperatura ambiente, o sistema esta fracamente acoplado e tem um
gapde E(|T))) — E(|T)) = eo + U, tornando-o assim um isolante, conhecido
como isolante de Mott [58]. A estrutura de bandas para esse sistema é
chamada de bandas de Hubbard [56], pois é decorrente da presenca da

interacgdo entre elétrons e ndo do acoplamento entre os sitios.

e Limite transicao de fase metal /isolante de Mott: U = t

Resolver o modelo de Hubbard no limite intermedidrio, mesmo para o caso
onde existe apenas intera¢do entre elétrons no mesmo sitio, é extremamente
complicado. Devido ao fato de estarmos interessados particularmente nesse
limite, olharemos para outro modelo chamado de Modelo de Anderson para
impurezas magnéticas, que em um primeiro momento é diferente e mais

simples que o modelo de Hubbard.
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Modelo de Anderson para impurezas magnéticas

2¢%/h

8 :
= ©
E -
@ ~10K 3 ~0.5K
(%] o
o i = l

o

o

temperature temperature

(a) (b)

Figura 2.19: Resisténcia e Condutincia em funcdo da temperatura: (a) Resis-
téncia em func¢do da temperatura para um metal normal (curva em azul), um
supercondutor (curva em verde) e um metal com impurezas magnéticas (curva em
vermelho). b) Condutancia para um ponto quantico semicondutor, com nimero
de elétrons confinados no ponto sendo impar (curva vermelha) e par (curva azul).
Observa-se o efeito Kondo: (a) o aumento da resisténcia em um metal dopado com
impurezas magnéticas e (b) o aumento da condutancia em um ponto quantico
com nuimero impar de elétrons confinados. Em ambos os casos, o fendmeno surge
para o regime de baixas temperaturas [10]. Figura retira da Ref. [10]

E conhecido que a resisténcia elétrica para materiais puros aumenta a medida
que o sistema é levado a altas temperaturas [10]. Isso ocorre devido a fendmenos
de ruido térmico. Por sua vez, a medida que a temperatura diminui, o ruido
térmico tende a zero e a resistividade satura apds um certo valor. Alguns materiais
se tornam supercondutores e a resisténcia vai a zero (Fig. 2.19(a)). No entanto, foi
observado que, para alguns materiais, a medida que a temperatura diminui, a
resistividade volta a aumentar ap6s um valor critico (Fig. 2.19(a)). Devido a ausén-
cia de ruido térmico em baixas temperaturas, a explicacdo deveria ser puramente
microscopica. Juan Kondo [59] observou que isso ocorria devido a presenca de
concentra¢des de impurezas magnéticas e, usando teoria de perturbagdo, mostrou
que as impurezas agem como centros de espalhamento e adicionam um termo

logaritmico na resistividade em func¢do da temperatura., dado por
R = Ro+aT? +bT° +c[1 — p(er])] InT. (2.91)

Aqui, R é a resistividade caracteristica do material que ndo depende da tempera-
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tura, a é o coeficiente que carrega a contribuicdo da interacdo elétron-elétron, b é
proveniente da interagdo elétron-fonon, ¢ é devido a concentra¢do de impurezas
magnéticas no sistema, p(er]) é a densidade de estados no nivel de Fermie J é o
acoplamento efetivo de troca entre o spin da impureza e dos elétrons na banda de
conducdo. Este é o conhecido efeito Kondo [10].

Um modelo que surgiu para explicar como se dé a interagdo entre metais e
estados localizados de impurezas magnéticas usando uma abordagem puramente
microscopica é o chamado modelo de Anderson para impurezas magnéticas (AIM,
da sigle em inglés).

O Hamiltoniano do AIM multinivel é escrito da seguinte maneira,

H= ﬂimp + Hpatn + )A)hyb, (2.92)
com [60]
N AL A 1 AL A o a
Himp = Y eafiofuo+5 L Uswpplfioftofpofpe — 299)
0 w,o BB o0
Hoath = Y €kuCiyolhvor (2.94)
kv,o
)A}hyb - Z r?ﬂ,kﬂ/ﬂ (f ota'ék,v,a + CA]-'(-,V,U f zx,U) . (2.95)
wkv,o

Ele consiste entdo em um Hamiltoniano dividido em duas regides. A primeira é
Hpatn, contendo o que chamamos de banho, pois temos elétrons ndo interagentes
em equilibrio térmico. A segunda regido, Himp, € a impureza que pode conter
multiplos niveis internos, ou seja, com uma estrutura andloga a uma molécula com
diversos orbitais moleculares, com V sendo o acoplamento entre as regides. Os ni-
veis podem estar semi-preenchidos ou completamente preenchidos, e assim todos
os elétrons desta regido tendem a interagir entre si (Fig. 2.20(a)). Olhando entdo
apenas para o termo de intera¢do elétron-elétron entre os niveis, e considerando
que é de natureza Coulombiana [60, 61], temos:

% Za,a’,ﬁ,ﬁ’,a,(f’ uzx,u/ B.B f o-cr,a]? ;’,a/]? B o f B.o
(2.96)
=~ UZ,X Mg + u’ Za;éﬁ Tl“nﬁ — ]HSJ% + ]H(Nf —D — Nj%/4),

com 7y = f; ; fac como o operador ntimero do nivel a com projegdo de spin o,
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Figura 2.20: Visao esquemadtica do Modelo de Anderson para impurezas: As
regides em cinza representam os banhos de elétrons, enquanto as regides em
vermelho representam a regido de impurezas e as regides em branco representam
as barreiras de potencial. a) Descri¢do contendo miultiplos niveis internos, com
niveis semi-preenchidos e completamente preenchidos, onde cA,t,W (Ckvo) €0

operador de criagdo (aniquilagdo) dos elétrons no banho, f]:r Vo ( fk,v,a) o operador
de criagdo (aniquilagdo) dos elétrons na impureza, e ¥, é o acoplamento entre
as regides. €, € a energia do nivel a, U é o potencial de intera¢do entre elétrons
no mesmo nivel, U’ o termo de interacdo entre elétrons em estados diferentes. b)
Descri¢do do caso de um tnico nivel, ¢) e d) descri¢do para o caso de dois niveis.

Ny = Ngp + 1, sendo a soma entre o operador nimero com diferentes projegdes
de spin ¢ no mesmo nivel, U = Uyuaa 0 potencial de intera¢do entre elétrons no
mesmo nivel, U = Ungap © Ju = Uyppa 0s termos de interagdo entre elétrons
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em estados diferentes « # B. Nota-se que U’ media a interacdo que resulta em
elétrons com a mesma projecao de spin inicial, enquanto [y altera a proje¢do dos
spins. Portanto, [ é o acoplamento da regra de Hund, N r = Yif; s € 0o numero
total de elétrons, D é o numero de estados duplamente ocupados e S o spin total
sobre todos os estados interagentes, como ilustrado na Fig. 2.20(a).

Alguns casos particulares que valem a pena serem comentados sdo o caso de
um unico nivel (SAIM, da sigla em inglés) e para dois niveis (DAIM, da sigla em
inglés). Para o SAIM, automaticamente nao ha intera¢des entre elétrons em niveis

diferentes, entdo U’ = Jy = 0, e o sistema se torna mais simples (ver Fig. 2.20(b)).
ﬁSimp = efﬁf + Ufiprfig, . (2.97)

Para DAIM, além dos dois niveis, podemos ter intera¢des entre eles, ou seja, a
priori U’ # 0 e Jy = 0 (ver Fig. 2.20(c) e Fig. 2.20(d))

Hpimp = €151 + €l po + U137y + Aporfiga))

s - N N (2.98)
FU(Apar +igay) + (g 01,2 )]

A principio, temos 0os mesmos limites apresentados para o modelo de Hubbard

anteriormente em 2.6, mas com um ntmero finito (tipicamente 1) de impurezas.

2.6.2 Representacao de pseudo particula

Além dos problemas na resolu¢do do modelo de Anderson para o regime
U =~ t, tipicamente, a interacdo de Coulomb efetiva, Uy, p,p, €NtIE 08 elétrons

na impureza é grande em comparacdo com o acoplamento entre os elétrons da

impureza e o banho, |]>hyb wkvo = Yakveo de modo que utilizar teoria de pertur-
bagdo no termo de interacdo é um problema. Uma alternativa é escrever o sistema
em uma descri¢do de pseudo-particulas [62, 63] e utilizar teoria de perturbacdo
no termo de hibridizacao Whyb |. Podemos assim desenvolver uma expansao di-
agramatica, e consideraremos apenas os diagramas sem cruzamentos (NCA, da
sigla em inglés) [62, 63], que é uma boa aproximagao para temperaturas acima
da temperatura de Kondo, Tk, e para o regime U ~ t [64]. Isso resulta em uma
boa descrigao da transi¢do de fase metal/isolante de Mott. Finalmente, a titulo de
informacdo, os diagramas com um tnico cruzamento (OCA, da sigla em inglés)
[62, 63] apresentam uma melhor descri¢do para temperaturas abaixo de Tk [64].

Inicialmente, a estratégia é diagonalizar ﬂimp dado pela Eq. 2.93. Para isso, es-
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crevemos o Hamiltoniano das impurezas em termos de pseudo-particulas, através

da seguinte relacdo com os operadores de criagdo (aniquilagdo) f t( f ),
fi=stb+dlss,, (2.99)

com b, 81 e d!. operadores de criacdo de pseudo-particulas (com seus respectivos
operadores de aniquilagdo e ¢ =1 ou | ) , atuando no vacuo dessa representagao

da seguinte maneira
by |0pp) = [0), 85|0pp) =|0) e di;|0pp) = |0T). (2.100)

Assim, representando estados associado a ocupagdo zero, um e dupla ocupagdo
respectivamente. Aqui b e d'_ operadores seguem as regras de comutagdo para
bésons, e §). as regras de comutacio para férmios. Impondo as condigdes, para

eliminar estados ndo fisicos, obtemos a seguinte relagao,

s ata M 7

fofo =855, +d,dg, (2.101)
e a conservacao de carga através da contragado

Q="0"0+) slss +dl,dsy = 1. (2.102)
g

Para um modelo de Anderson multinivel é conveniente escrever em uma notacdo

compacta os operadores de pseudo-particula, como @,, com p indicando o nimero

t t

de ocupagéo. Assim, 4, bioud!_e i, = S, para p impar e par receptivamente.

Consequentemente,

iy |0pp) = |p) e ap|p) =|0pp), (2.103)

relacionado, de maneira geral, com f por

fur = Y (F0) iy, (2.104)
2

com (F*7),» = (p| fuc |P), que sdo os elementos da matriz do operador de criagdo

de impureza-elétrons. Desta forma, obtemos um Hamiltoniano para as impurezas
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de Anderson desacoplado do banho de elétrons e diagonal,
Himp = Y epliyip. (2.105)
p
O Hamiltoniano completo é dado pela transformacado da Eq. 2.92,

» At A AT A IS N At A
H= Zer’“pap + ) €k,vCkv,oChy,o T Y (’Yoc,k,u,a(F ) pp o iply + h-C> .
p kv,o

pp' ko
(2.106)
Aqui, a hibridiza¢do com os elétrons do banho dada pelo dltimo termo passa a
ser um termo analogo a interacdo para as Pseudo-particulas. Devido as regras
de comutacdo fermidnica e bosdnica, pode-se desenvolver uma expansdo em
termos de uma perturbagdo diagramadtica na interacdo das Pseudo-particulas. Em
particular, o SAIM (2.97), na descrigdo de pseudo-particula, assume a seguinte

forma, em termos dos operadores de pseudo-particula,

7:[ = 20’ €0§;§U + (260 + u)fﬁad}? + Ek,v,a €k,1/é\;lvlg'€k,1/,(7
(2.107)
+ Eklvla (,?“rkﬂ//gélt,v,asA;B + h'C> + (I?“zkrVIUCAI,V,adA;ESAF + h'C> 4

com, ?:[imp bilinear. Nessa representacao, o termo de hibridizacdo Vhyb, se torna
mais complicado. A carga da PP (Q) é restrita a um, ou seja, s6 podemos ter uma
PP por vez. Adicionamos a restri¢do Lagrangiana A(Q — 1) ao Hamiltoniano onde
o multiplicador de Lagrange A desempenha o papel de um potencial quimico
para a PP (negativo). O valor esperado de um observavel fisico A é calculado
no Ensemble grand-candnico e é entdo projetado no subespaco fisico com Q =1
através do truque de Abrikosov [62]:

(A) = lim (QA)e) (2.108)

Ao (Q)c(A)
O fator Q no numerador permite remover o subespago (ndo fisico) Q = 0. No
entanto, para todos os observéaveis locais fisicos A (atuando no subespago de
impurezas) o valor esperado de A no subespaco Q = 0 é sempre zero. Portanto,

basta calcular

(A) = lim

lim S (2.109)
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A fungdo de Green é dada por,

Gp(E)= lim [(E+4in) —ep—A—E,(E)]"", 2.110

p( ) 77%0'*‘,/\%00[( +17) p p( )] ( )

onde ¥, € a auto-energia da PP que descreve a interagdo dindmica com as demais
PPs induzida pelo acoplamento com o banho de elétrons. Com as auto-energias

obedecendo as seguintes equagdes autoconsistentes [65]

() = / () L Au(e)Gile E)AY(E,e), (2.111)
2o (E) = [ % f(e)[Ar(—€)Gyle + E)AY (e + E, —e)+ 2112)

Aﬁ( )Gd (e+E)A< ) (e + E,€)],

= [, % f(e)[Ar(—€)Goy(e + E)AD(E, —e)+

Ag(—e)Gsa(e +E)AZ(E, —e)). 2.113)

Aqui, Ay (€) = Ty kv, |Vaku,e| € afungdo de hibridizagao, que essencialmente é a
funcdo espectral do acoplamento impureza-banho. As fun¢des de Green das PPs

em termos das suas respectivas auto-energias é dada explicitamente por

Gy(E)= lim [(E+in)—A—Z4(E)]7Y, (2.114)
7—0+,A—o00
Gs,(E)= lim [(E+in)—A—ey— X, (E)] Y, (2.115)
7#—0+,A—o00
Gi_(E)= lim [(E4+1in)—A—2e—U—Zss(E)] L. (2.116)
7—0T,A—c0

Ainda, as fun¢des A contem as corre¢des dadas pelos vértices nos diagramas,

N(EE) =1+ [ T () 8o(e) e (E+ )G (EHE o) (2117)

AZ(E,E) =1+ /oo d—;f(—e)Ag(e)Gsa(E —€)Gy,_(E—E —e). (2.118)

Descartando as corre¢des de vértices, que correspondem ao conjunto A(ZTE(E, E') =
AY(E,E") = 1, obtemos a chamada aproximacdo nao cruzada (NCA) [62]. Se in-
cluirmos as correc¢des de vértices chegaremos a aproximagdo de cruzamento tnico
(OCA) [62]. Dada a solugdo, obtemos entdo uma auto-energia com a informacgéao

da interagdo e escrevendo o sistema na representacdo inicial, obtemos por fim a
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auto-energia de interagdo elétron-elétron, atraves da relagao,

Tee =G 1 -Gy (2.119)

2.7 Projecao sobre estados localizados

Eletrodo Molécula E. dida (ME Eletrodo
E d olécula Estendida A
squerdo Direito
Hp Hoao Hgy, H; Hgp Hgg Hp
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Figura 2.21: Visdao esquemadtica de um problema de transporte eletronico na
estrutura de uma molécula estendida: As regides em vermelho representam os
eletrodos, com H; e Hg sendo os Hamiltonianos dos eletrodos esquerdo e direito,
respectivamente. A regido de espalhamento é dividida em sub-regides, com H;
representando a regizo de interacio, Hp; /(ER) Tepresentando a regido a esquerda

(direita) da regido de interagdo. Todas essas regides, juntamente com H,, /(gg),
compdem o que chamamos de regido de molécula estendida.

De maneira geral consideramos, um sistema parcialmente dopado com impu-
rezas, sendo aqui, modelado como um orbital (ou multiplos orbitais) atdmico com
energia diferente dos sitios da rede. Por um lado, a interagdo e-e deve considerar,
em principio, todos os sitios do sistema. Por outro lado, impurezas levam a estados
localizados onde a interagdo e-e é mais importante e, portanto, podem ser tratadas
como Impurezas de Anderson (IA). E conveniente tratar o problema na base dessas
“impurezas” que, essencialmente, sdo estados localizados. E interessante notar que
vacancias também pode ser tratadas desta forma, levando a energia do sitio para
infinito ou descrevendo os estados moleculares removendo um orbital atomico.

Nesta secdo, descreveremos o formalismo para a projegdo sobre estados locali-
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zados em um conjunto de orbitais moleculares interagentes, utilizando a lingua-
gem de fungdes de Green fora do equilibrio [66]. Faremos isso para mapear o
problema que envolve multiplos orbitais em outro contendo um ntimero reduzido,
sendo esses os orbitais de interesse.

Inicialmente, como ilustrado na Fig. 2.21, o Hamiltoniano da regido de espalha-

mento tem a seguinte estrutura:
H= Ham+HEL+I:II+HER+H,B‘B- (2.120)

Conforme esquematicamente indicado na Fig.2.21, a regido de espalhamento
é subdividida em um total de 4 subsistemas [66]: i) Molécula Estendida (ME),
contendo todos os orbitais da regido de espalhamento, com uma base contendo
N orbitais; ii) Regido de Interacdo Estendida (RIE), contendo o subconjunto de
orbitais pertencentes a regido de interagdo (H)) e as regides a esquerda (Hpp) e a
direita (Hgg) da regido de interagdo, com NRI orbitais; ii7) A Regido de Interagdo
(RI) (H)), que contém um subconjunto de orbitais, onde ocorrem todos os processos
de interacdo, e contendo NI orbitais; e por fim, iv) As Impurezas de Anderson (Al,
da sigla em inglés), um subconjunto da RI, contendo uma pequena quantidade de
orbitais interagentes, onde um conjunto de fung¢des de onda ¢; (i € [1, Naj]) define
as Al interagentes, com Ny igual ao ntimero de estados interagentes (Naj < N).
Ordenados por tamanho decrescente, os 4 subsistemas sdo entdo: ME, RIE, RI, Al
(onde a Al é um subsistema da RI, o RI é um subsistema da RIE, e o RIE é um
subsistema da ME; veja a Fig.2.21).

O Hamiltoniano da ME é expandido sobre os orbitais de base |¢, ),

Hyw = (| H d0), (2.121)

0s quais podem ser ndo-ortogonais. Em geral, a matriz de overlap é dada por

Sy = (Pu|pv) (2.122)

de modo que, as matrizes H e S tém dimensdes N x N.

O primeiro passo no esquema de projecdo € definir o conjunto de orbitais
moleculares, ¢;, dentro da ME que constituem o Al Estes sdo, em principio, arbi-
trarios e podem basear-se na intuicdo fisica. No caso mais simples, por exemplo,
pode-se simplesmente tomar um conjunto de orbitais d ou f de uma impureza
magnética, ou entdo as fun¢gdes de onda HOMO ou LUMO de uma molécula
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ligada a eletrodos metalicos. O método descrito aqui funcionard para ambos os
casos, e consideraremos uma situacdo genérica de orbitais moleculares como uma

combinagao de orbitais atobmicos qualquer.

Matriz de projecao direta

Uma maneira prética de extrair um conjunto de orbitais moleculares é extrair
das matrizes ‘H e S, apenas os sub-blocos que denotamos como H e Sy, e calcular
os autovalores €; e os autovetores ¢; de tais sub-blocos, resolvendo Hy; = €;S1ip;.
Observe que cada um dos ¢; é um vetor de dimensdo Ng;. Escolhemos entdo
o conjunto que compde a AL: {1, ¢, ..., Pa1}, que definem a matriz basica de
projecao

Uy = (Y1, ¥, ..., A1), (2.123)

com dimensdo Nrj x Naj. Os orbitais de base do Al, portanto, abrangem os
orbitais da molécula, que neste caso corresponde a RI. N6s entdo construimos a
RIE adicionando a ele todos os orbitais dentro da ME que tenham um overlap
finito com a RI. Em uma configuragéo tipica de transporte de dois terminais,

subdividimos a matriz de overlap da ME como

Sun Sk 0 0 0
Sty Ser Seri Serer 0
S=| 0 S; S Spr 0 (2.124)
0 Sfier Ster Ser Sep
000 S S

onde S; é uma matriz Ng; X Ny, Sgr inclui todos os orbitais Ng; da RIE a es-
querda do RI (e é, portanto, uma matriz Ng; x Ngp), e Sgr inclui todos os orbitais
Ngr da RIE a direita da RI (e é, portanto, uma matriz Ngg X Nggr). Observe que
Ng = Ngp + Ngr + Nrr- Saa (Sgp) inclui todos os orbitais N, (Np) a esquerda
(direita) do RIE, de modo que N = N, + Ng + Ng. As dimensdes dos blocos
de matriz fora da diagonal, bem como dos blocos de matriz iguai a zero, sdo

determinadas a partir das dimensdes dos blocos diagonais e, portanto, ndo sdo
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fornecidas explicitamente. Observe que aqui definimos o sub-bloco de overlap
Suer = Sgrg = 0. Este € geralmente o caso em configuragdes préticas, no entanto,
o método de projecdo geral também é vélido se esses sub-blocos da matriz de
overlap forem diferentes de zero. No entanto, exigimos que S,5 = 0. Observe
também que por construcdo S, e Sy sdo 0. Em uma configuragao prética de
transporte, a célula de simulagdo (a ME) inclui uma célula unitdria dos terminais
em cada extremidade, e é importante que o RIE ndo inclua esses orbitais para
que o overlap entre o Al e as células unitarias dos terminais em ME seja 0. O
Hamiltoniano do problema pode escrito de maneira andloga.

Introduzimos entdo um novo conjunto da base {|¢;,)}, que é idéntico ao con-
junto original de {|¢;)}, com excegdo dos orbitais de base Naj, que possuem um
grande overlap com o conjunto {91, ¢, ..., Par}, que sdo substituidos pelo ¢; cor-
respondente do Al. Observe que, por construcdo, os orbitais de base substituidos
sempre fazem parte do RI (uma vez que 1; possui elementos diferentes de zero
apenas nos orbitais da base da RI). Esta transformagdo é alcangada com a matriz

de projecdo

Wo=1| Uy O 0 Unr O 0 . (2.125)

0 0 0 0 1y, O

0 O 0 0 0 1y,

Aqui e a seguir denotamos uma matriz identidade de dimensao m como 1,,xm =
1,,. As dimensdes da matriz Uy sdo Ngrj X Naj, enquanto a matriz Uy; tem
dimensdo Ng; X Nyj, € € uma matriz identidade com colunas N; removidas
conforme descrito acima. Coletamos todos os vetores unitdrios removidos ao
formar Uy e introduzimos em uma matriz U, com dimensdes Ni; X Naj com a
seguinte relacdo UI Unr = 0.

As matrizes de overlap e Hamiltonianas na nova base, Se H, sdo entdo obtidas

S = WISW,, (2.126)
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H = WIHW,. (2.127)
A estrutura geral de S é
Sat 0 Sater Sant Saper O
0 San  Sar 0 0 0
Saer Sae SeL Slypr SeLEr O
= SZLNI 0 Snier Sni Snier 0 ’ (2.128)
Sher 0 Sfrer SNier  SEr Sk
0 0 0 0 Sts Spp

onde Su; tem dimensdo Naj x Naj, e Sy com dimensdo Ny; x Nyj. Os demais

sub-blocos possuem dimensdes idénticas as suas contrapartes no caso ndo trans-

formado. Os valores explicitos dos sub-blocos sdo os seguintes

Ui Sy 0
0 Soax

t +
SI,EL Uy Ssz

S =
0 0

U St EL
Sle

SEL

Ut Srer Ul Siing UL Sier

.l.
SE L,ER

UL SiUn;

1.
SI,ELUNI

.I.
'SI,ER Un1

1.
Uy St ER

SELER

SER

0

0
Sep

Spp

, (2.129)

com # tendo uma estrutura andloga. As matrizes Sar eHag sdo as matrizes de

overlap e Hamiltoniana da Al, respectivamente. Por construcdo, os orbitais de
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base Al tém overlap 0 com a célula unitéria dos contatos incluida em ambos os
lados da ME. Entretanto, as fun¢des de onda da base da Al ndo sdo ortogonais aos
orbitais da RIE. Se o solucionador de impurezas de Anderson puder lidar com tais
sistemas ndo ortogonais, entdo serd possivel passar esta matriz diretamente para
tal solucionador. A maioria dos solvers de IA, entretanto, exigem ortogonalidade
com o banho de elétrons, de modo que realizamos uma segunda transformacéo
que ortogonaliza os orbitais do banho da RIE aos da IA. E importante ressaltar que
queremos que os orbitais da Al permanecam inalterados, de modo que apenas os
orbitais das regides EL, NI e ER sejam modificados. Podemos conseguir isso com

a seguinte matriz de transformacao,

Ing 0 —Wu —Wp —Wc 0

Wy = , (2.130)

com
Wa = Sy SaLEL,
Wi = Sy Sainn (2.131)
We = S, SaiEr-

Isso leva ao Hamiltoniano transformado H = Wf HW; e a matriz de overlap
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S = W1+ SWji, com a nova estrutura

Sar 0 0 0 0 0
0 Sw St 0 0 0
0 S;E '§EL §11\-H,EL §EL,ER 0
§= 0 0 Swier St Snigr 0| (2132
0 0 & St Ser Sep
0 0 0 0 Sts Spp
st 0 Haer Hana Haer 0
0  Hux Hae 0 0 0
ﬁLI,EL HZE ﬁEL ﬁltﬂ,EL 7'7EL,ER 0
H = ) (2.133)

=+ ~ ~ ~
Hant O Hnrer Mt Hnper O
Haer 0 Herer Huper  Her o Hge

0 0 0 0 Hee  Hpp

Temos entdo a Al ortogonal a todos os orbitais do banho. Como mais uma etapa'®
podemos diagonalizar o overlap de Al Sar = U];,SI Uy e o Hamiltoniano Har =
U;SHIUIP. Para este objetivo, primeiro ortogonalizamos os orbitais no Al por uma
transformacgdo de Lowdin calculando a raiz quadrada do inverso da matriz de

1
overlap, § Af, e entdo resolvendo todos os autovetores, U 4 Iy, € autovalores do

ol 1
sistema resultante (S, Ha1Sa; )Uary = Uaryearp- Aqui Ugry € uma matriz
de dimensdo Ny X Ny com cada coluna igual a um autovetor associado a um

10A principio, é opcional, mas para alguns solucionadores de Al é necessdrio, e em particular
para o de interesse deste trabalho.
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autovalor do sistema, e ep1p é€ uma matriz diagonal com dimensdo Nay X Naj,

onde os elementos diagonais sdo os autovalores correspondentes. A matriz de

transformagdo resultante para a nova base atua apenas nos orbitais do Al e é

com

Woar O 0 0 0

1
Wo a1 = Sa1 Uary-

) (2.134)

(2.135)

As matrizes transformadas sdo H = W; ﬁWz eS = W; S W5 e mantém as estrutu-

ras ndo nulas de H e S, por excecdo dos elementos referentes a Sa1 e H a1 que se

tornam diagonais.

A matriz de transformacao total, W, entao é

W = WoW1 W,

que ao realizamos a multiplica¢do, resulta em

0 1y, 0 0 0
0 0 1y, 0 0
Wrar 0 Wrer Wint Wier

1NER

(2.136)

, (2.137)
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de modo que H = WIHW e H = WISW. Aqui apresentamos
Wia1r = UpWa AL (2.138)
WieL = —WyS1EL, (2.139)
Wint = (Inyg — WyS1)Uni, (2.140)
e
Wrer = —WySTER- (2.141)
com
Wy = Uy (UjSiUy) U, (2.142)

As equagdes explicitas relacionando as matrizes originais com as transformadas

1a1 O 0 0 0 0

J— _1- J—
0 St Ser Swaier Serer 0

0 0 Snier Sni Sniper O

@l
I

—t —t -
0 0 Sprer Snier SEr Skg

0 0 0 0 Sty Spp

com
SEL = Ser + 28] p W e SIWLEL,

SnieL = Wing(Ster + SIWieL),
SELER = SELER + 28] 1 WLER + W] £ SIW, ER,
Sni = WS Wit

Snier = Wini(SLer + SIWLER),

SER = SER + 28] prWLER + W] ErSIWLER + W] £ SIW ER

(2.143)

(2.144)
(2.145)
(2.146)
(2.147)
(2.148)

(2.149)
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Para o Hamiltoniano temos

eap 0 Harer Harnt Haregr 0
0 me %O(E 0 O O
Harer Hae Her  Haper Herer O
H-| _, _ L , (2.150)
Hant O Hnper  Hnt Hniper O
—t —t 1t —
Hater 0 Heper Hnrer Her HEE
0 0 0 0 Hpe  Hpp
eAI,D = W{AI,HIWI,AI/ (2.151)
HareL = W{AI(HI,EL + HiWiEL), (2.152)
Harnt = Wi ArHIWiNL (2.153)
Harer = Wi a(Mier + HiWiER), (2.154)
Hep = Her + H et Wier + WEer Hper + Wi g HiW e (2.155)
HniEL = WZNI(HI,EL +HiWiEL), (2.156)

Herer = Herer + 1 gt Wier + Wi g Hier + Wi g  HiW, er, (2.157)

Hr = Wit HIWine (2.158)
HNLER = W{NI(HI,ER + HiWiER), (2.159)

e
ﬂER = Hgr + H},ERWI,ER + W;-,ERIHLER + W{ERIHIWI,ER- (2.160)

Matriz de projecao inversa

Antes de passar para a transformagédo correspondente da fungdo de Green, G,
e das auto-energias, é necessdrio olharmos para a inversa de W que sera utilizada
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em varios momentos diferentes:
Wt =w, tw g (2.161)

A inversa de W, é

Wyt = , (2.162)

onde A é uma matriz Na; X Njgr, e B é uma matriz Ny X N, obtidas avaliando

( 2 ) — (Uy Unp) " (2.163)

Se lembrarmos que todos os vetores unitdrios removidos ao formar Uy sdo
combinados em uma matriz U L(UI Un1 = 0), entdo podemos fornecer expressdes

analiticas para A e B como

A= (utuy) ut (2.164)

-1
B=Ut, (1NIR - uy (utuy) uj) . (2.165)

Observe que, como para sistemas grandes, as matrizes Uyj e U, consistem princi-
palmente em zeros, e a matriz (LII Uy) tem apenas dimensdo Nay X Nay, o cdlculo

dos elementos diferentes de zero de W, ! utilizando as relacdes analiticas para A e
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B é rapido (ordem(N)). A inversa de W; é

1 N Al 0 WA WB WC 0

0 1y, 0 0 0 0

Wyt = , (2.166)

e ainversa de W, é

W, = . (2.167)
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Multiplicando todos 0os componentes obtemos

0 Wier Wir Wier

en)

Iy, 0 0 0 0

Wl = , (2.168)

onde,

WieL = Wy AiWipSLEL, (2.169)

Wit = Wy A Wiy St (2.170)

e

Wigr = W, AtWipSLER, (2.171)
com

T ot
Wiy = (U¢81U¢> L, (2.172)

Auto-energias e func¢des de Green

Passamos agora para a projecdo da fungdo de Green ndo interagente, G =
[ES—H—Xr—X] —1 nanovabase, partindo da sua defini¢do, podemos expressa-

la na base transformada
G=[ES-H-Zp-Z;] L (2.173)

Um fato importante é que a transformacao é projetada de tal forma que ndo afeta
as camadas limites da ME, de modo que temos

Tr=WEgW =2z (2.174)

T =W w=x; (2.175)
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Podemos, portanto, escrever G = W [ES — H — g — ZL]W_1+, de modo que
G=wlow " (2.176)

E importante ressaltar que apenas os elementos até o RIE sdo diferentes para G e
G, enquanto todos os outros elementos permanecem inalterados. Em um sistema
grande, a transformacdo precisa, portanto, ser aplicada apenas a uma sub-regido
relativamente pequena, tornando-a adequada para simula¢des de Ordem(N) em
grande escala.

Se escrevermos a matriz G com dimensdes N X N completa na forma de sub-

blocos
Gmx Ga,El Ga,l Goc,ER Goc,B

Gera Gerer Gerir Gerer Gerp

G=| G« Grer Gr Grer Gig |, (2.177)

’

Gera Gerer Geri  Ger  Gerg

Gpa  Gger  Gpr  Gper  Gpp

obtemos para a func¢do de Green projetada na Al:

Ger Gerir Gerer Wier
Gat = (Wi, Wi, Wier) | Grer Gr - Grer Wi (2.178)
Gerer Geri  Ger Wikr

Com G a1 contendo os elementos do RIE. Considerando a estrutura matricial de S

e H, podemos escrever G 1 equivalentemente como
Gar = [E—earp — Aar] Y, (2.179)
com a chamada fungéo de hibridizacdo Ax; dada por
— =7 —B =t
Apar = HALNEGNEH ALNE- (2.180)

Aqui introduzimos,

HaLNE = (gAI,EL/ HaLNL ﬂALER) , (2.181)
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—B  —B —B
L %EL GE%,NI GEL,ER
GNne= | Gnrer  Gnr Gnper |- (2.182)

—B —B
Gerer Gernt GER
que é o sub-bloco que se estende sobre a regido estendida nado interagente (“NE”)

da Fungdo de Green do banho nao interagente, EB,

—B —B —B —B —B
eroc Goc,El GDC,I sz,ER Gtxﬁ

—B — — —
GEL,oc GEL,EL GEL,I GEL,ER GEL,ﬁ

—=B —B —B —B =B —B
G = Gra Grer Gy GrER GI,,B . (2.183)

—B —B —B —B —B
Gpa  Gper  Gpr Gper  Ggp

Isto inclui todos os orbitais dentro da ME, exceto os estados Al, e é definida como
—B

G’ = [ES" - H® —mr -]}, (2.184)

com

: _ _
S, Ser SerNt Seper O

§ = 0 Sgrni SNt Sniper 00 (2.185)

_-I- J—
0 Serer Snier SER - Sk

0 0 0 Sty S
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Haow  Har 0 0 0
HYy  Her  Hepnt Heper O
ﬁ - 0 HEL,NI ﬂN[ gN[,ER 0 . (2186)

_-I- J—
0 HEL,ER HNI,ER HEr HEﬁ

0 0 0 MHig  Hpp

7B =B . a7 . o© . -
De modo que, H e S, se relacionam com H e S, através da relagdo,

= 1ar O
S = _ , 2.187
( 0 3° > ( )
— H
7= AP TtALB ) (2.188)
Hpar H

com gAI,B e ﬁB, Al sub-blocos quem contem o acoplamento entre os orbitais da
regido Al e da ME, mostrado na Eq. 2.150. Observe que, para sistemas grandes,
Haw € Hppg s80 matrizes muito maiores que os sub-blocos da regido NE, de modo
que usando o algoritmo da func¢do de Green recursiva podemos calcular Ax; em
operagdes de Ordem(N). Observamos também que, em geral, A é uma matriz
Na1 X Naj ndo nula.

Pode-se mostrar que de fato as Eq. 2.206 e Eq. 2.179 sdo equivalentes. Para
obter A g, pode-se, portanto, usar primeiro a Eq. 2.206 para avaliar G e depois
obter A, como

Apt=E —€alp — Gar. (2.189)

No entanto, especialmente para E grande, esta forma indireta de obter Aay é
significativamente menos precisa. A razdo é que para E grande, as quantidades
Ee Egll sdo, ambos, muito grandes, enquanto a diferenca resultante é pequena,
com um termo principal proporcional a 1/E. Por outro lado, desde que a regido
de interesse esteja em valores de E proximo ao nivel de Fermi, ambas sdo uma

opgao vidvel.
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Auto-energia de Muitos corpos

De maneira geral, para resolvermos um problema interagente, (independe da
sua natureza) sobre Al é necessdrio o cdlculo da fun¢do de Green de muitos corpos,

—MB . e . )
Gar . Isso leva a definicdo da auto-energia de muitos corpos, 28 como
Al G Al

—MB —-1 ,—MB,_
Sar = Gar — (Gap ) (2.190)

As duas E]\AAIB e E%B podem ser obtidas usando um dos solvers de impurezas
de Anderson disponiveis. Uma parte importante é que ap6s obtida a solugdo
devemos realizar a transformacédo inversa e voltar a uma base de orbitais atdbmicos
(ou outra base na qual ela foi inicialmente escrita). Como estamos considerando o
caso de uma tinica RI, a auto-energia completa de muitos corpos é zero para todos
os elementos, exceto para aqueles da Al

s 0 0 0o 0 o0

0 Oypy O 0O 0 0

TMP _ . (2.191)

B

Neste caso podemos, portanto, aplicar o andlogo ao que fizemos com a fung¢do de
<MB
Green, paraa X~ completa

sMB _ =1 _ (EMB)_l.

(2.192)
como G = W IGW 1" e GM" = W-1GMBW 1" nos obtemos T = WHG! -
(GMBY"1)W = WTEMBW, de modo que

t=MB
'y

MB — W w-L (2.193)
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A estrutura explicita de 2MB ¢ dada por
Ona 0 0 0 0
0 %’ Iy Zfoer O
sMP—1 o xMB xMB ¥MB o |. (2.194)
0 Zfwe It Zgr O
0 0 0 0 Ong

O bloco diferente de zero de ZMB se estende sobre o RIE (denotamos como

EMB), e sua forma explicita é

MB MB  yMB 1
B YEL XEL1 ZELER WiEr B
= 2 P DR = WhH [T (Wier, Wi, Wier) -
MB MB MB t
YLEREL ZERI ZER Wikr
(2.195)
Ap6s calcular ZMB pode-se entdo obter a fungdo de Green interagente como

G=[ES—H—-Xg—x —ZMB]7L (2.196)

Com essa formulagdo para a auto-energia de muitos corpos, pode ser utilizada em
qualquer tipo de interacdo (seja elétron-elétron ou elétron-fébnon, por exemplo),
desde que o método aplicado a resolver a autonergia seja o seu respectivo solver.
Em particular para o nosso trabalho, consideraremos apenas a interagdo elétron-

elétron, assim MB — yee,

Overlap ortogonal

Até aqui, apresentamos como construir as matrizes de proje¢cdes de maneira
geral. A metodologia pode ser implementada em cédigos avangados de estrutura
eletronica que utilizam bases localizadas, como, por exemplo, o c6digo SIESTA,
que se baseia na teoria do funcional de densidade.

Em particular, um caso de interesse é quando os estados da base ja sdo inici-

almente ortogonais entre si e, portanto, a matriz de overlap é a identidade, ou
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seja,
Sy = (Pu|¢v) = v (2.197)

que em muitos casos é uma boa aproximacdo. De maneira explicita

1Ia1 0 O 0 0 0

S = . (2.198)

Olhando diretamente para os sub-blocos da matriz inversa da projecio total W1

com
Wiy = U, (2.199)
Wi a1 = I (2.200)
temos,
Wigr =0, (2.201)
Wi = Uy, (2.202)
Wirg = 0, (2.203)
e
Wirg =0, (2.204)

de maneira que
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wl= . (2.205)

Isto é o equivalente a fazermos apenas a primeira rotacdo com W, !, pois as
demais operacdes tinham como objetivo diagonalizar o overlep entre Al e as
demais regides. Como consequéncia, nesse caso em particular, W—! = W, ! com
A= u;;) eB = LINI.

Obtemos a fungdo de Green projetada sobre Al, com a nova projecdo explicita.

Ger  Ger1r GerLEr 0

Ca = (0’ UJ”O) Gree G Grer Uy |, (2.206)
Gerer Geri  Ger 0

Gar = UyGily. (2.207)

Concluimos que, na presenca de overlap diagonal, projetar a funcdo de Green
completa sobre Al é o equivalente a projetar apenas a fun¢do de Green da RI
diretamente sobre a base das Al, Uy.

2.8 Teoria do campo médio dindmico (DMFT)

A Teoria do Campo Médio Dindmico (DMFT, da sigla em inglés) consiste em
mapear a fungdo de Green do modelo de Hubbard na do modelo de Anderson

para impurezas magnéticas, corrigida pela funcdo de hibridizagdo, ou seja, [67]

[EH - HH - Zee];jl = [EH - HAI - Zbm.‘h - Zee]'_l (2-208)

ij
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e Condigoes de

L - ~~. autoconsisténcia
, NCA N
/ \
I 1
\\ l/
N ,
Representacio de PP™~« _ Pt

~o -

Diag Anp) —

() Problema de
Impureza de
Anderson

A =Gy} — Ely,, — a1 — e, G =[Gy —Ze| !
Condicoes de
autoconsisténcia
Gar = U} G1U,

Figura 2.22: Visdo esquematica do ciclo autoconsistente: Ilustracdo do ciclo
autoconsistente passo a passo adotado nesta dissertagdo. Aqui, o ciclo é uma
extensdo do DMFT usual.

Importante notar aqui que a relagao é local, assim saimos de um problema multi-
orbital interagente para um modelo de Anderson para um tnico nivel interagente,
e, portanto, para considerar a rede completa, é necessdrio construir um ciclo
autoconsistente.

Como jd visto acima, definimos a fun¢do de Green retardada e interagente, por
G=[E—H—-Zp—%1 —Ze] }, (2.209)

e a ndo interagente, como Gy = G(Xee =0). Importante notar que dessa maneira,
a equagao de Dyson (Eq. 2.45) nos fornece a seguinte relacdo G = [G, L Y
Como ilustrado na Fig. 2.22, No primeiro ciclo definimos a base com estados
localizados de interesse Uy com Naj estados, tomamos Gy e projetando, temos:

Gar = [ear — Eln,, — Dall- (2.210)

A fungdo de Green nessa base, por construgdo, tem a estrutura da fun¢ao de Green
do Modelo de Anderson para impurezas magnéticas com N niveis. Dessa rela-
cdo, obtemos entdo a fungdo de Hibridizacdo Aa1. Aqui ela carrega a informagao
dos eletrodos X e X nessa base, além dos estados que ndo foram projetados
e se acoplam com os da base. Posteriormente, por simplicidade, redefinimos
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Aar = Diag(Aa1) com apenas os elementos da diagonal, devido a natureza do
solver usado [60]. Usamos entdo solver para impurezas de Anderson. Para o nosso
caso, consiste em mudarmos a base mais uma vez, para a base de PP e realizando
uma expansdo diagramética na hibridizacdo, descartando as corre¢des de vérti-
ces (NCA), e obtendo a auto-energia de interagdo de maneira autoconsistente e
retornando para a base das Al. Obtemos entdo ZM? e fazendo mais uma vez a
projecdo inversa , obtemos X, = Uq,ZMB url a auto-energia na base dos orbitais
atomicos. Por fim, obtemos a funcdo de Green interagente. E devido ao fato de
escolhermos apenas os termos da diagonal de Ay, ZM2 também é diagonal. Por

isso precisamos repetir o ciclo para obter autoconsisténcia na aproximacao.

2.9 Transporte Quantico Decoerente

Reservatorio . Reservatorio
Regido de Espalhamento

de elétrons 1 de elétrons 2

Eletrodo Eletrodo
Esquerdo Direito

Figura 2.23: Visdo esquematica do problema de transporte eletrénico: j; (g,
e Ty /(r) s@o o potencial quimico e a temperatura, respectivamente do eletrodo
esquerdo (direito), com uma difenca de potencia V};,s aplicada entre os eletrodos. a
e b as amplitudes de entrada e saida respectivamentes, da regido de espalhamento.

Até aqui, olhamos de maneira genérica para as propriedades eletronicas de
nanosistemas sem considerar observéveis especificos. O transporte eletrdnico em
nanodispositivos é uma drea de interesse da comunidade cientifica, principalmente
devido ao seu grande ntimero de aplica¢des em tecnologias, como é o caso dos
transistores (MOSFETs, por exemplo) [2]. Este problema traz consigo varios
desafios para o campo da fisica da matéria condensada fora do equilibrio. A fim

de modelar este problema, inicialmente temos uma regido de espalhamento (onde
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os efeitos de interesse acontecem) conectada a reservatérios de elétrons por meio
dos eletrodos. Os reservatorios sdo grandes o suficiente para serem considerados
em equilibrio termodindmico com temperaturas fixas Ty e T, com yj e Ug o
potencial quimico em cada reservatério. Por fim, aplicando uma diferenca de
potencial Vj;;s = ur — pr quebramos o equilibrio do sistema, resultando no
transporte de carga (e energia) pela regido de espalhamento. Dependendo dos
elementos que compdem a estrutura interna da regido de espalhamento, isso leva
a diversos tipos de processos. Em particular, podemos classificar o problema
em funcdo do comprimento: i) Transporte coerente, para sistemas menores que
o comprimento de onda caracteristico do elétron. ii) Transporte incoerente, na
presenca de fendmenos que quebram a coeréncia de fase quantica eletronica, como

interacdo elétron-fonon e elétron-elétron.

2.9.1 Transporte Coerente: Formalismo de Landauer-Biittiker

Proposto por R. Landauer e Biittiker [44, 68, 69] a ideia central é que o problema
de transporte eletronico (a condutancia) estd associado a probabilidade de trans-
missdo de elétrons espalhados por um potencial. O formalismo de espalhamento
associa as amplitudes de entrada e saida de uma regido para um sistema de multi-
canais na presenga de coeréncia de fase quantica. Como ilustrado na Fig. 2.23, o
confinamento transversal em sistemas de baixa dimensionalidade produz modos
discretos. Assim, a fungdo de onda total é uma combinacao linear de ondas planas
(ou estados de Bloch) entrando e saindo da regido de espalhamento e dadas por

N, N, 0 o ikt x; 0 oiki 3,
Y(7) = ), ¥u(®) = ay ———— + by —————— [ X (y1).  (2:211)
n;l n;l [ (hkgll)/m)l/z ! (hk;l)/m)l/z}

O sinal positivo (negativo) corresponde a ondas saindo (entrando) da (na) regido
de espalhamento, a,(ql) (b,(ql)) sdo as amplitudes da onda entrando (saindo) da regido
el = L, R refere aos eletrodos correspondentes. Definindo os vetores

al = @,....a)T, b =@, b7, (2.212)

de maneira geral
a=(al,al®HT p=(all),al’NT (2.213)

O vetor a (b) carrega, portanto, a informacdo de todas as amplitudes entrando
(saindo) na (da) regido de espalhamento. A matriz S que associa estas amplitudes,
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é dada por
b = Sa, (2.214)

e possui a seguinte estrutura para o caso multi-canais

/
S — ( IN.xNL tf\]LXNR ) , (2.215)
ENR > NL I'NR x Nk

com N(;y o nimeros de canais abertos no eletrodo /. te t' as matrizes de trans-
missdo, com t referente ao que é transmitido do eletrodo L para R e t’ no sentido
contrario. r é a matriz de reflexdo referente ao que entra por L e volta por Le r/
é andlogo no eletrodo R. Assim, podemos obter os coeficientes T; e computar a
transmissao total diretamente da férmula de Landauer

T=) 1=T{tt'}. (2.216)

Na presenca de uma diferenca de potencial aplicada entre os reservatoérios, a
corrente é dada por [44]

on
['=eosr(p2 =), (2.217)

com v a velocidade de Fermi e g—g a densidade de estados com velocidade positiva.

Para o caso unidimensional, én/Jk = 1/, e consequentemente

on 1
5E = (2.218)

Considerando que existe uma probabilidade de transmissao e assumindo que

para temperaturas ndo nulas os reservatorios seguem a destruicdo de Fermi-Dirac
foy(E)=1/(1+ e E=10)/%sT0)) temos

I; = %Ti(fl% — fL). (2.219)

Para o caso multidimensional [44]

I = %/T(E)(fR — fu)dE. (2.220)

Finalmente, a condutancia no regime de resposta linear, é dada por

Cfim L2 [ df
G = lim = / T[S JaE. (2.221)

—0
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Aqui, observamos que, aparentemente, todas as quantidades sdo expressas de-
pendendo apenas dos eletrodos, os quais sdo estados assimptoéticos. Assim, em
um primeiro momento, as configura¢des microscopicas e internas da regido de
espalhamento sdo eliminados (implicitos) na descri¢do do problema. Uma maneira
de explicitar os observaveis em termos da descri¢cdo que leve em consideragédo as

propriedades internas da regido de espalhamento é utilizando fun¢des de Green.

Expressao de Fisher-Lee

Como relacionado por Fisher e Lee [45], inicialmente escrevemos a funcdo de

Green retardada na representagdo de posigdo. Temos,

elEDS E o iy (2.222)

De maneira anédloga, na auséncia de fendmenos que quebram a coeréncia de fase,
podemos usar as relagdes feitas anteriormente (2.211, 2.213 e 2.215), expressando
2.222 em termos das amplitudes de saida e entrada. A fungdo de Green para os
modos longitudinais é dada por

Gry(x,x)) = (%) + 8 20, () e =, (2.223)

nl

e para os modos transversais, por

Gror(yi i) = X [duway + Subly | Xayn). (2.224)

n'mn

Sabemos que as amplitudes sdo dadas por [22]

al) = pl) — —h%/’\,’n (), (2.225)

assim definimos uma nova matriz S/, em termos das amplitudes de espalhamento,

e reescalada pela razdo entre as velocidades

ot = Vit /Vn Sy (2.226)

Aqui, v, = hik,,/m é a velocidade associada ao momento e a massa () da particula.

Por fim, para expressar os elementos da matrix S, integrando sobre y; e iy e usando
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as rela¢des de ortogonalidade das fun¢des de onda, temos [22]

Snn’ = —5,1"/ + ih\/vnvn///-)(n(yl) [Gl,l/ (yl,y;)] Xn’(yl’)dyldyl" (2227)

Esta é a chamada relagdo de Fisher-Lee. Calculando a fungao transmissao direta-
mente da matriz de espalhamento nessa expressao, ou seja, T; = Y ., Syu'Sp'ns

com n # n’. Temos:

Tl,l’ = - Znn/ hzvnvn’ f Xn (yl) [Gl,l’(yl/ y;)] (2.228)
X (i) X (1) (G iy yn)] X (yr)dyidypdypdy,.

Usando as seguintes rela¢des, para a fun¢do Green de superficie
glil) =—= Z X, (1) explikna) X, (), (2.229)

e, portanto, para os elementos das matrizes das auto-energias,

oy (i7) = v’g (i 1), (2.230)

conseguimos entdo definir a parte imaginaria das auto-energias diretamente das

funcoes de onda transversais,

Ty(i, ) = i[Z4(i, ) = Z{ (0, )] = X (L) X (1) (2.231)

Aqui, I'; é a fungdo espectral da auto-energia do eletrodo I . Por fim, simplificamos

a transmissdo que assume a seguinte forma matricial,
Ty = Tr{rlcrl,c*}, (2.232)

Esta é a expressao de Fisher-Lee usual para dois terminais [22]. Vale notar que aqui,
diferente da expressdo anterior, escrita em termos das quantidades que dependem
apenas dos eletrodos, temos a transmissao em termos das quantidades locais e
dependendo das simetrias internas do sistema. Foi demostrado por Biittiker [44],
que é facil generalizar essa expressdo para um problema de mult-terminais, de
modo que a transmissdo total no limite de T — 0 é uma soma sobre permutagdes
de todos os terminais possiveis seguindo a expressdo de Fisher-Lee. Assim, se
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tivermos trés terminais, com [ = L, R, T,, a transmissao total sobre L é [44]

T, = Tr{rLGch;*} n Tr{rLGrToc;*}. (2.233)

2.9.2 Fendmeno de Decoeréncia: O problema de Biittiker

Regido de Espalhamento

Figura 2.24: Visdo esquematica do problema de de Biittiker: Analogo ao pro-
blema de espalhamento, temos y; /() € Ty /(r) 0s potencial quimico e a tempera-
tura, respectivamente do eletrodo esquerdo (direito), sy e Ty potencial quimico e
a temperatura do eletrodo ficticio a e b as amplitudes de entrada e saida respecti-
vamentes, da regido de espalhamento.

Até aqui, discutimos o formalismo de transporte, porém apenas para o regime
de processos coerentes. Para sistemas interagentes, podemos ter processos que
ocorrem durante o espalhamento e quebram a coeréncia de fase da func¢do de onda.
Biittiker propos [70, 69] uma maneira de olhar para os fendmenos de quebra de
fase em um sistema de dois terminais, com uma descri¢do seguindo a metodologia
de Landauer, através de um sistema andlogo a trés terminais, como mostrado no
esquema da Fig. 2.24, onde todos os processos de quebra de fase ocorrem em um
eletrodo ficticio ¢. Assim, do formalismo de Landauer-Biittiker para um sistema

de trés terminais, expressamos a corrente exatamente, por [22].

I = Icoerente + Inéo—coerente; (2-234)

com )
e
Icli)erente = % / TR,L(fR - fL)dE; (2.235)
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2e
Iféo—coerente = M / TR,(,b (fR — f(p)dE. (2.236)

de forma analoga podemos escreve a corrente para o terminal da esquerda,

2e
Lerente = 7 / Trr(fL — fr)E, (2.237)
L 2e
Inéo—coerente = % / TL,(,D (fL — f(p)dE. (2.238)

Aqui, Ty é a expressdo de Fisher-Lee, dada pela Eq. 2.232, e f, € a distribuigdo
de Fermi-Dirac do eletrodo ficticio. O ponto fundamental aqui é que o elétron ao
entrar/sair de um eletrodo termalizado, simulando um processo de espalhamento
inelastico.

Uma primeira aproximagdo que pode ser feita, é considerar que existem apenas
processos eldsticos, mas o transporte pode ser ndo-coerente, ou seja, como o
eletrodo ¢ é ficticio, a densidade por energia de corrente liquida através dele deve
ser zero (ip = 0). Este constraint ¢ fundamental na constru¢do do modelo, de modo
que

iy = %Tr{r(pchG*}(@, — fR) + %Tr{l"(pGFLG*}(f(P — 1), (2.239)

e temos,
i¢ =0, VE. (2.240)

Como a densidade de corrente total no eletrodo ficticio é nula, isso implica dizer

que a corrente total ndo-coerente também é nula. De 2.239,

f‘P = T(pR(E) —1|‘ T4;L(E) [TQI’R(E)fR + Tq‘JL(E)fL] . (2'241)

Desta forma ¢ possivel obter o potencial quimico j(E)!'! que satisfaz esta condi-
¢do, e rescrevendo a corrente total

1= [ Tau(B)(f - ), (2.242)

com Tro(E) Tpe (E)

TrL(E) = Tre(E) + Trg(E) + Tyr(E)

(2.243)

Note que yi¢ tem uma dependéncia com a energia e a equagdo deve ser resolvida para cada
valor de E
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usando 2.240, temos

_ 2e TR¢(E)T¢L(E)

Assim, para esse caso, dentro da amostra ocorrem processos de quebra de
fase, mas todo o processo de transporte é eldstico. Isso é andlogo ao problema
puramente coerente, mas agora em termos de uma transmissao efetiva, onde o
primeiro termo carrega a informacao dos processos coerentes e o segundo termo,
dos processos nao-coerentes.

Um proximo passo para ir além da perda de fase é impor [ iydE = 0. Neste
caso, a equacdo 2.240 torna-se uma integral e resultara em um potencial quimico
unico. Neste cendrio, aparentemente, ndo é possivel associar uma transmissao

efetiva & condutancia.

2.9.3 Transporte Interagente: Generalizacao da expressao de Meir-

Wingreen

A solugdo do problema de Biittiker, a primeira vista, é geral para sistemas
onde ocorre quebra de coeréncia de fase no transporte eletronico, podendo ser
estendida para o problema interagente. Entretanto, a expressao para o transporte
ainda é problematica, pois precisamos saber, nessa descri¢do, a forma funcional
da distribuic¢do eletronica no eletrodo ficticio e como ele se acopla a regido de
espalhamento. Uma alternativa é tratarmos o problema interagente diretamente,
como feito por Meir-Wingreen [46]. Usando o formalismo de Keldysh [71] e
considerando que todos os processos de interacdo ocorrem internamente na regiao
de espalhamento, a corrente sobre um dos eletrodos, obtida por Meir-Wingreen
[46], é dada por

ie [dE

=55 Tr{Fl [G< +(G— G*)fl} } (2.245)

Aqui, G ¢é a funcdo de Green lesser [24, 72, 73], G (G') é a funcdo de Green
retardada (avangada) contendo a auto-energia de interacdo, dada por

G= lim [(E+in)ly — H— X[ — g — Zee] 1 (2.246)

n—0T
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Importante notar que a densidade de estados pode ser escrita como D(E) =
—1 _ =1 t
—ImTr{G} = —Tr(G — G"). Temos que a corrente total [46]

ie [dE

I=— ETr{[G — GY (fil'L - erR)} FT{GS (I —Tr)}.  (2247)

Para o caso ndo interagente, temos explicitamente [71]
G = zG(fLFL +erR)G, (2.248)

G—G' = —iG(I'L +TR)G. (2.249)

Note que, nas duas quantidades, ndo aparece a informacao da distribui¢do dos
reservatorios de elétrons, dependendo unicamente das quantidades internas do
sistema. Reescrevendo a corrente total

ie [dE

I=— ETr{[GFRGJTL] (fr —fR)}. (2.250)

Obtemos, assim, a corrente de Fisher-Lee (FL), conforme esperado para o caso nado

interagente. Entretanto, para o caso interagente, devido a conservacado do fluxo de

carga, temos I = —Ig. Isso implica que a corrente total é I = xI; + xIgr — Ir =

xIp — (1 — x)Ir, com x sendo uma varidvel arbitraria. A corrente total entdo terd a

forma

ie [dE + <

I= o | 5= T{[G = G (xfil— (1= x)felR) | + Tr{G" (xT; — (x = D)I}R)},
(2.251)

e para o regime de acoplamento proporcional (AP), dado por I', = AI'g, em que A

¢ um fator de proporcionalidade arbitrario,

ie dE

=25 22

Tr{[G — GY (xAfL — (1 — 2)fR) rR} +Tr{G< (xA — (x— 1)) Tg ).
(2.252)
Com o intuito, entdo, de simplificar sem perda de generalidade, removemos a

dependéncia explicita de G= impondo que,

A—-—(x—-1)=0 —- x=—— e 1l—x=—-. (2.253)
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Eliminando o segundo termo e reescrevendo a expressdo, temos

ie [dE 1
= | =T [G-G"] |—(fT I'r) — frl 2.254

T r{[G G][lJFA(fL L+ frIR) — fr R]}, (2.254)
Se considerarmos ainda que os acoplamentos sdo inversiveis (o que nem sempre é
verdade), podemos escrever a constante de proporcionalidade como A =11 /Tr.

Simplificando, temos, por fim, a corrente total

I ie dE TI'{ FLFR

-2 [ m[@-@*]}(ﬁ—ﬁg). (2.255)

Esta é a expressdo de Meir-Wingreen. Note que essa expressdo é para o caso
de particulas ndo interagentes, pois ndo temos uma dependéncia direta com
G=. Entretanto, podemos computar a transmissdo na presenca de interagdo,
pois I'1Tr/(T'L + T'r) age como uma velocidade de grupo efetiva, e G — G'esta
diretamente associada a densidade de estados e contém informacgdes sobre a
interacdo e-e. Assim, no Tr{}, temos a densidade de estados multiplicada pela
velocidade de grupo associada a uma particula saindo de um reservatoério para
o outro com energia (fr — fr). No entanto, nessa expressdo, ndo conseguimos
diferenciar os processos ineldsticos e elasticos, exceto pela presenca do termo
de auto-energia de interacdo, além do fato de estarmos restritos ao regime de

acoplamento proporcional (AP).

Generalizacdo da expressao de Meir-Wingreen

Para estudarmos os casos de interesse, é necessario, entdo, generalizar a ex-
pressdo de Meir-Wingreen (MW) para o regime de acoplamento ndo proporcional,
proposto por Amorim e Rocha [47]. Usando a expressdo para corrente (2.247) e a

conservacdo de carga, obtemos a seguinte condi¢do

ie [ dE +
I + Iz = o ETI‘{[G -G ] (fLFL +erR)} —I—TI‘{G< (FL — FR)} =0.
(2.256)
Definimos o integrando como uma fun¢do que depende apenas da densidade de

estados dos eletrodos direito e esquerdo e do Hamiltoniano, da seguinte forma:

Aor, pr, H) = Tf{[G — G (fiTL +erR)} +Tr{G~ (' —Tg)}. (2257)
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Para expressar as relacdes entre as fungdes de Green de maneira explicita, defini-

mos o funcional,

L— / ~—Alpw pr H). (2.258)

Fazendo uma variagéo em um dos parametros o} (E)|mn = pL(E)]mn + 0m,is, ;00(E),

levamos a uma variagao no funcional

5L = /dEa pL’pR’ )l so(E). (2.259)
]1]

Assumindo a conservacdo do fluxo de corrente e que a Eq. 2.256 é uma consequén-
cia da suposigdo de conservagao do fluxo de carga em estado estaciondrio e, como

tal, é valida independentemente do sistema para o qual é aplicada, temos [47]

L(pr, or, H) = L(p1,pr, H) = 6L (2.260)

com isso, obtemos que

d[A(pr, pr, H)] —0 2.261
Mor(ENij Nppony e

Integrando com relagéo a [or (E)];;, obtemos [47]

Alpr, pr, H) =0, (2.262)

a relacdo mais importante, ao permitir relacionar diretamente os termos das
funcdes de Green (G<, G, G1). Para escrever a relacio de maneira mais conveniente,
reescrevamos G< em termos da auto-energia de interagdo lesser, L} .. Note que
até entdo ndo mencionamos qual tipo de interagdo esta presente, pois estamos

tratando do transporte de maneira geral, na presenca de qualquer tipo de interacao.

Temos
G< = GX<G' = G(iTrfr +ilLfr +X5,)G' (2.263)
e
G —G' = G(iTg — il — iTi). (2.264)
Aqui, Ty = i(I'7 , — T'9 ). Reescrevendo A(pr, pr, H),

Tr{i(FR + FL)G(erR + l“LfL)G* — (erR + FLfL)G(FR + FL)G+}
+Tr{(Tr + T1)GZ; G — i(Trfr + T1fL)GLiGT} = 0.

int

(2.265)
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Em particular, para o caso de simetria de reversdo temporal, ou seja, g; = [¢1] e

G; = [G;]T, o primeiro termo é eliminado e ficamos com
Tr{ (T +T1)GES, G —i(Trfr + rLfL)Grmtd} — 0. (2.266)

. < . ~ . . . .
De maneira geral, expressar ¥}, requer condigdes adicionais. Algumas proprie-
dades que esperamos que ela obedega sdo

i = —[Zil" (2267)

h = — (%}, — ¢ 2.268

int fi=fi=f ( int mt)f ( )

I =0, (2.269)
no—interagente

l"Ll(ll;n%OZ;t = ( int mt)fL (2.270)

Yint — Lint = it — Zinr- (2.271)

Assim, uma solugdo que satisfaz todas essas condigdo é:

+
Z‘1<nt = _(a;nt aznt)fR fL+

i[(Ty +TR)G] ™ |26 G'T? — rﬁcrintc+rlg} [GH(rL+TR)}] T
(2.272)
Essa solucdo, que ndo necessariamente é tinica, pode ser vista como a generalizagao
do teorema da flutuacio fora do equilibrio e, a principio, pode ser usada para
expressar a transmissdo nesse regime. Em particular, em equilibrio, o teorema
da flutuagdo e resposta, dado pela relagao, limr, , 0 o= — (&, — 28 ) fur)
recuperado. Nesse caso,

[Z5)ii(E) = frp(E)[Tinte(E)]is- (2.273)

O segundo termo é uma medida da taxa de dispersao de particulas com energia
E devido ao nivel i, que é proporcional a ocupagdo térmica (frp) e inversamente
proporcional ao tempo de vida [T;,:(E)];; = T~! de uma particula de energia E
devido ao nivel i. No regime de ndo equilibrio esses termos se tornam extrema-
mente complicados. Uma maneira de simplificarmos é considerando processos de
transporte descorrelacionados, ou seja, descartando correla¢des entre os processos

de tunelamento coerentes e incoerentes. Nesse caso, a tinica diferenga entre o
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regime de equilibrio (Eq. 2.273) e fora de equilibrio é uma alteragdo na ocupagao
média.

Usando a Relacdo dada pela Eq. 2.266, obtemos uma solu¢do mais conveniente,

(G(Trfr +TrfL)G']

i =1 [G(Tr +T'1)GT];; :

intli [rint]i]’/ (2274)
Observamos que na aproximacao de transporte ndo correlacionado, o regime fora
de equilibrio é descrito por uma fungédo de distribuicdo que considera ndo apenas
as flutuagdes térmicas, mas também o desequilibrio populacional causado pelos
eventos de tunelamento em diferentes potenciais quimicos. Assim, expressando a
transmissdo, e aqui especificando que a interacdo que ocorre é apenas de natureza

elétron-elétron, I';,;; = I'ee € Lyt = Lee. Obtemos,

[GFRGW ij + [GFLGW ij

To = Tra T GTRG' | + [Teeii- (2.275)
e { } ; [G(TR+Tp)GT],; =
A corrente, entdo, é dada por
ie [ dE
I = o ETeff(E)(fL — fr)- (2.276)

Aqui, a transmissdo é dada por uma transmissao efetiva, onde no primeiro termo
temos uma expressao andloga a expressao de Fisher-Lee, porém com a fungédo de
Green interagente e um termo de correcdo que depende diretamente do termo de
interacdo elétron-elétron. Assim, devido a natureza coerente do termo de Fisher-
Lee, podemos associar essa expressdo de maneira andloga ao problema de Biittiker.
Entretanto, aqui o segundo termo esté relacionado ao tunelamento sequencial e,
portanto, aos processos de tunelamento incoerente. Assim, temos uma expressao

para a transmissdo em sistemas interagentes, dada por

Tint = Teff = Tcoerente + Tincoerente/ (2-277)

com

+ +
[GIRG™],; + [GI'LGT],; .y
[G(Tr+T1)GY; =
(2.278)
De maneira direta para a corrente, I = I.oerente + lincoerente- 1€mos, por fim, uma

Tcoerente =Tr { IﬂL GFR G+ }/ Tincoerente -
i
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expressdo que contabiliza a influéncia da interacdo elétron-elétron e a quebra
de coeréncia de fase devido a sua presenca, além de estar conforme o modelo
geral proposto por Biittiker, porém aqui considerando os estados interagentes
quantizados.

Em particular, na presenca de simetria de paridade, a transmissdo assume a
seguinte forma [47]

Ty = Tr{rR(;rLG+ } S+ Tr [rRGreecﬁ } (2.279)

onde mais uma vez temos uma expressdo andloga a de Fisher-Lee, porém a
interacdo agora fazendo um papel andlogo a um terceiro terminal, como mais uma
vez proposto por Biittiker.

<

Por fim, uma vez que temos DI

uma grandeza que podemos expressar direta-
mente é a densidade local de corrente, dada por:

2¢2

Ii]‘(E) = ?Im{HIJGi ’ (2.280)

com
G =Gr<G'=GxiG" + G G . (2.281)

aqui ZO< = FLfL + erR-

2.10 Conclusao

Neste capitulo, descrevemos um conjunto de ferramentas que, combinadas, nos
permitem estudar as propriedades eletronicas e de transporte em nanodispositivos
na presenga de interacdo elétron-elétron. Utilizando o modelo tight-binding para
descrever o Hamiltoniano do sistema na regido de espalhamento do dispositivo
e definindo a célula unitdria com a simetria dos eletrodos na representagado de
orbitais atdmicos localizados. Apoés a definicdo da simetria dos eletrodos, empre-
gamos o método Recursivo das Fung¢oes de Green para obter as auto-energias dos
eletrodos, resultando na fun¢do de Green completa para um sistema acoplado a
dois terminais.

Na auséncia de interagdo, descrevemos os observaveis de transporte, como
transmissao e corrente elétrica na presenga de uma diferenga de potencial. Por
outro lado, para o sistema na presenca de interacdo, precisamos primeiro escolher
os estados moleculares de interesse que conterdo a interagdo. Apods a definicdo dos
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estados, realizamos uma projegdo sobre o sistema na base dos estados moleculares
de interesse, resultando em um Hamiltoniano com a estrutura do modelo de
Impurezas de Anderson multi-niveis. Que, a principio, para obter a auto-energia
de interagdo pode se escolher o solver de interesse, aqui, escolhemos utilizar da
representacdo de pseudo-particula para tal feito. Nessa descri¢do, obtemos um
Hamiltoniano bilinear no termo de intera¢do, enquanto o acoplamento com os
eletrodos se torna mais complicado, consistindo nos elementos fora da diagonal do
Hamiltoniano. Realizamos uma expansao diagramatica no acoplamento e descar-
tamos as corre¢Oes de vértices (conhecida como aproximacdo de ndo cruzamento)
para obter a auto-energia de interacdo na representacdo de pseudo-particula. Em
seguida, realizamos a projegdo inversa para obter a auto-energia de interacdo na
representacdo de orbitais atomicos localizados, permitindo assim obter a fungéo
de Green integrante completa.

Entretanto, nem a expressao de Fisher-Lee para o transporte, nem a de Meir-
Wingreen, que é valida apenas para o regime de acoplamento proporcional, sdo
validas para o regime de interesse. Para lidar com isso, foi necessario generalizar
a expressdao de Meir-Wingreen para o caso interagente no regime de acoplamento
ndo proporcional, com algumas aproximacdes. Isso nos permite analisar os ob-
servaveis de transporte para os sistemas de interesse, que serdo discutidos nos
capitulos seguintes.

Por fim, criamos uma biblioteca utilizando a linguagem de programacéao
Python, seguindo a estrutura légica dos métodos apresentados aqui, para cada
um dos modelos discutidos. A biblioteca estd integralmente apresentada no
Apéndice.



Capitulo 3

Transistor de Elétron Unico Baseado em
Nanofitas de Grafeno

Estruturas baseadas em carbono, como os nanotubos [17], e, mais recentemente,
o grafeno [18, 74, 19], tém atraido grande atencdo da comunidade cientifica tanto
do ponto de vista da ciéncia bésica [75, 76] quanto de possiveis aplicagdes em
fotonica [77, 78] e eletronica [79, 80, 81]. Como j& discutido nos capitulos anteriores,
no caso particular do grafeno, apresenta-se como um material extremamente forte
com propriedades elétricas [19, 79] e de transporte térmico incomparéveis [82].

Uma das desvantagens, entretanto, é a falta de um gap eletronico, o que dificulta
uma série de aplicagcdes em eletronica. Nesse sentido, avancos experimentais
permitiram a fabricacdo de nanofitas de grafeno (NR) derivadas quimicamente,
que sdo atomicamente precisas [32, 33]. Essas estruturas quase unidimensionais
sdo tipicamente semicondutoras, com um band gap que pode ser controlado pela
largura e familia da fita [27]. Outra questdo dificil de superar é a caracteriza¢do
do acoplamento entre o dispositivo baseado em grafeno e os contatos. A barreira
Schottky resultante pode ser um problema para dispositivos que geralmente usam
metal para fabricagao [37].

Neste sentido, a ideia de sistemas constituidos exclusivamente por carbono
estd se tornando cada vez mais comum [39, 83, 7, 28, 29, 30, 31, 38]. Seguindo
essa linha, uma estrutura constituida por jun¢des de nanotubos de carbono e uma
NR foi teoricamente proposta por Santos et al. [39]. Nessa proposta, os autores
consideraram uma estrutura fortemente acoplada, sem interacdo, e usaram um
nanotubo descompactado para imitar as jungdes. Recentemente, Jian Zhang
et al. [7] utilizaram essa ideia para construir uma arquitetura de dispositivo
multi-gate com nanotubos de carbono de parede tinica (SWNTs) como eletrodos
[7]. Esta configuragdo SWNT-NR-SWNT retém muitas das propriedades dos
transistores de elétron tinico, e os autores observaram o bloqueio de Coulomb e os

diamantes de Coulomb correspondentes [7]. Embora a presenga deste efeito tenha
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sido observada anteriormente em estruturas baseadas em grafeno [84, 85], neste
trabalho, o acoplamento com o eletrodo foi muito melhor controlado.

Para descrever completamente esses dispositivos, uma descrigdo teérica ade-
quada precisa considerar a presenca de intera¢des elétron-elétron através da re-
pulsdo de Coulomb. Como ja mencionado anteriormente, isso normalmente é
negligenciado [39] porque envolve a solugdo de um problema de muitos corpos.
Foram desenvolvidas técnicas para resolver esse problema, como, por exemplo,
a aproximacdo de campo médio [86], o grupo de renormalizac¢do funcional (fRG)
[87], o grupo de renormalizagdo numérica (NRG) [88], e as aproximagdes de ndo
cruzamento (NCA) [60, 89] e de cruzamento tinico (OCA) [60, 61]. No entanto, elas
normalmente se concentram em modelos Hamiltonianos para impurezas locais,
contendo um pequeno nimero de orbitais.

Este ndo é o caso aqui, j& que o comportamento do sistema semelhante a um
ponto quantico surge do fraco acoplamento entre o nanotubo e a nanofita, e os
estados relevantes podem ser espacialmente deslocalizados ao longo de toda a
fita. Por isso, nesta parte da dissertacdo, simulamos um transistor de elétron tnico
baseado em nanotubos de carbono como eletrodos, acoplado a uma nanofita de
grafeno, semelhante a que foi obtida experimentalmente [7]. Aqui, buscamos
entender como a interac¢do elétron-elétron altera as propriedades eletrdnicas e de
transporte deste dispositivo. Para tanto, realizamos célculos usando o método da
fungdo de Green fora de equilibrio [90], descrevendo os estados de interagdo por
meio de um modelo de impureza de Anderson multi-orbital (AIM) juntamente
com a chamada aproximacdo de ndo cruzamento (NCA) [64] e uma generalizagdo
para a férmula de Meir-Wingreen para transporte incoerente [47]. Estes métodos
foram todos descritos em detalhes no Capitulo 2. Através da combinacgao deles,
descrevemos corretamente os fendmenos de transporte para sistemas interagentes,
incluindo diamantes de Coulomb neste problema multi-orbital. Mostramos que
somos capazes de explicar os diamantes de Coulomb e, o mais importante, que as
contribui¢des incoerentes para a corrente dominam o transporte para uma ampla

gama de potenciais externos e tensdes de gate aplicados.

3.1 Metodologia

A configuragdo utilizada ao longo do capitulo é apresentada na Figura 3.1,
seguindo o arranjo observado nos experimentos [7]. Colocamos dois SWNTs

(metélicos) com borda zig-zag semi-infinitos (18,0) separados por uma distancia
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Figura 3.1: Lado (a), topo (b) e (c), um zoom da sobreposicao entre as estruturas,
vistas do dispositivo usado em nossos calculos.: SWNTs como eletrodos direito
e esquerdo, acoplados por uma NR para formar uma juncdo SWNT-NR-SWNT.
O acoplamento com os eletrodos ocorre de maneira comensurada através de trés
células unitdrias na NR de cada lado.

de aproximadamente 20 A.! Estes constituem os eletrodos esquerdo e direito. Em
seguida, tomamos um segmento finito de uma nanofita de grafeno de 9 armchair,
que consiste em Lygr = 16 células unitdrias acopladas entre si. Fazemos com que
as bordas da NR se sobreponham parcialmente a cada um dos eletrodos. Note
que as estruturas consideradas aqui sdo comensuraveis; portanto, consideramos
um empilhamento do tipo AA entre a nanofita e o nanotubo, que é mantido unido
mediante um acoplamento fraco do tipo van der Waals.

O sistema é descrito usando um Hamiltoniano de tight-binding com um tinico
orbital por sitio representando os orbitais p, em cada d4tomo de carbono [48].
Dividimos nosso sistema em trés regides conforme descrito pela primeira vez
por Caroli et al [54, 91], ou seja, eletrodos semi-infinitos esquerdo e direito e uma
regido de espalhamento. Este tltimo consiste na NR e nos segmentos finitos de
nanotubos.

O Hamiltoniano da regido de espalhamento Hs ¢ dividido novamente em trés
segmentos, F, e I:Iﬁ, que possuem a estrutura de um SWNT finito, e Hng, que

10 carater metélico do nanotubo pode ser observado na autoenergia de superficie apresentada
na Figura 2.18.



Capitulo 3. Transistor de elétron iinico 98

representa nossa NR:
Hs = Hy + Ang + Hp + 92 + 95, 3.1)

onde 4/8 = Yay ﬁIA‘X /8 ® INR é a matriz de acoplamento de van der Waals entre o
segmento de nanotubo correspondente e a NR.

Os parametros de tight-binding do sistema foram escolhidos de acordo com
a literatura [49]. Assim, tomamos a energia local € = 0 eV, o acoplamento entre
primeiros vizinhos 7;; = o = 2,7eV, e o termo de acoplamento entre orbitais
na borda armchair 7, na NR sdo ligeiramente alterados para 7y, = o + 0, 1270,
resultante da hidrogenagdo. Por ultimo, tomamos 7,/ = 0,15 eV. Também
podemos aplicar uma tensdo de gate V; deslocando os niveis da NR e um potencial
externo Vj;,s entre os eletrodos, como pode ser visto na Fig. 3.1(b).

430 T | T I T

S at 2 AR
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EES “n."&?n.%.; '; ;.a?.a"'.\ s"ﬁ.':’:.."n..g
5 e e
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Figura 3.2: Densidade de Estados para a NR desacoplada: Densidade de Estados
para a NR desacoplada (curva tracejada preta) e o médulo quadrado das fungoes

de onda para os dois primeiros estados moleculares simétricos em relagdo ao nivel
de Fermi. E;{ = —0.45eV, E; = 0.45 eV.

Em equilibrio, a fungdo de Green retardada ndo interagente, é dada por:

lim Go = [(E+in)l — Hs — X — Xg] 7, (3.2)
n—0t

E a quantidade-chave, onde ¥} (Xg) é a autoenergia para o eletrodo esquerdo
(direito). Dada a estrutura cristalina dos eletrodos e utilizando a equac¢do de Dyson,
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as autoenergias podem ser obtidas através de um método recursivo [55].

A densidade de estados projetada nos estados orbitais da NR é dada por:

1
Do(E) = —; Tr [Im{Go}NR] . (33)
Ao mesmo tempo, a corrente nado interegente é dada pela férmula de Buttiker-
Landauer: )
e
=" [ To(E)(fr — fu)dE, (3.4)
onde
Ty = Tr [PRGgrLGO], (3.5)

é a transmissdo, incluindo apenas os processos coerentes, e

IR =i(ZLr — Z1/R)- (3.6)

No caso de um segmento isolado da NR, obtém-se estados moleculares quan-
tizados, como observamos na Figura 3.2. Além disso, os orbitais moleculares
proximos ao nivel de Fermi estdo deslocalizados em toda a estrutura. Como
veremos melhor, o acoplamento entre NR e os SWNTs é fraco, portanto o efeito
geral do acoplamento aos eletrodos é um pequeno alargamento dos estados. Isto
indica que ele retém a maioria do cardter molecular do sistema desacoplado. Isso
também significa que a aplicagdo de um potencial externo V;,5 e de tensdes de gate
podem levar a mudangas significativas no estado de carga do sistema. Nesse caso,
a interagdo elétron-elétron pode ter um impacto significativo, como ja mencionado.

Em principio, a inclusdo de interagdes exigiria um cédlculo de muitos corpos
considerando o Hamiltoniano completo, mais notavelmente, toda a regido de
espalhamento. Aqui, para resolver esse problema, primeiro definimos a base
dos estados moleculares de impureza de Anderson, com Nuj estados. Este é um

subconjunto dos estados moleculares da NR que conterdo interagdes.

Uy = (Yan YA - - Pan) - (3.7)

A interacdo elétron-elétron é incluida aqui considerando um modelo de impureza
multi-orbital de Anderson para o 'y, selecionado, conforme dado por:

FNr ‘¢ZI> = €y ‘¢Zl> : (3.8)
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Portanto, adicionamos

Nar
H* = Z ui,j,k,lf iJ,r(ffzj,-a’f Lo! F k,or (3.9)
ikl

para o Hamiltoniano total. Os operadores de cria¢do (aniquilagao) AZTU ( ﬁ/a) atuam
nos orbitais moleculares da Al, onde ¢ é a projecdo do spin (¢ = + ou —). Aqui,

por simplicidade, tomamos

U se I=k=j=i
Uijki = . (3.10)
0, caso contrario

com a interacdo U = 0,45eV. Estamos considerando que os orbitais sdo ortogonais
entre si, portanto, podemos projetar diretamente a fun¢do de Green da regido de

espalhamento sobre os estados Al

..l._

On -1 [ O
GA[ = LLP (E+II7)I—HS _ZL_ZR_ZBE Ulp . (311)
Op Op

que inclui a interacdo elétron-elétron através da autoenergia ¥,,. Ao mesmo tempo,

definimos a funcdo de Green para os estados da IA
Gar = [EIny — €a1 — Bar — Tee] Y, (3.12)
com a chamada fungéo de hibridizacdo A, dada por:
Aar = Eln,; — €a1— Tee — Gop- (3.13)

Devido ao fato de o acoplamento entre a regido de espalhamento e os eletrodos
ser dado por uma interagdo do tipo van der Waals, os estados da Al sdo fraca-
mente acoplados aos eletrodos, e a fungado de hibridizagdo pode ser utilizada no
solucionador de impurezas. Isso define o conjunto de equag¢des para o campo
médio dindmico que pode ser iterado de forma autoconsistente. Em nosso cédigo,
usamos a chamada aproximagdo nao cruzada (NCA) para obter a autoenergia para

a interacdo elétron-elétron (,.) na base da Al. Podemos entdo realizar a projegdo
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inversa para obter a autoenergia na representacao dos orbitais atomicos,
See = UyTee . (3.14)
Obtemos entdo a funcdo de Green retardado que descreve o problema interagente
G =[Gy —Zee] (3.15)

e podemos calcular as propriedades eletronicas e de transporte para o problema
interagente.
Aqui, consideramos a expressdo de Fisher-Lee para o regime de acoplamento

ndo proporcional [47], como apresentada na Subsecdo 2.9.3, assumindo a forma

ie [ dE

== [ —
hJ) 2

{Tr [FRG+FLG] +Tr [rRG+reeG] } (fR — 1), (3.16)

com Ty = i(Xee — ZZE), podemos identificar a transmissado efetiva por um termo
coerente e um termo incoerente. Assim, a corrente total é dada por I = I o, + Lincon
Para abordar a corrente local, podemos escrever o termo fora de equilibrio de

G< como a soma de um termo interagente e um néo interagente.
GS =G'L°G"=G'L5G" +G'L;G",

com ZO< = I't fi + T'rfr dado pelo formalismo Buttiker-Landauer, e o termo de
interacao [Zeg]l?, dado pela aproximagéo [47]:

[G(Trfr +T1fL)G;j

Yee|i; = Teelij. 3.17
[ 66]1] l [G(FR+FL)G+]1] [ 66]1] ( )
Obtemos a generalizacdo da corrente local:
2¢? -

novamente, aqui temos [;;(E) = Iijh(E )+ If}“ (E), onde um termo representa a
corrente local puramente devido a interacdo elétron-elétron, e o outro devido ao
transporte coerente.
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3.2 Resultados

430 T T T T |

Figura 3.3: Densidade de Estados para a NR: Densidade de estados para a NR
desacoplada (curva tracejada preta), densidade de estados para a NR acoplada
(curva sélida vermelha) e 0 médulo quadrado das fun¢des de onda para os dois
estados moleculares degenerados no nivel de Fermi. Ey; ~ Egp ~ 0 eV.

A escolha dos estados de impurezas moleculares, que conterdo a interagao
elétron-elétron, é inicialmente arbitraria e depende apenas de argumentos fisicos,
podendo variar para cada sistema. No caso especifico da juncdo SWNT-NR-SWNT
apresentada neste capitulo, discutimos também nesta secdo como essa escolha foi
feita.

Observe que na densidade de estados, apresentada na Fig.3.2 e Fig.3.3, no caso
em que o segmento da nanofita estd desacoplado dos eletrodos (v,,5 = 0 V), os
estados moleculares sdo quantizados. Quando consideramos v,,5 = 0.15 eV, tal
que Yy/p < 7o, simulando um acoplamento do tipo van der Waals, observamos
um pequeno alargamento dos estados. Com excecdo dos estados degenerados no
nivel de Fermi, que permanecem desacoplados e localizados espacialmente na
borda do zig-zag (borda transversal) da fita. Isso indica que a fita retém a maioria
do carater molecular do sistema desacoplado.

Assim, inicialmente, ndo é necessario considerar os estados degenerados para
nossos cédlculos. No entanto, para estabilizar a estrutura, conforme discutido na
literatura [49], consideramos os efeitos da hidrogenac¢do na borda do zig-zag, o que

implica em considerar a interacdo elétron-elétron com um potencial Coulombiano
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na borda, U, = 2. Para isso, selecionamos os estados de borda (Ver Fig. 3.3) e

definimos a base de projecao,
Uoy = (Yar $ar) - (319)

Utilizando a metodologia ja discutida anteriormente, calculamos a funcao de hibri-
dizacdo na representacdo de particula tnica, na auséncia de interagdo, conforme
mostrado na Fig. 3.4, onde — %I m[ZAI] representa a func¢do espectral dos estados
da borda. Observe que para —2 < E < 2, os estados de borda estdo aproximada-
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Figura 3.4: Funcao de Hibridizacdo: a) A parte real e b) o negativo da parte
imagindria da funcdo de hibridizagdo para as impurezas de borda na auséncia de
interacdo. A curva tracejada preta refere-se a ] e a curva tracejada vermelha

refere-se a Y93

mente desacoplados dos demais estados moleculares. Olhando para a densidade
de estados na auséncia do gate para os estados de impureza molecular da borda
ndo interagentes na Fig. 3.5, como esperado, eles sdo estados moleculares desaco-
plados da NR. Entretanto, quando ativamos a interagdo devido a hidrogenacao
das bordas, vemos que a densidade de estados é ligeiramente comprimida, o que
implica que os estados passam a ser "mais"desacoplados em relacdo a auséncia da

hidrogenacédo das bordas.
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Figura 3.5: Densidade de estados para impurezas de borda: Densidade de estados
para os estados de borda no nivel de Fermi. Para o caso nédo interagente (curva
tracejada) e para o caso interagente (curva sélida) com U, = 2. A curva preta
refere-se a Y} e a curva vermelha a ¢%.

Para escolher os estados de impurezas moleculares ¢’ Al de maneira apropriada,
usamos o seguinte critério: selecionamos um intervalo de energia e, com base nele,
escolhemos os estados. Na auséncia de Vbias e devido a natureza quantizada, ao
fixarmos um estado com um valor E;, ao considerarmos a interacédo, a solugédo
serd uma boa aproximacdo para o problema completo para valores em torno de
E;. Entretanto, na presenga de Vj;,s, a0 observarmos a expressdo para a corrente
elétrica dada pela Eq. 3.16, temos uma integral de T(E) no intervalo de —Vj;;s/2
a Vyiss/2, 0 que significa que todos os estados dentro desse intervalo contribuem
para a corrente. Portanto, precisamos considerar todos eles para uma descri¢ao
fisica precisa. Analogamente, na presenca de V, os estados sdo deslocados para
E; + Vg, entdo € necessario considerar os estados que entram no intervalo de —V;
aVs.

Fixando entdo o intervalo de interesse como —0.5 < Vp;;s < 05e —0.5 <V <
0.5. Considerar todos os estados entre —0.5 < E < —0.5 nos oferecer uma boa
aproximacdo nesses intervalos. Finalmente, podemos desconsiderar os estados
degenerados no nivel de Fermi e suas contribui¢des devido a hidrogenagdo da
borda para o intervalo de energia de interesse.

Como nos experimentos [7], fixamos a temperatura do sistema em aproximada-
mente 9K. Como j4 foi apontado, uma vez que assumimos que o acoplamento na

jungdo é fraco e o sistema retém muito do cardter molecular (ver Fig. 3.3). Assim,
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selecionamos um subconjunto de orbitais moleculares, para os quais incluimos

interagdes elétron-elétron.
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Figura 3.6: Densidade de estados para impurezas de Anderson: Densidade de
estados para os dois primeiros estados préximos ao nivel de Fermi. Na auséncia
de interagao a), temos o estado duplamente ocupado (curva tracejada preta) e o
estado com ocupagdo zero (curva tracejada vermelha). Na presenca de interagdo
(U = 0.45) b), representado na figura por curvas sélidas, observamos o estado com
ocupagdo zero em E = 0.45 (curva sélida vermelha), o estado com tinica ocupagao
em E = —0.45 (curva sélida preta) e o estado duplamente ocupado em E = 0
(curva sélida preta).

Aqui consideramos os dois estados que estdo simetricamente posicionados em
relacdo ao nivel de Fermi (E; = —0,45 eV, E; = 0,45 eV). Definimos Gle Gf) como
0 i-ésimo elemento diagonal de G5; com e sem interagdo, respectivamente.

Olhando inicialmente para a densidade de estados na auséncia do gate para os
estados de impureza molecular ndo interagentes na Figura 3.6(a), observamos,
como mencionado anteriormente, sdo estados moleculares desacoplados da NR
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Figura 3.7: Transmissao em funcdo da energia: A transmissao para o nanotubo
(curva tracejada laranja) e para a nanofita (curva tracejada roxa) estdo presentes
como guias para comparacdo. Na configuragdo ndo interagente SWNT-NR-SWNT
(curva sdlida preta). A transmissdo interagente (curva sélida verde), coerente
(curva sé6lida vermelha) e incoerente (curva sdlida azul) sdo apresentadas para
a configuracio SWNT-NR-SWNT interagente com potencial Coulombiano U =
0.45eV.

com ligeiro alargamento. Além disso, o nivel logo abaixo de Er permanece du-
plamente ocupado. Quando ativamos a interagdo (ver Figura 3.6(b)), notamos
que esta configuragdo tem outro valor energético. O nivel duplamente ocupado
do primeiro estado de particula é deslocado em U e agora estd muito préximo do
nivel de Fermi.

Calculamos a influéncia do estado carregado na transmissao. Como mostrado
na Figura 3.7(a), a probabilidade de transmissdo préxima ao nivel de Fermi
surge devido ao estado duplamente ocupado no primeiro orbital molecular, que
ndo estd presente no caso nado interagente. Além disso, quando olhamos para as
diferentes contribui¢des para este pico préximo do nivel de Fermi na Figura 3.7(b),

2

notamos que ele provém principalmente do termo nado coerente na transmissao. E

2Para o segundo estado de particula tinica, €, 0 mesmo ird acontecer de modo que a energia do
estado serd dada por €; + U de maneira analoga.
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Figura 3.8: a) Densidade de estados, b) Transmissao efetiva, ¢) Transmissao
coerente e transmissao incoerente para miultiplos gates, e d) Corrente elétrica:
a) Temos a densidade de estados para os dois primeiros estados préximos ao
nivel de Fermi para valores de gate crescentes (diferentes colunas). Para o caso
sem interagdo, a curva tracejada preta refere-se a 14; com dupla ocupagéo e a
curva tracejada vermelha refere-se a 13; com ocupacdo zero. Na presenca de
interagdo com U = 0.45eV, a curva sélida preta refere-se a ! Al para Vg < 0
com dupla ocupagéo e para Vy > 0 com quebra de degenerescéncia e assumindo
ocupagdo tnica e ocupagdo dupla para diferentes valores de energia. A curva
s6lida vermelha refere-se a zpil com ocupagdo zero. b) e ¢) Temos a transmissdo
em funcdo da energia para diferentes valores de gate (diferentes colunas), com a
transmissdo para o nanotubo (curva tracejada laranja) e nanofita (curva tracejada
roxa) presentes como guias para comparagdo. Na configuragdo nado interagente
SWNT-NR-SWNT (curva sélida preta) e a transmissao efetiva (curva sélida verde)
para interagente SWNT-NR-SWNT com potencial Coulombiano U = 0.45 eV. )
Transmissdo coerente (curva sélida vermelha) e a transmissdo incoerente (curva
s6lida azul) para interagente SWNT-NR-SWNT com potencial Coulombiano U =
0.45 eV. d) Comparagdo entre os termos de corrente efetiva (curva verde), o termo
de corrente coerente (curva vermelha) e o termo de corrente incoerente (linha
azul), para U = 0.45 eV em funcdo de V),;,;5 para diferentes valores de gate.
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importante salientar aqui que, embora o termo coerente no caso interagente tenha
a mesma forma funcional que a relacdo de Fisher-Lee para o caso ndo interagente,
consideramos a funcdo de Green com intera¢do completa e, portanto, os efeitos
de muitos corpos entdo também presente neste termo. Isto significa que, no
regime aqui considerado - acima da temperatura de Kondo - temos que considerar
contribui¢des de tunelamento coerentes e sequenciais.

Além disso, ao considerar um gate externo, é possivel controlar as posi¢des dos
diferentes niveis. Isso é mostrado na Figura 3.8. Para a funcdo espectral projetada
nos dois Als (Figura 3.8(a)) em valores de gate negativos, o comportamento do
sistema pode ser descrito por uma abordagem de campo médio para a interacdo,
o nivel de impureza completamente preenchido é deslocado para cima em U, e
esta é a tinica contribuicdo para a transmissdo proveniente desse nivel (ver Figura
3.8(b)). Isto é corroborado pelo fato de que a maior contribuigdo para a transmissao
de zero-bias vem do termo ndo coerente, como mostrado na Figura 3.8(c). Para
valores positivos, a medida que a tensdo aumenta, o nivel duplamente ocupado é
inicialmente fixado em Ef, mas é posteriormente suprimido na transmissao, por-
tanto, ndo d4 nenhuma contribuigado para as propriedades gerais de transporte do
sistema. Na regido intermedidria, o pico de transmissao s6 pode ser contabilizado
se o termo incoerente for incluido, como ja discutido.

Também podemos aplicar uma bias externa ao dispositivo e desviar o foco
do caso estritamente a zero-bias. Aqui, isso é feito considerando que as autoe-
nergias de interacdo e as fun¢des de Green ndo mudam a medida que a bias é
aplicada. Assim, a corrente é dada pela integral na Eq. 3.16 dentro da janela de
bias apropriada, e a corrente local pela Eq. 3.18. Primeiro, olhamos para a corrente
local mostrada na Fig. 3.9 para E = 0 eV, V, = 0 eV e Vp;,; = 0.02 eV, 0 que
nos permite ter uma ideia melhor dos efeitos do estado duplamente ocupado na
densidade de corrente para valores pequenos de Vj,;,s. Na auséncia de interacdo
(Fig. 3.9(a)), temos uma corrente que localmente é zero. Quando consideramos a
interacdo elétron-elétron (Figura 3.9(b)), devido a presenga do estado duplamente
ocupado, a densidade eletronica permite o acoplamento entre os eletrodos. Assim,
para esta pequena diferenca de potencial, uma corrente local através do ponto
quantico surge, gerando assim a transmissdo de elétrons de um lado para o outro,
resultando em uma corrente total diferente de zero no sistema.

Finalmente, para a corrente total, observamos na Fig. 3.8(d) uma competicdo
entre os termos coerentes e incoerentes. Para alguns valores de gate, I, é 0 termo

dominante, enquanto para outros a contribui¢do de [j,n € mais intensa. Esses
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Figura 3.9: Corrente local: Corrente local por sitio 7, i; (E) = }¥;(ijj (E) i +
iji(E)#;;) para E = 0 eV, Vo = 0eV eV, = 0.02 eV. a) Na auséncia de in-
teracdo, e b) na presenga de interacdo com U = 0.45 eV.

resultados também corroboram o argumento de que uma descrigdo de campo
médio é vélida quando o nivel estd duplamente ocupado.

Ao varrer tanto o Vj;,5 quanto Vg, podemos entender o comportamento global
do dispositivo tracando o chamado diagrama de instabilidade, ou seja, a corrente
em funcdo do Vj;,s e do gate, comparando o caso ndo interagente (Fig. 3.10(a)) com
o interagente (Fig. 3.10(b)). Podemos observar que, para U = 0eV, a corrente na
regido central do diagrama é zero. Quando consideramos U = 0,45eV, vemos
o surgimento dos diamantes de Coulomb e uma boa descrigdo do bloqueio de
Coulomb para as regides de corrente-zero. Isso estd de acordo com os resultados
experimentais [7] e demonstra que, para baixos valores de V};,5, estamos no regime
de transmissdo de um tnico elétron. Apresentamos |Ieon| — |lincon| Na Fig. 3.10(c).
Assim, vemos que na regido onde Im [Zee] # 0, 0 termo incoerente é dominante,
e observa-se o surgimento de fendmenos de decoeréncia. O mesmo efeito foi

observado por Lozano-Negro et al. [92].
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Figura 3.10: Diagrama de instabilidade para corrente e diferenca entre os termos
de corrente, |I.on| — |Lincon|: @) O diagrama de instabilidade para corrente, com
U = 0eV, mostra o valor absoluto da corrente em funcdo do gate (eixo x) e da
polarizagdo (eixo y). b) O diagrama de instabilidade para corrente efetiva, com
U = 0,45eV, mostra o valor absoluto da corrente em fungdo do gate (eixo x) e da
polarizagao (eixo y). c) O diagrama de diferenga entre os termos absolutos das
correntes, com U = 0,45eV, é mostrado em fungdo do gate (eixo x) e do viés (eixo
y). Na regido vermelha, |I.on| é 0 termo dominante, na regido azul, |Lcon| € 0
termo dominante e na regido branca, temos |I.on| = |Lincon |-

3.3 Conclusao

Neste capitulo, estudamos de forma mais realista a interacdo elétron-elétron

em dispositivos quanticos. Inicialmente, observamos que considerar a presenca
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da interagdo nos estados moleculares em vez dos orbitais atdbmicos proporciona
uma melhor descricdo fisica e simplifica o problema. A presenca da interagdo
elétron-elétron mostrou-se essencial para descrever o bloqueio de Coulomb de
forma mais precisa.

Além disso, notamos que a inclusdo do termo de transporte incoerente é crucial
para descrever sistemas interagentes. Como demonstrado neste capitulo, existem
regides onde o processo incoerente governa a dindmica do transporte eletronico.
No entanto, quando a autoenergia de interagdo é real (Im[%,.] = 0) e, portanto,
I'.e = 0, o termo incoerente é nulo. Nesses casos, o termo BL torna-se dominante,
como esperado.

Portanto, ainda é necessario investigar outros sistemas e observar a competicao
entre esses termos para determinar se essa abordagem fornecerd uma regra geral

para sistemas interagentes no regime de acoplamento ndo proporcional.



Capitulo 4

Nanofita de Grafeno Desordenada na
Presenca de Interacao Elétron-Elétron

Estruturas baseadas em carbono, como os nanotubos [17], e mais recentemente
o grafeno [18, 74, 19], tém atraido grande atencdo da comunidade cientifica, do
ponto de vista da ciéncia bésica [75, 76]. Como jd mencionado, a auséncia de um
gap no grafeno é um dos problemas que impedem a utilizagdo deste material em
diversas aplicacdes em eletronica. Isso pode ser mitigado reduzindo a dimensio-
nalidade do grafeno realizando cortes em dire¢des especificas, formando nanofitas
[48].

A presenca de defeitos em nanofitas de grafeno desempenha um papel im-
portante nas propriedades de transporte [26, 93] e, dependendo da concentragao,
leva a um fendmeno conhecido como localizacdo de Anderson [94], fendmeno
este descrito inicialmente por P. W. Anderson [95]. Onde, a presenca de desordem
em sistemas como nanofitas leva a formagdo de estados localizados, os quais,
combinados com a natureza ondulatéria, resultam em fendmenos de interferéncia
destrutiva. Devido a isso, a probabilidade de transporte eletronico decai expo-
nencialmente a medida que as dimensdes do sistema aumentam na diregao do
transporte de carga [95].

Normalmente, ao estudar modelos desordenados [26], a interacdo elétron-
elétron é negligenciada [96]. Aqui, buscamos entender como a interagao elétron-
elétron altera as propriedades eletronicas e de transporte de nanofitas de grafeno
desordenadas. Para tanto, realizamos cédlculos usando o método da fungao de
Green fora de equilibrio [90], descrevendo os estados interagentes por meio de
um modelo de impureza Anderson multi-orbital (AIM) juntamente com a cha-
mada aproximagdo de ndo cruzamento (NCA) [64] e uma generaliza¢do para a
férmula de Meir-Wingreen para transporte incoerente [47]. Estes métodos foram
todos descritos em detalhes no Cap. 2. Através da combinagdo desses métodos,

descrevemos corretamente fendmenos de transporte para sistemas interagentes.

112
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4.1 Metodologia
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Figura 4.1: Visao esquemdtica do dispositivo usado em nossos calculos: Na
regido central, uma nanofita de grafeno (NR) armchair com vacancias, e nas
regides em vermelho, os eletrodos esquerdo e direito. As regides sao fortemente
acopladas entre si.

A configuragdo base utilizada ao longo do capitulo é apresentada na Fig. 4.1. O
sistema é descrito usando um Hamiltoniano tight-binding com um tnico orbital
por sitio representando os orbitais p, em cada 4tomo de carbono [48]. Dividimos
nosso sistema em trés regides conforme descrito pela primeira vez por Caroli et
al [54, 91], ou seja, eletrodos semi-infinitos esquerdo e direito e uma regido de
espalhamento, onde Hs é o Hamiltoniano da regido de espalhamento. Tomamos
entdo um segmento finito de uma nanofita de grafeno de 8 armchair que consiste
em LNR = 18 células unitarias acopladas entre si. Os eletrodos esquerdo e direito
(Hy e HR) possuem a mesma simetria da regido de espalhamento. Assim, o sistema
é de natureza metalica [49].

O Hamiltoniano completo, é dado por:
H:I:IL—FHS—FI:IR—F’?L—F’?R. 4.1)

Aqui, 1/(r) = Y1/ (R),s T ¥s,L/(r) € @ matriz de acoplamento entre a regido de es-
palhamento e o elemento de superficie, conforme descrito na Sec. 2.5, do respectivo
eletrodo

Os parametros tight-binding do sistema foram escolhidos da seguinte maneira:
tomamos a energia de sitio € = 0 eV (conforme a literatura [49]), e 0 acoplamento
entre primeiros vizinhos v; ; = yo = 3eV.!

1 Aqui, embora tipicamente para o grafeno seja g = 2, 7eV, escolhemos ligeiramente maior para
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Em equilibrio, a fun¢do de Green retardada ndo interagente é dada por:

lim Gy = [(E+in)l — Hs — X — Xg] 7, (4.2)
n—0"
que é a quantidade chave para as propriedades eletronicas do sistema, e Xy, (Xg) é
a auto-energia para o eletrodo esquerdo (direito). Dada a estrutura cristalina dos
eletrodos e utilizando a equagdo de Dyson, as auto-energias podem ser obtidas
através de um método recursivo, conforme discutido no capitulo anterior.
A densidade de estados projetada nos orbitais da regido de espalhamento é
dada por:

Do(E) = —%Tr Tm{Go}]. 43)

Ao mesmo tempo, a transmissdo ndo interagente, que inclui apenas os processos

coerentes, é dada pela equacado de Biittiker-Landauer:

Ty = Tr [chgrLGO], (4.4)

TR =i(Z1r — Z1R)- (4.5)

Neste trabalho, os defeitos considerados serdo vacancias. No caso em que
adicionamos uma tinica vacancia no segmento da NR, como ilustrado na Fig.4.2,
obtemos a transmissdo para o caso ndo interagente na presenca e na auséncia
da vacancia. No caso sem vacancia, a transmissdo é quantizada (curva tracejada
preta). Entretanto, na presenca da vacancia, observamos que a intensidade da
transmissao (Fig.4.2, curva sélida em roxo) diminui em relacdo ao caso da nanofita
perfeita (Fig.4.2, curva tracejada preta), e, portanto, temos um modo propagante
a menos. Para a regido préxima ao nivel Fermi, E ~ 0eV, temos o surgimento
de uma antirressonancia. Além disso, os orbitais moleculares sdo localizados
espacialmente préximo a vacéancia (Fig.4.2). Isso indica que a interacdo elétron-
elétron, nestes orbitais moleculares, pode levar a mudangas significativas no estado
de carga do sistema.

A inclusao de interagdes é tipicamente desconsiderada para sistemas no regime
metdlico em temperaturas acima da temperatura de Kondo [97]. Entretanto, temos

a presenca de estados localizados em que a intera¢do ndo pode ser negligenciada.

facilitar a observagédo de alguns resultados, os quais ndo dependem diretamente do valor de g
desde que |yo| > €.
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Figura 4.2: Transmissao e fun¢des de onda para NR: A transmissdo para a NR
perfeita (curva tracejada roxa), a transmissdo na presenca de uma tnica vacancia
(curva preta) e o médulo quadrado das fun¢des de onda para os dois estados
moleculares préximos ao nivel de Fermi. E; ~ E; ~ 0 eV. Por fim, o quadro em
preto estd aqui para ilustrar em qual orbital adicionamos a vacancia.
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Figura 4.3: Divisoes das sub-regides da NR: Visdo das subdivisdes feita sobre a
NR conforme a estrutura da molécula estendida (Ver Sec. 2.7). Na regido central
da NR, temos a regido de interagdo H I, que contém a vacancia, H, (I:I 5) a regiao
a esquerda (direita) da regido de interagdo, que ndo ird conter interacdo, e nas
regides em vermelho, os eletrodos esquerdo e direito. As regides sao fortemente
acopladas entre si.

Para resolver esse problema, primeiro dividimos o Hamiltoniano da regido de
espalhamento, como ilustrado na Fig. 4.3, e de acordo com a descri¢do apresentada
na Sec. 2.7:

Hs = Hy + H; + Hg + 9a + 7. (4.6)

Aqui, H; é a chamada regido de interacao (RI), que contém os orbitais atdmicos
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préximos a vacancia e que ndo acoplam diretamente com os eletrodos. Assim,
escolhemos L; = 11, considerando 5 células unitarias para a esquerda e para a
direita da vacancia.”> Ao mesmo tempo, H, (ﬁﬁ) contém os orbitais a esquerda
(direita) da RI, que incluem os orbitais que acoplam diretamente ao eletrodo
esquerdo (direito). Definimos a base dos estados moleculares de impureza de
Anderson, com Ny estados. Este é um subconjunto dos estados moleculares da
NR que surgem devido a presenga da vacancia e aqueles que contém intera¢des
elétron-elétron.

Uy = (YAL Yar - YA 4.7)

A interacdo elétron-elétron é incluida aqui considerando um modelo de impureza

multi-orbital de Anderson para os ¥,

Ar ) = el |9hi) - (438)
Portanto, adicionamos:
. Na1 U
H* = ) UijkifiefiofroFio 4.9)
i,k

ao Hamiltoniano da regido de interacdo. Os operadores de criagdo (aniquilagdo)
AZ.TU ( fw) atuam nos orbitais moleculares da Al, onde ¢ é a projecdo do spin (¢ = +
ou —). Aqui, por simplicidade, tomamos

U, se I=k=j=i
Uik = _ (4.10)
0, caso contrario

com a interagdo U = 3,5eV. Estamos considerando que os orbitais sdo ortogonais
entre si, portanto, podemos projetar diretamente a funcdo de Green da regido de
espalhamento sobre os estados Al (ver Sec. 2.7.),

+

Oy ~1 [ Oq
Gar= | Uy (E+in)] —Hs — X — g — Zee Uy |, (4.11)
0p Op

que inclui a interagdo elétron-elétron através da auto-energia %,.. Utilizando a

2E importante notar que podemos extrair apenas esse segmento porque as fungdes de onda
P’y dos estados moleculares vao a zero a medida que os orbitais atdmicos ficam mais distantes da
vacancia, como ja mencionado e mostrado na Fig. 4.2.
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metodologia apresentada no capitulo anterior (Cap. 3), definimos a funcdo de
hibridizacdo Aay,
KAI = EINAI — €Al — 5'@3 — Ggll (412)

Aqui, temos que os estados da Al sdo fracamente acoplados aos demais orbitais
da regido de espalhamento; consequentemente, sdo fracamente acoplados aos
eletrodos, e a func¢do de hibridizagdo pode ser utilizada no solucionador de im-
purezas. Isso define o conjunto de equagdes para o campo médio dinamico que
pode ser iterado de forma autoconsistente. Em nosso c6digo, usamos a chamada
aproximacgdo de ndo cruzamento (NCA) e obtemos a auto-energia para a intera-
¢do elétron-elétron (7,.) na base da Al. Realizando a projecdo inversa, obtemos a

auto-energia na representagdo dos orbitais atdmicos,
See = Upleelly. (4.13)
Obtemos entdo a fun¢do de Green retardada que descreve o problema interagente,
G=[Gy' —Zee] (4.14)

e podemos calcular as propriedades eletronicas e de transporte para o problema
considerando a interagao elétron-elétron.
Aqui, consideramos a transmissao dada pela expressdo de Fisher-Lee para o re-

gime de acoplamento ndo proporcional [47] (como apresentada na Subsecdo 2.9.3).
Tie = Tr [FRGJFFLG} Ty [chﬁreeG], (4.15)

com T = i(Xee — Zje), e podemos identificar a transmissdo efetiva por um termo

coerente e um termo incoerente, Tint = Toon + Tincon-

4.2 Resultados

No intuito de entendermos melhor os efeitos da interacdo devido a presenca
de impurezas, inicialmente consideramos uma tnica impureza magnética (um
orbital atdmico fracamente acoplado com a nanofita) e posteriormente estudamos
a presenga de vacancias. Como observaremos a seguir, ambas tém uma descrigdo
semelhante. A tinica diferenca relevante é o fato de que, para o caso da impureza
magnética, temos apenas um estado localizado.
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Figura 4.4: Densidade de Estados para a NR: a) Densidade de Estados para uma
nanofita de grafeno na auséncia de defeitos (curva tracejada roxa) e na presenca
de uma MI (curva preta). b) O médulo quadrado da fungdo de onda para o estado
molecular localizado no nivel de Fermi (E; ~ 0 eV).

Adicionamos, portanto, uma impureza magnética (MI, da sigla em inglés) no
segmento da NR (como ilustrado na Fig. 4.4(a)), de modo que o novo orbital
atomico (€p7) e o vizinho mais préximo sdo fracamente acoplados. Adicionando

ao Hamiltoniano da regido de interagéo,

0o ... R

YS,MI

YMLS €MI

(N+1)x (N+1)

Assim, escolhemos yprs = Ys,m1 = 1/6%9. Com esses parametros, obtemos a
densidade de estados para o caso ndo interagente na presenca da MI, mostrado
na Fig. 4.4, e vemos o surgimento de uma ressonancia na DOS que corresponde a
um estado localizado em torno da MI. Mais uma vez, isso indica que a interagdo
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elétron-elétron, neste orbital molecular, pode levar a mudangas significativas no

estado de carga do sistema.
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Figura 4.5: Densidade de estados para impureza magnética: densidade de es-
tados para os estados de MI na representacdo de particula tnica. (a) O estado
duplamente ocupado (curva tracejada preta) na auséncia de interagdo e (b) o
estado com ocupagdo tnica em E = 0eV e o estado duplamente ocupado em
E = 3.25eV na presenca de interagdo, com U = 3.25eV (curva sélida vermelha).

Aqui consideramos o estado que surge devido a MI, posicionado no nivel
Fermi (E; ~ 0eV). Assim, como temos apenas um estado na base Al, (dim(Gay)
= 1), todos os objetos na base da Al sdo escalares. Definimos G! e G} como o
elemento de G41 com e sem interagdo, respectivamente.

Olhando inicialmente para a densidade de estados para os estados da MI nao
interagentes na Fig. 4.5(a), observamos que ele é um estado fracamente acoplado
a NR. Quando ativamos a interagado (ver Fig. 4.5(b)), observa-se que o nivel du-

plamente ocupado do primeiro estado de particula tinica é deslocado em U. Ao
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Figura 4.6: Transmissdao em func¢ao da energia: a transmissdo para a MI ndo
interagente (curva tracejada preta), a transmissdo efetiva (curva sélida verde), a
transmissdo coerente (curva solida vermelha) e a transmissao incoerente (curva
solida azul) para a MI interagente com potencial Coulombiano U = 3.25eV. A
transmissdo para a nanofita na auséncia de defeito (curva tracejada roxa) esta
presente como guia para comparagao.

olhar para a influéncia do estado carregado na transmissao, como mostrado na
Fig. 4.6(a), surgem duas antirressonancias na transmissdo efetiva: uma no nivel
de Fermi (E = 0), associada ao estado unicamente ocupado, e outraem E = U,
devido ao estado duplamente ocupado. Observando as diferentes contribui¢des
na Fig. 4.6(b), a transmissdo coerente é dominante para todo o espectro; entretanto,
para os valores onde temos antirressonancias, observamos o surgimento de con-
tribui¢des dos termos incoerentes da transmissdo. Isso indica que a presenga do
tunelamento sequencial pode ser uma regra importante nesses sistemas, sendo

intensificado na presenca de uma vacancia.
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Figura 4.7: Média da transmissdo em func¢ao da energia: Média Transmissdo para
a NR na auséncia de defeitos (curva tracejada preta) e na presenga de diferentes
concentracdes de vacancias i) d = 0.01 (curva sélida anil) e ii) d = 0.02 (curva
solida laranja) na auséncia de interacéo.
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Figura 4.8: Rede e Densidade de Estados para a NR: A configuragdo da rede na
presenca de duas vacancias e a densidade de estados associada a fungdo de onda
dos dois estados de impureza molecular paraa) L, =1eb) L, = 13.

4.2.2 Desordem por Vacancia

Adicionamos a presenca de desordem através da presenca de vacancias. Defi-

nimos entao a concentragao,

Nyef
d=-—""2< 4.1
N (4.16)
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Figura 4.9: Transmissado e fun¢ado de hibridizacao para a NR ndo interagente: Na
presenca de uma tnica vacancia, a) a transmissdo e b) a fun¢do de hibridizacao.
Ambos para diferentes configuracdes de impureza (diferentes colunas) com o
quadro em preto ilustrando a configuragdo escolhida para aquela coluna. A
transmissdo para a nanofita na auséncia de defeito (curva tracejada roxa) esté
presente como guia para comparacao.

Com Ny sendo o nimero de vacancias na nanofita, Ny o nimero total de orbitais
atomicos e d a concentragdo de vacancias na nanofita. A partir disso, calculamos a
transmissdo para algumas concentragdes de desordem na auséncia de interagao.
Foram realizadas 1000 configuragdes e calculadas as médias sobre a transmissao,
mostrada na Figura 4.7. Temos que, mesmo para baixa concentra¢do de vacancias,
a transmissdo é suprimida, e a medida que a concentracdo aumenta, a transmissao
tende a diminuir ainda mais, como esperado na presenga de desordem [22] e que
leva a localizacdo de Anderson [95].

Observa-se que para vacancias proximas (Fig. 4.8(a)), ndo é possivel obter
fungdes de onda localizadas em torno de uma tnica vacédncia, o que indica que
esses estados moleculares de impurezas estdo acoplados entre si. Assim, para
considerar a presenca de interacdo, seria necessdrio considerar todas as configura-
¢Oes de impurezas. No entanto, ao escolher L, > 7, os estados de impurezas sdo
desacoplados entre si (Fig. 4.8(a)).

Por fim, ao considerar diferentes configuracdes de defeitos para o caso de
uma vacancia tnica, mostrado na Fig. 4.9, escolhemos 3 diferentes posi¢des e
obtivemos a transmissdo (Fig. 4.9(a)) e a fun¢do de hibridizagdo (Fig. 4.9(b)),
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ambos na auséncia de interagdo. Observamos a presenca da antirressonancia na
transmissdo para dois casos (a1 ) e b3)). Nestes casos, as fun¢des de hibridizacao
das Als sdo aproximadamente iguais (b1 ) e b3)), principalmente para —2 < E < 2.
Enquanto para a;), a intensidade da transmissdo diminui, mas apenas longe do
nivel de Fermi, mantendo assim as propriedades metélicas do material. Além
disso, vemos que a fung¢do de hibridizacdo b,) é nula para todo o espectro de
energia, indicando que esse estado de impureza molecular estd desacoplado dos
demais orbitais moleculares do sistema. Assim, ao obter a funcdo de hibridizagdo
de uma configura¢do na presenga de uma tnica vacancia e utilizando o solver,
temos a auto-energia de interagdo para este caso como uma boa aproximacdo
para a auto-energia de diferentes configuragdes de vacancias. Entretanto, para
as vacancias que ndo produzem influéncia na transmissao e suas fungdes de
hibridizagdo sdo nulas, isso indica que os efeitos da interacdo elétron-elétron,
nesses casos, sdo nulos. Isso nos permite resolver o caso desordenado na presenga

de interagao.

4.2.3 Vacancia unica

Enquanto o caso de uma impureza magnética serve como um benchmark para a
nossa metodologia, como mencionado abaixo, a introdugdo de vacancias permite
olharmos para a situagdo em que temos mais de um estado localizado. Nos
voltamos entdo para o caso na presen¢a de uma Unica vacancia. Seguindo a
densidade de estados apresentada na Figura 4.2, considerando os dois estados
localizados préximos a vacancia e que estdo na regido de energia préximo ao nivel
de Fermi.

A transmissdo em fung¢do da energia é apresentada na Figura 4.10. Conforme
ja discutido, a presenga de vacancias leva a uma antirressonancia na regidao do
nivel de Fermi, e no caso ndo interagente a transmissao vai a zero. Ao ligarmos a
interacdo, observamos que nao ha mais supressao do transporte. Notamos também
que este efeito vem quase exclusivamente do termo incoerente da transmissao
(ver Figura 4.2(b)). Entdo, temos que a intensidade de Tj,on estd associada a
intensidade da antirressondncia na auséncia de interacdo. Porém, diferente da
presenca da MI, temos que o regime metélico é praticamente restaurado préximo

ao nivel de Fermi devido a presenga da interagdo elétron-elétron.
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Figura 4.10: Transmissdo em func¢io da energia: a) transmissdo na presenca
de uma tnica vacancia ndo interagente (curva tracejada preta) e a transmissdo
efetiva (curva sélida verde), b) contribuicoes da transmissao coerente (curva sélida
vermelha) e da transmissdo incoerente (curva sélida azul) na presenca de uma
Ginica vacancia interagente com potencial Coulombiano U = 3.25eV. A transmissdo
para a nanofita na auséncia de defeito (curva tracejada roxa) estd presente como
guia para comparacao.

4.3 Conclusao

Neste capitulo, estudamos a influéncia de defeitos em nanofitas de grafeno,
classificando sua influéncia em dois tipos: i) defeitos que levam a formacgao de
estados localizados fracamente acoplados aos estados moleculares da rede, onde a
interacgdo elétron-elétron ndo pode ser desprezada; ii) defeitos que resultam em
estados localizados e desacoplados dos demais estados moleculares da rede, onde
os efeitos da interacdo elétron-elétron sao nulos. Observamos que a presenca da
interacdo gera processos de transmissdo decoerente, onde, para determinadas
regides do espectro de energia, o termo de transmissdao incoerente é dominante

e, em alguns casos, restaura a natureza metalica do sistema. Assim, a interacdo
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também pode facilitar os processos de transmissdo. Por fim, concluimos os estudos
preliminares sobre como considerar a presenca de interagdo em nanofitas de
grafeno desordenadas.

Argumentamos ainda que uma descrigdo molecular é mais natural para esses
sistemas, e para baixas concentra¢des de defeitos, uma aproximacdo pode ser
feita mapeando um sistema desordenado com multiplos defeitos interagentes
acoplados, médias sobre diferentes configura¢des de defeitos interagentes desaco-
plados entre si, 0 que pode ser uma ferramenta para estudar efeitos de localizagéo,
incluindo a interacdo elétron-elétron.
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Conclusdo Geral e Perspectivas

Nesta dissertagdo, propomos a constru¢do de um ferramental para o estudo
e caracterizacdo do transporte quantico decoerente devido a interacdo elétron-
elétron, combinando diferentes modelos tedricos. Desenvolvemos uma biblioteca
em Python que abrange todos os métodos de interesse, incluindo o método da
funcdo de Green fora de equilibrio, a descri¢do dos estados de interagdo por
meio de um modelo de Anderson para impurezas magnéticas, uma generalizacdo
da férmula de Meir-Wingreen para o regime de acoplamento ndo proporcional
e a utilizacdo de um solver externo para a abordagem da aproximacgado de ndo
cruzamento.

Esses métodos foram aplicados a uma nanofita de grafeno na presenca de
vacancias e a simulagdo de um transistor de elétron tinico, baseado na jungdo
de diferentes materiais de grafeno. Observamos que o comportamento global
desses sistemas é semelhante, pois a interacdo quebra a coeréncia de fase quantica
no transporte, levando a transmissdo de carga incoerentemente. Isso pode, em
alguns casos, facilitar a mobilidade eletronica no material. Além disso, os métodos
propostos descrevem adequadamente fendmenos como o bloqueio Coulombiano
e os diamantes de Coulomb associados. Portanto, esse fendmeno pode ser uma
regra importante para o estudo de fendmenos de transporte eletronico, exigindo
mais estudos em diferentes materiais e dispositivos. Estudos desses sistemas
analogos ja estdo sendo realizados por nés. Além disso, exploraremos, no caso do
transistor de elétron tinico, o espaco de fase dos pardmetros e também adicionare-
mos estados moleculares mais distantes em relacdo ao nivel de Fermi. Enquanto
no caso da nanofita desordenada, investigaremos casos com multiplas vacancias
e a dependéncia com a concentra¢do de impurezas. Assim, dispomos de uma
ferramenta poderosa para simular sistemas baseados em grafeno na presenca de

interagOes.
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Apéndice A

Script

Neste apéndice, apresentamos a biblioteca construida como um dos resultados

desta dissertagdo. Assim, aqui estd presente o cédigo em Python por extenso.

# —*— coding: utf-8 —x-

wnnwn

Created on Sat May 22 19:38:34 2021

Qauthor:

nmnmnn

Washington

import numpy as np

import random

import matplotlib.pyplot as plt

import matplotlib.cm as cm

#import matplotlib as mt

5 from numba import njit

from sympy.matrices import Matrix

7 from mayavi import mlab

@njit (nogil=True)
def fitaZ(k,N,gamma,e0,el) :

#aneis = 2

#N = aneisx4

#e0 = 1

fgamma = 2

#k = 1

#3j = complex (0,1)

#h0 = np.dot (np.identity (2xN, complex),0)
#hl = np.dot (np.identity (2*N,complex),0)
#h2 = np.dot (np.identity (2%N,complex),0)
hO = np.zeros((2xN, 2xN) ,dtype=np.complex_)

hl =

np.zeros ((2%N, 2xN) ,dtype=np.complex_)

138
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33 h2 = np.zeros ((2xN,2%N),dtype=np.complex_)
34 b =20

35 #vi = np.dot (np.identity (2*N, complex),0)
36 hO[1]1[0] = gamma*np.exp (-1j*k)

37 h2[0][1] = gammaxnp.exp (ljxk)

38 for i3 in np.arange (1l,2xN+1):

39 if i3%2 != O:

40 h1[(i3-1)]1[(1i3-1)] = 0

41 cilisier:

) hl[(i3-1)]1[(1i3-1)] = el

43 if i3 > 1:

44 h1[(1i3-1)]1[(1i3-1)-1] = gamma

45 if i3 < 2xN:

46 h1[(i3-1)][(1i3-1)+1] = gamma

47 if i3 > 2:

48 if b ==

49 #licacaoentre+

50 if i3%2 !'= 0:

51 hO[(1i3-1)]1[(1i3-1)+1] = gamma*np.exp (-1j*k)
52 elllsier:

53 h2[(13-1)1[(i3-1)-1] = gammax*np.exp (lj*k)
54 b =1

55 else:

56 if i3%2 ==

57 hO[(1i3-1)]1[(1i3-1)-1] = gamma*np.exp (-1j*k)
58 b =20

59 else:

60 h2[(13-1)]1[(13-1)+1] = gamma*np.exp (ljxk)
61

62

63 #H = hO+hl+h2

64 return (h0,hl,h2)

65

66 #

&7 # @njit (nogil=True)

¢ # def fitaA (k,N,gamma,e0,el,b=0, res_hop=0) :

6o # faneis = 2

70 # #N = 2+aneisx4

71 # #eld = 1

72 # #el

73 # #gamma = 2
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#k =1
if N<2:
N=2

74
75
76

77 #3 = complex (0,1)

(
78 #h0 = np.dot (np.identity (2xN, complex),0)
79 #hl = np.dot (np.identity (2xN, complex), 0)
80 #h2 = np.dot (np.identity (2xN, complex), 0)

81 hO = np.zeros((2xN, 2xN) ,dtype=np.complex_)

82 hl = np.zeros((2xN,2xN) ,dtype=np.complex_)
83 h2 = np.zeros ((2xN,2%N),dtype=np.complex_)
84 #b = 0
85
86 hidro_rescala = 0.12
87
88 for i4 in np.arange(l,2%N+1) :
89 #print (1)
if b ==
if 14%2!=0:
hl1[(1i4-1)]1[(1i4-1)] = e0

#ligacaoentrecel-1

90
91
92
93
94 hO[ (14-1)]1[(14-1)+1] = gammax*np.exp (-1j*k)
if i4 ==

hO[(14-1)]1[(14-1)+1] = gamma*np.exp(-1j*xk) +

95

H FH H FHF H FH H FHF H FH H H H FH H H H FH H = H G

96
hidro_rescalaxgammaxnp.exp (=1jxk)
ellsie:
h1l[(14-1)]1[(1i4-1)] = el

#ligacaoentrecel+l

97
98
99
100 h2[(14-1)1[(1i4-1)-1] = gamma*np.exp (lj*k)
if i4 ==

h2[(14-1)]1[(14-1)-1] = gamma*np.exp(lj*xk) +

101

102

H FH H FHF H

hidro_rescala*gamma*np.exp (-1j*k)

103 # b =1

104 # else:

105 ¥ if 1i4%2 != 0:

106 # hl[(i4-1)1[(1i4-1)] = el

107 ¥ #ligacao—somente—-x

108 ¥ h1[(14-1)]1[(1i4-1)+1] = gamma
109 # else:

10 ¥ hl1[(i4-1)][(i4-1)]1 = e0

1 ¥ #ligacao—-somente-x

12 # hl1[(i4-1)][(i4-1)-1] = gamma
113 ¥ b =20

114 # if 14 < 2xN-1:
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hl1[(i4-1)]1[(i4-1)+2] = gamma
if i4 > 2:
hl[(14-1)]1[(14-1)-2]

gamma

#H = hO + hl + h2
return (hO,hl,h2)

H= S H= HE F= HE F 4

@njit (nogil=True)

def fitaA (k,N,gamma,e0,el,b=0, res_hop=0):
faneis = 2
#N = 2+aneisx*4
#e0 = 1
#el
fgamma = 2
#k = 1
if N<2:

N=2

#j = complex (0,1)
#h0 = np.dot (np.identity (2%N, complex),0)
#hl = np.dot (np.identity (2+N,complex),0)
#h2 = np.dot (np.identity (2+N, complex),0)
hO = np.zeros ((2xN,2%N),dtype=np.complex_)
hl = np.zeros ((2xN,2%N),dtype=np.complex_)
h2 = np.zeros ((2xN,2%N),dtype=np.complex_)
#b = 0

hidro_rescala = res_hop

for i4 in np.arange (1l,2xN+1):
#print (i)
if b ==
if 14%2!'=0:
h1[(14-1)]1[(1i4-1)] = eO0
#ligacaoentrecel-1
hO[(14-1)]1[(14-1)+1] = gamma

if i4 == 1 or 14 == 24«N-1 or i4 ==

hO[ (14-1)]1[(i4-1)+1] = gamma + hidro_rescala*gamma
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156 else:

157 h1[(1i4-1)]1[(1i4-1)] = el

158 #ligacaocentrecel+1l

159 h2[(14-1)]1[(14-1)-1] = gamma

160

161 if 14 == 2 or i4 == 2xN-1 or 14 == 2N
162 h2[(14-1)]1[(14-1)-1] = gamma + hidro_rescala*gamma
163 b =1

164

165 else:

166 if i4%2 != O:

167 h1[(1i4-1)]1[(1i4-1)] = el

168 fligacao—-somente-x

169 h1[(1i4-1)]1[(i4-1)+1] = gamma

170 if 14 == 1 or i4 == 2xN-1 or i4 == 2xN:
171 h1[(1i4-1)]1[(1i4-1)+1] = gamma + hidro_rescalaxgamma
172

173 else:

174 hl1[(i4-1)]1[(1i4-1)] = 0

175 #ligacao—-somente-x

176 h1[(14-1)]1[(14-1)-1] = gamma

177 if 14 == 2 or i4 == 2xN-1 or i4 == 2xN:
178 h1[(14-1)]1[(14-1)-1] = gamma + hidro_rescala*gamma
179 b =20

180 if 14 < 2+N-1:

181 hl[(i4-1)][(14-1)+2] = gamma

182

183 if i4 > 2:

184 hl[(i4-1)]1[(14-1)-2] = gamma

185

186 #H = hO + hl + h2

187 return (hOxnp.exp(-1j*k),hl,h2xnp.exp(1j*k))

188
189

190 @njit (nogil=True)

191 def G(g,Vv) :
192 G = np.linalg.inv(np.linalg.inv(g)-Vv)
193 return G

194
195 @njit (nogil=True)

19¢ def Gl (H,vl,vr,E,erro):

197 a = len(H[O0])

198 El = np.eye(a, dtype=np.complex_)
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199 El = ExEl#np.dot (E,EL)

200 inH = np.linalg.inv (E1-H)

201 #V = vl + vr

202 #zero = np.zeros((a, a),dtype=np.complex_)

203

204 GOl = np.zeros((2xa, 2+*a),dtype=np.complex_)

205 GOl[:a, :al] = inH#np.block([[inH, zero], [zero,inH]])
206 GOl[a:, a:] = inH

207 V1 = np.zeros((2xa, 2xa),dtype=np.complex_)

208 Vlil[:a, a:] = vr#np.block([[zero,vr], [v]l,zero]l])
209 Vlila:, :a] = vl

210

211 Gnl = G(G01,Vl1)

212 gnl= np.zeros((a, a),dtype=np.complex_)

213

214 GOr = np.zeros((2xa, 2+*a),dtype=np.complex_)

215 GOr[:a, :a] = inH#np.block([[inH, zero], [zero,inH]])
216 GOr[a:, a:] = inH

217 Vr = np.zeros ((2xa, 2xa),dtype=np.complex_)

218 Vr[:a, a:] = vr#np.block([[zero,vr], [v]l,zero]])
219 Vrl[a:, :a] = vl

220

221 Gnr = G(GOr,Vr)

222 gnr= np.zeros((a, a),dtype=np.complex_)

223 for 15 in np.arange(a) :

224 for j5 in np.arange(a) :

25 gnl[i5][]j5] = Gnl[i5+a][j5+a]

26 gnr[1i5][j5] = Gnr[i5][3j5]

227

228 for k2 in np.arange (200000) :

229 err = np.trace(gnl)

230 GO0l = np.zeros((2xa, 2*a),dtype=np.complex_)
231 GOl[:a, :al] = gnl

232 GO0l[a:, a:] = inH

233 #G01 = np.block([[gnl, zero], [zero,inH]])

234

235 Gnl = G(G0O1,Vl1)

236 gnl = np.zeros((a, a),dtype=np.complex_)

237

238 GOr = np.zeros((2xa, 2xa),dtype=np.complex_)
239 #GO0r = np.block ([[inH,zero], [zero,gnr]])

240 GOr[:a, :a] = inH

241 GOrla:, a:] = gnr
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def

Gnr = G(GOr,Vr)
gnr = np.zeros((a, a),dtype=np.complex_)
for i in np.arange(a) :

for j in np.arange(a) :

gnl[i] [j] = Gnl[i+al[j+al]
gnr[i][j] = Gnr[i][]j]
if np.abs(err-np.trace(gnl)) <= erro:
#print ("1 - erro = %.3f"%abs(err-np.trace(gnr)))

#print ("2 - NAY de interaAdAtes = 3d"% (k2))

#print ("3 —-energia = %.4f"%$(E.real))
break
else:
continue
#Gf = np.block([[gnl, zero, zero], [zero, inH, zero], [zero, zero,gnr]])
#Gf = np.zeros((3*xa, 3*a),dtype=np.complex_)
#Gf[:a, :al = gnl
#Gf[a:, a:] = inH
#Gf[2*a:, 2xa:] = gnr
#vf = np.block([[zero,vr, zero], [vl, zero,vr], [zero,v]l,zero]])
#vf = np.zeros((3*xa, 3*a),dtype=np.complex_)
#vfl[:a, a:] = vr
#vfla:, :a] = vl
#vfla:, 2xa:] = vr
#vf[2xa:, a:] = vl

#Gf = G(Gf,vf)
#green = np.zeros((a, a),dtype=np.complex_)
#for il in np.arange(a):
# for jl in np.arange (a):
# green[il] [jl] = Gf[il+a][jl+al

return gnl,gnr

GL(H1,vl,vr,E,L):

a = len(H1[O0])

El = np.identity(a, complex)
El = np.dot (E,E1)

inH = np.linalg.inv (E1-H1)
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#V = vl + vr

N
@
o1

286 zero = np.zeros((a, a),complex)

287

288 G012 = np.block([[inH, zero], [zero,inH]])
289 V12 = np.block([[zero,vr], [v]l,zero]])

290 Gnl2 = G(G01l2,V12)

291 gnl2= np.zeros((a, a),complex)

292

293 #G0r = np.block ([[inH, zero], [zero,inH]])
294 #Vr = np.block([[zero,vr], [v]l,zero]])

295 #Gnr = G(GOr,Vr)

296 #gnr= np.zeros((a, a),complex)

297 for i6 in range(a):

298 for j6 in range (a) :

299 gnl2[i6][j6] = Gnl2[i6+a][]j6+a]
300 #gnr[i5] [J5] = Gnr[i5][j5]

301

302

303 G012 = np.block([[gnl2,zero], [zero,inH]])
304 Gnl2 = G(GO012,V12)

305 gnl2 = np.zeros((a, a),complex)

306

307 #GO0r = np.block ([[inH, zero], [zero,gnr]])
308 #Gnr = G(GOr,Vr)

309 #gnr = np.zeros((a, a),complex)

310 for i in range (a) :

311 for j in range(a):

312 gnl2[i][j] = Gnl2[i+a][j+al
313 #fgnr[i] [J] = Gnr[i] [7]

314

315 Gf = np.block([[gnl2,zero,zero], [zero,inH]])
316 vf = np.block([[zero,vr], [V]l,zero]])

317 Gf = G(Gf,vf)

318 #green = np.zeros((a, a),complex)

319 #for il in range(a):

320 # for jl1 in range(a) :

321 # green[il][jl] = Gf[il+a][jl+al
322

323 return Gf

34 #
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# def HL(L,N,h,vl,vr):

# #N = 3

# #L = 10

# #vl,h,vr = fitaz(0,N,1,0,0)

# hl = h

# hO = h

# for i in np.arange(L-1) :

# a = ixlen(h)

# zeror = np.zeros((a, len(hl)),dtype=np.complex_)
# zerol = np.zeros((len(hl), a),dtype=np.complex_)
# #Vr = np.block ([[zeror], [vr]])

# #V1 = np.block ([[zerol,v1]])

# #h0 = np.block ([ [hO0,Vr], [V1,h1]])

# Vr = np.block([[zeror], [vr]])

# V]l = np.block([[zerol,v1l]])

# hO = np.block ([[hO,Vr], [V1,h1]])

#

# #print (i)

# return hO

#

@njit (nogil=True)
def HL(L,N,h,vl,vr):

#N = 3

#L = 10

#vl,h,vr = fitaz (0,N,1,0,0)

hl = h

hO = h

dl = len(hl)

d2 = len|(vr)

d3 = len(vl)

for i in np.arange(L-1):
a = i*xlen (h)
#zeror = np.zeros((a, dl),dtype=np.complex_)
#zerol = np.zeros((dl, a),dtype=np.complex_)

#Vr = np.block ([[zeror], [vr]])

#V1 = np.block([[zerol,v1l]])

#h0 = np.block ([ [hO0,Vr], [V1,h1]])

Vr = np.zeros((a+td2, dl),dtype=np.complex_)
Vrla:, :d2] = vr
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V1l = np.zeros ((dl, a+d3),dtype=np.complex_)
V1i[:d3, a:] = vl

dh = len (hO0)

h2 = np.zeros ((hO0.shape[0]+V1.shape[0], hO.shape[l]+Vr.shape
[1]),dtype=np.complex_)

h2[:h0.shape[0], :hO0.shape[l]] ho

h2[:h0.shape[0], hO.shape[l]:] Vr

h2[hO0.shape[0]:, :hO0.shape[l]] = V1

h2[hO0.shape[0]:, hO.shape[l]:] hl

#h0 = np.block ([ [hO,Vr], [V1,h1]])

hO = np.zeros((0,0),dtype=np.complex_)

return hO

def HdA(L,N,E):

#N = 3

#L = 10

vl,h,vr = fitaz(0O,N,1,0,0)
hl = h

hn = h

hi = h

#a = len (h)

vri = vr

vli = vl

for 1 in range (100) :
print (i)
hl = hl + np.dot(vri,np.dot (np.linalg.inv (E-hn),vli))
hn = h + np.dot (vl,np.dot (np.linalg.inv (E-hn),vr))

vri = np.dot(vri,np.dot (np.linalg.inv(E-hi),vr))

v1li np.dot (vl,np.dot (np.linalg.inv (E-hi),v1li))

hi = hn
#print (i)
hO = np.block([[hl,vri], [v1li, hn]])

return hO

#@njit (nogil=True)
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109 def Exm(Ter_a,Ter_el,Ter_i,Ter_er,Ter_Db,Nt,Lt,V_ex,L_ex):

410

411 Ha, Hel, Hi, Her, Hb = Ter_al[0],Ter_el[0],Ter_i[0],Ter_er([0],Ter_b
[0]

412

413 vla, vlel,vli,vler,vlb = Ter_a[l],Ter_el[l],Ter_i[l],Ter_er[1],
Ter_Db[l]

414

415 vra, vrel,vri,vrer,vrb = Ter_al[2],Ter_el[2],Ter_i[2],Ter_er(2],
Ter_b[2]

416

417 Na, Nel, Ni, Ner, Nb = Nt[O0],Nt[1],Nt([2],Nt[3],Nt[4]

418

419 La, Lel, Li, Ler, Lb = Lt[0],Lt[1],Lt[2],Lt[3],Lt[4]

420

421

422 ha = HL(La,Na,Ha,vla,vra)

423 hel = HL(Lel,Nel,Hel,vlel,vrel)

424 hi = HL(Li,Ni,Hi,vli,vri)

425 her = HL (Ler,Ner,Her,vler,vrer)

426 hb = HL(Lb,Nb, Hb,vlb, vrb)

427

428 na,nel,ni,ner,nb = len(Ha), len(Hel),len(Hi), len (Her), len (Hb)

429

430 adin,eldin, idin, erdin,bdin = na*La,nel+Lel,ni+Li,nerxLer,nb+Lb

431

432

433

434 N = adin+eldin+idin+erdin+bdin

435

436 H = np.zeros ((N,N),dtype=np.complex_)

437

438 H[:adin, :adin] = ha

439 H[adin:adinteldin,adin:adin+eldin] = hel

440 H[adinteldin:adin+teldin+idin, adint+eldin:adinteldin+idin] = hi

441 H[adin+eldin+idin:adin+eldin+idin+erdin, adin+eldin+idin:adin+eldin+
idin+erdin] = her

442 H[N-bdin:N,N-bdin:N] = hb

443

444 Idin = (adinteldin,adin+teldin+idin)

445
446

447 La_el, Lel_i, Li_er, Ler_b = IL_ex[0],L_ex[1l],L _ex[2],L_ex[3]
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449 va_el, vel_i, vi_er, ver_b = V_ex[0],V_ex[1],V_ex[2],V_ex[3]
450

451

452

453 if La == 0:

454 adin = eldin

455 if Lel == 0

456 eldin = idin

457 if Li ==

458 idin = erdin

459 if Ler == O0:

460 erdin = bdin

461 if Lb == 0:

462 bdin = erdin

463

464

465

466

467

468 Va_el, Vel_1i, Vi_er, Ver_b = np.zeros((adin,eldin),dtype=np.

complex_),np.zeros((eldin, idin),dtype=np.complex_),np.zeros((idin,

erdin) ,dtype=np.complex_) ,np.zeros((erdin,bdin), dtype=np.complex_)

469 #print (Va_el.shape, Vel_i.shape, Vi_er.shape, Ver_b.shape)

470 #print (Va_el.shape[0],Va_el.shape[l])

471 #print (ver_b.shape[0],Ver_b.shape[0])

472

473

474

475

476

477

478 for la_el in np.arange(La_el):

479 Va_el[adin-(La_el-la_el)+*na:adin-(La_el-la_el)xnatva_el.shape
[0],1la_elxnel:la_elxnel+va_el.shapel[l]] = va_el

480

481 for lel_i in np.arange(Lel_1i):

482 Vel _i[eldin-(Lel_i-lel_1i)*nel:eldin—-(Lel_i-lel_i)+*nel+vel_1i.
shape[0],1lel_ixni:lel_ixni+vel_1i.shape[l]] = vel_ i

483

484 for li_er in np.arange(Li_er):

485 Vi_er[idin—-(Li_er-1i_er)+ni:idin-(Li_er-1i_er)*ni+vi_er.shape

[0],1i_er*ner:1i_er*ner+vi_er.shapel[l]] = vi_er
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for ler_b in np.arange (Ler_b):

Ver_blerdin- (Ler_b-ler_Db) *ner:erdin— (Ler_b-ler_b) xner+ver_b.

shape[0], ler_bxnb:ler_bxnb+ver_b.shape[l]] =

if La
Va_el
Le

Vel _1i =

if
if Ler
Vi_er =
if

#adin, eldin,

o

== (:

np.

np.

np.

np.

idin, erdin, bdin

#Vel_ileldin-nel:eldin, :ni] =

#Vi_er[idin-

ni:idin, :ner] =

#Ver_blerdin-ner:erdin, :nb] =

#adin,eldin,

idin, erdin,bdin =

zeros ((0,0),dtype=np.complex_)

zeros ((0,0),dtype=np.complex_)

zeros ((0,0),dtype=np.complex_)

zeros ((0,0),dtype=np.complex_)

ver_b

na*xLa,nel*Lel,ni*Li, ner*Ler,nb*Lb

vel_ 1

vi_er

ver_b

na*La,nel*Lel,ni*xLi,ner+xLer,nb*Lb

e

= Vel 1

# H[adinteldin:adinteldin+Vel_ i.shape[l],adin:adin+Vel 1i.

(Vel 1) .T

H[:Va_el.shape[0],adin:adintVa_el.shape[l]]
H[adin:adin+Va_el.shape[l], :Va_el.shape[0]]

Va_el

(Va_el) .

H[adin:adin+Vel_i.shape[0],adint+eldin:adin+eldin+Vel_i.

shape[1]]

shape [0] ]

#H[adinteldin:adin+eldin+Vi_er.shape[0],adin+eldin+idin:adin+

eldin+idin+Vi_er.shape[l]] =

Vi_er
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523 # #H[adinteldint+idin:adinteldin+idin+Vi_er.shape[l],adinteldin:adin
+eldin+Vi_er.shape[0]] = (Vi_er).T

524

525 # #H[adinteldint+idin:adinteldin+idin+Ver_b.shape[0],adinteldin+idin
+terdin:adinteldin+idinterdin+Ver_b.shape[l]] = Ver_Db

526 # #H[adinteldin+idint+erdin:adin+eldin+idinterdint+Ver_b.shapell],
adinteldin+idin:adin+eldin+idin+Ver_b.shape[0]] = (Ver_b) .T

528

529

530 H[:Va_el.shape[0],adin:adin+Va_el.shape[l]] = Va_el

531 Hladin:adin+Va_el.shape[l], :Va_el.shape[0]] = (Va_el).T

532

533

U1
[os]
b

H[adin:adin+Vel_i.shape[0],adint+teldin:adinteldin+Vel_i.shape[1l]]

Vel i
535 Hladinteldin:adinteldin+Vel_i.shape[l],adin:adin+Vel_i.shape[0]] =
(Vel i) .T
536
537 H[adinteldin:adin+teldin+Vi_er.shape[0],adinteldin+idin:adin+eldin+
1idin+Vi_er.shape[l]] = Vi_er

[$)]
@
&

H[adinteldin+idin:adin+eldin+idin+Vi_er.shape[l],adinteldin:adin+

eldin+Vi_er.shape([0]] = (Vi_er).T

539

540

541 H[N-bdin-erdin: (N-bdin-erdin) +Ver_b.shape[0],N-bdin:N-bdin+Ver_b.
shape[l]] = Ver_b

542 H[N-bdin:N-bdin+Ver_b.shape[l],N-bdin-erdin: (N-bdin-erdin) +Ver_b.
shape[0]] = (Ver_Db).T

543

544

545 return H,hi, Idin

546
547

548

59 @njit (nogil=True)

550 def Reduce (N, L,E,h) :

551 #N = 2
552 #L = 3
553 #L = 5

554 #vl,h0,vr = fitaz(0,N,1,0,0)
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555 #h = HL(L,N,hO,vl,vr)

556 #print (h)

557 dh = len (h)

558 n = 2xN#len (hO)

559

560 fe = 1+1jx0.1

561 #E1 = np.identity (n, complex)

562 #E = np.dot (e,E1)

563

564 hl = h[:n, :n]

565 hn = h[n:2*n,n:2%n]

566 hi = hn

567

568 vri = h[0Oxn:n,n:2+n]

569 vli = h[n:2*n, :n]

570

571

572

573 fprint (vri == vr)

57. #print (hl == hO0)

575 #print (h[2+xn:3xn,2*n:3%«n] == h0)

576 #print (v1i)

577

578 #print (vri == vr2)

579 #print (v1li == v12)

580 #print (L*N)

581 for 1 in np.arange(l,L-1):

582 #print (i)

583 vr2 = h[ixn: (i+1)*n, (i+1)*n: (i+2) *n]
584 v12 = h[(i+l)#*n: (i4+2)*n,i*n: (i+1) »n]
585 #print (vr == vr2)

586 invhn = np.linalg.inv (E-hn)

587 #print (vri,invhn,v1i)

588 hl = hl + np.dot(vri,np.dot (invhn,vli))
589 hn = h[(1+1i)#*n: (2+1)*n, (1+1i)*n: (2+i)*n] + np.dot (vl2,np.dot (

invhn, vr2))

590

591 invhi = np.linalg.inv (E-hi)

592 vri = np.dot (vri,np.dot (invhi,vr2))
593 vli = np.dot(vl2,np.dot (invhi,vl1i))
594

595 hi = hn

59 #print (i)
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def

hf = np.zeros((2xlen(hl),2xlen(hl)),dtype=np.complex_)

hf[:1len(hl), :1len(hl)] = hl
hf[:len(hl),len(hl):] = vri
hf[len(hl):, :1len(hl)] = vli
hf[len(hl):,len(hl):] = hn

#hf = np.block ([[hl,vri], [vli,hn]])
#print (N)
#print (len (hf))

return hf

ReduceAI (v,L,Ai,E, h):

#N = 2
#L = 3
#L = 5

#v1l,h0,vr = fitaz(0,N,1,0,0)
#h = HL(L,N,hO,vl,vr)

#print (h)
dh = len (h)
n = len(v)

#e = 1+15%0.1
#E1 = np.identity (n, complex)

#E = np.dot (e,E1)

hl = h[:n, :n]

hn = h[n:2*n,n:2+*n]

hi = hn

vri = h[Oxn:n,n:2%n]

vli = h[n:2xn, :n]

#print (vri == vr)

#print (hl == hO0)

#print (h[2*n:3%n,2*n:3xn] == hO0)
(

#fprint (v1i)
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H= S H S H= HE S S S HE S HE S HE o

#print (vri == vr2)

#print (vli == v12)

#print (L*N)

for 1 in range(l,RAi-1):
print (i)
vr2 = h[ixn: (i+1)*n, (i+1) *n: (i+2) *n]
v12 = h[(i+1l)*n: (i+2)*n,i*n: (i+1) *n]

#print (vr == vr2)

hl = hl + np.dot(vri,np.dot (np.linalg.inv (E-hn),vl1i))
h[(1+i)*n: (2+1) *n, (1+i)*n: (2+1) »n] + np.dot (v1l2,np.dot (np.

hn

linalg.inv (E-hn),vr2))

vri = np.dot(vri,np.dot (np.linalg.inv(E-hi),vr2))
vli = np.dot(vl2,np.dot (np.linalg.inv (E-hi),vli))
hi = hn
#print (i)

hf = np.block([[hl,vri], [v1li, hn]])

#print (N)

#print (len (hf))

return hf

def ReduceAI (N,L,E,h,pos):

#N = 2
#L = 3
#L = 5

#vl,hO,vr = fitaz(0,N,1,0,0)
#h = HL(L,N,hO,vl,vr)

#print (h)

dh = len (h)

n = 2*N#len (h0)

#e = 1+13%0.1
#E1 = np.identity (n,complex)
#E = np.dot (e,E1)
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H o H = H FH K FH H FHF H FH H H H FH H FH H H H = H H T

H H FH H H FH H FH H FH H FH H H H H H

hl = h[:n, :n]

hn = h[n:2xn,n:2+n]j
hi = hn

vri = h[Oxn:n,n:2%n]
vli = h[n:2%n, :n]

#print (vri vr)
1 == h0)

h
h[2*xn:3%n,2+n:3%n] ==

( ——
#print (
#print ( ho0)
#print (v1i)

#print (vri == vr2)
#print (vl1i == v12)
#fprint (LxN)
for i in range(l,pos-1):
#print (i)
vr2 =

vl2 =

h[ixn: (1+1) *n,
h[(i+1)*n:

(1+1) *n:

#print (vr == vr2)
hl =
hn h[(1+1)*n:
np.linalg.inv (E-hn),vr2))

(2+1) *n,

(1+i) *n:

(1+2) *n]

(14+2) *n, ixn: (i+1) *n]

(2+1i) »n]

hl + np.dot (vri,np.dot (np.linalg.inv (E-hn),vli))

+ np.dot (v12,np.dot (

np.dot (vri,np.dot (np.linalg.inv (E-hi),vr2))

(1+2) x (n) ]

vri =
vli = np.dot(vl2,np.dot (np.linalg.inv (E-hi),v1li))
hi = hn
#print (1)
i = 1i+1
vrj = hl[i*n: (i+1l)*n, (i+1)*n: (1i+2) *n]
vlj = h[(i+l)*n: (i+2)*n,ixn: (i+1) »n]
h2 = hn
hn = h[ (i+1)*(n): (i+2)*(n), (i+1) *(n) :
for j in range(i,L-1):
print (J)
vr2 = h[jxn: (j+1)*n, (j+1)*n: (j+2) »n]
v12 = h[(j+1l)*n: (j+2)*n,i*n: (j+1) »n]
#print (vr == vr2)
h2 =

h2 + np.dot (vrj,np.dot (np.linalg.inv (E-hn),v1lj))
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HH= FH H H H= S

H FH H = = FH

hn = h[(1+7j)*n: (2+])*n, (1+7j) *n: (2+1i) *n] + np.dot (vl2,np.dot (
np.linalg.inv (E-hn),vr2))

vrj = np.dot(vrj,np.dot (np.linalg.inv (E-hi),vr2))
vlj = np.dot(vl2,np.dot (np.linalg.inv (E-hi),v13j))
hi = hn

di = len(hl)

hf = np.block([[hl,vri,np.zeros((di,di),complex)], [vli, h2,vrij]l, [
np.zeros ((di,di),complex),vlj,hn]])

#print (N)

#print (len (hf))

return hf

def plotZ(N,h):

fig = plt.subplots()

a = len(h)
n = 2%N
L = int (a/n)
pos = []
c =1
for 1 in range (L) :
#print (1)
b=1
posy = 1
for i in range(c,c+n):
if 1%2 ==
x = b+2x1
Yy = posy
h[i-1][i-1]
if h[(i-1][i-1].real != 0:
print (i)
plt.scatter(x,y,color = "red",s = 50,alpha=0.6)
else:

plt.scatter(x,y,color = "gray",s = 50,alpha=0.6)
pos.append ([x,v])
elisier:
x = b+2x1
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Yy = posy
h[i-1][1i-1]

if h{i-1][i-1].real

plt.scatter(x,y,color

#print (i)

else:

plt.scatter(x,y,color

pos.append ([x,v])
if b ==

b =20
else:
b=1
posy = posy + 1
c=c+n

for k in range(l,a+1l):

for j in range(l,a+l):
if h{k-1]1[j-1] != O:

[§-1][1]1,"k——",color="red",alpha

[J-11[1]],color = "black",alpha

plt.show()

#print (k, J)
if h[k-1]1[3-1]

"red",s =

ngrayu, s =

= 0 and h[k-1][j-1] !=

50, alpha=0.6)

50, alpha=0.6)

1s

plt.plot ([pos[k-1][0],pos[Jj-1]1[0]], [pos[k-1][1],pos

else:

0.4)

plt.plot ([pos[k-1][0],pos[j-1]1[0]], [pos[k-1][1],pos

def plotA(N,h,b=0):
fig = plt.subplots ()

a = len(h)

n = 2xN

L = int (a/n)

pos = []

c =1

= [

Y = []

for 1 in range (L) :
#print (1)
bi = 1+b
bp = 4-b

posy =

for i in range(c,c+n) :

#print (1)
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if 1%2 !'= 0:
x = bit+dx1l
fprint (x)
y = posy
h{i-1][i-1]
if h[(i-1][i-1].real != O:
#print (i)

plt.scatter(x,y,color
else:
plt.scatter(x,y,color
pos.append ([x,v])
X.append (x)
Y.append (y)
if bi ==
bi = 2
else:
bi =1
else:
X = bpt+tdx1
Yy = posy
h[i-1][i-1]
if h[i-1][i-1].real !'= O:
plt.scatter(x,y,color
#print (i)
else:
plt.scatter(x,y,color
pos.append([x,y])
X.append (x)
Y.append (y)
if bp ==
bp = 3
else:
bp = 4
posy = posy + 1

c =c +n

for k in range(l,a+1l):

for j in range(l,a+l):

if h{k-1]1[j-1] != O:
#print (k, )

if h{k-1]1[j-1]

!= 0 and hl{k-1]1[j-1]

"red",s = 100, alpha=0.6)

"gray",s = 100, alpha=0.6)

"red",s = 100, alpha=0.6)

"gray",s =100, alpha=0.6)

1= 1:

plt.plot ([pos[k-1][0],pos[Jj-1]1[0]], [pos[k-1][1],pos

[J-11[111,"k—-—",color="red",alpha = 0.4)
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844 else:

845 plt.plot ([pos[k-1]1[0],pos[]j-11[011, [pos[k—-1]1[1],pos
[J=11[1]1],color = "black",alpha = 0.4)

846 plt.scatter(X,Y,color = "gray",s =100, alpha=0.6)

847

849

850 def plotA_mult (N,H) :

851 fig = plt.subplots()

852 nn = -1

853 LL = [0]

854 print ()

855 for h in H:

856 #print (LL)

857 shift = sum(LL)

858 #print (shift)

859 nn = nn + 1

860 = len (h)

861 n = 2% (N[nn])

862

863 L = int(a/n)

864 pos = []

865 c =1

866 for 1 in range (L) :

867 #print (1)

868 bi =1

869 bp = 4

870 posy =1

871 for i in range(c,c+n):

872 #print (i)

873 if i%2 != 0:

874 X = bi+4+1+shift

875 y = posy

876 h[i-1][i-1]

877 if h[i-1][i-1].real != O:

878 #print (i)

879 plt.scatter(x,y,color = "red",s = 50,alpha=0.6)

880 else:

881 plt.scatter(x,y,color = "gray",s = 50,alpha
=0.6)

882 pos.append ([x,vy])

883 if bi ==

884 bi = 2



886

887

888

889

890

891

892

893

894

895

896

897

898

899

900

901

902

903

904

905

906

907

908

909

910

915
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else:

bi =1
ellse:

x = bpt+4xl+shift

Yy = posy

hi{i-1]1[1i-1]

if h[i-1][i-1].real != O:
plt.scatter(x,y,color =
#print (1)

else:

plt.scatter(x,y,color =

pos.append ([x,y])

if bp ==
bp = 3
else:
bp = 4
posy = posy + 1
cC = C + n

for k in range(l,a+l):

for j in range(l,a+1):
if h[k-1][3-1] != O:
#print (k, J)

if h[k-1]1[j-1]

-11[1],pos[Jj-11[11]1,"k——",color="red",alpha

else:

plt.plot ([pos[k-1]1[0],pos[]j-1]1[0]], [pos(k

-11[1],pos[j-11[1]],color = "black",alpha =

LL.append (4xL)

916 def plotA_Exm(LL,N,h,b=0) :

917

918

919

920

921

922

924

925

fig
pos

#nn

= plt.subplots()

= [
= -1

shift = 0

10 in np.arange(len(LL)) :

shift = shift + 4xL

"red",s = 50,alpha=0.6)

"gray",s =50,alpha=0.6)

!= 0 and h[k-1][j-1]
plt.plot ([pos[k-1]1[0],pos[j-1][0]], [pos[k

= 0.4)

0.4)

= 1:



926

927

929

930

931

933

934

935

936

938

939

940

941

942

943

944

945

946

947

948

949

950

951

952

960

961

962

963

964

965

966

967
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fprint (shift)

#nn = nn + 1
a = len(h)
n:

2+*N[10]#2* (N[nn])

L = LL[10]#int (a/n)

#print (10)

#print (L,N[101])

for 1 in range (L) :
#print (1)

bi =
bp =
posy

for i in range(c,c+n):

#print (i)
if 1%2 != 0:

x = bi+4x1l+shift

y = posy
h[i-1][1i-1]
if h[i-1][i-1].real != O:
#print (i)
plt.scatter(x,y,color = "red",s

#print (h[i-1][i-1] .real,i-1)

else:

plt.scatter(x,y,color = "gray",

pos.append ([x,v])

if bi ==
bi =2
else:
bi =1

else:

x = bpt+4xl+shift

= 50,alpha=0.6)

= 50, alpha

y = posy

h[i-1][i-1]

if h[i-1][i-1].real != O:
plt.scatter(x,y,color = "red",s = 50,alpha=0.6)
#print (i)

else:
plt.scatter(x,y,color = "gray",s =50,alpha=0.6)

pos.append ([x,vy])



968

969

970

972

979

980

981

982

983

984

985

986

987

988

989

990

991

992

993

994

995

996

997

998

999

1000

1001

1002

1003

1004
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R e

def

dc

dci

if bp

np.linspace (0, 1
0

,210)

for k in range(l,Din+1):

for j in range(l,Din+1):
if h[k-1]1[j-1] != O:
#print (k, j)

if hlk-1]

[j-1] !'= 0 and h[k-1][3j-1] != 1:

plt.plot ([pos[k-1][0],pos[j-1]1[0]], [pos[k-1][1],pos
[J-11[11],"k——",color="red",alpha = 0.4)

co = cm.rainbow (dc[dci])

plt.scatter (pos[k-1]1[0],pos[k-1][1],color=co)
plt.scatter (pos[j-1]1[0],pos[j-1][1],color=co)
dci = dci + 1

else:

plt.plot ([pos[k-1]1[0],pos[3-11[0]], [pos[k-1][1],pos
[J-11[1]1],"k-—",color

plotg (N, h) :

a = len (h)

n =N

L = int(a/n)

pos = []

c =1

for 1 in range (L) :

= "black",alpha = 0.4)



1005

1006

1007

1008

1009

1010

1011

1012

1013

1014

1015

1017

1018

1019

1020

1021

1022

1026

1027

1028

1029

1030

1031

1032

1033

1034

1035

1038

1039

1040

1041

1042

1043

1044

1045
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def

#print (1)

bi =1

posy = 1

for i in range(c,c+n) :
x = bi+l
Y = posy
#print (x,vy)
h[i-1][1i-1]

if h[{i-1][i-1].real

#print (i)

plt.scatter(x,y,color = "red",s

else:

plt.scatter(x,y,color = "gray",s

posy = posy+l
pos.append ([x,y])
#c = c + n

for k in range(l,a+l):

[J-11[111,"k——",color="black",alpha

[J-11[1]1],color = "black",alpha

for j in range(l,a+l):

if h{k-11[3-1]1 !=
#print (k, J)

if hlk-1][3j-1]

O

| =

0:

!= 0 and h[k-1][3j-1]

50, alpha=0.6)

50, alpha=0.6)

plt.plot ([pos[k-1][0],pos[j-1]1[0]], [pos[k-1][1],pos

else:

plt.plot ([pos[k-1][0],pos[Jj-1]1[0]], [pos[k-1][1],pos

plotgS (N, h) :

x0
x1

len (h)
2xN

int (a/n)
= []

for 1 in range (L) :

#print (1)

#print (x0, x1)
posy = 0

for i in range(c,c+n):



1046

1047

1048

1049

1050

1051

1052

1053

1054

1055

1056

1057

1059

1060

1061

1062

1063

1064

1065

1066

1067

1068

1069

1070

1071

1076

1077

1078

1079

1080

1081

1082

1083

1084

1085

1086
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def

#print (i)
Yy = posy
if i%2 != 0:
x = x0
else:
x = x1

posy = posy+l

if h[i-1][i-1].real != O:
#print (1)
plt.scatter(x,y,color = "red",s = 50,alpha=0.6)
else:
plt.scatter(x,y,color = "gray",s = 50,alpha=0.6)

pos.append ([x,Vv])
#print (x,y,posy, 1)

x0 = x0+2
x1l = x14+2
c=c+n

for k in range(l,a+l):
for j in range(l,a+l):
if h[k-1][j-1] != O:
#print (k, J)
if h(k-1]1[j-1] !'= 0 and h[k-1][]j-1] !'= 1:
plt.plot ([pos[k-1][0],pos[Jj-1]1[0]], [pos[k-1][1],pos
[J-11[111,"k-=",color="black",alpha = 0.4)
else:
plt.plot ([pos[k-1][0],pos[j-1][0]], [pos[k-1][1],pos
[J-11[1]1],color = "black",alpha = 0.4)

plotgadc (N, hl, r) :

rm = 0
ra = 0
h = hl

for ind in r:
#print (ind)
h = np.delete(h,ind-1%rm,0)
h = np.delete(h,ind-1%rm,1)

rm = rm +1
a = len (h)
n =N

L = int (a/n)
pos = []



1087

1088

1089

1090

1091

1092

1093

1094

1095

1096

1097

1098

1099

1100

1101

1102

1106

1107

1108

1126
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c =1
at = 0
for 1 in range (L) :
#print (1)
bi =1
posy = 1
for i in range(c,c+n) :
x = bi+l
y = posy

#print (x,y)
h[i-1][i-1]

if h[i-1][i-1].real != O:
fprint (i)
plt.scatter(x,y,color = "red",s = 50,alpha=0.6)
else:
plt.scatter(x,y,color = "gray",s = 50,alpha=0.6)

posy = posy+l
pos.append ([x,Vv])
if len(r)>=1:

#print (at)
if r[0]-1== at:
#print (i)
xa = x#-lxrm
plt.scatter(xat+0.5,y+0.5,color = "red",s = 50,alpha
=0.6)
pos.append ([xa+0.5,y+0.5])
ra = ra + 1
r = np.delete(r,0,0)
at = at + 1
#print (at)
#fc = c + n

az = len(hl)
for k in range(l,a2+1):
for j in range(l,a2+1):
if h1[k-1][3j-1] != O:
#print (k, j)
if hl[k-1][3-1] != 1:
plt.plot ([pos[k-1][0],pos[j-1][0]], [pos[k-1][1],pos
[J-=11[1]1],color="red",alpha = 0.4)
else:
plt.plot ([pos[k-1][0],pos[j-1]1[0]], [pos[k-1][1],pos
[J=11[1]1],color = "black",alpha = 0.4)
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1127

1128 def plotAdc(N,hl,r):

1129 rm = 0

1130 ra = 0

1131 ei = []

1132 h = hil

1133 for ind in r:

1134 #print (ind)

1135 ei.append(h[ind-1xrm] [ind-1%rm])
1136 h = np.delete(h,ind-1%rm,0)

1137 h = np.delete(h,ind-1%rm,1)

1138 rm = rm +1

1139 a = len(h)

1140 n = 2*N

1141 L = int (a/n)

1142 pos = []

1143 c =1

1144 for 1 in range (L) :

1145 #print (1)

1146 bi =1

1147 bp = 4

1148 posy =1

1149 for i in range(c,c+n):

1150 #print (i)

1151 if i%2 != 0:

1152 X = bi+4x1

1153 Yy = posy

1154 h[{i-1][i-1]

1155 if h[i-1][i-1].real != O:
1156 #print (i)

1157 plt.scatter(x,y,color = "red",s = 50,alpha=0.6)
1158 else:

1159 plt.scatter(x,y,color = "gray",s = 50,alpha=0.6)
1160 pos.append ([x,v])

1161 if bi ==

1162 bi = 2

1163 else:

1164 bi =1

1165 else:

1166 X = bpt+4xl

1167 y = posy

1168 h[i-1][i-1]

1169 if h[i-1][i-1].real != O:
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1170 plt.scatter(x,y,color = "red",s = 50,alpha=0.6)

1171 #print (i)

1172 else:

1173 plt.scatter(x,y,color = "gray",s =50,alpha=0.6)

1174 pos.append ([x,v])

1175 if bp ==

1176 bp = 3

1177 else:

1178 bp = 4

1179 posy = posy + 1

1180 if len(r)>=1:

1181 # print (1)

1182 if 1 == (r[0] - ra):

1183 print (i)

1184 xa = x—l*rm

1185 if ei[0] == 0.0:

1186 plt.scatter (xa+3,y+1l,color = "black",s = 50,
alpha=0.6)

1187 else:

1188 plt.scatter (xa+3,y+1l,color = "red",s = 50, alpha
=0.6)

1189 pos.append ([xa+3,y+1])

1190 ra =ra + 1

1191 r = np.delete(r,0,0)

1192 ei = np.delete(ei, 0,0)

1193 € = € v+ m

1194 az = len(hl)

1195 for k in range(l,a2+1):

1196 for j in range(l,a2+1):

1197 if hl[k-1][3j-1] !'= O:

1198 #fprint (k, J)

1199 if hl[k-1]1[j-1] !'= 0 and hl[k-1][3j-1] != 1:

1200 plt.plot ([pos[k-1]1[0],pos[]j-1]1[011, [pos[k-1]1[1],pos
[J-11[1]1]1,"k——",color="r",alpha = 0.4)

1201 else:

1202 plt.plot ([pos[k-1]1[0],pos[j-1]1[0]11, [pos[k-1]1[1],pos
[J-11[1]1],color = "black",alpha = 0.4)

1203

1204

1205 def plotRm(N,h,r):

1206 rm = 0

1207 ra = 0

1208 ei = []



1230

1231

1232

1233

1234

1235

1236

1238

1239

1240

1241

1244

1245

1246

1247

1248

1249

1250

1251
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#h = hl

for ind in r:

#print (ind)

#ei.append (h[ind-1*rm] [ind-1+rm])

#h = np.delete(h,ind-1%rm, 0)
#h = np.delete (h,ind-1xrm, 1)
rm = rm +1
a = len(h)
n = 2%N
L = int (a/n)
pos = []
c =1
for 1 in range (L) :
#print (1)
bi =1
bp = 4
posy = 1
for i in range(c,c+n) :
#print (1)
if i%2 != 0:
X = bit+4*1
Yy = posy

h[{i-1]1[i-1]
if h{i-1][i-1].real
#print (i)

= 0:

plt.scatter(x,y,color
else:
plt.scatter(x,y,color
pos.append ([x,Vv])
if bi
bi = 2
else:
bi =1

else:

b 4 bp+4x1

Yy = posy

h[i-1][1i-1]

if h[i-1][i-1].real 0:

plt.scatter(x,y,color

fprint (i)
else:
plt.scatter(x,y,color

pos.append ([x,vy])

"red",s = 50,alpha=0.6)
"gray",s = 50,alpha=0.6)
"red",s = 50,alpha=0.6)

"gray",s =50,alpha=0.6)



1258
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1260

1261
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1265
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1267
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1269

1270

1280

1281

1282

1283

1284

1285

1286

1287

1288
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if bp ==
bp = 3
ellse:
bp = 4

posy = posy + 1
if len(r)>=1:
# print (i)
if i == (r[0] - ra):
print (i)
xa = x—l*rm
#if ei[0] == 0.0:
# plt.scatter (xa+3,y+1, color

"black",s = 50,
alpha=0.6)

felse:

# plt.scatter (xa+3,y+1l,color "red",s = 50,
alpha=0.6)
#pos.append ([xa+3,y+1])
ra =ra + 1
r = np.delete(r,0,0)
#ei = np.delete(ei, 0,0)
€@ = € v+ m
az = len(h)
for k in range(l,a2+1):
for j in range(l,a2+1):
if h[k-11[j-1] != O:
tprint (k, J)
if h(k-1]1[j-1]1 !'= 0 and h[k-1][j-1] !'= 1:
plt.plot ([pos[k-1]1[0],pos[j-11[0]1, [pos[k-11[1],pos
[J-11[1]11,"k—",color="r",alpha = 0.4)
eliser:
plt.plot ([pos[k-1][0],pos[j-1]1[0]], [pos[k-1][1],pos
[J-1]1[1]],color = "black",alpha = 0.4)

def plotAdc2 (N,hl,r,ax):

rm = 0
ra = 0
h = hl

for ind in r:
#print (ind)
h = np.delete(h,ind-1%rm,0)
h = np.delete(h,ind-1%rm,1)



1291
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rm = rm +1
len (h)
2*N
int (a/n)
=[]
1
1 in range (L) :
#print (1)
bi =1
bp = 4
posy = 1
for i in range(c,c+n):
#print (i)
if i%2 != 0:
X = bit+4d*1
Y = posy
h[i-1][1i-1]
if h[i-1][i-1].real !'= O:
#print (i)

ax.scatter (x,y,color
else:
ax.scatter(x,y,color

pos.append ([x,v])

if bi ==
bi =2

else:
bi =1

else:

X = bpt+dxl

Yy = posy

h[i-1][i-1]

if h[i-1][i-1].real !'= O:
ax.scatter (x,y,color
fprint (i)

else:

ax.scatter (x,y,color

pos.append ([x,vy])

if bp ==
bp = 3
else:
bp = 4

posy = posy + 1

if len(r)>=1:

"red",s = 50,alpha=0.6)

"gray",s = 50,alpha=0.6)

"red",s = 50,alpha=0.6)

"gray",s =50,alpha=0.6)
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1334 # print (1)

1335 if i == (r[0] - ra):

1336 print (i)

1337 xa = x—l*rm

1338 ax.scatter (xa+l,y+1l,color = "red",s = 50,alpha=0.6)

1339 pos.append ([xa+l,y+1])

1340 ra =ra + 1

1341 r = np.delete(r,0,0)

1342 cC =¢Cc +n

1343 az = len(hl)

1344 for k in range(l,a2+1):

1345 for j in range(l,a2+1):

1346 if hl[k-1][3j-1] !'= O:

1347 #print (k, J)

1348 if hl[k-1][3j-1] != 0 and hl[k-1][j-1] !'= 1:

1349 ax.plot ([pos[k-1][0],pos[3-11[0]1], [pos[k-1][1],posI
J-11[1]1]1,"k——",color="r",alpha = 0.4)

1350 else:

1351 ax.plot ([pos[k-1]1[0],pos[3-11[01], [pos[k-1]1[1],posI

J=11[1]],color = "black",alpha = 0.4)

1353 #

1354 # def plotAdc (N,hf, r)

1355 # x = 0

1356 # y = 0

1357 # pos = []

1358 ¥ Posx = []

1359 # Posy = []

1360 # 1 =1

1361 # hs = len(r)+1

1362 3 for hi in range (hs) :

1363 # print (hi)

1364 # if hi ==

1365 # h = hf[:r, :r]

1366 # print (len (h))

1367 # if hi ==

1368 # plt.scatter(x,y+l,color = "red",s = 50,alpha=0.6)
1369 # pos.append ([x,y+1])
1370 # Posx.append (x)

1371 # Posy.append (y+1)

1372 # h = hf[r+l:, r+l:]
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1373 print (len (h))
len (h)

2*N

1374

1375
int (a/n)
=1

if hi ==

1376

Q B B o
Il

1377
1378
1379 ran = range (L)
if hi ==

ran = range (l+1,L+1+1)

1380

1381

for 1 in ran:
#print (1)
bi =1
bp = 4
posy = 1

1382
1383
1384
1385
1386
1387
1388 for 1 in range(c,c+n) :
1389 #print (i)
if i%2 !'= O:

X = bi+dx1

1390
1391
1392 y = posy
#h[i-1][1-1]

if h[i-1][i-1].real != O:

#print (i)

1393

1394

1395

HH= FH H H H = FH FH H H H FH= FH o H H = FH FH H H H = H

139 plt.scatter(x,y,color = "red",s = 50,alpha

S

1397 else:

1398

S

plt.scatter(x,y,color = "gray",s = 50,alpha
1399 pos.append ([x,v])
1400 Posx.append (x)
1401 Posy.append (y)
if bi ==

bi =2
else:

bi =1

1402
1403
1404
1405
else:

X = bpt+4xl

1406
1407
1408 y = posy

#h[i-1][1i-1]

if h[i-1][i-1].real !'= 0:

plt.scatter(x,y,color = "red",s = 50,alpha

1409

1410

1411

H o = FH = FH H FH H FH H FH

1412 # #print (1)



1413

1414

1415

1416

1417

1418

1419

1420

1421

1422

1423

1424

1425

1426

1427

1428

1429

1430

1431

1432

1433

1434

1435

1436

1437

1438

1439

1440

1441

1442

1443

1444

1445

1446

1447
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B

HH o H H H FHF K FH H FH H FH H H H H

HH H FH H H H H

else:

plt.scatter(x,y,color =

pos.append ([x,v])
Posx.append (x)
Posy.append (y)

if bp ==
bp = 3
cllisier:
bp = 4
posy = posy + 1
c=c+n

#plt.scatter (Posx,Posy)
din = len (hf)
for k in range (din) :

for j in range (din) :
k

if hf[k][j] != O:
#print (k, j)
# if hf[k-1]1[j-1] != 0 and hf[k-1]1[7j-1]

= 1:

"gray",s =50, alpha

# plt.plot ([pos[k-1][0],pos[j-11[0]], [pos[k-1][1],

pos[3-11[1]1],’'k-——",color="xr",alpha =

plt.plot ([pos[k][0],pos[J]1[0]], [pos[k][1],pos[J][1]],

color = "black",alpha = 0.4)

# plt.plot ([Posx[k],Posyl[k]], [Posx[]],Posy[]jl],color =

"black",alpha = 0.4)

def densityAdc (N,hf,r,D):

x = 0

y =0
pos = []
Posx = []
Posy = []
1 =1

for hi in range (2) :
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1448 print (hi)

if hi ==
h = hf[:xr, :r]
print (len (h))

if hi ==

1449
1450
1451
1452
1453 #plt.scatter(x,y+1l,color = "red",s = 50,alpha=0.6)
1454 pos.append ([x,y+1])
1455 Posx.append (x)
1456 Posy.append (y+1)
1457 h = hf[r+l:, r+l:]
1458 print (len(h))
= len (h)

= 2%N

1459
1460
int (a/n)
1

if hi ==

1461

Q B B o
Il

1462
1463
1464 ran = range (L)
if hi ==

ran = range (l+1,L+1+1)

1465

1466

for 1 in ran:
#print (1)
bi =1
bp = 4
posy = 1

1467
1468
1469
1470
1471
1472

1473 for 1 in range(c,c+n) :

H FH H FHF H FH H FHF H FH H H H H H FH H FH H H FH H H H FH H FH K FH H FH H FH

1474 #print (i)

1475 if i%2 !'= 0O:

1476 X = bi+d4x1

1477 Yy = pOsy

1478 #h[i-1][i-1]

1479 #if h[i-1][i-1].real !'= 0:

1480 #print (1)

1481 # plt.scatter(x,y,color = "red",s = 50, alpha
=0.6)

1482 # #else:

1483 # # plt.scatter(x,y,color = "gray",s = 50,alpha
=0.6)

1484

pos.append ([x,y])
1485 Posx.append (x)
1486 Posy.append (y)
if bi ==

bi = 2

1487

HH H FH H H

1488
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1508
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== HH= FH H H = FH= FH

B

H o H FH H FHF K FH H FH H T

H FH H FH H H H H H

else:
bi =1
else:
X = bpt+tdx1l
y = posy
#h[i-1][1i-1]
#if h[i-1][i-1].real !'= 0:
# plt.scatter(x,y,color = "red",s = 50,alpha
0.6)
#print (i)
felse:
#plt.scatter(x,y,color = "gray",s =50, alpha

0.6)
pos.append ([x,v])
Posx.append (x)
Posy.append (y)

if bp ==
bp = 3
else:
bp = 4
posy = posy + 1
e = €@ ¥

#plt.scatter (Posx,Posy)
fig, axs = plt.subplots /()

plt.scatter (Posx,Posy,s =300,c=D, cmap=plt.cm.jet,norm =None,

alpha=0.4) #plt.cm. jet

plt.colorbar ()
plt.scatter (Posx,Posy,color = "black",s = 10,alpha = 0.8)
din = len (hf)
for k in range(din) :
for j in range(din) :
if hflk][j] !'= O:
tprint (k, J)
# if hf[k-1]1[3-1] != 0 and hf[k-1][j-1] != 1:
# plt.plot([pos[k-1]1[0],pos[J-1]1[01], [pos[k-1][1],

pos[j-11([1]1]1,"k——",color="r",alpha = 0.4)

plt.plot ([pos[k][0],pos[J]1[0]], [pos[k][1],pos[3][1]],

color = "black",alpha = 0.4)

# plt.plot ([Posx[k],Posy[k]], [Posx[]j],Posy[j]l],color =
"black",alpha = 0.4)
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1527 def densitygAdc (N,hl,r,D):

1528 rm = 0

1529 ra =0

1530 h = hl

1531 for ind in r:

1532 #print (ind)

1533 h = np.delete(h,ind-1%rm,0)
1534 h = np.delete(h,ind-1xrm, 1)
1535 rm = rm +1

1536 a = len(h)

1537 n =N

1538 L = int (a/n)

1539 pos = []

1540 Posx = []

1541 Posy = []

1542 c =1

1543 at = 0

1544 for 1 in range (L) :

1545 #print (1)

1546 bi =1

1547 posy = 1

1548 for i in range(c,c+n):

1549 x = bi+l

1550 y = posy

1551 #print (x,y)

1552 #h[i-1][1i-1]

1553 #if h[i-1][i-1].real !'= O:
1554 #print (1)

1555 #plt.scatter(x,y,color = "red",s = 50,alpha=0.6)
1556 #else:

1557 #plt.scatter(x,y,color = "gray",s = 50,alpha=0.6)
1558 posy = posy+l

1559 pos.append ([x,v])

1560 Posx.append (x)

1561 Posy.append (y)

1562 if len(r)>=1:

1563 #print (at)

1564 if r[0]-1== at:

1565 #print (i)



1566
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5,color = "red",s = 50,

xa = x#-1lxrm
#plt.scatter (xa+0.5,y+0.
alpha=0.6)
pos.append ([xa+0.5,y+0.5])
Posx.append (xa+0.5)
Posy.append (y+0.5)
ra =ra + 1
r = np.delete(r,0,0)
at = at + 1
#print (at)
#fc = c + n
a2 = len(hl)
fig, axs = plt.subplots()

plt.scatter (Posx,Posy,s =300, c=D,
=0.4) #plt.cm. jet
plt.colorbar ()
plt.scatter (Posx,Posy,color = "black",s
for k in range(l,a2+1):
for j in range(l,a2+1):
if hl[k-1][j-1] != O:
#print (k, J)

if h1[k-11[3j-1] != 1:

cmap=plt.cm. jet,norm =None, alpha

= 10,alpha = 0.8)

plt.plot ([pos[k-1][0],pos[j-1]1[0]], [pos[k-1][1],pos

[J-11[1]],color="red",alpha =

else:

0.4)

plt.plot ([pos[k-1][0],pos[Jj-1]1[0]], [pos[k-1][1],pos

[J=11[1]],color = "black",alpha = 0.4)

def densitygAdc2 (N,hl, r,D,ax) :

rm = 0
ra =0
h = hl
for ind in r:

#print (ind)

h = np.delete(h,ind-1%rm,0)
h = np.delete(h,ind-1%rm,1)
rm = rm +1

a = len(h)

n =N

L = int (a/n)

pos = []
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Posy = []
c =1
at = 0
for 1 in range (L) :
#print (1)
bi =1
posy = 1
for i in range(c,c+n):
x = bi+l
Y = posy

#print (x,vy)
#h[i-1]1[1i-1]

#if h[i-1]1[i-1].real !=

#print (1)
#plt.scatter(x,y,color = "red",s = 50,alpha=0.6)
felse:
#plt.scatter(x,y,color = "gray",s = 50,alpha=0.6)
posy = posy+l
pos.append ([x,y])
Posx.append (x)
Posy.append (y)
if len(r)>=1:
#print (at)
if r[0]-1== at:
#print (i)
xa = x#-1xrm
#plt.scatter (xa+0.5,y+0.5,color = "red",s = 50,
alpha=0.6)
pos.append([xa+0.5,y+0.5])
Posx.append (xa+0.5)
Posy.append (y+0.5)
ra = ra + 1
r = np.delete(r,0,0)
at = at + 1
#print (at)
Feh =" +n
a2 = len(hl)
#fig, axs = plt.subplots/()

ax.scatter (Posx,Posy,s =300,c=D,
=0.4) #plt.cm. jet
#ax.colorbar ()

#plt.colorbar ()

ax.scatter (Posx,Posy,color = "black",s =

cmap=plt.cm. jet,norm =None, alpha

10,alpha = 0.8)
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1646 for k in range(l,a2+1):

1647 for j in range(l,a2+1):

1648 if hl[k-1][3j-1] !'= O:

1649 #print (k, J)

1650 if hl[k-1]1[j-1] !'= 1:

1651 ax.plot ([pos[k-1][0],pos[3-11[01], [pos[k-1]1[1],posI
J-=11[1]],color="red",alpha = 0.4)

1652 eliser:

1653 ax.plot ([pos[k-1][0],pos[3-11[01], [pos[k-1][1],posI

J=11[1]],color = "black",alpha = 0.4)

1657
1658
1659
1660 def densityZAdc (N,hl,r,D):

1661

1662 rm = 0

1663 ra = 0

1664 h = hl

1665 for ind in r:

1666 #print (ind)

1667 h = np.delete(h,ind-1%rm,0)
1668 h = np.delete(h,ind-1%rm,1)
1669 rm = rm +1

1670

1671 a = len(h)

1672 n2 = 2xN

1673 L = int (a/n2)

1674 pos = []

1675

1676 c =1

1677 X =[]

1678 Y = []

1679 zZ = []

1680

1681 for 1 in range (L) :

1682 #print (1)

1683 b=1

1684 posy = 1

1685 for i in range(c,c+n2):

1686 if i%2 ==
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#normalize =mt.colors.Normalize (vmin=0,

.6)

#nor

#Z
a2

#pri

X
y =
pos.
X.ap
Y.ap

nt (1)

b+2x1

posy

append ([x,y])
pend (x)

pend (y)

#7 .append (sum (np.abs (psi[i-1].real)))

#7Z.append (hl1[i-1][1i-1] .real)

#if

else:
#pri
x =
y =
pos.
X.ap
Y.ap

density == "psi":

nt (1)

b+2x1

posy

append ([x,y])
pend (x)

pend (y)

#7 .append (sum (np.abs (psi[i-1].real)))

#7Z.append (hl1[i-1][1i-1] .real)

if

else

posy = p

if len(r

# pr

if 1

= c + n2

= sum(Zz)

Z/nor
len (hl)

== 1:
b =20
b=1
osy + 1

)y >=1:

int (1)

== (r[0] - ra):
print (i)

xXa = x—1lxrm

#plt.scatter (xat+t2,y+1l,color = "red",s = 50, alpha

pos.append ([xa+1l,y+1])
X.append (xa+1)
Y.append (y+1)

ra = ra + 1

r = np.delete(r,0,0)

vmax=1,

clip=False)
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fig, axs = plt.subplots()

plt.scatter(X,Y,s =300,c=D, cmap=plt.cm.jet,norm =None,alpha=0.4)#

plt.cm. jet
plt.colorbar ()

plt.scatter(X,Y,color = "black",s =

for k in range(l,a2+1):
for j in range(l,a2+1):
if hl[k-1][j-1] != O:
#print (k-1, 3-1)

10, alpha

0.

8)

plt.plot ([pos[k-1][0],pos[j-1][0]], [pos[k-1][1],pos[]

—-1]1[1]1],color = "black",alpha =
plt.show ()

def densityAdc(N,hl,r,D):

rm = 0
ra = 0
h = hl

for ind in r:
#print (ind)
h = np.delete(h,ind-1%rm,0)
h = np.delete(h,ind-1%rm,1)
rm = rm +1

a = len(h)

n = 2%N

L = int(a/n)

pos = []
Posx = []
Posy = []
c =1
for 1 in range (L) :
#print (1)
bi =1
bp = 4
posy = 1
for i in range(c,c+n):
#print (i)
if i%2 != O0:
x = bi+4x1
Y = posy

h[i-1][i-1]

0.4)
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a2

.6)

©

#if

#
#els

#
pos.
Posx
Posy
if b

else

else:
x =
y =
hli-
#if

#els
#
pos.
Posx
Posy
if b

else

posy
if len(r
# pri

if i

= c + n
len (hl)

h[{i-1][i-1].real !'= 0:
#print (i)
plt.scatter(x,y,color = "red",s = 50,alpha=0.6)

e:

plt.scatter(x,y,color "gray",s = 50,alpha=0.6)
append ([x,y])

.append (x)

.append (y)

i ==

bi = 2

bi =1

bp+4+1
posy

1][i-1]
h[{i-1][i-1].real !'= 0:
#plt.scatter (x,y,color

"red",s = 50,alpha=0.6)
#print (i)

e:

plt.scatter(x,y,color = "gray",s =50,alpha=0.6)
append ([x,y])

.append (x)

.append (y)
p ==
bp = 3
bp = 4

= posy + 1

y>=1:

nt (i)

== (r[0] - ra):
print (i)

xa = x—-1lxrm

#plt.scatter (xat+2,y+1l,color = "red",s = 50, alpha

pos.append ([xa+1,y+1])
Posx.append (xa+1l)
Posy.append (y+1)

ra = ra + 1

r = np.delete(r,0,0)
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1812 fig, axs = plt.subplots()

1813 plt.scatter (Posx,Posy,s =300,c=D, cmap=plt.cm.jet,norm =None, alpha
=0.4) #plt.cm. jet

1814 plt.colorbar ()

1815 plt.scatter (Posx,Posy,color = "black",s = 10,alpha = 0.8)

1816 for k in range(l,a2+1):

1817 for j in range(l,a2+1):

1818 if hl[k-1][j-1] !'= O:

1819 #print (k, j)

1820 #if hl[k-1][J-1] '= 0 and hl[k-1][3j-1] != 1:

1821 #plt.plot ([pos[k-1]1[0],pos[J-11[0]], [pos[k-1]1[1],posI[]
-11[11]1,"k——",color="r",alpha = 0.4)

1822 #else:

1823 plt.plot ([pos[k—-1]1[0],pos[j-1]1[011, [pos[k-1]1[1],pos[]
—=1][1]],color = "black",alpha = 0.4)

1825 def densityAdc2 (N,hl, r,D,ax):

1826 rm = 0

1827 ra = 0

1828 h = hl

1829 for ind in r:

1830 #print (ind)

1831 h = np.delete(h,ind-1%rm,0)
1832 h = np.delete(h,ind-1%rm,1)
1833 rm = rm +1

1834 a = len (h)

1835 n = 2%N

1836 L = int (a/n)

1837 pos = []

1838 Posx = []

1839 Posy = []

1840 c =1

1841 for 1 in range (L) :

1842 #print (1)

1843 bi =1

1844 bp = 4

1845 posy =1

1846 for i in range(c,c+n):
1847 #print (1)

1848 if i%2 != 0:

1849 X = bi+4*1

1850 Yy = posy

1851 h[i-1][i-1]
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a2

.6)

©

#if

#
#els

#
pos.
Posx
Posy
if b

else

else:

X =
y=
h[i-
#if

#els
#
pos.
Posx
Posy
if b

else

posy

h[{i-1][i-1].real !'= 0:
#print (i)
plt.scatter(x,y,color = "red",s = 50,alpha=0.6)

e:

plt.scatter(x,y,color "gray",s = 50,alpha=0.6)
append ([x,y])

.append (x)

.append (y)

i ==

bi = 2

bi =1

bp+4+1

posy

1][i-1]
h[{i-1][i-1].real !'= 0:
#plt.scatter (x,y,color

"red",s = 50,alpha=0.6)
#print (i)

e:

plt.scatter(x,y,color = "gray",s =50,alpha=0.6)
append ([x,y])

.append (x)

.append (y)
p ==
bp = 3
bp = 4

= posy + 1

if len(r)>=1:

# print (i)

= c +
len (hl)

if i

n

== (r[0] - ra):
print (i)
Xxa = x—1lxrm

#plt.scatter (xat+2,y+1l,color = "red",s = 50, alpha

pos.append ([xa+1,y+1])
Posx.append (xa+1l)
Posy.append (y+1)

ra = ra + 1

r = np.delete(r,0,0)
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#fig, axs = plt.subplots()

ax.scatter (Posx,Posy,s =300,c=D,

=0.4) #plt.cm. jet

#ax.colorbar ()

#matplotlib.colorbar.ColorbarBase (ax=ax,

sorted(v),
#
ax.scatter (Posx,Posy,color =
for k in range(l,a2+1):
for j in range(l,a2+1):
if hl[k-1]1[j-1]
#print (k, J)
#if hl[k-1]1[3-1]

#plt.plot ([pos [k-

-1]1[1]],"k-=",color="r", alpha

felse:

= 0:

cmap=plt.cm. jet,norm =None, alpha

cmap=coolwarm, values=

orientation="horizontal")
"black",s = 10,alpha = 0.4)

'= 0 and hl[k-1][3j-1] != 1:
1100],pos[J-11[0]], [pos[k-1][1],pos[]
= 0.4)

ax.plot ([pos[k-1][0],pos[3-11[0]1], [pos[k-1]1[1],pos[]

-11[1]1],color = "black",alpha

def densityA (N,h,D,b=0):

a = len(h)
n = 2%N
L = int (a/n)
pos = []
c =1
X =[]
Y = [
for 1 in range (L) :
#print (1)
bi = 1+b
bp = 4-b
posy = 1
for i in range(c,c+n):
if i%2 !'= 0:
x = bi+4x1
Y = posy

h[i-1][i-1]

#if h[i-1]1[i-1].real

# print (1)

# plt.scatter (x,y,color =

#else:

#plt.scatter (x,y,color

= 0.2)

I E

"red",s = 50,alpha=0.6)

"gray",s = 50,alpha=0.6)
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1933 pos.append ([x,v])

1934 X.append (x)

1935 Y.append (y)

1936 if bi == 1:

1937 bi = 2

1938 else:

1939 bi =1

1940 else:

1941 x = bptdx1l

1942 Yy = posy

1943 h[i-1][i-1]

1944 #if h[i-1][i-1].real != O:

1945 #plt.scatter(x,y,color = "red",s = 50,alpha=0.6)
1946 # print (i)

1947 felse:

1948 #plt.scatter(x,y,color = "gray",s =50,alpha=0.6)
1949 pos.append ([x,v])

1950 X.append (x)

1951 Y.append (y)

1952 if bp ==

1953 bp = 3

1954 else:

1955 bp = 4

1956 posy = posy + 1

1957 cC =¢Cc +n

1958 fig, axs = plt.subplots/()

1959 plt.scatter(X,Y,s =300,c=D, cmap=plt.cm.jet,norm =None,alpha=0.4)#

plt.cm. jet
1960 plt.colorbar ()

1961 plt.scatter(X,Y,color = "black",s = 10,alpha = 0.8)

1962 for k in range(l,a+l):

1963 for j in range(l,a+l):

1964 if h[k-1][j-1]1 !'= O:

1965 #print (k, j)

1966 plt.plot ([pos[k-1][0],pos[3-1][0]], [pos[k-1][1],pos[]

-1][1]],color = "black",alpha = 0.4)

1967

1968

1969 def densityA2(N,h,D, axes):
1970 a = len (h)

1971 n = 2%N

1972 L = int(a/n)

1973 pos = []
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[]
[]
1 in
#pri
bi =

posy
for

e =

range (L) :
nt (1)

=1
i in range(c,c+n):
if i%2 != 0:
X = bit+4+*1
Yy = posy
h{i-1][i-1]
#if h[i-1][i-1].real != O:
# print (i)
# plt.scatter (x,y,color
#else:

#plt.scatter (x,y,color
pos.append ([x,y])
X.append (x)

Y.append (y)
if bi ==

else:

X bpt+t4x1

Yy posy

h{i-1][i-1]

#if h[i-1][i-1].real != O:

#plt.scatter (x,y,color
# print (i)
#else:

#plt.scatter (x,y,color
pos.append ([x,Vv])
X.append (x)

Y.append (y)
if bp ==

bp = 3
else:

bp = 4
posy = posy + 1

c + n

"red",s = 50,alpha=0.6)

"gray",s = 50,alpha=0.6)

"red",s = 50,alpha=0.6)

"gray",s =50, alpha=0.6)
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2055

2056

Capitulo A. Script

188

#fig,

axes.scatter (X,Y,s =300, c=D,

axs = plt.subplots ()
plt.cm. jet
#plt.colorbar ()
axes.scatter (X,Y,color =
for k in range(l,a+1l):
for j in range(l,a+l):
if h{k-11[j-1]
tprint (k, j)

axes.plot ([pos[k-
—1][1]],color = "black",alpha

def currentO(N,h,Gn,b=0) :
#fig = plt.subplots()
#fig =
(0.5, 0.5, 0.5))
figz = (70,10)

figl, axl =

a = len(h)
n = 2xN

int (a/n)

3/4
1 in range(L):
#print (1)
bi = 1+b
bp = 4-b
posy = 1
for i in range(c,c+n):
#print (i)
if i%2 !'= 0:
bi+ (9/2) *1
#fprint (x)

posy

X =

y =

"black",s =

= 0:

mlab.figure (size=(1024,

cmap=plt.cm. jet,norm =None,alpha=0.4)#

10,alpha = 0.8)

1][0],pos[J-11[01], [pos[k-1][1],pos[]
= 0.4)

1024) ,bgcolor = (1,1,1), fgcolor =

plt.subplots (figsize=figz)
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h[i-1][i-1]
if h[i-1][i-1].real != O:
#print (1)

#plt.scatter (x,y,color "red",s = 50,alpha=0.6)
mlab.points3d(x,y,0)

else:

#plt.scatter(x,y,color "gray",s = 50,alpha=0.6)

mlab.points3d(x,y,0)

pos.append([x,y])
X.append (x)
Y.append (y)
Z .append (0)
if bi ==
bi = 7/4
else:
bi =1
else:
x = bp+(9/2) 1
posy

h[i-1][1i-1]

if h[i-1][i-1].real != O:
#plt.scatter(x,y,color = "red",s = 50,alpha=0.6)
mlab.points3d(x,y,0)
#print (1)

else:

#plt.scatter(x,y,color = "gray",s =50,alpha=0.6)

mlab.points3d(x,y,0)

pos.append ([x,Vv])
X.append (x)
Y.append (y)
Z .append (0)
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2092 if bp ==

2093 bp = 13/4

2094 else:

2095 bp = 4

2096 posy = posy + (3/4)*(np.sqgrt (2))

2097 €@ = € v m

2098 #fmlab.points3d (X, Y, Z,scale_factor=0.55,color=(0.5,0.5,0.5))

2099 for k in range(l,a+1):

2100 for j in range(l,a+l):

2101 if h[k-1][j-1] != O:

2102 #print (k, J)

2103 if h[k-1][j-1] != 0 and h[k-1][3j-1] !'= 1:

2104 axl.plot ([pos[k-1]1[0],pos[Jj-11[0]1, [pos[k-1]1[1],
pos[j-11[1]],"k——",color="gray",alpha = 0.4)

2105 #mlab.plot3d([pos[k-1]1[0],pos[J-11[0]11, [poslk
-11[1],pos[J-1111]1]1,10,0],1line_width=3,tube_radius=0.1)

2106 else:

2107 axl.plot ([pos[k-11[0],pos[j-11[0]1, [pos[k-1]1[1],
pos[j-1]1[1]],color = "black",alpha = 0.4)

2108 #mlab.plot3d ([pos[k-1]1[0],pos[j-1]1[0]11, [pos[k
-11[1],pos[J-11[111,10,0],1line_width=3, tube_radius=0.1)

2109 #

2110 # I1 = [0]

2111 # oo = 50

2112 # for o in range(l,a):

13 # I = (h[oo][o])*(Gn[oo][0])

2114 # Il.append(I.imag)

2115 # plt.scatter(X,Y,s =300,c=I1, cmap=plt.cm.jet,norm =None,alpha
=0.4)

2116 # plt.colorbar ()

2117 #

2118

2119 I1 = []

2120 Xv = []

2121 Yv = []

2122 Zzv = []

2123 U = []

2124 vV = []

]

2125 W = [



2126

2127

2129

2130

2131

2132

2133

2134

2135

2136

2137

2138

2139

2140

2141

2142

2143

2144

2145

2146

2148

2149

2150

2151

2159

2160

2161

2162

2163

2164

2165

2166

2167

2168
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Ic
Xc
Yc
Zc
Uc

Wc

for k in range(l,a+l):

for j in range(l,a+l):
if h[k-11[j-1] != O:

I = ((h[k-1][3-1]
x1,x2 = posl[k-1]

* (Gn[k-1][j-11)) .imag
1 pos[j—l][O]

)
[0

yl,y2 = pos[k-1]1[1],pos[j-1][1]
(x

iv = np.array ([[ (x2-x1)], [ (y2-y1)]])
#norm = np.linalg.norm(iv)

#iv = I*(1l/norm) * (1iv)

xv = 1iv[0]

yv = vi[l]

norl = np.sqrt (x1x*2+ylxx2)
nor2 = np.sqrt (X2xx2+y2*x*2)

cang = (x1*x2 + ylxy2)/(norlxnor2)

ang = np.arccos (cang)
xv = 1iv[0]

yv = iv[1l]

Xi = xv#I+np.cos (ang)
Yi = yv#Ixnp.sin (ang)
Xv.append (x1)
Yv.append(yl)

Zv .append (0)

u = Xi#xv[0]
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2169 v = Yi#yvI[O0]

2170 U.append (u)

2171 V.append (v)

2172 W.append (0)

2173 Il.append(I)

2174 #print (u, v)

2175 #mlab.quiver3d(xl,yl,0,u,v,0,scale_factor=1, line_width
=2, mode=’2ddash’, scale_mode=’vector’,colormap=’'viridis’) #colormap

2176 #mlab.outline ()

2177 Xv,Yv,2v,U,V,W = np.array (Xv),np.array (Yv),np.array (Zv) ,np.array (U)
,np.array (V) ,np.array (W)

2178 bg =0

2179 #be = 15

2180 pcl = [15,17,17,15] #valor de componetes vetoriais em cada celula
hexagona

2181 pc2 = [15+1,17+1,17+1,15+1]

2182 for 1 in range (L) :

2183 Xc = 2.6 + (9/2)«*1

2184 zc = 0

2185

2186 if 1 == 0 or 1 ==

2187 pc = pcl

2188 else:

2189 pc = pc2

2190 for nn in range(4):

2191

2192 be = bg + pclnn]

2193

2194 yc = 2.1 + 2+nnx(3/4)* (np.sqrt (2))

2195 Xc.append (xc)

2196 Yc.append (yc)

2197 Zc.append (zc)

2198

2199 1ln = len (Xv[bg:be])

2200

2201 #Xv[bg:be] = xc*np.ones((l,1n)) #colocando todos as
componetes no centro do hexagono

2202 #Yv[bg:be] = ycxnp.ones ((1l,1n))

2203

2204 uc = Ul[bg:be]

2205 vc = V[bg:be]

2206 wc = W[bg:be]
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2207

2208 #ic = Il[bg:be]

2209

2210 us = sum(uc)

211 vs = sum(vc)

2212

2213 Uc.append (us)

214 Vc.append (vs)

2215 Wc.append (sum (wc) )

2216

217 ic = np.sqgrt (us**2 + vs**2)

2218

2219 Ic.append(ic)

2220

2221 bg = be - 6

2022 bg = bg + 6

2223

2224 #mlab.quiver3d (Xv,Yv,Zv,U,V,W,scale_factor=0.5)

2205 #axl.scatter (Xc, Yc)

2226 #axl.hexbin (Xc, Yc,gridsize = 50,linewidths = 5,cmap = "magma")

2227 import matplotlib.colors as mcolors

2228 import matplotlib.colorbar as mcolorbar

2229

2230

2231 #res = 0.0000000000000000000001

2232 #sIc = res*x15.11461430450805#max (Ic)

2233

2234 #fprint (sIc)

2235

2236 # Ic = np.array(Ic)/slIc

2237

2238 #max (Ic)

2239

2240 #nz = mcolors.Normalize ()

2241 #nz.autoscale (I)

2242

2243

2244 #plt.scatter (Xc,Yc,s =2500, marker='H’,c=Ic, cmap=plt.cm.jet,norm =
None, alpha=0.2)

2245 #plt.scatter (Xv,Yv,s =2500, marker='H’,c=I, cmap=plt.cm.jet,norm =
None, alpha=0.2)

2246 #clb=plt.colorbar ()

2247 #plt.clim(vmin = 0, vmax = 10)
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2248

219 #

250 # fz = 20

051 #

252 # clb.ax.tick_params (labelsize=fz)

253 # clb.ax.tick_params (labelsize=fz)

054 # clb.set_label (r’ |$Current$|’, rotation = 270, fontsize=fz, labelpad
= 40)

255 #

256 # #clb=plt.colorbar (ticks=[0,0,0.0045])

257 # clb.ax.tick_params (labelsize=fz)

258 ¥

2259 #clb.set_label (r’ $|$Current$S|S$’,rotation = 270, fontsize=fz, labelpad
= 40)

2260 #clb.ax.set_yticklabels ([r’$|I_{inc}|>|I_{coh}|S$’,r"$|I_{inc}|=]|I_{
coh}|$’,r"$|I_{coh}|>|I_{inc}|$’], fontsize=fz)

2261

2262

2263

264 #

265 # pts = mlab.quiver3d(Xc, Yc, Zc,Uc,Vc,Wc, scalars=Ic,scale_factor
=0.5)#0.5

266 # #mlab.contour3d (Xc, Yc, Zc, Ic)

267 #

268 ¥ pts.glyph.scale_mode = "scale_by_scalar"

269 ¥ pts.glyph.color_mode = "color_by_scalar"

270 # pts.glyph.glyph_source.glyph_source.center = [0,0,0]

271 # mlab.colorbar (object=pts, title="Local current")

272 #

2273

2074 faxl.set_title('Arrows scale with plot width, not view’)

2275
2276
2277 #width=0.003, scale=750#, width=0.003, scale=600

2278



2279

2280

2281

2282

2283

2284

2285

2286

2287

2289

2290

2291

2292

2293

2294

2295

2296

2309

2310

2311
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nz = mcolors.Normalize ()

nz.autoscale (Il)

Q = axl.quiver (Xv, Yv,np.array(U), np.array(V),color=cm.jet (nz(I1l))

,width=0.0015, scale=110)

plt.scatter (Xv,Yv, marker=’'0o’,s=0,c=I1, cmap=plt.cm.jet,norm =None,
alpha=0.4)

#Q = axl.quiver (Xv, Yv,np.array(U), np.array(V),color=cm. jet (nz (I))
,width=0.002,scale=0.0002)

#Q = axl.quiver (Xc, Yc,np.array(Uc), np.array(Vc),color=cm. jet (nz (
Ic)),width=0.003,scale=400)# units=’'x’, pivot='mid’, width=0.3,
length=5, scale=7) #,width=0.022) #, width=0.022) #, scale = 0.015)

#gk = axl.quiverkey(Q, 0.9, 0.9, 1, r’s$l \frac{m}{s}$’, labelpos='E
" ,coordinates="figure’)

axl.set_x1im (0, 72)

axl.set_ylim(0,11)

fz = 48
1b = 0

axl.spines[’left’].set_linewidth (1b)
axl.spines[’right’].set_linewidth (1b)
axl.spines[’top’].set_linewidth (1b)
axl.spines[’bottom’].set_linewidth (1lb)
axl.set_yticklabels([])

axl.set_xticklabels ([])

axl.xaxis.set_ticks_position (’both’)
axl.yaxis.set_ticks_position (’both’)

axl.tick_params (axis=’'both’, which='"major’,labelsize=fz,direction =
"in",length = 0, width = 30)

#clim = np.linspace (min (It),max (It),5)
clim = np.linspace (0, max(I1),5)
clb = plt.colorbar(ticks=clim, location="bottom")

clb.ax.tick_params (labelsize=fz)
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2327
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clb.ax.tick_params (labelsize=fz)

clb.set_label ("Local current",rotation = 0, fontsize=fz,labelpad =
3)
plt.clim(vmin = 0, vmax = max(Il))

plt.suptitle(r’$E = 0.0, U = 0.45,V_{g} = 0.02 = 0$’,

fz,x=0.5,y=0.95)

V_{g}

fontsize =

axl.xaxis.set_ticks_position (’both’)

axl.yaxis.set_ticks_position (’both’)
axl.tick_params (axis="both’,

width = 30)

which='"major’, labelsize=fz,direction

= "in", length = 0,

#clim = np.linspace (min (It),max (It),5)
clim =
clb =
clb.
clb.
clb.

5)
plt

np.linspace (0,max (It),5)
plt.colorbar (ticks=clim, location="bottom")
ax.tick_params (labelsize=fz)
ax.tick_params (labelsize=fz)
set_label ("Local current",rotation = 0, fontsize=fz,labelpad =

.clim(vmin = 0, vmax = max(It))

plt.suptitle(r’S$SE = 0.0, 0.02

fz,x=0.5,y=0.95)

U =0.0,V_{g} ,V_{g} = 08’,

fontsize =

#cax,_ =
#cb =

mcolorbar.make_axes (plt.gca())

mcolorbar.ColorbarBase (cax, cmap=cm.jet, norm=nz)
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Xq,Yq,Uq,Vqg, Ig = np.nanxnp.zeros ((13,4xL)),np.nan*np.zeros ( (13,4~

L)) ,np.nanx*np.zeros ((13,4xL)),np.nan*np.zeros ((13,4*L)),np.nan*np.

zeros ((13,4*L))
Xa = sorted(set (X))
#print (Xg.shape)
#print (X)
#print (len (X))
#print (Xa[0],X[9])
for numb in range (len (Xa)) :

aux = 0

for numb2 in range(len(Xv)) :

if Xa[numb]

== Xv[numb2] :

#print (aux, numb, numb2)
Xglaux] [numb] = Xv[numb2 ]
Yglaux] [numb] = Yv[numb2]
Uglaux] [numb] = U[numb?2 ]
Vglaux] [numb] = V[numb2 ]
Iglaux] [numb] = Il [numb2]
aux = aux + 1

cell = [16,]

for cel in range ()

#print (Xgl[:,20])

#plt.quiver (Xq, Yq,Uq, Vg, Iq) #, cmap=plt.cm. jet, scale=20) #,

n
)
# mlab.quiver3d (Xv,Yv,Zv,U,V,W)

units="xy

#print (len (Xv),len(Yv), len(Zv),len(U),len (V),len (W))

#plt.streamplot (Xgq, Yg, Uqg, Vg,
#plt.scatter(X,Y,s =300) #,c=11,
=0.4)

# plt.colorbar ()

color=np.logl0 (Iqg), cmap="autumn")

cmap=plt.cm. jet, norm =None, alpha
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2380

2381

2382

2383

2384

2385 def current (N, h,Gn,b=0) :

2386 #fig = plt.subplots ()

2387 #fig = mlab.figure(size=(1024, 1024),bgcolor = (1,1,1), fgcolor =
(0.5, 0.5, 0.5))

2388

2389 figz = (70,10)

2390

2391 figl, axl = plt.subplots(figsize=£figz)
2392

2393 = len (h)

2394 n = 2%N

2395 L = int (a/n)

2396 pos = []

2397 c =1

2398 X = 1]

2399 Y = []

2400 Z = []

2401 if b==

2402 b = 3/4

2403 for 1 in range (L) :

2404 #print (1)

2405 bi = 1+b

2406 bp = 4-b

2407 posy =1

2408 for i in range(c,c+n):

2409 #print (1)

2410 if i%2 != 0:

2411 x = bi+(9/2) %1

2412 fprint (x)

2413 y = posy

2414 #

2415 # hli-1][i-1]

2416 # if h[i-1][i-1].real != O0:
2417 # #print (1)

2418 # #plt.scatter (x,y,color = "red",s = 50,alpha=0.6)
2419 # mlab.points3d(x,y,0)
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else:

#plt.scatter(x,y,color = "gray",s = 50,alpha=0.6)

mlab.points3d(x,y,0)

pos.append ([x,v])
X.append (x)

Y.append (y)

Z .append (0)
if bi ==

bi
else:
bi

else:

= 7/4

x = bp+(9/2) *1

pbosy

h[i-1][i-1]
if h[i-1][i-1].real != 0:
#plt.scatter(x,y,color = "red",s = 50,alpha=0.6)

mlab.points3d(x,y,0)

#print (i)

else:

#plt.scatter(x,y,color = "gray",s =50,alpha=0.6)

mlab.points3d(x,vy,0)

pos.append ([x,vy])
X.append (x)

Y.append (y)

Z .append (0)
if bp ==

bp
else:
bp
posy =
c=c+n

#mlab.points3d (X, Y, Z,scale_factor=0.55,color=(0.5,0.5,0.5))

= 13/4

=4
posy + (3/4)=*(np.sqrt(2))

for k in range(l,a+1):
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for j in range(l,a+l):
if h{k-1][3-1] !'= O:
tprint (k, j)
if hlk-1][j-1] != 0 and h[k-1][3j-1] !'= 1:
axl.plot ([pos[k-1] [0],pos[j-1][0]], [pos[k-1][1],
pos[j-11[1]]1,"k—=",color="gray",alpha = 0.6)
#mlab.plot3d([pos[k-1][0],pos[j-1]1[0]1, [pos([k
-1]1[1]1,pos[j-11[1]11,[0,0],1line_width=3,tube_radius=0.1)
else:
axl.plot ([pos[k-1] [0],pos[j-1][0]], [pos[k-1][1],
pos[j-1]1[1]],color = "black",alpha = 0.6)

#mlab.plot3d([pos[k-1]1[0],pos[J-11[0]1, [pos[k

-1]1[1]1,pos[j-11[1]11,[0,0],1line_width=3,tube_radius=0.1)

It
Xt
Yt
Zt
Ut
vVt
Wt

range (1,a+1l) :

I1 = []

Xv = []

Yv = []

Zv = []

U = []

vV =[]

W =[]

#entrando

x1l,yl = pos[k-1]1[0],pos[k-1][1]

for j in range(l,a+1l):
if h{k-1]1[j-1] != O:
I = ((h[k=-1][J-1]1)*(Gn[k-1][3-1])) .imag

x2,y2 = pos[j-1]1[0],pos[]j-1]1[1]
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iv = np.array ([ [(x2-x1)], [ (y2-y1)]11])
norm = np.linalg.norm(iv)

iv = (1/norm) * (iv)

norl = np.sqgrt (x1xx2+yl*x*2)

nor2 = np.sqrt (x2xx2+y2*%2)

cang = (x1*x2 + ylxy2)/(norl*nor2)

ang = np.arccos (cang)

xv = 1v[0]
yv = iv[1l]
Xi = Ixnp.cos (ang)
Yi = Ixnp.sin(ang)

fac = l#np.sqgrt (Xix*x2+Yi**2)

Il.append(I)
Xv.append (x1)
Yv.append (yl)
Zv .append (0)

Xi/fac#xv[0]
Yi/fac#yvI[0]
.append (u)

.append (v)

= < G < ¢

.append (0)

#entrando

for j in range(l,a+l):
if h{j-1][k-1] != O:

[

I = ((h[J-1]1[k=-1])*(Gn[j-1][k-1])).imag
x2,y2 = pos[j-11[0],pos[Jj-111[1]

iv = np.array([[-(x2-x1)], [-(y2-y1)]1])

norm = np.linalg.norm(iv)

iv = (1/norm) * (iv)
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no

no

ca

an

XV

yv

fa

Il

Xv.

Xv,Yv,zZv,U

rl = np.sgrt (x1**2+ylx=%2)
r2 = Np.sqrt (x2**2+y2x%2)

ng = (x1*x2 + yl*y2)/(norl*nor2)

g = np.arccos (cang)

= iv[0]
ivil]

Ixnp.cos (ang)

= I+np.sin(ang)

c = 1l#np.sqgrt (Xix*x2+Yi**2)
.append (I)
append (x1)
.append (y1l)
.append (0)

= Xi/fac#xv[0]
= Yi/fac#yv[0]

.append (u)
.append (v)
.append (0)

,V,W,I1 = np.array (Xv),np.array(Yv),np.array (Zv)

array (U) ,np.array (V),np.array (W) ,np.array (Il)

Xt .append (
Yt .append (

fact = np.

ut

x1)
v1)

sgrt (np.sum(Ilx%2))

np.sum(U) /fact

vt = np.sum(V)/fact

norM = np.

Ut . append (

sqrt (Ut **2+vtx=x2)

ut/norM)

,Np.
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2579 Vt .append (vt/norM)

2580 It.append (np.sqgrt (ut*x*2+vt**2))

2581

2582

2583

2584 import matplotlib.colors as mcolors

2585 import matplotlib.colorbar as mcolorbar

2586

2587 nz = mcolors.Normalize ()

2588 nz.autoscale (It)

2589

2590 fz = 48

2591

2592

2593

2594

2595 #width=0.003, scale=750#,width=0.003, scale=600

259 Q0 = axl.quiver (Xt, Yt,np.array(Ut), np.array(Vt),color=cm.jet (nz (It
)) ,width=0.002,scale=70)

2597 #0Q = axl.quiver (Xc, Yc,np.array(Uc), np.array(Vc),color=cm. jet (nz (
Ic)),width=0.003, scale=400)# units=’'x’, pivot='mid’, width=0.3,
length=5,scale=7) #,width=0.022) #, width=0.022) #, scale = 0.015)

2598 #gk = axl.quiverkey(Q, 0.9, 0.9, 1, r’s$l \frac{m}{s}$’, labelpos='E
! ,coordinates=' figure’)

2599 axl.set_x1im (0, 80)

2600 axl.set_ylim(0,11)

2601

2602

2603 plt.scatter (Xt,Yt, marker=’'0o’,s=400,c=It, cmap=plt.cm.jet,norm =

None, alpha=0.4)

2604

2605

2606 1b = 0

2607

2608 axl.spines[’left’].set_linewidth (1b)

2610 axl.spines[’top’].set_linewidth (1b)

[

2609 axl.spines[’right’].set_linewidth (1b)
[
["bottom’ ] .set_linewidth (1b)

2611 axl.spines

2613 axl.set_yticklabels([])
2614 axl.set_xticklabels ([])



2617

2618

2619

2620
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2622

2623

2624
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2626

2627

2628

2629

2630

2631

2632

2633

2634

2635

2636

2637

2638

2639

2640

2641

2642

2643

2644

2645

2646

2647

2648

2649

2650

2651

2652

2653

2654

2655
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def

axl.xaxis.set_ticks_position (’both’)
axl.yaxis.set_ticks_position (’both’)

axl.tick_params (axis=’both’, which='"major’,labelsize=fz,direction =
"in",length = 0, width = 30)

#clim = np.linspace (min (It),max (It),5)

clim = np.linspace (0, max (It),5)

clb = plt.colorbar(ticks=clim, location="bottom")
clb.ax.tick_params (labelsize=fz)
(

clb.ax.tick_params (labelsize=fz)

clb.set_label ("Local current",rotation = 0, fontsize=fz,labelpad =
5)
plt.clim(vmin = 0, vmax = max(It))

plt.suptitle(r’$E = 0.0, U = 0.0,V_{g} = 0.02 ,V_{g} = 0$’,fontsize
= fz,x=0.5,y=0.95)

#clb.ax.tick_params (labelsize=fz)

#plt.show ()

current_D (N, h,Gn,b=0) :

#fig = plt.subplots()

#fig = mlab.figure(size=(1024, 1024),bgcolor = (1,1,1), fgcolor =
(0.5, 0.5, 0.5))

figz = (70,10)

figl, axl = plt.subplots(figsize=figz)

a = len(h)

n = 2%N

L = int (a/n)
pos = []
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2656 X = []
2657 Y = []
2658 Zz = []

2659 if b==1:

2660 b = 3/4

2661 for 1 in range (L) :

2662 #print (1)

2663 bi = 1+b

2664 bp = 4-b

2665 posy =1

2666 for i in range(c,c+n):

2667 #print (1)

2668 if i%2 != 0:

2669 X = bi+(9/2)*1

2670 #print (x)

2671 y = posy

272 #

2673 # h[i-1][1-1]

274 # if h[i-1][i-1].real != O:
2675 # #print (1)

276 # #plt.scatter(x,y,color = "red",s = 50,alpha=0.6)
277 # mlab.points3d(x,y,0)
2678 # ellse:

2679 # #plt.scatter(x,y,color = "gray",s = 50,alpha=0.6)
2680 # mlab.points3d(x,y,0)
2681 #

2682 pos.append ([x,v])

2683 X.append (x)

2684 Y .append (y)

2685 Z .append (0)

2686 if bi ==

2687 bi = 7/4

2688 else:

2689 bi =1

2690 else:

2691 = bp+(9/2)*1

2692 = posy

2693 #
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N

h[i-1][i-1]
if h[(i-1][i-1].real != O:
#plt.scatter(x,y,color = "red",s = 50,alpha=0.6)
mlab.points3d(x,y,0)
#print (1)
else:
#plt.scatter (x,y,color = "gray",s =50,alpha=0.6)

mlab.points3d(x,y,0)

pos.append ([x,Vv])
X.append (x)
Y.append (y)
Z .append (0)
if bp ==
bp = 13/4
else:
bp = 4
posy = posy + (3/4)*(np.sqgrt (2))
€ = € v m
#mlab.points3d(X,Y, Z, scale_factor=0.55,color=(0.5,0.5,0.5))
for k in range(l,a+l):
for j in range(l,a+l):
if hlk-1]1[j-1]1 !'= O:
tprint (k, 3)
if hl(k-1]1[j-1] !'= 0 and h[k-1][]j-1] != 1:
axl.plot ([pos[k-1][0],pos[3-11[0]11], [pos[k-1][1],
pos[j-11[1]],"k—=",color="gray",alpha = 0.6)
#mlab.plot3d([pos[k-1]1[0],pos[J-11[0]11], [poslk
-11[1],pos[Jj-111111,10,0],1line_width=3, tube_radius=0.1)
else:
axl.plot ([pos[k-1][0],pos[]j-1][0]], [pos[k-1][1],
pos[j-1]1[1]],color = "black",alpha = 0.6)
#mlab.plot3d([pos[k-1][0],pos[j-1]1[0]1, [pos(k
-11[1],pos[J-1111]1]1,[0,0],1line_width=3,tube_radius=0.1)

X = np.array (X)
Y = np.array(Y)
Xd = sorted(set (X))
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2728 Yd = sorted(set (Y))

2729 Xad, Yad = np.meshgrid(Xd, Yd)

2730 Zad = np.zeros ((Xad.shape[0],Xad.shape[l]))

2731

2732 d0 = np.diag(Gn)

2733

2734 D = (np.abs(d0)**x2) .real

2735 #

2736 # c,d = 0,0

2737 #

2738 # for k in range(len (X)) :

2739 # x = X[k]

2740 # y = Y[k]

741 # z = D[k]

2742 # Zad[d] [c] = z

2743 # if k < len(X) -1 and x !'= X[k+1]:

2744 # c=c+ 1

2745 # d = -1

2746 # d=d+ 1

w47 #

2748 plt.scatter(X,Y, marker='0o’,s=400,c=D, cmap=plt.cm.jet,norm =None,
alpha=0.4)

2749 # plt.scatter (Xad, Yad)

2750 #

2751
2752
2753
2754
2755
2756
2757
2758
2759 for k in range(l,a+1l):
2760
2761

2762

T T T T T I S
=
ot
Il

(]
[]
(]
[]

2763
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2777
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2779
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2781

2782
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2784
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2787

2788

2789
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2791
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U = []
v =[]
W =[]
#entrando

x1l,yl = pos[k-1]1[0],pos[k-1][1]
for j in range(l,a+l):
if h[k-1][3-1] != O:
I = ((h[k=11[3-1])*(Gn[k=1][J-11)) .1imag

x2,y2 = pos[J-11[0],pos[j-1]11[1]
iv = np.array ([[(x2-x1)], [(y2-y1)11)

norm = np.linalg.norm(iv)

iv = (1/norm) *x (iv)

norl = np.sqrt (x1x*2+ylxx2)
nor2 = np.sqrt (x2x*x2+y2+x*2)

cang = (x1*x2 + ylxy2)/(norl+nor2)

ang = np.arccos (cang)
xv = 1iv[0]

yv = iv[1l]

Xi = Ixnp.cos (ang)

Yi = Ixnp.sin (ang)

fac = l#np.sqgrt (Xi++«2+Yixx2)

Il.append(I)

Xv.append (x1)

Yv.append(yl)
(0)

= Xi/fac#xv[0]

Yi/fac#yv([0]

u
v
U.append (u)
\%
W

Zv .append

.append (v)

H H FH H FH H = FH H FH H FH H FH H FH H FHF H FH H H H H H H H H FH K FH K FHF H FH H FH H FH H H H H

.append (0)
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#entrando
for j in range(l,a+l):
if h[j-1][k-1] !'= O:

Il.append(I)
)

)

q
Xv.append (x1
Yv.append (yl

(0)
Xi/fac#xv[0]
Yi/fac#yv([0]

.append (u)

Zv .append

.append (v)

= < G < ¢

.append (0)

HH o H H = FH H FH H FHF H FH H FH K FH H FH H H H FH H FH H H H H o H H H FH K FH H FHF H FH H H

.array (U) ,np.array (V) ,np.array (W) ,np.array (I1)

[

I = ((h[3j=-11[k=1])*(Gn[J-1][k-1])) .imag
x2,y2 = pos[j-1]1[0],pos[j-1][1]

iv = np.array([[-(x2-x1)]1, [-(y2-y1)]1])

norm = np.linalg.norm(iv)

iv = (1/norm) x (iv)

norl = np.sqgrt (xlxx2+yl*x*2)

nor2 = np.sqrt (x2*x*x2+y2x*2)

cang = (x1xx2 + yl*y2)/ (norl*nor2)

ang = np.arccos (cang)

xv = 1v[0]
yv = 1iv[1l]
Xi = Ixnp.cos (ang)
Yi = Ixnp.sin (ang)

fac = l#np.sqgrt (Xi**2+Yi**2)

Xv,Yv,%Zv,U,V,W,I1l = np.array (Xv),np.array (Yv),np.array (Zv) ,np
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# Xt .append (x1)

# Yt .append (y1l)

#

# fact = np.sqgrt (np.sum(Il**2))

#

# ut = np.sum(U) /fact

# vt = np.sum(V)/fact

#

#

# norM = np.sqgrt (Ut*x*x2+vt**2)

#

#

# Ut . append (ut /norM)

# Vt .append (vt /norM)

# It.append (np.sqrt (Ut**«2+vt**2))

#

#

#

#

#

# import matplotlib.colors as mcolors

# import matplotlib.colorbar as mcolorbar

#

# nz = mcolors.Normalize ()

# nz.autoscale (It)

#

# fz = 48

#

#

#

#

# #width=0.003, scale=750#,width=0.003, scale=600

# Q = axl.quiver (Xt, Yt,np.array(Ut), np.array (Vt),color=cm. jet (nz (
It)),width=0.002, scale=70)

# #Q = axl.quiver (Xc, Yc,np.array(Uc), np.array (Vc),color=cm. jet (nz
(Ic)),width=0.003,scale=400)# units=’'x’, pivot='mid’, width=0.3,
length=5, scale=7) #,width=0.022) #,width=0.022) #, scale = 0.015)

# #gk = axl.quiverkey(Q, 0.9, 0.9, 1, r’$l \frac{m}{s}$’, labelpos

="E’,coordinates=’' figure’)
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H H FH H FH H H H FH H H H H FH H G H H H= = H

HH= = H H= = FH FH

HH T

axl.set_x1im (0, 80)
axl.set_ylim(0,11)

plt.scatter (Xt,Yt, marker=’0’,s=400,c=It, cmap=plt.cm.jet,norm

None, alpha=0.4)

"left’].set_linewidth (1b)
"right’].set_linewidth (1b)

axl.spines|

axl.spines|
axl.spines[’top’].set_linewidth (1b)
axl.spines[’bottom’].set_linewidth (1b)
axl.set_yticklabels([])
axl.set_xticklabels([])

axl.xaxis.set_ticks_position (’both’)

axl.yaxis.set_ticks_position (’both’)

axl.tick_params (axis="both’, which='"major’,labelsize=fz,directi
= "in",length = 0, width = 30)

#clim = np.linspace (min (It),max (It),5)

clim = np.linspace (0, max (It),5)

clb = plt.colorbar(ticks=clim, location="bottom")

clb.ax.tick_params (labelsize=fz)

clb.ax.tick_params (labelsize=fz)

clb.set_label ("Local current",rotation = 0, fontsize=fz,labelpad
5)

plt.clim(vmin = 0, vmax = max(It))

plt.suptitle(r’SE = 0.0, U = 0.0,V_{g}
fontsize = fz,x=0.5,y=0.95)

0.02 ,vV_{g} = 0%’,

on

#fclb.ax.tick_params (labelsize=fz)
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#plt.show ()

def densityA_mult (N,H,D) :

[]

[]

h in H:

a = len(h)

ind = H.index (h)

n = 2+« (N[ind])

L = int (a/n)

pos = []

c =1

for 1 in range (L) :

#print (1)
bi =1
bp = 4
posy = 1
for i in range(c,c+n):
if i%2 !'= 0:
X = bi+4x1
Yy = posy
h[i-1][1i-1]
#if h[i-1][i-1].real != 0:
# print (1)
# plt.scatter(x,y,color = "red",s
#else:

#plt.scatter (x,y,color
pos.append ([x,y])
X.append (x)
Y.append (y)
if bi ==

bi = 2

"gray" ,

50, alpha=0.6)

50, alpha=0.6)
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2964 else:

2965 bi =1

2966 ellse:

2967 X = bpt+4x1l

2968 Yy = posy

2969 h{i-1][1i-1]

2970 #if h[i-1][i-1].real != O:

2971 #plt.scatter(x,y,color = "red",s = 50,alpha=0.6)

2972 # print (i)

2973 felse:

2974 #plt.scatter(x,y,color = "gray",s =50,alpha=0.6)

2975 pos.append ([x,y])

2976 X.append (x)

2977 Y.append (y)

2978 if bp ==

2979 bp = 3

2980 else:

2981 bp = 4

2982 posy = posy + 1

2983 cC =C +n

2984 fig, axs = plt.subplots()

2985 plt.scatter(X,Y,s =300,c=D, cmap=plt.cm.jet,norm =None, alpha
=0.4) #plt.cm. jet

2986 plt.colorbar ()

2987 plt.scatter(X,Y,color = "black",s = 10,alpha = 0.8)

2988 for k in range(l,a+l):

2989 for j in range(l,a+l):

2990 if h[k-1][3j-1] != O:

2991 #print (k, J)

2992 plt.plot ([pos[k-1]1[0],pos[j-1]1[0]11, [pos[k-1]1[1],pos

[J=1]1[1]1],color = "black",alpha = 0.4)
2993
2994
2995
209 def densityZ(N,h,D):
2997
2998

2999

3000 a = len(h)

3001 n2 = 2xN

3002 L = int (a/n2)
3003 pos = []

3004
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3029

3030

3031

3032

3033

3034

3035

3036

3037

3038

3039

3040

3041

3042

3043

3044

3045

3046

Capitulo A. Script

214

N < X Q
Il Il
—_— - —

for 1 in ran
fprint (1
b =1
posy = 1

ge (L) :
)

for i in range(c,c+n2):

if i

else

posy

c =c +

$2 ==

fprint (i)

X = b+2%1

Y = posy

pos.append([x,v])

X.append (x)

Y.append (y)

#7 .append (sum (np.abs (psi[i-1].real)))
#7Z.append (hl1[i-1][1i-1] .real)

#1f density == "psi":

fprint (i)

X = b+2%*1

Y = posy

pos.append ([x,vy])

X.append (x)

Y.append (y)

#7 .append (sum (np.abs (psi[i-1].real)))
#7Z.append (hl1[i-1][1i-1] .real)

if b ==

b =20
else:

b=1
= posy + 1
n2

#normalize =mt.colors.Normalize (vmin=0, vmax=1l, clip=False)

#nor = sum(Z

#7 = Z/nor

)

fig, axs = plt.subplots()

plt.scatter (
plt.cm. jet

X,Y,s =300,c=D, cmap=plt.cm.jet,norm =None,alpha=0.4)#

plt.colorbar ()
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plt.scatter (X,Y,color = "black",s 10, alpha
for k in range(l,a+l):
for j in range(l,a+l):
if h[k-1][J-1] != O:
#print (k-1, j-1)
plt.plot ([pos[k-1]1[0],pos[J-11[01], [pos[k-1]1[1],posI[]
-11[1]1],color = "black",alpha = 0.4)
plt.show()
def density (N,L,en,defect,density = "stats"):
(vO,h,vl) = fitaz(0,N,1,0,0)
er = 0.01
eta = 0.01
e = ent+ljxeta
gl,gr = G1l(h,v0,vl,e,er)
h = HL(L,N,h,v0,vl)#Gn.H(L,N,hl,v0,vl)
#if defect == "Y" or "y" or "s" or "S":
#h = remov (h,v0,defect)
din = len(h([0])
El = np.identity(din, complex)
El = np.dot (e,E1l)
#a = Lxlen (hl)
n = len(gl)
m = len (h)
zgl = np.zeros((m-n,m-n),complex)
zl = np.zeros((n,m-n),complex)
sigl = np.dot (np.dot (v0,gl),vl)
siglL = np.block([[sigl,zl], [np.transpose(zl),zqgll])
sigr = np.dot (np.dot (vl,gr),v0)
Vrc = np.block([[zl,v1l], [zgl,np.transpose(zl)]])
Vlc = np.block ([[np.transpose(zl),zgll, [v0,z1]])
Vc = Vrc + Vic
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3089

3090 sigR = np.block ([[zgl,np.transpose(zl)],[zl,sigr]])

3091 hl = h

3092 G2 = np.linalg.inv(El-hl-sigR-sigL)

3093 E, psi = np.linalg.eigh (h+Vc)

3094 #fprint (E)

3095 #print (psi)

3096 hl = np.diag(E)

3097 n2 = 2xN

3098 #L = int (din/n2)

3099 pos = []

3100 c =1

3101 X =[]

3102 Y = []

3103 Z = []

3104 if density == "prob":

3105 print (E)

3106 ener = input ("PosiAJA&o da energia: ")

3107 print (E[int (ener)-117)

3108 for 1 in range (L) :

3109 #print (1)

3110 b=1

3111 posy =1

3112 for i in range(c,c+n2):

3113 if i%2 ==

3114 #print (i)

3115 x = bt+2x1

3116 y = posy

3117 pos.append ([x,Vv])

3118 X.append (x)

3119 Y.append (y)

3120 if density == "prob":

3121 Z.append((psif[int (ener)—-1][i-1]*np.conj(psi[int (ener
)=11[1-1])) .real)

3122 if density == "stats":

3123 Z.append ((-1/ (np.pi))*G2[i-1][1i-1].1imag)

3124 #Z .append (sum (np.abs (psi[i-1].real)))

3125 #Z.append (h1[i-1][1i-1].real)

3126 #if density == "psi":

3127

3128 elser:

3129 #print (i)

3130 X = b+2+*1
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def

Yy = posy

pos.append ([x,Vv])
X.append (x)
Y.append (y)

if density == "prob":

Z.append ((psil[int (ener)-1][i-1]l*np.conj(psi[int (ener
)—-11[1i-1])) .real)
if density == "stats":
Z.append ((-1/ (np.pi))*G2[i-1][1i-1].1imag)
#7Z .append (sum (np.abs (psi[i-1].real)))
#Z.append (h1[i-1][1i-1] .real)

if b == 1:
b =20
else:
b=1
posy = posy + 1
c =c + n2

#normalize =mt.colors.Normalize (vmin=0, vmax=1, clip=False)
#nor = sum(Z)
#7Z = Z/nor
fig, axs = plt.subplots()
plt.scatter(X,Y,s =300,c=%Z, cmap=plt.cm.jet,norm =None,alpha=0.4)#
plt.cm. jet
plt.colorbar ()
plt.scatter(X,Y,color = "black",s = 10,alpha = 0.8)
if density == "prob":
plt.suptitle ("energy = %$.6f"$(E[int (ener)-171))
for k in range(l,din+1):
for j in range(l,din+1):
if h[k-11[j-1] != O:
#print (k-1, 3-1)
plt.plot ([pos[k-1][0],pos[]j-1][0]], [pos[k-1][1],pos[]
—=1][1]],color = "black",alpha = 0.2)
plt.show ()

#return E,psi

density2 (N,L,en,defect,density = "stats"):
(vO,h,vl) = fitaZ(0O,N,1,0,0)

er = 0.01

eta = 0.01

e = en+lj*eta

gl,gr = Gl (h,v0,vl,e,er)
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h = HL(L,N,h,v0,vl)#Gn.H(L,N,hl,v0,vl)
#if defect == "Y" or "y" or "s" or "S":
h = remov (h,v0,defect)

din = len(h[0])

El np.identity (din, complex)

El = np.dot (e,EL)

#a = Lxlen (hl)
n = len(gl)

m = len (h)
zgl = np.zeros((m—n,m—n),complex)
zl = np.zeros((n,m—-n), complex)

sigl = np.dot (np.dot (v0,gl),vl)

siglL = np.block([[sigl,zl], [np.transpose(zl),zgll])

sigr = np.dot (np.dot (vl,gr),v0)
sigR = np.block ([[zgl,np.transpose(zl)],[zl,sigr]])
hl = h

G2 = np.linalg.inv(El-hl-sigR-sigL)
E, psi = np.linalg.eigh(hl)

#print (E)

#print (psi)

hl = np.diag(E)

n2 = 2xN

#L = int (din/n2)

pos = []
c =1
X =[]
Y = []
Z =[]
if density == "prob":
print (E)
ener = input ("PosiAJA&o da energia: ")

print (E[int (ener)-1])

for 1 in range (L) :

#print (1)
b=1
posy = 1

for i in range(c,c+n2):

if i%2 ==
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fprint (i)
b+2x1

X
Y = posy
pos.append ([x,vy])
X.append (x)
Y.append (y)
if density == "prob":
Z .append ( (psi[int (ener)-1][i-1]*np.conj(psi[int (ener
)=11[1i-1]1)) .real)
if density == "stats":
Z.append ((-1/ (np.pi))*G2[i-1][i-1].1imaqg)
#7 .append (sum (np.abs (psi[i-1].real)))
#7Z.append (hl1[i-1][i-1] .real)
#1f density == "psi":

else:
#print (i)
x = bt+2x1
Y = posy
pos.append ([x,v])
X.append (x)
Y.append (y)
if density == "prob":
Z.append ((psi[int (ener)-1][i-1]*np.conj(psil[int (ener
)=11[1i-1]1)) .real)
if density == "stats":
Z.append ((-1/ (np.pi))*G2[i-1][i-1].1imaqg)
#7Z.append (sum (np.abs (psi[i-1].real)))
#7Z.append (hl1[i-1][i-1].real)

if b ==
b =20
else:
b=1
posy = posy + 1
c =c + n2

#normalize =mt.colors.Normalize (vmin=0, vmax=1, clip=False)

#nor = sum(Z)

#Z = Z/nor

fig = plt.figure()

ax = plt.axes (projection=’'3d’)

ax.scatter3D (X, Y, Z, cmap=’'Greens’)

#plt.scatter(X,Y,s =300,c=Z, cmap=plt.cm.jet,norm =None,alpha=0.4)#
plt.cm. jet



Capitulo A. Script

220

3254 #plt.colorbar ()

3255 plt.scatter(X,Y,color = "black",s = 10,alpha = 0.8)

3256 for k in range(l,din+1):

3257 for j in range(l,din+1):

3258 if h[k-1][j-1] != O:

3259 #print (k, J)

3260 plt.plot ([pos[k-1]1[0],pos[]j-11[011, [pos[k-1][1],pos(]
-1]1[1]]1,color = "black",alpha = 0.2)

3261 plt.show()

3262

3263

264 def densityE (pos,density = "stats"):

3265 N=6

3266 L=20

3267 (vO,h,vl) = fitaz(0,N,1,0,0)

3268

3269 arg = open(’sig.out’,’'r’)

3270

3271 aur = []

3272 aui = []

3273 enl = []

3274 for line in arqg:

3275 line = line.strip()

3276 a,b,c = line.split ()

3277 enl.append(float (a))

3278 aur.append (float (b))

3279 aui.append(float (c))

3280 arg.close ()

3281

3282 en = enl[pos]

3283 si = aur[pos] + ljxaui[pos]

3284

3285 er = 0.01

3286 eta = 0.001/2

3287 e = ent+ljxeta

3288 gl,gr = G1l(h,v0,vl,e,er)

3289 h = HL(L,N,h,v0,v1l)#Gn.H(L,N,hl,v0,vl)

3290 #if defect == "Y" or "y" or "s" or "S":

3291 h = remov(h,v0,1)

3292 din = len(h[0])

3293 El = np.identity (din, complex)

3294 El = np.dot (e,E1)

3295
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SigE = np.identity(din, complex)

SigE[139][138] = si
SigE[139][140] = si
SigE[139][150] = si

SigE[138][139] = si
SigE[140][139] = si

SigE[150] [139] = si

#a = Lxlen (hl)

n = len(gl)

m = len (h)

zgl = np.zeros((m-n,m-n),complex)
zl = np.zeros((n,m-n),complex)

sigl = np.dot (np.dot (v0,gl),vl)

siglL = np.block([[sigl,zl], [np.transpose(zl),zqgll]l)

sigr = np.dot (np.dot (vl,gr),v0)

Vrc = np.block([[zl,v1l], [zgl,np.transpose(zl)]])

Vlic

np.block ([ [np.transpose(zl),zqgll, [v0,z1]])

Vc = Vrc + Vlc

sigR = np.block ([[zgl,np.transpose(zl)],[zl,sigr]l])
hl = h

G2 = np.linalg.inv(El-hl-sigR-sigL-SigE)

E, psi = np.linalg.eigh (h+Vc)

#print (E)

#print (psi)

hl = np.diag(E)

n2 = 2xN

#L = int (din/n2)

pos = []
c =1
X =[]
Y = []
z = [1
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3339 if density == "prob":

3340 print (E)

3341 ener = input ("PosiAJA&o da energia: ")

3342 print (E[int (ener)-1])

3343 for 1 in range (L) :

3344 #print (1)

3345 b=1

3346 posy = 1

3347 for i in range(c,c+n2):

3348 if i%2 ==

3349 #print (1)

3350 x = bt+2x1

3351 y = posy

3352 pos.append ([x,v])

3353 X.append (x)

3354 Y.append (y)

3355 if density == "prob":

3356 Z.append((psi[int (ener)-1] [i-1]*np.conj(psi[int (ener
)=11[1i-1])) .real)

3357 if density == "stats":

3358 Z.append ((-1/(np.pi))*G2[i-1][1i-1].1imag)

3359 #7Z.append (sum (np.abs (psi[i-1].real)))

3360 #7Z.append (hl[i-1][1i-1].real)

3361 #if density == "psi":

3362

3363 else:

3364 #print (i)

3365 x = bt+2x1

3366 y = posy

3367 pos.append([x,v])

3368 X.append (x)

3369 Y.append (y)

3370 if density == "prob":

3371 Z.append((psi[int (ener)-1] [i-1]*np.conj(psi[int (ener
)=11[1i-1])) .real)

3372 if density == "stats":

3373 Z.append ((-1/ (np.pi))*G2[i-1][1i-1].1imaqg)

3374 #7Z .append (sum (np.abs (psi[i-1].real)))

3375 #Z.append (h1[i-1][1i-1].real)

3376 if b ==

3377 b=20

3378 ellisier:

3379 b =1
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def

def

posy = posy + 1

c =c + n2
#normalize =mt.colors.Normalize (vmin=0, vmax=1, clip=False)
#nor = sum(Z)
#Z2 = Z/nor
fig, axs = plt.subplots()
plt.scatter(X,Y,s =300,c=%Z, cmap=plt.cm.jet,norm =None,alpha=0.4)#
plt.cm. jet
plt.colorbar ()
plt.scatter(X,Y,color = "black",s = 10,alpha = 0.8)
plt.suptitle ("Energy = $.3f"%(en))
if density == "prob":

plt.suptitle("energy = $.6f"%(E[int (ener)-11))
for k in range(l,din+1):

for j in range(l,din+l):

if h[k-1][3-1]1 != O:
#print (k-1, j-1)
plt.plot ([pos[k-1]1[0],pos[]j-11[011, [pos[k-1][1],pos[]

-1]1[1]]1,color = "black",alpha = 0.2)
plt.show()

alea(h,v):

a = len(v)
b = len (h)
#if b-a-2 > a-2:
#r = random.sample (range (a+2, b-a-2), n)

r = [30+a]l#[6,10,12]
#r = range(a,b,10)
for i in r:
if 1 < b-a:
h{i-1][i-1] = 500
print (i)

return h

remov (h,v,nu, rl) :

a = len(v)
b = len (h)
#if b-a-2 > a-2:
#r = random.sample (range (a+2, b-a-2), n)

r = [rl]l#[8xal#[35+1x3xal#[20+10xa,20+20+a]l#[6,10,12]
#print (nu)
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de

#for ind in range (nu) :
#r.append (90+4+40~* (ind) )

hO = h
for k in r:
#print (k)
for i in range (b):
if hO[k-1][i-1] !'= O:
print (k-1,1i-1)
hO[k-1]1[1i-1] = O
hO[i-1][k-1] = 0
hO[rl-1][rl1-1] = 100
#print (i)
return hO
f removA (h,v,nu) :
a = len(v)
b = len (h)
#if b-a-2 > a-2:
#r = random.sample (range (a+2,

#r = [30+49xa+13]#[30+8%3*al#[30+16x3xa]#[20+10%a,20+20xa

1#06,10,12]

b-a-2),

r = [51lxal#[51l+al#[30+49+a+2]4#,30+49xa+1]

#print (nu)

#for ind in range (nu) :
#r.append (90+4+40* (ind))

hO = h
for k in r:

print (k)

for i in range (b) :

if hO[k-1][i-1]

print (k-1,1i-1)

hO[k-1][1i-1]
hO[i-1] [k-1]

#print (i)

return hO

#def remo (h,v,nu) :

#

len (v)
# b = len(h)
#if b-a-2 > a-2:

a

0
0

0:

n)
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3463 #r = random.sample (range (a+2, b-a-2), n)
3464 # r = [30+1+x3*al#[20+10%a,20+20*xal#[6,10,12]
3465 #print (nu)

3466 #for ind in range (nu) :

3467 #r.append (90+4%40+* (ind))

3468 #h0 = np.zeros((b-1,b-1),complex)

3469 #for k in r:

3470 # print (k)

3471 # for i in range(b-1):

3472 # for 7 in range(b-1):

3473 ¥ if i !'= k-1 and j != k-1:

3474 # hO[i][J] = h[i][]]

3475 # return hO

3476
3477 @njit (nogil=True)

3178 def remov2 (h,v,nu) :

3479 a = len(v)

3480 b = len(h)

3481 #if b-a-2 > a-2:

3482 #r = random.sample (range (a+2, b-a-2), n)
3483 r = np.random.randint (a, high=b-a, size=nu,dtype=np.int8)
3484 hO = h

3485 for k in r:

3486 for i in np.arange (b):

3487 hO[k-1][1i-1] =

3488 hO[i-1][k-1] =

3489

3490 #print (i)

3491

3492 return hO

3493
3294 @njit (nogil=True)

3295 def removf (h,v,nu,L) :

3496 a = len(v)

3497 b = len (h)

3498 #if b-a-2 > a-2:

3499 #r = random.sample (range (a+2, b-a-2), n)

3500 #r = np.random.randint (a, high=b-a, size=nu,dtype=np.int8)
3501 r = np.random.randint (3,L-2,nu) #nu

3502 #print (r)

3503 hO = h

3504 for k in r:

3505 hO[k-1][k=1] = 100+0%173
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def

545 def

for i in np.arange (b) :

hO[k-1][1i-1] = 0+0%1j
hO[i-1][k-1] = 0+0%1j
#print (i)
return hO
adc (h,v,i,gam2, r) :
a = len(v)
b = len (h)
#if b-a-2 > a-2:
#r = random.sample (range (a+2, b-a-2),
#if 1 == 1:
# r = 30+49+~a+2#41#[6,10,12]
#if i == 2:
# r = 30+49xa+2 + 4xa+l
print (r)

hO = np.zeros((b+l,b+l),complex)
#h0[41][41] = O

#h0[41][40] = 1/4

#h0[40][41] 1/4

#for i in range (b+1):

# for j in range (b+1) :

# if i < r and j <r:
# hO[1i][J] = hli][J]
# if i >r and j > r:
# hO[1i][J] = hli-1][3j-1]

hO[:xr, :r] = h[:r, :r]
hO[r+1l:, r+l:] = h[r:, r:]

hO[:r, r+l:] h{:r, r:]
hO[r+1l:, :r] = hl[r:, :r]

hO[r] [r-1]
hO[r-1][r]

gam2

gam?2

return hO

adcl (h,v,n,gam2, r) :

o))
Il

len (v)
b = len (h)
#if b-a-2 > a-2:

n)
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HH= FH H= = H

#r = random.sample (range (a+2, b-a-2), n)
if n ==
r = 8%*a
if n == 2
r = 9xa+l

#414#[6,10,12]
#print (r)
hO = np.zeros((b+l,b+1l),dtype=np.complex_)
#h0[41][41] = O
#h0[41][40] = 1/4
#h0[40]1[41] 1/4

#for i in range (b+1):

# for j in range (b+1) :

# if i < r and j <r:
# hO[1i][J] = hli][J]
¥ if i >r and j > r:
# hO[1i][J] = hli-1][3-1]

hO[:r, :r] = h[:r, :r]
hO[r+1l:, r+l:] = hl[r:, r:]

hO[:xr, r+l:] = h[:r, r:]
hO[r+1l:, :r] = hl[r:, :r]
hO[r] [r-1] = gam2
hO[r-1][r] = gam2

e
o o
5 B
| —_
_
— B
— |
K =
([
e
~ ~
[CNE)
o o

return hO

3583 def dalea (h,v,d) :
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def

H= S H S H S H S = HE

K o O W

fo

r

len (v)

len (h)

int ((bxd))

[]

X in range (t):

va = random.randint (a, b-a)

r.append (va)

i in r:

if 1 < b-a:
h[i][i] = 0.5

#print (i)

return h

a

ho

dremov (h, v, d) :

len (v)

len (h)

int ((bxd))

[]

X in range (t):

va = random.randint (a, b-a)
r.append (va)

h

for k in r:

for i in range (b) :
hO[k-1][i-1]
hO[i-1][k-1]

([
o o

return hO

@njit (nogil=True)

def cond_def () :

N = 4

gamma = 3
#L = 10

eta = 0.001
ldos = []
@2 = [

#gera corretamente condutancia x energya
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3625 er = 0.001
3626
3627
3628
3629
3630 #12 = [5]#= range(10,1000,40)
3631 energy = np.arange(-3,3,0.01)
3632
3633
#11 = []

#med = []
#for 1 in 12:

(vO,hl,vl) = fitaA(0,N, gamma, 0,0)

3634
3635
3636
3637
3638
3639 #print (1)
3640 #L = 1
3641
#ldosl =
#ldosl =

[]
[]
#1dos2 = []
[]
[]

3642
3643
3644
#1dos3 =
#ldosn =
#ldosadc
L = 20

d =20

cond = []

3645

3646

3647 []
3648
3649
3650
3651 for en in energy:
3652 print (en)
3653 e = entljxeta
3654 gl,gr = G1(hl,v0,vl,e,er)
3655 #for ka in range (1) :

b = len(hl1[0])

E1l np.identity (b, dtype=np.complex_)

El = np.dot (e,E1)

3656

3657

3658

3659

hl = HL(L,N,hl,v0,vl)
#print (len (hl))

hl = dremov (hl,v0,d)
#print (len (hl))

hef = Reduce(N,L,E1,hl)#Hd(2,N,E1)
#print (len (hef))

3660

3661

3662

3663

3664

3665

3666

H H FH H FH H = FH H FH H FH H FH H FH H FHF H FH H H H H H H H H FH K FH K FHF H FH H FH H FH H H H H

3667 al = len (hl)



3668

3669

3670

3671

3672

3673

3674

3675

3676

3677

3678

3679

3680

3681

3682

3683

3684

3685

3686

3687

3688

3689

3690

3691

3692

3693

3694

3695

3696

3697

3698

3699

3700

3701

3702

3703

3704

3705

3706

3707

3708

3709

3710
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H H FH H FH H = FH H FH H FH H FH H FH H FHF H FH H H H H H H H H FH K FH K FHF H FH H FH H FH H H H H

n = len(gl)

m = len (hef)

#z2 = np.zeros((n,n),complex)

#zgl = np.zeros((m-n,m-n),complex)

#z1 = np.zeros((n,m-n),complex)

ze = np.zeros((al,al),dtype=np.complex_)
z1l = np.zeros((al,m),dtype=np.complex_)

zm = np.zeros ((m

(

z2 = np.zeros((al,al),dtype=np.complex_)
(m, m) ,dtype=np.complex_)
(

znm = np.zeros((al,m—n),dtype=np.complex_)

sigl = np.dot (np.dot (v0,gl),vl)
sigr = np.dot (np.dot (vl,gr),v0)

#sigR = np.block ([[ze,ze], [ze,sigr]])

#siglL = np.block ([[sigl, ze]l, [ze,ze]l])
Sig = np.block([[sigl,zel, [ze,sigr]])

h = hef+Sig #np.block ([[E1l-hl,-v1],[-v0,E1-h1]])

G = np.linalg.inv(np.block ([[El,ze], [ze,E1]])-h)

Gl3 = np.zeros((al,al),complex)
for i2 in range(al):
for j2 in range(al) :
G1l3[1i2][J2] = G[i2][al+3j2]

Gamr = np.dot (13, (

Gaml np.dot (17, (sigl - np.transpose (np.conj(sigl))))
GamR = np.block ([[

GamL np.block ([ [Gaml, ze], [ze,ze]])

gl = np.dot (Gaml,G13)

sigr - np.transpose (np.conj(sigr))))

ze,zel, [ze,Gamr]])

g2 = np.dot (Gamr,np.transpose (np.conj(G1l3)))
g = np.dot (gl,g2)

cond.append (np.trace(g) .real)
e2.append (en)
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3711 # #plt.plot (e2, cond)
3712 # return e2, cond

3713 #

3714 #

3715 #

3716 ¥

3717

3718

3719 @njit (nogil=True)

3720 def cond(var): #gera corretamente condutancia x energia, fita com

desordem
3721
3722
3723 en = var[0]
3724 L = int(var[1l])
3725 d = var[2]
3726 #u0 = var[3]
3727
3728 N = 8
3729 gamma = 3
3730 #L = 10
3731
3732
3733
3734 eta = 0.0001
3735 #ldos = []
3736 e2 = []
3737 er = 0.0001
3738
3739
3740
3741
3742 #12 = [5]#= range (10,1000, 40)
3743 #energy = np.arange(-3,3,0.03)
3744
3745
3746 #11 = []
3747 #med = []
3748 #for 1 in 12:

3749 (vO,hl,vl) = fitaA (0,N,gamma,0,0)

3750
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3751
3752
3753
3754
3755
3756
3757
3758
3759
3760
3761
3762
3763
3764
3765
3766
3767
3768
3769
3770
3771
3772
3773
3774
3775
3776
3777
3778
3779
3780
3781
3782
3783
3784
3785
3786
3787
3788
3789
3790

3791 #

#print (1)
#L = 1

#ldosl = []
#ldosl = []
#ldos2 = []
#1dos3 = []
#1ldosn = []
#ldosadc = []

#L = 20

#d = 0.02

nu_at = 2*Nx*L

nu = int (nu_atx*d)

#print (nu)

#conf = []

#en = energy

#print (en)

e = ent+ljxeta

gl,gr = G1(hl,v0,vl,e,er)

#for ka in range (1) :

b = len(hl[0])

El = np.eye (b, dtype=np.complex_)
El = exEl

cond = []

#for inte in np.arange (1000) :

hl = HL(L,N,hl,v0,vl)

#print (len(hl))

hl = removf (hl,v0,nu,L)#dremov (hl,v0,d)
#print (len(hl))

hef = Reduce (N,L,E1,hl)#Hd (2,N,E1)
#print (len (hef))

al = len(hl)
n = len(gl)
m = len (hef)

#z2 = np.zeros((n,n),complex)
#zgl = np.zeros ((m-n,m-n),complex)
#z1 = np.zeros ((n,m-n),complex)




3792

3793

3794

3795

3796

3797

3798

3799

3800

3801

3802

3803

3804

3805

3806

3807

3808

3809

3810

3811

3812

3813

3814

3815

3816

3817

3818

3819

3820

3821

3822

3823

3824

3825

3829

3830

3831

3832
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o N

ze = np.zeros((al,al),dtype=np.complex_)

z1l = np.zeros((al,m),dtype=np.complex_)

z2 = np.zeros((al,al),dtype=np.complex_)
zm = np.zeros((m,m),dtype=np.complex_)

znm = np.zeros((al,m—n),dtype=np.complex_)

sigl = np.dot (np.dot (v0,gl),vl)
sigr = np.dot (np.dot (vl,gr),v0)
#sigR = np.block([[ze, zel, [ze,sigr]])

#siglL = np.block([[sigl, zel, [ze,ze]])

#Sig = np.block ([[sigl, ze], [ze,sigr]])

A = len(sigl)

Sig = np.zeros ((2*n,2xn),dtype=np.complex_)
Sig[:A, :A] = sigl

#Sig[:A,A:] = vri

#Sig[A:, :A] = vli

Sig[A:,A:] = sigr

h = hef+Sig #np.block([[El-hl,-v1], [-v0,E1-h1]])
E2 np.eye (m, dtype=np.complex_)

E2 exE2

#G = np.linalg.inv (np.block ([[El, ze], [ze,E1]])—h)
G = np.linalg.inv (E2-h)

Gl3 = np.zeros((al,al),dtype=np.complex_)
for i2 in np.arange(al):
for j2 in np.arange(al):
G1l3[i2][j2] = G[i2][al+j2]

#Gamr = np.dot (1j, (sigr - np.transpose (np.conj(sigr))))

Gamr = 1ljx(sigr - np.transpose (np.conij(sigr)))

Gaml = 1jx(sigl - np.transpose (np.conj(sigl)))

(
(
(
(

#Gaml = np.dot (1j, (sigl - np.transpose (np.conj(sigl))))

#GamR = np.block ([[ze, ze], [ze,Gamr]])
#GamL

np.block ([ [Gaml, ze], [ze, ze]])
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3833 gl = np.dot (Gaml, G13)

3834 g2 = np.dot (Gamr, np.transpose (np.conj(G1l3)))
3835 g = np.dot (gl,g2)

3836

3837 con=np.trace (g) .real

3838 cond.append (con)

3839 #conf.append (np.average (cond) )

3840 #print (np.average (cond))

3841 e2.append (en)

3842

3843 #argl = open("decimal_cond N_%d_d%.2f.data"%$(N,d),"w")
3844 #for i in range(len(e2)) :

3845 # argl.write ("%$.40f %.40f \n" % (e2[i],conf[i]))
3846 #argl.close ()

3847 #print (nu)

3848 #plt.plot (e2, conf)

3849 #plt.plot (e2, cond)

3850 return en, con

3851

3852

3853

3854

35 # #Q@njit (nogil=True)

35 # def cond2 (en): #gera corretamente condutancia x energia, fita com
desordem

3857 # N = 8

3858 gamma = 3

3859 # #L = 10

3860

3861 #

3862 #

3863 eta = 0.0001

3864 # #1dos = []

3865 # e2 = []

3866 I er = 0.0001

3867 #

3868 #

3869 ¥

3870 ¥

3871 # #12 = [5]#= range (10,1000,40)

3872 # #energy = np.arange(-3,3,0.03)



3873

3874

3875

3876

3877

3878

3879

3880

3881

3882

3883

3884

3885

3886

3887

3888

3889

3890

3891

3892

3893

3894

3895

3896

3897

3898

3899

3900

3901

3902

3903

3904

3905

3906

3907

3908

3909

3910

3911

3912

3913

3914

3915

Capitulo A. Script

235

#11 = []
#fmed = []
#for 1 in

(v0,hl,vl)

#print (1)
#L = 1

#ldosl = [
#ldosl = [
#1dos2 = [
#1ldos3 = [
#ldosn = [
#ldosadc =
L = 20

d =0.02
nu_at = 2%
nu = int (n
#print (nu)

conf = []

print (en)
e = entljx*
gl,gr = G1
#for ka in
b = len(hl
El = np.ey
El = exEl
cond = []
for inte 1
hl = H
#print

#print
hef =
#print

al = 1
le
m = le
#z2 =

n

H H FH H FH H = FH H FH H FH H FH H FH H FHF H FH H H H H H H H H FH K FH K FHF H FH H FH H FH H H H H

12:
= fitaA(0,N, gamma, 0, 0)

[]

N*xL
u_atxd)

eta
(hl,v0,vl,e,er)
range (1) :
[0])
e (b, dtype=np.complex_)

n np.arange (1000) :
L(L,N,hl,v0,vl)
(len (hl))

hl = remov2 (hl,v0,nu)#dremov (hl,v0,d)

(len(hl))

Reduce (N,L,E1,hl) #Hd(2,N,E1)

(len (hef))

en (hl)
n(gl)
n (hef)

np.zeros ((n,n), complex)
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3916 # #zgl = np.zeros((m-n,m-n),complex)

3917 # #z1 = np.zeros((n,m-n),complex)

3018 # #

919 # # ze = np.zeros((al,al),dtype=np.complex_)

3920 # #

3921 # # z1l = np.zeros((al,m),dtype=np.complex_)
392 # # z2 = np.zeros((al,al),dtype=np.complex_)
3923 # # zm = np.zeros ((m,m),dtype=np.complex_)

324 # # znm = np.zeros((al,m-n),dtype=np.complex_)
3905 # #

3926

3927

3928 sigl = np.dot (np.dot (v0,gl),vl)

3929 sigr = np.dot (np.dot (vl,gr),v0)

3930

3931 #sigR = np.block ([[ze, ze]l, [ze,sigr]])

3932
3933 #siglL = np.block([[sigl, zel, [ze,zel])
3934 #Sig = np.block([[sigl, zel], [ze,sigr]])
3935 A = len(sigl)

3936 Sig = np.zeros ((2+n,2+n),dtype=np.complex_)

3937 Sig[:A, :A] = sigl
3938 #Sig[:A,A:] = vri
3939 #Sig[A:, :A] = v1i
3940 Sig[A:,A:] = sigr

3941
3942 h = hef+Sig #np.block ([[El-hl,-v1], [-v0,E1-h1]])
E2 = np.eye (m,dtype=np.complex_)

E2 = exE2

#G = np.linalg.inv (np.block ([[El, ze], [ze,ELl]])-h)

3943
3944
3945
3946 G = np.linalg.inv (E2-h)
3947
3948
3949 Gl3 = np.zeros((al,al),dtype=np.complex_)
3950 for i2 in np.arange(al) :
3951 for j2 in np.arange(al) :
3952 G1l3[1i2][J2] = G[i2][al+32]

3953

HH H FH H FH H H FH H H H FH H FH K FH H FHF H H H FH H FH H H H H

3954 #Gamr = np.dot (1j, (sigr - np.transpose (np.conj(sigr))))



3955

3956

3957

3958

3959

3960

3961

3962

3963

3964

3965

3966

3967

3968

3969

3970

3971

3972

3973

3974

3975

3976

3977

3978

3979

3980

3981

3982

3983

3984

3985

3986

3987

3988

3989

3990

3991

3992

3993

3994

3995
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HH= FH H H H = FH FH H H H FH= FH o H H = FH FH H H H = H

def condl () :

Gamr = 1jx(sigr - np.transpose (np.conj(sigr)))

Gaml = 1j*(sigl - np.transpose(np.conj(sigl)))

#Gaml = np.dot (13, (sigl - np.transpose(np.conj(sigl))))
#GamR = np.block ([[ze, ze]l, [ze,Gamr]])

#GamL = np.block ([[Gaml,ze], [ze,ze]])

gl = np.dot (Gaml,G13)

g2 = np.dot (Gamr,np.transpose (np.conj(G1l3)))

g = np.dot (gl,g2)

cond.append (np.trace(g) .real)
conf.append (np.average (cond) )
#print (np.average (cond) )
e2.append (en)
#argl = open("decimal_cond_ N_%d_d%.2f.data"%$(N,d),"w")
#for i in range(len(e2)) :
# argl.write ("%$.40f %.40f \n"
#arqgl.close ()

%$(e2[i],conf[i]))

#print (nu)
#plt.plot (e2, conf)
#plt.plot (e2, cond)

return e2,conf, cond

N

#gera corretamente condutancia x L, fita com desordem

= 4

gamma = 1

#L

et
1d
12

er

= 10

0.0001
[]

a =
os =
= [

= 0.001
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3996 #12 = [5]#= range (10,1000, 40)
3997

3998

3999

4000 #11 = []

4001 #med = []

4002 #for 1 in 12:

4003 (vO,h1,vl) = fitaz(0,N,gamma, 0,0)
4004

4005 #print (1)

4006 #L = 1

4007

4008 #1dosl = []

4009 #ldosl = []

4010 #1ldos2 = []

4011 #1dos3 = []

4012 #1dosn = []

4013 #1dosadc = []

4014 #L = 10

4015 en = -1.1

4016 d = 0.02

4017 L = range(300,500,40)

4018 conf = []

4019

4020 for 1 in L:

4021 print (1)

4022 ex = 0

4023 e = entljxeta

4024 gl,gr = G1 (hl,v0,vl,e,er)
4025 #for ka in range (1) :

4026 b = len(hl[0])

4027 El = np.identity (b, complex)
4028 El = np.dot (e,El)

4029 cond = []

4030 for inte in range (750) :
4031 hl = HL(1,N,hl,v0,vl)
4032 #print (len (hl))

4033 hl = dremov (hl,v0,d)
4034 #print (len (hl))

4035 hef = Reduce(N,1,El,hl)#Hd(2,N,E1)
4036 #print (len (hef))

4037

4038 al = len(hl)



4039

4040

4041

4042

4043

4044

4045

4046

4047

4048

4049

4050

4051

4052

4053

4054

4055

4056

4057

4058

4059

4060

4061

4062

4063

4064

4065

4066

4067

4068

4069

4070

4071

4072

4073

4074

4075

4076

4077

4078

4079

4080
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n = len(gl)
m = len (hef)
#z2 = np.zeros((n,n),complex)
#zgl = np.zeros((m-n,m-n), complex)
#z1 = np.zeros((n,m-n), complex)
ze = np.zeros((al,al),complex)
#z1 = np.zeros((al,m),complex)
#z2 = np.zeros((al,al),complex)
#zm = np.zeros((m,m), complex)
#znm = np.zeros((al,m-n),complex)
sigl = np.dot (np.dot (v0,gl),vl)
sigr = np.dot (np.dot (vl,gr),v0)
#sigR = np.block ([[ze,ze], [ze,sigr]])
#siglL = np.block ([[sigl, ze], [ze,ze]l])
Sig = np.block([[sigl, zel, [ze,sigr]])
h = hef+Sig #np.block([[El-hl,-v1], [-v0,E1-h1]])
G = np.linalg.inv(np.block ([ [El, ze]l, [ze,E1]])-h)
Gl3 = np.zeros((al,al),complex)
for i2 in range(al):

for j2 in range(al):

G13[1i2][J2] = G[i2][al+32]

Gamr = np.dot (1j, (sigr - np.transpose (np.conj(sigr))))
Gaml = np.dot (1lj, (sigl - np.transpose (np.conj(sigl))))
GamR = np.block([[ze,ze], [ze,Gamr]])
GamL = np.block ([[Gaml, zel, [ze, ze]l])
gl = np.dot (Gaml, G13)
g2 = np.dot (Gamr,np.transpose (np.conj(G1l3)))
g = np.dot (gl,g2)
con = np.trace(g) .real
if con != 0.0:

©

ond.append (np.log(con))
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4081 arqgc = open("dist_dec_cond N_%d_d%.2f 1L_%d.dat"%$(N,d, 1)
,"am)

4082 arqc.write ("%$.40f \n" % (np.log(con)))

4083 arqgc.close ()

4084 else:

4085 ex =ex + 1

4086 conf.append (np.average (cond) )

4087 #print (np.average (cond) )

4088 12 .append (1)

4089 print (1, np.average (cond) , ex)

4090

4091 argl = open("decimal condxL_N_%d_d%.2f.data"$(N,d),"w")

4092 for i in range(len(1l2)):

4093 arqgl.write("$.40f %.40f \n" %(12[1],conf[i]))

4094 argl.close ()

4095

4096 arg2 = open("dist_dec_cond N_%d _d%.2f.data"%(N,d),"w")

4097 for 1 in range(len(cond)) :

4098 arg2.write("%$.40f \n" % (cond[i]))

4099 arg2.close ()

4100 #plt.plot (e2, conf)

4101 #plt.plot (e2, cond)

4102 return 12, conf, cond
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