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RESUMO

Neste trabalho, a dinâmica de transmissão da dengue é analisada por

intermédio de simulações numéricas do sistema de equações diferenciais ordinárias

não lineares, considerando a mobilidade humana como fator de interesse para des-

crever a persistência e difusão dessa enfermidade. O sistema de equações é composto

pela interação dos compartimentos da população de humanos e vetores para um

modelo de k espaços discretos bem definidos (patches). Em particular, o número

básico de reprodução para o caso de dois patches é obtido pela construção da Ma-

triz de Próxima Geração e sua influência na dinâmica da doença é analisada. Os

resultados atingidos mostram que o patch inicialmente livre da doença, passou a ser

afetado pela mobilidade humana.
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SUMMARY

In this work, the dynamics of dengue fever transmission is analyzed

through numerical simulations of the system of nonlinear ordinary differential equa-

tions, considering human mobility as a factor of interest to describe the persistence

and diffusion of this disease. The system of equations is composed of the interaction

of the human population compartments and vectors for a model of k well-defined

discrete spaces (patches). In particular, the basic reproduction number for the case

of two patches is obtained by constructing the Next Generation Matrix and its in-

fluence on disease dynamics is analyzed. The results attained show that the initially

disease-free patch was affected by human mobility.



1 INTRODUÇÃO

A modelagem matemática é um processo que transforma uma questão

real em linguagem matemática, ou seja, converte um problema real em um pro-

blema matemático, sendo suas soluções interpretadas numa linguagem reaĺıstica. A

modelagem é fundamental, pois abrange a multidisciplinaridade e nos aproxima da

realidade através de suas simplificações e representações (Bassanezi, 2002).

Neste sentido, as equações diferenciais são ferramentas matemáticas

importantes na descrição dos fenômenos reais. Tratam-se de modelos f́ısicos utéis

para a compreensão de situações ou problemas reais encontrados na Biologia, F́ısica,

Medicina, etc. Quanto mais próximos estamos de descrever um problema, mais com-

plexas são essas equações, gerando, assim, a dicotomia simplicidade/complexidade

versus pouco/muito poder de explicação (Boyce & DiPrima, 2006).

De acordo Bassanezi (2002), a formulação de um modelo matemático

requer conhecimentos prévios acerca do problema e seus contextos, por isso, em geral,

é considerada a fase mais dif́ıcil do processo de modelagem. Assim, é importante que

exista reciprocidade, isto é, um pouco de conhecimento mútuo, entre a Matemática e

outras áreas (como a Biologia), para que essa interação possa ampliar a compreensão

dos acontecimentos e as possibilidades de soluções dos problemas.

Para Bassanezi (2011), a modelagem matemática de situações reais

pode ser facilitada quando se faz uso de sistemas interligados, chamados de comparti-

mentos. Cada compartimento é determinado por suas propriedades f́ısicas, trocando

materiais entre si e o meio ambiente. Esse sistema de compartimentos conectados

é chamado de modelo compartimental. Hoje em dia, os modelos compartimentais

são instrumentos significativos quando aplicados na área da saúde, destacando ainda
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mais as propriedades da área de Biomatemática, adequando o uso simultâneo da

Biologia/Medicina e da Matemática (Lima, 2006).

Certamente, a saúde é uma demanda extremamente relevante para o

âmbito social, pois o ser humano, durante toda a sua vida, procura por uma boa

vitalidade. O bem-estar é um direito igual e fundamental para qualquer ser humano,

sendo, portanto, condição biológica e de circunstância social. Quando observamos

as condições de saúde numa população, abordagens como doenças, mortes e descon-

forto são fatores que afetam efetivamente a vida de uma comunidade. A compreensão

de uma doença junto com suas particularidades biológicas e sociais ajuda nas pos-

sibilidades de intervenção de uma enfermidade. Deste modo, para explicar certas

epidemias é necessário conhecer o comportamento de um v́ırus, bactéria ou fungo

que transmita a doença em questão. Esses são alguns dos objetivos da Epidemiologia

(Côrtes, 1993; Dallari, 1988).

Neste trabalho, propõe-se um modelo para descrever o processo de

transmissão da dengue usando um modelo metapopulacional com mobilidade hu-

mana. Sua composição está organizada por seções. A seção 2 aborda o objetivo

geral e propósitos particulares. Na seção 3, apresenta-se caracteŕısticas da dengue e

modelos matemáticos que abordam esse tipo de enfermidade.

Para a seção 4, propõe-se o modelo para um patch, no qual apresenta

o estudo local da estabilidade dos seus pontos de equiĺıbrio e o cálculo do número

básico de reprodução através do método de construção da matriz de próxima geração.

O modelo de um patch é ampliado para k patches na seção 5 , em que esses são

conectados pela mobilidade humana. Em seguida, nas últimas seções são discutidos

alguns dos resultados alcançados, além das conclusões sumarizadas.



2 OBJETIVOS

O objetivo geral deste trabalho é propor um modelo discreto espa-

cialmente e cont́ınuo no tempo para analisar a dinâmica de transmissão da dengue,

considerando interações entre as populações do humano e do vetor em um número

arbitrário de patches. Será investigado também, o efeito da mobilidade humana

neste problema, em que os patches estão apenas conectados através dessa mobilidade.

Os objetivos particulares são:

1. Estender o modelo proposto a prinćıpio por Bailey (1975) e Dietz (1974) para

dois patches, com a finalidade de encontrar o número básico de reprodução

geral (que dependerá das taxas de mobilidade humana).

2. Investigar o v́ınculo entre o número básico de reprodução para dois patches

(geral) e o número básico de reprodução para cada um dos patches, com o

intuito de verificar como esses números interferem na dinâmica da doença.

3. Obter os resultados numéricos para o modelo de Bailey (1975) e Dietz (1974)

ampliado para dois patches com as taxas de mobilidade humana.

4. Adicionar a fase aquática de vetores e ampliar para dois patches o modelo de

Newton & Reiter (1992). Posteriormente, efetuar simulações numéricas para

examinar a mobilidade humana neste modelo com modificações.



3 PRINCÍPIOS FUNDAMENTAIS

As relações do homem com o meio ambiente, juntamente com sua

preservação, além de uma pertinente orientação dos programas de saúde sobre o

problema e descrição de uma doença, são mudanças importantes que as estratégias

de controle exigem no momento atual.

Dentre os fatores que influenciam nos métodos de controle e na dissemi-

nação de uma doença, vale destacar a alta reprodução e sobrevivência de alguns

artrópodes, a carência de saneamento básico, os aspectos sociais e econômicos de um

espaço, a falta de conhecimento e o aumento significativo da migração humana.

Nesta seção será apresentado alguns conceitos e definições sobre a

epidemiologia, algumas peculiaridades da dengue e do vetor transmissor, a im-

portância da mobilidade humana, modelos compartimentais, a relevância dos mo-

delos metapopulacionais e a interpretação do número básico de reprodução.

3.1 Epidemiologia

De acordo com Martcheva (2015) a palavra Epidemiologia é de origem

grega, no qual o termo epi significa “sobre”, o termo demos denota “pessoas”e a

palavra logos significa “estudo”. Em suma, a Epidemiologia é o estudo que ocorre

sobre a população humana.

A Epidemiologia é um ramo da Medicina que se preocupa com es-

tratégias e medidas de controle para uma proteção coletiva. A aplicação da mesma,

considera a causa de uma doença e os fatores que a influenciam. Epidemias que

aconteceram no passado ampliam o nosso olhar sobre a doença hoje e, assim, é
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posśıvel captar um molde de seu processo, transmitindo posśıveis comportamentos

para estratégias de contenção da mesma. Dáı, o papel da modelagem matemática

entra prática, pois ela desenvolve mecanismos que ajudam a identificar estratégias

de intervenção e medidas de controle na transmissão de uma doença (Côrtes, 1993).

Em 1760, Daniel Bernoulli desenvolveu um modelo matemático for-

mado apenas pela equação de suscet́ıveis à doença e pela equação da população total

para investigar as implicações da variolação1. Seu modelo foi apontado como sendo

o primeiro em epidemiologia, mas que ficou limitado pela falta de conhecimentos

médicos (Monteiro, 2011).

Hamer (1906) postulou o conceito mais relevante da epidemiologia

matemática, conhecido como o prinćıpio de ações de massas. Esse postulado diz que

a epidemia de uma doença depende da taxa de contato entre indiv́ıduos suscet́ıveis

e indiv́ıduos infectados (Anderson & May, 1991; Massad et al., 2004).

Ross (1911) foi um dos primeiros pesquisadores a desenvolver um

modelo matemático para descrever a transmissão de uma doença infecciosa,

utilizando-o para modelar a transmissão da malária (Ross, 1915). No decorrer dos

anos, pesquisadores como Kermarck & McKendrick (1927), Mcdonald (1957), Bailey

(1975), Newton & Reiter (1992), Esteva & Vargas (1998), Yang (2006), Thomé et al.

(2010) e Sanches et al. (2011), foram motivados em seus estudos na procura por um

modelo matemático que melhor represente a dinâmica de uma doença infecciosa e a

causa frequente de epidemias.

Para trabalhar com a modelagem matemática em doenças infecciosas

é necessário conhecimentos e conceitos epidemiológicos, em que esses são utenśılios

essenciais para a construção dos modelos matemáticos e de suas caracteŕısticas. Al-

guns dos conceitos mais relevantes estão descritos abaixo:

Doenças infecciosas são doenças ocasionadas por um agente infeccioso

(conhecido também como agente patogênico), ou seja, um organismo que é capaz de

produzir uma doença infecciosa. Um agente infeccioso pode ser uma bactéria, v́ırus,

1Método para prevenir a vaŕıola utilizado antigamente.
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parasita, germe ou fungo. A transmissão de um doença infecciosa acontece de forma

horizontal ou vertical.

A transmissão horizontal representa o contágio da infecção de um in-

div́ıduo para outro, de mesma espécie ou não, ocorrendo diretamente (por meio do

contato f́ısico e relações sexuais) ou indiretamente (manuseio de objetos infectados,

água e alimentos contaminados ou por intermédio de vetores). Para que a trans-

missão vertical decorra, uma fêmea infectada deve passar o agente infeccioso para a

sua prole durante a gestação ou nascimento (Leandro, 2015; Martcheva, 2015).

Quando há um aumento repentino no número de casos de uma doença

em uma região espećıfica ou delimitada e o número dessas ocorrências é maior do

que número de incidências esperadas normalmente, considera-se o surto epidêmico

da doença. Entretanto, se existir uma presença regular de casos em uma determi-

nada área, então temos uma endemia. Já uma epidemia é o aparecimento de surtos

epidêmicos em várias regiões (Ministério da Saúde, 2005).

3.2 Dengue

Os artrópodes2 formam um grupo significativo por causar doenças in-

fecciosas em seres humanos. Os grupos mais importantes de v́ırus produzidos por

artrópodes são os que provocam a dengue, a febre amarela, e mais recentemente o

v́ırus zika e a febre chikungunya. Em Epidemiologia, as caracteŕısticas do v́ırus para

a febre amarela é semelhante ao da infecção causada pelo v́ırus da dengue (Anderson

& May, 1991).

A cada ano, as doenças infecciosas propiciam mais mortes em todo

mundo, oferecendo dessa maneira, medidas desafiadoras para programas ligados à

saúde e a prevenção dessas enfermidades. Um dos graves problemas de saúde pública

mundial, ocorrendo principalmente nas áreas urbanas de territórios com climas tropi-

cais e subtropicais, é a proliferação da doença infecciosa dengue. Com o aumento

de sua expansão geográfica para novos páıses, avalia-se que 390 milhões de novas

2Animais invertebrados que possuem o corpo articulado e ŕıgido.
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infecções ocorram mundialmente todo ano, dos quais 96 milhões se manifestam com

qualquer gravidade cĺınica (Bhatt et al., 2013; WHO, 2016).

A dengue é uma arbovirose causada por quatro sorotipos do v́ırus

(DEN-1, DEN-2, DEN-3 e DEN-4), pertencentes ao gênero Flavivirus. A dengue

pode se manifestar de acordo com sua gravidade cĺınica, sendo da forma dengue

clássica (DC) ou febre hemorrágica da dengue (FHD). A FHD é classificada em

quatro graus de seriedade, em que os graus III e IV são considerados como a śındrome

do choque da dengue (SCD), isto é, a forma mais severa da infecção. O risco de

desenvolver a forma mais grave aumenta quando acontece reinfecções por outros

sorotipos (WHO, 2009, 2016).

O Aedes aegypti é o principal vetor que transmite o v́ırus que causa a

dengue nos seres humanos, comumente por meio de picadas dos mosquitos fêmeas in-

fectados. Normalmente, a infecção por dengue surge acompanhada de sintomas como

febre alta, dores de cabeça, dores intensas nas articulações, dores atrás dos olhos,

fraqueza, desidratação, coceira e manchas vermelhas na pele. A forma mais grave de

infecção por dengue inclui sintomas como vômitos, confusão mental e sangramentos

pelo nariz, olhos e boca.

Não existe tratamento espećıfico contra a dengue, mas é posśıvel ame-

nizar seus sintomas por meio de repouso e hidratação. Na fase de recuperação, o

ser humano desenvolve imunidade permanente para o sorotipo adquirido (Ministério

da Saúde, 2002). A WHO (2016) recomenda que páıses com os ı́ndices elevados da

doença considerem a introdução e uso da primeira vacina contra dengue, a Dengvaxia,

registrada no final do ano de 2015 para a aplicação em indiv́ıduos de 9 a 45 anos.
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3.3 Vetor

A fêmea do Aedes aegypti se alimenta do sangue humano para o pro-

cesso de maturação3 dos ovos, já os machos se alimentam da seiva de plantas 4.

Os mosquitos se desenvolvem por meio de uma metamorfose, que chega a durar em

média 10 dias junto de condições ambientais favoráveis.

A fêmea do mosquito absorve o sangue humano depois da cópula5 e sai

a procura de um recipiente para utilizar como criadouro, principalmente com água

limpa e parada, desovando os ovos próximos à sua superf́ıcie. Os ovos dão origem as

larvas, que se movimentam rapidamente e passam por quatro estágios de evolução,

podendo variar de acordo com a temperatura e alimentação. Posteriormente, as

larvas transformam-se em pupas. Estas se movem por intermédio de contrações e

não se alimentam. Por fim, as pupas transformam-se na forma adulta dos mosquitos,

os alados (Ministério da Saúde, 1987).

O Aedes aegypti adulto vive em média de 30 a 35 dias. A fêmea do

mosquito pode formar até 1500 novos mosquitos durante sua vida. De acordo com

o Ministério da Saúde (2001), os ovos podem sobreviver por mais de um ano em

lugares secos (sem água), uma vez que são resistentes à dessecação. Já se observou

que, ovos estando dessecados a pelo menos 450 dias, eclodiram e evolúıram quando

colocados em contato com a água. O fato dos ovos serem resistentes e custosos de

serem vistos tornam-se grandes problemas para a erradicação dos vetores, pois os

ovos podem ser transportados para lugares distantes que não possuem vest́ıgios da

doença.

O mosquito é capaz de ficar infectado quando se alimenta do sangue

de um hospedeiro contaminado pelo v́ırus (transmissão horizontal) ou quando um

mosquito fêmea infectado transmite o v́ırus para seus ovos (transmissão vertical).

3Processo de desenvolvimento do vetor, em que o sangue humano é necessário para sua realização.
4Retirado do site Instituto Oswaldo Cruz (IOC) - Dengue, v́ırus e vetor. Dispońıvel em:

<http://www.ioc.fiocruz.br/dengue/textos/oportunista.html>. Acesso em: 03 ago. 2016.
5É o acasalamento que ocorre entre o macho e a fêmea de uma determinada espécie.
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Uma vez que o mosquito é contaminado pelo v́ırus da dengue, passa a transmiti-lo

para outras pessoas e permanece infectado até sua morte (Marquardt, 2004).

A transmissão vertical ocorre de duas formas, a transovariana ou

transovo. Na primeira, o v́ırus invade o foĺıculo embrionário infectando o embrião,

ou seja, o v́ırus fica dentro do ovo. A segunda ocorre no momento da oviposição6,

permanecendo o v́ırus na superf́ıcie do ovo e, na eclosão deste, o vetor é infectado.

Esse tipo de transmissão poderia explicar a conservação e gestão do v́ırus no grupo

de vetores, uma vez que os ovos são resistentes as adversidades ambientais (Leandro,

2015).

3.4 Trajetória e Dispersão da Dengue

Acredita-se que o Aedes aegypti tenha surgido na África, dispersando-

se através do tráfego maŕıtimo. No Brasil, provavelmente os mosquitos e seus ovos

foram transportados por meio de embarcações de escravos (navios negreiros), no

século 18 (Fiocruz, 2013).

O Aedes aegypti criou hábitos domésticos, se adaptando em grandes

meios urbanos e intensificando os riscos de transmissão da doença. A situação nas

Américas vem se agravando nos últimos anos, considerando que a dengue tornou-se

endêmica em mais de 100 páıses se comparado com o ano de 1970, em que 9 páıses

reportaram epidemias graves (Dick et al., 2012).

O Brasil se destaca por ser um dos páıses mais atingidos pela doença,

multiplicando os casos a cada ano. Em 2015, o número de casos relatados foi aproxi-

madamente três vezes maior que do ano anterior, atingindo 1, 5 milhão de novas

ocorrências (WHO, 2016).

As primeiras transmissões da doença dengue no Brasil foram relatadas

em São Paulo, em 1916. De acordo com Lenzi & Coura (2004), o estado do Rio de

Janeiro foi o primeiro a consignar o movimento simultâneo de três tipos de sorotipo

do v́ırus (DEN-1, DEN-2 e DEN-3) e matém um grande número de registros para

6Ato de depositar ovos realizado por fêmeas de animais invertebrados.
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cada epidemia marcada (Donaĺısio, 1999).

Em uma nacionalidade com grandes dimensões territoriais, como é o

caso do Brasil, a enfermidade presente possui maior chance de se tornar endêmica,

quando comparada a uma pequena localidade (pequenos povoados, por exemplo),

dado que sempre haverá novos humanos suscet́ıveis e depósitos do v́ırus. Atualmente,

as tomadas de decisão no controle da dengue mostra resistência e oposição às medidas

usuais, pelo grau de alastramento da doença em todo território.

No que se refere a propagação de doenças, as condições ambientais

e socioeconômicas têm grande influência em sua dispersão e progresso. A falta de

infra-estrutura e de saneamento básico, a ocupação desordenada nas grandes cidades,

além da grande circulação de pessoas, agrava o problema da dengue.

3.5 O Problema da Movimentação Humana

O movimento populacional é um fator extremamente importante

quando falamos da dissipação de doenças. Segundo Stolerman et al. (2015), em

uma área urbana, a propagação da dengue se dá possivelmente pela mobilidade

humana que ocorre todos os dias, desempenhando um importante papel em sua dis-

tribuição espacial. Situações inesperadas, como surtos e distribuição de uma doença,

são criadas pela interferência de intensas migrações, de viagens rápidas, da grande

urbanização de cidades e da ampla globalização (Donaĺısio, 1999).

Os viajantes têm um impacto importante em relação a epidemiologia

de infecções por dengue. Eles transportam consigo diferentes sorotipos do v́ırus em

áreas em desenvolvimento que não possuem laboratórios que possam identificar esses

sorotipos. As informações obtidas sobre a dengue em viajantes, serve de alerta para

a comunidade internacional no aparecimento de epidemias (WHO, 2009).

Identificamos a movimentação humana como sendo movimentos mi-

gratórios que ocorrem da zona urbana para a zona rural e vice-versa, entre cidades,

regiões, estados, páıses, ou mesmo dentro de uma cidade. Os seres humanos se

movem por motivos distintos, como viagens, a volta do trabalho para casa ou pela
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procura de suprimentos. Desta maneira, esses movimentos podem ser caracterizados

como migrações temporárias (quando temos o retorno) ou permanentes.

Teurlai et al. (2012) salientaram que os movimentos humanos são im-

portantes para a propagação da dengue em uma escala nacional. Ressaltaram ainda

que, a heterogeneidade da propagação observada no Camboja está relacionada ao

tráfego de pessoas nas estradas do páıs, pois esse deslocamento permite o transporte

de humanos e mosquitos que estão infectados pela dengue.

Assim como é o caso do Brasil com a dengue, os páıses subdesenvolvi-

dos são os mais proṕıcios a desenvolverem uma epidemia de alguma doença infec-

ciosa, devido a uma população numerosa, o fluxo intenso de pessoas, atividades e

influências humanas sobre o meio ambiente, além da falta de ações de órgãos públicos

na prevenção e combate dessas doenças.

3.6 Modelos Compartimentais

A abordagem clássica compartimental para a análise de propagação de

doenças infecciosas foi estudada inicialmente por Kermarck & McKendrick (1927).

O modelo epidemiológico SIR divide uma população de tamanho total (N) em

três subpopulações: os suscet́ıveis à doença (S), ou seja, ind́ıviduos capazes de se

contagiarem com a infecção; os infectados (I), isto é, sujeitos que possuem a infecção

e transmitem o v́ırus; e, a subpopulação dos recuperados (R), que são os ind́ıviduos

que se recuperaram da enfermidade.

Esteva & Vargas (1998) analisaram um modelo de equações diferenciais

ordinárias para a transmissão de dengue, em que a população humana é constante e

regida pelo sistema SIR (Suscet́ıvel-Infectado-Recuperado). A população de vetores

é assintoticamente constante e determinado pelo sistema SI (Suscet́ıvel-Infectado).

O número básico de reprodução (R0) investigado foi capaz de explicar as medidas de

controle para a população de vetores. A aplicação de inseticidas contra os mosquitos

adultos em uma região endêmica, diminui o número de infectados (tanto na po-

pulação de mosquitos quanto na de humanos) e o R0 fica inferior a um. Mas quando
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a aplicação termina, o R0 ficará acima de um novamente devido a estabilidade global

do ponto de equiĺıbrio endêmico, assim a população infectada aumenta para o estado

endêmico mais uma vez. Portanto, o caminho sugerido foi o da redução frequente

dos criadouros do vetor.

Um modelo para a população de vetores foi proposto por Esteva

& Yang (2005) a fim de investigar a técnica de introdução dos machos estéreis

(transgênicos) para o mosquito Aedes aegypti. O sistema foi dividido por compar-

timentos relacionados ao ciclo de vida do vetor, ou seja, o modelo é separado pela

fase aquática (ovos, larvas e pupas) e a fase adulta (fêmeas antes do acasalamento,

fêmeas fertilizadas e não fertilizadas, mosquitos machos e insetos estéreis). Alguns

aspectos biológicos não foram levados em conta no modelo, como a locomoção de

fêmeas férteis que depositam seus ovos fecundos, anulando talvez o efeito dos ma-

chos estéreis. Devido a capacidade de dispersão dos vetores, não se pode garantir

que machos estéreis estão sendo liberados perto dos locais de reprodução. Assim,

por limitações da técnica do inseto estéril como seu custo-benef́ıcio e esterilização

incompleta, o uso de controles alternativos (larvicidas, diminuição de criadouros e

ovos) poderia melhorar a eficácia na liberação de vetores machos transgênicos.

Um modelo SIR para a transmissão de dengue em que há um com-

partimento para a população de doentes com FHD (febre hemorrágica da dengue)

e dois dos seus sorotipos em circulação foi estudado por Nuraini et al. (2007). A

análise do sistema apresentou quatro pontos de equiĺıbrio: o livre da doença, um

endêmico para cada sorotipo e um ponto de equiĺıbrio endêmico com a coexistência

dos dois tipos de v́ırus. Além disso, foi discutido as proporções entre o número total

do compartimento de FHD com o número total para cada tipo de infecção, com o

interesse de prever fenômenos reais endêmicos e medidas para o controle da doença.

Foi desenvolvido por Zaman et al. (2012) um modelo compartimen-

tal dividido pelas populações de humanos e vetores para investigar a dinâmica de

transmissão do v́ırus da dengue, no qual existe um compartimento de hospitalizados

para os humanos. Na análise matemática do modelo foi encontrado três pontos de
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eqúılibrio (o trivial, o livre da doença e o endêmico). A teoria de estabilidade de

Lyapunov (ver Monteiro (2011)) foi empregada para mostrar a estabilidade global

do sistema proposto. Os exemplos de cenários numéricos exibidos estão de acordo

com o estudo de estabilidade dos pontos.

O modelo sugerido por Esteva & Yang (2015) consiste em um sistema

de equações diferenciais ordinárias, que descreve a influência da temperatura na

transmissão de dengue para um sorotipo, entre a população de humanos e vetores,

considerando a fase aquática do vetor (larvas e pupas). O R0 estimado para uma

faixa de temperatura obteve valores mais elevados entre 30 ◦C e 32 ◦C, assim como o

número básico de prole dos mosquitos. Os resultados numéricos exibem que os casos

de dengue são maiores para a mesma faixa de temperatura. Logo, foi sugerido a

partir da observação dos resultados obtidos que os fatores associados ao ciclo de vida

dos vetores têm uma ação maior sobre a transmissão de dengue, e ainda, garantem

a influência de condições ambientais (temperatura) na incidência da doença.

3.7 Modelos Metapopulacionais

Na literatura atual pode-se observar o crescente estudo de mode-

los matemáticos que trabalham espacialmente com áreas distintas (regiões bem

definidas), com o objetivo de descrever dinâmicas populacionais e dissipação de

doenças. A disperção de indiv́ıduos faz a ligação de um região com a outra. Levins

(1960) definiu o termo metapopulação como sendo uma população dividida em sub-

populações, em que essas ocupam áreas fragmentadas espacialmente.

A dinâmica de um modelo metapopulacional trabalha com subpopu-

lações locais e distribúıdas em fragmentos de ambientes, chamados de śıtios ou

patches (espaços discretos). Os movimentos migratórios conectam os patches uns

aos outros e, quando todos os śıtios expressam um desenvolvimento local idêntico,

dizemos que a metapopulação é homogênea, caso contrário, heterogênea (Generali,

2010).
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O trabalho de Arino & Van den Driessche (2003) descreve a propagação

de uma doença por meio da movimentação de indiv́ıduos entre n cidades (patches).

A análise matemática provou que se uma cidade está em equiĺıbrio livre da doença

e é conectada com várias cidades, então estas cidades conectadas também estão em

equiĺıbrio livre da doença. Além disso, encontrou-se uma fórmula expĺıcita para o

cálculo do número básico de reprodução (R0), em que este depende da migração dos

indiv́ıduos.

O modelo proposto por Puangsun & Patanarapeelert (2012) de epi-

demia SIR e metapopulação homogênea, possui os patches interligados através do

fluxo populacional (migrações). Devido a sua complexidade, foi analisado o modelo

simplificado para dois patches. As condições de estabilidade para o equiĺıbrio livre

da doença estão de acordo com o número básico de reprodução, que foi calculado

pelo método da matriz de próxima geração.

Um modelo matemático de n-patches foi relatado por Bowong et al.

(2013) com a intenção de estudar a mobilidade humana entre cidades para o espa-

lhamento da doença chikungunya ou mesmo a dengue. Foi feito um estudo anaĺıtico

do modelo para 2-patches, no qual o R0 obtido depende das taxas de movimentação

humana e do tamanho da população de cada local (patch). Em virtude disso, foi

salientado a complexidade de se analisar um modelo que leva em conta a migração

humana e firmado que intervenções locais no controle de vetores pode ter efeitos

benéficos para a população total. Assim, se o número básico de reprodução local

(para cada patch) decresce, o número básico de reprodução para o sistema de 2-

patches também tende a diminuir.

Como os seres humanos são os hospedeiros da dengue, neste trabalho

será considerado a mobilidade humana como um fator de extrema importância na

propagação dessa enfermidade, utilizando, para isso, os modelos metapopulacionais e

compartimentais. Não será ponderado a mobilidade dos vetores, pois estes não voam

a longas distâncias, por seus hábitos serem diurnos e por ficarem em ambientes com

alimento, abrigo e perto dos lugares para oviposição.



4 MODELO MATEMÁTICO

Muitos fenômenos f́ısicos não são representados adequadamente por

equações diferenciais lineares, assim para estudar esses fenômenos trabalha-se com

as não lineares. De maneira geral, obter soluções anaĺıticas de equações diferenciais

ordinárias não lineares é extremamente dif́ıcil, senão imposśıvel.

4.1 Conceitos Preliminares

Nesta subseção, será apresentado resultados, definições e conceitos

matemáticos da teoria qualitativa das soluções de equações diferenciais ordinárias

não lineares de primeira ordem autônomas, extráıdos de Barreira & Valls (2012),

Boyce & DiPrima (2006), Edwards Jr. & Penney (1995) e Monteiro (2011).

4.1.1 Sistemas Autônomos e Estabilidade

Considere a equação diferencial ordinária de primeira ordem

x′(t) = f(x) (4.1)

é dita equação autônoma. Isto se deve ao fato da variável independente t não aparecer

explicitamente.

Definição 1. Um ponto cŕıtico da equação (4.1) é uma raiz de f(x) = 0.

Se x = c é um ponto cŕıtico de (4.1), então essa equação dife-

rencial tem solução constante x(t) ≡ c, que é dita solução de equiĺıbrio. Os

pontos de equiĺıbrio representam as soluções estacionárias, isto é, os valores de x

tais que x = x∗ = (x∗1, x
∗
2, ..., x

∗
3) o sistema para de se mover no espaço de fases.
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Deste modo, x′(t) = f(x) em x = x∗, implica que f(x∗) = 0. Logo, x∗ é zero de f(x).

O sistema de equações diferenciais ordinárias de primeira ordem:

x′1(t) = f1(x1, x2, ..., xn)

x′2(t) = f2(x1, x2, ..., xn)

:

x′n(t) = fn(x1, x2, ..., xn)

(4.2)

é chamado de autônomo quando as funções fi para i = 1, ..., n não dependem da

variável t explicitamente.

O sistema (4.2) também pode ser expresso da forma matricial

x′ = Ax

em que A é uma matriz constante de ordem n×n e x um vetor coluna de ordem n. Os

autovalores são as ráızes do polinômio caracteŕıstico obtido a partir do determinante

det(A− λIn) = 0, sendo In a matriz identidade de ordem n.

Definição 2. Um x ∈ Rn é ponto cŕıtico do sistema autônomo (4.2) se fi(x) = 0

para i = 1, ..., n.

Para prever o comportamento das soluções de um sistema não linear

perto de um ponto cŕıtico, este sistema de equações pode ser aproximado por um

sistema linear conveniente.

Considere um sistema não linear em sua forma escalar: x′1 = F (x1, x2)

x′2 = G(x1, x2)
(4.3)

O sistema não linear (4.3) será quase linear em uma vizinhança de um

ponto cŕıtico (x∗1, x
∗
2) sempre que as funções F (x1, x2) e G(x1, x2) possúırem derivadas

parciais cont́ınuas até segunda ordem. As funções F e G podem ser escritas na forma

de uma série de Taylor em torno do ponto (x∗1, x
∗
2), assim:
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F (x1, x2) = F (x∗1, x
∗
2) + (x1 − x∗1)

∂F

∂x1
(x∗1, x

∗
2) + (x2 − x∗2)

∂F

∂x2
(x∗1, x

∗
2) +R1(x1, x2)

G(x1, x2) = G(x∗1, x
∗
2) + (x1 − x∗1)

∂F

∂x1
(x∗1, x

∗
2) + (x2 − x∗2)

∂F

∂x2
(x∗1, x

∗
2) +R2(x1, x2)

em que
R1(x1, x2)

(x1 − x∗1)2 + (x2 − x∗2)2
→ 0 quando (x1, x2)→ (x∗1, x

∗
2), o mesmo ocorre com

R2(x1, x2), descartando assim o termos não lineares. Dado que (x∗1, x
∗
2) é um ponto

cŕıtico, então F (x∗1, x
∗
2) = G(x∗1, x

∗
2) = 0. Em seguida, considerando um novo sistema

de coordenadas, com o propósito de transladar o ponto cŕıtico para a origem, temos: u′ = x1 − x∗1
v′ = x2 − x∗2

Então, o sistema (4.3) resulta em: (x1 − x∗1)′

(x2 − x∗2)′

 =

 ∂F

∂x1
(x∗1, x

∗
2)

∂F

∂x2
(x∗1, x

∗
2)

∂G

∂x1
(x∗1, x

∗
2)

∂G

∂x2
(x∗1, x

∗
2)


 (x1 − x∗1)

(x2 − x∗2)

+

 R1(x1, x2)

R2(x1, x2)

(4.4)

Logo, o sistema linear que se aproxima do não linear (4.3) nas proximi-

dades do ponto (x∗1, x
∗
2) é dado pela parte linear de (4.4): u′

v′

 =

 ∂F

∂x1
(x∗1, x

∗
2)

∂F

∂x2
(x∗1, x

∗
2)

∂G

∂x1
(x∗1, x

∗
2)

∂G

∂x2
(x∗1, x

∗
2)


 u

v


ou ainda, escrito da forma u′ = Au, em que a matriz quadrada A = Df(x∗1, x

∗
2) é

denominada matriz jacobiana.

Definição 3. Um ponto de equiĺıbrio x∗ é dito hiperbólico se a parte real dos auto-

valores da matriz jacobiana Df(x∗) é não nula. Se a parte real dos autovalores são

nulas, então o ponto cŕıtico é chamado de não hiperbólico.

O teorema que será apresentado a seguir assegura que um sistema

não linear se assemelha qualitativamente (em seu comportamento) ao sistema linear

correspondente. Isto garante que o retrato de fase do sistema não linear na vizinhança

de um ponto cŕıtico, se assemelha ao do sistema linearizado. A demonstração para

do Teorema 1 pode ser visto em Barreira & Valls (2012).



18

Teorema 1 (Teorema de Hartman-Grobman). Seja f : Rn → Rn uma função de

classe C1 e seja x∗ ∈ Rn um ponto cŕıtico hiperbólico de de x′ = f(x) e φ(t) o fluxo

do sistema não linear. Suponha f(0) = 0 e que a matriz A = Df(0) não possua

nenhum autovalor com parte real nula. Então, existe um homeomorfismo H de um

aberto U contendo a origem, em um aberto V contendo a origem, tal que para cada

x∗ ∈ U , existe um intervalo aberto I0 ∈ Rn contendo 0 tal que para todo t ∈ I0

H ◦ φt(x
∗) = eAtH(x∗),

isto é, as trajetórias de x′ = f(x) próximas a origem são levadas em x′ = Ax

próximas a origem e o tempo é preservado.

O Método Indireto de Lyapunov ou Método da Linearização permite

fazer o estudo de estabilidade dos pontos de equiĺıbrio de sistemas não lineares orien-

tada pela estabilidade de sistemas lineares, ou seja, o modelo linearizado de um sis-

tema não linear permite investigar a estabilidade local do mesmo. Uma consequência

do estudo de estabilidade de sistemas quase lineares é que um ponto cŕıtico de um

sistema quase linear é assintoticamente estável se é um ponto cŕıtico assintoticamente

estável da linearização do sistema.

Teorema 2. Seja f : Rn → Rn uma função de classe C1 e seja x∗ ∈ Rn um ponto

cŕıtico hiperbólico de x′ = f(x). Consideramos a equação linearizada em torno do

ponto x∗ obtido pela expansão de Taylor, ou seja, x′ = Ax.

1. Se a matriz A possui apenas autovalores com parte real negativa, então o ponto

cŕıtico x∗ da equação x′ = f(x) é assintoticamente estável.

2. Se a matriz A possui pelo menos um autovalor com parte real positiva, então

o ponto cŕıtico x∗ da equação x′ = f(x) é instável.
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4.1.2 Número Básico de Reprodução - R0

O prinćıpio do limiar desenvolvido por Kermarck & McKendrick

(1927), relacionou o surgimento de uma epidemia a um valor cŕıtico do número

de suscet́ıveis. Esse prinćıpio estabeleceu que indiv́ıduos infectados introduzidos em

uma população não leva ao aparecimento de um surto a menos que o número de

indiv́ıduos suscet́ıveis esteja acima de um valor cŕıtico (Massad et al., 2004; Nepo-

muceno, 2005).

Uma importante medida na dinâmica de epidemias é o número básico

de reprodução, representado por R0. De acordo com Anderson & May (1991), o R0 é

definido como o número médio de infecções secundárias produzidas por um indiv́ıduo

infectado introduzido em uma população totalmente suscet́ıvel.

O R0 é um número que determina se um indiv́ıduo infectado posi-

cionado em uma comunidade livre da doença, consegue gerar em média mais de

uma infecção secundária. Podemos ver na Figura 4.1, como a dinâmica do R0 fun-

ciona esquematicamente. Cada ćırculo representa um indiv́ıduo infectado, as flechas

indicam o infectado que passa a doença para outro indiv́ıduo. Neste caso, cada

indiv́ıduo infectado produz em média duas infecções secundárias, já que R0 = 2.

Quando R0 < 1, a doença não propaga-se, ou seja, se um indiv́ıduo

infectado é introduzido em uma população de suscet́ıveis, esse indiv́ıduo não consegue

repor a si mesmo com novos indiv́ıduos infectados. Se R0 > 1, haverá a proliferação

da doença e acontecerá uma epidemia, isto é, o número de infectados aumenta a cada

geração. Para R0 = 1, a doença é endêmica e está presente de forma controlada na

população (cada infectado gera apenas um novo infectado). Logo, observar-se que o

R0 é um parâmetro limiar para a estabilidade de um equiĺıbrio livre da doença7, além

disso, oferece projeções de controle e intervenções de infecções. As demonstrações

do estudo de estabilidade para o equiĺıbrio livre da doença podem ser vistas em

Diekmann et al. (2009) e Van den Driessche & Watmough (2008).

7Ponto de equiĺıbrio que refere-se ao estado de equiĺıbrio numa população na ausência da doença.
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Figura 4.1 - O número básico de reproduçãoR0 = 2: indiv́ıduo infectado introduzido

em uma população suscet́ıvel.

Em modelos epidêmicos compartimentais, o cálculo doR0 é obtido pelo

raio espectral da Matriz de Próxima Geração ou Next-Generation Matrix (NGM).

Consequentemente, a construção da matriz de próxima geração será descrita segundo

Van den Driessche & Watmough (2008) e Diekmann et al. (2009).

Os compartimentos de um modelo são classificados conforme a variável

de estado discreta. Um compartimento de doença é aquele que apresenta indiv́ıduos

infectados, sejam eles sintomáticos ou assintomáticos8. Suponha que exista com-

partimentos de doença e compartimentos de não doença. As subpopulações que

representam cada um desses compartimentos são dadas por x ∈ Rn e y ∈ Rm,

respectivamente. Denota-se por Fi as taxas que aumentam as novas infecções no

i-ésimo compartimento de doença e por Vi as taxas que descrevem as alterações

do estado, como morte e recuperação, diminuindo assim o i-ésimo compartimento.

Logo, o modelo compartimental pode ser escrito da seguinte maneira:

 x′i = Fi(x, y)− Vi(x, y), i = 1, ..., n,

y′j = gj(x, y), j = 1, ...,m
(4.5)

8É portador da infecção, mas não manifesta os sintomas.
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A representação dos compartimentos de doença e não doença da de-

composição F e V não são únicas, pois diferentes decomposições correspondem a

diferentes interpretações biológicas e epidemiológicas do modelo.

Para determinar o número básico de reprodução, é necessário que exista

um equiĺıbrio livre da doença e que o modelo seja bem definido (bem posto), pois o

cálculo doR0 é baseado na linearização do modelo de equações diferenciais ordinárias

sobre um equiĺıbrio livre da doença.

O número médio de infecções secundárias pode ser dado por um único

indiv́ıduo infectado colocado numa população suscet́ıvel no equiĺıbrio livre da doença.

A capacidade inicial de uma doença se espalhar numa população é determinada

pela linearização dos compartimentos de doença sobre o ponto de equiĺıbrio livre da

doença (0, y∗). Em vista disso, tem-se que
∂Fi

∂yj
(0, y∗) =

∂Vi
∂yj

(0, y∗) = 0, assim

x′ = (F − V )x, (4.6)

em que F e V são matrizes de ordem n.

Deste modo, o número médio de infecções secundárias gerados por

um único indiv́ıduo infectado pode ser traduzido como o produto da duração do

peŕıodo infeccioso esperado e a taxa de ocorrência das infecções secundárias. O

tempo esperado que um infectado fica em cada compartimento é dado pela integral∫ ∞
0

φ(t, x∗)dt,

em que φ(t, x∗) é a solução de (4.6), com F = 0 (sem infecções secundárias) e condição

inicial não negativa x∗. Desta forma, a representação de apenas um caso de indiv́ıduo

infectado é dado por:  x′ = −V x

x′(0) = x∗
(4.7)

A solução para (4.7) é φ(t, x∗) = e−V tx∗. Então,∫ ∞
0

φ(t, x∗)dt = V −1x∗.
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O elemento (i, j) da matriz V −1 pode ser interpretado como o tempo

esperado que um indiv́ıduo infectado introduzido inicialmente no compartimento de

doença j gasta no compartimento de doença i. Por outro lado, cada entrada (i, j) da

matriz F representa as taxas de infecções secundárias produzidas no compartimento

i por um indiv́ıduo infectado do compartimento j. Em vista disso, o número de

novas infecções geradas por um indiv́ıduo infectado é dado por:∫ ∞
0

Fe−V tx∗dt = F

∫ ∞
0

e−V tx∗dt = FV −1x∗.

Deste modo, conforme Diekmann et al. (2009), a matriz de próxima

geração é dada por K = FV −1. Cada entrada (i, j) da matriz K, é o número

esperado de novas infecções no compartimento i, criadas inicialmente por indiv́ıduos

que estavam infectados no compartimento j.

Portanto, o número básico de reprodução (R0) é estabelecido como

sendo o raio espectral da matriz K, denotado por ρ(K). A matriz K é uma matriz

não negativa e possui, portanto, um autovalor não negativo.

Definição 4 (Raio Espectral). O raio espectral de uma matriz K quadrada de ordem

n é dado por

ρ(K) = max{| λ1 |, ..., | λn |}

em que λ1, ..., λn são os autovalores da matriz K.

4.2 Formulação do Modelo Matemático

O modelo matemático clássico compartimental para analisar a

dinâmica do v́ırus da dengue foi proposto inicialmente por Bailey (1975) e Dietz

(1974), no qual é regido por um sistema de equações diferenciais ordinárias não

lineares dependentes da variável tempo (t). Para analisar a dinâmica dessa enfermi-

dade, será apresentado caracteŕısticas e hipóteses deste modelo, considerando apenas

um patch.
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A propagação do v́ırus da dengue ocorre devido a interação da po-

pulação de humanos e da população de vetores (mosquitos). Dessa forma, quando

tem-se um agente patogênico que é ativo, essas populações são divididas em com-

partimentos distintos de acordo com a situação epidemiológica. Para que a dengue

ocorra é necessário que exista uma pessoa suscet́ıvel, o vetor (que passa a transmitir

o agente patogênico) e o v́ırus da doença.

A dinâmica vital (nascimentos, recrutamentos e morte) para as duas

populações está presente no modelo. Todos os nascimentos são introduzidos ape-

nas nos compartimentos de suscet́ıveis. Admite-se uma mistura homogênea das po-

pulações, isto é, a probabilidade de um humano suscet́ıvel ou vetor suscet́ıvel se

infectar com o v́ırus é a mesma para todos os indiv́ıduos suscet́ıveis. Além disso,

assume-se a circulação da dengue apenas para um único sorotipo do v́ırus, ou seja,

um humano suscet́ıvel ou um vetor suscet́ıvel pode se infectar somente uma vez pelo

v́ırus.

A população humana será dividida em três subpopulações: os

suscet́ıveis (S̄h), ou seja, são os humanos que não estão contaminados e podem ser

infectados pelo v́ırus; os infectados (Īh), isto é, indiv́ıduos que estão portando o

v́ırus e podem infectar os vetores suscet́ıveis, ocasionando a infecção em outros hu-

manos; e os recuperados (R̄h), já que são aqueles humanos que contráıram o v́ırus e

se recuperaram da infecção, tornando-se imunes ao sorotipo permanentemente.

Já a população de vetores será dividida em duas subpopulações: os

suscet́ıveis (S̄v), ou seja, os vetores que podem se infectar através da ingestão do

sangue humano contaminado pelo v́ırus e, ainda, os infectados (Īv), que são aqueles

vetores já contaminados pelos agentes infecciosos e que são capazes de ocasionar

a infecção em humanos por meio de sua picada, contaminando-os com o v́ırus

da dengue. Vale destacar que os vetores não criam imunidade ao sorotipo, o que

significa que eles não se recuperam e ficam contaminados até sua morte. O v́ırus

não influencia a vida média dos vetores. A transmissão vertical do vetor não é

considerada, pois ocorrem a ńıveis muito reduzidos e por isso a persistência do v́ırus



24

nas áreas urbanas pode não ser grande. Para mais informações sobre este tipo de

transmissão, veja Leandro (2015) e Zeidler et al. (2008).

Agora, será descrito algumas considerações, propriedades e os

parâmetros biológicos do modelo.

O tamanho total da população humana é dividida em três subpo-

pulações, sendo esta constante e representada por Nh, então:

Nh(t) = S̄h(t) + Īh(t) + R̄h(t).

Assume-se que a população humana permanece constante, somente

sob o efeito da mortalidade natural (sem mortes provocadas pela dengue). Dessa

maneira, a taxa de natalidade per capita µh é igual a taxa de mortalidade per capita.

Independente do estado epidemiológico que o ser humano se encontra, todos geram

uma descendência de humanos suscet́ıveis e, deste modo, µhNh é a taxa de novos

nascimentos da população humana e a taxa de mortalidade para a subpopulação

de humanos suscet́ıveis é µhS̄h. Tem-se que a taxa de exposição à doença para o

humano por meio da picada do vetor infectado é dada por
bβh
Nh

ĪvS̄h, em que b é a

taxa de picadas que o vetor realiza por dia e βh é a probabilidade de transmissão da

doença do vetor para o humano (pois a ocorrência de um ser humano ser picado por

um vetor não determina de fato sua infecção). Assim, forma-se a equação diferencial

que representa o compartimento dos humanos suscet́ıveis:

S̄ ′h(t) = µhNh −
bβh
Nh

ĪvS̄h − µhS̄h.

Os humanos que se tornaram infectados, passam do compartimento de

suscet́ıveis para o compartimento de infectados com a mesma taxa
bβh
Nh

ĪvS̄h. Tem-se

ainda que os humanos infectados se recuperam por uma taxa ηhĪh e criam imunidade

(resistência) permanente para o sorotipo adquirido. A taxa de mortalidade para

os humanos infectados é de µhĪh. Logo, a equação diferencial que representa o

compartimento de humanos infectados é:

Ī ′h(t) =
bβh
Nh

ĪvS̄h − ηhĪh − µhĪh.
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Quando os humanos infectados se recuperam do v́ırus da dengue, pas-

sam para o compartimento de recuperados com a mesma taxa ηhĪh. A taxa de mor-

talidade dos recuperados é µhR̄h. Deste modo, forma-se a equação que corresponde

ao compartimento de humanos recuperados:

R̄′h(t) = ηhĪh − µhR̄h.

Para a população de vetores, tem-se que seu tamanho total é represen-

tado por Nv. Logo,

Nv(t) = S̄v(t) + Īv(t).

Admite-se uma taxa constante Λ para o recrutamento de vetores

suscet́ıveis, em que essa representa uma parte dos ovos que já passaram pelo pro-

cesso de maturação e tornaram-se vetores adultos. A taxa de mortalidade per capita

para o vetor é igual a µv. A dinâmica populacional do vetor é observada através da

equação diferencial a seguir:

N ′v(t) = Λ− µvNv(t),

quando t → ∞, as soluções de Nv(t) se aproximam do equiĺıbrio
Λ

µv

. A taxa de

exposição à doença para o vetor suscet́ıvel é
bβv
Nh

ĪhS̄v, que representa a infecção do

vetor quando esse se alimenta (por meio de sua picada) do sangue de um humano

infectado. Temos que βv é a probabilidade de transmissão da doença do humano

para o vetor e a taxa de mortalidade do vetor suscet́ıvel é µvSv. Logo, obtém-se a

equação que descreve o compartimento de vetores suscet́ıveis:

S̄ ′v(t) = Λ− bβv
Nh

ĪhS̄v − µvS̄v.

Dessa forma, os vetores suscet́ıveis que passaram a ser infectados

deixam esse compartimento, passando a fazer parte do compartimento de infectados,

com uma taxa de mortalidade µv Īv. Como o vetor não se recupera do v́ırus, define-se

a equação que corresponde ao compartimento de vetores infectados:

Ī ′v(t) =
bβv
Nh

ĪhS̄v − µv Īv.
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O diagrama do sistema de equações diferenciais não lineares é descrito

na Figura 4.2, pelo fluxograma dos compartimentos de humanos e vetores:

Figura 4.2 - Dinâmica de transmissão do v́ırus da dengue.

Portanto, usando as descrições acima, o sistema não linear de equações

diferenciais ordinárias para a transmissão do v́ırus da dengue é dado por:

S̄ ′h(t) = µh(Nh − S̄h)− bβh
Nh

ĪvS̄h

Ī ′h(t) =
bβh
Nh

ĪvS̄h − (ηh + µh)Īh

R̄′h(t) = ηhĪh − µhR̄h

S̄ ′v(t) = Λ− bβv
Nh

ĪhS̄v − µvS̄v

Ī ′v(t) =
bβv
Nh

ĪhS̄v − µv Īv

(4.8)

com as seguintes condições: Nh(t) = S̄h(t)+Īh(t)+R̄h(t) = S̄h(0)+Īh(0)+R̄h(0) = Nh

e Nv(t) = S̄v(t) + Īv(t), em que todas as variáveis e parâmetros para o modelo são

não negativos.

Na sequência, tem-se as seguintes condições iniciais do sistema (4.8):

(Nh(0)− Īh(0), Īh(0), 0,mNv(0), 0), em que m é um número real positivo. Assume-se

R̄h(0) = 0, pois nenhum humano é resistente à doença, e ainda, S̄h(0) > 0 e Īh(0) > 0,
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considerando que a introdução de indiv́ıduos infectados é pequena, reproduzindo a

entrada de pessoas exteriores.

De acordo com a teoria clássica de equações diferenciais ordinárias,

o sistema (4.8) admite solução única que depende continuamente das condições

iniciais, ou seja, cada ponto inicial passa pelo espaço invariante R5
+. Portanto,

o modelo está bem definido (ou bem posto, ver Sodré (2007)) e as soluções

(S̄h(t), Īh(t), R̄h(t), S̄v(t), Īv(t)) existem para todo t ≥ 0 em R5
+. Desta forma, qual-

quer dado inicial estabelecido para as equações,

S̄h(t) + Īh(t) + R̄h(t) = Nh(t) e S̄v(t) + Īv(t) =
Λ

µv

,

as relações seguintes são satisfeitas:

S̄ ′h(t) + Ī ′h(t) + R̄′h(t) = 0 e S̄ ′v(t) + Ī ′v(t) = 0.

Sem perda de generalidade, já que a população de humanos Nh é con-

tante e a população de vetores Nv →
Λ

µv

, pode-se dividir os compartimentos de

humanos por Nh e os compartimentos de vetores por
Λ

µv

. Logo, trabalha-se com as

seguintes proporções:

S̄h =
Sh

Nh

, Īh =
Ih
Nh

, R̄h =
Rh

Nh

, S̄v =
Sv

Λ/µv

e Īv =
Iv

Λ/µv

.

Desta maneira, o sistema (4.8) é substitúıdo, usando Rh(t) = 1 −

Sh(t)− Ih(t) e Sv(t) = 1− Iv(t), pelo seguinte sistema:
S ′h(t) = µh(1− Sh)− bβhΛ

µvNh

IvSh

I ′h(t) =
bβhΛ

µvNh

IvSh − (ηh + µh)Ih

I ′v(t) = bβvIh(1− Iv)− µvIv

(4.9)

com a região Ω = {(Sh, Ih, Iv) : 0 ≤ Sh, 0 ≤ Ih, 0 ≤ Sh + Ih ≤ 1, 0 ≤ Iv ≤ 1}

positivamente invariante.
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4.3 Análise Matemática do Modelo

Nesta subseção, será investigado a existência e estabilidade dos pontos

de equiĺıbrio para o sistema (4.9). Além disso, o número básico de reprodução

(R0) será estimado com a finalidade de estudar diferentes cenários na dinâmica de

transmissão da dengue.

4.3.1 Pontos de Equiĺıbrio e o Número Básico de Reprodução

De acordo com a Definição 2, os pontos de equiĺıbrio do sistema (4.9)

são adquiridos se as equações diferenciais do sistema forem igualadas à zero, então:

µh(1− Sh)− bβhΛ

µvNh

IvSh = 0

bβhΛ

µvNh

IvSh − (ηh + µh)Ih = 0

bβvIh(1− Iv)− µvIv = 0

(4.10)

(4.11)

(4.12)

Da equação (4.12), tem-se a seguinte relação:

Iv =
AIh

AIh + 1
em que A =

bβv
µv

. (4.13)

Depois disso, a relação (4.13) será substitúıda na equação (4.10):

Sh =
AIh + 1(

A+
bβhΛA

µhµvNh

)
Ih + 1

. (4.14)

Assim, da equação (4.11), constata-se duas possibilidades:

1) Ih = 0 e 2) Ih =

bβhΛA

µhµvNh

−B

AB

(
bβhΛ

µhµvNh

) com B =
ηh + µh

µh

. (4.15)

Desta forma, a primeira possibilidade de (4.15) mostra que se Ih = 0,

então das equações (4.13) e (4.14) tem-se que Iv = 0 e Sh = 1. Logo, o ponto de

equiĺıbrio livre da doença é E0 = (1, 0, 0). Este ponto refere-se ao estado de equiĺıbrio

das populações de humanos e vetores na ausência da infecção.
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A segunda possibilidade de (4.15) será calculada posteriormente. Antes

disso, fundamentado dos resultados obtidos até agora, pode-se estimar o valor do

número básico de reprodução referente ao modelo (4.9).

Uma vez que o ponto de equiĺıbrio livre da doença existe e o modelo

é bem definido, a construção da matriz de próxima geração será utilizada (descrita

na subseção 4.1) para o cálculo do número básico de reprodução. O primeiro passo

é identificar os compartimentos da doença no sistema (4.9). Isto posto, os dois

compartimentos com indiv́ıduos infectados pelo v́ırus, Ih e Iv, são representados pelo

seguinte subsistema: I ′h(t) =
bβhΛ

µvNh

IvSh − (ηh + µh)Ih

I ′v(t) = bβvIh(1− Iv)− µvIv

(4.16)

O subsistema (4.16) pode ser reescrito na forma matricial:

F =

 bβhΛ

µvNh

IvSh

bβvIh(1− Iv)

 e V =

 (ηh + µh)Ih

µvIv


em que a F corresponde as taxas que aumentam as novas infecções e V as taxas que

alteram o estado (morte e recuperação) dos compartimentos de doença.

A linearização do subsistema (4.16) em torno do ponto de equiĺıbrio

livre da doença, em que Sh = 1, Ih = 0 e Iv = 0, é dada por:

F =

 0
bβhΛ

µvNh

bβv 0

 e V =

 ηh + µh 0

0 µv

 .
Logo, a matriz de próxima geração é:

K = FV −1 =

 0
bβhΛ

µ2
vNh

bβv
ηh + µh

0

 .
Assim, o máximo autovalor em módulo da matriz K será o R0 do

sistema (4.9). Portanto,

R0 = ρ(K) =

√
b2βhβvΛ

µ2
v(ηh + µh)Nh

.
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Na prática, a raiz quadrada do número básico de reprodução é igno-

rada, pois a matriz de próxima geração é bidimensional e a média geométrica dessas

quantidades estabelece o número médio de infecções secundárias (Diekmann et al.,

2009; Esteva & Vargas, 1998). Em vista disso,

R0 =
b2βhβvΛ

µ2
v(ηh + µh)Nh

. (4.17)

Para a segunda possibilidade de (4.15), Ih 6= 0, acompanhado do R0

obtido anteriormente, tem-se que

I∗h =
R0 − 1

A+BR0

. (4.18)

Da substituição de (4.18) em (4.13) e (4.14), encontra-se os seguintes

valores:

S∗h =
A+B

A+BR0

e I∗v =
A(R0 − 1)

R0(A+B)
.

Portanto, o ponto de equiĺıbrio endêmico é denotado por E1 =

(S∗h, I
∗
h, I

∗
v ). Para mais, esse ponto é caracterizado pela presença de infecção nas

populações, pois a doença consegue permanecer no meio.

Proposição 1. Se R0 ≤ 1, o sistema (4.9) admite apenas o ponto de equiĺıbrio livre

da doença. Caso contrário, se R0 > 1, então o ponto de equiĺıbrio endêmico é único

no interior de Ω.

Demonstração. Primeiramente, observa-se a existência de dois casos se R0 ≤ 1, isto

é, R0 < 1 e R0 = 1. Verifica-se das coordenadas do ponto de equiĺıbrio endêmico

que I∗h < 0 e I∗v < 0 para R0 < 1. Isso só não acontece quando tem-se A = 0. Mas,

como todos os parâmetros de A são positivos, então A > 0. Logo, para A 6= 0, este

ponto permanece fora da região Ω.

Para o caso de R0 = 1, identifica-se no ponto de equiĺıbrio endêmico

que I∗h = 0, I∗v = 0 e S∗h = 1. Logo, faz todo sentindo biológico, pois quando

R0 = 1, o número de infectados é nulo (I∗h = I∗v = 0), e consequentemente, o ponto
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de equiĺıbrio endêmico não pode existir, então o ponto de equiĺıbrio livre da doença

é verificado.

Considere agora o último caso, quando R0 > 1. Como todos os

parâmetros do modelo são positivos, tem-se que S∗h > 0, I∗h > 0 e I∗v > 0 no ponto

de equiĺıbrio endêmico. Portanto, o ponto de equĺıbrio endêmico é único no interior

de Ω.

4.3.2 Análise de Estabilidade dos Pontos de Equiĺıbrio

Para a análise de estabilidade local dos pontos de equiĺıbrio livre da

doença (E0) e endêmico (E1) do sistema não linear (4.9), será utilizado o Método

Indireto de Lyapunov que permitirá investigar a estabilidade de seu sistema linear

associado.

Proposição 2. Se R0 < 1, então o ponto de equiĺıbrio livre da doença (E0) é

localmente assintoticamente estável.

Demonstração. Inicialmente, tem-se a matriz jacobiana do sistema linearizado apli-

cado no ponto de equiĺıbrio livre da doença (E0) dada por:

Df(E0) =


−µh 0 − bβhΛ

µvNh

0 −(ηh + µh)
bβhΛ

µvNh

0 bβv −µv

 .
Os autovalores λi de det(Df(E0)− λIn) = 0, em que i = 1, ..., n e In a

matriz identidade de ordem n, são obtidos pelo seguinte polinômio caracteŕıstico:

P (λ) = (−µh − λ)

(
λ2 + (ηh + µh + µv)λ+ µv(ηh + µh)− b2βhβvΛ

µvNh

)
.

De imediato, consegue-se o autovalor

λ1 = −µh.

A seguir, outras duas ráızes satisfazem o polinômio de segundo grau

H(λ) = 0, assim
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H(λ) = λ2 + (ηh + µh + µv)λ+ µv(ηh + µh)− b2βhβvΛ

µvNh

.

Observe que a resolução do polinômio H(λ) nos concede os seguintes

autovalores:

λ2 =
−(ηh + µh + µv) +

√
∆

2
e λ3 =

−(ηh + µh + µv)−
√

∆

2
,

no qual

∆ = (ηh + µh + µv)
2 − 4

[
µv(ηh + µh)− b2βhβvΛ

µvNh

]
.

De modo que todos os parâmetros são não negativos e pela expressão

de ∆, sabe-se que os autovalores são distintos. De fato,

∆ = (ηh + µh + µv)
2 − 4

[
µv(ηh + µh)− b2βhβvΛ

µvNh

]
= (ηh + µh)2 + 2µv(ηh + µh) + µ2

v − 4µv(ηh + µh) + 4
b2βhβvΛ

µvNh

= ((ηh + µh)− µv)
2 + 4

b2βhβvΛ

µvNh

> 0.

Dessa forma,

1. Se µv(ηh + µh) − b2βhβvΛ

µvNh

< 0, resulta em R0 > 1, contradizendo a hipótese.

Assim, os dois autovalores são distintos e com sinais contrários. Logo, o ponto

de equiĺıbrio livre da doença é instável e corresponde a sobrevivência de uma

única espécie, o que é biologicamente inviável.

2. Se µv(ηh + µh) − b2βhβvΛ

µvNh

> 0, então R0 < 1, resultando em dois autovalores

distintos e negativos. Logo, o ponto de equiĺıbrio livre da doença é assintoti-

camente estável, ou seja, biologicamente a coexistência de espécies é posśıvel.

Portanto, seR0 < 1, então os autovalores são todos negativos e o ponto

de equiĺıbrio livre da doença é localmente assintoticamente estável.

Proposição 3. Se R0 > 1, então o ponto de equiĺıbrio endêmico (E1) é localmente

assintoticamente estável.
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Demonstração. Tem-se do sistema linearizado em torno do ponto equiĺıbrio endêmico

(E1), a seguinte matriz jacobiana associada

Df(E1) =


−µh

(
A+BR0

A+B

)
0 −µhBR0

A

(
A+B

A+BR0

)
µhB

(
R0 − 1

A+B

)
−µhB

µhBR0

A

(
A+B

A+BR0

)
0

µvA

R0

(
A+BR0

A+B

)
−µvR0

(
A+B

A+BR0

)

 .
Na procura dos autovalores da matriz jacobiana aplicada em E1,

encontra-se o polinômio caracteŕıstico P (λ) dado por

P (λ) = λ3 + a1λ
2 + a2λ+ a3

em que

a1 = µh

(
A+BR0

A+B

)
+ µvR0

(
A+B

A+BR0

)
+ µhB,

a2 = µ2
hB

(
A+BR0

A+B

)
+ µhµvR0 +

µhµvAB(R0 − 1)

A+BR0

e

a3 = µ2
hµvB(R0 − 1).

Para verificar se todos os autovalores do polinômio P (λ) têm parte real

negativa, será utilizado as condições do critério de Routh-Hurwitz (Edelstein-Keshet,

2005; Souza, 2005). Assim sendo, as condições a serem averiguadas são:

a0 > 0, a1 > 0, a2 > 0, a3 > 0 e a1a2 > a0a3.

Uma vez que todos os parâmetros do modelo são não negativos,

a0, a1, a2, a3 > 0, pela hipótese de R0 > 1. Agora, será verificada a última condição

para que E1 seja localmente assintoticamente estável. Assim,

a1a2 = µ3
hB

(
A+BR0

A+B

)2

+ µ3
hB

2

(
A+BR0

A+B

)
+

+ µ2
hµvR0

(
A+BR0

A+B

)
+ µhµ

2
vR2

0

(
A+B

A+BR0

)
+

+
µ2
hµvAB

2

A+BR0

(R0 − 1) +
µhµ

2
vABR0

(A+BR0)2
(R0 − 1)

(
A+B

A+BR0

)
+

+
µ2
hµvAB

A+B
(R0 − 1) + 2µ2

hµvBR0 > a0a3 = µ2
hµvB(R0 − 1).
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Portanto, conclui-se que toda parte real das ráızes do polinômio P (λ) é

negativa paraR0 > 1, garantindo que o ponto de equiĺıbrio endêmico E1 é localmente

assintoticamente estável.

Nota-se ainda que, se R0 > 1 então o equiĺıbrio E0 que era assintotica-

mente estável até então, passa a ser instável, justamente pelo surgimento do ponto

de equiĺıbrio endêmico E1, que passará a ser assintoticamente estável em Ω.

4.4 Resultados Numéricos

A simulação é um processo computacional que esboça um modelo de

problema real com o propósito de compreender seu comportamento e mensurar

mecanismos de controle. Muitas vezes utiliza-se somente o seu resultado numérico

como suporte para averiguar seu procedimento, pois não é posśıvel obter sua solução

anaĺıtica devido à sua complexidade.

Nesta subseção, descreve-se os resultados numéricos (para validação

das resoluções análiticas) por meio da simulação numérica do modelo matemático

(4.9) que considera uma única região distinta, ou seja, um patch ou śıtio.

Para reproduzir os cenários numéricos será utilizado o método clássico

de Runge-Kutta de quarta ordem, implementado em linguagem C, para um passo de

tempo dt = 0.01, pois os erros obtidos são menores em relação aos outros métodos,

como por exemplo o método de Euler.

Será trabalhado um peŕıodo de 35000 dias, ou seja, aproximadamente

96 anos, para a observação da estabilidade assintótica dos pontos de equiĺıbrio. Na

prática, os parâmetros utilizados se modificam, pois o v́ırus está em evolução cons-

tante, isto é, a cada epidemia da doença ela se comporta de uma forma.

Nas simulações numéricas, será considerado inicialmente que 10% dos

vetores são infectados, 70% da população humana é suscet́ıvel e aproximadamente

30% dos humanos estão infectados. Assim, tem-se as seguintes condições iniciais das

variáveis de estado para o patch: Sh(0) = 0.7, Ih(0) = 0.3 e Iv(0) = 0.1, por isto a
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doença irá ocorrer. Os valores dos parâmetros biológicos do modelo são dados em

dias e extráıdos do trabalho de Esteva & Vargas (1998), conforme a Tabela 4.1.

Tabela 4.1. Valores dos parâmetros biológicos do modelo para um patch.

Parâmetros µh µv ηh b βh βv Λ

Valores 4.57× 10−5 0.25 0.1428 0.5 0.75 1.0 800− 104

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000
t

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

S
h

Figura 4.3 - Proporção de humanos suscet́ıveis. Os parâmetros da simulação são:

Nh = 20000, Λ = 800 e R0 = 0.84.

As Figuras 4.3 e 4.4 representam os resultados númericos obtidos do

modelo (4.9). Observe que foi utilizado nas simulações uma taxa de recrutamento

de novos vetores baixa (800) e R0 = 0.84 < 1, ou seja, a doença não consegue

permanecer na população. Logo, a convergência do ponto de equiĺıbrio livre da

doença E0 = (1, 0, 0) é viśıvel no decorrer do tempo.
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Figura 4.4 - Proporção de humanos infectados e vetores infectados. Os parâmetros

da simulação são: Nh = 20000, Λ = 800 e R0 = 0.84.
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Figura 4.5 - Proporção de humanos suscet́ıveis. Os parâmetros da simulação são:

Nh = 20000, Λ = 104 e R0 = 10.5.
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Figura 4.6 - Proporção de humanos infectados e vetores infectados. Os parâmetros

da simulação são: Nh = 20000, Λ = 104 e R0 = 10.5.

Para as simulações das Figuras 4.5 e 4.6 mudou-se a taxa de recru-

tamento de 800 para 104, aumentando o ńıvel de vetores suscet́ıveis que podem

se infectar com a dengue. Assim, o número básico de reprodução passou a ser

R0 = 10.5 > 1, ou seja, ocorrerá surtos da doença.

Os resultados númericos exibem oscilações amortecidas, pois a po-

pulação humana é constante e começa com uma epidemia, mas conforme o tempo

passa esses picos reduzem-se devido ao número insuficiente de suscet́ıveis que podem

ser infectados. Portanto, mesmo que as condições iniciais sejam diferentes, a solução

númerica converge para o ponto de equiĺıbrio endêmico E1 = (0.095, 0.0003, 0.0006).

As soluções encontradas estão de acordo com Esteva & Vargas (1998).

Além disso, nota-se que o número básico de reprodução tem uma influência enorme

na dinâmica da doença e estabelece condições necessárias para o aparecimento de

surtos epidêmicos com o passar do tempo.
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Figura 4.7 - Retrato de fase entre os humanos suscet́ıveis Sh e humanos infectados

Ih para o equiĺıbrio endêmico.

A Figura 4.7 representa o retrato de fase das soluções em espiral para

o equiĺıbrio endêmico, salientando a convergência e estabilização deste ponto.

As simulações foram implementadas em linguagem C no sistema opera-

cional Linux Mint 17.3 Cinnamon com processador Intel Core i5 e memoria de 8 GB.

Usando essas configurações o tempo de resolução ficou entre 0.01 a 0.06 segundos.

O software aplicado para plotagem dos gráficos foi o Xmgrace.

Na próxima seção propõe-se o modelo (4.8) estendido para um número

arbitrário de patches conectados pela mobilidade humana. O número básico de re-

produção geral para o caso de dois patches será calculado. Espera-se que os resultados

númericos nos conceda um olhar sobre o impacto desse limiar no desenvolvimento

da dengue para vários śıtios ou cidades conectadas pela migração de humanos.



5 MODELO MATEMÁTICO PARA PATCHES

A dengue é uma doença infecciosa que se alastra por todo um território

devido ao contato de humanos e vetores. Uma doença pode se espalhar por uma

grande área, em que esta pode ser fracionada em regiões menores e bem definidas.

Por exemplo, estados são divididos em cidades.

As regiões por sua vez são ligadas pela mobilidade humana, que se

faz necessária para que exista diferentes tipos de contato, tais como as relações

comerciais, a procura por melhores moradias e pólos educacionais. Entretanto, com a

alta migração de humanos, acontece também o transporte de doenças. Normalmente,

as pessoas que realizam migrações de um lugar para outro, acabam transportando

alguma infecção em seu organismo que não é de seu conhecimento.

Primeiramente, será descrito um modelo geral para k regiões ou

patches. Pode-se supor que essas regiões são cidades, em que cada uma delas é

regida por um sistema de interação entre humanos e vetores, ou seja, cada cidade

possui a dinâmica de transmissão da dengue descrita na seção anterior para um único

patch (região). Os patches são conectados pela migração humana. Será assumido

que viagens de pessoas são rápidas e uma pessoa só pode se infectar na região de

origem ou de destino.
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5.1 Modelo Matemático Geral para k Patches

O modelo estudado na seção anterior será ampliado para k patches.

Todos os patches são conectados e apenas humanos passam de uma região para outra,

chegando ao local de destino conforme a sua situação epidemiológica de origem, ou

seja, um humano infectado de uma cidade A, por exemplo, migra para a cidade

B e permanece no compartimento de infectados dessa cidade até sua recuperação

ou morte. Admite-se a circulação para um único sorotipo do v́ırus e as mesmas

caracteŕısticas dadas para o modelo de um patch.

Para cada região k a dinâmica de transmissão da dengue é executada,

como pode ser vista na Figura 5.1. Logo, os estados epidemiológicos no tempo t são:

humanos suscet́ıveis (Shi(t)), humanos infectados (Ihi(t)), humanos recuperados

(Rhi(t)), vetores suscet́ıveis (Svi(t)) e vetores infectados (Ivi(t)), para i = 1, ..., k,

em que i representa uma região i.

Figura 5.1 - Dinâmica de transmissão da dengue entre k patches.
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O total da população humana em cada patch é constante no tempo t e

denotado por Nhi(t), assim Nhi(t) = Shi(t) + Ihi +Rhi(t). Prontamente, a população

total humana Nh(t) é definida como sendo

Nh(t) =
k∑

i=1

Nhi(t), para i = 1, ..., k.

Para cada variável de estado dos humanos, uma fração mX
ji sai da

região i para uma região j e essas taxas são escolhidas de acordo com o movimento

de cada estado, com X = S, I, R. Vale também que mX
ii = 0. Portanto, o modelo

que compreende a migração para Xhi ∈ {Shi, Ihi, Rhi} é dado por

X ′hi(t) =
k∑

j=1

j 6=i

mX
ijXhj(t)−

 k∑
j=1

j 6=i

mX
jiXhi(t)

 . (5.1)

Definindo Xh = (Xhi, ..., Xhk)T , tem-se o modelo de migração (5.1) da

forma vetorial,

X ′h(t) =MXXh

em queMX é uma matriz de ordem k denominada matriz de mobilidade ou migração

para cada variável de estado dos compartimentos de humanos. Dessa maneira,

MX =



−

 k∑
j=2

j 6=1

mX
j1

 mX
12 · · · mX

1k

mX
21 −

 k∑
j=1

j 6=2

mX
j2

 · · · mX
2k

...
...

. . .
...

mX
k1 mX

k2

... −

(
k−1∑
j=1

mX
jk

)


.

A matrizMX é uma matriz Metzler (Bowong et al., 2013), ou seja, os

coeficientes fora da diagonal são não negativos. Além disso, a matriz é irredut́ıvel,

pois todos os seus estados se comunicam entre si e pertencem a uma mesma classe.
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A solução do modelo (5.1) existe e essa é única para todo t ≥ 0,

dependendo continuamente das condições iniciais do problema. Logo, o modelo é

um problema bem definido. Disso, tem-se que se as soluções são bem definidas pelas

condições iniciais e passam pelo espaço invariante Xh(0) ∈ Rk
+, então Xh(t) ∈ Rk

+.

De acordo com a teoria dos grafos (Cesar, 2007), a representação dos

grafos por meio de sua matriz de adjacência ajuda na compreensão da matriz de

mobilidadeMX . Os grafos podem representar redes de comunicação, rede social ou

mesmo deslocamento de indiv́ıduos e populações. Então, algumas definições serão

apresentadas da teoria dos grafos como um aux́ılio na assimilação e entendimento da

matriz de mobilidade.

Definição 5. Um grafo é um conjunto não vazio de vértices e denotado por G =

(V ,A), em que V é um número finito de vértices e A um conjunto de arcos que

conecta dois vértices, no qual cada arco corresponde a um par ordenado de vértices.

Definição 6. Se existe dois vértices conectados por uma aresta, os vértices do grafo

são adjacentes.

Uma boa forma de representar um grafo matematicamente é através

de sua matriz de adjacência.

Definição 7. Se k é o número de vértices de um grafo, então a matriz de adjacência

M é uma matriz de ordem k, em que as entradas mij da matriz são representadas

da seguinte forma:

mij =

 1, se o vértice i está ligado (direcionado) com o vértice j;

0, caso contrário.

Se os grafos não são direcionados, a matriz de adjacência será simétrica

e então mij = mji. A seguir, a Figura 5.2 representa um grafo (G0) direcionado.
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Figura 5.2 - Grafo com alguns dos seus vértices direcionados.

A matriz de adjacência que representa o grafo G0 é:

M =


0 1 0 1

1 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

 .

Assim, a matriz de mobilidade que melhor representa o grafo G0 é dada

por:

MG0 =


−m21 −m41 m12 0 m14

m21 −m12 −m32 0 0

0 m32 −m43 1

m41 0 m43 −m14

 .

Note que a matriz de mobilidade MG0 condiz com a matriz de ad-

jacência da teoria dos grafos com as respectivas taxas de mobilidade. A matriz de

adjacência é adquirida pela matriz de mobilidade quando obtém-se sua transposta,

trocando os elementos da diagonal principal por zero e as taxas não negativas fora

da diagonal por um (Bulhosa, 2016). Além disso, a matriz de mobilidade pode ser

obtida pela matriz de adjacência seguindo o mesmo racioćınio.

A matriz de mobilidade será usada no modelo de k patches com o

objetivo de observar o impacto da mobilidade na dispersão da dengue. Esse modelo

têm os mesmos parâmetros biológicos do sistema (4.8), estudado na seção anterior.
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Como a dengue é uma doença que causa desidratação, fraqueza e in-

tensas dores pelo corpo de um ser humano, espera-se que esses humanos (infecta-

dos) estejam seguindo as recomendações necessárias para uma recuperação total dos

sintomas vinculados a dengue. Em consequência disso, o parâmetro γi ∈ [0, 1] é

acrescentado para representar a quantidade de humanos infectados que estavam no

patch i e se movimentam para outros patches a uma quantidade menor com relação

aos humanos suscet́ıveis e recuperados pela doença (Bowong et al., 2013).

Assim, o modelo ampliado para k patches do sistema (4.9) é dado por:

S̄ ′hi(t) = µh(Nhi − S̄hi)−
bβh
Nhi

ĪviS̄hi +
k∑

j=1

j 6=i

mS
ijS̄hj −

 k∑
j=1

j 6=i

mS
ji

 S̄hi

Ī ′hi(t) =
bβh
Nh

ĪviS̄hi − (ηh + µh)Īhi +
k∑

j=1

j 6=i

γjm
I
ij Īhj − γi

 k∑
j=1

j 6=i

mI
ji

 Īhi

R̄′hi(t) = ηhĪhi − µhR̄hi +
k∑

j=1

j 6=i

mR
ijR̄hj −

 k∑
j=1

j 6=i

mR
ji

 R̄hi

S̄ ′vi(t) = Λi −
bβv
Nhi

ĪhiS̄vi − µvS̄vi

Ī ′vi(t) =
bβv
Nhi

ĪhiS̄vi − µv Īvi

(5.2)

para i = 1, ..., k e as seguintes condições:

Nhi(t) = S̄hi(t) + Īhi(t) + R̄hi(t) = S̄hi(0) + Īhi(0) + R̄hi(0) = Nhi,

Nvi(t) = S̄vi(t) + Īvi(t) e Nv(t) =
k∑

i=1

Nvi(t),

em que todas as variáveis e parâmetros para o modelo são não negativos. Logo, as

condições iniciais do sistema (5.2) são: (Nhi(0)− Īhi(0), Īhi(0), 0,mNvi(0), 0), com m

sendo um número real positivo.

Devido à população total de cada patch i ser constante e a população

de vetores Nvi →
Λi

µv

para cada um dos patches, será utilizado em cada região as

seguintes proporções:

S̄hi =
Shi

Nhi

, Īhi =
Ihi
Nhi

, R̄hi =
Rhi

Nhi

, S̄vi =
Svi

Λi/µv

e Īvi =
Iv

Λi/µv

.
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Deste modo, quando as proporções são empregadas em (5.2), adquire-

se o seguinte sistema:

S ′hi(t) = µh(1− Shi)−
bβhΛi

µvNhi

IviShi +
k∑

j=1

j 6=i

mS
ijShj −

 k∑
j=1

j 6=i

mS
ji

Shi

I ′hi(t) =
bβhΛi

µvNhi

IviShi − (ηh + µh)Ihi +
k∑

j=1

j 6=i

γjm
I
ijIhj − γi

 k∑
j=1

j 6=i

mI
ji

 Ihi

I ′vi(t) = bβvIhi(1− Ivi)− µvIvi

(5.3)

no qual Rhi(t) = 1− Shi(t)− Ihi(t) e Svi(t) = 1− Ivi(t).

O modelo (5.3) está bem definido na região positivamente invariante

Ω = {(Sh1, Ih1, Iv1, ..., Shk, Ihk, Ivk) ∈ R3k
+ : 0 ≤ Shi, 0 ≤ Ihi, 0 ≤ Shi + Ihi ≤ 1,

0 ≤ Ivi ≤ 1, com i = 1, ..., k}.

Seja Sh = (Sh1, ..., Shk), Ih = (Ih1, ..., Ihk) e Iv = (Iv1, ..., Ivk). Além

disso, a diag(W ) representa a matriz diagonal W de ordem k definido pelo vetor W

e Ik é a matriz identidade de ordem k. Assim, tem-se o sistema (5.3) reescrito na

forma vetorial:
S ′h(t) = µhIk(1− Sh)− diag(µvNh)−1diag(Λ)diag(bβhIv)Sh +MSh

I ′h(t) = diag(µvNh)−1diag(Λ)diag(bβhIv)Sh − (ηh + µh)IkIh +MΓIh

I ′v(t) = diag(bβvIh)(1− Iv)− µvIkIv

(5.4)

nos quais tem-se as seguintes matrizes de mobilidadeMS =MR =M eMI =MΓ,

com Γ = diag(γi), para γi ∈ [0, 1].

Proposição 4. O equiĺıbrio livre da doença (E0) sempre existe para o sistema (5.4).

Demonstração. Na seção anterior, observou-se que o equiĺıbrio livre da doença sem-

pre existe. Neste equiĺıbrio, Ih = 0 e Iv = 0. Assim, tem-se do sistema (5.4) que

µhIk(1− Sh) +MSh = 0⇒ (µhIk −M)Sh = µhIk.

Logo, se Ih = 0 = Iv e pela condição inicial de que Rh = 0, basta

utilizar Sh = 1. Além disso, como (µhIk −M) é uma matriz não singular, então o
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sistema tem solução única. Portanto, temos o ponto de equiĺıbrio livre da doença

E0 = (1, 0, 0).

Proposição 5. Se um patch i do sistema (5.4) está no equiĺıbrio livre da doença,

então todos os outros patches que estão conectados neste patch também estão no

equiĺıbrio livre da doença.

Demonstração. Suponha que o patch 1 está no equiĺıbrio livre da doença, ou seja,

Ih1 = 0 e Iv1 = 0, assim da equação de infectados obtém-se

I ′h1(t) =
k∑

j=1

j 6=i

γjm
I
1jIhj

Mas, devido à movimentação de humanos infectados que vêm dos ou-

tros patches j e entram no patch 1, então os coeficientes mI
1j 6= 0, implicando que

Ihj = 0. Portanto, toda região j conectada com o patch 1 também está no equiĺıbrio

livre da doença.

Particularmente, se a matriz de mobilidade é irredut́ıvel, acarreta que

todos os patches são conectados entre si. Logo, se um patch está no equiĺıbrio livre

da doença, então todas as outras regiões também vão estar. Portanto, o mesmo vale

para o equiĺıbrio endêmico.

Neste caso, se a movimentação de humanos infectados é admitida em

um sistema de k patches e esses estão conectados, não podemos ter a existência

do equiĺıbrio livre da doença em um patch e o endêmico em outro patch, pois temos

novos pontos de equiĺıbrio para cada novo sistema que surge (dependendo do número

de patches aplicado).

Para se obter o número básico de reprodução é necessário que exista

um equiĺıbrio livre da doença. Sendo posśıvel encontrá-lo pela prova da Proposição

4. Assim, o método de matriz de próxima geração é novamente utilizado.
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A linearização do sistema (5.4) em torno do equiĺıbrio libre da doença,

é dada por:

F =

 0k×k f12

diag(bβv) 0k×k

 e V −1 =

 ((ηh + µh)Ik −MΓ)−1 0k×k

0k×k (diag(µv))
−1


em que f12 = diag(µv)

−1diag(Nh)−1diag(Λ)diag(bβh)diag(Sh). Logo, a matriz de

próxima geração é

K = FV −1 =

 0k×k k12

k21 0k×k


nos quais, k12 = diag(µv)

−1diag(Nh)−1diag(Λ)diag(bβh)diag(Sh)(diag(µv))
−1 e

k21 = diag(bβv)((ηh + µh)Ik −MΓ)−1. Portanto, o raio espectral da matriz K é o

número básico de reprodução

R0 = diag(b2βhβv)diag(Λ)diag(µv)
−2diag(Sh)diag(Nh)−1((ηh + µh)Ik −MΓ)−1.

Constata-se que o número básico de reprodução geral (R0) para o

sistema de k patches depende das taxas de mobilidade dos humanos infectados. Por

isso, se Γ = 0, então o número básico de reprodução para cada patch i é dado por:

R0i =
b2βhβvΛiShi

µ2
v(ηh + µh)Nhi

.

5.2 Modelo Matemático para Dois Patches

Será considerado agora um sistema para dois patches com o objetivo

de encontrar o número básico de reprodução geral para esse sistema. Uma vez que

na subseção anterior, adquiriu-se o número básico de reprodução geral para o modelo

de k patches.
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Do sistema (5.3), será obtido o modelo para duas regiões distintas:

S ′h1(t) = µh(1− Sh1)−
bβhΛ1

µvNh1

Iv1Sh1 +mS
12Sh2 −mS

21Sh1

I ′h1(t) =
bβhΛ1

µvNh1

Iv1Sh1 − (ηh + µh)Ih1 + γ2m
I
12Ih2 − γ1mI

21Ih1

I ′v1(t) = bβvIh1(1− Iv1)− µvIv1

S ′h2(t) = µh(1− Sh2)−
bβhΛ2

µvNh2

Iv2Sh2 +mS
21Sh1 −mS

12Sh2

I ′h2(t) =
bβhΛ2

µvNh2

Iv2Sh2 − (ηh + µh)Ih2 + γ1m
I
21Ih1 − γ2mI

12Ih2

I ′v2(t) = bβvIh2(1− Iv2)− µvIv2

(5.5)

no qual Rhi(t) = 1 − Shi(t) − Ihi(t) e Svi(t) = 1 − Ivi(t), com i = 1, 2. As taxas de

mobilidade humana entre os dois patches são dadas por mS
12,m

S
21,m

I
12 e mI

21.

Observando o sistema (5.5), nota-se dois casos: taxas de mobilidade

humana (I) nulas, ou seja, os patches são disjuntos e (II) não nulas, isto é, os patches

são conectados por meio das taxas de mobilidade humana.

No caso (I), para cada patch existe um equiĺıbrio livre da doença E0 =

(1, 0, 0) e um endêmico E1 = (S∗h, I
∗
h, I

∗
v ), sendo S∗h =

A+B

A+BR0i

, I∗h =
R0i − 1

A+BR0i

,

I∗v =
A(R0i − 1)

R0i(A+B)
, com A =

bβv
µv

, B =
ηh + µh

µh

e R0i =
b2βhβvΛi

µ2
v(ηh + µh)Nhi

, para

i = 1, 2, conforme os resultados obtidos no primeiro modelo de uma região.

Agora no caso (II), as taxas de mobilidade humana são não nulas.

Admitindo que R01 < 1 no primeiro patch e R02 > 1 no segundo, encontra-se os

pontos de equiĺıbrio do sistema (5.5), igualando suas equações à zero. Da equação

de humanos infectados do patch 1 é deduzido que

γ2m
I
12Ih2 =

bβhΛ1

µvNh1

Iv1Sh1 − (ηh + µh + γ1m
I
21)Ih1.

Desde que γ1 > 0 e R01 < 1 no primeiro patch, então um posśıvel

ponto de equiĺıbrio é o livre da doença. Além disso, pela proposição 4 esse ponto

sempre existe. Consequentemente, Ih1 = 0 e Iv1 = 0. Utilizando desses fatos, tem-se

que no segundo patch Ih2 = 0. Agora, manipulando a equação de vetores infectados

do segundo patch, tem-se que

bβvIh2(1− Iv2) = µvIv2
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obtendo Iv2 = 0. Portanto, o resultado está de acordo com a Proposição 5, já que não

é posśıvel a existência de um equiĺıbrio livre da doença em um patch e um equiĺıbrio

endêmico no outro.

5.2.1 Número Básico de Reprodução para Dois Patches

Conforme visto até agora, o ponto de equiĺıbrio livre da doença existe,

logo para atinǵı-lo, o seguinte sistema será resolvidoµh(1− Sh1) +mS
12Sh2 −mS

21Sh1 = 0

µh(1− Sh2) +mS
21Sh1 −mS

12Sh2 = 0

(5.6)

(5.7)

Da soma das duas equações, tem-se que

Sh1 = 2− Sh2. (5.8)

Assim, fazendo a substituição de (5.8) em (5.7), consegue-se

Sh2 =
µh + 2mS

21

µh +mS
12 +mS

21

. (5.9)

Do mesmo modo, substituindo (5.9) em (5.8), obtém-se

Sh1 =
µh + 2mS

12

µh +mS
12 +mS

21

.

Dessa maneira, o ponto de equiĺıbrio livre da doença para o sistema de

dois patches é dado por E2 = (Sh1, Sh2, 0, 0, 0, 0).

Seguindo os mesmos passos das seções anteriores, para o cálculo do

número básico de reprodução ordena-se os compartimentos de doença, Ih1, Ih2, Iv1 e

Iv2. Em conformidade com Diekmann et al. (2009) será utilizado novamente a matriz

de próxima geração. A linearização em torno do ponto de equiĺıbrio livre da doença

(E2) cede as matrizes F e V −1,

F =



0 0
bβhΛ1

µvNh1

Sh1 0

0 0 0
bβhΛ2

µvNh2

Sh2

bβv 0 0 0

0 bβv 0 0


e V −1 =



v11 v12 0 0

v21 v22 0 0

0 0
1

µv

0

0 0 0
1

µv


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em que v11 =
ηh + µh + γ2m

I
12

(ηh + µh)L
, v12 =

γ2m
I
12

(ηh + µh)L
, v21 =

γ1m
I
21

(ηh + µh)L
e

v22 =
ηh + µh + γ1m

I
21

(ηh + µh)L
, com L = ηh + µh + γ1m

I
21 + γ2m

I
12.

Como o R0 é dado pelo raio espectral da matriz K = FV −1. Desse

modo, calculando os autovalores da matriz K consegue-se o seguinte polinômio car-

acteŕıstico:

P (λ) = λ4− 1

(ηh + µh)L
(z2R01+z1R02)λ

2+

(
1

L

)2

(z2z1R01R02−γ1mI
21γ2m

I
12R01R02)

com z1 = ηh + µh + γ1m
I
21 e z2 = ηh + µh + γ2m

I
12.

Chamando y = λ2, adquire-se

P (y) = y2 − 1

L
(z1R02 + z2R01)y +

(
1

L

)2

(z2z1R01R02 − γ1mI
21γ2m

I
12R01R02).

Assim,

P (y) =

(
y − 1

2L
(z1R02 + z2R01 −

√
Z(γ))

)(
y − 1

2L
(z1R02 + z2R01 +

√
Z(γ))

)
em que Z = (z1R02 − z2R01)

2 + 4γ1m
I
21γ2m

I
12R01R02.

Portanto, a seguinte fórmula anaĺıtica do R0 geral para o sistema (5.5)

que depende das taxas de mobilidade humana e dos números básicos de reprodução

locais de cada patch é:

R0 =
1

2L
(z1R02 + z2R01 +

√
Z), Z > 0.

5.2.2 Resultados Numéricos

Os resultados numéricos do modelo matemático (5.5) que considera

dois patches distintos serão descritos por meio de cenários simulados. Para obter

a solução numérica utilizou-se as configurações das simulações observadas na seção

anterior. As representações do número básico de reprodução para o sistema de dois

patches foram plotadas no software MATLAB. Os valores dos parâmetros biológicos

são os mesmos para um peŕıodo de 12500 dias.
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As condições iniciais das variáveis de estado podem ser vistas na Tabela

5.1, em que o primeiro patch têm condições para doença e o segundo patch está livre

da doença. Para todos os cenários, será observada a influência da mobilidade humana

entre os patches.

Tabela 5.1. Condições iniciais para o modelo de dois patches.

Patch 1 Patch 2

Sh1(0) = 0.7 Sh2(0) = 1

Ih1(0) = 0.3 Ih2(0) = 0

Iv1(0) = 0.1 Iv2(0) = 0

Os resultados numéricos são obtidos a partir de três cenários simulados,

de acordo com a Tabela 5.2. Note que os números básicos de reprodução e o tamanho

das regiões variam de cenário para cenário.

As escolhas são diversas para a construção da matriz de mobilidade.

Os resultados esperados podem variar muito de acordo com a escolha implemen-

tada, conduzindo à medidas de controle e decisões erradas. Considerando a mesma

configuração de matriz usada por Bowong et al. (2013), tem-se:

M =

 −1
Nh1

Nh2

1 −Nh1

Nh2



Tabela 5.2. Cenários das simulações numéricas para dois patches.

Cenários Nh1 R01 Nh2 R02

1 4× 104 0.42 2× 104 0.84

2 4× 104 10.5 2× 104 0.42

3 2× 104 10.5 4× 104 0.42



52

Cenário 1: No primeiro caso, γ1 = γ2 = 0.8, ou seja, os humanos

infectados se movem de uma região para outra. O impacto da mobilidade humana

sobre a segunda região que de ińıcio não havia a doença são observadas nas Figuras

5.3 e 5.4. Os números básicos de reprodução são distintos, mas ambos menores que

um. Assim, a doença não permanecerá nos patches (o que está de acordo com os

resultados anaĺıticos).

Outro resultado importante, pode ser visto na Figura 5.5. Quando a

migração de humanos infectados aumenta, o número básico de reprodução geral para

dois patches também aumenta.
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Figura 5.3 - Dinâmica para dois patches. Os parâmetros de simulação são: Λ1 =

Λ2 = 800 e γ1 = γ2 = 0.8.
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Figura 5.4 - Proporção de humanos infectados para dois patches no cenário 1.

Figura 5.5 - Número básico de reprodução geral para dois patches em relação ao γ1

e γ2 no cenário 1.
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Cenário 2: Nesta simulação, optou-se por γ1 = γ2 = 0.2. Se R01 =

10.5 > 1, então haverá epidemias em todas as cidades. Conforme o tempo passa,

o número de pessoas infectadas do primeiro patch começa a cair, mas no segundo

patch aparece um surto, isto pode ser visto na Figura 5.6. A doença fica endêmica

nessa comunidade de duas regiões, isto é, aparece vários surtos até os dois patches

se estabilizarem.

A primeira região têm uma população e número básico de reprodução

maiores que a segunda região, assim quando tem-se um maior fluxo de humanos

infectados do patch 1 passando para o patch 2, ocorre epidemias no decorrer do

tempo.

Logo, mesmo que o número básico de reprodução geral (para o sistema

de dois patches) decline, sempre ficará maior que 1, como mostra a Figura 5.7.

Portanto, a mobilidade humana e um número básico de reprodução maior que um

implica na propagação da doença nos dois patches.
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Figura 5.6 - Proporção de humanos infectados para dois patches no cenário 2, com

Λ1 = 20000, Λ2 = 800 e γ1 = γ2 = 0.2.
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Figura 5.7 - Número básico de reprodução geral para dois patches em relação ao γ1

e γ2 no cenário 2.

Cenário 3: Para os resultados númericos do cenário 3 dados pela

Figura 5.8, considera-se que o R01 > 1, R02 < 1 e o tamanho total da população

humana da primeira região é menor com relação a segunda região. Assim, quando os

humanos infectados se movimentam, o número de casos começa a diminuir no patch

1 e acontece surtos no patch 2.

Contudo, se o fluxo de humanos infectados que migram para o patch 2

aumenta, ou seja, quando γ1 aumenta, vê-se pela Figura 5.9 que a migração desses

indiv́ıduos causa um efeito favorável no número básico de reprodução geral (R0).

Isso acontece devido ao aumento das taxas de mobilidade do patch 1, assim a força

da doença decai no patch 1, impactando a região seguinte.

Verifica-se na comparação das Figuras 5.7 e 5.9, que uma região com o

tamanho de população grande e o número básico de reprodução local maior que do

que um, ocorre a propagação da doença e ela perdura ao longo do tempo.
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Figura 5.8 - Proporção de humanos infectados para dois patches no cenário 3, com

Λ1 = 20000, Λ2 = 800 e γ1 = γ2 = 0.2.

Figura 5.9 - Número básico de reprodução geral para dois patches em relação ao γ1

e γ2 no cenário 3.



57

5.2.3 Resultados Númericos para Dois Patches do Modelo Matemático

de Newton e Reiter

Alguns estudos utilizam a aplicação do modelo proposto inicialmente

por Newton & Reiter (1992) sem modificações (Cirino, 2003; Gerhardt, 2004). Entre-

tanto, o presente modelo será ampliado para dois patches, conferindo-lhe alterações,

em que este será constitúıdo pelas equações diferenciais ordinárias não lineares que

representam a fase aquática do vetor (ovos, larvas e pupas), além das populações de

humanos e vetores.

As variáveis de estado do modelo no tempo t estão definidas na Tabela

5.3. Será considerado os compartimentos de humanos e vetores expostos, ou seja,

são indiv́ıduos infectados, mas que começam a transmitir o v́ırus depois de um certo

peŕıodo de tempo (peŕıodo de latência).

Os parâmetros biológicos do sistema (5.10) são definidos pela Tabela

5.4 e foram extráıdos de Cirino (2003) e Thomé et al. (2010). Tem-se ainda que,

Nhj = Shj + Ehj + Ihj + Rhj, Cj > 0 e

(
1− Aj

Cj

)
representam a densidade total

da população humana, a capacidade de suporte ambiental (espaços dispońıveis e

nutrientes) e o crescimento loǵıstico de vetores, respectivamente, para os patches

j = 1, 2.

As taxas de mobilidade humana entre os dois patches são dadas por

a12, a21, b12, b21, c12, c21, d12 e d21. Logo, tem-se o modelo ampliado para dois patches :
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A′1 = kφ

(
1− A1

C1

)
(Sv1 + Ev1 + Iv1)− (α + µA)A1

S ′h1 =
1

Mh

Nh1 − cvhIv1
Sh1

Nh1

− 1

Mh

Sh1 + a21Sh2 − a12Sh1

E ′h1 = cvhIv1
Sh1

Nh1

− 1

Dh

Eh1 −
1

Mh

Eh1 + b21Eh2 − b12Eh1

I ′h1 =
1

Dh

Eh1 −
1

Ph

Ih1 −
1

Mh

Ih1 + c21Ih2 − c12Ih1

R′h1 =
1

Ph

Ih1 −
1

Mh

Rh1 + d21Rh2 − d12Rh1

S ′v1 = αA1 − chvSv1
Ih1
Nh1

− 1

Mv

Sv1

E ′v1 = chvSv1
Ih1
Nh1

− 1

Dv

Ev1 −
1

Mv

Ev1

I ′v1 =
1

Dv

Ev1 −
1

Mv

Iv1

A′2 = kφ

(
1− A2

C2

)
(Sv2 + Ev2 + Iv2)− (α + µA)A2

S ′h2 =
1

Mh

Nh2 − cvhIv2
Sh2

Nh2

− 1

Mh

Sh2 − a21Sh2 + a12Sh1

E ′h2 = cvhIv2
Sh2

Nh2

− 1

Dh

Eh2 −
1

Mh

Eh2 − b21Eh2 + b12Eh1

I ′h2 =
1

Dh

Eh2 −
1

Ph

Ih2 −
1

Mh

Ih2 − c21Ih2 + c12Ih1

R′h2 =
1

Ph

Ih2 −
1

Mh

Rh2 − d21Rh2 + d12Rh1

S ′v2 = αA2 − chvSv2
Ih1
Nh2

− 1

Mv

Sv2

E ′v2 = chvSv2
Ih2
Nh2

− 1

Dv

Ev2 −
1

Mv

Ev2

I ′v2 =
1

Dv

Ev2 −
1

Mv

Iv2

(5.10)
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Tabela 5.3. Variáveis de estado do modelo de Newton & Reiter para dois patches.

Variável Descrição da Variável

A Fase aquática

Sh Densidade de humanos suscet́ıveis

Eh Densidade de humanos expostos

Ih Densidade de humanos infectados

Rh Densidade de humanos recuperados

Sv Densidade de vetores suscet́ıveis

Ev Densidade de vetores expostos

Iv Densidade de vetores infectados

Tabela 5.4. Parâmetros biológicos do modelo de Newton & Reiter.

Parâmetros Descrição Valor

k Fração de ovos viáveis (0 < k < 1) 0.8

φ Taxa de oviposição intŕınseca (0 < φ < 1) 0.9

α Proporção de vetores que se tornam suscept́ıveis

ao nascerem (0 < α < 1) 0.5

µA Taxa de mortalidade da fase aquática (0 < µA < 1) 0.0583

Mh Peŕıodo da expectativa de vida dos humanos (dias) 25000

Dh Peŕıodo latente intŕınseco dos humanos (dias) 5

Ph Peŕıodo de duração da infecção (dias) 3

Mv Peŕıodo da expectativa de vida dos vetores (dias) 4

Dv Peŕıodo latente extŕınseco dos vetores (dias) 10

cvh Taxa de transmissão da interação vetor-humano (dias−1) 0.75

chv Taxa de transmissão da interação humano-vetor (dias−1) 0.375
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Para as simulações numéricas realizadas em relação ao sistema (5.10),

considerou-se quatro cenários, conforme mostra a Tabela 5.5.

Tabela 5.5. Cenários das simulações numéricas.

Cenários Mobilidade Humana

1 -

2 Sh, Eh, Ih e Rh

3 Sh, Eh e Rh

4 Sh, Rh

Para se obter a solução numérica do sistema utilizou-se o método de

Runge-Kutta de quarta ordem para um peŕıodo de 400−1000 dias e passo no tempo

de 0.001. As taxas de migração humana aij, bij, cij e dij são escolhidas aleatoriamente

em [0, 1], para todo i, j = 1, 2. A Tabela 5.6 representa as condições iniciais das

variáveis de estado utilizadas para as simulações.

Tabela 5.6. Condições iniciais para as simulações.

Patch 1 Patch 2

A1(0) = 1000 A2(0) = 100

Sh1(0) = 9950 Sh2(0) = 104

Eh1(0) = 0 Eh2(0) = 0

Ih1(0) = 50 Ih2(0) = 0

Rh1(0) = 0 Rh2(0) = 0

Sv1(0) = 2000 Sv2(0) = 2000

Ev1(0) = 0 Ev2(0) = 0

Iv1(0) = 0 Iv2(0) = 0
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No primeiro cenário não há mobilidade em nenhum dos compartimen-

tos da população humana, ou seja, as taxas de movimentação humana são todas

nulas. Como resultado, observou-se a ocorrência de epidemia no primeiro patch, de-

vido a existência das condições para dengue. O segundo continuou livre da infecção,

como era de se esperar, devido a ausência da mobilidade humana. A Figura 5.10

exibe os resultados numéricos da simulação do cenário 1.
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Figura 5.10 - Mobilidade nula na população de humanos.

No segundo cenário fixou-se as taxas de mobilidade em todos os com-

partimentos de humanos (Sh, Eh, Ih e Rh). Devido ao fato da mobilidade humana ser

considerada neste caso, o patch que não possúıa condições para a dengue adquiriu

uma epidemia da doença (Figura 5.11).

Para o terceiro cenário foi considerado que humanos infectados estão

seguindo as recomendações necessárias para a recuperação dos sintomas da dengue,

isto é, repouso absoluto. Logo, existe mobilidade humana nos demais compartimen-

tos Sh, Eh e Rh. Portanto, devido a migração de indiv́ıduos expostos (pessoas que

estão infectadas e depois de um peŕıodo de tempo começam a transmitir a infecção),

o segundo patch passou apresentar a doença, como pode ser visto nos resultados

numéricos exibidos na Figura 5.12.
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Figura 5.11 - Efeitos da migração humana em todos os compartimentos de humanos.

0 100 200 300 400
9940

9960

9980

10000

S
h

0 100 200 300 400
9940

9960

9980

10000

0 100 200 300 400
0

1

2

3

E
h

0 100 200 300 400
0

1

2

3

0 100 200 300 400
0

10

20

30

40

50

Ih

0 100 200 300 400
0

10

20

30

40

50

0 100 200 300 400

t - Patch 1

0

10

20

30

40

50

60

R
h

0 100 200 300 400

t - Patch 2

0

10

20

30

40

50

60

Figura 5.12 - Dinâmica populacional para dois patches sobre o efeito da mobilidade

na subpopulação de humanos expostos.
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A Figura 5.13 exibe os resultados do quarto cenário, no qual existe

mobilidade nos compartimentos de humanos suscept́ıveis e recuperados. Como es-

perado, o segundo patch continuou sem a doença (condição inicial), pois humanos

expostos e infectados não deixaram o seu patch atual.
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Figura 5.13 - Efeitos da mobilidade na subpopulação de humanos suscept́ıveis e re-

cuperados.

As principais conclusões referentes aos modelos trabalhados para a

dinâmica de transmissão da dengue em patches são sumarizadas na seção seguinte.



6 DISCUSSÃO DE RESULTADOS

Simulações numéricas foram realizadas considerando casos para dois

patches, com o intuito de mostrar o impacto da mobilidade humana na dinâmica

populacional, além de analisar localmente os pontos de equiĺıbrio do sistema para

um patch. Foi efetuado também, simulações para diferentes situações de R0i, com

i = 1, 2.

No modelo de um patch foi encontrado condições para a estabilidade

local dos pontos de equiĺıbrio. Essas condições dependem do número básico de

reprodução obtido pela construção da matriz de próxima geração. Se R0 < 1 tem-se

a estabilidade assintótica local do ponto de equiĺıbrio livre da doença. Caso contrário,

para R0 > 1, o ponto de equiĺıbrio endêmico é assintoticamente estável.

Para o modelo de dois patches, se existem condições iniciais para en-

fermidade e o R01 > 1 no primeiro patch, tem-se a ocorrência e permanência de

epidemias nos patches durante toda a dinâmica, pois se um dos patches está no es-

tado de equiĺıbrio endêmico, então todos os patches que tem acesso ao patch endêmico

estará em estado endêmico também. Porém, se R0i < 1, com i = 1, 2, a doença não

permanecerá nos patches.

As simulações numéricas realizadas para o caso de dois patches do

modelo proposto por Newton & Reiter (1992), mostra os efeitos da mobilidade

humana já esperados para o desenvolvimento da dengue no patch que estava ini-

cialmente livre da doença e da importância da mobilidade de humanos expostos

(indiv́ıduos que adquiriram a infecção, mas ainda não transmitem o v́ırus) na dis-

seminação da doença.



7 CONCLUSÕES

Neste trabalho, verificou-se a dinâmica de transmissão da dengue dos

modelos propostos para um e dois patches. Além disso, observou-se a influência

do número básico de reprodução local de cada patch para com o número básico de

reprodução geral para o modelo de dois patches.

De acordo com os resultados obtidos, tem-se que a redução do número

básico de reprodução local dos patches ajuda a diminuir o número de reprodução

geral. Como a sensibilidade desse parâmetro é o tamanho total da população humana

ou a taxa de recrutamento de vetores, então o mais viável é fazer o controle sobre os

vetores, para que de fato o número básico de reprodução local retroceda.

Vale destacar que o desenvolvimento da dengue no patch que inicial-

mente não apresentava a doença, ocorreu devido ao impacto da mobilidade humana.

Conforme essas importantes apurações, o reforço das ações de controle nas fases do

ciclo dos vetores é sugerido, como forma de conter a doença e minimizar esse grande

problema da saúde pública, uma vez que não é posśıvel frear a mobilidade dos seres

humanos devido suas atividades diárias.
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8 RECOMENDAÇÕES PARA TRABALHOS

FUTUROS

As ideias e sugestões para futuros são baseados nas extensões deste

trabalho, como por exemplo:

1. Examinar a dinâmica da doença em patches considerando diferentes for-

mulações para a mobilidade humana.

2. Avaliar como o número de patches atua na disseminação da doença;

3. Encontrar o número básico de reprodução para o caso de três patches, achando

talvez uma posśıvel expressão de recorrência para o mesmo;

4. Acrescentar mais de um sorotipo da doença na dinâmica;

5. Aplicar medidas de controle otimizados nas fases de ciclo do vetor;

6. Adicionar a fase aquática do vetor, além disso considerar a transmissão vertical

do vetor;

7. Trabalhar com dados reais sobre a doença e taxas de mobilidade humana.
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São Paulo: Coleção BC&T, Textos Didáticos, UFBAC, 2011.
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Paulo: Livraria Varela, 1993.
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Braśılia: Secretaria de Vigilância em Saúde, 2005.
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