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RESUMO

Neste trabalho, a dinamica de transmissao da dengue é analisada por
intermédio de simulagoes numéricas do sistema de equacoes diferenciais ordinarias
nao lineares, considerando a mobilidade humana como fator de interesse para des-
crever a persisténcia e difusao dessa enfermidade. O sistema de equagoes é composto
pela interacao dos compartimentos da populacao de humanos e vetores para um
modelo de k espagos discretos bem definidos (patches). Em particular, o nimero
bésico de reproducao para o caso de dois patches é obtido pela construcao da Ma-
triz de Préoxima Geragao e sua influéncia na dinamica da doenca é analisada. Os
resultados atingidos mostram que o patch inicialmente livre da doenca, passou a ser

afetado pela mobilidade humana.



SPATTAL-DISCRETE MATHEMATICAL MODEL FOR ANALYSIS
OF DENGUE FEVER PROPAGATION

Author: GABRIELA COLOVATI DE ALMEIDA
Adviser: Prof. Dr. FERNANDO LUIZ PIO DOS SANTOS

SUMMARY

In this work, the dynamics of dengue fever transmission is analyzed
through numerical simulations of the system of nonlinear ordinary differential equa-
tions, considering human mobility as a factor of interest to describe the persistence
and diffusion of this disease. The system of equations is composed of the interaction
of the human population compartments and vectors for a model of k well-defined
discrete spaces (patches). In particular, the basic reproduction number for the case
of two patches is obtained by constructing the Next Generation Matrix and its in-
fluence on disease dynamics is analyzed. The results attained show that the initially

disease-free patch was affected by human mobility.



1 INTRODUCAO

A modelagem matematica é um processo que transforma uma questao
real em linguagem matematica, ou seja, converte um problema real em um pro-
blema matematico, sendo suas solucoes interpretadas numa linguagem realistica. A
modelagem ¢é fundamental, pois abrange a multidisciplinaridade e nos aproxima da
realidade através de suas simplificacoes e representagoes (Bassanezi, 2002).

Neste sentido, as equagoes diferenciais sao ferramentas matematicas
importantes na descricao dos fenomenos reais. Tratam-se de modelos fisicos utéis
para a compreensao de situagoes ou problemas reais encontrados na Biologia, Fisica,
Medicina, etc. Quanto mais proximos estamos de descrever um problema, mais com-
plexas s@o essas equagoes, gerando, assim, a dicotomia simplicidade/complexidade
versus pouco/muito poder de explicagao (Boyce & DiPrima, 2006).

De acordo Bassanezi (2002), a formulagdo de um modelo matemético
requer conhecimentos prévios acerca do problema e seus contextos, por isso, em geral,
é considerada a fase mais dificil do processo de modelagem. Assim, é importante que
exista reciprocidade, isto €, um pouco de conhecimento mutuo, entre a Matematica e
outras dreas (como a Biologia), para que essa intera¢ao possa ampliar a compreensao
dos acontecimentos e as possibilidades de solugoes dos problemas.

Para Bassanezi (2011), a modelagem matemadtica de situagoes reais
pode ser facilitada quando se faz uso de sistemas interligados, chamados de comparti-
mentos. Cada compartimento é determinado por suas propriedades fisicas, trocando
materiais entre si e o meio ambiente. Esse sistema de compartimentos conectados
¢ chamado de modelo compartimental. Hoje em dia, os modelos compartimentais

sao instrumentos significativos quando aplicados na area da satde, destacando ainda
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mais as propriedades da area de Biomatematica, adequando o uso simultaneo da
Biologia/Medicina e da Matematica (Lima, 2006).

Certamente, a saide é uma demanda extremamente relevante para o
ambito social, pois o ser humano, durante toda a sua vida, procura por uma boa
vitalidade. O bem-estar é um direito igual e fundamental para qualquer ser humano,
sendo, portanto, condi¢ao bioldgica e de circunstancia social. Quando observamos
as condicoes de satidde numa populagao, abordagens como doengas, mortes e descon-
forto sao fatores que afetam efetivamente a vida de uma comunidade. A compreensao
de uma doenga junto com suas particularidades bioldgicas e sociais ajuda nas pos-
sibilidades de intervencao de uma enfermidade. Deste modo, para explicar certas
epidemias é necessario conhecer o comportamento de um virus, bactéria ou fungo
que transmita a doenca em questao. Esses sao alguns dos objetivos da Epidemiologia
(Cortes, 1993; Dallari, 1988).

Neste trabalho, propoe-se um modelo para descrever o processo de
transmissao da dengue usando um modelo metapopulacional com mobilidade hu-
mana. Sua composicao estd organizada por secoes. A secao 2 aborda o objetivo
geral e propdsitos particulares. Na secao 3, apresenta-se caracteristicas da dengue e
modelos matematicos que abordam esse tipo de enfermidade.

Para a secao 4, propoe-se o modelo para um patch, no qual apresenta
o estudo local da estabilidade dos seus pontos de equilibrio e o calculo do nimero
bésico de reproducao através do método de construcao da matriz de préxima geracao.
O modelo de um patch é ampliado para k patches na segao 5 , em que esses Sao
conectados pela mobilidade humana. Em seguida, nas ultimas secoes sao discutidos

alguns dos resultados alcancados, além das conclusoes sumarizadas.



2 OBJETIVOS

O objetivo geral deste trabalho é propor um modelo discreto espa-
cialmente e continuo no tempo para analisar a dinamica de transmissao da dengue,
considerando interacoes entre as populagoes do humano e do vetor em um numero
arbitrario de patches. Serd investigado também, o efeito da mobilidade humana

neste problema, em que os patches estao apenas conectados através dessa mobilidade.

Os objetivos particulares sao:

1. Estender o modelo proposto a principio por Bailey (1975) e Dietz (1974) para
dois patches, com a finalidade de encontrar o nimero bésico de reproducao

geral (que dependera das taxas de mobilidade humana).

2. Investigar o vinculo entre o nimero basico de reproducao para dois patches
(geral) e o nimero béasico de reprodugao para cada um dos patches, com o

intuito de verificar como esses nimeros interferem na dinamica da doenca.

3. Obter os resultados numéricos para o modelo de Bailey (1975) e Dietz (1974)

ampliado para dois patches com as taxas de mobilidade humana.

4. Adicionar a fase aquatica de vetores e ampliar para dois patches o modelo de
Newton & Reiter (1992). Posteriormente, efetuar simula¢oes numéricas para

examinar a mobilidade humana neste modelo com modificagoes.



3 PRINCIPIOS FUNDAMENTAIS

As relagoes do homem com o meio ambiente, juntamente com sua
preservacao, além de uma pertinente orientacao dos programas de satude sobre o
problema e descricao de uma doenga, sao mudancas importantes que as estratégias
de controle exigem no momento atual.

Dentre os fatores que influenciam nos métodos de controle e na dissemi-
nacao de uma doenca, vale destacar a alta reproducao e sobrevivéncia de alguns
artrépodes, a caréncia de saneamento basico, os aspectos sociais e economicos de um
espaco, a falta de conhecimento e o aumento significativo da migragao humana.

Nesta secao sera apresentado alguns conceitos e defini¢oes sobre a
epidemiologia, algumas peculiaridades da dengue e do vetor transmissor, a im-
portancia da mobilidade humana, modelos compartimentais, a relevancia dos mo-

delos metapopulacionais e a interpretagao do niimero basico de reproducao.

3.1 Epidemiologia

De acordo com Martcheva (2015) a palavra Epidemiologia é de origem
grega, no qual o termo epi significa “sobre”, o termo demos denota “pessoas’e a
palavra logos significa “estudo”. Em suma, a Epidemiologia é o estudo que ocorre
sobre a populacao humana.

A Epidemiologia é um ramo da Medicina que se preocupa com es-
tratégias e medidas de controle para uma protecao coletiva. A aplicacao da mesma,
considera a causa de uma doenca e os fatores que a influenciam. Epidemias que

aconteceram no passado ampliam o nosso olhar sobre a doenca hoje e, assim, é
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possivel captar um molde de seu processo, transmitindo possiveis comportamentos
para estratégias de contencao da mesma. Dai, o papel da modelagem matematica
entra pratica, pois ela desenvolve mecanismos que ajudam a identificar estratégias
de intervencao e medidas de controle na transmissdo de uma doenca (Cortes, 1993).

Em 1760, Daniel Bernoulli desenvolveu um modelo matemético for-
mado apenas pela equacao de suscetiveis a doenca e pela equacao da populacao total
para investigar as implicacoes da variolacao!. Seu modelo foi apontado como sendo
o primeiro em epidemiologia, mas que ficou limitado pela falta de conhecimentos
médicos (Monteiro, 2011).

Hamer (1906) postulou o conceito mais relevante da epidemiologia
matematica, conhecido como o principio de acoes de massas. Esse postulado diz que
a epidemia de uma doenca depende da taxa de contato entre individuos suscetiveis
e individuos infectados (Anderson & May, 1991; Massad et al., 2004).

Ross (1911) foi um dos primeiros pesquisadores a desenvolver um
modelo matematico para descrever a transmissao de uma doenca infecciosa,
utilizando-o para modelar a transmissao da malaria (Ross, 1915). No decorrer dos
anos, pesquisadores como Kermarck & McKendrick (1927), Mcdonald (1957), Bailey
(1975), Newton & Reiter (1992), Esteva & Vargas (1998), Yang (2006), Thomé et al.
(2010) e Sanches et al. (2011), foram motivados em seus estudos na procura por um
modelo matematico que melhor represente a dinamica de uma doenca infecciosa e a
causa frequente de epidemias.

Para trabalhar com a modelagem matematica em doencas infecciosas
¢ necessario conhecimentos e conceitos epidemioldgicos, em que esses sao utensilios
essenciais para a construcao dos modelos matematicos e de suas caracteristicas. Al-
guns dos conceitos mais relevantes estao descritos abaixo:

Doencas infecciosas sao doencas ocasionadas por um agente infeccioso
(conhecido também como agente patogénico), ou seja, um organismo que é capaz de

produzir uma doenca infecciosa. Um agente infeccioso pode ser uma bactéria, virus,

IMétodo para prevenir a varfola utilizado antigamente.
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parasita, germe ou fungo. A transmissao de um doenca infecciosa acontece de forma
horizontal ou vertical.

A transmissao horizontal representa o contdgio da infeccao de um in-
dividuo para outro, de mesma espécie ou nao, ocorrendo diretamente (por meio do
contato fisico e relagoes sexuais) ou indiretamente (manuseio de objetos infectados,
dgua e alimentos contaminados ou por intermédio de vetores). Para que a trans-
missao vertical decorra, uma fémea infectada deve passar o agente infeccioso para a
sua prole durante a gestagdo ou nascimento (Leandro, 2015; Martcheva, 2015).

Quando ha um aumento repentino no niimero de casos de uma doenca
em uma regiao especifica ou delimitada e o nimero dessas ocorréncias é maior do
que numero de incidéncias esperadas normalmente, considera-se o surto epidémico
da doenca. Entretanto, se existir uma presenca regular de casos em uma determi-
nada area, entao temos uma endemia. Ja uma epidemia é o aparecimento de surtos

epidémicos em vérias regides (Ministério da Saude, 2005).

3.2 Dengue

Os artrépodes? formam um grupo significativo por causar doencas in-
fecciosas em seres humanos. Os grupos mais importantes de virus produzidos por
artrépodes sao os que provocam a dengue, a febre amarela, e mais recentemente o
virus zika e a febre chikungunya. Em Epidemiologia, as caracteristicas do virus para
a febre amarela é semelhante ao da infecgao causada pelo virus da dengue (Anderson
& May, 1991).

A cada ano, as doencas infecciosas propiciam mais mortes em todo
mundo, oferecendo dessa maneira, medidas desafiadoras para programas ligados a
saude e a prevencao dessas enfermidades. Um dos graves problemas de saude publica
mundial, ocorrendo principalmente nas areas urbanas de territérios com climas tropi-
cais e subtropicais, é a proliferacao da doenga infecciosa dengue. Com o aumento

de sua expansao geografica para novos paises, avalia-se que 390 milhoes de novas

2 Animais invertebrados que possuem o corpo articulado e rigido.
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infecgoes ocorram mundialmente todo ano, dos quais 96 milhoes se manifestam com
qualquer gravidade clinica (Bhatt et al., 2013; WHO, 2016).

A dengue é uma arbovirose causada por quatro sorotipos do virus
(DEN-1, DEN-2, DEN-3 e DEN-4), pertencentes ao género Flavivirus. A dengue
pode se manifestar de acordo com sua gravidade clinica, sendo da forma dengue
classica (DC) ou febre hemorragica da dengue (FHD). A FHD ¢ classificada em
quatro graus de seriedade, em que os graus I1I e IV sao considerados como a sindrome
do choque da dengue (SCD), isto é, a forma mais severa da infeccao. O risco de
desenvolver a forma mais grave aumenta quando acontece reinfecgdes por outros
sorotipos (WHO, 2009, 2016).

O Aedes aegypti é o principal vetor que transmite o virus que causa a
dengue nos seres humanos, comumente por meio de picadas dos mosquitos fémeas in-
fectados. Normalmente, a infeccao por dengue surge acompanhada de sintomas como
febre alta, dores de cabecga, dores intensas nas articulacoes, dores atrds dos olhos,
fraqueza, desidratacao, coceira e manchas vermelhas na pele. A forma mais grave de
infecgao por dengue inclui sintomas como vomitos, confusao mental e sangramentos
pelo nariz, olhos e boca.

Nao existe tratamento especifico contra a dengue, mas é possivel ame-
nizar seus sintomas por meio de repouso e hidratacao. Na fase de recuperacao, o
ser humano desenvolve imunidade permanente para o sorotipo adquirido (Ministério
da Saide, 2002). A WHO (2016) recomenda que paises com os indices elevados da
doenca considerem a introducao e uso da primeira vacina contra dengue, a Dengvaxia,

registrada no final do ano de 2015 para a aplicacao em individuos de 9 a 45 anos.



3.3 Vetor

A fémea do Aedes aegypti se alimenta do sangue humano para o pro-
cesso de maturacao® dos ovos, ja os machos se alimentam da seiva de plantas *.
Os mosquitos se desenvolvem por meio de uma metamorfose, que chega a durar em
média 10 dias junto de condicoes ambientais favoraveis.

A fémea do mosquito absorve o sangue humano depois da cépula® e sai
a procura de um recipiente para utilizar como criadouro, principalmente com agua
limpa e parada, desovando os ovos proximos a sua superficie. Os ovos dao origem as
larvas, que se movimentam rapidamente e passam por quatro estagios de evolucao,
podendo variar de acordo com a temperatura e alimentagao. Posteriormente, as
larvas transformam-se em pupas. Estas se movem por intermédio de contracoes e
nao se alimentam. Por fim, as pupas transformam-se na forma adulta dos mosquitos,
os alados (Ministério da Saude, 1987).

O Aedes aegypti adulto vive em média de 30 a 35 dias. A femea do
mosquito pode formar até 1500 novos mosquitos durante sua vida. De acordo com
o Ministério da Saide (2001), os ovos podem sobreviver por mais de um ano em
lugares secos (sem dgua), uma vez que sao resistentes a dessecacao. Ja se observou
que, ovos estando dessecados a pelo menos 450 dias, eclodiram e evoluiram quando
colocados em contato com a adgua. O fato dos ovos serem resistentes e custosos de
serem vistos tornam-se grandes problemas para a erradicagao dos vetores, pois os
ovos podem ser transportados para lugares distantes que nao possuem vestigios da
doenga.

O mosquito é capaz de ficar infectado quando se alimenta do sangue
de um hospedeiro contaminado pelo virus (transmissao horizontal) ou quando um

mosquito fémea infectado transmite o virus para seus ovos (transmissao vertical).

3Processo de desenvolvimento do vetor, em que o sangue humano é necessario para sua realizacéo.
4Retirado do site Instituto Oswaldo Cruz (IOC) - Dengue, virus e vetor. Disponivel em:

<http://www.ioc.fiocruz.br/dengue/textos/oportunista.html>. Acesso em: 03 ago. 2016.

5F o acasalamento que ocorre entre o macho e a fémea de uma determinada espécie.
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Uma vez que o mosquito é contaminado pelo virus da dengue, passa a transmiti-lo
para outras pessoas e permanece infectado até sua morte (Marquardt, 2004).

A transmissao vertical ocorre de duas formas, a transovariana ou
transovo. Na primeira, o virus invade o foliculo embrionério infectando o embriao,
ou seja, o virus fica dentro do ovo. A segunda ocorre no momento da oviposicao®,
permanecendo o virus na superficie do ovo e, na eclosao deste, o vetor é infectado.
Esse tipo de transmissao poderia explicar a conservagao e gestao do virus no grupo

de vetores, uma vez que os ovos sao resistentes as adversidades ambientais (Leandro,

2015).

3.4 Trajetoria e Dispersao da Dengue

Acredita-se que o Aedes aegypti tenha surgido na Africa, dispersando-
se através do trafego maritimo. No Brasil, provavelmente os mosquitos e seus ovos
foram transportados por meio de embarcagoes de escravos (navios negreiros), no
século 18 (Fiocruz, 2013).

O Aedes aegypti criou hébitos domésticos, se adaptando em grandes
meios urbanos e intensificando os riscos de transmissao da doenca. A situacao nas
Américas vem se agravando nos tltimos anos, considerando que a dengue tornou-se
endémica em mais de 100 paises se comparado com o ano de 1970, em que 9 paises
reportaram epidemias graves (Dick et al., 2012).

O Brasil se destaca por ser um dos paises mais atingidos pela doenca,
multiplicando os casos a cada ano. Em 2015, o niimero de casos relatados foi aproxi-
madamente trés vezes maior que do ano anterior, atingindo 1,5 milhao de novas
ocorréncias (WHO, 2016).

As primeiras transmissoes da doenca dengue no Brasil foram relatadas
em Sao Paulo, em 1916. De acordo com Lenzi & Coura (2004), o estado do Rio de
Janeiro foi o primeiro a consignar o movimento simultaneo de trés tipos de sorotipo

do virus (DEN-1, DEN-2 ¢ DEN-3) e matém um grande nimero de registros para

6Ato de depositar ovos realizado por fémeas de animais invertebrados.
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cada epidemia marcada (Donalisio, 1999).

Em uma nacionalidade com grandes dimensoes territoriais, como é o
caso do Brasil, a enfermidade presente possui maior chance de se tornar endémica,
quando comparada a uma pequena localidade (pequenos povoados, por exemplo),
dado que sempre havera novos humanos suscetiveis e depositos do virus. Atualmente,
as tomadas de decisao no controle da dengue mostra resisténcia e oposicao as medidas
usuais, pelo grau de alastramento da doenca em todo territério.

No que se refere a propagacao de doencas, as condigoes ambientais
e socioeconomicas tém grande influéncia em sua dispersao e progresso. A falta de
infra-estrutura e de saneamento basico, a ocupagao desordenada nas grandes cidades,

além da grande circulacao de pessoas, agrava o problema da dengue.

3.5 O Problema da Movimentacao Humana

O movimento populacional é um fator extremamente importante
quando falamos da dissipagdo de doengas. Segundo Stolerman et al. (2015), em
uma area urbana, a propagacao da dengue se da possivelmente pela mobilidade
humana que ocorre todos os dias, desempenhando um importante papel em sua dis-
tribuicao espacial. Situacoes inesperadas, como surtos e distribuicao de uma doenca,
sao criadas pela interferéncia de intensas migracoes, de viagens rapidas, da grande
urbanizagao de cidades e da ampla globalizacao (Donalisio, 1999).

Os viajantes tém um impacto importante em relagao a epidemiologia
de infeccoes por dengue. Eles transportam consigo diferentes sorotipos do virus em
areas em desenvolvimento que nao possuem laboratorios que possam identificar esses
sorotipos. As informacoes obtidas sobre a dengue em viajantes, serve de alerta para
a comunidade internacional no aparecimento de epidemias (WHO, 2009).

Identificamos a movimentacao humana como sendo movimentos mi-
gratérios que ocorrem da zona urbana para a zona rural e vice-versa, entre cidades,
regioes, estados, paises, ou mesmo dentro de uma cidade. Os seres humanos se

movem por motivos distintos, como viagens, a volta do trabalho para casa ou pela
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procura de suprimentos. Desta maneira, esses movimentos podem ser caracterizados
como migragoes tempordrias (quando temos o retorno) ou permanentes.

Teurlai et al. (2012) salientaram que os movimentos humanos sao im-
portantes para a propagacao da dengue em uma escala nacional. Ressaltaram ainda
que, a heterogeneidade da propagacao observada no Camboja estd relacionada ao
trafego de pessoas nas estradas do pais, pois esse deslocamento permite o transporte
de humanos e mosquitos que estao infectados pela dengue.

Assim como é o caso do Brasil com a dengue, os paises subdesenvolvi-
dos sao os mais propicios a desenvolverem uma epidemia de alguma doenga infec-
ciosa, devido a uma populagao numerosa, o fluxo intenso de pessoas, atividades e
influéncias humanas sobre o meio ambiente, além da falta de agoes de érgaos ptublicos

na prevencao e combate dessas doengas.

3.6 Modelos Compartimentais

A abordagem clédssica compartimental para a andlise de propagacao de
doengas infecciosas foi estudada inicialmente por Kermarck & McKendrick (1927).
O modelo epidemiolégico STR divide uma populagdo de tamanho total (N) em
trés subpopulagoes: os suscetiveis a doenga (S), ou seja, individuos capazes de se
contagiarem com a infecgao; os infectados (1), isto é, sujeitos que possuem a infecgao
e transmitem o virus; e, a subpopulacao dos recuperados (R), que s@o os individuos
que se recuperaram da enfermidade.

Esteva & Vargas (1998) analisaram um modelo de equagoes diferenciais
ordindrias para a transmissao de dengue, em que a populagao humana é constante e
regida pelo sistema STR (Suscetivel-Infectado-Recuperado). A populacao de vetores
¢ assintoticamente constante e determinado pelo sistema SI (Suscetivel-Infectado).
O nuimero bésico de reproducao (Ry) investigado foi capaz de explicar as medidas de
controle para a populacao de vetores. A aplicacao de inseticidas contra os mosquitos
adultos em uma regido endémica, diminui o numero de infectados (tanto na po-

pulagao de mosquitos quanto na de humanos) e o R fica inferior a um. Mas quando
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a aplicacao termina, o Ry ficara acima de um novamente devido a estabilidade global
do ponto de equilibrio endémico, assim a populacao infectada aumenta para o estado
endémico mais uma vez. Portanto, o caminho sugerido foi o da reducao frequente
dos criadouros do vetor.

Um modelo para a populacao de vetores foi proposto por Esteva
& Yang (2005) a fim de investigar a técnica de introdugdo dos machos estéreis
(transgénicos) para o mosquito Aedes aegypti. O sistema foi dividido por compar-
timentos relacionados ao ciclo de vida do vetor, ou seja, o modelo é separado pela
fase aqudtica (ovos, larvas e pupas) e a fase adulta (fémeas antes do acasalamento,
femeas fertilizadas e nao fertilizadas, mosquitos machos e insetos estéreis). Alguns
aspectos biolégicos nao foram levados em conta no modelo, como a locomocao de
fémeas férteis que depositam seus ovos fecundos, anulando talvez o efeito dos ma-
chos estéreis. Devido a capacidade de dispersao dos vetores, nao se pode garantir
que machos estéreis estao sendo liberados perto dos locais de reproducao. Assim,
por limitagoes da técnica do inseto estéril como seu custo-beneficio e esterilizacao
incompleta, o uso de controles alternativos (larvicidas, diminuigao de criadouros e
ovos) poderia melhorar a eficicia na liberacao de vetores machos transgénicos.

Um modelo STR para a transmissao de dengue em que ha um com-
partimento para a populagao de doentes com FHD (febre hemorrdgica da dengue)
e dois dos seus sorotipos em circula¢ao foi estudado por Nuraini et al. (2007). A
andalise do sistema apresentou quatro pontos de equilibrio: o livre da doenca, um
endémico para cada sorotipo e um ponto de equilibrio endémico com a coexisténcia
dos dois tipos de virus. Além disso, foi discutido as proporc¢oes entre o niimero total
do compartimento de FHD com o numero total para cada tipo de infeccao, com o
interesse de prever fenomenos reais endémicos e medidas para o controle da doenca.

Foi desenvolvido por Zaman et al. (2012) um modelo compartimen-
tal dividido pelas populacoes de humanos e vetores para investigar a dinamica de
transmissao do virus da dengue, no qual existe um compartimento de hospitalizados

para os humanos. Na analise mateméatica do modelo foi encontrado trés pontos de
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equilibrio (o trivial, o livre da doenca e o endémico). A teoria de estabilidade de
Lyapunov (ver Monteiro (2011)) foi empregada para mostrar a estabilidade global
do sistema proposto. Os exemplos de cenarios numéricos exibidos estao de acordo
com o estudo de estabilidade dos pontos.

O modelo sugerido por Esteva & Yang (2015) consiste em um sistema
de equacgoes diferenciais ordindrias, que descreve a influéncia da temperatura na
transmissao de dengue para um sorotipo, entre a populacgao de humanos e vetores,
considerando a fase aquatica do vetor (larvas e pupas). O Ry estimado para uma
faixa de temperatura obteve valores mais elevados entre 30°C e 32°C, assim como o
nimero basico de prole dos mosquitos. Os resultados numéricos exibem que os casos
de dengue sao maiores para a mesma faixa de temperatura. Logo, foi sugerido a
partir da observacao dos resultados obtidos que os fatores associados ao ciclo de vida
dos vetores tém uma agao maior sobre a transmissao de dengue, e ainda, garantem

a influéncia de condi¢oes ambientais (temperatura) na incidéncia da doenga.

3.7 Modelos Metapopulacionais

Na literatura atual pode-se observar o crescente estudo de mode-
los matemédticos que trabalham espacialmente com é&reas distintas (regides bem
definidas), com o objetivo de descrever dinamicas populacionais e dissipagao de
doencas. A dispercao de individuos faz a ligacao de um regiao com a outra. Levins
(1960) definiu o termo metapopulagdo como sendo uma populacdo dividida em sub-
populagoes, em que essas ocupam areas fragmentadas espacialmente.

A dinamica de um modelo metapopulacional trabalha com subpopu-
lacoes locais e distribuidas em fragmentos de ambientes, chamados de sitios ou
patches (espagos discretos). Os movimentos migratérios conectam os patches uns
aos outros e, quando todos os sitios expressam um desenvolvimento local idéntico,

dizemos que a metapopulacao é homogénea, caso contrario, heterogénea (Generali,

2010).
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O trabalho de Arino & Van den Driessche (2003) descreve a propagacao
de uma doenga por meio da movimentagao de individuos entre n cidades (patches).
A analise matematica provou que se uma cidade estd em equilibrio livre da doenca
e é conectada com varias cidades, entao estas cidades conectadas também estao em
equilibrio livre da doenca. Além disso, encontrou-se uma férmula explicita para o
célculo do nimero bésico de reproducao (Ry), em que este depende da migracao dos
individuos.

O modelo proposto por Puangsun & Patanarapeelert (2012) de epi-
demia STR e metapopulacao homogénea, possui os patches interligados através do
fluxo populacional (migragoes). Devido a sua complexidade, foi analisado o modelo
simplificado para dois patches. As condicoes de estabilidade para o equilibrio livre
da doenca estao de acordo com o ntmero bésico de reproducao, que foi calculado
pelo método da matriz de préxima geracao.

Um modelo matematico de n-patches foi relatado por Bowong et al.
(2013) com a intenc@o de estudar a mobilidade humana entre cidades para o espa-
lhamento da doenca chikungunya ou mesmo a dengue. Foi feito um estudo analitico
do modelo para 2-patches, no qual o Ry obtido depende das taxas de movimentacao
humana e do tamanho da populacao de cada local (patch). Em virtude disso, foi
salientado a complexidade de se analisar um modelo que leva em conta a migracao
humana e firmado que intervencoes locais no controle de vetores pode ter efeitos
benéficos para a populagao total. Assim, se o nimero bésico de reproducao local
(para cada patch) decresce, o nimero bésico de reproducao para o sistema de 2-
patches também tende a diminuir.

Como os seres humanos sao os hospedeiros da dengue, neste trabalho
sera considerado a mobilidade humana como um fator de extrema importancia na
propagacao dessa enfermidade, utilizando, para isso, os modelos metapopulacionais e
compartimentais. Nao sera ponderado a mobilidade dos vetores, pois estes nao voam
a longas distancias, por seus habitos serem diurnos e por ficarem em ambientes com

alimento, abrigo e perto dos lugares para oviposicao.



4 MODELO MATEMATICO

Muitos fenomenos fisicos nao sao representados adequadamente por
equagoes diferenciais lineares, assim para estudar esses fenomenos trabalha-se com
as nao lineares. De maneira geral, obter solugoes analiticas de equagoes diferenciais

ordindrias nao lineares é extremamente dificil, sendao impossivel.

4.1 Conceitos Preliminares

Nesta subsecao, sera apresentado resultados, defini¢oes e conceitos
matematicos da teoria qualitativa das solucoes de equagoes diferenciais ordinarias
nao lineares de primeira ordem autonomas, extraidos de Barreira & Valls (2012),

Boyce & DiPrima (2006), Edwards Jr. & Penney (1995) e Monteiro (2011).
4.1.1 Sistemas Autonomos e Estabilidade
Considere a equacao diferencial ordinaria de primeira ordem

Z(t) = flz) (4.1)

é dita equacao autonoma. Isto se deve ao fato da variavel independente ¢ nao aparecer

explicitamente.
Definicao 1. Um ponto critico da equacio (4.1) € uma raiz de f(x) = 0.

Se x = ¢ é um ponto critico de (4.1), entdo essa equacao dife-
rencial tem solugao constante x(t) = ¢, que é dita solugao de equilibrio. Os
pontos de equilibrio representam as solucoes estacionarias, isto é, os valores de x

tais que x = z* = (x},z3,...,x5) o sistema para de se mover no espaco de fases.
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Deste modo, 2'(t) = f(z) em x = z*, implica que f(z*) = 0. Logo, =* é zero de f(x).

O sistema de equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem:

2 (t) = fi(xr,x9, ..., z,)
x’z(t) = fg(l’l,xg,...,ﬂ?n) (4 2)
() = folw1,22,...,2,)

¢ chamado de autonomo quando as fungoes f; para ¢ = 1,...,n nao dependem da
variavel ¢ explicitamente.

O sistema (4.2) também pode ser expresso da forma matricial

em que A é uma matriz constante de ordem n xn e x um vetor coluna de ordem n. Os
autovalores sao as raizes do polinomio caracteristico obtido a partir do determinante

det(A — \I,,) = 0, sendo [,, a matriz identidade de ordem n.

Definicao 2. Um x € R" € ponto critico do sistema autonomo (4.2) se fi(x) =0

parat=1,..,n.

Para prever o comportamento das solucoes de um sistema nao linear
perto de um ponto critico, este sistema de equacoes pode ser aproximado por um
sistema linear conveniente.

Considere um sistema nao linear em sua forma escalar:

) = F(x1,x9) (4.3)
zh = G(x1,29)

O sistema nao linear (4.3) serd quase linear em uma vizinhanga de um
ponto critico (z7, %) sempre que as fungoes F'(x1, z2) e G(z1, x2) possuirem derivadas
parciais continuas até segunda ordem. As funcoes F' e G podem ser escritas na forma

de uma série de Taylor em torno do ponto (z73,x3), assim:
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F(x1,29) = F($17$2)+($1—331)71($1,x2)+(5132—552)8—3:2(551>$2)+Rl(371ax2)
oF

8—1,1(%, r3) + (2 — xz)aT(Ipxz) + Ry(21, 2)

2

G(z1,20) = G(a7,25) + (x1 — 27)

Rl(iﬁl, 9U2)

(w1 — 27)? + (22 — 23)
Ry(x1, x5), descartando assim o termos nao lineares. Dado que (x7,z3) é um ponto

em que 5 — 0 quando (z1,z2) — (27,23), 0 mesmo ocorre com
critico, entdo F'(z7, 23) = G(af, x5) = 0. Em seguida, considerando um novo sistema
de coordenadas, com o propdsito de transladar o ponto critico para a origem, temos:
!/ _ *
o= x— 12}
/

v o= 19— a5

Entao, o sistema (4.3) resulta em:

(x1 —a7) _ %(ﬁ, 3) %(ﬁ, 3) (x1 — x7) N Ry(x1,x9) (4.4)
(2o — a3) a—(x* zh) a—(a:* z}) (w2 — 23) Ry (1, x2)
8:151 b2 8:[2 12

Logo, o sistema linear que se aproxima do nao linear (4.3) nas proximi-

dades do ponto (z3,z3) é dado pela parte linear de (4.4):

| %(f{ax%) %(f{,fﬂ%) u
v’ —(:IZ'T,%’;) —<$){,$§) v
81‘1 8952

ou ainda, escrito da forma «' = Au, em que a matriz quadrada A = Df(x],x3) é

denominada matriz jacobiana.

Definicao 3. Um ponto de equilibrio x* € dito hiperbdlico se a parte real dos auto-
valores da matriz jacobiana D f(z*) é ndo nula. Se a parte real dos autovalores sao

nulas, entao o ponto critico € chamado de nao hiperbolico.

O teorema que serd apresentado a seguir assegura que um sistema
nao linear se assemelha qualitativamente (em seu comportamento) ao sistema linear
correspondente. Isto garante que o retrato de fase do sistema nao linear na vizinhanca
de um ponto critico, se assemelha ao do sistema linearizado. A demonstracao para

do Teorema 1 pode ser visto em Barreira & Valls (2012).
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Teorema 1 (Teorema de Hartman-Grobman). Seja f : R" — R"™ uma funcdo de
classe C' e seja x* € R™ um ponto critico hiperbdlico de de x' = f(x) e ¢(t) o fluzo
do sistema nao linear. Suponha f(0) = 0 e que a matriz A = Df(0) nao possua
nenhum autovalor com parte real nula. Entdo, existe um homeomorfismo H de um
aberto U contendo a origem, em um aberto V' contendo a origem, tal que para cada

x* € U, existe um intervalo aberto Iy € R™ contendo 0 tal que para todo t € Iy
H o ¢y(z*) = e H(z*),

isto €, as trajetorias de ' = f(x) prérimas a origem sao levadas em x' = Az

prorimas a origem e o tempo € preservado.

O Método Indireto de Lyapunov ou Método da Linearizacao permite
fazer o estudo de estabilidade dos pontos de equilibrio de sistemas nao lineares orien-
tada pela estabilidade de sistemas lineares, ou seja, o modelo linearizado de um sis-
tema nao linear permite investigar a estabilidade local do mesmo. Uma consequéncia
do estudo de estabilidade de sistemas quase lineares é que um ponto critico de um
sistema quase linear é assintoticamente estavel se ¢ um ponto critico assintoticamente

estavel da linearizacao do sistema.

Teorema 2. Seja f : R® — R"™ uma funcdo de classe C' e seja x* € R™ um ponto
critico hiperbélico de ' = f(x). Consideramos a equagao linearizada em torno do

ponto x* obtido pela expansao de Taylor, ou seja, ' = Ax.

1. Se a matriz A possui apenas autovalores com parte real negativa, entao o ponto

critico x* da equagdo ' = f(x) é assintoticamente estdvel.

2. Se a matriz A possui pelo menos um autovalor com parte real positiva, entdao

o ponto critico x* da equacdo x' = f(x) € instdvel.
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4.1.2 Numero Basico de Reproducgao - R

O principio do limiar desenvolvido por Kermarck & McKendrick
(1927), relacionou o surgimento de uma epidemia a um valor critico do nimero
de suscetiveis. Esse principio estabeleceu que individuos infectados introduzidos em
uma populacao nao leva ao aparecimento de um surto a menos que o numero de
individuos suscetiveis esteja acima de um valor critico (Massad et al., 2004; Nepo-
muceno, 2005).

Uma importante medida na dinamica de epidemias é o numero bdsico
de reprodugao, representado por Rg. De acordo com Anderson & May (1991), o Ry é
definido como o nimero médio de infec¢oes secundarias produzidas por um individuo
infectado introduzido em uma populacao totalmente suscetivel.

O Ry é um numero que determina se um individuo infectado posi-
cionado em uma comunidade livre da doencga, consegue gerar em média mais de
uma infec¢ao secundaria. Podemos ver na Figura 4.1, como a dinamica do Ry fun-
ciona esquematicamente. Cada circulo representa um individuo infectado, as flechas
indicam o infectado que passa a doenca para outro individuo. Neste caso, cada
individuo infectado produz em média duas infecgoes secundarias, ja que Ry = 2.

Quando Ry < 1, a doenca nao propaga-se, ou seja, se um individuo
infectado € introduzido em uma populacao de suscetiveis, esse individuo nao consegue
repor a si mesmo com novos individuos infectados. Se Rg > 1, havera a proliferacao
da doenca e acontecera uma epidemia, isto é, o nimero de infectados aumenta a cada
geracao. Para Ry = 1, a doenga é endémica e esta presente de forma controlada na
populagao (cada infectado gera apenas um novo infectado). Logo, observar-se que o
Ry ¢ um parametro limiar para a estabilidade de um equilibrio livre da doenca’, além
disso, oferece projecoes de controle e intervengoes de infecgoes. As demonstragoes
do estudo de estabilidade para o equilibrio livre da doenca podem ser vistas em

Diekmann et al. (2009) e Van den Driessche & Watmough (2008).

"Ponto de equilibrio que refere-se ao estado de equilibrio numa populacéo na auséncia da doenca.
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.Primeiro Infectado (introduzido)
O Infectado Secundario

Figura 4.1 - O ntimero béasico de reproducao Ry = 2: individuo infectado introduzido

em uma populagao suscetivel.

Em modelos epidémicos compartimentais, o calculo do R € obtido pelo
raio espectral da Matriz de Proxima Gerag¢ao ou Next-Generation Matriz (NGM).
Consequentemente, a construgao da matriz de préxima geracgao serd descrita segundo
Van den Driessche & Watmough (2008) e Diekmann et al. (2009).

Os compartimentos de um modelo sao classificados conforme a variavel
de estado discreta. Um compartimento de doen¢a é aquele que apresenta individuos
infectados, sejam eles sintomdticos ou assintométicos®. Suponha que exista com-
partimentos de doenca e compartimentos de nao doenca. As subpopulagoes que
representam cada um desses compartimentos sao dadas por x € R" e y € R™,
respectivamente. Denota-se por JF; as taxas que aumentam as novas infec¢des no
1-ésimo compartimento de doenca e por V; as taxas que descrevem as alteracoes

do estado, como morte e recuperacao, diminuindo assim o i-ésimo compartimento.

Logo, o modelo compartimental pode ser escrito da seguinte maneira:

i = Fi(x,y) — Vi(x,y), i=1,...,n,
| = Fila,y) = Viley) s

y;:g](x7y)7 j:17"'am

8Ty portador da infeccio, mas nao manifesta os sintomas.
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A representacao dos compartimentos de doenca e nao doenca da de-
composicao F e V nao sao unicas, pois diferentes decomposicoes correspondem a
diferentes interpretacoes bioldgicas e epidemioldgicas do modelo.
Para determinar o nimero basico de reprodugao, é necessario que exista
um equilibrio livre da doenca e que o modelo seja bem definido (bem posto), pois o
calculo do Ry é baseado na linearizacao do modelo de equacoes diferenciais ordinarias
sobre um equilibrio livre da doenga.
O numero médio de infecgoes secundarias pode ser dado por um tinico
individuo infectado colocado numa populacao suscetivel no equilibrio livre da doenca.
A capacidade inicial de uma doenca se espalhar numa populacao é determinada

pela linearizagao dos compartimentos de doenca sobre o ponto de equilibrio livre da

OF; oV, .
doenga (0,y*). Em vista disso, tem-se que (0,y*) = 12 (0,y*) =0, assim
dy; dy;
¥ =(F—-V)z, (4.6)

em que F' e V sao matrizes de ordem n.

Deste modo, o numero médio de infecgoes secundarias gerados por
um tunico individuo infectado pode ser traduzido como o produto da duragao do
periodo infeccioso esperado e a taxa de ocorréncia das infecgoes secundarias. O

tempo esperado que um infectado fica em cada compartimento é dado pela integral

/0 ()t

em que ¢(t, x*) é a solugao de (4.6), com F' = 0 (sem infecgoes secunddrias) e condigao
inicial nao negativa x*. Desta forma, a representacao de apenas um caso de individuo

infectado é dado por:

(4.7)
A solugdo para (4.7) é ¢(t,z*) = e”Vix*. Entao,

/ o(t,x*)dt =V 1a*,
0
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O elemento (4, j) da matriz V! pode ser interpretado como o tempo
esperado que um individuo infectado introduzido inicialmente no compartimento de
doenga j gasta no compartimento de doenca i. Por outro lado, cada entrada (i, j) da
matriz F' representa as taxas de infecgoes secundarias produzidas no compartimento
¢ por um individuo infectado do compartimento j. Em vista disso, o nimero de

novas infecgoes geradas por um individuo infectado é dado por:
/ FeViz*dt = F / e Vxtdt = FV~'a*,
0 0

Deste modo, conforme Diekmann et al. (2009), a matriz de préxima
geracao é dada por K = FV~!. Cada entrada (i,j) da matriz K, ¢ o nimero
esperado de novas infecgoes no compartimento ¢, criadas inicialmente por individuos
que estavam infectados no compartimento j.

Portanto, o nimero bdsico de reproducao (Ry) ¢ estabelecido como
sendo o raio espectral da matriz K, denotado por p(K). A matriz K é uma matriz

nao negativa e possui, portanto, um autovalor nao negativo.

Definigao 4 (Raio Espectral). O raio espectral de uma matriz K quadrada de ordem

n € dado por
p(K) = maX{| )\1 |7 7| )‘n |}

em que A1, ..., A\, sao os autovalores da matriz K.

4.2 Formulacao do Modelo Matematico

O modelo matematico cldssico compartimental para analisar a
dindmica do virus da dengue foi proposto inicialmente por Bailey (1975) e Dietz
(1974), no qual é regido por um sistema de equagoes diferenciais ordindrias nao
lineares dependentes da variavel tempo (t). Para analisar a dindmica dessa enfermi-
dade, sera apresentado caracteristicas e hipdteses deste modelo, considerando apenas

um patch.
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A propagagao do virus da dengue ocorre devido a interacao da po-
pulagao de humanos e da populagao de vetores (mosquitos). Dessa forma, quando
tem-se um agente patogénico que é ativo, essas populagoes sao divididas em com-
partimentos distintos de acordo com a situacao epidemiolégica. Para que a dengue
ocorra é necessario que exista uma pessoa suscetivel, o vetor (que passa a transmitir
o agente patogénico) e o virus da doenca.

A dinamica vital (nascimentos, recrutamentos e morte) para as duas
populagoes esta presente no modelo. Todos os nascimentos sao introduzidos ape-
nas nos compartimentos de suscetiveis. Admite-se uma mistura homogénea das po-
pulagoes, isto é, a probabilidade de um humano suscetivel ou vetor suscetivel se
infectar com o virus é a mesma para todos os individuos suscetiveis. Além disso,
assume-se a circulacao da dengue apenas para um tnico sorotipo do virus, ou seja,
um humano suscetivel ou um vetor suscetivel pode se infectar somente uma vez pelo
virus.

A populagao humana serda dividida em trés subpopulagoes: os
suscetiveis (Sy,), ou seja, sdo os humanos que nao estdo contaminados e podem ser
infectados pelo virus; os infectados (I), isto é, individuos que estdo portando o
virus e podem infectar os vetores suscetiveis, ocasionando a infeccao em outros hu-
manos; e os recuperados (Ry,), j4 que sdo aqueles humanos que contrairam o virus e
se recuperaram da infeccao, tornando-se imunes ao sorotipo permanentemente.

Ja a populagao de vetores sera dividida em duas subpopulagoes: os
suscetiveis (S,), ou seja, os vetores que podem se infectar através da ingestdao do
sangue humano contaminado pelo virus e, ainda, os infectados (I,,), que sdo aqueles
vetores ja contaminados pelos agentes infecciosos e que sao capazes de ocasionar
a infeccao em humanos por meio de sua picada, contaminando-os com o virus
da dengue. Vale destacar que os vetores nao criam imunidade ao sorotipo, o que
significa que eles nao se recuperam e ficam contaminados até sua morte. O virus
nao influencia a vida média dos vetores. A transmissao vertical do vetor nao é

considerada, pois ocorrem a niveis muito reduzidos e por isso a persisténcia do virus
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nas areas urbanas pode nao ser grande. Para mais informagoes sobre este tipo de

transmissao, veja Leandro (2015) e Zeidler et al. (2008).

Agora, sera descrito algumas consideragoes, propriedades e os
parametros biologicos do modelo.
O tamanho total da populacao humana é dividida em trés subpo-

pulagoes, sendo esta constante e representada por N, entao:

Nu(t) = Su(t) + I(t) + Ru(t).

Assume-se que a populacdo humana permanece constante, somente
sob o efeito da mortalidade natural (sem mortes provocadas pela dengue). Dessa
maneira, a taxa de natalidade per capita puy, € igual a taxa de mortalidade per capita.
Independente do estado epidemiolégico que o ser humano se encontra, todos geram
uma descendéncia de humanos suscetiveis e, deste modo, p, /Ny, é a taxa de novos
nascimentos da populacao humana e a taxa de mortalidade para a subpopulacao
de humanos suscetiveis é 1;S,. Tem-se que a taxa de exposiciao & doenca para o
humano por meio da picada do vetor infectado é dada por %L}Sh, em que b é a
taxa de picadas que o vetor realiza por dia e 3, é a probabilidade de transmissao da
doenga do vetor para o humano (pois a ocorréncia de um ser humano ser picado por

um vetor nao determina de fato sua infecgdo). Assim, forma-se a equagao diferencial

que representa o compartimento dos humanos suscetiveis:

Spt) = Ny — ?Vﬂ[vsh — (1 Sh-
h
Os humanos que se tornaram infectados, passam do compartimento de
suscetiveis para o compartimento de infectados com a mesma taxa %fvgh. Tem-se
ainda que os humanos infectados se recuperam por uma taxa 7,1, e criam imunidade
(resisténcia) permanente para o sorotipo adquirido. A taxa de mortalidade para

os humanos infectados é de pupl,. Logo, a equacdo diferencial que representa o

compartimento de humanos infectados é:

_ b3 - - _ _
I(t) = —Aﬁ[h ISy — npdy — pndh,.
h
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Quando os humanos infectados se recuperam do virus da dengue, pas-

sam para o compartimento de recuperados com a mesma taxa nhl: n. A taxa de mor-
talidade dos recuperados é u, R;,. Deste modo, forma-se a equacao que corresponde

ao compartimento de humanos recuperados:

R,(t) = mudn — pnRa.
Para a populagao de vetores, tem-se que seu tamanho total é represen-

tado por N,. Logo,
Nt) = So(t)+ L(0).

Admite-se uma taxa constante A para o recrutamento de vetores
suscetiveis, em que essa representa uma parte dos ovos que ja passaram pelo pro-
cesso de maturacao e tornaram-se vetores adultos. A taxa de mortalidade per capita
para o vetor é igual a p,. A dinamica populacional do vetor é observada através da

equacao diferencial a seguir:
Ny(t) = A — p,Noy(t),

A
quando ¢t — oo, as solugdes de N,(t) se aproximam do equilibrio —. A taxa de
[l

bBv + & : .
exposi¢ao a doenca para o vetor suscetivel é Nﬁthv, que representa a infeccao do
h

vetor quando esse se alimenta (por meio de sua picada) do sangue de um humano
infectado. Temos que (3, é a probabilidade de transmissao da doen¢a do humano

para o vetor e a taxa de mortalidade do vetor suscetivel ¢ pu,5,. Logo, obtém-se a

equacao que descreve o compartimento de vetores suscetiveis:

o _ bB,
Sit) = A

Ith — ,quv-
Dessa forma, os vetores suscetiveis que passaram a ser infectados
deixam esse compartimento, passando a fazer parte do compartimento de infectados,

com uma taxa de mortalidade p,,. Como o vetor nao se recupera do virus, define-se

a equacao que corresponde ao compartimento de vetores infectados:

DB o -
1;,S, — ty1,.
N, h 2

I =
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O diagrama do sistema de equagoes diferenciais nao lineares é descrito

na Figura 4.2, pelo fluxograma dos compartimentos de humanos e vetores:

tuh t[’ l.h tuh
—T %j T n T
I, ‘ = Ih I T h - D
Ny —> 0, T 1 h Rh
I [
_____ e
' |
' !
|
— | —
A— 5 Y >
= bp, - ] 1
T ox
H, H,

Figura 4.2 - Dinamica de transmissao do virus da dengue.

Portanto, usando as descri¢oes acima, o sistema nao linear de equagoes

diferenciais ordinarias para a transmissao do virus da dengue é dado por:

( ar o bﬂh_ I
Sh(t) = ,uh(Nh - Sh) - Fhlvsh
_ bB, _ _ _
I(t) = %]US,L — (0 + pn) I
h
RZ@) = nhjh - ,uth (4-8)
S = A-22008 — s,
b3 N
I'(t) = “1,Sy — 1ol
\ U( ) Nh h %

com as seguintes condicdes: Ny (t) = Sy (t)+1,(t)+Ru(t) = Sp(0)+1,(0)+R,(0) = Ny,
e N,(t) = S,(t) + I,(t), em que todas as varidveis e parametros para o modelo sao
nao negativos.

Na sequéncia, tem-se as seguintes condigdes iniciais do sistema (4.8):
(N (0) — I,,(0), I1,(0),0,mN,(0), 0), em que m é um niimero real positivo. Assume-se

Ry,(0) = 0, pois nenhum humano é resistente a doenca, e ainda, Sy,(0) > 0 e I,,(0) > 0,
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considerando que a introducao de individuos infectados é pequena, reproduzindo a
entrada de pessoas exteriores.

De acordo com a teoria classica de equacoes diferenciais ordinarias,

o sistema (4.8) admite solugdo tnica que depende continuamente das condigoes

iniciais, ou seja, cada ponto inicial passa pelo espaco invariante Ri. Portanto,

o modelo estd bem definido (ou bem posto, ver Sodré (2007)) e as solugoes

(S (t), In(t), Ru(t), Su(t), I,(t)) existem para todo ¢ > 0 em R%. Desta forma, qual-

quer dado inicial estabelecido para as equagoes,

Su(t) + I(t) + Ru(t) = Np(t) e S‘v(t)+l_v(t)=£,

as relagoes seguintes sao satisfeitas:

SO+ L)+ R,(t)=0 e S(t)+1I () =0.

Sem perda de generalidade, ja que a populagao de humanos Ny é con-

A
tante e a populacao de vetores N, — —, pode-se dividir os compartimentos de
v

A
humanos por N, e os compartimentos de vetores por —. Logo, trabalha-se com as
v

seguintes proporcoes:

_ Sh _ I _ Ry, _ Sy _ I,
Sh = = Ry, = FVER Sv - (§ ]v = .
TN, Ay Ay

Desta maneira, o sistema (4.8) é substituido, usando R,(t) = 1 —

Sp(t) — In(t) e Sy(t) = 1 — I,(t), pelo seguinte sistema:

bBLA
W) = (-8 LS,
bﬁA My INp
) = 2o _ 4.9
[h(t) ,quh [vSh (77h + ,Uh)Ih ( )

I'(t) = bB,In(1 —1,) — uyl,

com a regiao Q = {(Sp, Ip,I,) : 0 < S,,0 < 1,0 < S, + 1, < 1,0 < [, < 1}

positivamente invariante.
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4.3 Analise Matematica do Modelo

Nesta subsecao, serd investigado a existéncia e estabilidade dos pontos
de equilibrio para o sistema (4.9). Além disso, o nimero bésico de reprodugao
(Ro) sera estimado com a finalidade de estudar diferentes cendrios na dinamica de

transmissao da dengue.

4.3.1 Pontos de Equilibrio e o Niimero Basico de Reproducao

De acordo com a Definigao 2, os pontos de equilibrio do sistema (4.9)

sao adquiridos se as equacoes diferenciais do sistema forem igualadas a zero, entao:

(

DA

(1l — Sp) — mlvsh =0 (4.10)
bOA -

,uUNh 1S — (nh + Nh)Ih =0 (411)

\bﬁvfh(l — [U) — L, = 0 (4.12)

Da equagao (4.12), tem-se a seguinte relagao:

A[h bﬂv
v em que o (4.13)

Depois disso, a relagao (4.13) serd substituida na equagao (4.10):

Al +1

AA )
<A+ b0 ) I, +1
“h,UUNh

S = (4.14)

Assim, da equagao (4.11), constata-se duas possibilidades:

bBAA

B
) L,=0 e 2) I,— sl com B—MFhn (4.15)

AB( bBrA ) Hh
,uh,quh

Desta forma, a primeira possibilidade de (4.15) mostra que se I;, = 0,
entao das equagoes (4.13) e (4.14) tem-se que I, = 0 e S, = 1. Logo, o ponto de
equilibrio livre da doenga é Ey = (1,0,0). Este ponto refere-se ao estado de equilibrio

das populagoes de humanos e vetores na auséncia da infecgao.
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A segunda possibilidade de (4.15) serd calculada posteriormente. Antes
disso, fundamentado dos resultados obtidos até agora, pode-se estimar o valor do
nimero bdsico de reprodugao referente ao modelo (4.9).

Uma vez que o ponto de equilibrio livre da doenca existe e o modelo
¢ bem definido, a construgao da matriz de préxima geragao serd utilizada (descrita
na subsec@o 4.1) para o célculo do nimero béasico de reprodugao. O primeiro passo
é identificar os compartimentos da doenga no sistema (4.9). Isto posto, os dois
compartimentos com individuos infectados pelo virus, I e I,, sao representados pelo

seguinte subsistema:

b3, A
I(t) = 1,55, — + up) 1
n(t) N, L (nn + f0) I (4.16)

II(t) = bBIn(1 —1,) — ol

O subsistema (4.16) pode ser reescrito na forma matricial:

bBR A
LS + )1
o | N e Ve (7 4 ) In
bBuIn(1 — 1) fro Ly

em que a JF corresponde as taxas que aumentam as novas infeccoes e V as taxas que
alteram o estado (morte e recuperagao) dos compartimentos de doenga.
A linearizac¢ao do subsistema (4.16) em torno do ponto de equilibrio

livre da doenca, em que S, =1, I, =0e [, =0, é dada por:

bBrA
F= ! o N, e V= Mt in
b3, 0 0 Ho
Logo, a matriz de proxima geragao é:
0 boLA
K—=FV-1— e N
b,
Mh + [h

Assim, o maximo autovalor em médulo da matriz K serd o Ry do

sistema (4.9). Portanto,

o o b2/8h5vA
Ro=plH)= \/M%(nh + ) Ny
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Na pratica, a raiz quadrada do ntmero basico de reproducao é igno-

rada, pois a matriz de proxima geracao ¢ bidimensional e a média geométrica dessas

quantidades estabelece o nimero médio de infecgoes secundarias (Diekmann et al.,
2009; Esteva & Vargas, 1998). Em vista disso,

- bQﬁhﬁvA
O 2(nn + pn) Ny

(4.17)

Para a segunda possibilidade de (4.15), I;, # 0, acompanhado do R
obtido anteriormente, tem-se que

Ro—1

="
A+ BR,

(4.18)

Da substituigdo de (4.18) em (4.13) e (4.14), encontra-se os seguintes

valores:

*

«_ _A+DB e _ AR =1
A+ BR, " Ro(A+B)’

Portanto, o ponto de equilibrio endémico é denotado por F; =
(S, I, IY). Para mais, esse ponto é caracterizado pela presenga de infec¢ao nas

populagoes, pois a doenga consegue permanecer no meio.

Proposicao 1. Se Ry < 1, o sistema (4.9) admite apenas o ponto de equilibrio livre
da doenca. Caso contrario, se Ry > 1, entdo o ponto de equilibrio endémico € unico

no interior de §).

Demonstracao. Primeiramente, observa-se a existéncia de dois casos se Ry < 1, isto
é, Rg < 1e Rg = 1. Verifica-se das coordenadas do ponto de equilibrio endémico
que I} < 0e Iy <0 para Ry < 1. Isso s6 nao acontece quando tem-se A = 0. Mas,
como todos os parametros de A s@o positivos, entao A > 0. Logo, para A # 0, este
ponto permanece fora da regiao (2.

Para o caso de Ry = 1, identifica-se no ponto de equilibrio endémico
que I; =0, I = 0e S; = 1. Logo, faz todo sentindo biolégico, pois quando

Ry = 1, o nimero de infectados é nulo (I; = I = 0), e consequentemente, o ponto
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de equilibrio endémico nao pode existir, entao o ponto de equilibrio livre da doenga
é verificado.

Considere agora o ultimo caso, quando Ry > 1. Como todos os
parametros do modelo sao positivos, tem-se que S; > 0, I; > 0 e I; > 0 no ponto

de equilibrio endémico. Portanto, o ponto de equlibrio endémico é inico no interior

de Q. ]

4.3.2 Analise de Estabilidade dos Pontos de Equilibrio

Para a andlise de estabilidade local dos pontos de equilibrio livre da
doenga (Ep) e endémico (F;) do sistema nao linear (4.9), sera utilizado o Método
Indireto de Lyapunov que permitird investigar a estabilidade de seu sistema linear

associado.

Proposicao 2. Se Ry < 1, entdo o ponto de equilibrio livre da doenca (Ey) é

localmente assintoticamente estdavel.

Demonstracao. Inicialmente, tem-se a matriz jacobiana do sistema linearizado apli-

cado no ponto de equilibrio livre da doenga (FEy) dada por:

bBRA
— i, 0 _
b%”X"
Df(Ey) = 0 —(mu+ L
(T’h Nh) ;quh
0 bﬂv — oy

Os autovalores \; de det(D f(Ey) — Al,) =0,em quei=1,...,nel, a
matriz identidade de ordem n, sao obtidos pelo seguinte polinémio caracteristico:

b26hﬁvA)

P(A) = (—pn — A) (AZ + (0 + pn A+ o)A+ po (0 + pn) — N,

De imediato, consegue-se o autovalor
)\1 = —Up.

A seguir, outras duas raizes satisfazem o polinomio de segundo grau

H(\) =0, assim
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b2 B3, A
H(\) = N2+ (i + i+ o)+ o+ ) — L0
Mth
Observe que a resolucao do polindomio H(A) nos concede os seguintes
autovalores:
v oo Ut ) + VA (it ) — VA
2 5 3 5 ,
no qual
b2 B3, A
A= (np+ pn+ :LL”U)Q —4 [Mv(nh + ) — %}
MUNh

De modo que todos os parametros sao nao negativos e pela expressao

de A, sabe-se que os autovalores sao distintos. De fato,

b2 61, By A
A= ()’ — 4 {qu?h + ) — Yhubuh }
,quh
b2 By, By A
= (nn+ 1n)® + 200 (0n + fon) + 112 — Apo (i + pn) + 4- 5h]€h
b* B B\

= . 2 4 v )
((n + pn) — o)™ + TN, >0

Dessa forma,

2
b BhﬁvA
,quh
Assim, os dois autovalores sao distintos e com sinais contrarios. Logo, o ponto

1. Se py(np + pn) — < 0, resulta em Ry > 1, contradizendo a hipotese.
de equilibrio livre da doencga ¢ instavel e corresponde a sobrevivéncia de uma

unica espécie, o que é biologicamente invidvel.

b2BthA
Mth
distintos e negativos. Logo, o ponto de equilibrio livre da doenca é assintoti-

2. Se fuy(nn + pn) — > 0, entao Ry < 1, resultando em dois autovalores

camente estavel, ou seja, biologicamente a coexisténcia de espécies é possivel.

Portanto, se Ry < 1, entao os autovalores sao todos negativos e o ponto

de equilibrio livre da doenca é localmente assintoticamente estavel.

[]

Proposicao 3. Se Ry > 1, entdo o ponto de equilibrio endémico (E) € localmente

assintoticamente estavel.
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Demonstra¢ao. Tem-se do sistema linearizado em torno do ponto equilibrio endémico

(E), a seguinte matriz jacobiana associada

[ _ A+BRO 0 _,uhBRo A+B
P\ "ATHB A \A+BR,
Ro—1 unBRy [ A+ B
Df(E;) = B — B
J(Ey) M’(A+B) Hin A (A+BRJ
. 1A [ A+ BR, o (_A+B
I Ro \ A+ B P\ AT BR,

Na procura dos autovalores da matriz jacobiana aplicada em Fjy,

encontra-se o polinomio caracteristico P(\) dado por
P(/\) = /\3 + al)\Q + CLQ)\ + as

em que

A+ BR A+ B
ar = (—0) + 11, Ro (—) + pn B,

A+ B A+ BRy
A+BRO ,uh/l,vAB(RO - 1)
= 2B —=
ay K ( A1 B >+MhMuR0+ A+ BRy

as = pipuB(Ro—1).

Para verificar se todos os autovalores do polinomio P(\) tém parte real
negativa, serd utilizado as condigoes do critério de Routh-Hurwitz (Edelstein-Keshet,

2005; Souza, 2005). Assim sendo, as condigdes a serem averiguadas sao:
ag>0,a1 >0,ay >0, a3 >0 e ajay > apas.

Uma vez que todos os parametros do modelo sao nao negativos,
ag, a1, as,az > 0, pela hipétese de Rg > 1. Agora, serd verificada a ultima condicao

para que E; seja localmente assintoticamente estavel. Assim,

A+ BRy\?2 A+ BR
amay; = B <—+ 0) + 3 B (—+ O)—i—

A+ B A+ B
A+ BRy A+ B
2 2152
+ IU/h/’LvRO ( A + B ) + ,LLh,LLURO (A+ BRO) +
2 2 2
Wi py AB pnpty ABRg A+ B
Enlo 22 oo — 1) 4 EW 2200 o 0y (222
R G ey EL G Bl e
21, AB
+ ad (Ro — 1) + 23 1y BRo > agas = i3 ji, B(Ro — 1).

A+ B
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Portanto, conclui-se que toda parte real das raizes do polinémio P(\) é
negativa para Ry > 1, garantindo que o ponto de equilibrio endémico F; é localmente

assintoticamente estavel. O

Nota-se ainda que, se Ry > 1 entao o equilibrio Ej que era assintotica-
mente estavel até entao, passa a ser instavel, justamente pelo surgimento do ponto

de equilibrio endémico E4, que passara a ser assintoticamente estavel em ().

4.4 Resultados Numéricos

A simulacao é um processo computacional que esboca um modelo de
problema real com o propdsito de compreender seu comportamento e mensurar
mecanismos de controle. Muitas vezes utiliza-se somente o seu resultado numérico
como suporte para averiguar seu procedimento, pois nao € possivel obter sua solucao
analitica devido a sua complexidade.

Nesta subsegao, descreve-se os resultados numéricos (para validagao
das resolugoes anéliticas) por meio da simula¢do numérica do modelo matematico
(4.9) que considera uma tunica regiao distinta, ou seja, um patch ou sitio.

Para reproduzir os cenarios numéricos sera utilizado o método classico
de Runge-Kutta de quarta ordem, implementado em linguagem C, para um passo de
tempo dt = 0.01, pois os erros obtidos sao menores em relagao aos outros métodos,
como por exemplo o método de Euler.

Sera trabalhado um periodo de 35000 dias, ou seja, aproximadamente
96 anos, para a observacao da estabilidade assintotica dos pontos de equilibrio. Na
pratica, os parametros utilizados se modificam, pois o virus estd em evolugao cons-
tante, isto é, a cada epidemia da doenca ela se comporta de uma forma.

Nas simulacoes numéricas, serd considerado inicialmente que 10% dos
vetores sao infectados, 70% da populacao humana é suscetivel e aproximadamente
30% dos humanos estao infectados. Assim, tem-se as seguintes condicoes iniciais das

variaveis de estado para o patch: S;(0) = 0.7, I,(0) = 0.3 e 1,(0) = 0.1, por isto a



35
doenca ird ocorrer. Os valores dos parametros biolégicos do modelo sao dados em

dias e extraidos do trabalho de Esteva & Vargas (1998), conforme a Tabela 4.1.

Tabela 4.1. Valores dos parametros biolégicos do modelo para um patch.

Parametros | uy, Ly Mh b 578 Gy | A
Valores 4.57 x 1075 | 0.25 | 0.1428 | 0.5 | 0.75 | 1.0 | 800 — 10*

04 .

0,2 — _

\ \ \ \ \ \
0 0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000

t

Figura 4.3 - Propor¢ao de humanos suscetiveis. Os parametros da simulacao sao:

Np, = 20000, A =800 e Ry = 0.84.

As Figuras 4.3 e 4.4 representam os resultados ntmericos obtidos do
modelo (4.9). Observe que foi utilizado nas simulagoes uma taxa de recrutamento
de novos vetores baixa (800) e Ry = 0.84 < 1, ou seja, a doenga nao consegue
permanecer na populacao. Logo, a convergéncia do ponto de equilibrio livre da

doenca Ey = (1,0,0) ¢ visivel no decorrer do tempo.
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Figura 4.4 - Propor¢ao de humanos infectados e vetores infectados. Os parametros

da simulacao sao: Nj, = 20000, A = 800 e Ry = 0.84.
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Figura 4.5 - Propor¢ao de humanos suscetiveis. Os parametros da simulagao sao:

N, = 20000, A = 10* e Ry = 10.5.
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Figura 4.6 - Propor¢ao de humanos infectados e vetores infectados. Os parametros

da simulacao sdo: N = 20000, A = 10* e Ry = 10.5.

Para as simulacoes das Figuras 4.5 e 4.6 mudou-se a taxa de recru-
tamento de 800 para 10%, aumentando o nivel de vetores suscetiveis que podem
se infectar com a dengue. Assim, o nimero basico de reproducao passou a ser
Ro = 10.5 > 1, ou seja, ocorrerd surtos da doenca.

Os resultados numericos exibem oscilagoes amortecidas, pois a po-
pulacao humana é constante e comega com uma epidemia, mas conforme o tempo
passa esses picos reduzem-se devido ao nuimero insuficiente de suscetiveis que podem
ser infectados. Portanto, mesmo que as condigoes iniciais sejam diferentes, a solucao
numerica converge para o ponto de equilibrio endémico E; = (0.095,0.0003, 0.0006).

As solugoes encontradas estao de acordo com Esteva & Vargas (1998).
Além disso, nota-se que o nimero basico de reproducao tem uma influéncia enorme
na dinamica da doenca e estabelece condi¢oes necessarias para o aparecimento de

surtos epidémicos com o passar do tempo.
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Figura 4.7 - Retrato de fase entre os humanos suscetiveis S, e humanos infectados

I}, para o equilibrio endémico.

A Figura 4.7 representa o retrato de fase das solugoes em espiral para
o equilibrio endémico, salientando a convergéncia e estabilizacao deste ponto.

As simulagoes foram implementadas em linguagem C no sistema opera-
cional Linux Mint 17.3 Cinnamon com processador Intel Core i5 e memoria de 8 GB.
Usando essas configuragoes o tempo de resolugao ficou entre 0.01 a 0.06 segundos.
O software aplicado para plotagem dos graficos foi o Xmgrace.

Na préxima se¢ao propoe-se o modelo (4.8) estendido para um nimero
arbitrario de patches conectados pela mobilidade humana. O nimero bésico de re-
producao geral para o caso de dois patches sera calculado. Espera-se que os resultados
nuimericos nos conceda um olhar sobre o impacto desse limiar no desenvolvimento

da dengue para varios sitios ou cidades conectadas pela migracao de humanos.



5 MODELO MATEMATICO PARA PATCHES

A dengue é uma doenca infecciosa que se alastra por todo um territério
devido ao contato de humanos e vetores. Uma doenca pode se espalhar por uma
grande area, em que esta pode ser fracionada em regioes menores e bem definidas.
Por exemplo, estados sao divididos em cidades.

As regides por sua vez sao ligadas pela mobilidade humana, que se
faz necessaria para que exista diferentes tipos de contato, tais como as relagoes
comerciais, a procura por melhores moradias e pélos educacionais. Entretanto, com a
alta migracao de humanos, acontece também o transporte de doencas. Normalmente,
as pessoas que realizam migracoes de um lugar para outro, acabam transportando
alguma infeccao em seu organismo que nao é de seu conhecimento.

Primeiramente, sera descrito um modelo geral para k regides ou
patches. Pode-se supor que essas regioes sao cidades, em que cada uma delas é
regida por um sistema de interacao entre humanos e vetores, ou seja, cada cidade
possui a dinamica de transmissao da dengue descrita na se¢ao anterior para um inico
patch (regidao). Os patches sao conectados pela migragdo humana. Serd assumido
que viagens de pessoas sao rapidas e uma pessoa s6 pode se infectar na regiao de

origem ou de destino.
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5.1 Modelo Matematico Geral para k£ Patches

O modelo estudado na secao anterior sera ampliado para k patches.
Todos os patches sao conectados e apenas humanos passam de uma regiao para outra,
chegando ao local de destino conforme a sua situacao epidemioldgica de origem, ou
seja, um humano infectado de uma cidade A, por exemplo, migra para a cidade
B e permanece no compartimento de infectados dessa cidade até sua recuperacao
ou morte. Admite-se a circulacdo para um unico sorotipo do virus e as mesmas
caracteristicas dadas para o modelo de um patch.

Para cada regiao k£ a dinamica de transmissao da dengue é executada,
como pode ser vista na Figura 5.1. Logo, os estados epidemiolégicos no tempo ¢ sao:
humanos suscetiveis (Sp;(t)), humanos infectados (I;(t)), humanos recuperados
(Rp;(t)), vetores suscetiveis (S,;(t)) e vetores infectados (1,;(t)), para i = 1,..., k,

em que ¢ representa uma regiao .

é O 1\_;__ Patch k l? 'uf ‘lf”

i I O‘ — 21—, =

l/ / N, —> ‘h ‘};‘ > [fr - " Rir
.- "’4 l____l____1

|
" - |
O N ‘ : I
’ / T v T
\ \\:\ l’: A—» S %7 » [].
! v 2 h
' / / l N, i
Q — Q “ Putch 1. 4, 4,
-— A

Patch 2

Figura 5.1 - Dinamica de transmissao da dengue entre k patches.
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O total da populacao humana em cada patch é constante no tempo t e
denotado por Ny;(t), assim Ny;(t) = Sp;(t) + In; + Rpi(t). Prontamente, a populagao

total humana N, (t) é definida como sendo

k
Np(t) = ZN’”(t)’ para i =1,.., k.
i=1

Para cada variavel de estado dos humanos, uma fragao m])ﬁ sai da

regiao ¢ para uma regiao j e essas taxas sao escolhidas de acordo com o movimento

de cada estado, com X = S, I, R. Vale também que m;i = 0. Portanto, o modelo

que compreende a migracao para Xy; € {Shi, Ini, Rpi} é dado por

k k
X)) = mEXt) = | Y miXu(t) | (5.1)
i i

Definindo X}, = (Xpi, ..., Xa) T, tem-se o modelo de migracao (5.1) da

forma vetorial,
X (t) = MXX,

em que M* é uma matriz de ordem k denominada matriz de mobilidade ou migracdo

para cada variavel de estado dos compartimentos de humanos. Dessa maneira,

k
_ Zmﬁ m{g mﬁ
o
k
MY — mf _ ;mj)g mi

k—1
X X : X
M Mia . (Z mjk)

A matriz M* é uma matriz Metzler (Bowong et al., 2013), ou seja, os
coeficientes fora da diagonal sao nao negativos. Além disso, a matriz é irredutivel,

pois todos os seus estados se comunicam entre si e pertencem a uma mesma classe.
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A solugao do modelo (5.1) existe e essa é unica para todo t > 0,

dependendo continuamente das condigoes iniciais do problema. Logo, o modelo é
um problema bem definido. Disso, tem-se que se as solugoes sao bem definidas pelas

condigdes iniciais e passam pelo espago invariante X, (0) € R*, entao X,(¢) € RE.

De acordo com a teoria dos grafos (Cesar, 2007), a representacao dos
grafos por meio de sua matriz de adjacéncia ajuda na compreensao da matriz de
mobilidade MX. Os grafos podem representar redes de comunicacao, rede social ou
mesmo deslocamento de individuos e populagoes. Entao, algumas defini¢coes serao
apresentadas da teoria dos grafos como um auxilio na assimilagao e entendimento da

matriz de mobilidade.

Definicao 5. Um grafo é um conjunto ndo vazio de vértices e denotado por G =
WV, A), em que V € um numero finito de vértices e A um conjunto de arcos que

conecta dois vértices, no qual cada arco corresponde a um par ordenado de vértices.

Definicao 6. Se existe dois vértices conectados por uma aresta, os vértices do grafo

sao adjacentes.

Uma boa forma de representar um grafo matematicamente é através

de sua matriz de adjacencia.

Definicao 7. Se k é o numero de vértices de um grafo, entao a matriz de adjacéncia
M € uma matriz de ordem k, em que as entradas m;; da matriz sao representadas

da sequinte forma:

1, se o vértice i estd ligado (direcionado) com o vértice j;
mij = ’
0, caso contrdrio.

Se os grafos nao sao direcionados, a matriz de adjacéncia sera simétrica

e entdo m;; = my;. A seguir, a Figura 5.2 representa um grafo (Gy) direcionado.
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\@
-

Figura 5.2 - Grafo com alguns dos seus vértices direcionados.

A matriz de adjacéncia que representa o grafo Gy é:

_ O = O

1

o O O

o o = O

1

o = O

Assim, a matriz de mobilidade que melhor representa o grafo G, é dada

por:
—Mo1 — My1 mi2 0 miy
Moy —Mi2 — M32 0 0
Mg, =
0 ma2 — 143 1
myy 0 my3  —Miyyg

Note que a matriz de mobilidade Mg, condiz com a matriz de ad-
jacéncia da teoria dos grafos com as respectivas taxas de mobilidade. A matriz de
adjacéncia é adquirida pela matriz de mobilidade quando obtém-se sua transposta,
trocando os elementos da diagonal principal por zero e as taxas nao negativas fora
da diagonal por um (Bulhosa, 2016). Além disso, a matriz de mobilidade pode ser
obtida pela matriz de adjacéncia seguindo o mesmo raciocinio.

A matriz de mobilidade sera usada no modelo de k patches com o
objetivo de observar o impacto da mobilidade na dispersao da dengue. Esse modelo

tém os mesmos parametros bioldgicos do sistema (4.8), estudado na se¢ao anterior.
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Como a dengue é uma doenca que causa desidratagao, fraqueza e in-

tensas dores pelo corpo de um ser humano, espera-se que esses humanos (infecta-

dos) estejam seguindo as recomendagdes necessdrias para uma recuperagao total dos

sintomas vinculados a dengue. Em consequéncia disso, o parametro 7; € [0,1] é

acrescentado para representar a quantidade de humanos infectados que estavam no

patch i e se movimentam para outros patches a uma quantidade menor com relacao
aos humanos suscetiveis e recuperados pela doenca (Bowong et al., 2013).

Assim, o modelo ampliado para k patches do sistema (4.9) é dado por:

_ _ b _
Shit) = pn(Npi — Shi) — ]\fh LiShi + Z mg;S; — Z m3; | Shi
hi
J?ﬁl j;éz
T/ _ bﬁh & -
L) = N LiSni — (mn + p) Ini + Z ’yjmwfh] Vi Z mi; | I
h
i i

7/hi(t) = nhjhz MthH-Zm th Zmﬂ Ry
3791 J#Z

_ b v
Szln (t) = A - ]\f Ih'LSm ,qum'
_ bﬁv _
]/ (T = I 7,51)1 ’U[v’i
\ vz( ) Ny h 2

para ¢ = 1, ...,k e as seguintes condigoes:

) Shl( ) Z( )+Rhl( ) Nhi?

Nii(t) = Spi(t) + Tni(t) + Rui(t A
+ Li(t) e Ny(t) = ; vi(t),

Nui(t) = Sui(t)

em que todas as variaveis e parametros para o modelo sao nao negativos. Logo, as
condigoes iniciais do sistema (5.2) sao: (Ny;(0) — I;:(0), I1:(0), 0, mN,;(0),0), com m
sendo um nimero real positivo.

Devido a populagao total de cada patch ¢ ser constante e a populagao
de vetores N,; — & para cada um dos patches, sera utilizado em cada regiao as

Ho
seguintes proporcoes:

o Shi T [hi Do Rhi g Svi T Iv
th” Nhi7 Ai/,uv
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Deste modo, quando as propor¢oes sao empregadas em (5.2), adquire-

se o seguinte sistema:

/

Shi(t) = pn(l = Spi) — Zf};\}/:,z 1,;Shi + E mg;Sh; — Z m3; | Shi
3751 j#z
/ bﬁh (53)
I;(t) = 110 N ———L,iSni — (M + o) Ini + Z 'ijzjlhj Yi Z m Ip
J#z J;Az
. [{;i(t) - bﬁv[hz‘(l - Ivi) - ,uvfm;

no qual Rp;(t) =1 — Spi(t) — Ini(t) e Syi(t) = 1 — L,(1).

O modelo (5.3) estd bem definido na regiao positivamente invariante
Q = {(Sh1, In1s Loty -y Shies Tnky L) € R3F 20 < Sk, 0 < 13,0 < Spy + I < 1,
0<I,<1, com i=1,.. .k}

Seja Sp, = (Sh1y ooy Sk)s In = (In1y ooy Ink) © Iy = (Ly1y ooy Lpg). Além
disso, a diag(W) representa a matriz diagonal W de ordem £ definido pelo vetor W
e I é a matriz identidade de ordem k. Assim, tem-se o sistema (5.3) reescrito na

forma vetorial:

Si(t) = pnlp(1 — Sk) — diag(p,Ny) ™ diag(A)diag(bBpl,)Sh + MSh
) = diag(p,Ny)'diag(A)diag(bBul,)Sh — (mn + pin) Lelp + MTI,  (5.4)
) = diag(bB,In)(1 — I,) — pIp1,

nos quais tem-se as seguintes matrizes de mobilidade M = M% = M e M! = MT,

com I' = diag(v;), para v; € [0, 1].

Proposicao 4. O equilibrio livre da doenca (Eqy) sempre existe para o sistema (5.4).

Demonstracao. Na secao anterior, observou-se que o equilibrio livre da doenga sem-

pre existe. Neste equilibrio, I, = 0 e I, = 0. Assim, tem-se do sistema (5.4) que
[Lh[k(l — Sh) + MSh = 0= (uhfk — M)Sh = uh[k

Logo, se I, = 0 = I, e pela condigao inicial de que R, = 0, basta

utilizar S, = 1. Além disso, como (uply — M) é uma matriz nao singular, entao o
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sistema tem solucao tunica. Portanto, temos o ponto de equilibrio livre da doenga

Eo = (1,0,0). O

Proposicao 5. Se um patch i do sistema (5.4) estd no equilibrio livre da doenga,
entao todos os outros patches que estao conectados neste patch também estao no

equilibrio livre da doenca.

Demonstracao. Suponha que o patch 1 estd no equilibrio livre da doenca, ou seja,
Iyp =0e I,; =0, assim da equagao de infectados obtém-se
k
1, (8) = S nymi Iy
7

Mas, devido a movimentacao de humanos infectados que vém dos ou-
tros patches j e entram no patch 1, entao os coeficientes m{j # 0, implicando que
I1; = 0. Portanto, toda regiao j conectada com o patch 1 também esta no equilibrio
livre da doenca.

Particularmente, se a matriz de mobilidade é irredutivel, acarreta que
todos os patches sao conectados entre si. Logo, se um patch esta no equilibrio livre
da doenga, entao todas as outras regioes também vao estar. Portanto, o mesmo vale
para o equilibrio endémico.

Neste caso, se a movimentacao de humanos infectados é admitida em
um sistema de k patches e esses estao conectados, nao podemos ter a existéncia
do equilibrio livre da doenga em um patch e o endémico em outro patch, pois temos
novos pontos de equilibrio para cada novo sistema que surge (dependendo do nimero

de patches aplicado).

Para se obter o nimero bésico de reproducao ¢é necessario que exista
um equilibrio livre da doenca. Sendo possivel encontra-lo pela prova da Proposicao

4. Assim, o método de matriz de préxima geragao é novamente utilizado.
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A linearizacao do sistema (5.4) em torno do equilibrio libre da doenga,

¢ dada por:

1
I Okxk Ji2 o V-l ((mn + pn) Ik — ML) Okexck

diag(bB,) Okxk Ok (diag(p))~"
em que fio = diag(p,) ‘diag(Ny) ' diag(A)diag(bBy)diag(Sy). Logo, a matriz de

proxima geracao é

K Pyl Orpxk K12

ka1 Okxk
nos quais, ki = diag(u,) 'diag(Ny) *diag(A)diag(bBy)diag(Sy)(diag(p,))™" e
ko1 = diag(bB,)((nn + pn) I — MT)~1. Portanto, o raio espectral da matriz K é o

nimero basico de reproducao

Ro = diag(V* B B,)diag(N)diag(p,) " >diag(Sy)diag(Ny) ™ ((nn + pn) Iy — MT) 71

Constata-se que o nimero bésico de reproducao geral (Ry) para o
sistema de k patches depende das taxas de mobilidade dos humanos infectados. Por

isso, se I' = 0, entao o nimero basico de reprodugao para cada patch i é dado por:

b2/8h5UAiShi
ROi = 5 .
P2 (nn + pon) Nig

5.2 Modelo Matematico para Dois Patches

Serd considerado agora um sistema para dois patches com o objetivo
de encontrar o nimero basico de reprodugao geral para esse sistema. Uma vez que
na subsecao anterior, adquiriu-se o niimero basico de reproducao geral para o modelo

de k patches.
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Do sistema (5.3), serd obtido o modelo para duas regioes distintas:

( biBy A
m(t) = pn(l—Sp) — f?\[hi 1,151 + My Shy — M5 Sp
bB, A "’
() = %Ivlshl — (0 + ) It + vomiglne — yaimi I
Izl)l(t) - bﬁvlfd(]- - Ivl) - ,UJvIvl
b3 As . . (5.5)
() = pup(l— She) — 1N L9She + My Sh1 — m75She
bB A b
I(t) = uﬁ]]l\fhz LoSha — (M + ) Inz + yamd Iy — yamiy I
1—1,12(75) = bﬁv[m(l - Iv2) - Mu[vz

(
no qual Rp;(t) =1 — Ski(t) — Ini(t) e Syi(t) = 1 — L;(t), com ¢ = 1,2. As taxas de
mobilidade humana entre os dois patches sao dadas por mf,, my,, ml, e mi .
Observando o sistema (5.5), nota-se dois casos: taxas de mobilidade
humana (I) nulas, ou seja, os patches sao disjuntos e (II) ndo nulas, isto é, os patches

sao conectados por meio das taxas de mobilidade humana.

No caso (I), para cada patch existe um equilibrio livre da doenca Fy =

L A+ B Roi —1
(1,0,0) e um endémico Ey = (S5, I}, I}), sendo S; = TBRM,QI,’; = m,
A Rl—l b v b vAi
I;:M, comAzﬁ,B:nh—i_uheRgi: 5 Fnf , para
Roi(A+ B) o Hh 13(1n 4 pn) N

1 = 1,2, conforme os resultados obtidos no primeiro modelo de uma regiao.

Agora no caso (II), as taxas de mobilidade humana sao nao nulas.
Admitindo que Rg; < 1 no primeiro patch e Rg2 > 1 no segundo, encontra-se os
pontos de equilibrio do sistema (5.5), igualando suas equagoes a zero. Da equagao

de humanos infectados do patch 1 é deduzido que

bBr A
:quhl

Yamiglhy = I,1Sn — (g + g +yimd ) .

Desde que 74 > 0 e Rp1 < 1 no primeiro patch, entao um possivel
ponto de equilibrio é o livre da doenca. Além disso, pela proposicao 4 esse ponto
sempre existe. Consequentemente, I,; = 0 e [,; = 0. Utilizando desses fatos, tem-se
que no segundo patch I, = 0. Agora, manipulando a equacao de vetores infectados

do segundo patch, tem-se que

bﬁvlhﬂ(]— - Iv2) - /JJvIv2
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obtendo I, = 0. Portanto, o resultado esta de acordo com a Proposicao 5, ja que nao
é possivel a existéncia de um equilibrio livre da doenca em um patch e um equilibrio

endémico no outro.

5.2.1 Numero Basico de Reprodugao para Dois Patches

Conforme visto até agora, o ponto de equilibrio livre da doenca existe,

logo para atingi-lo, o seguinte sistema sera resolvido

,uh(l — Sh,l) —+ mf2Sh2 — mnghl =0 (56)
uh(l — ShQ) + mnghl — meShQ =0 (57)

Da soma das duas equacoes, tem-se que
Sp1 =2 — Sha. (5.8)

Assim, fazendo a substituigao de (5.8) em (5.7), consegue-se

+2m3
Sy = —n T (5.9)
Hh MYy + My

Do mesmo modo, substituindo (5.9) em (5.8), obtém-se

fun + 2m7y
fin 4 M7y +m3,

Sp =

Dessa maneira, o ponto de equilibrio livre da doenca para o sistema de
dois patches é dado por Es = (Sp1, She,0,0,0,0).

Seguindo os mesmos passos das secoes anteriores, para o calculo do
nimero basico de reproducao ordena-se os compartimentos de doenca, Iy, Iy2, I, €
I,5. Em conformidade com Diekmann et al. (2009) serd utilizado novamente a matriz
de préxima geracao. A linearizacao em torno do ponto de equilibrio livre da doenga

(E3) cede as matrizes F e V71,

- b A - p— -
0 0 /f ?v LS 0 vy vz 00
v4iVhl
0 0 0 thA2 ShQ » Va1 V22 0 0
F = ,UUNh2 e V = 0 0 1 0
b, 0O 0 0 oo
o 0 0 —
| 0 05, 0 0 ] i Ly
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em quo vy, = LT i oy — 1M1
(nh}i‘ﬂh)L ’ (Mn + pn) L (mh + pn) L
Nh =+ Hh + Y1109 I I
Voo = ., com L =mny+ pup+ y1msy; + yamys.
22 (77h I ,Uh)L Th T Hp T Y1y T 7219

Como o Ry é dado pelo raio espectral da matriz K = FV~!. Desse
modo, calculando os autovalores da matriz K consegue-se o seguinte polindmio car-

acteristico:

1

PO == (nn + Nh)L(

1\ 2
22R01+21R02)>\2+(z> (2221R01R02—71m£172m{273017302)

com 21 =y, + pp + 1My e 22 =+ + Yamis.

Chamando y = A2, adquire-se

1 1\?
P(y) =y* — z(leOQ + 2Rn)y + (z) (2221R01Ro2 — Y1mb72miyRo1 Roz)-

Assim,

Ply) = (y - %(217302 4+ 2 Ro1 — Z(y))) (y _ %(ZIROQ + 2 Ro1 + \/W)>

em que Z = (21R02 — 22R01)2 + 471m§172m{272017?,02.
Portanto, a seguinte férmula analitica do Ry geral para o sistema (5.5)
que depende das taxas de mobilidade humana e dos niimeros basicos de reproducao

locais de cada patch é:

1
Ro = o7 (:1Ro> + 2Ro1 + VZ), Z>0.

5.2.2 Resultados Numéricos

Os resultados numéricos do modelo matemadtico (5.5) que considera
dois patches distintos serao descritos por meio de cenarios simulados. Para obter
a solucao numérica utilizou-se as configuracoes das simulacoes observadas na secao
anterior. As representacoes do nimero basico de reproducao para o sistema de dois
patches foram plotadas no software MATLAB. Os valores dos parametros bioldgicos

sao os mesmos para um periodo de 12500 dias.
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As condigoes iniciais das variaveis de estado podem ser vistas na Tabela

5.1, em que o primeiro patch tém condigoes para doenga e o segundo patch esta livre
da doenca. Para todos os cenarios, sera observada a influéncia da mobilidade humana

entre os patches.

Tabela 5.1. Condigoes iniciais para o modelo de dois patches.

Patch 1 Patch 2

Sp1(0) = 0.7 | Spa(0) =1
I11(0) = 0.3 | In2(0) =0
I,1(0) =0.1 | I,2(0) =0

Os resultados numéricos sao obtidos a partir de trés cendrios simulados,
de acordo com a Tabela 5.2. Note que os niimeros basicos de reproducao e o tamanho
das regioes variam de cendrio para cenario.

As escolhas sao diversas para a construcao da matriz de mobilidade.
Os resultados esperados podem variar muito de acordo com a escolha implemen-
tada, conduzindo a medidas de controle e decisoes erradas. Considerando a mesma

configuragao de matriz usada por Bowong et al. (2013), tem-se:

Nin

N,
N

_N_h2

-1
M

1

Tabela 5.2. Cenarios das simulacoes numéricas para dois patches.

Cenarios | Ny, Ro1 | Npa Ro2
1 4x10%{0.42 | 2 x10* | 0.84
2 4 x10% | 10.5 | 2 x 10* | 0.42
3 2 x 10* | 10.5 | 4 x 10* | 0.42




52

Cenario 1: No primeiro caso, 73 = 7 = 0.8, ou seja, os humanos

infectados se movem de uma regiao para outra. O impacto da mobilidade humana

sobre a segunda regiao que de inicio nao havia a doenca sao observadas nas Figuras

5.3 e 5.4. Os numeros basicos de reproducao sao distintos, mas ambos menores que

um. Assim, a doenga nao permanecera nos patches (o que estda de acordo com os
resultados analiticos).

Outro resultado importante, pode ser visto na Figura 5.5. Quando a

migracao de humanos infectados aumenta, o niimero basico de reproducao geral para

dois patches também aumenta.

[\S]
8]

1,6
1,2
0,8
0.4

p

12

2

SN
TTT
|

—
=
S
—
[\
W
—
W

0 0 25 50 75 100 125

—_
W

0

0,25
0,2
0,15
0,1

0.0 KM
1 I 1 I 1 0 C 1 1 I 1 I 1 I 1

0 0 25 50 75 100 125

—_
(e
(e]
—
N
[}
—
W
—_
W

0

0,25
0,2
0,15
0,1

0,05
1 I 1 I 1 O 1 I I 1 I 1 I 1

0 25 50 75 100 125 150 0 25 50 75 100 125 150
t - Patch 1 t - Patch 2

Figura 5.3 - Dinamica para dois patches. Os parametros de simulagao sao: Ay =

AQ =800 e Y1 =72 = 0.8.
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Figura 5.4 - Propor¢ao de humanos infectados para dois patches no cenério 1.
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Figura 5.5 - Niimero basico de reproducao geral para dois patches em relagao ao v,

e 72 no cendrio 1.
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Cenario 2: Nesta simulagao, optou-se por 71 = v = 0.2. Se Rp; =
10.5 > 1, entao havera epidemias em todas as cidades. Conforme o tempo passa,
o numero de pessoas infectadas do primeiro patch comeca a cair, mas no segundo
patch aparece um surto, isto pode ser visto na Figura 5.6. A doenca fica endémica
nessa comunidade de duas regides, isto é, aparece varios surtos até os dois patches
se estabilizarem.

A primeira regiao tém uma populacao e niimero bésico de reproducao
maiores que a segunda regiao, assim quando tem-se um maior fluxo de humanos
infectados do patch 1 passando para o patch 2, ocorre epidemias no decorrer do
tempo.

Logo, mesmo que o ntimero béasico de reprodugao geral (para o sistema
de dois patches) decline, sempre ficard maior que 1, como mostra a Figura 5.7.
Portanto, a mobilidade humana e um nimero basico de reproducao maior que um

implica na propagacao da doenca nos dois patches.

0,8 I

— Patch 1
Patch 2

75 100 125 150

Figura 5.6 - Propor¢ao de humanos infectados para dois patches no cenério 2, com

A1 = 20000, A2 =800 e Y1 = Y2 = 0.2.
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Figura 5.7 - Ntimero basico de reproducao geral para dois patches em relacao ao v,

€ Y2 No cenario 2.

Cenario 3: Para os resultados numericos do cenéario 3 dados pela
Figura 5.8, considera-se que o Rg1 > 1, Rp2 < 1 e o tamanho total da populacao
humana da primeira regiao é menor com relacao a segunda regiao. Assim, quando os
humanos infectados se movimentam, o niimero de casos comeca a diminuir no patch
1 e acontece surtos no patch 2.

Contudo, se o fluxo de humanos infectados que migram para o patch 2
aumenta, ou seja, quando ; aumenta, vé-se pela Figura 5.9 que a migracao desses
individuos causa um efeito favordvel no nimero bésico de reprodugao geral (Ry).
Isso acontece devido ao aumento das taxas de mobilidade do patch 1, assim a forga
da doenca decai no patch 1, impactando a regiao seguinte.

Verifica-se na comparacao das Figuras 5.7 e 5.9, que uma regiao com o
tamanho de populagao grande e o ntimero basico de reproducgao local maior que do

que um, ocorre a propagacao da doenga e ela perdura ao longo do tempo.
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Figura 5.8 - Propor¢ao de humanos infectados para dois patches no cenério 3, com

A1 = 20000, Ay = 800 e 71 = 75 = 0.2.

Figura 5.9 - Numero basico de reproducao geral para dois patches em relagao ao v,

e 72 no cenario 3.
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5.2.3 Resultados Numericos para Dois Patches do Modelo Matematico

de Newton e Reiter

Alguns estudos utilizam a aplicacao do modelo proposto inicialmente
por Newton & Reiter (1992) sem modificagoes (Cirino, 2003; Gerhardt, 2004). Entre-
tanto, o presente modelo serd ampliado para dois patches, conferindo-lhe alteragoes,
em que este serd constituido pelas equacgoes diferenciais ordinarias nao lineares que
representam a fase aquética do vetor (ovos, larvas e pupas), além das populagoes de
humanos e vetores.

As variaveis de estado do modelo no tempo t estao definidas na Tabela
5.3. Sera considerado os compartimentos de humanos e vetores expostos, ou seja,
sao individuos infectados, mas que comecam a transmitir o virus depois de um certo
periodo de tempo (periodo de laténcia).

Os parametros bioldgicos do sistema (5.10) s@o definidos pela Tabela
5.4 e foram extraidos de Cirino (2003) e Thomé et al. (2010). Tem-se ainda que,
Npj = Shj + Enj + Inj + Rpj, C5 > 0 e (1 — é—j) representam a densidade total
da populagdo humana, a capacidade de suporte ambiental (espagos disponiveis e
nutrientes) e o crescimento logistico de vetores, respectivamente, para os patches
j=1,2.

As taxas de mobilidade humana entre os dois patches sao dadas por

@12, 21, b12, ba1, C12, Co1, d12 € doy. Logo, tem-se o modelo ampliado para dois patches:
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A
Al =ko (1 — —1> (So1 + B+ Ln) — (a4 pa)Ay

4
1 S 1
S;zl = ENM - Cuh[le—le — Mshl + az15h2 — a125m
S 1 1
E;l]. = th[le_hhll - D_hEhl — EEH + bo1 Epg — b12Em
1. = 1 B 1 I L Iy + o011 c1ol
m=p hl P hl M, h1 2142 124p1
1 1
R.,=—I,— —R do1 Ry — dio R
m=p Rl A h1 + Q21 1Th2 12481
I 1
Squl =aA; — Cinle—hl - Msvl
Iin 1 1
F . =cypySpy— — —FE,, — —F,
vl — Ch 1Nh1 D, 1 M, 1
1 1
', =—FE,,——I,
vl D,U 1 M,U 1
A, (5.10)
Al = k¢ (1 — 52) (Sv2 + Epo + La) — (a4 p1a) Ay
1 Sha 1
S) ., = —Npy — conlps—— — —Shs — an S S
h2 M, h2 — Coh 2Nh2 M, h2 — A210p2 + G120k1
Sha 1 1
E., =cplyp— — —FEjg — —E}y — by  E boE
ha = Cuvh 2Nh2 D h2 M, h2 21Lh2 + D121
]’—lE—ll—ll— Ino + 121
h2 — Dy, h2 P, h2 M, h2 — C214p2 T C12dp1
1 1
= —1Ipy — — Rpo — dy R dio R
h2 P h2 A h2 2142 + d12ftp1
I 1
51/;2 =ad; — CinwN—hz - ESUQ
Iys 1 1
El, = 2 B, —F
v2 Chvsv2 Nh2 Dv v2 Mv v2
1 1
Iy=—FE»— —1Iy
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Tabela 5.3. Variaveis de estado do modelo de Newton & Reiter para dois patches.

Tabela 5.4. Parametros biol6gicos do modelo de Newton & Reiter.

Variavel | Descricao da Variavel

A Fase aquéatica

Sh Densidade de humanos suscetiveis
By Densidade de humanos expostos

I, Densidade de humanos infectados
Ry, Densidade de humanos recuperados
Sy Densidade de vetores suscetiveis

E, Densidade de vetores expostos

I, Densidade de vetores infectados

Parametros | Descricao Valor
k Fracao de ovos vidveis (0 < k < 1) 0.8
0 Taxa de oviposigao intrinseca (0 < ¢ < 1) 0.9
« Proporcao de vetores que se tornam susceptiveis

ao nascerem (0 < o < 1) 0.5
A Taxa de mortalidade da fase aquética (0 < ps < 1) 0.0583
My, Periodo da expectativa de vida dos humanos (dias) 25000
Dy, Periodo latente intrinseco dos humanos (dias) 5
P, Periodo de duracao da infecgao (dias) 3
M, Periodo da expectativa de vida dos vetores (dias) 4
D, Periodo latente extrinseco dos vetores (dias) 10
Coh Taxa de transmissao da interacao vetor-humano (dias_l) 0.75
Ch Taxa de transmissao da interagao humano-vetor (dias™) | 0.375
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Para as simulagdes numéricas realizadas em relagao ao sistema (5.10),

considerou-se quatro cenarios, conforme mostra a Tabela 5.5.

Tabela 5.5. Cenarios das simulagoes numéricas.

Cenarios | Mobilidade Humana
1 ,

2 Shy En, I e Ry,

3 Sh, En e Ry,

4 Sh, Ry,

Para se obter a solugao numérica do sistema utilizou-se o método de
Runge-Kutta de quarta ordem para um periodo de 400 — 1000 dias e passo no tempo
de 0.001. As taxas de migracao humana a;;, b;;, ¢;; e d;; sao escolhidas aleatoriamente

m [0, 1], para todo i,j = 1,2. A Tabela 5.6 representa as condicoes iniciais das

variaveis de estado utilizadas para as simulagoes.

Tabela 5.6. Condigoes iniciais para as simulagoes.

Patch 1 Patch 2
A;(0) = 1000 | Ax(0) =100
Sp1(0) = 9950 | Spa(0) = 10%
Epi(0) =0 Epz(0) =0
Ir1(0) = 50 In2(0) =0

Rhl (0) 0 RhQ(O) 0
Sp1(0) = 2000 | Sy2(0) = 200
Ea(0)=0 | Ep»(0)=0

IUI(O) =0 Iv2(0> =0
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No primeiro cenario nao ha mobilidade em nenhum dos compartimen-

tos da populagao humana, ou seja, as taxas de movimentacao humana sao todas
nulas. Como resultado, observou-se a ocorréncia de epidemia no primeiro patch, de-
vido a existéncia das condigoes para dengue. O segundo continuou livre da infeccao,
como era de se esperar, devido a auséncia da mobilidade humana. A Figura 5.10

exibe os resultados numéricos da simulagao do cenério 1.
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Figura 5.10 - Mobilidade nula na populacao de humanos.

No segundo cenario fixou-se as taxas de mobilidade em todos os com-
partimentos de humanos (Sy, Ey, I, € Ry,). Devido ao fato da mobilidade humana ser
considerada neste caso, o patch que nao possuia condigoes para a dengue adquiriu
uma epidemia da doenga (Figura 5.11).

Para o terceiro cenario foi considerado que humanos infectados estao
seguindo as recomendacoes necessarias para a recuperacao dos sintomas da dengue,
isto é, repouso absoluto. Logo, existe mobilidade humana nos demais compartimen-
tos Sy, E, e Ry. Portanto, devido a migragao de individuos expostos (pessoas que
estao infectadas e depois de um periodo de tempo comegam a transmitir a infecc¢ao),
o segundo patch passou apresentar a doenca, como pode ser visto nos resultados

numéricos exibidos na Figura 5.12.
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Figura 5.11 - Efeitos da migracao humana em todos os compartimentos de humanos.
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Figura 5.12 - Dinamica populacional para dois patches sobre o efeito da mobilidade

na subpopulacao de humanos expostos.
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A Figura 5.13 exibe os resultados do quarto cendrio, no qual existe

mobilidade nos compartimentos de humanos susceptiveis e recuperados. Como es-
perado, o segundo patch continuou sem a doenga (condigao inicial), pois humanos

expostos e infectados nao deixaram o seu patch atual.
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Figura 5.13 - Efeitos da mobilidade na subpopulacao de humanos susceptiveis e re-

cuperados.

As principais conclusoes referentes aos modelos trabalhados para a

dinamica de transmissao da dengue em patches sao sumarizadas na secao seguinte.



6 DISCUSSAO DE RESULTADOS

Simulagoes numéricas foram realizadas considerando casos para dois
patches, com o intuito de mostrar o impacto da mobilidade humana na dinamica
populacional, além de analisar localmente os pontos de equilibrio do sistema para
um patch. Foi efetuado também, simulacoes para diferentes situagoes de Rgy;, com
1=1,2.

No modelo de um patch foi encontrado condicoes para a estabilidade
local dos pontos de equilibrio. Essas condi¢oes dependem do nimero béasico de
reprodugao obtido pela construgao da matriz de proxima geragao. Se Ry < 1 tem-se
a estabilidade assintotica local do ponto de equilibrio livre da doenga. Caso contrario,
para Ry > 1, o ponto de equilibrio endémico é assintoticamente estavel.

Para o modelo de dois patches, se existem condigoes iniciais para en-
fermidade e o0 Rp; > 1 no primeiro patch, tem-se a ocorréncia e permanéncia de
epidemias nos patches durante toda a dinamica, pois se um dos patches esta no es-
tado de equilibrio endémico, entao todos os patches que tem acesso ao patch endémico
estard em estado endémico também. Porém, se Ry; < 1, com i = 1,2, a doenca nao
permanecera nos patches.

As simulagoes numéricas realizadas para o caso de dois patches do
modelo proposto por Newton & Reiter (1992), mostra os efeitos da mobilidade
humana ja esperados para o desenvolvimento da dengue no patch que estava ini-
cialmente livre da doenca e da importancia da mobilidade de humanos expostos
(individuos que adquiriram a infec¢ao, mas ainda nao transmitem o virus) na dis-

seminacao da doenca.



7 CONCLUSOES

Neste trabalho, verificou-se a dinamica de transmissao da dengue dos
modelos propostos para um e dois patches. Além disso, observou-se a influéncia
do nuimero bésico de reproducao local de cada patch para com o nimero bésico de
reproducao geral para o modelo de dois patches.

De acordo com os resultados obtidos, tem-se que a reducao do niimero
bésico de reproducao local dos patches ajuda a diminuir o nimero de reproducao
geral. Como a sensibilidade desse parametro ¢ o tamanho total da populagao humana
ou a taxa de recrutamento de vetores, entao o mais viavel é fazer o controle sobre os
vetores, para que de fato o niimero basico de reproducao local retroceda.

Vale destacar que o desenvolvimento da dengue no patch que inicial-
mente nao apresentava a doenca, ocorreu devido ao impacto da mobilidade humana.
Conforme essas importantes apuragoes, o reforco das agoes de controle nas fases do
ciclo dos vetores é sugerido, como forma de conter a doenca e minimizar esse grande
problema da satide ptblica, uma vez que nao é possivel frear a mobilidade dos seres

humanos devido suas atividades didrias.
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8 RECOMENDACOES PARA TRABALHOS
FUTUROS

As ideias e sugestoes para futuros sao baseados nas extensoes deste

trabalho, como por exemplo:

1. Examinar a dinamica da doenca em patches considerando diferentes for-

mulacoes para a mobilidade humana.
2. Avaliar como o numero de patches atua na disseminacao da doenca;

3. Encontrar o nimero basico de reproducao para o caso de trés patches, achando

talvez uma possivel expressao de recorréncia para o mesmo;
4. Acrescentar mais de um sorotipo da doenca na dinamica;
5. Aplicar medidas de controle otimizados nas fases de ciclo do vetor;

6. Adicionar a fase aquatica do vetor, além disso considerar a transmissao vertical

do vetor;

7. Trabalhar com dados reais sobre a doenca e taxas de mobilidade humana.
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