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Resumo

Neste trabalho nés propomos trés estratégias para resolver o problema de Ine-
quacgoes Variacionais, que denotaremos por VIP(F,2) onde F : IR" — IR" é monotona
e 2 ¢ um subconjunto de /IR™. Existem muitas aplicagées interessantes do VIP(F, Q)
na economia, teoria de jogos etc.

Na primeira estratégia, adaptamos a funcao de Fischer-Burmeister penaliza-
da para a resolugao do VIP(F,§) , a segunda estratégia envolve métodos de projecao
na resolugdo do VIP(F,§2) e a terceira estratégia envolve perturbagdes do tipo pon-

to proximal do VIP(F,() . Finalizando, foram feitos alguns experimentos numeéricos

comparando as duas primeiras estratégias propostas.

Palavras-chave: Problema de Inequacoes Variacionais, projegoes, ponto proximal.
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Abstract

In this work we propose three methods for solving the variational inequality
problem, denoted by VIP(F, Q) where F' : IR™ — IR" is monotone and 2 is a subset of
IR". There are many interesting applications of the VIP(F, §2) for example in economics
and game theory.

In the first method we adapted the penalized Fischer Burmeister function for
solving the VIP(F,) . The second method is associated to the projection method for
solving the VIP(F,Q) . The third method is associated to a proximal-point method
for the VIP(F,§2) . Computational experiences with the first two methods are also

reported.

Keywords: Variational Inequality Problem, projections, proximal point .
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Introducao

O Problema de Inequagoes Variacionais consiste em achar z* € Q0 tal que
(F(z*),z—2") >0 Vz e (1)

onde F : IR™ — IR" é diferenciavel e €2 é um subconjunto do IR™ convexo e fechado, o
qual é denotado por VIP(F,§2) ou somente VIP.

Uma forma de interpretar geometricamente o VIP é a seguinte: se z* ¢ uma
solugao do VIP(F,2) entao —F(z*) pertence ao cone normal a 2 em z*, denotado por

N(z*), onde

{z:(y—2")2<0 Yy € 2} se z* € Q
N(z*) = (2)

? caso contrario

Se considerarmos Q = {z € IR? : g'(z) <0 e g*(z) < 0}, a interpretagao

geométrica de N(z*) é dada abaixo.

vg! A‘F(x.)

Figura 1:
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INTRODUCAO

Existem muitos problemas relacionados com a vida real onde o VIP é usado
como ferramenta de resolugao. Dentre estes podemos destacar problemas relacionados
com a economia, teoria dos jogos, problemas de equilibrio e problemas em engenharia
ver [12].

Casos particulares do VIP(F, ) :

(a) O Problema de Complementaridade Nao Linear, que aqui serd denotado

por NCP, com €2 = IR", consiste em achar z* tal que:

Se considerarmos F(z) = Mz + q onde M € R™" ¢ (fixo) € IR*, o NCP ¢

chamado de problema de complementaridade linear, aqui denotado por LCP.

(b) O Problema de Complementaridade Mista aqui sera denotado por MC P(F).

Neste caso {2 é uma caixa ou seja

RQ={zeR":a<z<b} a,be R"

(c) Resolugao de sistemas nao lineares: Neste caso o VIP(F,2) é usado como
ferramenta de resolugao de sistemas nao lineares monotonos, pois se considerarmos
VIP(F,Q) com Q2 = IR", resolver o VIP(F, IR™) é equivalente a resolver o sistema

F(x)=10.

(d) Problemas de Otimizagao: Se considerarmos F(z) = V f(z), resolver o VIP(F,(2)

é equivalente a encontrar pontos que satisfagam a condicao necessaria de 1 ordem

de otimalidade do seguinte problema de otimizagao

Min f(z) reQCR" (3)

onde f : IR" — IR, f é continua, e pelos menos duas vezes diferenciavel. Em [12]

podemos encontrar outros casos particulares do VIP.

~ As estratégias de resolugdo do VIP(F,(?) desenvolvidas nesta dissertagdo po-

dem ser classificadas em dois tipos:

AVA
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unespmll 2! 13 24 15 I®

17

18



INTRODUCAO

1- Que utilizam uma reformulagido do problema VIP(F,)como um problema de

otimizacgao.
2- Que usam métodos de projecoes.

Seguindo as idéias dadas por Andreani, Friedlander e Martinez em [1], a refor-
mulagao do problema VIP(F,) se baseia nas condigdes K.K.T. do seguinte problema
equivalente.

Se x* é solugao do problema de minimizagao
min  F(z*)'z .. z € (4)

ondese N={ze€R":g(z)<0, Az =0b, z >0} (5)

g9 = (91,..,9m)" , 9; € C'(IR") e sido convexas e A € IRI*™ entdo z* é solucdo do

VIP(F.Q) .
As condigoes K.K.T. do problema acima nos permitem escrever o seguinte

problema de otimizagao equivalente :

min  f(z,y,z,u,v) s.a ze€R},ye R,,z€ RY ,ve R
onde a fungao de mérito é:

f(z,y,2,u,v) = ||F(z) + ¢'(z)'y + A'u — ||

+p1l|z + g(2)|1* + p2l|Az — b]|* + p3[(y'2)? + (z'0)P]),  (7)

com p1,p2,p3,=>0ep>1.

Foi provado em [1] que se © cumpre uma condicao do tipo "constraint qualifica-
tion"entao (z*,y*, z*,u*,v*) ¢ minimizador global de (6) com f(z*,y*, z*,u*,v*) = 0,
se e somente se, z* é solu¢ao do VIP(F,Q) .

Mas a procura de minimizadores globais nao é uma tarefa facil, logo
¢ interessante encontrar condi¢oes para que pontos estacionarios de (6) sejam
solugoes do VIP(F, ) .

Andreani, Friedlander e Martinez em [1] também encontraram condigoes

para que pontos estacionarios de (6) sejam solugoes do VIP(F, ) .
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INTRODUCAO

Uma outra estratégia foi proposta por Solodov e Svaiter em [19]. Esta
estratégia envolve uma geometria interessante, por estar baseada em projecoes
ortogonais sobre conjuntos convexos.

A estratégia em questao gera uma sequéncia () de forma que o elemento
Tri1 Seja a projecao ortogonal de xj sobre a interse¢ao de um hiperplano e o
conjunto €.

A contribuicao dada nesta dissertagao para a resolugao de problemas

de inequacoes variacionais consiste em trés novas estratégias para resolugao do
VIP(F,S?).

(i) Baseados nos bons resultados numeéricos obtidos por Chen, Chen e Kanzow
em [6] para o NCP utilizando a fung¢ao de Fischer-Burmeister penalizada, a
primeira proposta adapta esta fungao de Fischer-Burmeister penalizada ao
VIP(F,Q), esta adaptacdo consiste em substituir na fungao de mérito f
dada por Andreani, Friedlander e Martinez em [1], a expressao (y‘z)?+(z'v)?
pela funcao de Fischer Burmeister penalizada; esta substitui¢ao transforma;

problema (6) em um problema sem restrigoes.

A segunda proposta modifica a estratégia dada por Solodov e Svaiter em
[19], que necessita de pelo menos uma projegao. Obter esta projegao &
equivalente a resolver um problema de otimizagao convexa, mas quando o
conjunto 2 é complicado esta proje¢do pode se tornar complicada tendo
assim um custo computacional alto.

Entdo esta proposta consiste em usar o fato que todo problema VIP(F,)
pode ser colocado como um problema de complementaridade mista (ver
[2]), que é resolvido utilizando a estratégia de projegoes dada por Solodov

e Svaiter em [19], obtendo assim uma solugao para o VIP(F,2) .

ii) A terceira proposta tenta modificar algumas limitagdes da reformulagao

(i
dada por Andreani, Friedlander e Martinez em [1], no sentido que uma

das condigoes teoricas para conseguir relagoes entre pontos estacionérios de

problemas de otimizagio associados ao VIP(F,Q) e a solugao do VIP(F,Q)

4
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INTRODUCAO

¢ que o Jacobiano da F seja definido positivo. Este fato limita algumas

aplicagoes, entdo Andreani, Friedlander e Martinez em [1] estenderam estes

resultados para a hipétese da monotonia da F' (jacobiano da F' semi-definido

positivo) usando uma perturbacao do tipo Tikhonov.

Nossa proposta consiste em fazer uma perturbagao da F' do tipo ponto pro-
ximal. Uma perturbagao desse tipo tem a vantagem de deixar o parametro
de perturbacao p fixo, o que caracteriza uma vantagem sobre a pertur-
bacao de Tikhonov em relacao a estabilidade do problema, pois mantendo

o-parametro g fixo o problema se torna bem condicionado sempre.

Para as duas primeiras propostas dadas nesta dissertagdo foram reali-

zadas demonstracoes tedricas e experimentos numéricos, para a ultima somente

foram realizadas demonstragoes teodricas.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Notacgoes

Neste capitulo apresentaremos algumas notagoes necessarias e alguns conceitos

relacionados com os temas discutidos nesta dissertacao.

1- IR" é o espago vetorial real e se z é um elemento pertencente a IR" z

(1,22, ...,7,)¢ € z; € IR para todo i € {1,...,n}.
2- Seja z € IR™ entdo z° = (x1, 23, ..., Zn)-

3- Sejam z,y € IR™, o produto interno usual de z por y é dado por (z,y) =
mn 5 P <
Y i Ty = 2ty
4- Seja z € IR" ||z|| = Vziz
Obs. No decorrer desta dissertagdo ao nos referirmos ao produto interno

ou a norma estaremos nos referindo ao produto interno e a norma citada

acima.
5- Sejam z,y € IR", se (z,y) =a2'y =0 dizemos que x ¢é ortogonal a y.

6- A distancia (euclidiana) entre dois elementos z, y € IR" sera dada por d(z,y) =

||z — |-
7- Sejam z,y € IR" se z < y significa que z; < y; para todo i € {1,2, ..., n}.

6
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1.2. OPERADORES MONOTONOS

8- Uma bola de centro y € R™ e raio ¢, corresponde ao seguinte conjunto:

B(y,e) = {zx € R" : ||z — y|| < €}.
9- I,,«n denotara a Matriz Identidade de ordem n.

10- A € IR™™™ significa que A é uma matriz com n linhas e m colunas.

11- [|A]| = suprer B2,z #£0.

12- (Gradiente da f) Seja f : R"™ - IR, xz € IR",
Viilz) = (%:[’“" gf)l onde %{- é a derivada da f em relagdo a z;, Vf(z) ¢

chamado de gradiente da f.

13- Sejam 2 C IR" e f : Q — IRP. Dizer que f € C™(Q0) significa que f é

diferenciavel de ordem n em f2.

14- (Matriz Hessiana da f) V%f(z) = [—L] Esta notacao significa que os

elementos da matriz Hessiana sao 5—0,L )

15- (Jacobiano) Seja F : R" — R" e F(z) = (fi(z), ..., fa(2))!
fi: R* - IR i€ {1,2,..,n} a Matriz Jacobiana da F' é formada pelos

elementos 9%, notagio: JF = [9L].

16- Seja A € R™" A = [a;;] entdo A' = [a;).
17- Seja A € IR™*", A é chamada de uma matriz simétrica se A = A"
18- A € IR™™" ¢é semi-definida positiva se z'Az > 0, Vz € IR™.

19- A € IR"*™ é definida positiva se z'Ax >0, Vre R", x#0.

1.2 Operadores Mondé6tonos
Nesta secdo, sera dada uma breve nog¢ao dos tipos de monotonia de um operador
F.

Definigao 1.1. [12/
Seja F : IR" — IR™.
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1.3. CONVEXIDADE E PROJECOES

(a-) F é mondtona se
[F() - F@) @ —y) >0  Va,y € R™;

Este item equivale a dizer que o JF (Jacobiano da F) é semi-definido posi-

tivo.

(b-) F € pseudomondtona se
Fly)(e—y) > 0= F@)(z—y) >0  Va,y e R
(c-) F € fortemente mondtona se 3 v > 0 tal que

[F(z) - F(y)](z —y) 2 vllz —y|* Vz,y € RY;

1.3 Convexidade e Projecoes

As definicoes, teoremas e proposigoes citados nesta se¢ao podem ser encontrados

em [24].

1.3.1 Conjuntos Convexos

Definicao 1.2. Sejam z,y € IR", x # y. O conjunto dos pontos

A+ (1-Xy A€ (0,1]
¢ chamado segmento com extremos T e y.

Definigao 1.3. Seja S C IR". SeV =z,y € S o segmento com extremos T e y

pertence a S entao S é chamado de um conjunto convero ou seja
M+ (1-NyesS, Mel0l],z,yeS (1.3.2)

Exemplo 1.1. § = IR" é um conjunto convezo
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1.3. CONVEXIDADE E PROJECOES

Exemplo 1.2. SeS={z € R": Ar =b}, onde A€ R*™ e be R™ entio

S € convezxo

Exemplo 1.3. (Semi-Espagos): Se S = {z € IR : (z,b) < 8}
e S ={z € R": (z,b) > B}

onde 3 € IR, be€ IR" entao S e S, sdo convexos

Exemplo 1.4. ( S nao € convezxo )

Existem varias propriedades e caracteristicas interessante de conjuntos

convexos ver [24]. Dentre elas, podemos destacar duas.

1- A intersecgao finita de conjuntos convexos é convexa.

2- Se S é convexo e 4, ...,Z, € S entdo ) ., a;z; € S se

¥ ool g >0 1€ {Lesnk

1.3.2 Algebra dos conjuntos convexos
Definicao 1.4. Sejam C, e Cy subconjuntos convezos de IR"
1-C1+ Cy={x1+ 32 : 21 € Cy, 25 € Cy}

2- \Cy = {Az, : 2, € C1, ) € R}

Teorema 1.1. Sejam Cy, Csy,...,C, subconjuntos convezos de IR™ entao C+Cs+

... + C, e \C; s@o convezos (i =1,...,n), A € R.
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1.3. CONVEXIDADE E PROJECOES

Dem: ( ver [24] )
. Outras propriedade de operagoes com conjuntos convexos que sao inter-
essantes:

Sejam C, Cy e C3 subconjuntos convexos de IR" e A\j, Ay e A € IR.
1- Cy + Cy = Cy + C
2- (C1+C)+C3=C1+ (Ca+ C3)
3- M0 = (M A0))
4- A(C) + C3) = ACy + AC,

5- Se AL, /\2 >0= (/\1 + /\g}cl = /\161 + /\201

1.3.3 Funcgoes Convexas

Definicao 1.5. Seja f : S C IR" — IR, S convexo, f é conveza se e somente se

fOz+ (1 -=Ny) < Af(z)+ (1= A)f(y) (1.3.3)
Vz,ye S e A€|0,1].

Proposicdo 1.1. Seja f : S C R" — R, f € C*(S), S um subconjunto convezo
de IR". Entao f é conveza se, e somente se, V2 f(z) > 0 Vz € IR".

Dem: (ver [24])

Proposicdo 1.2. Seja f: S C R" — R, f € C'(S), S um subconjunto convezo

de IR™. Entao f é conveza se, somente se, YT,y € S se cumpre

fly) > f(z) + V' f(2)(y — 2).

Dem: (ver [24])
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1.3. CONVEXIDADE E PROJECOES

Teorema 1.2. Sejam f: S C R® — IR, S convezo, x,,....,2, € S € oy, ...,a, €

IR*. Entao f é conveza se, e somente se,

T n
f(z o;T;) < Z a; f(z;)

i=1 i=1
com Zc‘q =1

=1

Dem: (ver [24])

1.3.4 Projegoes

Em uma das estratégias de resolugao do VIP(F, Q) citada nesta dissertagao uti-
lizaremos projecoes, logo os resultados a seguir sao essenciais para a compreensao
da mesma, tais como a unicidade da projegao de um ponto sobre um conjunto

convexo e também, a continuidade da funcao projecao.

Definigao 1.6. Seja o conjunto convezro C C IR"™. Definimos a projegao de

z € IR™ sobre C como
Pc(z) = argmingec ||z — v ||

onde P : IR — C.
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1.3. CONVEXIDADE E PROJECOES

Proposigao 1.3. Seja Q um conjunto convezo. Entio, dado z € IR", temos

(2 — Pa(z),z — Pa(2)) <0 Vz e

=512 = O+ (1= )Pa(2)) = 1| (2 = Palz)) - My = Pal) [P

[Il 2 = Pa(2) |2 =2A(z = Pa(2),y — Pa(2)) + A2 || y = Palz) 7] =

1 / 1 ;
3 1y = Pa(2) [P =Mz = Pa(2),y = Pa(2)) + 5 Il 2 = Pa(2) IP

Analisando o minimo da fungdo ¢(\), sabemos que este ocorre quando
A = 0, por defini¢ao de projecao. Entao, claramente, ¢’(0) > 0. Derivando ¢(\)
temos: ¢'(A) = A || y — Pa(z) [I? —(z — Pa(2),y — Pa(2)) e ¢'(0) = —(z -
Pa(z2),y — Pa(z)) > 0 (z — Pa(z),y — Pa(z)) < 0 0 que prova a proposi¢ao. m

Teorema 1.3. (Continuidade da projecao) Seja C um conjunto convezo em IR".

Entao || Po(z) — Pe(y) || < ||z —y || Yz, y € R®

Dem:
Sejam Pe(x) = argminsec || = — z || e Pe(y) = argmingec ||z —y ||

entao pela proposicao 1.3.

(z — Po(z), Po(y) — Pe(z)) <0

(y — Pc(y), Po(x) — Pe(y)) <0

Somando ambas temos

(x —y+ Pc(y) — Pe(x), Pe(y) — Pe(x)) <0

12

.‘YAYAY

2 3 4 5 6 7 unespw T2 43 94 1&5 D8 Al

18



1.3. CONVEXIDADE E PROJECOES

—(y — z, Pc(y) — Pc(z))+ || Pe(y) — Pe(z) <0

0 <|| Pe(y) — Pe(z) [1°< (y — z, Pe(y) — Pe(z))

Agora seja

0Ll (y—2z) - [P(.'(.U) . P(.;(l‘)] ||2=
ly =z |I> =2y — z, Pe(y) — Pc(z))+ || Pe(y) — Pe(z) ||?

Por (1.3.7) temos que:
ly—=II* =2(y — @, Pc(y) — Pc(@))+ || Pe(y) — Pe() |I*<
<lly—=z > =2 || Pe(y) — Pe(z) |I> + || Pely) — Pe(z) |I*=

=y -z |? - || Pe(y) = Pe(2) [I*=
| Pe(y) = Pe(2) IP<Ily — = |I*=
| Pe(y) — Pelz) ISy — =z ||

Proposigao 1.4. (Unicidade da Projegao ): Dados z € IR" e C convezo, entao

a projecao de z sobre C' (Pc(z)) € tnica.

Dem:
Sejam Pj(z) e Py(z) projecoes de z sobre 2. Definindo, da mesma forma

que na proposi¢ao anterior,
1
p(A) =5 || 2= (AP1(2) + (1 = A Pa(2)) |I”

Desta maneira,

p(A)= % Iz = (APi(2) + (1 = ) Po(2)) |I*=

13
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1.3. CONVEXIDADE E PROJECOES

2)) — AMPi(2) = P3(2)) ||I*=

= 5 12=Pu@) I? =2z = Po(2), Pu(2) — Boe)) + 2 || Pie) - Pa(2) I

Pela proposicao (1.3), temos que ¢'(0) > 0. Logo

(z — Py(2), P(2) = P3(2)) <0 &

(Z—P](Z)+P1(Z)—PQ(Z),P|( )—P2(2)> SU‘:?'

& Pi(2) — Py(2) |I” =(Pa(z) = Pi(2), 2 — Pi(2)) <0 &

|| Pi(2) = Pa(2) II°< (Pa(2) = Pi(2), 2 — Pi(2))

/

1.3.5 Teorema da Separacao

Definicao 1.7. Sejam C e Cy conjuntos em IR™ nao vazios.

(a) Dizemos que o hiperplano H separa C, e Cy, se C, estd contido em um
dos semi-espagos fechados caracterizado por H, e Cy estd contido no semi-

espago fechado oposto ao primetro.
(b) Dizemos que H separa propriamente Cy e Cy se C1(VH =0 e Co(\H = 0.

(c)Dizemos que H separa C, e Cy fortemente se existe um € > 0 tal que C, +€¢B

esta contido em um semi-espago aberto associado a H e Cy+€B estd contido

14
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1.4. CONDICOES DE OTIMALIDADE

no semi-espago aberto oposto, onde B € a bola euclidiana de raio unitdrio
{z : |z] < 1}(C; + eB consiste de todos os pontos x tais que ||z — yl| <,
para algum y € C;).

(d)Outro tipo de separacio a considerar é a separagao estrita, onde C; e Cy

simplesmente pertencem a semi-espagos abertos e 0postos.

Teorema 1.4. Sejam C, e Cy conjuntos em IR™ nao vazios. Eriste um hiperplano

separando propriamente Cy e Cy se e somente se existe um vetor b tal que
(a) inf{(z,b)|lz € C1} > sup{(z,b)|z € C}
(b) sup{(z,b)|z € C1} > inf{(z,b)|r € C,}

e existe um hiperplano separando C, e C, fortemente se e somente se eziste um

vetor b tal que
(c) inf{(z,b)|z € C1} > sup{(z,b)|x € Cy}

Dem: ( ver [24] )

Se dois conjuntos podem ou néao ser separados, isso é uma questiao de
existéncia e nao ¢ nenhuma surpresa que nas aplicagoes da teoria da separacao
ocorram demonstragoes de varios teoremas de existéncia.

Tipicamente, precisamos de um vetor b com certas propriedades em um
hiperplano, e que seja capaz de separar dois conjuntos convexos. O vetor b em

questao € o vetor diretor do hiperplano separador de C; e Cs.

1.4 Condigoes de Otimalidade

Vamos considerar o seguinte problema de otimizacao

f(z)
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1.4. CONDICOES DE OTIMALIDADE

onde f : IR" = IR, f € C*(IR") e Q é o conjunto das restricoes do problema de
minimizagao contido em IR".
Teremos que primeiramente dar sentido a minimizadores locais e mini-

mizadores globais do problema (1.4.8).

Definigao 1.8. [14, 16]

(a)-Dizemos que T ¢ um minimizador global para (1.4.8) se f(z) < f(z) para

t(;wdo gellex#§

(b)-Dizemos de T é um minimizador local para (1.4.8) se f(z) < f(z) para todo
ze B(fE,e) ex#T.

Nos itens (a) e (b) se f(Z) < f(x) diremos que Z ¢ um minimizador
global ou local estrito.

As condigoes de otimalidades sao importantes relagoes entre as derivadas
de uma funcao f e as derivadas das restrigoes.

As condigoes necessarias devem ser obrigatoriamente satisfeitas por min-
imizadores, ja as condicoes suficientes, quando satisfeitas, asseguram que o ponto
em considera¢ao ¢ um minimizador.

Consideremos o problema (1.4.8). As curvas em §2 desempenham um pa-
pel importante nas condigoes praticas de otimalidade, pois elas podem expressar
o comportamento da fun¢ao objetivo em cima de curvas factiveis que passam por

um ponto considerado.

1.4.1 Minimizacao com restrigcoes de igualdade e desigualdade

Vamos considerar o problema (1.4.8) da seguinte forma:

min f(z) (1.4.9)
sa r€Q={zeR":Gz)=0 e c(z) <0}

Onde G : R* —» R™, G(z) = (¢1(2),....,gm(z)) € g; : R* - IR

pelo menos uma vez diferenciavel para todo 7 € {1,...,n}, ¢: R" — IR?, ¢(x)

16

AYA
AVAYAY

2 3 4 5 6 7 unespmll 2! 13 24 15 I®

17

18



1.4. CONDICOES DE OTIMALIDADE

(ci(z),....;cp(x))t, ¢ - R® — IR e ¢; pelo menos uma vez diferenciavel para

todo i € {1, ..., p}.

Teorema 1.5. - Condigées K.K.T. gerais [14, 16]

Se T € um minimizador local regular de (1.4.9), J = {i € {1,...,p} :
ci(z) = 0} e {Ve; - 1 € JYU{Vgi(T),..., Vgm(Z)} € um conjunto linearmente
independente entao existem nicos p; >0, 1€ J e Ay, ..., \,n tais que

V@) + Y miVea(@) + Y AiVei(z) =0 (1.4.10)
icJ i=1

Desta forma, se z ¢ um ponto regular e minimizador local de (1.4.9)

definindo p; = 0 se i € J, podemos reescrever as condi¢coes K.K.T gerais da

seguinte forma:

m

V@) + Y mVe(@) + > AiVgi(z) =0 (1.4.11)
1eJ 1i=1

G(z) =0 (1.4.12)

,U,iC!'(I_')=D ) 1,...,p (1413)

1,...,p (1.4.14)

l,...,p (1.4.15)

- Se (z,A\,u) € (R™ x R™ x RY) satisfaz as equacdes acima entdo x sera

chamado de um ponto estacionario de (1.4.9).

Teorema 1.6. - Condigoes necessdrias de seqgunda ordem (rest. de igual-
dade e desigualdade) [14, 16]

Seja T ponto regular minimizador local de (1.4.9). Seja A a matriz cu-
jas linhas sao os gradientes das restrigoes ativas em T, excluindo os gradientes
daquelas restrigoes cujos multiplicadores sao nulos. Entao, se A\ e [ sao os

vetores multiplicadores de Lagrange,

y'V2 o(Z, A\ u)y >0 Yy € N(A)

17
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1.4. CONDICOES DE OTIMALIDADE

onde ¢(x,\, 1) = f(2) + T2, pic(z) + T, Aigi(@).

Teorema 1.7. - Condigodes suficientes de segunda ordem (rest. de igual-
dade e desigualdade) [1/, 16]

Se T satisfaz a condi¢ao necessdria de primeira ordem para (1.4.9) e

além disso y'VZ, o(Z,\, n)y)0 Vy € N(A) y # 0 entdo T é um minimizador

local estrito do problema (1.4.9).
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Capitulo 2

Resultados Prévios

2.1 Introducao

Neste capitulo serao colocadas duas estratégias para resolucao do VIP(F, ),
que nos motivaram a propor nesta dissertagao outras estratégias para resolver o

VIP(F,Q).

2.2 Resolucao do VIP utilizando um problema de otimiza-

cao

Nesta se¢ao daremos uma reformulac¢ao do problema VIP(F,2) , onde F : IR" —
IR™ é um operador continuo e diferenciavel pelo menos uma vez e €) é o seguinte

subconjunto de IR™:

Q={zecR":g(z) <0,Az=b,z > 0} (2.2.1)
onde as funcgoes ¢; : IR" — IR9, i = 1,...,n, sao convexas, pelo menos duas vezes
diferenciaveis e A € R™*",

Em [1] foi colocado o seguinte problema (P(z))
Min F(z)'w
s.a weES)

19

AYA
AVAVAY

3 4 5 6 7 unespmll 2! 13 24 15 I®

17

18



2.2. RESOLUCAO DO VIP UTILIZANDO UM PROBLEMA DE OTIMIZACAO

Nota-se que se z* & solu¢do de (P(z*)) entdo z* é solucio do VIP(F, () .
Como o problema P(z*) ¢ um problema convexo entdo as condicdes de primeira

ordem sao suficientes, estas condigdes sdo as seguintes:

F*)+ ¢ (z*) 'y + Ay —v=0; (2.2.4)
g(z*) +2=0; (2.2.5)

Az —b=0; (2.2.6)

yz=1; (2.2.7)

(2.2.8)

=20 g0 220 v=0. (2.2.9)

A funcao objetivo do problema de otimizagio estara baseada nas condicoes

dadas acimas e serd a seguinte

h(z,y,z,u,v) = ||F(z) + ¢'(z)'y + Au — v||2 + 01|z + g(':)||2 +

02||Az — b||* + o3[(y'2)? + (2'v)?]. (2.2.10)

A partir dai é associado ao VIP(F, ) o seguinte problema de minimiza-

min  h(z,y,z,u,v)

s.a xe€ R}, ye R},z€ R},ve RY. (2.2.11)

Esta associacao foi motivada por uma reformulacao semelhante dada por Frie-
dlander, Martinez e Santos em [9].

Pela forma que foi construida a fungdo objetivo do problema (2.2.11),
um minimizador global que anula a fun¢do objetivo é solu¢dao do VIP(F,Q).

Se (2 satisfaz uma condi¢do do tipo "constraint qualification", Andreani,
Friedlander e Martinez em [1| mostraram que a reciproca da afirmagao acima é
valida.

* Mas a procura de minimizadores globais nao é um trabalho fécil, princi-

palmente quando o nimero de variaveis do problema é grande. E mesmo pontos

estacionarios do problema (2.2.11) podem ser solu¢do do VIP(F, ().

20
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2.2. RESOLUGAO DO VIP UTILIZANDO UM PROBLEMA DE OTIMIZACAO

Logo, ¢ interessante verificar sob quais condi¢des um ponto estacionario
do problema (2.2.11) é uma solugao do VIP(F,Q) .

Os termos (y'2)? e (z'v)? desempenham um papel importante na relacao
de pontos estacionarios de (2.2.11) e a solugao do VIP(F,Q), principalmente
quandop=1ep> 1.

Os teoremas a seguir darao condigoes suficientes para que pontos esta-
cionarios de (2.2.11) sejam solugao do VIP(F,Q) parap=1lep > 1.

Vamos definir H, a matriz cujas colunas formam uma base do nucleo de

Teorema 2.1. Se (z*,y*, 2*,u*,v*)€ R} x IR% x IR x IR™ x IR, ¢ um ponto
estaciondrio de (2.2.11) ,p>1 e

q
H'[F'(z) + Y [yl V?q:(2")]H > 0

i=1

Entao x* € solu¢ao do VIP(F,) .

Dem: (ver [1])

O teorema citado coloca condic¢oes para que pontos estacionarios do prob-
lema (2.2.11) sejam solu¢ao do VIP(F,?) com p > 1. O teorema a seguir

estende estes resultados para p = 1.

Teorema 2.2. Se (z*,y*,z*,u*,v*)€ R" x IRY x IR} x IR™ x IR",é um ponto

estaciondrio do problema (2.2.11) com p = 1,

H'[F'(z) + Y _[y"):V?gi(z*)]H > 0 (2.2.13)

eV (z*),....,Vgp(z*),a,...,am sao linearmente independentes onde a; (& =1;05m])

sao as linhas de A, entdo z* € solugao do VIP(F,Q) .

Dem: (ver [1])
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2.3. RESOLUCAO DO VIP USANDO PROJECOES

Algumas observagoes merecem destaque:

. kY - !
- 1- Devido a convexidade das g;s, nos teoremas 2.1, 2.2 podemos trocar a

expressao  H'[F'(z) + Y% [y*]:iV?gi(z*)]JH por H'F'(x)H.

2- E importante observar que o Jacobiano da F ser semi-definido positivo
nao implica que pontos estacionarios do problema de otimizac¢ao 2.2.11 sejam
solugoes do VIP(F,Q) para p > 1. Em [1] sdo obtidas condicdes para que estes
pontos estaciondrios sejam solu¢ao quando o Jacobiano da F é semi-definido
positivo.

Também em 1] foram estendidos estes resultados para F monétona, com

uma perturbagao do tipo Tikhonov, ou seja
Fk(:f') = F(I) s n 2 ) (221-1]

Esta extensao tornou o operador F' fortemente monétono para todo k €
IN, condigao importante para a unicidade da solu¢ao do problema VIP. A partir
dai conseguem-se condigoes tedricas para que a seqiiéncia (zx) de solugoes dos

problemas VI P(F}, Q) convirja para a solu¢ao de minima norma do VIP(F,Q) .

2.3 Resolug¢ao do VIP usando projecgoes

Nesta secao vamos considerar o VIP(F, Q) da seguinte forma:

Sejam 2 um subconjunto qualquer de IR" e F' : IR" — IR" continua,
monotona ou pseudomonoétona.

Existem muitas estratégias para a resolu¢ao do VIP(F,2) usando pro-
jecoes, principalmente quando F e € tém estruturas especiais [17, 18, 19, 20, 21,
22, 7, 13].

Entre estas podemos mencionar uma estratégia destacada em [7] que

consiste em gerar uma seqiiéncia (z;) onde:

zi41 = Polz; — aF ()],

22
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2.3. RESOLUCAO DO VIP USANDO PROJECOES

sendo 2 um subconjunto de IR™ convexo e fechado e F fortemente monétona
e Lipschitz. Neste caso z* ¢ solugdo do VIP(F,Q) <= r(z*) = z* — Py[z* —
aF(z*)] = 0.

O proximo resultado mostra que a seqiiéncia (z;) dada em (2.3.15) con-
verge para uma solugao do VIP(F, Q).

Para isto vamos supor que a F' é Lipschitz com constante L e fortemente
mondétona ou seja, existe v > 0 tal que (F(z) — F(y),z — y) > v||z — vyl

Resultado: ¢ : IR" — (2 onde ¢(z;) = Polz; — aF (x;)] é uma contracio
se o € (0,2y/L).

Dem:

Sejam z; e z;_, € IR".

| Pa(; — aF(z;)) — Pa(zi-1 — aF(zi))|? < 2.3.16)

||z — :53-_1||2 — 20(z; — i1, F(x;) — F(zi-1)) + 2.3.18)

(2

||z; — aF(z;) — zioy + aF(z; — 1)||* = (2.3.17)
(
(

0?||F(z;) — F(zi-1)]]. 2.3.19)

Usando o fato de que a F é fortemente monétona e Lipschitz e substituindo na

expressao acima temos:

|Pa(z; — aF(z;)) — Pa(zi-1 — aF(zi-1))|]? <
l|z; — zi1||? = 20| |2i — zia||2 + Q2L ||z — 24 ||? =
l|lz; — zio1||?(1 — 20y + 02 L?) (2.3.20)

al?

Como a < 7} = )5~ e substituindo em (2.3.20) temos

||Pa(z; — aF (z;)) — Pa(zi—1 — aF(z;1))||? < B|xi — zi-1]|, (2.3.21)

onde 0 < 3 < 1.
[

Usando o resultado acima podemos afirmar que ¢ admite um ponto fixo
isto ¢ existe z* € R™ tal que ¢(z*) = z*, logo a seqiiéncia (z;) converge para z*

solucio do VIP(F,Q).
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2.3. RESOLUCAO DO VIP USANDO PROJECOES

Uma outra estratégia também apresentada em [7] consiste em gerar uma

seqiiéncia (x;) onde:

Yy = PQ[:I,',; — (,YF(LE,;)] € Tiy1 = PQ[.’L}' - ()!F(yz)] (2322)

Esta estratégia requer para a convergéncia da seqiiéncia (z;) que a F' seja mono-
tona, Lipschitz com constante L e « € (0,1/L).

A convergéncia desta seqiiéncia é provada da mesma forma que na es-
tratégia anterior.

A estratégia de resolugao do VIP dada por Solodov e Svaiter [19] que
sera apresentada nesta secao envolve uma geometria interessante do problema
VIP(F.£))

De um modo geral, esta estratégia gera uma seqiiéncia de pontos (z;) tal
que o ponto z;,; é a projecao ortogonal do ponto z; sobre a interse¢ao de um
hiperplano e o conjunto 2, e este hiperplano separa z; do conjunto de solugoes
do VIP(F,Q).

Em primeiro lugar, vamos considerar o VIP(F,?) da seguinte forma:

F é continua e  é um subconjunto qualquer de R"™ convexo e fechado.

A monotonia da F implica sua pseudomonotonia, mas nem sempre a
reciproca ¢ valida. Quando a F' for mencionada nesta se¢ao vamos supor que é
mondétona. Mas é importante ressaltar que os resultados que serao citados nesta
secdo, também sdo validos para F' pseudomonoétona (ver [19]).

A expressdo Po[z] esta relacionada com o seguinte problema de otimiza-

Pqlz] = argmingeqlly — ||
(2.3.23)
Como §) é convexo, o problema (2.3.23) ¢ um problema de otimizagao
convexa.
Encontrar Pn[z] pode ndo ter um custo computacional barato, pois achar

esta proje¢do é equivalente a resolver um problema de otimizagao.

24
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2.3. RESOLUCAO DO VIP USANDO PROJECOES

Esta estratégia supoe que z; seja uma aproximacgiao de uma solucio do
VIP(F,Q) , entdo calcula-se Po[z; — F'(z;)] e em seguida é feita uma busca linear
entre z; e Po[z; — F(z;)] para obter z; de modo que F(z;) faca um angulo menor
que 90° com o vetor 7(x;) = x; — Po[z; — F(z;)] e o hiperplano 0H; = {z € IR" :
(F(zi),z — z;) = 0} é gerado de forma a separar x; do conjunto de solucoes do
VIP{F.Q)

Em seguida é computado z;4; como a proje¢do de z; sobre a intersecao
do hiperplano 0H; e o conjunto €.

O proéximo resultado validara a separacao entre o ponto z; e o conjunto
solugao do VIP(F, ) por um hiperplano.

Resultado: O hiperplano 0H; = {z € IR" : (F(z;),z — z;) = 0} separa
x; do conjunto solugao do VIP(F,() .

Dem:

Sejam z; uma iteragao corrente do processo descrito acima, z; obtido da
forma dada acima e z* uma solugao do VIP(F,) .

Como F' é monétona entao
(F(z;) = F(z*),zs— ") > 0= (2.3.24)
(F(zi),zi —2") 2 (F(z),2" — z). (2.3.25)
Como z* é solugao do VIP(F,$2) entao
(F(z),z" —z)<0. (2.3.26)

Suponhamos que z; ndo ¢ uma solu¢do do VIP(F,(2), como z; foi obtido de
forma que o angulo entre 7(z;) seja menor que 90°(graus) e pelo algoritmo 1 dado
abaixo z; = z; — nir(x;).

Entao

(F(z), 2 — %) > 0. (2.3.27)

Por (2.3.26) e (2.3.27) o hiperplano 0H; separa z; do conjunto solu¢ao do VIP(F,Q)

3 4 5 6 7 unesp "ll T2 43 94 1&5 D8 Al

18



2.3. RESOLUCAO DO VIP USANDO PROJECOES

A figura abaixo descreve esse processo de projecao.

Pol x-F(x) ]

Figura 2.1: Interpretagao Geomeétrica da Estratégia de Projegao

Uma outra estratégia dada em [13] semelhante a esta primeiramente pro-
jeta x; sobre 0H; depois sobre 2, mas foi verificado que a iteragdo z;,, gerada

por [19] esta mais proxima do conjunto solugdao do que a feita em [13].

O proximo algoritmo descreve a estratégia dada nesta segao [19].
Antes de colocarmos o algoritmo é importante destacar que z* é solucao
do VIP(F,Q) se, e somente se, z* é uma raiz da fungao r(z) = r— Pa[z — F(z)]

ver [19].

Algoritmo 1
" Dados Iniciais 7, € Q , v € (0,1) e « € (0,1).
1° passo: (Critério de Parada)
Calcular Polz; — F(z;)]
Se r(z;) = z; — Po[z; — F(z;)] = 0 (Pare). Caso contrario
2° Passo: (Busca Linear)
Calcular z; = z; — 7;v(x;) onde n; = y* e

k; ¢ o menor nimero inteiro k positivo que satisfaz
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2.3. RESOLUGQAO DO VIP USANDO PROJECOES

(F(zi —vr()),r(z)) > allr()|?

3? Passo: (Atualizagao z;)
Tiv1 = Ponm, (i
onde H; = {z € R": (F(z),z — 2;) < 0}.
O proposito do proximo lema é auxiliar na prova de convergéncia da

seqiiéncia (z;) gerada pelo Algoritmo 1 para uma solucio do VIP(F, ).

Lema 2.1. Suponhamos que a busca linear do Algoritmo 1 estd bem definida.

Entao é vdlido que
Tiy1 = PQHH{-'L‘:] (2320]

onde =} = Py [x;].

- Dem: (ver [19])

Pode se dizer que o teorema a seguir é um do principais resultados desta

secao.

Teorema 2.3. Seja F' continua e pseudomondtona e suponhamos que o conjunto
de solugoes do VIP(F, Q) é nao vazio.
Entao a seqiéncia (x;) gerada pelo Algoritmo 1 converge para a solugao

do VIP(F,Q) .

Dem: (ver [19])

Motivados por experimentos numéricos realizados em [19] os autores des-

ta estratégia fizeram algumas alteragoes no Algoritmo 1 que influenciaram em seus
experimentos numeéricos.
A primeira alteracao feita foi na forma de definir r(z) no Algoritmo 1,

que foi redefinido como r(z, pu) = z — Polz — pF(z)].
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2.3. RESOLUGCAO DO VIP USANDO PROJECOES

Logo o novo Algoritmo fica da seguinte forma:
Algoritmo 2
Dados Iniciais z, € Q2 , v € (0,1) , a2 € (0,1) ,7_, >0e 8 > 1.
1° passo: (Critério de Parada)
Calcular Po[z; — F(z;)]
Computar r(z;, it;) onde y; = min{fn;_,,1}.
Se r(z;) = x; — Palz; — F(z;)] = 0 (Pare). Caso contrario
- 2° Passo: (Busca Linear)
Calcular z; = z; — n;r(z;, p;) onde n; = % p;

e k; é o menor inteiro k que satisfaz
(F(zi — Y uar (s, ) v(2i, 1)) = olr(zs, )P (2.3.30)

3° Passo: (Atualizagao z;)
Ti+1 = Pann,[2i)
onde H; = {z € R": (F(2;),x — z;) < 0}.
O proximo teorema é uma adaptagao do teorema 2.3 para este novo

algoritmo.

Teorema 2.4. Se F' ¢ continua, pseudomondtona e o conjunto de solugoes do
VIP(F,Q) é nao vazio, entao a seqiéncia (xy) gerada pelo Algoritmo 2 converge

a solugao do VIP(F,Q) .

Dem: (ver [19])

Nesta se¢ao também é importante destacar algumas vantagens e deficién-

cias desta estratégia de projecdo dada em [19].

1- A convergéncia da seqiiéncia (z;) tanto no Algoritmo 1 quanto no

Algoritmo 2 nao necessitou que a I fosse diferenciavel, o que caracteriza uma

vantagem desta estratégia sobre a estratégia dada na segdo anterior [1], que ne-

cessita que a F seja diferenciavel.
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2.3. RESOLUCAO DO VIP USANDO PROJECOES

2- A existéncia do hiperplano 0H; estd fortemente relacionada com a
monotonia ou a pseudomonotonia da F'.

3- O baixo custo computacional desta estratégia é um fator importante.

4- O fato de que em cada iteragao dos Algoritmos dados nesta se¢ao é

necessario calcular duas projegoes sobre 2 e QN H;, nos leva a fazer uma pergunta.

E sempre facil fazer tais projecoes ?

A resposta para esta pergunta é que existem subconjuntos convexos de
R" le es jeca d g ar ; T2 deficiénci:
onde esta projecao pode se tornar cara, o que caracteriza uma deficiéncia

desta estratégia.
Um exemplo onde isso pode acontecer segue abaixo:

Exemplo: Consideremos o seguinte subconjunto Q(n) de IR* formado

por n elipses com um angulo de rotacao « :
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2.3. RESOLUCAO DO VIP USANDO PROJECOES

Para ( n=6 )

= (z1,20) € R* : 2'RHR'2 <1, a =0,30°60° 90° 120° 150°}

cosa  —sena 1/25 0
Onde R = e H=
sena  cosa 0 1/9

Figura 2.2: Regiao factivel do Problema
No capitulo 3 sera dada uma abordagem diferente do problema VIP(F,(2)
como um problema de complementaridade mista MCP para superar a deficiéncia

desta estratégia.
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Capitulo 3

Estratégias propostas para a

Resolucao do VIP

3.1 Introdugao

Neste capitulo serao dadas as trés estratégias de resolugao do problema VIP(F,(2)

propostas nesta dissertagao.

3.2 Resolugao do problema VIP utilizando a funcao de

Fischer-Burmeister penalizada
Nesta se¢ao nés vamos considerar o problema VIP(F,2) da seguinte forma.
D=l el glx) <0 A8=ba>0} (3.2.1)
eg : IR" — IR, + = 1,...,n, sao funcoes convexas, pelo menos duas vezes

diferenciaveis, A € R"*™ ¢ I’ é continua e diferenciavel.

A proposta dada nesta secao consiste em uma alteragao da funcao h
do problema (2.2.11) dado no capitulo 2, proposta por Andreani, Friedlander e
Martinez, convertendo o problema de otimizagao com restri¢coes do tipo caixa

(2.2.11) em um problema de otimizac¢ao sem restrigoes.

31
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3.2. RESOLUCAO DO PROBLEMA VIP UTILIZANDO A FUNCAO DE
FISCHER-BURMEISTER PENALIZADA

Esta mudanga é importante ji que agora a caracterizagao dos pontos
estacionarios do novo problema de otimizacdo, associado com o VIP(F,{2), ndo
estara mais relacionada com os termos (y'z)? e (z'v)?, uma vez que estes termos
nao pertencem mais a nova funcgao h.

O novo problema de otimizagao associado ao VIP(F,§2) pode ser colo-

cado da seguinte forma:

min  h(x,y, z,u,v)

&, 4,2, v e R x R x R x IR x IH*

h(z,y, z,u,v) = ||F(z) + ¢'(z)'y + A'u — v|]* + a1]]2 + g()||* +
+ [(b,\(ya Z) + Qﬁl(;{;r U)]'J

01,02 > 0 e ¢g'(z) é a matriz jacobiana de g,

(a,b) Z[/\ (a; +b; — \Ja? +b2) + (1 — A)a; b} )?

al = maz{0,a;}. (3.2.5)

A funcao ¢, foi dada em [6] por Chen, Chen e Kanzow e utilizada na
resolucido do problema NCP, é conhecida como fungao de Fischer Burmeister
Penalizada. O termo ¢pp(a;,b;) = a; +b; — \/af—+b_f é conhecido como a fungao
de Fischer Burmeister.

A funcio ¢, possui algumas propriedades importantes (ver [6]). Se con-
siderarmos 0, (z,y) = Mz +y — /22 +y2) + (1 — Nz ty*]?, algumas destas

sao:
a- O)(r,y) >0, Vz>0,y>0e Oi\(z,y)=0=zy=0ez,y20
b- 0x(z,y) = 0 & Vox(z,y) =0 & F2(z,y) =0 & F2(z,y) =0

c-B2(z,y) § Z2(z,y) 2 0.
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3.2. RESOLUCAO DO PROBLEMA VIP UTILIZANDO A FUNCAO DE
FISCHER-BURMEISTER PENALIZADA

A funcgio h deixa de ser duas vez diferenciavel, em decorrréncia de uma
das propriedades da Fungao de Fischer Burmeister penalizada ndo citada aqui (ver
6]). Logo deve-se tomar um certo cuidado no algoritmo utilizado para resolver
este novo problema de otimizagao.

Entao a idéia geral desta proposta consiste em substituir os termos (y'z)?

e (z'v)? pela expressao
[0y, 2) + da(x, V)], (3.2.6)

tornando o problema original que era com restrigdes de caixa em um problema
de otimizagao sem restricoes.

E importante ressaltar que Facchinei, Fischer e Kanzow propuseram em
[8] uma estratégia semelhante, mas ao invés de utilizarem a funcdo ¢, (a;, b;) =
)\(25;.'13(01', b;) + (1 = /\)ajbf eles utilizaram qpr(ai,b,-) = a; + bi — \/CL? + b? e o0
conjunto {2 era uma caixa.

Observa-se que se tomarmos A = 1, ¢ se reduz a ¢pp, logo a estratégia
proposta por Facchinei, Fischer e Kanzow se torna um caso particular desta nova
proposta.

A partir de agora vamos considerar o seguinte problema

min h(z,y, z,u,v)
z,y,z,u,v € IR" x IR x IR" x R™ x IR",
onde
h(z,y, z,u,v) = [|F(z) + ¢'(2)"'y + A'u — v|* + o1|z + g(2)||* +
2l|Az = b[|* + [#a(y, 2) + oa(z,v)],  (3.2.8)

F é monotona e diferenciavel.
O préximo teorema relaciona minimizadores globais do problema (3.2.7)

com as solugoes do VIP(F, Q).

Teorema 3.1. Se (z*,y*, z*,u*,v*) € um minimizador global do problema (3.2.7)

e fz(r‘,-y*,z*, u*,v*) = 0 entao z* € solugdo do VIP(F,Q) .

33
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3.2. RESOLUCAO DO PROBLEMA VIP UTILIZANDO A FUNCAO DE
FISCHER-BURMEISTER PENALIZADA

Dem:

se h(z*,y*,2*,u*,v*) = 0 entdo cada termo de h é nulo. Utilizando a
propriedade (a) da funcao ¢, temos

F(z*)+g'(z*)'y* + Au* —v* =0 (3.2.9)

g(z*) <0 (3.2.10)

Az* =b (3.2.11)

g zh v 20 (3.2.12)

(3.2.13)

As condigbes acima significam que z* satisfazem as condi¢oes K.K.T. do

seguinte problema de otimizacao

min(F(z"), z) (3.2.14)

s.a z €N (3.2.15)

(F(z*,z—-2") 2 (3.2.17)

Portanto z* é solucao do VIP(F, Q) =
Como a busca de minimizadores globais é um trabalho nem sempre fa-
cil, é interessante caracterizar pontos estacionarios de (3.2.7) como solu¢oes do
VIP(F,Q). O proximo teorema relaciona pontos estacionarios de (3.2.7) como
solugoes do VIP(F, ) .
Em primeiro lugar vamos definir H como sendo a matriz cujas colunas

formam uma base para o nicleo de A.

Teorema 3.2. Se (z*,y*, 2%, u*,v*)€ R} x IRL x R} x IR™ x IR € um ponto

estaciondrio de (3.2.7) e
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2. RESOLUGAO DO PROBLEMA VIP UTILIZANDO A FUNCAO DE
FISCHER-BURMEISTER PENALIZADA

H'[F'(z) + Z[¢e;*]t-v2;;,;(g;‘)]H >0

~entio 2* € solugio do VIP(F,Q).

Dem:
se (z*,y*, z*, u*,v*)é um ponto estacionério de (3.2.7), entao satisfaz as

condi¢oes K.K.T., logo

[F(z*)' + Z Vigi(z" )y (F(z*) + ¢'(a") 'y + A'p* — v*) + (3.2.19)
i=1

201" (z*) (2" + g(x*)) + 20: A (Az* — b) + Vioa(z*,v*) =0

g(z*)(F(z*) + ¢'(a")'y" + A'p* —v*) + Vo (y*,2") =0
AF(z*) + ¢'(z*)'y* + Alp* —v*) =0
—(F(z") + ¢'(z")'y" + A'u* —v*) + Vyda(z*,v*) =0

201(2" + g(z7)) + V.oa(y", 27) = 0
Para facilitar a demonstragao vamos chamar

P =F(a)'+ 3 Via(a)y
i=1
s1=F(z*) + ¢'(z")'y" + A'p* = v*

sp=2"+g(z")
Assim as condicoes K.K.T. podem ser escritas da sequinte forma
Psy + 2019'(z") sy + 20 AY(Az* — b) + Vi (2", v") =0,

35

A
AVAVAY

VA
3 4 5 6 7 unespwll 12: 13 24 15 Te L7

18



. RESOLUGAO DO PROBLEMA VIP UTILIZANDO A FUNCAO DE
FISCHER-BURMEISTER PENALIZADA

g (z*)s1 + Vyda(y*, 2*) =0, (3.2.28)
As; =0, (3.2.29)
—s1 4+ Vyor(z*,v*) =0, (3.2.30)

201(z" + g(z*)) + V.oa(y*, 2") = 0. (3.2.31)
Logo

st[Ps) + 2019 (x*)!s2 + 20, A (Az* — b) + Vi (z*,v*)] = 0.
Por (3.2.29), s; € N(A). Entao

stPsy = —20,8,¢'(z*) sy — i V. ha (2, v").

Usando (3.2.28), (3.2.30) e (3.2.31) obtemos

siPsy = =V,oa(y", 2" ) Va0 (y", 2°) — Vioa(a®,v") Vada(z™, v7).  (3.2.34)

Usando a propriedade (c¢) da fungao ¢, temos
I

4 Pay <0 (3.2.35)

Mas usando a hipotese H'PH > 0 e por (3.2.29), entdo s, € N(A), logo s; = 0.
Usando este fato e substituindo em (3.2.27), (3.2.28), (3.2.30) e (3.2.31)

temos
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3.3, REFORMULACAO DO VIP COMO MCP UTILIZANDO PROJECOES
PARA A SUA RESOLUCAO

Usando as propriedades (a) e (b) da ¢, sustituindo em s, e usando que

(3.2.38) implica que z* é solugdo das equacdes normais, temos

dr(z*,v*) = 0;
oy, 2.7) = 0;
2"+ g(z*) = 0;
||Az* — b]| = 0.
. logo
h (z*,y*, z*,u*,v*)=0 e z* é solugio do VIP
=
Nota-se que na demonstragao acima nao foi utilizada a convexidade das

restrigoes g;'s, um fato interessante, pois mesmo as restricoes nao sendo convexas

o conjunto §2 pode ser convexo, por exemplo:
Q={(z,2:)' € R*: 23> 23 e 1z, >0} (3.2.43)

Este fato caracteriza uma vantagem em relagdo a estratégia dada por

Andreani, Friedlander e Martinez em [1] que necessita da convexidade das g;’s.

3.3 Reformulac¢ao do VIP como MCP utilizando projecoes

para a sua resolucgao

Nesta secao vamos propor uma estratégia de resolu¢do do VIP(F, ) por meio
de uma reformulacao do VIP(F,2) como um Problema de Complementaridade
Mista MCP.

Vamos considerar também o problema VIP(F,(2) com {2 da seguinte

forma:
Q={reR":g(zx) <0,Az=b, a<z<b} a>-o00, b<oco,(3344)

onde g; : IR® — IR?, i = 1,...,q, sdo convexas e pelo menos duas vezes diferen-

ciaveis, A € R™*" e F' é mono6tona.
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3.3. REFORMULACAO DO VIP COMO MCP UTILIZANDO PROJECOES
PARA A SUA RESOLUCAO

Tanto no Algoritmo 1 como no Algoritmo 2 dados no capitulo 2 existe

a necessidade de calcular pelo menos duas projecoes ortogonais a cada iteragao,

primeiro sobre €2, depois sobre a intersecao de €2 com H;, o que consiste em
resolver dois problema de otimizacao a cada iteracao, necessitando quase sempre
de algum software (toolbox) de otimizagao.

As perguntas que surgem sao as seguintes:
12-Sera que estas projecoes sempre sao faceis de serem calculadas ?

2¢-Sera que é possivel utilizar estes algoritmos (1 e 2) sem usar algum

software de otimizagao?

" 3% Sera que é possivel colocar o VIP(F, ) de uma forma mais simples,

por exemplo, como um MCP ou NCP ?

A resposta para a 1¢ pergunta é que nem sempre o conjunto {2 é simples
o que complica estas projecoes.

A resposta para as outras perguntas ¢ afirmativa e a estratégia aqui
proposta mostrara isso.

Dado o VIP(F,Q) , R. Andreani, J.M. Martinez and B.F. Svaiter em |2]
propuseram um reformulagao do VIP(F, Q) como um problema de complemen-
taridade mista M C P(G) onde

F(z)+ Alp+ 31, Vai(z) A
Glz, i, A) = b— Ax
—9(z)

O novo conjunto € fica da seguinte forma :
Q={(x,u,\) € R™™9:A>0 a<z<b} (3.3.46)

Algumas caracteristicas importantes desta reformulagao que foram de-

monstradas em [2] podem ser destacadas.
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3.3, REFORMULAGAO DO VIP COMO MCP UTILIZANDO PROJECOES
PARA A SUA RESOLUCAO

1- Se a fungao F' do VIP(F,Q)é monétona entdo o novo operador G

também é mono6tono em ).

2-Se (2, pu*, A*) é solugao do MCP(G) entdo z* ¢ solugao do VIP(F, Q)

Obs. A reciproca acima é vélida se uma condi¢ao do tipo "constraint

qualification" (ver [2, 12]) é satisfeita em €.

Logo a nossa proposta consiste em fazer uma reformulacio do VIP(F, Q)
semelhante & dada em [2] como um MCP(G), em seguida resolvé-lo usando a
estratégia de projecao dada por [19], pois projetar sobre uma caixa niao é um
trabalho complicado, tendo assim uma solugao para o VIP(F,2) por meio da

resolu¢ao do MCP(G), ou seja:

- Dado VIP(F,() é feita uma reformulagao dele como MCP(G) onde
Fz)+ A'u+ 37 Vai(z)\
G(z,p,A) = b— Az (3.3.47)
—g(z)

Q={(z,s,)) e R™™9:1>0 a<z<b} (3.3.48)

Entao é resolvido o MCP(G) usando a estratégia de resolu¢ao dada na
secao anterior ja que o operador G também é monoétono, obtendo assim uma

solugao do VIP(F,() .

O proximo teorema validara esta relagiao entre a solugao do VIP(F, )

e ado MCP(G), este teorema ¢ um caso particular da proposicao 2.2 dada em

[12].

Teorema 3.3. Sejam ), Q conforme definido em (3.3.44) e (8.3.48) respectiva-
mente e F,G conforme jd foram definidas anteriormente.

Se (x*, pu*, A*) € solugao do MCP(G) entao x* € solugao do VIP(F,)
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3.3. REFORMULAGAO DO VIP COMO MCP UTILIZANDO PROJECOES
PARA A SUA RESOLUCAO

Dem:

Se (z*, u*, A*) € solugao do MCP(G) entao

(G(z*, p*, A), (z, 1y A) = (=%, %, 2%)) 20 Y(z,u,)) e (3.3.49)
Entao

p
(F(z*) + A'p + ) A Vgi(a*),z — z°)
i=1

(3.3.50)
H A4S — by~ %) ={gE f A=) 20

Se tomarmos em particular (z,0,0) tal que x € Q e substituirmos em (3.3.50)

temos que

P

(F(z*) + A'u* + Z A Vgi(z*),z — z*)

1=1

—(Az* = b, p*) + (g(z*),A*) =2 0

Desenvolvendo (3.3.51) temos
p
(F(z*),z —z*) >-—-((A'p"z—z")+ Z Ai(Vgi(z*),z — z*)
i=1
—(Az* — b, u*) + (g(z*), A*))
Usando o fato de que z* € Q e g;(i = 1,...,q ) sdo convezas e substituindo em

(3.8.51) temos que

(F(z*),z—-2%) > - (i)\:g,-(:r) ) Vz € Q)

Como /\: >0egi(x) <0i=1,..,q, (3.3.52) implica que
(F(z*),z—z*) >0 Vzefl
Logo (8.8.53) implica que x* € solugao do VIP(F,Q) .
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3.4. PERTURBACOES DO TIPO PONTO PROXIMAL

Algumas caracteristicas importantes desta reformulacdo merecem uma

certa atengao.

1- Como usaremos a estratégia dada na segao 2.3 (Solodov e Svaiter) para
a resolugao do MCP(G) e €2 é uma caixa, as projecoes sobre a caixa se tornam

faceis.

2- Esta nova proposta utiliza o baixo custo computacional da estratégia

de projegao dada no capitulo 2, quando 2 é uma caixa.

3- Pode ser desnecessaria a utilizagao de ferramentas de otimizagao para

conseguir essas projecoes.

4- O namero de varidveis aumenta conforme o nimeros de restri¢oes do

problema aumenta.

5- Uma das idéias fundamentais desta estratégia nao é so ser competitiva
em relacao a tempo computacional com outras estratégias, mas também de fécil
implementacao, ou seja, que nao tenha necessidade de ferramentas de otimizacgao

(toolbox) para sua implementagao.

3.4 Perturbagoes do Tipo Ponto Proximal

Em casos especiais do problema VIP(F,§2) quando a fun¢ao F' é mondtona, pon-
tos estacionérios de uma fun¢ao de meérito associada ao VIP(F,§2) sdao solugoes
do VIP(F,Q).

Mas em geral, mesmo que a F' seja monoétona, isto nao garante que pontos
estacionarios desta func¢do de mérito sejam solucdo do VIP(F,Q) .

Andreani, Friedlander e Martinez propuseram uma perturbagao da funcao

F do VIP(F,) da seguinte forma:

Fi(z) = F(z) + €z, (3.4.54)
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3.4. PERTURBAQOES DO TIPO PONTO PROXIMAL

onde 0 < €x41 <€, Vk€INee — 0quando k — oo .

No trabalho [1] foi mostrado que a sequéncia (x) de solu¢des do proble-
ma V' IP(Fy, ) converge para z* solugao de minima norma do VIP(F, () e esta
€ 1unica.

A unicidade desta solugao vem do fato que se a F' é monétona, Fj é
fortemente monétona, logo pelo corolario 3.2 [12] esta solugao é tnica.

A proposta apresentada nesta secao consiste em fazer uma perturbagao
da F' do tipo ponto proximal, ou seja, Fi.(z) = F(x)+ pu(xz — zx) onde p > 0 pode
ser fixo.

A partir de agora vamos considerar o problema P, como encontrar

T4, € 2 tal que

(F(z) + plx —xx), 2 —Tk41) =20 Vz el

O proximo resultado é importante para garantir a unicidade da solugao de Pyy;.
Resultado: Seja Fy(z) = F(z) + p(x — zx). Se F € mondtona entao Fy €
fortemente mondtona.
Dem: Sejam z,y € IR". Entao
(Fi(z) — Fi(y),z — y) = (F(2) + plz — ) — F(y) — uly — ), 2 - y)
Usando a monotonia da F,
(Fr(z) — Fe(y),z —y) =

(F(z) = F(y),z — y) + w(z — y,x — y) > pllz — yl|?

Portanto F} é fortemente monotona.

Definicdo 3.1. SejaU C R", U = {z* € R" : (F(z*),y —2*) >0 Vye Q}.
U é chamado conjunto de solugoes do VIP(F,Q) , que serd denotado nesta seg¢ao
por SOL(VIP(F,Q)) .

Os proximos lemas serdo de grande utilidade na demonstracao do prin-

cipal teorema desta secao.
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3.4. PERTURBACOES DO TIPO PONTO PROXIMAL

Em todos os lemas vamos supor que F' é monétona e o conjunto SOL(VIP(F,))

é nao vazio.

Lema 3.1. Sejam S= SOL(VIP(F,Q)) ez € S. Se (zx) € uma sequéncia de

solugoes dos problemas (Py41) entdo

2 — 3| < |lzx — 2| Vhk e IV

Sejam x4, solu¢ao do problema Py e T € S. Entao

(F(zg41) + p(Thgr — Tk), & — T1) 20,

seguindo que

(F(Brsa), Tagr—8) = p{Tes1 — Th, T — Tk41)-

Como a F é mon6tona e T € S, temos

(Trgr— T B — Dpgny 2 06

(Th1 — Ty T — Tk1) = (Th1 — T+ T — Tk, T — Th41) =

(Thsr — T, % — Thg1) + (T — Tk, T — Th1) 20,

(T — T, T — Txp1) 2 ||Z — zea| %

Usando o fato que
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3.4. PERTURBAQOES DO TIPO PONTO PROXIMAL

(T — 2k, T — Tp11) < ||Z — 2k |IE — ZR41],

temos .

l|Zks1 — Z|| < ||zx — 2| V ke N.
n

Lema 3.2. Sejam (z) uma sequéncia de solugoes do problema (Py), (z;) e ()

duas subseqiéncias de (xp) que convergem para u e v € IR"™ respectivamente,
{ k

entao para todo T € SOL(VIP(F,Q))

Il = 2| = |jv - 2] (3.4.67)

Dem:
Seja K = {1,2,3,...,} o conjunto de indices de (zx) e sejam (z;) e (z,) subse-
giiéncias de (zy) tais que z; = u e z, = v, K, e K, subconjuntos de K onde K

é o conjunto de indices de (z;) e K é o conjunto de indices de (z,).

Se z; - u=Ve>03j, € K,: paraj > j, temos ||z; —u|| <€ (3.4.68)

Se z; >u=Vd>03p, € K,: para > p, temos ||z, —u|| < (3.4.69)

Esta demonstracao sera dividida em duas partes

1¢ Parte: ||u — Z|| > ||v — ||

Suponhamos que existe T SOL(VIP(F,Q)) tal que ||lu — Z|| < ||[v — Z||.
Sejam K, C K, e K, C K, tais que se p € K, e j € K, entdo para p > p, e
J > Jo € ||z; — || < [|lz; — Z||. Isto é possivel pois (z;) e (z,) convergem para u

e v respectivamente e ||u — Z|| < ||lv — Z||.
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3.4. PERTURBACOES DO TIPO PONTO PROXIMAL

Logo, se tormarmos p* € K, e j* € K, : p* < j* entdo [|zpe — Z|| <
||zj- — Z|| uma contradigao pelo lema 3.1, portanto ||u — Z|| > ||v — Z||.

2¢ Parte: ||lu — Z|| < ||v — |

Suponhamos que 3z SOL(VIP(F,Q)) tal que ||u — Z|| > ||v — Z||
Sejam K, C K, e K, C K, tais que se p € K, e j € K, entdo para p > Do €

J > Jo e |lzy — Z|| > ||z; — Z|. Isto é possivel pois (z;) e (z,) convergem para u

e v respectivamente e ||u — zZ|| > ||v — 7|

Logo, se tomarmos p* € K; e j* € Ky : p* > j* entdo ||z, — Z|| >
||z;» — Z|| uma contradi¢ao pelo lema 3.1, portanto ||u — Z|| < ||v — Z||.

Lema 3.3. Sejam (xx) uma seqiiéncia de solugées de (Py) e (x;) uma subsegiién-

*

cia de (z) tal que x; — =7 e zj4; — z*, entdo 7 = z*.
Dem: Seja z € SOL(VIP(F,)) entao
(F(zj41) + w(zjg1 — 25), Z — 2541} 20. (3.4.70)
Tomando o limite na expressao acima e usando o fato que a F' é continua temos:
(F(z") + p(z* —2%),z — x%) : (3.4.71)
Mas

(F(z*) + p(z* —z),z —z*) = (F(z*) — F(z) + F(T) +
plx* —z*),z —z2*) = (F(z") - F(Z),z — z*) +

(F(z),z —2*) + p{z* -z, 2 —2%) >0.
Usando a monotonia da F' e a expressao acima temos

{g* — gt ,&—a")
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3.4. PERTURBACOES DO TIPO PONTO PROXIMAL

entao
ll=* - z|%.
Como
(z—zt,z2—-2%) < ||lz—2z*| [|Zz— z*||cosé.
onde 6 é o angulo entre T — ™ e T — z*, entao
cost||z — zt|| > ||z — z*||.

Logo, 150!0 lema anterior
cosf > 1entaocosf@ =1el =0

Portanto 7 — 2zt =% — z* assim z* = z*. ]

Lema 3.4. Se (zx) uma sequéncia de solugoes de (Py) entao (xy) admite uma

subseqiiéncia convergente para x* € SOL(VIP(F,Q?)) .
Dem: Pelo lema 3.1 temos que se & € SOL(VIP(F,))

lzks1 — Z|| < ||zx — 7| Vk € IV,

l|lzx — || < ||zo — Z|| Vk € IN. (3.4.81)

Entao (zx) é uma seqiiéncia limitada pela bola de raio ||zg — Z|| e centro Z.
Isto significa que (zx) admite uma subseqiiéncia (z;) convergente para

z* e pelo lema 3.3, x4, — z*. Ainda,
(Plejen) tplzpa—a)he=zay =20 Yeell (3.4.82)
Tomando o limite na expressao acima
(F(z*),z—2z%) >0 Vzeq, (3.4.83)

portanto z* € SOL(VIP(F,Q)) . B

Pode se dizer que o teorema a seguir ¢ um dos resultados mais impor-

tantes desta secao.
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3.4. PERTURBACOES DO TIPO PONTO PROXIMAL

Teorema 3.4. Se (zx) uma seqiiéncia de solugoes de (Py) entao (xy) converge a

2* € SOL(VIP(F,Q)) .

Dem: Seja K C IN o conjunto de indices da sequéncia (zy) .

Pelo lema 3.4 existe um subseqiiéncia (z;) de (zx) que converge para z* €

SOL(VIP(F,Q)) .

Entao dado e > 0 3j, € K, C K tal que para j > jo.
llz; — z*|| < e

Tomando kg € K de forma que ko > 7o,

temos que para k > k,, pelo lema 3.1
lzx — 27| < |lzjo — 27| <,

portanto zx — x*.
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Capitulo 4

Experimentos Numéricos e

Conclusoes Finais

Nesta capitulo serao dados alguns experimentos numéricos comparando as es-
tratégias propostas nesta dissertagao e algumas conclusoes finais.

_ Para facilitar a notagao vamos nos referir as estratégias da seguinte forma.
E1: Estratégia proposta por Andreani, Friedlander e Martinez em [1].
E2: Estratégia proposta nesta dissertacao usando a fungao de Fischer-Burmeister
penalizada.
E3: Estratégia proposta por Solodov e Svaiter em [19].

E4: Estratégia proposta nesta disserta¢ao que usa a reformulacao do VIP(F, Q)

como um MCP.

4.1 Algoritmos

Nesta secao vamos descrever como foram implementadas as estratégias E1, E2,
E3 e E4.
Nas estratégias E1 e E2 nos utilizamos a rotina constr.m do matlab versao

5.0 para a resolugao do problema de otimizacao.
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4.1. ALGORITMOS

Nas estratégia E3 e E4 nos utilizamos o Algoritmo 2 dado na secao 2.3
com os seguintes parametros iniciais « = 0.5, =4, n.;,=1 e oc=05e
implementamos no matlab versao 5.0 .

Tanto no passo 1 como no passo 2 do Algoritmo 2 dado na se¢dao 2.3
existe a necessidade de resolver um problema de projegao, primeiro sobre 2 e
depois sobre HN{2. Resolver este problema é equivalente a resolver um problema
de otimizag¢ao convexa.

. Na estratégia E3 para resolver este problema de otimiza¢ao nés utilizamos
a rotina constr.m do matlab 5.0. J4 na estratégia E4 também foi utilizado o
Algoritmo 2 dado na se¢ao 2.3, mas n6s propusemos uma nova forma de fazer a
projecao sobre 0H; N €2, onde 0H; é o hiperplano defindo na se¢ao 3.3, de forma
que o ponto da proxima iteracao fosse obtido de forma explicita, uma vez que a
projecao sobre (2 quando €2 é uma caixa, ¢ um trabalho simples.

Este processo em IR? pode ser descrito da seguinte forma:

Seja z; a iteragao corrente da sequéncia gerada pelo algoritmo 2 do méto-
do dado por [19]; primeiramente foi gerado ; como a projecao ortogonal de z;

sobre OH;. Esta projecio pode ser feita de forma explicita (ver [19]): Se #; € Q2

entao x4, = I;, caso contrario z; é projetado sobre (2, neste caso uma caixa.

Seja p; esta projecao; a partir dai gera-se uma dire¢do d; da seguinte forma:
1°- Projeta-se p; sobre 0H; gerando j;;
2°- Projeta-se j; sobre a caixa gerando p;;
3%- d; = p! — pi.
Apoés gerar d; toma-se esta direcdo que estd sobre a fronteira da caixa até o

momento que intercepte o hiperplano 0H; gerando assim ;4.
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4.2. DESCRICAO DOS PROBLEMAS E RESULTADOS NUMERICOS

A figura abaixo descreve este processo de projecao.

P caeal 15 F (x9)]

Figura 4.1: Proje¢do sobre N H;

4.2 Descricao dos Problemas e Resultados Numéricos

Problema 1 (Somax):

Vamos considerar o problema VIP(F, Q) definido da seguinte forma

Q={z€e R} :z1+22+ ..+, =n}

Neste caso os operadores F foram tomados da seguinte forma:

Fi(z) = (Inxn +uu')z onde ue€ IR" (fizo);
Fy(z) = (f2(2), -, f2(2))',  fi(x) = exp(z(3)) — 1;
Fi(z) = (ff(z),.... f3(=z)", fi(z) = exp(z(d)) * z(i) — 1

i=1; sy

Dados Iniciais das estratégias usados neste problema:
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4.2. DESCRIGCAO DOS PROBLEMAS E RESULTADOS NUMERICOS

Em todas as estratégias no6s tomamos zo = (0,0, ...,0) e nas estratégias
El e E2 nos tomamos os valores dos parametros g, = 1, g =50, g3 =1 e p = 1.
" A tabela abaixo mostra o desempenho computacional das estratégias E1

e E2 na obtengao da solug¢ao do VIP(F,Q) .

T.CPU(seg)

Dimensao(n) | E1/F, | E2/F, | E1/F,
10 2,74 0,33 3,68
20 10,49 | 0,94 15,32
30 45,37 1,92 25,76
50 109,13 | 5,49 | 66,29

*-* . Nao encontrou a solucao.
A tabela a seguir mostrara o desempenho computacional das estratégias

E3 e E4 na obtencao da solucao do VIP(F,Q) .

T.CPU(seg)

Dimensao(n) | E3/F, | E4/F, | E3/F, | E4/F, | E3/F3
10 0,01 0,11 0,06 0,27 0,06
20 0,06 0,22 0,05 0,39 0,05
30 0,11 0,33 0,11 0,55 0,11
20 0,22 0,66 0,27 0,77 0,22
0,93 1,98 0,82 1,38 0,82
4,23 8,62 4,23 2,86 4,29
200 23,77 917 54,71 | 50,37 | 53,71

Os problemas a seguir foram propostos em [11] .

4.2.2 Problema 2 (Fukushimal):

Considere o VIP(F,(2) da seguinte forma:
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4.2. DESCRIGAO DOS PROBLEMAS E RESULTADOS NUMERICOS

Q = {(z1,72,23) € R" : 22 + 0.423 + 0.6z — 1 < 0}

2z, + 0.223 — 0.5z + 0.1z3 — 4
Plzi,za,28) = —0.5z; + 9 + 0.123 + 0.5
0.521 — 0.2z9 + 223 — 0.5
Dados Iniciais das estratégias usados neste problema:
Nas Estratégias E1 e E2 o ponto inicial foi 2o = (2,2,2) 0; = 1, 02 = 50,
o3=1lep=1.
Nas Estratégias E3 e E4 utilizou-se o ponto inicial z, = (0,0,0), o vetor

dos multiplicadores nulo e a solugao do problema é z* = (1,0, 0).

4.2.3 Problema 3 (Fukushima2):

Considere o VIP(F,2) da seguinte forma:

Q= {(x),29,23,24,75) € IR" : 1 + 19 + 3 — 210 = 0,

Ty +25—120=0, z; > 0, izl,...,5}

(103:1 + 574 + 1000\
15z2 + 5x5 + 950

F(zy,29,23,24,%5) = 20x3 + 3000
21 + 20x4 + 1000
\ 5 + 2525 + 1300 /

- Dados Iniciais das estratégias usados neste problema:
Nas Estratégias E1 e E2 o ponto inicial foi o = (10,10, ...,10) e para-
metros de penalizacdo g =1, 00 =5003=1ep=1.
Nas Estratégias E3 e E4 utilizou-se o ponto inicial zo = (80, 80, 80, 80, 80),

o vetor dos multiplicadores nulo e a solu¢éo do problema é z* = (120, 90, 0, 70, 50).
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4.3. CONCLUSOES FINAIS

T.CPU(seg)
Prob. El | E2 | E3 | E4

Fukushimal | 1,38 | 0,76 | 3,68 | 7,64
Fukushima2 | 0,22 | 0,11 | 1,16 | 0,11

Obs. Na estratégia E1 realizamos experimentos numéricos com p = 1 e
p = 2, mas observamos que com p = 2 o tempo computacional foi muito alto, por

isso nao apresentamos os resultados com p = 2.

4.3 Conclusoes Finais

Durante esta dissertacao de mestrado foram estudadas estratégias ja conhecidas
de resolugao do VIP e foram propostas algumas novas estratégias de resolugao do
VIP baseadas nestas ja conhecidas.

A primeira estratégia proposta na se¢ao 3.2 estd relacionada com a es-
tratégia dada por Andreani, Friedlander e Martinez [1|. Nesta estratégia a adap-
tacao da funcao de Fischer-Burmeister penalizada a fungao de mérito h acarretou

algumas caracteristicas ao novo problema de otimizac¢ao associado ao VIP.

(i) O novo problema de otimizagao deixou de ser um problema com restrigoes.
Este fato se deve as propriedades da funcao de Fischer-Burmeister penal-

1zada.

(ii) A constante p dada na fung¢ao de mérito do problema de otimizagao proposto
por Andreani, Friedlander e Martinez aparece na nova fungao de mérito, logo
a constante p nao influencia a caracterizagao de pontos estacionarios como

solugoes do VIP.

(iii) A nova fungao de mérito nao é duas vezes diferenciavel, logo devemos tomar

cuidado com o algoritmo utilizado para resolver este problema de otimizacao.

(iv) Um ponto interessante nesta estratégia foi o fato de que nao foi necessaria a

convexidade das restri¢oes g;'s, 0 que caracteriza uma vantagem em relacgao

a estratégia de Andreani, Friedlander e Martinez [1].
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4.3. CONCLUSOES FINAIS

Observando os experimentos numeéricos verificamos que a nossa estraté-
gia (E2) obteve um desempenho computacional melhor em relagao a estratégia
proposta por Andreani, Friedlander e Martinez (E1).

A segunda proposta dada na se¢ao 3.3 esta relacionada com a estratégia
de projecao dada por Solodov e Svaiter em [19].

As projecoOes necessarias na estratégia dada por Solodov e Svaiter podem
se tornar dificeis dependendo do conjunto Q. Como na nossa estratégia nos
reformulamos o VIP como um MCP estas projecoes se tornaram faceis, o que
caracterizou um vantagem em relagao a estratégia dada por Solodov e Svaiter .

Um outra vantagem estd relacionada com a implementagao desta nova

estratégia, uma vez que para implementa-la nao foi necessaria nenhuma rotina

de otimizagao para resolver as projecoes. Ja na estratégia dada por Solodov e
Svaiter existe a necessidade de uma rotina de otimizagdo para se conseguir esta
projecao.

Em relagao aos experimentos numéricos no problema 1 podemos observar
que a estratégia de Solodov e Svaiter (E3) obteve um desempenho computacional
melhor que a nossa estratégia (E4) quando a dimensao do problema é menor ou
igual a 100, mas a partir do momento que a dimensao do problema aumenta nossa
estratégia se comportou melhor.

Este fato se deve as caracteristicas do conjunto §2. A partir do momento
que a dimensao dos problemas aumenta, o conjunto 2 ficou mais complicado,
tornando assim o passo de proje¢do necessario na estratégia Solodov e Svaiter
caro computacionalmente.

Ja no problema 2 a estratégia Solodov e Svaiter (E3) se comportou melhor
que a nossa estratégia (E4), mas no problema 3, a nossa estratégia se comportou
melhor.

Na terceira e tultima proposta dada na se¢ao 3.4, ndés conseguimos resul-
tados tedricos bons que mostram a convergéncia da seqiiencia (zx) dos problemas
VIP(F:,82) a solugao do VIP(F,(), utilizando a perturbacao do tipo ponto

proximal.
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4.3. CONCLUSOES FINAIS

Andreani, Friedlander e Martinez mostraram em [1] que a seqiiéncia (z),
utilizando a perturbacao do tipo Tikhonov converge a solu¢ao de minima norma
do VIP(F,Q).

Na nossa proposta a solu¢ao obtida nao ¢ a de minima norma, mas a
vantagem neste caso ¢ que o problema se torna bem condicionado gragas ao
parametro p que fica fixo, o que nao acontece na estratégia [1| pois ¢ — 0
quando k — oo.

De um modo geral, em todas as estratégias propostas conseguimos re-
sultados tedricos bons que contribuiram em relacao as estratégias existentes para
resolucao do VIP(F,) . Para as duas primeiras estratégias proposta obtivemos
resultados numeéricos bons.

Continuando os estudos nesta area, uma opgao seria estudar algoritmos

que resolvem projegoes sobre uma caixa e a interse¢do com um hiperplano (ver

[15]), e testa-los na segunda estratégia proposta dada na secao 3.3 desta disser-
tacao, buscando assim conseguir melhores resultados computacionais para esta

estratégia.
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