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Resumo

Neste trabalho nós propomos três estratégias para resolver o problema de Ine­

quações Variacionais, que denotaremos por VIP(F, 0) onde F : IR” — IR" é monótona

e O é um subconjunto de JR”. Existem muitas aplicações interessantes do VIP(F,N)

na economia, teoria de jogos etc.

Na primeira estratégia, adaptamos a função de Fischer­Burmeister penaliza­

da para a resolução do VIP(F,0), a segunda estratégia envolve métodos de projeção

na resolução do VIP(F,SNl) e a terceira estratégia envolve perturbações do tipo pon­

to proximal do VIP(F,N). Finalizando, foram feitos alguns experimentos numéricos

comparando as duas primeiras estratégias propostas.

Palavras­chave: Problema de Inequações Variacionais, projeções, ponto proximal.

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp “.. 12 13 14 15 16 17 18



Abstract

In this work we propose three methods for solving the variational inequality

problem, denoted by VIP(F,9)) where F : IR” — IR" is monotone and 9) is a subset of

IR”. There are many interesting applications of the VIP(F, O) for example in economics

and game theory.

In the first method we adapted the penalized Fischer Burmeister function for

solving the VIP(F,N) . The second method is associated to the projection method for

solving the VIP(F,N). The third method is associated to a proximal­point method

for the VIP(F,N). Computational experiences with the first two methods are also

reported.

Keywords: Variational Inequality Problem, projections, proximal point .
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Introdução
— O Problema de Inequações Variacionais consiste em achar x* € 0) tal que

(F(r),2—x*)>O0 vz EN (1)

onde F' : IR” — IR" é diferenciável e ON) é um subconjunto do JR" convexo e fechado, o

qual é denotado por VIP(F,91) ou somente VIP.

Uma forma de interpretar geometricamente o VIP é a seguinte: se x* é uma

solução do VIP(F, 9) então — F(x*) pertence ao cone normal a 9) em x*, denotado por

Ní(1*), onde

(z:(y­x)z<0 WweN) se ax'EN
N(x*) (2)

0 caso contrário

Se considerarmos N = (x E IRº : (7) <O e gº(r)<0O), a interpretação
geométrica de N(x*) é dada abaixo.

ve EO)

| Nx)

Figura 1:



INTRODUÇÃO

Existem muitos problemas relacionados com a vida real onde o VIP é usado

como ferramenta de resolução. Dentre estes podemos destacar problemas relacionados

com a economia, teoria dos jogos, problemas de equílibrio e problemas em engenharia
ver [12].

Casos particulares do VIP(F,9):

(a) O Problema de Complementaridade Não Linear, que aqui será denotado
por NCP, com NQ = IR", consiste em achar x* tal que:

Se considerarmos F(x) = Mr + q onde M E R"*", q (fixo) € IR", o NCP é

chamado de problema de complementaridade linear, aqui denotado por LCP.

(b) O Problema de Complementaridade Mista aqui será denotado por MCP(F).

Neste caso $) é uma caixa ou seja

N=(reRN":ia<r<b) a,beRº

(c) Resolução de sistemas não lineares: Neste caso o VIP(F,91) é usado como

ferramenta de resolução de sistemas não lineares monótonos, pois se considerarmos

VIP(F,N) com Q = IR”, resolver o VIP(F, IR") é equivalente a resolver o sistema
F(r) =O.

(d) Problemas de Otimização: Se considerarmos F(r) = V f(x), resolver o VIP(F,S)

é equivalente a encontrar pontos que satisfaçam a condição necessária de 1º ordem

de otimalidade do seguinte problema de otimização

f(x) : ENC (3)

onde f : IRº — IR, f é contínua, e pelos menos duas vezes diferenciável. Em [12]

podemos encontrar outros casos particulares do VIP.

— As estratégias de resolução do VITP(F, 9) desenvolvidas nesta dissertação po­
dem ser classificadas em dois tipos:
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INTRODUÇÃO

1­ Que utilizam uma reformulação do problema VIP(F,N) como um problema de
otimização.

2­ Que usam métodos de projeções.

Seguindo as idéias dadas por Andreani, Friedlander e Martínez em [1], a refor­
mulação do problema VIP(F, SL) se baseia nas condições K.K.T. do seguinte problema
equivalente.

Se 1* é solução do problema de minimização

min F(x*)'z a. TES (4)

ondese Q=(rekh :g(r)<O0, Ar=b, r>0) (5)
9 =(gn­49m)', 9: E CRM) e são convexas e À E RI”, então x* é solução do
VIP(F,O).

As condições K.K.T. do problema acima nos permitem escrever o seguinte
problema de otimização equivalente :

min f(rt,y,2,u,V) sa rEeR,yYyERL,zER ,vE KR

onde a função de mérito é:

+ollz + g(a)||? + pallAz — bl? + palíy/2)P +(2U)M, — (7)
com p1,P02,P3,20ep>I1.

Foi provado em [1] que se S) cumpre uma condição do tipo "constraint qualifica­

tion"então (x*,y*,2*, u*, v*) é minimizador global de (6) com f(x*,y", 2", ut,vu*) =O,

se e somente se, x* é solução do VIP(F,).

Mas a procura de minimizadores globais não é uma tarefa fácil, logo

é interessante encontrar condições para que pontos estacionários de (6) sejam

soluções do VIP(F,9).

Andreani, Friedlander e Martínez em [1] também encontraram condições
para que pontos estacionários de (6) sejam soluções do VIP(F,9).
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INTRODUÇÃO

Uma outra estratégia foi proposta por Solodov e Svaiter em [19]. Esta
estratégia envolve uma geometria interessante, por estar baseada em projeções

ortogonais sobre conjuntos convexos.

— A estratégia em questão gera uma sequência (x,) de forma que o elemento
Tkx41 Seja a projeção ortogonal de r, sobre a interseção de um hiperplano e o

conjunto 4.

A contribuição dada nesta dissertação para a resolução de problemas

de inequações variacionais consiste em três novas estratégias para resolução do
VIP(F,O).

(i) Baseados nos bons resultados numéricos obtidos por Chen, Chen e Kanzow
em [6] para o NCP utilizando a função de Fischer­Burmeister penalizada, a
primeira proposta adapta esta função de Fischer­Burmeister penalizada ao

VIP(F,N), esta adaptação consiste em substituir na função de mérito f
dada por Andreani, Friedlander e Martínez em [1], a expressão (y"2z)”+(x"v)?
pela função de Fischer Burmeister penalizada; esta substituição transforma;
problema (6) em um problema sem restrições.

(11) A segunda proposta modifica a estratégia dada por Solodov e Svaiter em
[19], que necessita de pelo menos uma projeção. Obter esta projeção é
equivalente a resolver um problema de otimização convexa, mas quando o
conjunto N) é complicado esta projeção pode se tornar complicada tendo
assim um custo computacional alto.

Então esta proposta consiste em usar o fato que todo problema VIP(F,S)
pode ser colocado como um problema de complementaridade mista (ver
[2]), que é resolvido utilizando a estratégia de projeções dada por Solodov
e Svaiter em [19], obtendo assim uma solução para o VIP(F,9).

(ili) A terceira proposta tenta modificar algumas limitações da reformulação
dada por Andreani, Friedlander e Martínez em [1], no sentido que uma
das condições teóricas para conseguir relações entre pontos estacionários de
problemas de otimização associados ao VIP(F, St) e a solução do VIP(F,9)

4
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INTRODUÇÃO

é que o Jacobiano da F seja definido positivo. Este fato limita algumas
aplicações, então Andreani, Friedlander e Martínez em [1] estenderam estes
resultados para a hipótese da monotonia da F (jacobiano da F semi­definido

positivo) usando uma perturbação do tipo Tikhonov.

Nossa proposta consiste em fazer uma perturbação da F do tipo ponto pro­

ximal. Uma perturbação desse tipo tem a vantagem de deixar o parâmetro

de perturbação 4 fixo, o que caracteriza uma vantagem sobre a pertur­

bação de Tikhonov em relação à estabilidade do problema, pois mantendo

o parâmetro 4 fixo o problema se torna bem condicionado sempre.

Para as duas primeiras propostas dadas nesta dissertação foram reali­

zadas demonstrações teóricas e experimentos numéricos, para a última somente

foram realizadas demonstrações teóricas.
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Capítulo 1

Preliminares

1.1 Notações

Neste capítulo apresentaremos algumas notações necessárias e alguns conceitos

relacionados com os temas discutidos nesta dissertação.

1­ IR” é o espaço vetorial real e se x é um elemento pertencente a IR" x

(t1,X2,..., Tn)! e x; E IR para todo 1 E (1,...,n).

2­ Seja x E IR” então xº* = (11,T2,..., Tn).

3­ Sejam x,y E IR”, o produto interno usual de r por y é dado por — (x,y)
Vie, LiVi = xy.

4­ Seja x € IRº ||x|| = Va'x

Obs. No decorrer desta dissertação ao nos referirmos ao produto interno

ou à norma estaremos nos referindo ao produto interno e à norma citada

acima.

5­ Sejam x,y E IR, se (r1,y)=xy=0 dizemos que r é ortogonal a y.

6­ A distância (euclidiana) entre dois elementos x, y E IR” será dada por d(x,y) =
lt — ul.

7­ Sejam x,y E IR” se x <y significa que x; < y; para todo 1 E [1,2,...,n).

6
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1.2. OPERADORES MONÓTONOS

8­ Uma bola de centro y E R" e raio e, corresponde ao seguinte conjunto:

By,e) = (rr ER": |lE8=y||<e.
9­ Inxn denotará a Matriz Identidade de ordem n.

10­ À E IR**" significa que À é uma matriz com n linhas e m colunas.

12­ (Gradiente da f) Seja f: RR xER,

Vf(r) = Eà&)y' onde ­ é a derivada da f em relação a x;, Vf(x) é
chamado de gradiente da f.

13­ Sejam O C IR e f : O — RP. Dizer que f E C"(N) significa que f é
diferenciável de ordem n em 9.

14­ (Matriz Hessiana da f) Vº f(x) = [22]. Esta notação significa que os
elementos da matriz Hessiana são Fe :

15­ (Jacobiano) Seja F : IRº — IR" e F(x) = (f(x), .., fa())!
film SR ie (1,2,)..,n) a Matriz Jacobiana da F é formada pelos

elementos 3E, notação: JF = [34].
=; =;

16­ Seja A€ IR” A = [a] então A* = [az].

17­ Seja A E IRº*", A é chamada de uma matriz simétrica se A = A!.

18­ A E IRº*” é semi­definida positiva se x' Az >0, VreliR”.

19­ A E IRP*” é definida positiva se x' Ar >0, Vreik,x%0.

1.2 Operadores Monótonos

Nesta seção, será dada uma breve noção dos tipos de monotonia de um operador
F.

Definição 1.1. /12/
Seja F: IRº — IR”.



1.3. CONVEXIDADE E PROJEÇÕES

(a­) F é monótona se

Fl) ­ F(y)'(6—=y)>20 VroyEek,;

Este ítem equivale a dizer que o JF (Jacobiano da F) é semi­definido posi­
tivo.

(b­) F é pseudomonótona se

F(y)(r9 —y) > 0 ==> F(r)'(r9 —y) >O Vr,yE IR";

(c­) F é fortemente monótona se 39 7 > O tal que

[F(r) — F(y)!(r —y) > vllz—=y|L  vVoyewF,

1.3 Convexidade e Projeções

As definições, teoremas e proposições citados nesta seção podem ser encontrados

em [24].

1.3.1. Conjuntos Convexos

Definição 1.2. Sejam x,y E IR”, r É y. O conjunto dos pontos

Ar +(1­4)y AE[O,1)

é chamado segmento com extremos x e y.

Definição 1.3. Seja S CIR". Se V xrn,y ES o segmento com extremos x e y

pertence a S então S é chamado de um conjunto convero ou seja

Ar+(1­%4)y€ES, rE MU, I,yES (1.3.2)

Exemplo 1.1. S = IR" é um conjunto convexo

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp “.. 12 13 14 15 16 17 18



1.3  CONVEXIDADE E PROJEÇÕES

Exemplo 1.2. Se S = (tr E IR": Ar =b), onde AE" e bEIM" então
S é convexo

Exemplo 1.3. (Semi­Espaços): Se 5S= (x ER": (xt,) <B)
eS=(íxreR :(1,6)>6)
onde PER, bElR" então S e S;, são converos

Exemplo 1.4. ( S não é convexo)

TI

Existem várias propriedades e características interessante de conjuntos

convexos ver [24]. Dentre elas, podemos destacar duas.

1­ À intersecção finita de conjuntos convexos é convexa.

2­ Se S é convexo e 11,...,Tn E S então 9 ,ar;EeS se

Viram =lem>0 iefl..n).

1.3.2 Álgebra dos conjuntos convexos

Definição 1.4. Sejam C7 e Co subconjuntos converos de IR”

1­ Ci +Ca=(1n +Xx2:1n) EC,1 EC)

2­ Ci = fina cm ECA E RR)

Teorema 1.1. Sejam Cy, Ca,...,Cr, subconjuntos convexos de IR” então CC +Ca+

.. + Ch, e AC; são convexos (i =1,..,n), AE IR.
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13. CONVEXIDADE E PROJEÇÕES

Dem: ( ver [24] )
­ Outras propriedade de operações com conjuntos convexos que são inter­

essantes:

Sejam Cy, Co e C3 subconjuntos convexos de IR" e 1, Ag e AME IR.

1 CC +C6C=C66+C

2­ (C7 + Ca) + Og = C1 + (Co + Oz)

3­ MACA = (MAC)

4­ A(C7 + Co) = AC” + ACz

5­ Se À1, 42 > 0 => (A + A2) Ci = 1C, + AC;

1.3.3] Funções Convexas

Definição 1.5. Seja f: S CIR IR, S convexo, f é convexra se e somente se

f(ar +(1—­ 2)y) < Af(x) + (1— 2) f(y) (1.3.3)

VYrI,y ES e X2EO,1).

Proposição 1.1. Seja Ff: SCE RM SR, f E Cº(S), S um subconjunto convexo
de IR”. Então f é convera se, e somente se, Vº f(x) > O Vrx E IR”.

Dem: (ver [24])

Proposição 1.2. Seja Ff: SCRº SR, feE C!(S), S um subconjunto convexo
de IR”. Então f é convexa se, somente se, Vr,y € S se cumpre

f(y) > f(x) + Vf(x)(y — =).

Dem: (ver [24])
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13º” CONVEXIDADE E PROJEÇÕES

Teorema 1.2. Sejam f : S CIR" — IR, S convexo, tn1,...,1n ES em, 5a E

R*. Então f é convera se, e somente se,

(1.3.5)

(1.3.6)

Dem: (ver [24])

1.3.4 Projeções

Em uma das estratégias de resolução do VI P(F, O) citada nesta dissertação uti­

lizaremos projeções, logo os resultados a seguir são essenciais para a compreensão

da mesma, tais como a unicidade da projeção de um ponto sobre um conjunto

convexo e também, a continuidade da função projeção.

Definição 1.6. Seja o conjunto convero C C IR". Definimos a projeção de

x E IR” sobre C como

Po(x) = argminieo || x —y||

onde Pe : RS CT.

x

CC
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1.3 CONVEXIDADE E PROJEÇÕES

Proposição 1.3. Seja Q) um conjunto convexo. Então, dado z E IR”, temos

(z — Pa(2),1— Po(2)<O0 Vref

3 12 = (Ay + (1 = MPo(2)) IP= 3 || (2 = Pa(9)) = AG — Pa(2)) |?=

> [| z — Pa(z) |? —24(2 — Pa(z), y — Pa(z2)) + Xº |[4— Pa(2) IP] =

= 2X || y­ Pa(a) |? ­X(2 — Pa(a),y — Pa(2)) + 3 || 2 — Po(2) |?

Analisando o mínimo da função (A), sabemos que este ocorre quando

À = O, por definição de projeção. Então, claramente, 4'(0) > O. Derivando (2)
temos: &'(A) = A || y — Pa(z) |? —(z — Pa(z),y — Pa(z)) e 9'(0) = —(z —
Pa(z),y — Pa(2)) >0&< (2 — Pa(2),y— Pan(z)) <O o que prova a proposição. E

Teorema 1.3. (Continuidade da projeção) Seja C um conjunto convero em IR”.

Então || Po(x) — Po(y) || < ||z=y||VYrt, ye Rº

Dem:

Sejam Pe(x) = argminzeo || r— z || e Po(y) = argminzeo || x —y|,

então pela proposição 1.3.

(x — Pe(z), Po(y) — Pe(z)) S O

(y — Pe(y), Po(x) — Poe(y)) <O

Somando ambas temos

(x — y + Po(y) — Po(x), Po(y) — Pe(x)) <O
12
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1.3 CONVEXIDADE E PROJEÇÕES

—(y — x, Po(y) — Pe(x))­+ || Pe(y) — Pe(x) |?< O

Logo

0 <|| Pe(y) — Po(x) |P< (y — x, Po(y) — Pe(z))

Agora seja

0 <|| (Yy — x) — [Po(y) — Pe(a)] |º=

lly—=x|? —2(y — x, Pe(y) — Pe(z))­+ || Pe(y) — Pe(z) |?

Por (1.3.7) temos que:

ly =|? —2(y =x, Pe(y) — Pe(x))­+ || Pe(y) — Pe(x) |º<
<||y — |? —2 || Pe(y) — Pe(x) |? + || Pe(y) — Pe(z) |P=

=|| y — x |? — || Poe(y) — Pe(z) |P=>

|| Pe(y) — Pe(s) |P<l| y = 5 |[º=>

Il Pe(y) — Pe(z) ||<I|| y =x ||

Proposição 1.4. (Unicidade da Projeção ): Dados z E IR” e C convexo, então

a projeção de z sobre C (Po(2z)) é única.

Dem:

Sejam Pi(z) e Pa(z) projeções de z sobre ON. Definindo, da mesma forma

que na proposição anterior,
1

2(3) == || 2 = AP (2) + (1 2) Pa(2)) |?
Desta maneira,

O) = “ == (AP (2) + (1 2) Pa(2)) |?=
13



1.3” CONVEXIDADE E PROJEÇÕES

=> | (2 (9) ­ MB(2) ­ Pa(9)) IP=
= 212 P(2) |? ­X(2 = Pa(2),(2) = Pa(9)) + É || Pi(2) = Pa(2) |?

Pela proposição (1.3), temos que 4'/(0) > O. Logo

(2 = Pa(2), (2) — Pa(2)) <0 &

(2 — P(2) + Pl(2) — Po(2), PA(2) — Pa()) <0 &

Sl Pa(2) — Pa(2) |? —(Pa(2) — (2),== P(2)) <0 &

Pl Pa (2) — Pa(z) |IP< (Pa(2) — (2),2— Pi(2))
.

<o

P(2) — Poa(2) = 0 => P(2) = Pa(z)

1.3.5 Teorema da Separação

Definição 1.7. Sejam C, e Co conjuntos em IR" não vazios.

(a) Dizemos que o hiperplano H separa Cy e Co, se Cy está contido em um
dos semi­espaços fechados caracterizado por H, e Ca está contido no semi­

espaço fechado oposto ao primeiro.

(b) Dizemos que H separa propriamente C, e Ca se CI[)|H=0eC()|H=0.

(c) Dizemos que H separa Cy e Ca fortemente se existe um e > O tal que Ci +eB
está contido em um semi­espaço aberto associado a H e Ca+eB está contido

14
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1.4. CONDIÇÕES DE OTIMALIDADE

no semi­espaço aberto oposto, onde B é a bola euclidiana de raio unitário

(& : |7| < 1)(C; +eB consiste de todos os pontos x tais que llt=yll<e,
para algum y E C;).

(d) Outro tipo de separação a considerar é a separação estrita, onde CC, e Cs
simplesmente pertencem a semi­espaços abertos e opostos.

Teorema 1.4. Sejam Cy e Ca conjuntos em IR” não vazios. Existe um hiperplano
separando propriamente C e Co se e somente se existe um vetor b tal que

(a) inff(x,b)|r E C1) > supí(x, b)|x € Ca)

(b) supí(x,b)|x € Ca) > infí((r, b)|x E Ca)

e existe um hiperplano separando C, e Ca? fortemente se e somente se existe um

vetor b tal que

(0) infí(x, bD)|x € C1) > supí(x,b)|t € Ca)

Dem: ( ver [24] )

Se dois conjuntos podem ou não ser separados, isso é uma questão de

existência e não é nenhuma surpresa que nas aplicações da teoria da separação
ocorram demonstrações de vários teoremas de existência.

Tipicamente, precisamos de um vetor b com certas propriedades em um

hiperplano, e que seja capaz de separar dois conjuntos convexos. O vetor b em

questão é o vetor diretor do hiperplano separador de Cy e Cs.

1.4 Condições de Otimalidade

Vamos considerar o seguinte problema de otimização

f(z)
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1.4. CONDIÇÕES DE OTIMALIDADE

onde f : IR" — IR, f E C"(IRº) e QN é o conjunto das restrições do problema de
minimização contido em JR”.

Teremos que primeiramente dar sentido a minimizadores locais e mini­

mizadores globais do problema (1.4.8).

Definição 1.8. /14, 16]

(a)­Dizemos que TX é um minimizador global para (1.4.8) se f(X) < f(x) para
todox EN ext.

(b)­Dizemos de X é um minimizador local para (1.4.8) se f(X) < f(x) para todo
rEB(T,)exAtrf.

Nos itens (a) e (b) se f(X) < f(x) diremos que X é um minimizador
global ou local estrito.

As condições de otimalidades são importantes relações entre as derivadas

de uma função f e as derivadas das restrições.

As condições necessárias devem ser obrigatoriamente satisfeitas por min­

imizadores, já as condições suficientes, quando satisfeitas, asseguram que o ponto

em cornsideração é um minimizador.

Consideremos o problema (1.4.8). As curvas em 9) desempenham um pa­
pel importante nas condições práticas de otimalidade, pois elas podem expressar

o comportamento da função objetivo em cima de curvas factíveis que passam por

um ponto considerado.

1.4.1 Minimização com restrições de igualdade e desigualdade

Vamos considerar o problema (1.4.8) da seguinte forma:

min f(x) (1.4.9)

sa reN=fírxrekh :G(r)=0 e c(x7)<O)

Onde G : IRº — IR”, G(1) = (n(t),..,gm(t))' el Ro R 8
pelo menos uma vez diferenciável para todo à E f1,...,n), c : IRº — IR?, c(x) =

16
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1.4. CONDIÇÕES DE OTIMALIDADE

(e1(x), ....,ep(X))', ci : IM <> IR ec; pelomenos uma vez diferenciável para
todo 1 E (1,...,p).

Teorema 1.5. ­ Condições K.K.T. gerais [14, 16]
Se X é um minimizador local regular de (1.4.9), J = fi € (1,...,p) :

ci(X) = 0) e (Vo: 1 E J)U (Vagi(D),..., VIm(X)) é um conjunto linearmente
independente então existem únicos 1; >O0, iEeJeM,.., Am tais que

m

VS(E) + SD uiVe(8) +) NVo(9) =0O (1.4.10)
ieJ i=1

Desta forma, se x é um ponto regular e minimizador local de (1.4.9)
definindo 1; = O se à € J, podemos reescrever as condições K.K.T gerais da
seguinte forma:

(1.411)

(1.4.12

i=1..p (1.4.14

)

(1.4.13)

)

)i=1,.,p (1.4.15

. Se (tr, A,u) € (Rº x R" x Rº) satisfaz as equações acima então x será
chamado de um ponto estacionário de (1.4.9).

Teorema 1.6. ­ Condições necessárias de segunda ordem (rest. de igual­
dade e desigualdade) [14, 16/

Seja X ponto regular minimizador local de (1.4.9). Seja A a matriz cu­

Jas linhas são os gradientes das restrições ativas em X, excluindo os gradientes

daquelas restrições cujos multiplicadores são nulos. Então, se A e 1sãoos

vetores multiplicadores de Lagrange,

y'Vie(Z, A,u)yU > O VWyeEN(A)Tt

17
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1.4. CONDIÇÕES DE OTIMALIDADE

Teorema 1.7. ­ Condições suficientes de segunda ordem (rest. de igual­
dade e desigualdade) [14, 16]

Se X satisfaz a condição necessária de primeira ordem para (1.4.9) e
além disso y"Vize(Z, A,u)YU)O Vy E N(A)y O então X é um minimizador
local estrito do problema (1.4.9).

­
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Capítulo 2

Resultados Prévios

2.1. Introdução

Neste capítulo serão colocadas duas estratégias para resolução do VIP(F,N),
que nos motivaram a propor nesta dissertação outras estratégias para resolver o

VIP(F,O).

2.2 Resolução do VIP utilizando um problema de otimiza­

Ção

Nesta seção daremos uma reformulação do problema VIP(F,N)), onde F: Rº —

IR” é um operador contínuo e diferenciável pelo menos uma vez e 1) é o seguinte

subconjunto de JR”:

N=(rehR' :9(r7)<0,Ar=b,x>0) (2.2.1)

onde as funções g; : IR" — IR1, i =1,...,n, são convexas, pelo menos duas vezes

diferenciáveis e A E RM*”,

Em [1] foi colocado o seguinte problema (P(x))

Min F(x)w
sa weEs

19
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2.2. RESOLUÇÃO DO VIP UTILIZANDO UM PROBLEMA DE OTIMIZAÇÃO

Nota­se que se x* é solução de (P(x*)) então x* é solução do VIP(F,9).
Como o problema P(x*) é um problema convexo então as condições de primeira
ordem são suficientes, estas condições são as seguintes:

F(x) + g9'(t)y + AU=v=0O;

9x) +z=O0;
Ar" —b=O0;

yYz=0O0;

vír'=O;

xT'>0 y>0 z>0 v>O.

À função objetivo do problema de otimização estará baseada nas condições
dadas acimas e será a seguinte

h(x,y,2,u,v) = ||F(x) + g'()'y + Au = v|[? + os||lz + 9(2)|]?º +
02||Ax — bll? + es[(y'z)? + (2 v). (2.2.10)

A partir daí é associado ao VIP(F, 9) o seguinte problema de minimiza­

min h(x,y,2,U,U)

sa ren ,yemRn,zehR ve RR. (2.211)

Esta associação foi motivada por uma reformulação semelhante dada por Frie­

dlander, Martínez e Santos em [9].
Pela forma que foi construída a função objetivo do problema (2.2.11),

um minimizador global que anula a função objetivo é solução do VIP(F,9).

Se 5) satisfaz uma condição do tipo "constraint qualification", Andreani,

Friedlander e Martínez em [1] mostraram que a recíproca da afirmação acima é
válida.

* Mas a procura de minimizadores globais não é um trabalho fácil, princi­

palmente quando o número de variáveis do problema é grande. E mesmo pontos

estacionários do problema (2.2.11) podem ser solução do VIP(F,N).
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2.2. RESOLUÇÃO DO VIP UTILIZANDO UM PROBLEMA DE OTIMIZAÇÃO

Logo, é interessante verificar sob quais condições um ponto estacionário

do problema (2.2.11) é uma solução do VIP(F,O).
Os termos (y'2)? e (x'v)? desempenham um papel importante na relação

de pontos estacionários de (2.2.11) e a solução do VIP(F,N)), principalmente
quandop= l ep>1.

Os teoremas a seguir darão condições suficientes para que pontos esta­
cionários de (2.2.11) sejam solução do VIP(F,N) parap=l1ep>1.

Vamos definir H, a matriz cujas colunas formam uma base do núcleo de
A.

Teorema 2.1. Se (1º, y”, 2, ut,v)E RE X IRL XK IRL X RV OX RT é um ponto
estacionário de (2.211), p>1le

H'[F'(x) + DDICNAA CAES): >O (2.2.12)

Então x* é solução do VIP(F,N).

Dem: (ver [1])

O teorema citado coloca condições para que pontos estacionários do prob­

lema (2.2.11) sejam solução do VIP(F,N) comp >1 O teorema a seguir
estende estes resultados para p = 1.

Teorema 2.2. Se (x*,y”,2", ut,u)E RI x RT x RT x RM x IRDé um ponto
estacionário do problema (2.2.11) com p= 1,

q

HF'(8) +S4];:Vº9(8))H > O (2.2.13)
i=1

e Vg1(x"), ..., Vg5(T*), 1, ..., Am são linearmente independentes onde a; (i =1,...,m)
são as linhas de A, então x* é solução do VIP(F,Q).

Dem: (ver [1])
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2.3. RESOLUÇÃO DO VIP USANDO PROJEÇÕES

Algumas observações merecem destaque:

: 1­ Devido à convexidade das is, nos teoremas 2.1, 2.2 podemos trocar a
expressão —H'[F'(x)+ >  [y"]:Vºgi(9)|)H por H'F(xI)H.

2­ É importante observar que o Jacobiano da F ser semi­definido positivo
não implica que pontos estacionários do problema de otimização 2.2.11 sejam

soluções do VIP(F,91) para p > 1. Em [1] são obtidas condições para que estes
pontos estacionários sejam solução quando o Jacobiano da F' é semi­definido

positivo.

Também em [1] foram estendidos estes resultados para F monótona, com

uma perturbação do tipo Tikhonov, ou seja

Fr(x) = F(x) + ex. (2.2.14)

Esta extensão tornou o operador F' fortemente monótono para todo k E

IN, condição importante para a unicidade da solução do problema VIP. A partir

daí conseguem­se condições teóricas para que a seqiência (r,) de soluções dos

problemas VI P(Fy, 9) convirja para a solução de mínima norma do VIP(F,9).

2.3 Resolução do VIP usando projeções

Nesta seção vamos considerar o VIP(F, 9) da seguinte forma:

Sejam 9) um subconjunto qualquer de IR" e F : IR” — IR” contínua,

monótona ou pseudomonótona.

Existem muitas estratégias para a resolução do VIP(F,9) usando pro­

jeções, principalmente quando F e ON têm estruturas especiais [17, 18, 19, 20, 21,

22,7, 13].
Entre estas podemos mencionar uma estratégia destacada em [7] que

consiste em gerar uma seqiiência (r;) onde:

Ti41 = Polx; — aF(x;)),

22
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2.3. RESOLUÇÃO DO VIP USANDO PROJEÇÕES

sendo 8) um subconjunto de JR” convexo e fechado e F fortemente monótona

e Lipschitz. Neste caso x* é solução do VIP(F,N) &> r(x*) = x* — Pol1* —
aF(x*))=O0.

O próximo resultado mostra que a seqiiência (x;) dada em (2.3.15) con­
verge para uma solução do VIP(F,O).

Para isto vamos supor que a F é Lipschitz com constante L e fortemente

monótona ou seja, existe y > O tal que (F(x) — F(y),7—y) > v|lx — y||.
Resultado: é : IR” — 9 onde Q(x;) = Polr; — aF(x;)] é uma contração

se a € (0,27/L).
Dem:

Sejam x; e xr;1 E IR”.

||Paítr: — aF(x;)) — Paítis1 — aF(x;i­1)))I|] <

lt; = aF(r;) — xn;, + aF(x; — ||? ==

li; — tis? — 20(rx; — Til, F(x;) — F(r;i­1)) +
a||F(x;) — F(xiz1)||.

Usando o fato de que a F' é fortemente monótona e Lipschitz e substituindo na

expressão acima temos:

||Paír; — aF(x;)) — Poalítis1 — aF(xi)))| <

lx; = tina? = 2a7/|x; = tal + aPU; = ia? =

lt; = xa [91 = 207 + o? 1?) (2.3.20)

Como a < 33 => 7) É e substituindo em (2.3.20) temos

||Palz; — aF(x;)) — Pa(zis1 — aF(gicy))IP < Bllzi small, — (2.321)
onde0 <6B <A.

=

Usando o resultado acima podemos afirmar que é admite um ponto fixo

isto é existe x* E R” tal que Ó(x*) = x*, logo a seqilência (r;) converge para x*

solução do VIP(F,9).
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2.3. RESOLUÇÃO DO VIP USANDO PROJEÇÕES

Uma outra estratégia também apresentada em [7] consiste em gerar uma
sequência (xr;) onde:

yui=Polti­aF(xr)) e  x41=Palti­aF(y). (2.3.22)

Esta estratégia requer para a convergência da sequência (x;) que a F seja monó­

tona, Lipschitz com constante L e a € (0,1/L).

­ A convergência desta sequência é provada da mesma forma que na es­

tratégia anterior.

A estratégia de resolução do VIP dada por Solodov e Svaiter [19] que
será apresentada nesta seção envolve uma geometria interessante do problema

VIP(F,O).
De um modo geral, esta estratégia gera uma sequência de pontos (r;) tal

que o ponto T;,1 é a projeção ortogonal do ponto rx; sobre a interseção de um
hiperplano e o conjunto 2, e este hiperplano separa x; do conjunto de soluções

do VIP(F,9).
Em primeiro lugar, vamos considerar o VIP(F,9) da seguinte forma:

F é contínua e 0) é um subconjunto qualquer de R” convexo e fechado.

A monotonia da F implica sua pseudomonotonia, mas nem sempre a

recíproca é válida. Quando a F for mencionada nesta seção vamos supor que é
monótona. Mas é importante ressaltar que os resultados que serão citados nesta

seção, também são válidos para F pseudomonótona (ver [19]).
A expressão Po|x] está relacionada com o seguinte problema de otimiza­

Palx] = argminyenlly — ||

(2.3.23)

Como S£) é convexo, o problema (2.3.23) é um problema de otimização

CONnvexa.

Encontrar Po[r] pode não ter um custo computacional barato, pois achar
esta projeção é equivalente a resolver um problema de otimização.
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Esta estratégia supõe que r; seja uma aproximação de uma solução do
VIP(F,9), então calcula­se Por; — F(x;)) e em seguida é feita uma busca linear
entre r; e Pnlxr; — F(x;)] para obter z; de modo que F(z;) faça um ângulo menor
que 90º com o vetor r(x;) = x; — Pnlrt; — F(r;)] e o hiperplano OH; = (x EM":
(F(%;),3 — zi) = O) é gerado de forma a separar x; do conjunto de soluções do
VIP(F,O).

Em seguida é computado r;,41 como a projeção de r; sobre a interseção

do hiperplano 9H; e o conjunto 0.

O próximo resultado validará a separação entre o ponto r; e o conjunto

solução do VIP(F,N) por um hiperplano.
Resultado: O hiperplano 9H, = (x E IR” : (F(z;),1 — zi) = O) separa

x; do conjunto solução do VIP(F,O).
Dem:

Sejam rx; uma iteração corrente do processo descrito acima, 2; obtido da

forma dada acima e x* uma solução do VIP(F,).
Como PF é monótona então

(F(2;) — F(19*), 4 =") > 0 => (2.3.24)

(F(2),247­2") > (F(4),1º 2). (2.3.25)

Como z* é solução do VIP(F, 9) então

(F(z;),1* — 2) <SO. (2.3.26)

Suponhamos que x; não é uma solução do VIP(F,N), como z; foi obtido de

forma que o ângulo entre r(r;) seja menor que 90º (graus) e pelo algoritmo 1 dado

abaixo 2; = 1; — mir(x;).
Então

Por (2.3.26) e (2.3.27) o hiperplano 3H; separa x; do conjunto solução do VIP(F,9)

­
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A figura abaixo descreve esse processo de projeção.

! Pol x;­FCS)]

Figura 2.1: Interpretação Geométrica da Estratégia de Projeção

Uma outra estratégia dada em [13] semelhante a esta primeiramente pro­

jeta x; sobre OH; depois sobre 9), mas foi verificado que a iteração x;41 gerada
por [19] está mais próxima do conjunto solução do que a feita em [13].

O próximo algoritmo descreve a estratégia dada nesta seção [19].
Antes de colocarmos o algoritmo é importante destacar que x* é solução

do VIP(F,N) se,esomente se, x* é uma raiz da função r(r) = x — Palx— F(x)]

ver [19].

Algoritmo 1

— Dados Iniciais 1, € N, 7 € (0,1) e a € (0,1).

1º passo: (Critério de Parada)
Calcular Polr; — F(r;)]
Se r(r;) = x; — Palt; — F(r;)) = O (Pare). Caso contrário

2º Passo: (Busca Linear)

Calcular 2; = rx; — mr(xr;) onde nm=7*" e
k; é o menor número inteiro k positivo que satisfaz

­
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(F(x; = 7r(x)),r(z)) >  allr(zal?

3º Passo: (Atualização r;)
Ti4+1 = Pona,li]

onde H; = (x E IR” : (F(2;),1 = 2) < O).
O propósito do próximo lema é auxiliar na prova de convergência da

sequência (r;) gerada pelo Algoritmo 1 para uma solução do VIP(F,N).

Lema 2.1. Suponhamos que a busca linear do Algoritmo 1 está bem definida.
Então é válido que

Ti+1 = Ponnulti] (2.3.29)

onde x3 = Pn,(x;).

­ Dem: (ver [19])

Pode se dizer que o teorema a seguir é um do principais resultados desta

seção.

Teorema 2.3. Seja F contínua e pseudomonótona e suponhamos que o conjunto

de soluções do VIP(F,N) é não vazio.

Então a sequência (xr;) gerada pelo Algoritmo 1 converge para a solução

do VIP(F,).

Dem: (ver [19])

Motivados por experimentos numéricos realizados em [19] os autores des­

ta estratégia fizeram algumas alterações no Algoritmo 1 que influenciaram em seus

experimentos numéricos.

A primeira alteração feita foi na forma de definir r(x) no Algoritmo 1,

que foi redefinido como r(x, 1) = x — Palx — uF(x)).
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Logo o novo Algoritmo fica da seguinte forma:
Algoritmo 2

Dados Iniciais 1, € N,7E (0,1) aE (0,1), n1 >0ed>L
1º passo: (Critério de Parada)

Calcular Palx; — F(x;)]

Compnutar r(x;, 1;) onde 1; = minfân, 1).
Se r(r;) =x; — Pnít;: — F(r;)) = O (Pare). Caso contrário

: 2º Passo: (Busca Linear)
Calcular z; = x; — mr(x;i, ui) onde n; =“u;

e k; é o menor inteiro &k que satisfaz

(F(x; ="uir(on)),reín)) >  alle(z on)? (2.3.30)

3º Passo: (Atualização r;)
Li+1 = PonH; [x]

onde H; = (xr € IR” : (F(z),x = 2) <O).
O próximo teorema é uma adaptação do teorema 2.3 para este novo

algoritmo.

Teorema 2.4. Se F é contínua, pseudomonótona e o conjunto de soluções do

VIP(F,O) é não vazio, então a seqúência (xx) gerada pelo Algoritmo 2 converge

à solução do VIP(F,O).

Dem: (ver [19])

Nesta seção também é importante destacar algumas vantagens e deficiên­

cias desta estratégia de projeção dada em [19].

1­ À convergência da seqiência (x;) tanto no Algoritmo 1 quanto no

Algoritmo 2 não necessitou que a F fosse diferenciável, o que caracteriza uma

vantagem desta estratégia sobre a estratégia dada na seção anterior [1], que ne­
cessita que a F' seja diferenciável.
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2.3. RESOLUÇÃO DO VIP USANDO PROJEÇÕES

2­ À existência do hiperplano OH; está fortemente relacionada com a

monotonia ou a pseudomonotonia da F.

3­ O baixo custo computacional desta estratégia é um fator importante.

4­ O fato de que em cada iteração dos Algoritmos dados nesta seção é

necessário calcular duas projeções sobre O) e ONH;, nos leva a fazer uma pergunta.

É sempre fácil fazer tais projeções ?
A resposta para esta pergunta é que existem subconjuntos convexos de

IR" onde esta projeção pode se tornar cara, o que caracteriza uma deficiência

desta estratégia.

Um exemplo onde isso pode acontecer segue abaixo:

Exemplo: Consideremos o seguinte subconjunto S1(n) de JR? formado
por n elipses com um ângulo de rotação a :
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Para ( n=6 )

N(6) = (x = (11,12) E Rº :X'RHRX<1, oa =0,30º,60º,90º, 120º, 150º)

cosa —sena 1/25 O
Onde R = eH=

sena cosa o 1/9

Figura 2.2: Região factível do Problema

No capítulo 3 será dada uma abordagem diferente do problema VIP(F,N)
como um problema de complementaridade mista MCP para superar a deficiência

desta estratégia.
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Capítulo 3

Estratégias propostas para a

Resolução do VIP

3.1 Introdução

Neste capítulo serão dadas as três estratégias de resolução do problema VIP(F,9)
propostas nesta dissertação.

3.2 Resolução do problema VIP utilizando a função de

Fischer­Burmeister penalizada

Nesta seção nós vamos considerar o problema VIP(F,N) da seguinte forma.

N=(rekh :g9(r7)<0,Ar=b,xr>0) (3.2.1)

eg: Rº > IRL,1i=1l..n,são funções convexas, pelo menos duas vezes

diferenciáveis, A E€ Rº*”" e F é contínua e diferenciável.

A proposta dada nesta seção consiste em uma alteração da função h

do problema (2.2.11) dado no capítulo 2, proposta por Andreani, Friedlander e

Martínez, convertendo o problema de otimização com restrições do tipo caixa

(2.2.11) em um problema de otimização sem restrições.
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3.2. RESOLUÇÃO DO PROBLEMA VIP UTILIZANDO A FUNÇÃO DE
FISCHER­BURMEISTER PENALIZADA

Esta mudança é importante já que agora a caracterização dos pontos

estacionários do novo problema de otimização, associado com o VIP(F,91), não
estará mais relacionada com os termos (y"z)? e (x'v)”, uma vez que estes termos

não pertencem mais à nova função h.

O novo problema de otimização associado ao VIP(F,SL) pode ser colo­

cado da seguinte forma:

min h(x,y,2,U,U)

T,y,2,u,yvE MR? XK IRK RX IR x IR?

h(x,y,2,u,v) = ||F(x) + 9'(1)'y + Au — v|l?º + aillz + 9(2)||º +
02||Ax — bl? + [d91(yY, 2) + dalx,v)),

01,02 > 0 e g'(x) é a matriz jacobiana de 4,

dx(a,b) =X [Ala +bi = /02+b2)+(1— 2)afbi]?
i=l

t=marxr(0,a;). (3.2.5)a;=

A função &, foi dada em [6] por Chen, Chen e Kanzow e utilizada na
resolução do problema NCP, é conhecida como função de Fischer Burmeister
Penalizada. O termo grp(a;, bi) = a; +b; — /a? + b? é conhecido como a função
de Fischer Burmeister.

A função dx, possui algumas propriedades importantes (ver [6]). Se con­
siderarmos 9x(x,y) = [Ar + y — VT +yº) + (1— A)ETyt]?, algumas destas
São:

a­ dx(xt,4) >O0, Vr>0,y>0e d(rt,y)=0O=>xy=0er,y>0

b­ 9x(x,y) = 0 VA(1,y) =0& S(1,y) =0 SA(z,y) =0

c­Sa (x,y) Z2(x,y) 20.
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3.2. RESOLUÇÃO DO PROBLEMA VIP UTILIZANDO A FUNÇÃO DE
FISCHER­BURMEISTER PENALIZADA

A função h deixa de ser duas vez diferenciável, em decorrrência de uma
das propriedades da Função de Fischer Burmeister penalizada não citada aqui (ver
[61). Logo deve­se tomar um certo cuidado no algoritmo utilizado para resolver
este novo problema de otimização.

Então a idéia geral desta proposta consiste em substituir os termos (y'2z)?
e (zu)? pela expressão

[dx(yY,2) + da(x,v)] (3.2.6)

tornando o problema original que era com restrições de caixa em um problema
de otimização sem restrições.

É importante ressaltar que Facchinei, Fischer e Kanzow propuseram em
[8] uma estratégia semelhante, mas ao invés de utilizarem a função 9x(a,,b;) =
Adre(a:,bi) + (1 — Aa;bF eles utilizaram grep(ai,bi) = a; + bi — Val +bleo
conjunto 9) era uma caixa.

Observa­se que se tomarmos À = 1, é, se reduz a órp, logo a estratégia

proposta por Facchinei, Fischer e Kanzow se torna um caso particular desta nova

proposta.

AÀ partir de agora vamos considerar o seguinte problema

min Rh(x,y,2,U,U)

x,y,2,u,vE RX RX IR X IR x IR”,

onde

h(x,y,2,u,v) = ||F(x) + 9'(2)'y + Au — vl? + osllz + 9(2)|[?º +

F é monótona e diferenciável.

O próximo teorema relaciona minimizadores globais do problema (3.2.7)

com as soluções do VIP(F,9).

Teorema 3.1. Se (x*,y*, 2”, u”,v*) é um minimizador global do problema (3.2.7)
e h(x*,y”, z*,u",v*) = O então x* é solução do VIP(F,O).
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3.2. RESOLUÇÃO DO PROBLEMA VIP UTILIZANDO A FUNÇÃO DE
FISCHER­BURMEISTER PENALIZADA

Dem:

se h(x*,y*, 2, ut,o”) = O então cada termo de À é nulo. Utilizando a
propriedade (a) da função é, temos

F(1*) + 9'(1*)'yº + AU = v*=0 (3.2.9

(3.2.10

yº,Zn, TLvi>O (3.2.12

)

)

(3.211)

)

)(3.2.13

As condições acima significam que x* satisfazem as condições K.K.T. do

seguinte problema de otimização

min(F(x*), 2)

sa zEf

(F(x),1) < (F(1),)) VzEO

(F(r,2=1x*) > (3.2.17)

Portanto x* é solução do VIP(F,9) =

Como a busca de minimizadores globais é um trabalho nem sempre fá­

cil, é interessante caracterizar pontos estacionários de (3.2.7) como soluções do

VIP(F,N). O próximo teorema relaciona pontos estacionários de (3.2.7) como

soluções do VIP(F,N).
Em primeiro lugar vamos definir H como sendo a matriz cujas colunas

formam uma base para o núcleo de A.

Teorema 3.2. Se (x,y, 2, ut,u)E RX IRL XK IRL XxX IRM OX RT é um ponto
estacionário de (3.2.7) e
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. RESOLUÇÃO DO PROBLEMA VIP UTILIZANDO A FUNÇÃO DE
FISCHER­BURMEISTER PENALIZADA

H'[F'(1) + 2 EV (A > O (3.2.18)

então x* é solução do VIP(F,O).

Dem:

se (x*,y*, 2*, u”, u*)é um ponto estacionário de (3.2.7), então satisfaz as

condições K.K.T., logo

[F(1*)' + 2, Vºgi(x*)ul(F(x") + 9'(1)'y + AP =") + (3.219)

2019 (x*)(2* + g(x*)) + 20: A'(Ax* — b) + Vada(x,vº) =0

9'(x)(F(x*) + '(24)'Y* + AP" =") + Vy/da(Y, 2) =O0

A(F(1*) + g'(4º)'yY" + A''=v")=0

—(F(x1*) + 9'(xYyY + A'p* = v*) + V.da(",v*) =O

201(2* + 9(8º)) + V.daA(/,27) =O

Para facilitar a demonstração vamos chamar

P=F(1)'+S Vgi(x")yi
i=1l

ss = F(x1*) + g'(1)'y* + A — v*

82 = 2* + g(x*)

Assim as condições K.K.T. podem ser escritas da sequinte forma

Ps, + 2019 (x*)'s2 + 20:A(Ax* — b) + Vada(X",U) =O,
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. RESOLUÇÃO DO PROBLEMA VIP UTILIZANDO A FUNÇÃO DE
FISCHER­BURMEISTER PENALIZADA

9'(2*)s1 + V/da(Y, 2) =O, (3.2.28)

As, =O, (3.2.29)

—s, + Vada(T,vi)=O, (3.2.30)

201(2* + g(2)) + V.da(Y,2) =O0. (3.2.31)

st [Ps] + 2019 (x*)'s9 + 203 A(Ax* — b) + Vada(X”,v*)] = O.

Por (3.2.29), s, € N(A). Então

sí!Ps, =­201819'(x*)'s2 — siV.adr(x,v”).

Usando (3.2.28), (3.2.30) e (3.2.31) obtemos

siPs1=—Vida(yY",2º) V.d1(Y",2) — Vida(x",vº)VidA(T,v*). (3.2.34)

Usando a propriedade (c) da função é, temos

stPsi<O. (3.2.35)

Mas usando a hipótese H'PH > O e por (3.2.29), então s, E N(A), logo s, = 0.
Usando este fato e substituindo em (3.2.27), (3.2.28), (3.2.30) e (3.2.31)
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3.3. "REFORMULAÇÃO DO VIP COMO MCP UTILIZANDO PROJEÇÕES
PARA A SUA RESOLUÇÃO

Usando as propriedades (a) e (b) da d,, sustituindo em s2º e usando que
(3.2.38) implica que x* é solução das equações normais, temos

da(r,vu)=O;

Pr(Y,z.*)=O;

z*+g9(x*)=O;

1|Ax* — bill =O0.

. logo

h (x,y, 2”, u”,v*)=0 e x* é solução do VIP

Nota­se que na demonstração acima não foi utilizada a convexidade das

restrições g;'s, um fato interessante, pois mesmo as restrições não sendo convexas

o conjunto O) pode ser convexo, por exemplo:

N=f(rn,19)' ER :1t>X3 e n,>O0) (3.2.43)

Este fato caracteriza uma vantagem em relação à estratégia dada por

Andreani, Friedlander e Martínez em [1] que necessita da convexidade das g,'s.

3.3 “Reformulação do VIP como MCP utilizando projeções

para a sua resolução

Nesta seção vamos propor uma estratégia de resolução do VIP(F,91) por meio
de uma reformulação do VIP(F,N) como um Problema de Complementaridade
Mista MCP.

Vamos considerar também o problema VIP(F,Q) com £) da seguinte
forma:

N=fíreMR':9(tr)<0,Ar=b, a<xs<b) a>—­co, b<oco, (3.344)

onde g; : IRº — IR, i=1,..,9, São convexas e pelo menos duas vezes diferen­
ciáveis, A E R”*” e F é monótona.
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3.3.” REFORMULAÇÃO DO VIP COMO MCP UTILIZANDO PROJEÇÕES
PARA A SUA RESOLUÇÃO

Tanto no Algoritmo 1 como no Algoritmo 2 dados no capítulo 2 existe

a necessidade de calcular pelo menos duas projeções ortogonais a cada iteração,

primeiro sobre 9), depois sobre a interseção de 5) com H;, o que consiste em

resolver dois problema de otimização a cada iteração, necessitando quase sempre

de algum software (toolbox) de otimização.

As perguntas que surgem são as seguintes:

1º­Será que estas projeções sempre são fáceis de serem calculadas ?

2º­Será que é possível utilizar estes algoritmos (1 e 2) sem usar algum
software de otimização?

* 3º­ Será que é possível colocar o VIP(F,91) de uma forma mais simples,

por exemplo, como um MCP ou NCP ?

A resposta para a 1º pergunta é que nem sempre o conjunto £) é simples

o que complica estas projeções.

A resposta para as outras perguntas é afirmativa e a estratégia aqui

proposta mostrará isso.

Dado o VIP(F,N), R. Andreani, J.M. Martínez and B.F. Svaiter em [2]
propuseram um reformulação do VI P(F,) como um problema de complemen­
taridade mista MC P(G) onde

F(x) + A'u + > 7, Voi(t)A:
Gí(r,1u,4) = b— Ar

—g(x)

O novo conjunto £2 fica da seguinte forma :

A=f(t,14,29) ERTN:ADO a<r<b). (3.3.46)

Algumas características importantes desta reformulação que foram de­
monstradas em [2] podem ser destacadas.
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3.3. REFORMULAÇÃO DO VIP COMO MCP UTILIZANDO PROJEÇÕES
PARA A SUA RESOLUÇÃO

1­ Se a função F do VIP(F,N) é monótona então o novo operador G
também é monótono em 9.

2 2­ Se (1*, 1”, A*) é solução do MCP(G) então z* é solução do VIP(F, 9)

Obs. A recíproca acima é válida se uma condição do tipo "constraint
qualification"(ver [2, 12]) é satisfeita em 9.

Logo a nossa proposta consiste em fazer uma reformulação do VIP(F,9)
semelhante à dada em [2] como um MCP(G), em seguida resolvê­lo usando a
estratégia de projeção dada por [19], pois projetar sobre uma caixa não é um

trabalho complicado, tendo assim uma solução para o VIP(F,N) por meio da
resolução do MCP(G), ou seja:

­ Dado VIP(F,N) é feita uma reformulação dele como MCP(G) onde

F(x) + A'h +3%, Va(t)N
G(r,1,A) = b— Ax (3.3.47)

—g(x)

O =f(t,1,4) E RMT: ADO a<xr<b). (3.3.48)

Então é resolvido o MC P(G) usando a estratégia de resolução dada na
seção anterior já que o operador GG também é monótono, obtendo assim uma

solução do VIP(F,N).

O próximo teorema validará esta relação entre a solução do VIP(F,9)
e ado MCP(G), este teorema é um caso particular da proposição 2.2 dada em

[12].

Teorema 3.3. Sejam 1, O: conforme definido em (38.93.44) e (3.93.48) respectiva­
mente e F,G conforme já foram definidas anteriormente.

Se (x*, n*, A*) é solução do MCP(G) então x* é solução do VIP(F,O)
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3.3. REFORMULAÇÃO DO VIP COMO MCP UTILIZANDO PROJEÇÕES
PARA A SUA RESOLUÇÃO

Dem:

Se (x*, u*, Nº) é solução do MCP(G) então

(G(x*, nº, AX), (t, 14,49) = (gh, A)) >O0 Vítu,A)ES (3.3.49)

Então
p

(F(x*) + AP* + Y AIVoi(T), 1 — x")
i=1

(3.3.50)

+(Ar bu pn) (98), AX) O

Se tomarmos em particular (x,0,0) tal que x € OQ e substituirmos em (3.3.50)

temos que

Pp

(F(1) + A'Wº +) NVA(8), 1 =X)
i=l

—(Ax* —b, un) + (9(2*), Nº) > O

Desenvolvendo (3.3.51) temos
Pp

(F(s'),2=2') >­(Apa=2)+DON(Vo(),1 0)
1=1

—(Ax* — b, ut) + (g(x*), A))

Usando o fato de que x* E N e gi(i = 1,...,q ) são converas e substituindo em
(3.3.51) temos que

(F(1*),19­x*) > ­ (rs) VreN
Como A? >0Oegír)<O0i=1,..,q, (3.3.52) implica que

(F(r),r—­x*) >O0O Vref.

Logo (3.3.53) implica que x* é solução do VIP(F,9).
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3.4. PERTURBAÇÕES DO TIPO PONTO PROXIMAL

Algumas características importantes desta reformulação merecem uma
certa atenção.

1­ Como usaremos a estratégia dada na seção 2.3 (Solodov e Svaiter) para
a resolução do MCP(G) e O é uma caixa, as projeções sobre a caixa se tornam
fáceis.

2­ Esta nova proposta utiliza o baixo custo computacional da estratégia

de projeção dada no capítulo 2, quando 2 é uma caixa.

3­ Pode ser desnecessária a utilização de ferramentas de otimização para

conseguir essas projeções.

4­ O número de variáveis aumenta conforme o números de restrições do

problema aumenta.

5­ Uma das idéias fundamentais desta estratégia não é só ser competitiva

em relação a tempo computacional com outras estratégias, mas também de fácil

implementação, ou seja, que não tenha necessidade de ferramentas de otimização

(toolbox) para sua implementação.

3.4 Perturbações do Tipo Ponto Proximal

Em casos especiais do problema VIP(F, 9) quando a função F' é monótona, pon­

tos estacionários de uma função de mérito associada ao VIP(F,0) são soluções

do VIP(F,N).

Mas em geral, mesmo que a F' seja monótona, isto não garante que pontos

estacionários desta função de mérito sejam solução do VIP(F,9).

Andreani, Friedlander e Martínez propuseram uma perturbação da função

F do VIP(F,9) da seguinte forma:
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3.4. PERTURBAÇÕES DO TIPO PONTO PROXIMAL

onde 0 < &+1 <E& VkEeNee >O0quandok—oco.
No trabalho [1] foi mostrado que a sequência (r,) de soluções do proble­

ma VIP(Fx,9) converge para x* solução de mínima norma do VIP(F,N) e esta
é única.

A unicidade desta solução vem do fato que se a F é monótona, Fx é

fortemente monótona, logo pelo corolário 3.2 [12] esta solução é única.
A proposta apresentada nesta seção consiste em fazer uma perturbação

da F' do tipo ponto proximal, ou seja, F.(x) = F(xr) + u(rx — x.) onde u > O pode
ser fixo.

A partir de agora vamos considerar o problema Prx41, como encontrar

Tr41 E O tal que

(F(x) + u(r—­ xXx), z­T4Ã) >O0O VrzEN. (3.4.55)

O próximo resultado é importante para garantir a unicidade da solução de Pr41.

Resultado: Seja Fx(x) = F(r) + p(r — x.). Se F é monótona então F, é
fortemente monótona.

Dem: Sejam x,y E IR”. Então

(Fr(x) — Fx(Y),1 —yY)

Usando a monotonia da F,

(Fr(x) — Fr(yY),1 —y) = (3.4.56)

(F(x) — F(y),2 =y) +u(z = y,1—y) > ulle —yl? (3.4.57)

Portanto Fx é fortemente monótona. =

Definição 3.1. Sej UC Re, U=(1* ER": (F(1),y­ x) >0 VyE O).
U é chamado conjunto de soluções do VIP(F,N) , que será denotado nesta seção

por SOL(VIP(F,Q)).

Os próximos lemas serão de grande utilidade na demonstração do prin­

cipal teorema desta seção.
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3.4. PERTURBAÇÕES DO TIPO PONTO PROXIMAL

Em todos os lemas vamos supor que F é monótona e o conjunto SOL(VIP(F,9))
é não vazio.

Lema 3.1. Sejam S= SOL(VIP(F,N)) ex E S. Se (rx) é uma sequência de

soluções dos problemas (Px41) então

llze+1 = || < ||, —2]| VEE IN

Sejam r.,11 solução do problema Pr11 e XE S. Então

(F(rx+41) + pf = TE), PT) O,

seguindo que

(Fl)6 =D) < pit o TX Ten)

Como a F é monótona e XZ E S, temos

(tr = TWT) O.

(Tk+41 = Th, XE tn) = (fx T+ 17,1 TkY+1) =
(rr1 = EXT tw) +(Eo­TnWI­T) 20,

(E­xrnntí­t) > |lE — ce |?

Usando o fato que
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3.4. PERTURBAÇÕES DO TIPO PONTO PROXIMAL

(Ex Te) <|lE— xe[LE tell,

=

Lema 3.2. Sejam (14,) uma sequência de soluções do problema (Px), (x;) e (xp)
duas subsequências de (x,) que convergem para u ev E IR” respectivamente,

então para todo 7 E SOL(VIP(F,O))

lu— X|]= | lv — || (3.4.67)

Dem:

Seja K = (1,2,3,...,) o conjunto de índices de (rx) e sejam (x;) e (xp) subse­
qiiências de (r,) tais que 1; > ue x, > uv, K,7 e Kz7 subconjuntos de K onde K,
é o conjunto de índices de (x;) e K> é o conjunto de índices de (x,).

Se 1; >u=>Ve>03j,E€ MK: para j>j, temos ||t;—ull<e (3.4.68)

Se 1;+>u=>VYó>03p,EMK: para > p, temos ||ty—ull<ó (3.4.69)

Esta demonstração será dividida em duas partes

1º Parte: |Ju— Z|| > ||u — ||
Suponhamos que existe 37 SOL(VIP(F,9))) tal que |lu— || < ||u — Z||.
Sejam K7 C K7 e Ko C Ka tais que se p E KR, e ] E Ka então para D > np. €
3 >Jjoélltka— || < ||x; — ||. Isto é possível pois (x1;) e (xp) convergem para u
e uv respectivamente e |[u— ZX|| < |ju — Z||.
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3.4. PERTURBAÇÕES DO TIPO PONTO PROXIMAL

Logo, se tormarmos p* € K1 e jr € Ka: p* < j* então ||t» — || <
I|xj­ — X|| uma contradição pelo lema 3.1, portanto ||u — Z|| > ||u — Z||.

2º Parte: |lu—Z|| < lu — ||

Suponhamos que 3 X SOL(VIP(F,9))) tal que |[lu—X||>|lu— ||
Sejam KcK e K2 C Ka tais que se p € K, ejeK, então para pp > p. €
j>Jjoellta— || > ||x; — Z||. Isto é possivel pois (x;) e (xp) convergem para u
e vu respectivamente e lu — || >| u— ||

Logo, se tomarmos p* € Ky e jr € Ka: p' > j* então ||1 — X|| >
|lxj­ — X|| uma contradição pelo lema 3.1, portanto ||u — X|| < |ju — ||.

Lema 3.3. Sejam (rx) uma segiúência de soluções de (Px) e (x;) uma subsequên­
cia de (xx) tal que x; > xX* ex Ox", então xt =x".

Dem: Seja z E SOL(VIP(F,0)) então

(F(xj+1) + pltj1 = 7), EX) O. (3.4.70)

Tomando o limite na expressão acima e usando o fato que a F' é contínua temos:

(F(x*) + ul" =x), XxX) >O. (3.4.71)

(F(1*) + p(2* —x*),3 — 2º) = (F(2º*) — F(Z)
nz" —x*),27—2")= (F(1º) — F(8),3— 0

(F(£),X— x) + p(d" = xn,X—X")

Usando a monotonia da F' e a expressão acima temos

to nt ox O ,t

, =
(r'=xnNI­X) > O.

(1 =I­1)=(1oX IX) +(E­XhX­X)D>O,
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3.4. PERTURBAÇÕES DO TIPO PONTO PROXIMAL

Ile" — ||?

(H­xhX­xX) < |leE­x*|| |l2—x*||coso.

onde 9 é o ângulo entre XT — 1? e X— x", então

coso||lx — x*|| > ||x— x*||.

Logo, pelo lema anterior
cos> 1 então cos= 1 e 0—=O0
Portanto XT­xt=z2­x* assim xt =x". "=

Lema 3.4. Se (xx) uma sequência de soluções de (P;) então (xx) admite uma
subsequência convergente para x*€ SOL(VIP(F,9)).

Dem: Pelo lema 3.1 temos que se 7 € SOL(VIP(F,9))

lt = TI < ||, —E|| VkE IV. (3.4.80)

lt = E|| <|lto = 2|| VkE IN. (3.4.81)

Então (r.) é uma sequência limitada pela bola de raio ||ro — Z|| e centro Z.

Isto significa que (rx) admite uma subseqúência (r;) convergente para

x* e pelo lema 3.3, — t;x41 > x". Ainda,

(F(tj1) +ultjin = TA,T= XT) >O0 Vref. (3.4.82)

Tomando o limite na expressão acima

(F(t),19—­x*) >O0O Vref, (3.4.83)

portanto x* €E SOL(VIP(F,9)). =

Pode se dizer que o teorema a seguir é um dos resultados mais impor­

tantes desta seção.
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3.4. PERTURBAÇÕES DO TIPO PONTO PROXIMAL

Teorema 3.4. Se (14) uma seqiência de soluções de (P,) então (xx) converge a

1' E SOL(VIP(F,O)) .

Dem: Seja K C IN o conjunto de índices da sequência (xx) .
Pelo lema 3.4 existe um subseqiiência (x;) de (rx) que converge para 1* E
SOL(VIP(F,S))).
Então dado e > O HjinEeM Cc K tal que para j > jo.

ligj =x*||<e.

Tomando k, E K de forma que ko > jo,

temos que para k > k,, pelo lema 3.1

lt =|| < lt, = | <e,

portanto tr, > x*.
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Capítulo 4

Experimentos Numéricos e

Conclusoes Finais

Nesta capítulo serão dados alguns experimentos numéricos comparando às es­

tratégias propostas nesta dissertação e algumas conclusões finais.

­ Para facilitar a notação vamos nos referir às estratégias da seguinte forma.

El: Estratégia proposta por Andreani, Friedlander e Martínez em [1].

E2: Estratégia proposta nesta dissertação usando a função de Fischer­Burmeister

penalizada.

E3: Estratégia proposta por Solodov e Svaiter em [19].

E4: Estratégia proposta nesta dissertação que usa a reformulação do VIP(F,9)
como um MCP.

4.1. Algoritmos

Nesta seção vamos descrever como foram implementadas as estratégias El, E2,
E3 e EA.

Nas estratégias E1 e E2 nós utilizamos a rotina constr.m do matlab versão

5.0 para a resolução do problema de otimização.

48

Ah
AVAVAY

3 4 5 6 7 unesp “.. 12 13 14 15 16 17 18



4.1. ALGORITMOS

Nas estratégia E3 e E4 nós utilizamos o Algoritmo 2 dado na seção 2.3

com os seguintes parâmetros iniciais a = 0.5, d=4, ni=1 e o=05e

implementamos no matlab versão 5.0 .

Tanto no passo 1 como no passo 2 do Algoritmo 2 dado na seção 2.3

existe a necessidade de resolver um problema de projeção, primeiro sobre O e

depois sobre HN$. Resolver este problema é equivalente a resolver um problema

de otimização convexa.

­« Na estratégia E3 para resolver este problema de otimização nós utilizamos

a rotina constr.m do matlab 5.0. Já na estratégia E4 também foi utilizado o

Algoritmo 2 dado na seção 2.3, mas nós propusemos uma nova forma de fazer a

projeção sobre 9H; NS, onde OH; é o hiperplano defindo na seção 3.3, de forma

que o ponto da próxima iteração fosse obtido de forma explícita, uma vez que a

projeção sobre $) quando 6) é uma caixa, é um trabalho simples.
Este processo em IR? pode ser descrito da seguinte forma:

Seja rx; a iteração corrente da sequência gerada pelo algoritmo 2 do méto­

do dado por [19]; primeiramente foi gerado £; como a projeção ortogonal de x;
sobre 9H;. Esta projeção pode ser feita de forma explícita (ver [19]): Se ; € OQ
então r;41 = Ti, caso contrário £; é projetado sobre NQ, neste caso uma caixa.

Seja p; esta projeção; a partir daí gera­se uma direção d; da seguinte forma:
1º­ Projeta­se p; sobre 9H; gerando j;;

2º­ Projeta­se j; sobre a caixa gerando pi;
3º­ di =p Pi

Após gerar d; toma­se esta direção que está sobre a fronteira da caixa até o

momento que intercepte o hiperplano 90H; gerando assim T;41.
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4.2. DESCRIÇÃO DOS PROBLEMAS E RESULTADOS NUMÉRICOS

À figura abaixo descreve este processo de projeção.

PcsaParF C)]
e

Figura 4.1: Projeção sobre On H;

4.2 Descrição dos Problemas e Resultados Numéricos

4.2.1 Problema 1 (Somax):

Vamos considerar o problema VIP(F,9) definido da seguinte forma

NO=(rEMRN :intÁI+. +In=N)

Neste caso os operadores F foram tomados da seguinte forma:

Fi(x) = (Inn +uu)z onde ue (fixo);

Fa(x) = (f(x), ..., fa(2))', fil) =erp(x(1))—
F3(x) = (fi(x),.., fi(n))I, filo) =exp(x(1)) +x1(1) — 1



4.2. DESCRIÇÃO DOS PROBLEMAS E RESULTADOS NUMÉRICOS

Em todas as estratégias nós tomamos xo = (0,0,...,0) e nas estratégias
El e E2 nós tomamos os valores dos parâmetros 9; = 1, 022 =50, ag =l1ep=L.

'* A tabela abaixo mostra o desempenho computacional das estratégias El
e E2 na obtenção da solução do VIP(F,9).

T.CPU(seg)

Dimensão(n) |E1/F, |E2/F, EI/F, E2/F, E2/F3
10 2,74 0,33 3,68 0,33 0,82

20 10,49 | 0,94 | 15,32 | 0,66 0,94
30 45,37 | 1,92 | 25,76 | 1,38 6,43

50 109,13 | 5,49 | 66,29 | 5,38 ­ 10,82

*.* : Não encontrou a solução.

A tabela a seguir mostrará o desempenho computacional das estratégias

E3 e E4 na obtenção da solução do VIP(F,9).

T.CPU (seg)

Dimensão(n) |E3/F; |E4/F, |ES/F3 |E4/P3 | E3/F3
10 0,01 0,11 0,06 0,27 0,06

20 0,06 | 0,22 | 005 | 039 | 005
30 0,11 0,33 0,11 0,55 0,11

950 0,22 0,66 0,27 0,77 0,22

100 0,93 1,98 0,82 1,38 0,82

200 4,23 8,62 4,23 2,86 4,29

500 53,77 | 9,17 | 54,71 | 50,37 | 53,71
Os problemas a seguir foram propostos em [11] .

4.2.2 Problema 2 (Fukushimal):

Considere o VIP(F,N) da seguinte forma:
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4.2. DESCRIÇÃO DOS PROBLEMAS E RESULTADOS NUMÉRICOS

N=f(x1,12,x3) E 1Rº : 17 +0.473 +0.6%78 — 1<O0)

2x1 + 0.213 — 0.5x2 + O0.1x3 — 4
F(x1,x29,13) = —0.5r71 + 12 + 0.123 + 0.5

0.5x1 — 0.2r2 + 2x3 — 0.5

Dados Iniciais das estratégias usados neste problema:

Nas Estratégias El e E2 o ponto inicial foi 19 = (2,2,2) 01 = 1, 9a = 50,

oz =lep=l.

Nas Estratégias E3 e E4 utilizou­se o ponto inicial ro = (0,0,0), o vetor
dos multiplicadores nulo e a solução do problema é x* = (1,0,0).

4.2.3 Problema 3 (Fukushima?2):

Considere o VIP(F,N) da seguinte forma:

N=Íf(r1,12,T3,T4,tT5) E RX, +XIZ+I3 2100,

Ta +r1s—120=0,x7;>0,i=1,..,5)

q 10x, + oa + 1000 À
15rx2 + os + 950

Fí(r1,T2, T3, La, xs) = 20r3 + 3000

2x7, + 20x, + 1000

V xo + 25x5 + 1300 /
: Dados Iniciais das estratégias usados neste problema:

Nas Estratégias El e E2 o ponto inicial foi ro = (10,10,...,10) e parãâ­
metros de penalização q) = 1, 6 =50 og = l ep=1.

Nas Estratégias E3 e E4 utilizou­se o ponto inicial xq = (80, 80,80, 80, 80),
o vetor dos multiplicadores nulo e a solução do problema é r* = (120,90,0,70,50).
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4.3. CONCLUSÕES FINAIS

T.CPU (seg)
Prob. El | E2 | E3 | E4

Fukushimal | 1,38 | 0,76 | 3,68 | 7,64

Fukushima2 | 0,22 |0,11 [| 1,16 | 0,11
Obs. Na estratégia El realizamos experimentos numéricos com p= 1 e

p = 2, mas observamos que com p = 2 o tempo computacional foi muito alto, por

isso não apresentamos os resultados com p = 2.

4.3 Conclusões Finais

Durante esta dissertação de mestrado foram estudadas estratégias já conhecidas

de resolução do VIP e foram propostas algumas novas estratégias de resolução do

VIP baseadas nestas já conhecidas.

À primeira estratégia proposta na seção 3.2 está relacionada com a es­

tratégia dada por Andreani, Friedlander e Martínez [1]. Nesta estratégia a adap­
tação da função de Fischer­Burmeister penalizada a função de mérito h acarretou

algumas características ao novo problema de otimização associado ao VIP.

(1) O novo problema de otimização deixou de ser um problema com restrições.
Este fato se deve às propriedades da função de Fischer­Burmeister penal­

izada.

(ii) A constante p dada na função de mérito do problema de otimização proposto

por Andreani, Friedlander e Martínez aparece na nova função de mérito, logo

a constante p não influencia a caracterização de pontos estacionários como

soluções do VIP.

(ili) À nova função de mérito não é duas vezes diferenciável, logo devemos tomar

cuidado com o algoritmo utilizado para resolver este problema de otimização.

(iv) Um ponto interessante nesta estratégia foi o fato de que não foi necessária a

convexidade das restrições g;'s, o que caracteriza uma vantagem em relação

à estratégia de Andreani, Friedlander e Martínez [1].
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4.3. CONCLUSÕES FINAIS

Observando os experimentos numéricos verificamos que a nossa estraté­

gia (E2) obteve um desempenho computacional melhor em relação à estratégia
proposta por Andreani, Friedlander e Martínez (El).

À segunda proposta dada na seção 3.3 esta relacionada com a estratégia
de projeção dada por Solodov e Svaiter em [19].

As projeções necessárias na estratégia dada por Solodov e Svaiter podem
se tornar difíceis dependendo do conjunto ON. Como na nossa estratégia nós

reformulamos o VIP como um MCP estas projeções se tornaram fáceis, o que

caracterizou um vantagem em relação a estratégia dada por Solodov e Svaiter .

Um outra vantagem está relacionada com a implementação desta nova

estratégia, uma vez que para implementá­la não foi necessária nenhuma rotina

de otimização para resolver as projeções. Já na estratégia dada por Solodov e

Svaiter existe a necessidade de uma rotina de otimização para se conseguir esta

projeção.

Em relação aos experimentos numéricos no problema 1 podemos observar

que a estratégia de Solodov e Svaiter (E3) obteve um desempenho computacional

melhor que a nossa estratégia (E4) quando a dimensão do problema é menor ou

igual a 100, mas a partir do momento que a dimensão do problema aumenta nossa

estratégia se comportou melhor.

Este fato se deve às características do conjunto 9). A partir do momento

que a dimensão dos problemas aumenta, o conjunto 6) ficou mais complicado,

tornando assim o passo de projeção necessário na estratégia Solodov e Svaiter

caro computacionalmente.

Já no problema 2 a estratégia Solodov e Svaiter (E3) se comportou melhor

que a nossa estratégia (E4), mas no problema 3, a nossa estratégia se comportou
melhor.

Na terceira e última proposta dada na seção 3.4, nós conseguimos resul­

tados teóricos bons que mostram a convergência da sequencia (r4) dos problemas

VIP(F,,9) à solução do VIP(F,9), utilizando a perturbação do tipo ponto
proximal.
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4.3. CONCLUSÕES FINAIS

Andreani, Friedlander e Martínez mostraram em [1] que a sequência (xx),
utilizando a perturbação do tipo Tikhonov converge a solução de mínima norma
do VIP(F,Q).

Na nossa proposta a solução obtida não é a de mínima norma, mas a

vantagem neste caso é que o problema se torna bem condicionado graças ao

parâmetro 1 que fica fixo, o que não acontece na estratégia [1] pois e — O
quando &k — oo.

De um modo geral, em todas as estratégias propostas conseguimos re­

sultados teóricos bons que contribuíram em relação às estratégias existentes para

resolução do VIP(F,N). Para as duas primeiras estratégias proposta obtivemos
resultados numéricos bons.

Continuando os estudos nesta área, uma opção seria estudar algoritmos

que resolvem projeções sobre uma caixa e a interseção com um hiperplano (ver
[15]), e testá­los na segunda estratégia proposta dada na seção 3.3 desta disser­

tação, buscando assim conseguir melhores resultados computacionais para esta

estratégia.
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