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RESUMO

UM ESTUDO SOBRE O PRINCIPIO VARIACIONAL DA MINIMA ACAO:
TEORIA, APLICACOES E UM EXEMPLO NA VARIEDADE DE GRUPO.

O objetivo maior desta dissertagdo € o de apresentar, além de um breve
estudo tedrico sobre Calculos das variagdes e o de sua interpretagdo a fisica como
um Principio da minima agdo - Principio de Hamilton -, estender sua aplicabilidade
da mecanica classica e da equagdo diferencial geométrica da geodésica as teorias de
gravitagdo e supergravidade.

Desenvolvido a partir de 1696 o célculo das variagdes tornou-se uma
disciplina matematica independente desde Euler (1707/1783). Sua aplicabilidade a
Mecanica Classica encontrou expoente maior em Hamilton, que desenvolveu o
Principio da minima agdo. Deste é possivel extrair a partir de uma integral as
famosas equagdes do movimento de Lagrange e portanto toda a estrutura da entdo
chamada Mecénica Analitica. Aplicando-o a Relativade Geral, é possivel extrair a
equagdo de Einstein no vacuo, e a supergravidade, as equagdes de campo.

AV
AVAYAY

1 2 3 4 5 6 7 unespmll ¥2: 4z 14 15 Te A9 18



ABSTRACT

A STUDY ABOUT THE MINIMAL ACTION PRINCIPLE: THEORY,
APLICATIONS AND AN EXAMPLE ON THE GROUP MANIFOLD.

The biggest objective of this dissertation is to present, besides a brief
theorical study about Variational calculus and its interpretation in the Physics like a
Minimal Action Principle - Hamilton’s Principle -, extend its applicability from both
Classical Mechanics and geometric differential equation of the geodesic, to the
gravitation and supergravity theories.

The Variational calculus developed since 1696, became an independent
mathematical discipline since Euler (1707/1783). Its applicability in the Classical
Mechanics found larger (bigger) exponent in Hamilton, who developed the Minimal

Action Principle, of which it is possible to extract from an integral, the famous
equations of the Lagrange’s motion and, hence, all the structure of the then called
Analytics Mechanics. Applying in to the general Relativity, it is possible to extract
the Einstein’s equation in the vacuum, and to the supergravity, the field equations.
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1-INTRODUCAO:

Juntamente com o problema de descobrir os valores maximos e minimos
de uma fungdo dada z = f(x), freqiientemente temos de encontrar o maximo  ou
minimo de entidades matematicas chamadas funcionais.

Funcionais sdo valores os quais dependem de uma varidvel através de uma
fungdo, ou de um numero finito de varidveis, ¢ os quais sio completamente
determinados por uma escolha definida destas fun¢des variaveis

B(x,y)

y=y(x)

Por exemplo, o comprimento / de uma curva ligando dois pontos dados no
plano ¢ um funcional por que seu comprimento é completamente determinado pela
escolha de uma fungdo definida y = y(x), o grafico que passa através destes pontos
(fig.1). Tanto quanto a equagdo da curva y=y(x) é dada, o valor / pode ser
calculado, isto é

(y() = [ 1+ y de

Do mesmo modo, a 4rea S de uma superficie ¢ um funcional. E totalmente
determinada pela escolha de uma superficie definida, isto €, escolhendo a fungdo
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z(x,y) que é envolvida na equagdo desta superficie z=z(x,y). Como ¢ bem
conhecido,

Sy =] | Jl +[§)2 [g]zdxdy,

onde D ¢ a projegdo desta superficie no plano x,y.

Os momentos de inércia de uma curva homogénea ou uma superficie com
relagdo a um ponto ou um eixo (linha imaginaria) ou um plano sdo também
funcionais. Seus valores sdo totalmente determinados pela escolha de uma curva ou
uma superficie, isto ¢é, escolhendo as fungdes desta curva e superficie
,respectivamente.

A resisténcia p, encontrada por um corpo fisico movendo com velocidade
dada num meio ¢ também um funcional.

O valor de p é determinado completamente pela forma da superficie deste
corpo, isto €, ¢ determinado pela escolha envolvida na equagdo desta superficie.

Todos estes exemplos tém uma propriedade em comum que € de fato um
aspecto caracteristico de todos os funcionais, € analogo ao aspecto caracteristico de
fungdes ordinarias. Dado um funcional v =v(y(x)), para cada fungdo y = y(x)
correspondera um numero unico v, similarmente a quando ndés temos uma fungéo
“ordinaria” z = f(x) para cada niimero x corresponde um nimero inico z.

Os calculos relativos a variagdo ddo métodos de descobrir os valores maximos
e minimos de funcionais. Problemas que consistem em descobrir o0 maximo ou
minimo de um funcional sdo chamados problemas variacionais.

Os calculos relativos a variagdo tém sido desenvolvidos desde 1696, e tornou-
se uma disciplina matematica independente com seus proprios métodos de pesquisa
depois de descobertas fundamentais de um membro da Academia de Ciéncias de
Petersburg L. Euler (1707-1783), que nds podemos dizer com boa razdo de ser, o
fundador dos calculos de variagdes.

Os trés problemas seguintes tiveram influéncia consideravel no
desenvolvimento do calculo de variagdes [1].

1 - O PROBLEMA BRAQUISTOCRONA. Em 1696 Johann Bernoulli publicou
um artigo no qual ele sugeriu para os matematicos o problema de determinar o
caminho de declinio mais rapido - o braquistocrona. O problema consiste em
descobrir qual curva ligando dois pontos dados A e B, ndo encontrando-se na
mesma linha vertical, tem a propriedade de que uma particula deslizando para baixo
sem atrito ao longo desta curva, de A a B, alcance B no mais curto tempo possivel

(fig2).
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E facil observar que o caminho mais rapido para deslizar para baixo ndo é
uma linha reta ligando os pontos A e B, embora a linha reta seja a linha mais curta
entre estes pontos. Quando movimenta para baixo numa linha reta uma particula
tém velocidade comparativamente vagarosa. Se a linha € imergida perto do ponto
de partida A, entdo seu comprimento aumentara, mas a parte maior dela sera feita
com mais velocidade. A solugdo do problema braquistocrona foi dada por Johann
Bernoulli, Jacob Bernoulli, Newton e de I’Hospital. Descobriu-se que a curva de
descida mais rapida € um cicloide.

2- O PROBLEMA DE GEODESICAS. Este problema é o de descobrir a linha
de comprimento minimo em uma superficie dada p(x,y,z)=0 e ligando dois
pontos dados nesta superficie (fig 3).

Tais linhas sdo chamadas geodésicas.

Temos que descobrir o minimo do funcional

l= J:rl\/l+y’2 +z%dx

onde as fungdes y(x) e z(x) devem satisfazer a condigdo ¢(x,y,z)=0. Este
problema foi solucionado em 1697 por Johann Bernoulli, mas o método de solugdo
geral deste tipo de problema foi dado por L. Euler e J. Lagrange.

3- PROBLEMA ISOPERIMETRICO. Este problema ¢ para descobrir a curva mais
proxima de um comprimento dado L, em tomo de uma area S que é maxima. Foi

12
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conhecido para os gregos antigos, que tal curva deve ser a circunferéncia de um
circulo. O problema consiste em descobrir o extremo do funcional S, sob a
condigdo adicional que o comprimento da curva seja constante, isto € ,0 funcional

z=f’\/5c(r)2 + y(t)2dt

¢ mantido constante. Tais condigdes adicionais sd3o chamadas condigdes
isoperimétricas.

Os métodos de descobrir as solugdes dos problemas com condigdes
isoperimétricas foram estabelecidas em detalhe por L. Euler.

Mostraremos no capitulo 2 alguns dos métodos para solucionar varios
problemas de variagGes. Nos capitulos seguintes dissertaremos sobre o Principio de
Hamilton ou o Principio da Minima Ag¢do, também chamado o “Principio da menor
acdo” [2] ou Principio da agdo minima [3], e suas aplicagdes em mecanica classica,
gravita¢do e finalmente uma aplicagdo em teorias na variedade de grupo.
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2. 0 METODO DE VARIACAO EM PROBLEMAS COM
LIMITES FIXADOS

2.1- A VARIACAO E SUAS PROPRIEDADES [1]

Os métodos de solucionar problemas relativos a variagdo, isto €, problemas
consistindo em descobrir 0 maximo ou minimo de funcionais, sdo muito iguais
aqueles descobrindo o maximo ou minimo de fun¢des ordinarias. Introduziremos a
teoria de maximo e minimo de um funcional lembrando o paralelo existente com
uma fung¢do ordinaria.

a) A variavel v € chamada um funcional dependendo de uma fungdo y(x), em que
v=v(y(x)), se para cada fungdo y(x), de uma certa classe de fungdes
corresponde um certo valor de v, isto €, para uma fung¢do dada y(x) corresponde
um nimero v.

b) O aumento ou a variagdo dydo argumento y(x) de um funcional v(y(x)) é a
diferenga de duas fungdes & = y(x)-y,(x). E assumido que o argumento y(x)
pertence a uma certa classe de fungdes.

c¢) Um funcional v(y(x)) ¢ dito ser um funcional continuo, se pequenas variagées de
y(x) sempre conduzem a pequenas variagdes do funcional v(y(x))
Esta defini¢do pode ser ainda mais precisa. A questdo origina-se com variagdes
da fungdo y(x), que é ela mesma um argumento de um funcional, cujas curvas
y = y(x), y=y(x) sdo consideradas mais proximas umas das outras.

Assume-se entdo que as fungdes y(x) ey, (x) estdo proximas uma das outras,
quando o valor absoluto das suas diferengas, y(x) - y,(x) € pequeno para todos os
valores de x para os quais as fungdes y(x) e y,(x) sdo definidas. Define-se assim
um sistema de coordenadas fechado. Em muitos problemas considera-se que tais
curvas sdo fechadas sistemas e as linhas tangentes em pontos correspondentes
tém diregdes proximas uma das outras. Isto €, em tais problemas, as curvas sdo
chamadas fechadas, quando n3o somente o valor absoluto da diferenca
y(x)-y,(x) € pequeno, mas também o valor absoluto da diferenga y'(x)- y;(x).

E algumas vezes necessario assumir que fungdes estdo proximas uma das outras
apenas quando o valor absoluto de todas as diferengas

YX)=3(x), y(x)-yix), ¥ x) =y x) ...y x) - yF (x),

sdo arbitrariamente pequenos.
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Por conseguinte, somos conduzidos a seguintes definigoes de proximidades.

Def. 1: Duas curvas y = y(x) € y, = y,(x) estdo proximas ou vizinhas no sentido de
proximidade de ordem zero se o valor absoluto de diferenga y(x)-y,(x) € pequeno.

Def. 2: Duas curvas y=y(x) € y, = y,(x) estdo proéximas ou vizinhas no sentido
de proximidade de ordem um, se os valores absolutos das diferengas y(x)-y,(x) €
y'(x)-y, (x) sdo pequenos.

Def. 3: Duas curvas y = y(x) e y, = y,(x) estdo préoximas ou vizinhas no sentido

de proximidade de ordem k&, se os valores absolutos das diferengas abaixo sido
pequenos:

@) =3, ¥ )=y () 5., YO () - 1 (x)

Duas curvas vizinhas no sentido de proximidade de ordem zero, mas nio
primeira-ordem préximas sdo mostradas na fig 4.

Fig. 4 Fig. 5

As coordenadas de pontos correspondentes estdo proximas, mas a diregdo de
linhas tangentes em tais pontos varia consideravelmente. Um exemplo de duas
primeira-ordem curvas proximas é dada na fig5.

Segue diretamente desta defini¢gdo que duas curvas vizinhas que sdo de ordem
proxima k-ésimas, sdo também proximas no sentido de qualquer ordem que é
menor do que k.

A definigdo de continuidade de um funcional sera entdo:
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d) Um funcional v(y(x)) € continuo ao longo de y = y,(x) no sentido de proximidade
de ordem k, se por um numero positivo arbitrario ¢ existe um .5> 0 tal que
[v(y(x) - v(3,(x))| < &, onde

y(x) -y, (x)| < S,
) -ysx)| <5,

PR ) -y <6

¢) Um funcional L(y(x)) é chamado um funcional linear se ele satisfaz as seguintes
condigdes:
L(cy(x)) = cL(y(x)), onde c ¢ uma constante  arbitraria, e
L(y,(x) + y,(x)) = L(y,(x)) + L(y,(x)) .

Por exemplo, o funcional L(y(x)) = J':’ (p(x)y +q(x)y’)dx é um funcional linear.

f) Se o diferencial Av=v(y(x)+&)-v(y(x)) de um funcional é da forma
Av = L(y(x),8) + B(¥(x),0y) max |8, onde L(y(x),6y) € um funcional linear em &y,
max |§{ ¢ o valor maximo de |§){, e B(y(x),5) - o, quando max|§| — o, entdo a
parte deste diferencial que € linear em &y, isto € L(y(x),0y) é chamada de
variagdo do funcional, e é designada por év.

A variagdo tem o mesmo papel na teoria dos funcionais como o diferencial
tem na das fung¢des ordinarias.

E também possivel definir o diferencial de uma fungdo ou a variagdo de um
funcional de outro modo. Vamos considerar o valor da fungdo f(x+aAx), onde x e
Ax sdo fixados e a € variavel. Fazendo a =1 obteremos o valor aumentado da
fungdo f(x+Ax) e colocando « = 0 obteremos o valor original f(x). E facil ver que
a derivada de f(x+Ax) com relagdo a « em « =0, é o diferencial de f(x) no

ponto x. De fato, de acordo com a regra geral para a diferenciagdo de fungdes
generalizadora.

a—if(x+an) = f(x+aA0)Aq = fr(x)Ax = df (x)

=0

O mesmo pode ser obtido para uma fungdo z de varias variaveis
independentes:

zZ= f(xpxz ,,,,, x,,)
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O diferencial pode ser obtido diferenciando a fungdo
[ (x, + aAx,,x, + aAx, ,...,x, + cAx,)

com relagdo a a, e entdo fazendo a = 0. De fato,

2 <7
—f(x, + aAx, ,x, + aAx,,...,x, + aAx, = E-—«-——Axf_d
a f(l 122 2 ) = 2‘ f

Do mesmo modo, para funcionais da forma v(y(x)), podemos definir a
variagdo como a derivada do funcional v(y(x)+ady) com respeito & a, em a = 0.
De fato se a variagdo de um funcional na parte linear principal do seu diferencial
existe, entdo este diferencial tem a forma

Av = v(y(x) + ady) - v(y(x)) = L(y,ady) + By, ady)|a|max|sy|

A derivada de v(y+ady) comrelagdo a a,em a =0 €

[ degsn Ay o L05a8)+ 5 (s) o Yalmaro)

Aa—0 Aa a0 & a—»0 (74

L(y,ady) s limﬂ(V(x),“5)’|“|’”“x|5yf - L(v,5),
a

a a—0

= lim
a—0

para

L(y,ady) = al(»,) € | mﬂ(}’(x),a@'a)|a|max|@z|

a—0

= limAW/(x),ady)max|dy| = 0

a—0

com B(y(x),ady) — 0 onde a — 0.

g) A variagdo de um funcional v(y(x)) é portanto dada por

17
= v(y(x) + ady)

a=0
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Def. 4: Um funcional v(y(x)) tem um valor maximo ao longo da curva y = y,(x), se
todos os valores deste funcional v(y(x)) ocorrem ao longo da vizinhanga arbitraria
para y = y,(x) e ndo sdo maiores do que v(y,(x)), isto € Av=v(y(x))<0. Se Av<0 ¢
Av=0 apenas quando y(x) = y,(x), entdo dizemos que o funcional v(y(v)) tem um
maximo absoluto ao longo da curva y=y,(x). Similarmente definimos a curva
¥y =y,(x) ao longo da qual o funcional tem um valor minimo. Neste caso Av>0
para todas as curvas suficientemente proximas da curva y = y,(x).

Teorema 1. Se a variagdo de um funcional v(y(x)) existe, € se v tem um maximo
ou um minimo ao longo de y = y,(x), entdo év =0 ao longo de y = y,(x).

Prova do teorema para funcionais: Quando y=y,(x) e & sdo fixados,
v(y, (%) + ady) = p(a) € uma fungdo de a a qual atinge um maximo ou minimo para
a=0.

Consequentemente ¢'(0)=0 ou é‘iv(‘y°(x)+a5y) =0, isto é 6v=0. E
a

a=0

consequentemente a variagdo de um funcional desaparece ao longo destas curvas
que fazem o funcional um extremo.

A nogdo de extremo de um funcional é mais precisa. Por um maximo ou um
minimo, ou mais precisamente, um relativo maximo ou minimo, queremos dizer o
maior ou o menor valor de um funcional entre aqueles valores que sdo obtidos ao
longo das curvas vizinhas. De qualquer modo, como mostramos acima, a no¢ao de
estagnacdo pode ser introduzida em uma variedade de modos diferentes, e além
disso quando conservado sobre maximo e minimo a ordem do estreitamento deveria
ser apontada distintamente.

Se a curva y = y,(x) faz um funcional v(y(v)) um maximo ou minimo na classe
de todas as curvas para as quais o valor absoluto da diferenga y(x)-y,(x) é
pequeno, isto € na classe de todas as curvas vizinhas de y =y (x) no sentido de
estreiteza de ordem zero, entdo tal maximo ou minimo é chamado forte.

Se a curva y = y,(x) faz um funcional v(y(x)) um maximo ou minimo, apenas
na classe de curvas vizinhas de y = y,(x) no sentido de extremidade de primeira-
ordem, isto € com relagdo a todas as curvas que ndo sdo apenas de modo
coordenado proximas para y=y,(x), mas coordenadas ¢ de modo de declive

proximas para y = y,(x), entdo tal maximo ou minimo é chamado fraco.

Obviamente, se uma curva y = y,(x) faz um funcional um maximo forte (ou

minimo), entdo esta faz também este mesmo funcional um maximo fraco (ou
minimo), desde que qualquer curva vizinha no sentido de proximidade de primeira-

18
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ordem é também proximo no sentido de proximidade de ordem zero. Ainda é
possivel que um maximo fraco (ou minimo) seja obtido ao longo de uma curva
¥ =y,(x), mas ndo ¢ um maximo forte (ou minimo). Para isso, pode acontecer que
ndo haja modo coordenado e deslize préximo curvas para y = y,(x) para as quais
v(¥(x)) > v(),(x)) (em caso de um minimo v(y(x)) < (y,(x))), mas entre aquelas
curvas as quais sao apenas de modo coordenado préoximo, podemos encontra-las ao
longo das quais v(y(x))>v(y,(x)) (em caso de um minimo v(y(x)) <v(y,(x))). A
distingdo entre extremo forte e fraco ndo faz qualquer diferenga para prova de
condi¢do fundamental necessiria para um extremo. Esta distingdo contudo é
essencial.

Deveria ser observado que se uma curva y = y,(x) faz v(y(x)) ter um extremo,

entdo ndo z;penas aiv(yo(x)+a5y) =0, mas também %v(y(x,a)) =0, onde
a

a=0 a=0
y(x,a) € uma classe arbitraria de curvas admitidas, tal que, para a=0 ¢ a =1,
y(x,a) torna-se y,(x) ou y,(x)+dy respectivamente. De fato, v(y(x,a)) para
qualquer escolha especifica de « determina uma curva da classe y(x,a) e
consequentemente um valor do funcional v(y(x,a)).

Desde que yo(x) faga v(y(x)) um extremo, esta fun¢do, também, tem um
extremo em @ = 0, e por esta razio sua derivada desaparece em @ = 0
Consequentemente

7
gv(y(x,a i

a=0

mas em geral esta derivada ndo coincide com a variagdo do funcional, embora
como tem sido apenas mostrado ela desaparece junto com OV ao longo das curvas
dando o extremo do funcional.

Todas defini¢des desta seg¢do tdo bem quanto o teorema fundamental, pode ser
extendido quase sem alteragdes para funcionais envolvendo algumas fungdes
independentes

v(yl (x)’yz(x)a'":yn(x))

ou uma ou mais fung¢des de algumas variaveis
v(z(x] 9x2 LD s'xn )) ’

V(2 (X0 205 00,X, )2 (0 0 1 X ) s 2 (X 0% 0. X))
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Por exemplo, a variagdo év e um funcional v(z(x,y)) pode ser definida

também como a parte linear principal do diferencial

Av = v(z(x,y) + &) — v(z(x,y)) ,

que € linear com respeito a ¢z, ou como a derivada com respeito @ um parametro
no valor inicial do pardametro
7
= z(x,y) + a&z)| p

Se z= z(x, y) faz o funcional v ter um extremo, entdo v = 0 ao longo de

z=2(x,y), para v(z(x,y)+ad) ¢ uma fungio de @ a qual de acordo com a
suposigdo apenas feita, obtém um extremo em @ = 0 e por esta razdo sua derivada
com respeito a @ em a = 0 desaparece

%v(z(x, )-i—c:r.:‘:?z)[ﬂ_(i =0 ou ov=0

2.2 - EQUACAO EULER

Vamos examinar um funcional da forma mais simples

M) Ah) = [ Al (s

Y 4
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onde os pontos finais ,V(x(]) =Y, € y(xl) = ), de curvas admissiveis sdo fixados
(fig.6). E também assumido que a terceira derivada da fungdo F (x, ¥, y’) existe.

Sabemos que uma condig¢do necessaria para um extremo de um funcional é
que sua variagdo desaparega.

Vamos mostrar como este teorema fundamental aplica-se ao funcional em
questdo. Vamos assumir que se um extremo ocorre ao longo de uma curva

y= y(x) possuindo uma derivada de 2* ordem. Tomamos qualquer curva
admissivel y=y"(x), vizinha para y=y(x), e estabelecemos uma familia de
curvas de um parametro

@) = Wx) + ey (x) - )

contendo as curvas y = ¥(x) e y=y'(x). Quando @ = 0 temos y = ¥(x), e quando
a =1 nés temos y=y'(x) (fig.7). Como ja sabemos, a diferenga y'(x)—y(x) é
chamada uma variagdo da fungdo y(x), e ¢ designada por dy. A variagio &y

desempenha o mesmo papel em problemas variacionais como o diferencial Ax da
variavel independente faz no exame de uma fung¢do ordinaria f(x). A variagdo

& = y'(x)- y(x) é uma fungdo de x. Esta fungéo pode ser diferenciada uma vez ou

mais, e temos (&) =" (x)-y'(x)=38, isto é, a derivada da variagdo é a
variagdo de uma derivada ¢ do mesmo modo:

(8) =¥ (®)-y(x)=6",

Vamos considerar uma familia y = y(x,a) ou y=y(x)+ady, que para
a = 0 torne-se uma curva dando o funcional um extremo, € para @ =1, em uma

certa curva admissivel vizinha, chamada curva de comparagao.
Consideremos os valores do funcional

v(y(x)) = I:F(x,y,y’)dt

que estdo ao longo das curvas de uma familia y = y(x,a) apenas, entdo temos uma
fungdo da variavel «a :
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v(y(x,a' ) =g(a) ,

e portanto o valor v( y(x,a)) do funcional depende apenas de uma escolha

particular do parametro & . Desde que para @ = 0 temos y = y(x), segue que para
a =0 esta fungdo admite um extremo com relagio a qualquer curva vizinha
admissivel e, em particular, com respeito a qualquer curva vizinha da familia
= J(x,a) . Como é bem conhecido, a condigdo necessaria para que a fungdo ¢(a)
tenha um extremo para @ = 0 é que para a = 0 sua derivada deva desaparecer,

'(0)=0.
Desde que

ola]= [ Flx.y(x. ).y (x.a)ie

o'(a)= J[F —y(x a)+F, —y(x a):|sk

Por causa das relagdes

o o
/5@ =) +ad) =&

2 (y(x)+asy) =&

Zrea)- 2

oa

segue que

.‘VAY‘V
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9'(a)= .[:[Fy (x,y(x,a),y'(x,a))dy 2 (x,y(x,a),y’(x, a))cﬁz']dx ]
9'(0)= [ £ (x Ax), y(x))ay + F, (x, 1),y (x)) 6 i .

Como temos observado, ¢'(0) é chamada uma varidvel do funcional e ¢

designada por év. A condi¢do necessaria para um funcional v ter um extremo ¢ que
sua variagdo deveria anular-se (év = 0).
No caso do funcional

) = [ Fl.y.y

esta condi¢do é consequentemente

[ (Eo+F,0 =0,

Integrando por partes o segundo termo, e lembrando que &' = (&), temos

S = [Fy_ 5y]: +J:;I [Fy —%Fr )Jydr _

Desde que todas as curvas admissiveis passem através dos pontos finais
fixados, segue que

5y|x=xa = y'(xo)-y(xo) =0 e
63’]::-::, =y'(x)-Hx)=0,

€ consequentemente

Consequentemente, a condigdo necessaria para um extremo tem a seguinte
forma
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o 151w,

S d
onde o primeiro fator F, _EF i ocupado ao longo da curva y = y(x) que faz v

um extremo € uma certa fungdo continua, e o segundo fator dy pode ser uma
fungdo arbitraria sujeita apenas a algumas condigdes gerais, para que a fungédo de

" comparagdo y=y'(x) fosse escolhida arbitrariamente. Esta condi¢do é que a

fungdo Jdy deveria desaparecer nos pontos finais x = x, € x = x,, deveria ser uma
fungdo continua com primeira derivada ou com derivadas de ordem maiores e
também seu valor absoluto |5)| deveria ser pequeno, ou ainda seu valor absoluto
|8 e o valor absoluto de sua 1° derivada || deveriam ser pequenos.

Para fazer a condigdo (2) mais simples, o seguinte lema sera util.

O lema fundamental do célculo de variacdes. Se uma fungdo P(x) ¢é
continua em um intervalo (x,,x,) € se

J[ o()nfx)as = 0
para uma fungdo arbitraria 7(x) sujeita & algumas condigdes de carater geral
apenas, entdo ®(x)=0 por toda parte do intervalo x, <x <x,. Por exemplo, as
condigdes que 7(x) deveria ser uma fungdo diferencidvel de 1* ou ordem mais alta,
que fi(x) deveria desaparecer nos pontos finais x,, X, e |7)(x)| <& ou ambos

Imx) <ee|n(x)<e.

Prova: Suporemos que num ponto X = X" do intervalo x, S x<x, ; CD(JC‘) #0, e
entdo mostraremos que isto conduz a uma contradi¢do. De fato desde que (D(x)
seja continua e ®(x) # 0, segue que existe uma vizinhanga X, < x < x; do ponto x’
por toda parte da qual (I)(.x) tem um sinal constante. Agora, se escolhemos a

fungdo rz(x) tal que ela também tenha um sinal constante nesta vizinhanga e
desaparega em qualquer outro lugar (fig.8) entdo temos

[ D) = [/} o(en(x)ae = 0

*o
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para o produto (D(x)q(x) , € tem um sinal constante por toda parte do intervalo
Xy < x < x; e desaparece do lado de fora.

Fig. 8

Temos consequentemente (por esta razdo) obtido uma contradi¢do, e por 1sso
®(x) = 0. Por exemplo, podemos escolher a fungdo 7(x) como segue:

n(x) = k(x - x;)h(x —-X] )2"

no intervalo x, <x<x, , onde # é um numero inteiro positivo € K ¢ um nimero
constante, ¢ 77(x) = 0 em outra parte.

Obviamente, esta fungdo satisfaz a condigdo do lema, ela tem todas as
derivadas continuas elevadas a ordem 2n-1, e ela desaparece nos pontos x, € X;, e

seu valor absoluto tanto quanto o valor absoluto das suas derivadas pode ser feito
tdo pequeno quanto necessario pela escolha do coeficiente £ tal que seu valor
absoluto seja suficientemente pequeno.

Observagio: Podemos provar similarmente que se a fungdo ®(x,y) ¢ continua no
dominio D do plano X,Y, e IDI¢(x, y)(x,y)dxdy =0 para todas fungdes
arbitrariamente escolhidas U(x, y) satisfazendo apenas algumas condigdes de tipo
geral, entdo ®(x,y) =0 no dominio D. Por exemplo, condigdes deste tipo sdo tais
que n(x, y) deveria ser continua, deveria ter primeiras derivadas ou derivadas
elevadas a uma certa ordem mais alta, deveria desaparecer no limite de D, e |7] < &

, |7'| < & , || < €. Por exemplo, na prova do lema fundamental, podemos definir
uma das fungdes n(x,y) como segue:
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)= k((x ) +(y-¥) - Sf)"‘”

no interior de um circulo com o centro em um ponto (x',y‘) e um raio

suficientemente pequeno &;, o ponto (x' : y‘) sendo entdo escolhido este
(D(x',y‘)zﬁ 0,e

iy(x,y) =0

na parte restante de D . (fig.9)

Nos agora aplicaremos o lema fundamental e simplificaremos a condigdo

X d
a)Liﬂ—afJ@¢=o,

para um extremo da forma mais elementar de um funcional (1). Todas as

suposi¢des do lema satisfazem o fator F,——F obtido ao longo de uma curva

dx
y = y(x) dando um extremo como uma fung¢do continua, e a variagdo Jy € uma
fungdo arbitraria com algumas restrigdes, de modo geral consideradas no lema.
Consequentemente, temos que ao longo da curva que faz o funcional v ter um
extremo y = y(x) ¢ uma solugdo da equagdo diferencial de 2 ordem

d
F,-—F

b

ou escrita explicitamente
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E~F,~F,y ~Fy=0.

Esta equagdo ¢ chamada a equagdo Euler, depois que Euler a obteve em
1744. As curvas integrais y=}(x,C;,C,) da equagdo Euler sio chamadas
extremais. Apenas extremais podem fazer o funcional

Yo(x)) = [ Flxy.y

ter um extremo.

Para descobrir uma curva fazendo o funcional (1) um extremo, temos que
solucionar a equagdo de Euler, e entdio determinar as constantes arbitrarias
envolvidas numa solu¢do geral desta equagdo fazendo uso das condigdes nos

pontos finais y(x)=y, , »(x)=» . Apenas aqueles extremais 0s quais
satisfazem estas condigdes podem produzir um extremo.

Exemplo 1: Quais curvas fazem o funcional Wy(x)) = -y )a!x 10) =

1
y(—z-zr) =1, ter um extremo?

A equagdo Euler é y"+y=0, com y=C cosx+C,senx como uma
solugdo geral. Fazendo uso das condi¢des nos pontos finais temos C, =0,
C, = 1.Consequentemente, apenas a curva y = senx pode dar um extremo.

Considere agora a fungdo F linear em y’ ; entdo:

F(x,y,y') = M(x,y)+ N(x,y)y" ;

0) = [2(MGs)+ Nx) L)




A equagdo Euler é

esta ¢ apenas uma identidade funcional, ndo uma equagdo diferencial. Em geral a
curva

el Tl

& &

ndo satisfaz a condigdo limite, e consequentemente como uma regra, um tal
problema variacional ndo tem solugdo entre fungdes continuas. Se

Gl il

@y & °

entdo Mdx + Ndy é um diferencial exato e

dy X
(M N dx]dx = L (Mdx + Ndy)

ndo depende do caminho particular de integragdo, e consequentemente o funcional
tem 0 mesmo valor constante ao longo de toda curva admissivel.

Exemplo 2:

v(M(x)) = E(y+xy’)dx ou Vyx))= -[:(ydx +xdy) ,
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Axo)=vo . Hx)=x.

A equagdo de Euler é a identidade 1 = 1. A integral é um diferencial exato
e consequentemente a integral

v(y(x)) = _[: d(x}’) =8N =% ,

ndo depende na curva de integragdo.

Considere que F depende apenasde X e ' :

F=F (x, y’),
A equagdo Euler

tem uma curva integral F}(x,y') =C,, e como esta equagdo de primeira-ordem
F,(x,y') = C, ndo envolve y, ela pode ser solucionada também solucionando a

para y’ e integrando, ou introduzindo um parametro aproximadamente escolhido.
Suponha agora que F depende apenasdeye y”.

F =R,y
A equagdo Euler é

B ~Fyy ~Fpy" =0,

para [, = 0. Se multiplicarmos ambos os lados por y’, entdo o primeiro membro
d(F-yF,)

= . De fato,

da equagido de Euler transforma-se em uma derivada exata

d ’ )
e (B20il) = BV B =B, = F y* = B, yy = y(E, = £, =B ).

Consequentemente, a equagdo de Euler tem uma primeira integral

F_yfF}'"=cl)
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e desde que esta equagdo de primeira-ordem ndo envolve x explicitamente, ela pode
ser resolvida solucionando-a para y’ , pela separagdo de variaveis ou pela
introdugdo de um parametro.

2.3 - FUNCIONAIS DA FORMA [ F(%,3,,Y 30020V sVsrs Vi)

Para obter a condigdo necessaria para um funcional de forma mais geral

Xy

YV2srsVn) = | FEI1V0ees Vs Vi Yareenr VYA

Xo

ter um extremo com valores limites prescritos para todas as fungées

yl(x0)=y10’ yz(xo):yzoa e s yn(xO)zynO

yl(xl) = Mib J’2(x1) =Yas. e yn('xl) =¥Vm

modificamos apenas uma das fungdes, para algum j

em um tempo, mantendo todas as outras fung¢des fixadas. Fazendo entdo o funcional
v( Vi Vars y,,) transformar-se em um funcional dependendo apenas de uma fungéo

que esta sendo variada, por exemplo em y (x),

v(yl:yza'")yﬂ):v(yf) 4

Consequentemente a fungdo que a faz ter um extremo deve satisfazer a
equagdo Euler.

d
F, == F,=0

Desde que este argumento se aplica para cada fungdo y;, i =1,2,...,n, temos
um sistema de equagdes diferenciais de segunda-ordem
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a qual, em geral, determina uma familia de curvas integrais no espago de 2n-

pardmetro X,),,Y,,...,Y, - a familia de extremais para um problema variacional
dado.
Em particular, se o funcional depende apenas das duas fungdes y(x), z(x),

Wx).z(x)) = [ Fry.z.y 2 )
Ked=v o )=z Sx) =y, Wezx)=z,;

VLA

Fig. 11

isto €, qualquer espago curvo y=y(x), z=x(x) (fig.11) determina um valor deste
funcional, entdo variando apenas y(x), z(x) sendo fixado, estamos variando a curva
de tal modo que sua proje¢do no plano x, z se mantém fixada, e consequentemente,
a curva se mantém no cilindro z=z(x) por todo o processo inteiro de variagio.

Do mesmo modo, fixando y(x) e variando z(x), estamos variando a curva de
modo que ela se mantém colocada no cilindro y=y(x) por todo o processo de
variagdo. Entdo, fazendo isto, obtemos um sistema de duas equagdes de Euler

d d
bypoahe = Qe Hassl=0
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2.4 - FUNCIONAIS ENVOLVENDO DERIVADAS DE ORDEM
MAIS ALTA

Examinamos o extremo do funcional

W(50) = [ Fe). /()i

onde a fungdo F tem derivadas parciais de ordem n+2 com relagdo a todos
argumentos. Assumimos também que as condigdes limites sdo da forma

y(xo) T yo’ y’(xO) = y{l: i > y(”‘l)(x()) by y(}(n‘l) ]

y(x,) 1 y'(xl) = VPiar s G y("-l)(xl) e yl{n—l) ,

isto é, ndo apenas as fungdes admitidas empregam valores prescritos nos pontos
finais, mas também suas derivadas acima da ordem n-/ . Suponha que uma curva

diferenciavel 2n vezes y = y(x) dé um extfemo, e suponha y = y'(x) é uma certa
curva de comparagdo, a qual é também diferenciavel 2n vezes.
Consideramos uma familia de fungGes de um pardmetro

@) = W)+ ey’ () -5(2) ou
Wx,a) = Yx) +ady
Para a=0, yx,a)=y(), e para a=1, y(x,a)=y(x), se nbs
considerarmos os valores tomados pelo funcional v( y(x)) ao longo das curvas da

familia y=y(x,&) apenas, entio este funcional transforma-se numa fungdo
ordinaria de parametro @ que tem um extremo para & = 0. Consequentemente,

d;‘ixv()’(xaa))lno =0

Como na se¢do 1.1 esta derivada é chamada uma variagdo do funcional v,
designada por év,

A il erea) )b is]| = [ (o et

Integrando o 2° termo do lado direito por partes, temos
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[1Eavis- (5o, - [ 2rou

Similarmente, integrando o 3° termo por partes duas vezes, temos

[ Fpoyde=[E.y ] —[;xﬂ..ay}xl + j::x—zzb;,.aydx ,

e assim por diante, o ultimo termo sendo integrado por partes n vezes,
j' F &/ "dx =|F =" F 5y("“’-) + +(-1)" j iy Sydx
("] {ﬂ) £ it %o dx" y(") .

Lembrando que os pontos finais x=x, , y=y, sdo fixados, e
consequentemente que todas as variagdes tomadas nestes pontos desaparecem,

= ="= .. ="V =0 , finalmente temos

5v=j:(  + . et (21" :: F(,,,]éydx

Desde que ao longo da curva dando um extremo temos

5"‘Ixo[F —%F +%F Fpermos (1) ”)5ydx 0

tomando Jdy arbitrario, e desde que o 1° fator da integral considerado ao longo da
curva ¥ = Y(Xx) é uma fungdo continua de X, segue do lema fundamental que este
primeiro fator € identicamente zero,

d d? n d"
F“EF +'EF 4 5l +("‘1) (,,) --0

Consequentemente, qualquer fungdo que produza um extremo do funcional

@) = [ Fleyy sy e,

deve satisfazer a equagdo
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2

F:V dx dx2

Esta equagdo diferencial de ordem 2n é chamada a equagdo de Euler-
Poisson, e as curvas integrais destas equagdes sdo chamadas extremais do problema
variacional. A solugdo geral desta equagdo envolve 2n constantes arbitrarias, as
quais podem ser determinadas, como uma regra das condig¢des de limite 2n

Y(xo)=y0, y'(x°)=y(;: LRI > }’(H_l)(xo)=y0("-1) 3

He)=n Y(E)=0 o P ) =0

Se o funcional v tem a forma

W) 20) = [yt 2

entdo variando apenas y(x) e mantendo z(x) fixado, descobrimos finalmente que
qualquer par de fungdes y(x), z(x) que nos leve a um extremo deste funcional deve
satisfazer a equagdo Euler-Poisson

d ,.d"
FJ,—EF;,& FRE (= 1) ()‘“0

e variando z(x), mantendo y(x) fixado obtemos que ambas estas fungdes deveriam
também satisfazer a equagio

d m
E-—F+ . +(-1) —F(,,,)

Consequentemente, as fungdes z(x) e y(x) devem satisfazer o sistema de duas
equagdes

nd
ot e ot %

=15 1)"'
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A mesma linha de argumento se aplica na discussdo de extremo de funcionais
similares dependendo de um numero de fungdes arbitrarias

v(yl’yz’."’ym):‘[:F(x,yl’y;’""y( )’y2’y2’ 4 ( ) )ym’ym) 4 (H.))ix -

Variando qualquer fungdo y,(x), e mantendo as restantes fixadas,
descobrimos que a condi¢do fundamental necessaria para um extremo €

e

dec ? dx™ J":‘

25 - FUNCIONAIS DEPENDENDO DE FUNCOES DE
ALGUMAS VARIAVEIS INDEPENDENTES.

Examinamos o extremo do funcional

(e = [, e, 2 ety

onde os valores da fungdo z(x,y) no limite C do dominio D sdo prescritos, isto &, é
dada uma curva C* no espago, e toda superficie admissivel € suposta passar através

desta curva. Escrevemos Z /& =p e ¢/ = q . A fungdo F ¢é suposta ser

diferenciavel, e a superficie z=z(x,y) , dando um extremo, € suposta ser
diferenciavel duas vezes.
Consideramos uma familia de superficies de wum parametro

z =z(x,y,@) = x(x,y)+ a&, onde &z =z'(x,y)- z(x,y). Para o =0, temos a
superficie z=z(x,y) , a qual foi suposta ter um extremo, e para « =1, uma certa
superficie admissivel z =z"(x,). O funcional considerou as fungdes da familia
z(x,y,a), transformando-se numa fungdo ordinria de uma variavel @, que
deveria ter um extremo em @ = 0. Consequentemente,

7
2 et =
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-. Fig. 12

Tendo chamado a derivada de V(z(x, y,a')) com respeito @ &, tomada em
a = 0, uma varia¢do do funcional, tem-se que:

o= | Z [ [ et ey a)alena)dds| =] [(ReesFapeF o

a=0
onde
z(x,y,@) = z(x,y)+ adz ,

az(x,y,e)

= p(x,y) + ad
> p(x,y)+adp |

p(x,y,a)=

(x,y,a)

EY =q(x,y)+adq |,

q(x,y,a) =

desde que

LR} =2 {r)a s Fo

Z{re)=Sin)e ra




segue que

II(I dp+F &)dxdy _[j'[ {F &}+5{Fﬁz}j|4ldy H’[ ]&dxdy

onde x {F;,} ¢ uma entdo chamada derivada total parcial com relagdo a x.

Calculando-a, encontramos que

& b A
}=F,+F E S el

e similarmente

{F}=F,+F, s L G

AP D

Usando a formula de Green

i j[—+ —deay = [ (Ndy - Max)

H’[ F&z}zxay dey Fdx)z=0

Esta integral, como veremos mais tarde, desaparecera. Consequentemente

L IR0+ Esrfity= =] | 245} 2 ) P

e tomando as condigdes necessarias para um extremo

[, (Eéz+ F,ép+ F,8q)vay = 0

implica que




__g{ﬁ;})&dmfv -0 .

Desde que a variagio OZ ¢ arbitraria e desde que o primeiro fator seja
continuo, segue do lema fundamental (do calculo de variagdes - se¢do 1.2), que se a
superficie z=z(x,y) de um extremo, entdo

o
'F;_E{

Esta equagdo diferencial parcial de 2°-ordem ¢ chamada de equagdo
Ostrogradski, depois que o famoso matematico russo M.B. Ostrogradski a
descobriu em 1834. Ela ¢ também algumas vezes conhecida como equagdo Euler-
Lagrange

Exemplo 1:

)= L](2) (&) e

com a condigdo limite que z=f{x,y) no limite C do dominio D, onde f{(x,y) é uma
Jfungdo dada na frente na curva limite C.
A equagdo Ostrogradski é

Pz Px
—_—g—=0
& a7

ou resumidamente
Az=0,
que é a bem-conhecida equagdo Laplace. Temos que descobrir uma solugdo desta

equagdo que é continua em D, e empregar os valores dados anteriormente no

38
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limite de D. Este é um dos problemas fundamentais da fisica matemdtica, e é
chamado o problema Dirichlet.

Para a fungdo

( ‘xl’xz’ X _[I IFxxzn mz’pl’pz’"'apn)dxldxzmdxn s

onde p, =/, , obtemos da condigdo fundamental necessaria de um extremo,
ov = 0, que a equagdo Ostrogradski tem a forma

onde qualquer fungdo

ZI=12(X %0 e %)

]

que faz v um extremo deve satisfazer esta equagéo.
Por exemplo, no caso do funcional

T3 (3 +(2) o

a equagdo Ostrogradski tem a forma

lu N é”u u
6&_2 @)2 &2

=0

2.6 - REPRESENTACAO PARAMETRICA DE PROBLEMAS
VARIACIONAIS

Em muitos problemas variacionais ¢ mais conveniente obter uma solugdo em
uma representagdo paramétrica. Por exemplo, este foi o caso para o problema
1soperimétrico, ja estudado nesta dissertagdo, no qual encontramos uma curva
fechada de um perimetro dado / ¢ uma area maxima S. E razoavel tentar descobrir a
solugdo em uma forma paramétrica x=x(?), y=y(t). Consequentemente, neste caso,
devemos encontrar um extremo do funcional

AYAYA!’
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S(x(00) =5 | (x5

com a condigdo adicional que / = Io \/x+ ydl‘ , onde / é uma constante.

Suponha que examinando o extremo de um funcional
Wox)) = [ Fy.y

encontramos que ¢ melhor encontrar a solugdo em uma forma paramétrica, x=x(%),
y=y(t). Entdo o funcional transforma-se em

v(x(t), ¥(1)) = _[: F [x(t), 1), 2 J’( )] x(t)dt

20

Observamos que a fungdo integral transformada

[(,) 9(0) y(‘)] )

()

ndo depende de ¢ expllc:ltamente e ¢ uma fungdo homogénea da pnmelra ordem com

respeito as variaveis xe y

Fig. 13

Consequentemente, o funcional v(x(t),y(f)) ndo ¢ uma fungédo arbitraria da
forma

AYAYA!’
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j (r x(1), (1), x t))dr

dependendo das duas fungdes x(?) e y(?). Contrariamente, é apenas preferivelmente
um caso especial particular de tal funcional, onde a “integral” ndo depende
explicitamente de ¢ e além disso, ¢ uma fungdo homogénea de primeira ordem com
respeitoa X" e )’ .

Se  introduzirmos  alguma  outra  representagdo  paramétrica
x=x(r), y=)(r), entdo o funcional v(x,y) se transformara em

J.:'F(x, y,i—z)x:dr :

Consequentemente, esta forma especial da fungdo integral de v ndo depende
da representa¢do paramétrica escolhida. O funcional v depende apenas da curva ao
longo da qual a integragdo é realizada, e ndo depende da representagdo paramétrica
desta curva.

Ndo ¢ dificil mostrar que se a “integral” do funcional

W= (1) A1) = [} O(e.6(0).3(0). (1) ()

nao depende de ¢ explicitamente e se esta ¢ uma fungdo homogénea de primeira-
ordem com respeito a x° e )°, entdo o funcional v(x(t), y(t)) depende apenas da

curva x=x(t),y=(t) e ndo depende de qualquer escolha particular da

representagdo paramétrica desta curva.
De fato, suponha

W(x(1)(0) = [ @(x()(0).x (1) y (et

O(x,y, k", ky") = k®(x,,5°,y") .
Passaremos para alguma outra representagdo paramétrica, sendo

T = qo(t), onde @“(1‘) # 0

‘YAY,“'
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Entdo

[ o (x(0)0)x"(0).y (Ot = [ (x(z).y (r),x;(;),y;q,(:));(“; 5

Desde que @ seja uma fungdo homogénea de primeira ordem com respeito a
x" e y° temos

O(x,y,%.0°,,0°) = 9°0(x,,%.5;) ,
e consequentemente
rl o o rl L] o
.L, <D(x,y,x, Y )df = _f (D(x,y,x, >V )dr ;
isto €, a integral permanece invariavel sob a transformagdo do parametro.

Um exemplo de tais funcionais € o comprimento de uma curva
f
L' x? +y?dt,
(]

2.7 - UMA APLICACAO: INTRODUCAO MATEMATICA AO
PRINCIPIO DE HAMILTON [4]

O principio fundamental da mecanica € o principio variacional de Hamilton,
que dentre todos movimentos possiveis de um sistema de pontos materiais,
seleciona aquele que da um extremo da integral,

[\(r-vy,

onde T ¢ a energia cinético € V energia potencial do sistema.
Daremos agora um unico exemplo, e tornaremos a falar neste principio na
proxima segao.

Exemplo 1: Dado um sistema de pontos materiais com massas m,, i=1,2,....n, e

coordenadas (x,, : y,,z,), em cada ponto atua um potencial dependendo das
coordenadas apenas:

AVAY,“
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174

Fy=-2_,
,

onde Fix, Iy, Fz sdo as coordenadas do vetor F, atuando no ponto (xf - y,,z,.).

Encontre as equagdes diferenciais de movimento do sistema.
A energia cinética é

e a energia potencial do sistema é V.

h
As equagdes de Euler para j (T-V)dt sao

1y

may ~Fx =0,
my; -Fy=0,

mz°—-Fz=0 i=1,2,....n.

Se o sistema é sujeito a vinculos da forma
¢j(r’xl 53X 545%Xp 5 V1525445V n 521522 7"'=zn) =0 ’

j=12,...m , m<3n,
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entdo todas 3n varidveis podem ser substituidas por 3n-m novas variaveis as
quais sdo independentes.

ql '-'q?. 3ees =q3n-m

Fig. 14

Agora T e V podem ser considerados como fungdes de 4,,95,...s93p-mm , € 1,

B=T1(q)39;53Fnmsd1393331)

V = V(ql’qZS““—‘qui—th) ’

e as equagoes de Euler sdo

AT-r)_d o _, i=12,..3n-m .

e

Estas ultimas sd@o também conhecidas como equagdes do movimento de
Lagrange.
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3 - O PRINCIPIO FiSICO DA MINIMA ACAO OU PRINCIPIO
DE HAMILTON

3.1 - PRINCIPIOS VARIACIONAIS E EQUACOES DE
LAGRANGE

3.1.1 - Principio de Hamilton: uma introdugdo fisica. A derivagdo das
equagdes de Lagrange resulta de um “principio diferencial” tal como o principio de
D’Alembert. E também possivel obter as equagdes de Lagrange de um principio o
qual considera o movimento do sistema entre tempos £, e ¢, , € pequenas variagdes
conhecido como um “principio integral”.

A configuragdo instantdnea de um sistema ¢ descrita pelos valores das »
coordenadas generalizadas g, ...q,, € corresponde a um ponto particular em um
hiperespago cartesiano onde as ¢ ’s formam os eixos n coordenados. Este espago -
dimensional é conhecido como espago de configuragdo. Suponha o tempo
permanecendo constante e o estato do sistema variando, o ponto se move no espago
de configuragido produzindo uma curva, descrita como “o caminho do movimento
do sistema”, ou a histoéria do sistema.

O caminho do movimento no espago de configuragdo ndo tera qualquer
semelhanga necessaria a0 caminho no espago de qualquer particula; cada ponto do
caminho representa a configuragdo do sistema todo em algum instante de tempo
dado. _

Podemos agora estabelecer o Principio de Hamilton integral para sistemas
conservativos.

O movimento do sistema do tempo #, ao tempo 7, é tal que a integral de
linha

[=["Ldt @.1)

onde L=7-V, é um extremo para o “caminho do movimento”.
Podemos rezumir o principio de Hamilton dizendo que o movimento do
sistema € tal que a variagdo da linha integral / para ¢, e #, fixados, € zero, isto é,

51=é~'_|:2 L(ql,...qn,ql,...qnn,!)dt=0_ (3.2)

As equagdes de Lagrange, seguem do principio de Hamilton, como sendo um
importante teorema. [vide também seg¢do 2.7]
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Este nos habilita a construir a mecanica de sistemas conservativos como um
postulado basico, antes do que as leis do movimento de Newton. E a rota que deve
ser seguida quando tentamos descrever aparentemente sistemas nio mecanicos nos
moldes matematicos da mecanica classica, como na teoria de campos.

3.2 - O PRINCIPIO DA MINIMA ACAO

Um principio variacional associado com a formulagdo Hamiltoniana da
mecanica € conhecido como o principio da minima ag¢do. Em mecanica, agdo é uma
quantidade definida mais geralmente como a integral

A=I: Z pi;:}'.df,

onde p, e g, sdo os momentos e as coordenadas generalizadas, respectivamente.

O principio de minima ag¢do estabelece que em um sistema para o qual H €
conservado

A(ﬂ’ > pia, df) =0,(33)

onde A representa um novo tipo de variagdo de caminho.

O A -processo pode ser representado etiquetando as curvas variadas por um
pardmetro a, como foi feito pelo J-processo. Aqui, contudo, a variagdo inclui o
tempo associado com cada ponto no caminho, € consequentemente ¢ deve também

ser considerado como uma fungdo de a. A variagdo em ¢,(f,a) envolvera nio
somente a dependéncia explicita de g, em a, mas também a dependéncia implicita
através de 7. Deste modo devemos escrever Ag como

Aq —> da(j—q] = da(-@— + q——d—{—) : (3.4)

a oo da

Sera reconhecido que o primeiro termo corresponde exatamente a &9 :

a
5q—>da'§a

enquanto o coeficiente de ¢ representa a troca em ¢ ocorrendo como um resultado

da A-variagdo, e pode consequentemente ser designado como Af.
Consequentemente (3.4) tem a forma
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Ag=8q+q A . 3.5)

(Note que a A -operagdo e tempo diferenciagdo ndo podem mais ser
permutados, como é possivel para a J -variagdo.) A relagdo expressa pela Eq. (3.5)

entre 3 A e O variagGes pode agora ser mostrada para qualquer fungdo f (q i ):

A =8+ [ At (3.6)
Em geral Af sera dada pela expressdo

B
Afz Aqi+aAt

a qual pode ser escrita como

Af =3, i&m[z G s g]Af.

A

Esta expressdo se reduz a Eq. (3.6), desde que o primeiro termo a direita é
igual para Jf , enquanto os termos no parénteses combinam-se para formar a

derivada total de f, provendo o resultado desejado. A Eq. (3.6) é a unica
propriedade importante da A -variagdo, que precisaremos para provar o principio
da minima ag¢3o.

Agora, a agdo A pode ser escrita como

- Z .4, dt=fl= (L+H)drt = Ldi+H(1,-1). (3.7)

Aplicaremos a relag@o (3.6) a integral aparecendo nesta expressao. Deve ser
lembrado que os limites da integral estdo também sujeitos a variag¢do. Se a mtegral

¢ escrita como /(#,)—(t,), a variagdo tem a forma
A :,J L dt = AI(1,)- Al(1,),

a qual, pela Eq. (3.6), pode também ser escrita como
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A[* L dt=61(t,)-81(t,)+ 1(t;)At, ~ 1(1,)At,,
ou, finalmente,

1y Iy n
A" Lai=6f" Lai+L M2 38

Poderemos ser tentados a dizer que o primeiro termo a direita desaparece em
consequéncia do principio de Hamilton, mas isto ndo ocorre. O valor deste termo
pode ser avaliado sem muita dificuldade. Da o -variagdo nés temos

5[*La=["Y [i&h +ﬁ°5(},]d:,
: B A, aq,

1

a qual pelas equagdes de Lagrange pode ser escrita

fh d aL a. d
511 Ldt=z I E[ = Jéqs'*'":"g;aq: dt

/ aq, aq

i

Nos pontos finais Ag, desaparece. Consequentemente, a ultima expressdo
pode ser escrita como

é : L dt =—Z D, c},. Ar, : _ (3.9)

Combinando estes varios termos, a variagdo total da agdo é
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=[—Z 2 c},+L+H]

a qual é identicamente zero, em virtude da definigdo de H. Isto completa a prova do
principio da minima ag3o.

O principio de minima ag¢do pode ser exibido em uma variedade de formas.
Na mecanica ndo relativistica, se a transformagdo definida equagdes ndo envolve o
tempo explicitamente, ¢ mostrado que

Z pq,=2T,
i
e nestas circunstancias o principio pode ser escrito como

Al Tat=0.  (3.10)

Se, além do mais, ndo ha forgas externas no sistema, entdo 7" é conservado ao
longo do percurso com a energia total 4. O pl‘lﬂClplO da minima agdo toma entdo a
seguinte forma:

Al,-14)=0.  (3.11)

A eq. (3.11) nos coloca que de todos os caminhos possiveis entre dois
pontos, consistente com a conservagdo de energia, o sistema se move ao longo
daquele caminho particular para o qual o tempo de percurso ¢ o minimo (mais
estritamente, um extremo). Nesta forma o principio de minima agdo lembra o
principio de Fermat da Optica geométrica em que um raio de luz viaja por um
percurso entre dois pontos ao longo do qual o tempo gasto € minimo.

Se o sistema consiste de somente uma particula a energia cinética é dada por

m|dr|2
25

dt =

a qual apresenta df em termos dos comprimentos de arcos da trajetéria da particula.
Em tal caso o principio de minima agdo como expressado na Eq. (3.11) pode ser
escrito como
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Al 2Tdt = A[ \2mTds=A| \[2m(H-V)ds=0.

Esta forma do principio de minima ag¢do pode também ser extendida para
sistemas de mais do que uma particula e descrita por qualquer conjunto de
coordenadas generalizadas. Para as condi¢des estipuladas que as equagdes

definindo ¢; ndo contém o tempo, a energia cinética ¢ sempre uma fungdo

homogénea quadratica das velocidades

1 o o
T=_Z Mg q;9% ,
2

cuja relagdo poderia também ser escrita como

dq,dq
T== , — ik
2; my =t (3.13)

Definimos agora um novo diferencial dp pela equagdo
(dp)’ = m,dg,dg, (3.14)
ik

tal que a energia cinética tem a forma

1(dp)’
r-3%). e

ou equivalentemente

df:_é&

2T

Com esta relagdo para df o principio de minima ag¢do torna-se

A f:’ Tdt=Af Tdp=0

ou, finalmente,
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Al JH-V(q)dp=0, (3.16)

uma expressdo equivalente do principio de minima agdo a qual é formalmente
similar a Eq.(3.12) para uma particula unica. Eq.(3.16) é frequentemente referida
como a forma de Jacobi do principio de minima agdo. O procedimento usado em
definir dp que parece completamente abstrato, mas ¢ suscetivel de uma
interpretagdo muito elegante. A diferencial dp introduzida na Eq.(3.14) é bem
conhecida da geometria diferencial como a forma mais geral para o comprimento
do caminho em um espago n-dimensional cujas coordenadas sdo ¢,...q,. Nesta
aplicagdo os coeficientes 7, sdo elementos do entdo chamado tensor métrico. Em

um sistema cartesiano coordenado o tensor métrico é completamente simples; os
elementos sdo

0 ik
my =0, , onde O, ={ se
1 =k

como pode ser visto comparando a expressao

(ds)" = ()" + ()" + (2)

com Eq.(3.14). O tensor métrico é diagonal para qualquer sistema coordenado
curvilineo geral ortogonal, mas exceto para sistemas cartesianos, os elementos
diagonais ndo sdo todos iguais. Por exemplo, em coordenadas cilindricas o
elemento do comprimento de arco é

(r:!s)2 = (dr)z + rz(dé’)2 + (dz)z,

tal que os unicos elementos ndo desaparecidos do tensor métrico correspondente
sao

2 =
My, =r°, =1,

Em geral os elementos ndo diagonais ndo serdo zero para um conjunto de
coordenadas curvilineas arbitrarias ndo ortogonais.

O diferencial dp definida pela Eq.(3.14) é deste modo o elemento do
comprimento do caminho no espago de configuragdo de coordenadas ¢;...q, o qual
ndo ¢ cartesiano geral mas curvilineo, de fato, tdo curvo que os elementos do tensor
métrico sdo dados por 7, da Eq.(3.13). O numero quadrado de 27 representa a
velocidade do sistema ao longo do caminho no espago configuraggo.
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Se ndo ha forgas externas agindo no sistema, entdo 7' € constante € o
movimento € tal que o sistema viaja ao longo do caminho de comprimento mais
curto no espago de configuragdo - isto é, viaja ao longo de uma das geodésicas do
espacgo.

Deveria ser enfatizado que a forma Jacobi do principio de minima agdo €
confundida com o caminho do sistema ponto antes que com seu movimento em
tempo. A Eq.(3.16) é uma afirmagdo sobre o elemento do comprimento do caminho
dp, o tempo em nenhuma parte aparece, desde que H seja uma constante € V

dependa de g, somente. De fato, a forma de Jacobi do principio pode ser utilizada

para fornecer equagdes diferenciais para o caminho. Isto pode ser explicitado
melhor introduzindo algum parametro, por exemplo, a distdncia ao longo do
caminho. Poderemos entdo escrever a Eq.(3.16) como

[H d“h
AI \j;: dt9 do Friiante G:1D)

onde o pardmetro em questdo é designado por €. O pardmetro ndo deve ser
confundido com o tempo; ele é uma propriedade geométrica do caminho, e pode ser
escolhido como constante durante os deslocamentos os quais caracterizam a A -
variagdo. Com respeito a &, a A -variagdo é consequentemente idéntica com a J-
variagdo, ¢ as equagdes diferenciais derivadas da Eq.(3.17) tém a forma familiar
das equagdes Euler-Lagrange. As equagdes Euler-Lagrange para o caminho do
sistema ponto sdo entdo

d[é’F] oF
-—=0. (3.18)

do\%;) &,

Quando lidando com um sistema contendo muitas particulas, o caminho
determinado pela forma Jacobi do principio é o caminho do sistema ponto no
espago configuracdo. Mas se o sistema contém somente uma particula, e as

coordenadas ¢; sdo coordenadas de posig¢do, entdo o caminho dado pela Eq.(3.18)
também representa a Orbita da particula no espago. As coordenadas ¢; ndo
precisam ser coordenadas cartesianas. Se a particula for restrita a mover-se em uma
superficie dada, com duas coordenadas g, € g, dando a posi¢do da particula na
superficie, entdo a quantidade dp é obviamente proporcional 4 um elemento do
comprimento de caminho atual na superficie. A Eq.(3.18) pode entdo ser usada para
encontrar a orbita descrita pela particula na superficie vinculada. Em particular, se
ndo ha forgas externas atuando na particula, entdo o caminho na superficie, tanto
quanto o caminho no espago de configuragdo, ¢ uma das geodésicas da superficie.
Desde modo, uma particula movendo-se na superficie de uma esfera sem forgas

52
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externas atuando nela, deve viajar ao longo de um grande circulo, uma geodésica da
esfera.

Muitos principios variacionais similares para mecanica classica podem ser
derivados em outras variedades. Para dar um exemplo, o principio de minima agdo
conduz imediatamente ao principio Hertz de curvatura minima, o qual estabelece
que uma particula ndo sujeita a influéncia de forgas externas viaja ao longo do
caminho de curvatura minima. Pelo principio de Jacobi tal caminho deve ser uma
geodésica, ¢ a propriedade geométrica de curvatura minima ¢ uma das bem
conhecidas caracteristicas de uma geodésica. Importante chama a atengdo que
principios variacionais neles mesmos ndo contém novos conteudos fisicos, e
raramente simplificam a solugdo pratica de um problema mecanico dado. Sua
importancia encontra-se sobretudo como um ponto de partida para novas
formulagGes da estrutura tedrica da mecénica classica. Outros tém provado serem
de pequeno uso. A importancia do Principio da minima ag@o sera melhor entendida
na parte final desta dissertagdo [capitulos 4 e 5].
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4 - O PRINCIPIO DA MINIMA ACAO EM GRAVITACAO
4.1 - O ESPACO DE RIEMANN

Os espagos £, para os quais existe uma lei para medir a distancia entre dois

pontos de coordenadas y',)’ +dy', e portanto, por integragdo, o comprimento de
uma curva qualquer se chamam espagos métricos. A expressdo para esta distancia
pode ser geral, porém o caso mais importante € aquele que supde que a distancia
elementar ds entre dois pontos é dada por:

ds* = g,dy'dy’ . 4.1)

Se a métrica (4.1) ndo ¢ integralizavel, entdo ndo existirdo em E, sistema de
coordenadas curvilineas tais que a métrica tome aquela forma. Diremos entdo que a
métrica é ndo-Euclidiana e que E, sera entdo definido como um “Espago de
Riemann”.

DEFINICAO: Os espagos métricos nos quais a distancia elementar se define por
uma expressdo tal qual (4.1), com o determinante ng" #0 em geral ndo

integralizavel, se chamam Espagos de Riemann (V).

A teoria da Relatividade Geral tem por hipotese fundamental que o universo é um
espago de Riemann.

Isso significa que os coeficientes g; de ds* = ggdy"dy" ndo sdo dados a

priori, mas devem ser calculados caso a caso (dependem do formato do corpo e da
composi¢do da matéria).

4.2 - EINSTEIN E O ESPACO DE RIEMANN

E hipétese de Einstein o fato de cada distribuigdo de matéria determina uma
curvatura (“deformagdo’). Essa curvatura é dada matematicamente pelo “tensor de
curvatura”’de Riemann R,,,; (4.2).

Interessante também sera notar que o g; determinara o tensor de curvatura.
Por isso ao g; ¢ dado também o nome de “POTENCIAL DE GRAVITACAO”;

g{j —> R:'h >rs -+

Relembrando Newton
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= GMm ~ GM
@43) F=mys= i e e =0 (4.4).

A arena‘ (espago-tempo) onde vale (4.3) é plana (euclidiana).
A solugdo da equagdo diferencial (4.4) nos mostra como a particula livre de massa
m se aproxima de M [fig.15].

Fig.15

Einstein apresentou a hipotese que, da mesma maneira que um espago bi-
dimensional (e.g. uma superficie de uma esfera) esta imerso em um espago plano
tri-dimensional (euclidiano), um universo curvo quadri-dimensional (riemaniano)
estaria imerso em um espago plano de um nimero maior de dimensdes.

R,=0  (45).

A expressao (4.5) constitui a sua lei de gravitagdo.

Einstein assumiu que o espago fisico é riemaniano e foi assim que ele fundou
sua teoria de gravitagdo. Ele imaginou que no espago vazio R, = 0 . Esta expressdo
constitui a sua lei de gravitagdo.

“Vazio” aqui significa que ndo existe outra matéria exceto a geradora do
campo gravitacional.

(1) Admitiremos que a “arena” onde os fendomenos fisicos se desenvolverdo ¢ um
continuo, chamado de espago-tempo.
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Espago “vazio” é, pode ser considerado por exemplo, o espago entre
planetas do sistema solar.

Uma particula livre num espago “vazio” descreve o que chamaremos de
“GEODESICA” (segdo 4.3).

A equagdo (4.5) combinada com equagado da geodésica

dZy.f dyj dyk
w8 S e g (46

nos dard informagGes sobre o movimento do corpo sujeito a agdo do campo
gravitacional. Assim € calculado, por exemplo, o movimento dos planetas.

4.3- EQUACAO DA GEODESICA

4.3.1 - Introducdo: A Geodésica [5]

O 5° axioma de Euclides levou 20 séculos para ser demonstrado e foi
“reformulado”.

Para Riemann (século XIX) a soma dos angulos internos de um tridngulo €
maior que 180°. Um exemplo de geometria de Riemann € representada pela
superficie de uma esfera. '

Tomemos por exemplo uma esfera € vamos nos deter s6 na sua superficie.
Para encontrar o menor caminho entre dois pontos A e B da superficie esférica
vamos tragar uma “reta” entre 4 e B. Estaremos ai, determinando uma geodésica.

DEFINICAO: A geodésica é um arco de circunferéncia que, contendo um ponto P
da superficie esférica, contém também o ponto Q diametralmente oposto a P.

Fig 16

Riemann imaginou uma geometria cnjo universo ndo fosse o plano de
Euclides, mas, ao contrario, uma superticie esférica.
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As geodésicas passaram a ser as retas de Riemann.

Em utilizando a geometria de B.Riemann, W.Clifford (1845-1879)
estabeleceu que as propriedades fisicas da matéria e as propriedades do espago
curvo estariam relacionadas. Ele antecipou alguns conceitos basicos que a
posteriori, dariam origem a Relatividade Geral, tais como, que todas ou algumas
das forgas que chamamos de fisicas, se originam da geometria do nosso espago.
Uma das idéias fundamentais da teoria da Relatividade Geral concemne a relagdo
entre distribuigdo de matéria e geometria do espago-tempo. O espago-tempo age
sobre a matéria, portanto, o tensor métrico ¢ também um potencial gravitacional.
Por um principio generalizado de agdo e reagdo, a matéria deve agir sobre o espago,
determinando as suas propriedades geométricas.

4.3.2- A hipétese da Geodésica

Em V "(= R4), que chamaremos de variedade Riemanniana, considere uma
particula de prova M

M=M(y') , i=1234.
Mostraremos que numa variedade Riemanniana:

iy Ay
. B
dt dt dt

O vetor velocidade de M sera:

_ aMm
v=—- (@)

O vetor aceleragdo do ponto M sera:

s gl
FaSrez s (49)

Como dv admite componentes contravariantes Vv' o vetor V' sera tal que:

57
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e 4.10
Y (4.10)

v = (é’kv' + I“;,,v”)dy"

V i
= -f— =0 +Tuv" (4.11)

k

Vyo oy dy
AR gy

Y =y)=

onde 7'éa aceleragdo, entdo:

Vv! dZyl dyh dyk
s dn il il
a2

Se a aceleragdo de M ¢ constantemente nula, a trajetéria da particula na qual
ndo atua nenhuma forga, exceto a gravitacional, sera uma “GEODESICA” do
espago Riemanniano V", ou seja: Em uma métrica riemanniana a geodésica fixa o
percurso minimo entre dois pontos dados. [vide também préxima se¢do]

d*v A" dvf
__;:_.1- L{%--ﬁi— =0 = Equagdo da Geodésica

Entdo, em uma carta local inercial, Iy, = 0, e portanto, a equagdo acima se

reduziria aquela de uma reta, e corresponde ao movimento uniforme com auséncia
de aceleragdo, como exigéncia do principio de equivaléncia.

4.4 - PRINCIPIO VARIACIONAL EM RELATIVIDADE GERAL

Na geometria euclidiana ( £,,) as retas estdo caracterizadas pela propriedade
de minimizar o comprimento de arco AB das curvas que unem dois pontos 4 e B.
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B
Figl7
o

Cabe entdo a pergunta: Esta propriedade valeria também a geodésicas na
geometria de Riemann?

Solugao:

Considere uma curva parametrizada que une dois pontos 4 € Bde V"

Se a e b designam os valores do pardmetro ¢ correspondentes aos pontos A €

B o comprimento de arco AB ser4 dado pela integral

A b
AB= [ ds (4.13)

onde ds é a distincia elementar entre 4 € B.
A integral (4.13) pode ser escrita como:

EB=I: NSty (4.14)

Bl

— ri S, 0] . — —
fi=giylyn i i e =

A
A integral para ser minima tem que ter 5[/13) =0 (4.15). Entdo a partir da

Equagdo de Euler, ou Euler-Lagrange
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[@"] [ }_0

para todo = 1 2

Efetuando as derivagdes, teremos

i{l @:}"I @r,-=0 ou seja
tﬁ@r \/7@/; >

4. Jowmedin_RiladfiaTing
o’ & 2f dt "

(4.17)

Como o significado do parametro ¢ (tempo) € arbitrario, entdo podemos
identifica-lo com o arco S, o que nos levara a:

Sinifi = gyy”y” (4.16")

dfic

Se f=1 voltando em (4.17), —- i

Entdo (4.17) se reduz a:

ool Jer s
ds dy' dy'

Retomando a (4.16) teremos que:

—§;=285J’" : %=5;gkjy”'y'*.(4.19)

Substituindo (4.19) em (4.18) obtemos que:

gl
ds

N , z JIERETEs
(guy”)‘gé’:gfky”y’k =g, g-yd—s-ﬂ{é"kgg ——iﬁﬂg,-k)y Ty =0, (4.20)

Recordando os simbolos de Christoffel de 1* ordem teremos que a relagdo
(4.20) se reduz a:

AYAYA!’
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dyU . 1 BT Y
gg?+[1k,r]y y*=0 (4.21)
onde [jk,i] sdo os simbolos de Christoffel de primeira ordem.
Se fizermos a multiplicagdo de g” pela equagdo (4.21) teremos:

d*y" dy’ dy*
G e e (20

Conclusdo: Em geometria Riemmaniana as geodésicas correspondem ao
valor estacionario da integral do comprimento de arco que une dois pontos fixos de

VE.

4.5 - O PRINCIPIO DA MINIMA ACAO GRAVITACIONAL

Introduzindo o escalar [6], [7]
I=[ Rfgd*x  (4.23)

(integra¢do sob um volume quadri-dimensional),

g=det g¥ .

Entdo teremos que introduzir uma variagdo 0 em (4.23), onde o integrando
ficaria como

5(/gR)=g%e" R,, +/gg"" ¢R,, + 522" R,,
=JgR"dg,, + RS\[g +gg" oR,,
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R= g"“'va

Como o tensor de Ricci € definido a partir de uma contragdo do tensor de
Riemann-Christoffel, entdo

oR,, = (éril);v "( ;");A :
O tltimo termo da expressdo (4.24) em 5(y2R) &:
Jgg"or,, = g|( [ wory) -(gmerh), ]

Acontece que

o
—‘/:E]g”"&mﬁ(g‘”éf,i)w (4.25)

gg" o}, | = [ ;,1 (@)}g‘"’cﬂ" i +gle”oTh], . (426)
Portanto, subtraindo (4.26) de (4.25) temos:
Je(gars) -ele”Th),
(.J_g,uv(s‘r:.v) 5\/_ yval—-;. ‘J_gpvcsl-‘}\‘.

&V

Veg"'aR,, = (J_ g"oTs )~ é,f,l (Veg™ery).  @27)

Quando efetuamos a integragdo dos termos a direita da equagdo (4.27), estes
desaparecerdo, ou seja,

g 2 3 4 5 6 7 unespmll ¥2 Az 44 1.5 26 Ad

18



| = (Vegmori)a - [ —(Jegmers )
- (o), o), =
= ZgOR =0

Calculemos agora o JE no segundo termo da expressao (4.24).
Temos que,

detg=>) g, A"
H

onde A" é o complemento algébrico de g.

Posto que:
uv

e MondoBE S

= dg=gg"%,. 4.28)
g"g,, =04 =6(64)=0
= (%&")g,, +8"%8,, =0 = &g =-gg,&". (4.29)
A partir das expressdes (4.28) e (4.29) e pela regra da cadeia temos:

1 v v
\ 5J§=5 88" g, ;8" =-g"g"dg,,

Finalmente

ol = j Jg [R‘”" - % g"”R}&gm,d“x )

g| R* —-lg‘""R og,.d'x=0
2 H

temos, entdo:
1
RY ——g"R=0
2 g -

(Equagao de Einstein no vacuo)
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5 - SUPERSIMETRIA E SUPERVARIEDADES

A idéia de supersimetria foi originariamente desenvolvida na tentativa de
construir uma teoria unificada de todos os tipos de interagdo conhecidas.
Supersimetria em fisica significa consideragdo simultdnea de particulas com
diferentes tipos de estatistica (bosons e fermions) [8].

Os bosons sdo particulas de spin zero, um, ou dois, € os fermions particulas

1 3

de spin semi-inteiro, 5 ou . A supersimetria ndo deixa de ser um postulado

incrivel, pois somos tentados muitas vezes a pensar em fermions ¢ bosons como
particulas completamente diferentes. Os fermions sdo individualistas. De acordo
com o principio de exclusdo de Pauli dois fermions idénticos ndo podem se
congregar no mesmo ponto do espago. Em contraste, os bosons apreciam
congregar-se.

Um exemplo dos primeiros s3o os elétrons no interior do atomo que
obedecem o principio da exclusdo de Pauli. Os bosons seriam os fotons de luz que
se congregam no raio laser, por exemplo.

Em 1971, na entdo Unido Soviética, Gelfond e Licktman [8] descobriram que
se poderia, se assim se desejasse, introduzir uma simetria entre esses dois tipos de
particulas fundamentais (bosons e fermions), colocando fermions € bosons num
mesmo multipleto de um possivel grupo de simetria. A unica exigéncia feita € a de
que os campos fisicos associados aos fermions e aos bosons tenham o mesmo
nimero de graus de liberdade, ou seja, os graus de liberdade dos campos
fermidnicos sejam iguais aos graus de liberdade dos campos bosonicos. Os campos
fermidnicos sdo representados por entidades matematicas que chamamos de
“Spinors”.

O ramo da matematica que serve como “arena” para o desenvolvimento
destas 1déias € o que chamamos de teoria dos “supermanifolds” [9], [10]. Muito
dos conteudos e resultados da geometria classica, analise e dlgebra tém sido
generalizados com sucesso para supervariedades.

Teorias de supergravidade sdo uma extensdo supersimétrica da teoria de
gravitagdo de Einstein, em outros cenarios que ndo o da geometria riemanniana
classica. Um destes cenarios possiveis para extensdo da teoria de Einstein da
Relatividade Geral é o da variedade de grupo. Teorias de supergravidade
construidas na variedade de grupo, desenvolvidas em anos recentes, sobretudo pelo
grupo de Turim, podem ser entendidas como um caminho diferencial geométrico
que tem suas bases na formulagdo da teoria de gravitagdo segundo sugestdes de
Elie Cartan - uso da tor¢do [11]. A filosofia basica das teorias construidas na
variedade de grupo seria que todas simetrias locais de uma dada teoria da fisica sdo
transformagdes de coordenadas de um espago de um niimero maior de dimensées.
Este espago maior seria a variedade de grupo G e tem tantas coordenadas
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fermionicas quantas bosonicas, que seriam os geradores do préprio grupo. O
espago-tempo M ¢ uma hipersuperficie imersa em G.

As teorias de supergravidade tém dois tipos distintos de simetrias locais:
simetrias internas, como as invaridncias locais de Lorentz e Yang-Mills, e as
simetrias do espago-tempo como as invariancias gerais de coordenadas e de
supersimetria. As simetrias internas formam um grupo H. A variedade de Grupo, ou
o grupo total G, é maior do que H, que é um subgrupo de G. Na gravitagdo a la
Einstein, G é o grupo a la Poincaré ¢ H o grupo de Lorentz, mas em outros casos a
escolha de G ndo é tdo dbvia, e serd, como ja dissemos, ditada pelo numero dos
graus de liberdade dos campos fermionicos e bosonicos - quando a teoria for
supersimétrica.

Em algumas vezes existem varios candidatos a grupo total de uma dada
teoria. Por exemplo na teoria de Kaluza-Klein se poderia escolher G como o grupo

de Poincaré em 5 dimensdes ou G=U(1)® grupo de Poincaré em quatro

dimensdes. Em outras vezes um dado grupo G pode nos levar a diferentes teorias
dependendo da escolha do sub-grupo H ou/e da dimensionalidade d do espago-

tempo. Por exemplo, o grupo super-conforme S U(2,2/1) produz uma teoria de

supergravidade conforme se se decide em ter um espago-tempo base em 4
dimensdes. Porém, produz uma teoria simples da supergravidade ndo conforme, se
se toma o espago-tempo final em 5 dimensdes.:

Uma outra importante caracteristica das teorias construidas na variedade de
grupo € a de que ambas as simetrias, sejam as internas como as do espago-tempo,
deixam a agdo invariante. Sobre esta ag¢do e o principio variacional a ela associada
discorreremos na proxima se¢ao. |

51 - A ACAO E O PRINCIPIO VARIACIONAL EM UMA
VARIEDADE DE GRUPO

A dinamica dos campos h,f ¢ especificada por uma agdo a qual ¢é definida na
variedade d-dimensional, € por um principio variacional generalizado, que resultara
nas equagdes de movimento. Para que a agdo seja invariante sob as transformagdes
gerais de coordenadas, das coordenadas da variedade de grupo, € vantajoso usar
formas diferenciais. Isto ocorre mesmo num espago-tempo de Minkowski ordinario
4-dimensional. Por exemplo, a agdo de Einstein pode ser escrita como [11]

]=I ELLIRB NV NS

c _ [rc ab __ pab v
Ve=Veide , R®=R%dx* ndx
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Desde de dx* Adx” Adx” ndx® =€"?° d*x a formulagio em termos das
formas diferenciais € equivalente para a formulagdo usual. De fato

I={ R®uw & €y, VVid'x= [ 4VR®nd*x (5.2)
onde V = detV; .

Usando formas diferenciais, a a¢do I ndo tem indices curvos explicitos e sera
automaticamente invariante sob difeomorfismos. Note, contudo, que desde que
estejamos na subvariedade M, todos diferenciais estariam em M, sendo

parametrizados por x*, e ndo podemos considerar todos dz" como independentes.
Introduziremos contudo, um principio variacional generalizado no qual um varia

mais do que somente os campos Ajdz" , para dz"* fixados, tal que possamos
considerar todos &4, como variagdes independentes.

Antes de trabalharmos diretamente na ag¢do, comentaremos brevemente sobre
as 1-formas h* = hl'dz" . Quando A ¢ bosonico (pelo qual queremos dizer que
quando x, ¢ um gerador bosonico de G), duas dessas 1-formas anticomutam, ou
seja, W AR = -H® AR . Mas quando ambas 1-formas sdo fermidnicas, elas

comutam: A* Ah® = h® Ah* . Se uma é bosbnica e a outra é fermidnica, elas se
anticomutardo.

Como consequéncia, para uma 1-forma fermidnica v , as expressdes I ‘v
b o ~
e yI'”y ndo sdo nulas, enquanto

vy =yly =yl Ly =0. (3:3)

Para spinors de Majorana”?, os resultados correspondentes sdo
v,v,-v,v,=0. Algumas outras propriedades estdo calculadas na dissertagio

[12 ] para spinors de Dirac em 5 dimensdes.
A agdo devera ser construida a partir das curvaturas que sdo 2-formas e da 1-

forma A4* . Sua forma mais geral ¢

I=[ A+R*AV,+R*AR® AV +... (5.4)

onde todos os termos sdo d-formas se tiver decidido que o espago-tempo final € d-
dimensional. Desde que as R* sdo 2-formas definidas por

(2) Em homenagem ao fisico italiano Ettore Majorana
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R* = R4x ndz" NdZ" (5.5)

ndo pode estar ai mais do que d/2+1 termos em (5.4). De fato, em nenhum exemplo
encontramos que mais do que duas curvaturas presentes, e provavelmente isto €
uma propriedade geral que pode ser provada. As A sdo d-formas, as v, sdo (d-2)

formas, etc, e A4,V,,V5,... sdo todas somas dos produtos das 1-formas

h* = hidz" (5.6)
sem derivadas.

. . 1
Escolhe-se um sistema de coordenadas, tais que as coordenadas x ,...,x
sejam coordenadas em M, enquanto as coordenadas restantes definem eixos

coordenados que interceptam M em um ponto. Entdo 4% = h*,dx* . A substituigdo

d

destas formas para h* em I resultara, entdo, uma agdo definida inteiramente em
termos dos campos h,f somente, e veremos qual a fungdo os campos restantes h}f
com A # u interpreta. Salientamos que a agdo I é definida em M somente, mas

que os campos /4 sdo definidos todos na variedade de grupo G.

Desde que nossa teoria final esta para ser invariante sob as simetrias internas
locais, como as dadas pelo subgrupo H

o

h* =(De)" =(Dne)"dz",ecH, (5.7)

integral

a agdo devera ser um escalar em H.
Uma outra restri¢do para a agdo I é fornecida pelo nosso desejo de substituir

R, com um indice zero fora do espago-tempo (out), por R;, com IJ indices

internos, no espago-tempo (in). Se isto for efetuado pelas equagdes de campo,
equagdes do movimento, estas devem necessariamente ser relagdes entre
curvaturas, em outras palavras, elas deveriam tornar-se identidades quando todas

R" desaparecem. Isto tem uma importante interpretagio fisica. Definindo o vacuo
classico por R* = 0 para todos A €G, devemos ter que o vacuo classico satisfaz as
equagdes de campo Chamamos R? =0 de vacuo classico, para eliminar
implicagGes quantum-mecanicos: outro termo algumas vezes usado é espago plano,

mas desde que R* =0 pode descrever, por exemplo, um espago tempo de de-
Sitter, este termo ndo é geralmente utilizado.

Para obter as equagdes de campo, como equagdes Euler-Lagrange de I,
devemos agora especificar o principio variacional. Sob uma variagdo arbitraria dos

A el A A . e .
campos 4 , somente as projegdes ) dz" apareceriam em &/ , ¢ ndo  seriamos

67
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capazes de encontrar tantas equagdes de campo quantas necessarias para
expressar

todas curvaturas externas (outer curvatures) em termos das curvaturas internas
(inner curvatures). Para que encontremos equagdes de campo para todas

A * 14 . r . o~
componentes /4, teremos que a superficie M devera ser estacionaria em relagdo as
e A ! 7
variagdes dos campos /4, e da sua propria superficie. Isto nos faz recordar da

defini¢do de uma variedade minima, a qual é uma variedade para a qual _[ \/Ed £X

é estacionaria (x“ sdo as coordenadas intrinsecas de M), porém no nosso caso o
. o . A

integrando ndo ¢ o elemento volume J§ , mas A+R" Av, +... perfazendo
variagdes de superficie, teremos que:

5I=I [h,f(z’)+&af(z')]ct'ASA(z’)—I hi(z)dz"S ,(2)

= [ [#(@)+hi(2)-hi (2)|dz"S ,(2) (5.8)
+[ b (der ~dz*)S, () + o(dz - o)’

onde S, = &I/ Sh" . Posto que os vetores dz-dz se situam do lado de fora de M
(outside M), encontraremos em &/ d-formas com d aumentos arbitrarios de

coordenadas, e nio somente com dz”, o qual se situa em M. Todos estes termos
sdo proporcionais a S, e portanto concluimos que S, = 0 como uma (d-1)forma
em I', e ndo somente S, = 0 quando limitado a M.

Fig.19

Deste modo podemos considerar as formas #* como objetos independentes
e varia-los em I. Vamos agora voltar para a exigéncia que o vacuo classico R = 0
seja uma solugdo das equagdes de campo. Assumindo R* =0, precisamos

somente considerar nesta caso as variagdes de A e de R* no termo R Av,.
Usando
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= D(5h)" (5.9)
e integrando parcialmente nés chegamos a seguinte restrigdioem A e v,

OA1Sh* + Dv, = 0 (equagdo de cohomologia). (5.10)

Como ¢ claro da sua origem , a derivada D é a derivada covariante. Os Vv,
sdo coeficientes arbitrarios do R*. Um ponto técnico para ser brevemente discutido
concerne integragdo parcial. Como discutimos, os diferenciais @z ndo sdo
independentes, mas restritos a subvariedades M, isto ¢, uma combinagdo linear do

174
dx" . Se tivermos uma expressio (dA)B= [ 20

jdz *B poderemos de fato

integrar parcialmente (d4)B = d(AB)— AdB (ou + AdB) se A ¢ uma (2p+1)forma.
Para observar isto, note que

o \at Y
dA=(&A A) 2 dx" = 2 dx” (5.11)

pode ser vista como u_rha derivada ordinaria exterior em M.

A equagdo acima tém uma explicagdo simples para 4 = 0. Esta nos diz que
v, ¢ uma forma fechada, mas deveria ndo ser exata, pois o sendo, o termo
R'AV, desapareceria depms da integracdo parcial, devido a identidade de

Bianchi DR* = 0. Formas que sdo fechadas mas ndo exatas correspondem em
teoria cohomoldgica a superficies em teoria homol6gica, com estruturas nio
triviais, isto €, espago tempos com “buracos” e “cabos”.

Para A#0 e para formas fermidnicas esta analogia ndo estd ainda
completamente elaborada, mas podem-se antecipar provas e dizer que a equagio
cohomolégica seleciona teorias de campos cujos espagos tempos tém “cabos” e
“buracos”.

O exemplo da Supergravidade em N=1

Ao invés de continuar com o formalismo geral, vamos discutir agora, dois
exemplos os quais ilustram o caso geral. Estes exemplos sdo os da gravidade de
Einstein e o da supergravidade em d=4 dimensdes. Para G, postulamos o grupo
Poincaré e super Poincaré, respectivamente. As curvaturas no caso da super algebra
de Poincaré sdo

R(M )mb =do® + 0™ A 0

‘YAY,“'
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R(P) =dV® +@® AV® +%Ff1"§w (5.12)

a a 1 a
R(Q)" =dy +Zco"b A (I"ab) s’ T, =TT
enquanto para o caso Poincaré retira-se ¥ e R(Q). A forma geral ¢
R* = dn* + %fﬂc“h*‘ N (5.13)

e 0 modo mais fécil para checar que as trés curvas acima estdo corretas, € verificar
se dR* = 0 quando R* = 0.

Se calcularmos dR*, descobriremos que dh” desaparece (devido a
identidade de Poincaré d* = 0) enquanto

1 1 1 1
d(i fﬂgh"hc) = Ef;’cdh”hc = Efg‘?;h”dhc. A substituicio de dh* = —Efg‘éh"h"

conduz ao fato de que a identidade Jacobi é satisfeita ao invés de determinar
primeiro a f, e entdo a R* é mais facil checar que dR* = 0; como vimos, isto é
equivalente para as identidades de Jacobi e, consequentemente, atingimos 0 mesmo
proposito.

Na pratica é aconselhavel usar as derivadas de Cartan 8, ou, derivadas
covariantes ao invés de derivadas ordindrias exteriores d. Por exemplo, no nosso

mn 1
caso R(Q)=5y e SR(Q)=80Y =R (M )Zr =¥ , 0 qual se anula quando todas

as curvaturas se anulam. A identidade S R*(M) =0 ¢, logicamente, a identidade
usual de Bianchi da relatividade geral com ou sem torgao.

Em escrevendo as curvaturas R* da super algebra Poincaré na forma de
representagdes irredutiveis do grupo Lorentz, nés teremos uma base adequada a
constru¢do de uma ag¢do a qual ¢é localmente H-invariante (Lorentz invariant).

A agdo deve ser uma 4-forma, desde que nosso espago tempo final é o d=4
espago-tempo de Minkowski. A agdo mais geral localmente invariante de Lorentz
seria (omitindo o simbolo (A) de produto exterior por razdes tipograficas)

I=( aVV'VV? €, +BoL “TyV.V,
+R(M)*VV? €y +OR(M)" YT U5
+ 3yl ;T R(QV*
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Ndo ha outros termos possiveis. Por exemplo as formas yy, Yyl e

VI ,[,w se anulam, enquanto também Iyl °yw e T,ppl® anular-se-iam
devido as identidades.

Lw,v Iy, e =0. (5.15)

A agdo é independente de formas explicitos @® . Nesta agdo ndio precisamos
de termos da forma R*R”v,; , posto que V,; sdo constantes e a integragdo parcial
da derivada exterior em R* junto com a identidade de Poincaré dd=0 expressariam
R*R%v,, em termos de R* e A . Contudo, por exemplo, em d=5 precisariamos

ApB
dos termos R°R"V ;.
Fixamos os parametros livres requerendo que as equagdes de campo sejam
; . A ¢
satisfeitas por R” = 0. Estas seriam:

Equacdes de campo para o :

1
So®[2y( 8V W €pu ~25y7f“1“5w—3(v7fsl“ CZF,,WJV‘ ]=0. (516

1
Desde que em R*=0 tem-se .BV':="EVIFCW e dw =0, enquanto

vl Iy = 0 e consequentemente

M_‘S rc ra =€cabd -'/_’rd':” (5'17)

encontra-se que
c d l d c
—y ﬁ_‘ WV eabcd = Z 3@ WV Eabcd = 0

em outras palavras § = 4y .

Equagdes de campo para V“:

4aVveve e, , 2yl T ywv® (5.19)
+ termos com curvaturas=0

da qual concluimos a =0 ¢ f=0!
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Deste modo o termo cosmoldgico A do grupo desaparece.

Equagdes de campo para y :

Novamente omitindo termos proporcionais a R* posto que consideramos o
caso R* =0, somente S em R(Q) contribui. Contudo, oy produz depois da
integragdo parcial zero, desde que ¥ =R (é) = 0. Deste modo a analogia mais
geral - preservando a agdo localmente invariante de Lorentz para a qual o vacuo
classico ¢ uma solugio da equagdo de campo sera

RM)*VV? €y HWTT,RQ)
+6R(M)™ (YT, Tsy)

L

, (r=1). (5.20)

E conveniente a este ponto fazer duas observagdes. Usamos as equagdes de
campo, para garantir que R? = 0 é uma solugdo das préprias equagdes de campo.
Nio ha nada ilogico neste procedimento: tudo o que se faz € fixar constantes na
acdo, e tendo fixado estas constantes uma vez por todas, poderiamos esquecé-las

como obté-las, e proceder a investigar se R* =0 ¢é uma solugdo . A segunda
observagdo conceme se 0A4/g5 A+Dv, =0 tem solugdes. Ndo ha solugdes, e

conclui-se entdo o estudo deste grupo G e segue-se para o proximo caso. Se ha
solugdes, poderiamos tentar construir a forma atual da superficie M satisfazendo

R* = 0. Poderiamos também estudar (ou tentar provar) que a superficie definida
pelos campos #;(x) é a mesma que a obtida como um tipo de variedade minima na
variedade de grupo. Estes aspectos ndo serdo aqui tratados.

Posto que R? =0 ¢ uma solugdo, as equagdes de campo sdo expressdes

algébricas nas curvaturas. Isto significa que ao invés de variando todos os termos
na agdo para descobrir a equagdo de campo, um modo mais rapido € variar somente

termos com derivadas. Entdo, por exemplo, ndo precisamos variar ®” em R(Q) e
variar somente o termo dw® em R(M )ab. Deste modo, encontramos as seguintes
equagdes de campo:
0® :2R(P)VY €,oq —269T,TsR(Q)=0
Ve:2R(M)*V? .y —4WTL,R(Q)=0 (5.21)

¥ :8T,T,R(QW * — 4T T ,yR(P)” +26R(M)“ T, Ty = 0.
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Expandimos todas curvaturas na base completa de y“ e V“.

R(M)® = RIM)gV* V' + yR(M)?V* +YR(M)®y , idem R(P) (5.22)

R(Q)* = RV V' + RQQ); V" +(¥R*(Q))v .

Substituindo estas expressdes nas equagdes de campo temos que para cada

1 1
das 14 A" um total de 510 X 9+54 X 5=155 equagdes de campo. Contudo, como

explicitamente nenhum @ aparece nas equagdes de campo, todas curvaturas RS,

com A e /ou B em H desaparegam. (Esta foi a razio porque n3o expandimos R”
emtermos de ¥,V * e ®®, mas somente em ¥* e V°))

Para investigar se a teoria é também reondmica, isto é, se todas curvaturas
externas (outer curvatures) podem ser expressas em fung¢do de curvaturas internas
(inner curvatures), nés devemos analizar separadamente os termos restantes em
wyy , yyV e wV'V das equagdes de campo.

O termo em YVV da equagdo o® produz 6R(Q),., = R(P); = 0. Suponha

que & ndo fosse zero, tal que a parte V'V do R(Q) desaparecesse. Como esta
mostrado no apéndice 1, se agora olharmos a todas as outras equag¢des de campo, e
usando as identidades de Bianchi, todos os componentes de todas as curvaturas
desapareceriam, ¢ a teoria desmoronaria. Note que esta é uma mais forte restrigio
do que aquela de que todos os campos satisfagam suas equagdes de campo.
Consequentemente, desde que a teoria tenha mais solugdes do que somente

R* = 0, devemos colocar § = 0.
Neste caso as equagdes de campo reduzem-se a:

o®:R(P)’V? e, =0
Ve:RM)*V? e, , 2wT T R(Q)=0
w2l [ R(QW* -T,[,yR(P)" = 0. (5.23)

Os termos em W/'V e wyV da equagdo o® sdo tais que R(P) ndo tenha
projegdes em ¥V e wy . Deste modo

R(P)" = R(P)2 V"V" (5.24)
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A equagdo ¥ nas diregdes externas nos diz que R(Q) também ndo tem
termos em ¥V ou wy , portanto:

R(Q) = R(Q),,.V"V". (5.25)

Finalmente, as diregdes externas da equagdo V“ nos diz que R(M) ndo tem
termos em WY , enquanto a parte em ¥V de R(M) é dada em termos de R(Q),,, ,
ou seja,

R(M)® = RIM)2V*V' + yR(M)"V®  (5.26)

a e a I 1 153 1 153 a
YR(M)? = —yT L .R*(Q)+ ErsrdR(Q)“‘csf —ErsrdR”"(G)cx

ab
onde R(Q) éigual a €™ R(Q),,.
Portanto, como conclusdo, diremos que a teoria é reondmica.
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CONCLUSAO:

E importante ressaltar, como conclusdo ao nosso trabalho, que as origens
filoséficas do Principio da minima agdo talvez nos levem a Grécia antiga, como
destacado por E. Mach e E. Whittaker nas suas obras “A treatise on the Analytical
Dynamics of particles and Rigid Bodies”, Dover Publications, 1944, ¢ “The
Science of Mechanics”, dover publications, 19717, respectivamente [13], [14].

A origem histérica do Principio da minima agdo estaria no Principio de
Heron, quanto a reflexdo da luz seguir o menor caminho (fig.20).

Fig.20: Reflexdo do objeto A

Maupertuis, século XVIII, por sua vez formulou um principio filoséfico,
considerando que todos os fendmenos fisicos ocorreriam seguindo uma agdo
minima dada por

A=mxvxs, onde:

m = massa do corpo
v = velocidade do corpo
s = caminho percorrido pelo corpo

Para alguns, dentre estes Mach, foi inspirado pelas idéias e pelo principio
filosofico de Maupertuis que Euler formalizou a agdo de outra maneira, estipulando
que para todo sistema mecénico existe uma integral S, chamada agdo, que tem um
minimo para o movimento efetivo e cuja variagdo A5 é consequentemente, nula.
Pode-se representar a agdo sob a forma de uma integral no tempo

S Ldt

h
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onde o integrando L € a fungdo de Lagrange do sistema mecanico dado.

A variagdo S = 0, produz, como vimos ao longo do texto, as equagdes do
movimento, equagdes de campo. E através deste principio que sdo calculadas as
equagdes de campo nas modernas teorias de supergravidade e seguindo resultados
recentes [15], é um principio também valido e util para teorias do tipo Yang-Mills
(teoria que estendem o conteudo daquelas de supergravidade, pela presenga de
campos materiais).
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APENDICE

Neste apéndice mostramos que a necessidade de que existam mais outras
solugdes das equagdes de campo (interiores e exteriores), € ndo apenas aquela para
somente o0 vacuo, fixa um parametro livre na agdo super Poincaré.

Nas equagdes de campo

0 R(P)V? €4y =YL ,TR(Q)=0
V": R(M)bc V“ eabcd _Zﬁ‘sra R(Q) = 0
v: 4T ,T,R(QWV* - 2T I wR(P)" + SR(M)*T T = 0

& € o parametro livre. Expandimos as curvaturas na base completa ¥/ como
segue

R(M)® = RIM)gV*'V'! + YRSV + YR(M)? y
R(P)* = R(PY V'V +YR(PY3 V" + YR(P) v

R(Q)* = RQ)V*'V' + RQQ)a V" +YR(Q)I v .

Os pontos indicam contragdes de “spinors”. Também precisamos da
identidade de Bianchi, a qual € obtida do texto principal

1
SR® =0, HR(Q)= e“"(M)er,y/

HR(P)* = R(IM)*V* =T °R(Q) .
Simbolizamos algumas vezes os componentes das curvaturas por
R(P)yy ,R(P),y, etc.

As equagdes de Einstein seguem do termo V¥V da equagdo V°.
R(M)®ta =0

As equagdes obtidas por
e L,L,R(Q)y =0,
sdo as conhecidas equagdes de Rarita-Schwinger.
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A parte V'VV da equagdo o® éa equacao usual de torgdo
R(P)u=0.
O termo y V'V da equagdo @® produz
WR(P);V VY €pea =YL 4T R(Q) V' V! =0 .

Substituindo V*V¢ por €™ (a qual eleva-se expressando a

anticomutatividade das 1-formas V* e V), e expandindo o produto de dois e-
simbolos em soma dos produtos de fungdes delta Kronecker, obtém-se

2¥(R(P)I" 63 - R(P)}" 67! - R(P); 6157
= _mabrsR(Q)u e .

Tomando a,b,m e n todos diferentes, o lado esquerdo desaparece.
Consequentemente, I',,I';R(Q),, =0, e isto, em troca, produz

R(Q)w =0, R(P), =0.

A seguir, considere o termo WVV da equagdo V“. Desde que R(Q) ndo
tenha partes V'V, descobre

WR(M)SV*V? €,4.4=0 .
Substituindo ¥*¥“ por um e-simbolo, descobre
YR(M)T —YR(M) 85— YR(M) 85 =0
e depois tragando sobre, descobre
R(M)*w =0 .

Agora consideramos o termo ¥V da equagdo w . Depois de extrair o fator
[, tém-se

—4T,R(Q)5 vV = SRM)EVV'T v .
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Parametrizando o termo y¥ de R(Q) como segue

(M,)"s = RQ)% = (6, + BT + VoL + A5l + DT )

kmn™ nm

e omitindo as 1-formas, ndés encontramos a equa¢do matriz

2T M, =T, M) = SRIM) (T )

Desde que possa ter o termo I',,, do lado esquerdo, descobriremos um
conjunto de restrigdes o qual exclui todas as outras estruturas do tensor:

Vim = Simetrico , A, = simetrico (em I ou I5)
(01— 64uS:) =21, , — 2T, (em I})

(é‘bPI_akPk)=Tbun ~Ln € (em L L5)

.s Imn
A equagdo com S, é

= _lgkISn i lJImSI

T,
kin 2 2

mas inserindo esta solugdo na equagdo com £}, descobre-se que £ =0, e
consequentemente S; = 0, consequentemente 7, = 0. Os termos V,,, ¢ 4,, em M
devem reproduzir os termos I’ , € isto produz uma equagio da forma

oL, — M0+ e¥im A, — €% 4, =R

(p)kf )

Tragando sobre (al) e usando as equagdes de Einstein e a simetria de 4,,,
descobrimos que ¥, =0. Por outro lado, multiplicando por €., e usando a

identidade de Bianchi Rjy, =0, 4, =0. Consequentemente, nés concluimos
que a matriz inteira M) desaparece. Em outras palavras,

R(Q),, =0 , R(M),, =0 .
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Do desaparecimento do termo y¥ , nds deduzimos com a equagdo o® que o
termo yy de R(P) desaparece. Consequentemente a P-curvatura desaparece

R(P) =0,
Inserindo este resultado na identidade de Bianchi para R(P) produz
R(M)*V* = yT°R(Q)
e consequentemente, desde que R((Q),,, =0
R(M),,, =0 .

Desde que ja encontramos que R(M),,, = 0, teremos da equagdo ¥ que

R(O)s =10

Deste modo, todas curvaturas desaparecem se 6 = 0.
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