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Resumo

Os métodos de análise modal tradicionalmente são limitados aos sistemas vibrando em
regime linear de movimento. Assim, quando as estruturas sofrem altas amplitudes de
excitação ou são muito flexíveis, gerando possíveis vibrações não-lineares, estes métodos
acabam perdendo a sua validade e as propriedades características. Com base nesta
motivação, este trabalho apresenta um estudo detalhado para mostrar quais as limitações
de se aproximar por parâmetros modais sistemas vibrando em regime de movimento não
linear. Para ilustrar a formulação, assume-se uma viga engastada e livre emulando um
oscilador de Duffing com não linearidade concentrada, suave e polinomial (rigidez cúbica).
Observa-se que para regimes de excitação baixa, pode-se extrair parâmetros modais do
modelo e ajustá-los para níveis de excitação mais altos quando se induz vibração não-linear
pelo aumento do nível da amplitude de excitação. Para situações de vibração não-linear
opta-se por aproximar os sinais e saídas pelo método de superfície de resposta e identificar
a dependência amplitude-frequência para extração de modos normais não-lineares. Os
resultados apresentados com a formulação descrita neste trabalho permitem adaptar
adequadamente as ferramentas convencionais de análise modal linear para validade e
aplicação direta em casos de vibração em regime não linear, quando estes ainda são
considerados de fraca influência.

Palavras-chave: Análise modal experimental. Vibrações não lineares. Identificação
de sistemas. Modos normais não lineares. Rigidez cúbica.



Abstract

Modal analysis methods have traditionally been limited to systems vibrating in linear
motion regime. Thus, when the structures undergo high excitation amplitudes or are
very flexible, generating possible nonlinear vibrations, these methods end up losing their
validity and characteristic properties. Based on this motivation, this work presents a
detailed study to show the limitations of approaching by modal parameters systems
vibrating in nonlinear regime. To illustrate the formulation, a cantilever beam is assumed
to emulate a Duffing oscillator with concentrated, smooth, polynomial nonlinearity (cubic
stiffness). It is observed that for low excitation regimes, one can extract modal parameters
from the model and adjust them to higher excitation levels when inducing nonlinear
vibration by increasing the excitation amplitude level. For nonlinear vibration situations,
we choose to approximate the signals and outputs by the response surface method
and identify the amplitude-frequency dependence for extraction of nonlinear normal
modes. The results presented with the formulation described in this work allow to
adapt adequately the conventional tools of linear modal analysis for validity and direct
application in cases of vibration in nonlinear regime, when they are still considered of low
influence.

Keywords: Experimental modal analysis. Nonlinear vibrations. Systems identification.
Nonlinear normal modes. Cubic stiffness.
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1 Introdução

Desde os anos 70, o desenvolvimento e aplicações da teoria de análise modal se
intensificaram, bem como estudos sobre dinâmica estrutural (EWINS, 1984; SCHWARZ;
RICHARDSON, 1999). A análise modal é o estudo das características dinâmicas da
estrutura, que são as frequências naturais, as razões de amortecimento e os modos de
vibrar (derivados dos resíduos modais). Em outras palavras, é uma forma de caracterizar
uma estrutura em função de parâmetros que não sejam diretamente massa e rigidez.

Existem basicamente duas maneiras de se realizar a análise modal. Na forma analítica,
em que inicialmente deve-se formular um modelo matemático com fundamentação física
(modelo físico), obtém-se a função de transferência analítica, com os valores de massa,
rigidez e amortecimento, e então pode-se extrair os parâmetros modais (modelo modal).
Na forma experimental, coleta-se os dados de entrada1 e saída da estrutura em análise
(modelo de resposta), e aplica-se alguma técnica para estimar a função de transferência e,
com isso, pode-se extrair, com diferentes técnicas, destes resultados, os parâmetros modais
(modelo modal). O modelo modal normalmente tem ordem reduzida se comparado ao
modelo físico, o que facilita o processamento condensado sobre o regime dinâmico de uma
estrutura (EWINS; WEEKES; CARRI, 2015). Assim, estas ferramentas se tornaram
imprescindíveis pela indústria hoje em diferentes segmentos.

Hermans e Auweraer (1999) mostraram aplicações da análise modal em alguns casos
industriais. No primeiro caso, foi analisado um problema de ruído em um carro de
passageiros. Havia uma intensificação de som no interior do veículo quando a frequência
atingia valores entre 60 e 90 Hz. Após análises em operação e medidas de FRF em
laboratório, concluiu-se que o sistema de suspensão traseiro do carro contribuía para este
efeito. No segundo caso, foram obtidos os parâmetros modais de uma asa de avião através
de medidas de entrada (palhetas aerodinâmicas na ponta da asa) e medidas de resposta de
aceleração, com o intuito de avaliar o efeito de flutter da aeronave comercial. Nesse caso,
como em outros na indústria, foi importante adotar métodos capazes o suficiente para
lidar com os dados, uma vez que os testes são de curta duração, por razões econômicas e
de segurança.

Quando se projeta ou analisa alguma estrutura, deve-se ter parâmetros e medidas
1Não obrigatório com método baseados apenas nas respostas.
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de referência, o que exige de certa forma a construção de um modelo que emule o
comportamento vibratório. Esses modelos têm por base, normalmente, as funções de
resposta em frequência1 para entradas e saídas que são medidas. Em resumo, a função
de resposta em frequência é uma razão entre o sinal de entrada e o sinal de saída no
domínio da frequência, e são elementos fundamentais na análise modal, pois dela pode ser
obtido o modelo modal estimado (EWINS, 1984; FU; HE, 2001). A grande dificuldade é
determinar os pontos de medida que satisfaçam as premissas adotadas no modelo que se
deseja trabalhar, garantindo uma aquisição satisfatória dos dados e, além disso, extraindo
destas medidas as características dinâmicas que de fato emulem o comportamento da
estrutura.

A grande limitação prática que existe na análise modal convencional é o não atendi-
mento ao princípio da superposição ou soma modal, o qual estabelece que a resposta (tanto
livre quanto forçada harmônica) é dada pela superposição das contribuições individuais
dos vários modos de vibrar considerados. Em uma considerável parcela das situações,
as estruturas podem estar sujeitas a vibrações em forte regime não-linear de movimento,
sendo assim interessante o desenvolvimento de uma modelagem adequada nestes casos
(VIRGIN, 2000; WORDEN; TOMLINSON, 2001; KERSCHEN et al., 2006; NOËL;
KERSCHEN, 2017). Nas situações em que o regime de operação caracteriza situação
não linear, as propriedades características dos sistemas lineares, como a homogeneidade,
invariância, reciprocidade, ortogonalidade, dentre outras, já não são mais válidas (EWINS,
1984; SILVA; MAIA, 2012; PREUMONT, 2013). A impossibilidade de levar estas
propriedades em consideração na análise torna o processo mais complexo. Mesmo com
os estudos e aplicações desenvolvidos nos últimos anos, pelo fato de regimes não-lineares
de vibração possuírem particularidades, não há método ou técnica padrão que consiga
de uma forma geral analisar e identificar os sistemas mecânicos em regime não-linear de
movimento a partir dos modos normais (WORDEN; TOMLINSON, 2001).

Para o caso de uma análise de sistema em regime não linear, o que se considera é
realizar uma análise convencional, para baixas amplitudes de excitação, aproximando
este regime para linear. Assim, pode-se extrair parâmetros e construir um modelo de
referência, beneficiando-se das propriedades anteriormente mencionadas, válidas para
sistemas em regimes lineares. Posteriormente, o que se faz é, por meio de algum método,
como superfície de resposta2 por exemplo, identificar e extrair os parâmetros concentrados
e discretos que caracterizem a(s) não linearidade(s). Assim, tem-se um modelo completo

1Do inglês, Frequency Response Function - FRFs
2Do inglês, Restoring Force Surface - RFS
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do sistema. Além deste, que é um método simples, existem diversas outras formas de lidar
com não linearidades, mas ainda assim existem lacunas que devem ser preenchidas nos
próximos anos para que haja o total entendimento dos fenômenos em dinâmica não-linear
e seu uso em aplicações industriais. (NOËL; KERSCHEN, 2017).

Obviamente que uma limitação desta abordagem é que a estrutura acaba sendo
considerada globalmente linear, onde modelos de elementos finitos podem ser válidos,
porém localmente existem pontos na estrutura de junção ou conexão, ou certos regimes
que induzem vibrações com padrões não-lineares e onde podemos descrever por meio de
uma força de restauração local, normalmente polinomial e suave, um possível regime não-
linear em termos de rigidez conforme sugerido recentemente no artigo de Ewins, Weekes
e Carri (2015). Esta filosofia e classe de métodos é que será abordada nesta dissertação
de mestrado.

Para a identificação destes parâmetros discretos para representar as não linearidades,
inúmeros algoritmos são disponíveis. No domínio do tempo, destacam-se o método da
superfície de resposta (MASRI; CAUGHEY, 1979), modelos autoregressivos não-lineares
com média móvel e entradas exógenas1 (CHEN et al., 2007; PENG et al., 2011; WORDEN;
BARTHORPE, 2012; WORDEN; BARTHORPE; HENSMAN, 2012) e decomposição pela
transformada de Hilbert (FELDMAN, 2006; FELDMAN, 2007). Além destes, existem
outros como métodos de identificação através das saídas2 (WORDEN et al., 2009).
Métodos de subespaço não-lineares também são aplicados na identificação de parâmetros
não-lineares (MARCHESIELLO; GARIBALDI, 2008; OVERSCHEE; MOOR, 2012). No
domínio da frequência, destacam-se métodos que utilizam espectros de Fourier, FRFs
e funções de transmissibilidade, ou densidades espectrais de potência. Kerschen et al.
(2006) citam dois métodos relevantes, que são o NIFO anteriormente citado (ADAMS;
ALLEMANG, 2000) o método da trajetória reversa condicionada3 (RICHARDS; SINGH,
1998). Além destes, pode-se citar o método do balanço harmônico em Narayanan,
Narayanan e Padmanabhan (2007) e Narayanan, Narayanan e Padmanabhan (2008).
Outro método utilizado com base em séries de potência é a série de Volterra (WORDEN;
MANSON; TOMLINSON, 1997; SCHETZEN, 2006). Os núcleos multidimensionais são
a generalização não-linear da resposta ao impulso clássica de sistemas lineares, e as
transformadas de Fourier destes núcleos são chamadas FRFs de alta ordem (HOFRFs).
Em Silva, Cogan e Foltête (2010) as séries de Volterra são utilizadas com filtros de Kautz
para moderar o número de parâmetros a serem estimados. Lang e Billings (2005) e Peng,

1Do inglês, Nonlinear autoregressive moving average with exogenous inputs modelling - NARMAX
2Do inglês, Nonlinear identification through feedback of the outputs - NIFO
3Do inglês, Conditioned Reverse Path - CRP
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Lang e Billings (2007b) desenvolveram, com base em Volterra, o conceito de FRFs não-
lineares de saída1, cuja aplicação pode ser vista em Peng, Lang e Billings (2007a) e Peng,
Lang e Billings (2008). Além destes métodos mencionados, existem diversos outros que
podem ser encontrados em Noël e Kerschen (2017).

Shiki (2016), Scussel (2017), Hansen (2015), Villani, Silva e Cunha Jr. (2019)
mostraram uma aproximação para o comportamento de sistemas lineares através de séries
de Volterra. Shiki (2016) mostrou a utilização desta métrica na identificação de sistemas
não-lineares na parte de quantificação de parâmetros e em processos de detecção de danos
(SHIKI; SILVA; TODD, 2017; HANSEN; SHIKI; SILVA, 2014; SHIKI; JUNIOR; SILVA,
2013). Hansen (2015) utilizou séries de Volterra na identificação do comportamento não-
linear de uma viga protendida, uma viga magnetoelástica e um painel solar, aplicando
uma métrica de detecção de variação estrutural baseada em índices derivados das
contribuições lineares e não-lineares dos núcleos de Volterra (HANSEN et al., 2015; NOËL;
KERSCHEN, 2013). Villani, Silva e Cunha Jr. (2019) mostraram uma aplicação de
séries de Volterra para detecção de danos em sistemas com não linearidades inerentes,
considerando uma viga não-linear e o dano como uma trinca. O dano, neste caso, faz com
que a viga apresente comportamento não linear, o que dificulta o processo de identificação
(estrutura danificada ou saudável em regime não linear). Através da separação de efeitos
lineares e não-lineares, quantificados pelos núcleos, foi possível detectar danos, mesmo
no regime não-linear de vibração. Por fim, Scussel (2017) apresentou uma abordagem
envolvendo funções de resposta em frequência de alta ordem2 e séries de Volterra com
expansão na base ortonormal de Kautz para caracterizar, identificar e analisar sistemas
não-lineares com sinais de entrada e saída e somente saída. Além disso, foi proposta uma
análise modal experimental com o intuito de caracterizar e lidar com efeitos não-lineares,
ponto que será discutido nesta dissertação de mestrado com maior profundidade.

Entre estes métodos, um bem efetivo e simples é o método de superfície de resposta da
força de restauração. Este método leva em consideração que a força de restauração nada
mais é do que a diferença entre a excitação (sinais de entrada) e as respostas (sinais de
saída). Graficamente, portanto, faz-se um ajuste de curva para se obter os parâmetros que
descrevam o comportamento da não linearidade, e assim insere-se estes valores no modelo
obtido assumindo a condição de regime linear (MASRI; CAUGHEY, 1979). Embora seja
um processo simples, os resultados são razoáveis. A grande desvantagem é que este método
pode ser usado somente quando a não linearidade se apresenta na forma concentrada e

1Do inglês, Nonlinear output frequency response functions - NOFRFs
2Do inglês, High Order Frequency Response Functions - HOFRFs
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discreta a alguns graus de liberdade. No caso de não linearidade global, o método não
é indicado, pois o ajuste em uma hipersuperfície torna-se complexo e impraticável. O
método pode ser usado para casos descontínuos, no entanto deve-se ter algumas hipóteses
para que a aproximação seja conveniente (WORDEN, 1990). Porém, o fato do método ser
fácil e acessível com poucas informações e por dar uma noção não-paramétrica do termo
de restauração para garantir o balanço das equações de movimento, o tem tornado uma
formulação de forte apelo prático para uso industrial.

Outra ferramenta de destaque nestas situações utiliza os modos normais não-lineares1

no entendimento e tratamento dos fenômenos que ocorrem em dinâmica não linear.
Conceituados como uma extensão dos modos normais lineares, os NNMs possibilitam
uma identificação dos sistemas não-lineares sem levar em conta as aproximações que
geralmente são feitas para que seja possível a análise modal convencional. Tem-se, assim,
o efeito de interações modais e espaços modais que diferem dos preditos pela análise
modal convencional. Além disso, os NNMs reconhecem a dependência entre frequência e
energia e incluem este efeito no seu cálculo. O fato da frequência ser função da amplitude
de excitação/energia para sistemas não-lineares é uma importante característica que
influencia diretamente na análise (KERSCHEN et al., 2009). Os NNMs serão melhor
conceituados e explicados na seção 3.3.

1.1 Contribuições

Este trabalho busca contribuir com os tópicos:

• Mostrar experimentalmente como se dá a quebra das propriedades dos modos
normais lineares de vibração quando uma estrutura opera em regime não linear. Em
especial, a quebra da invariância e dependência frequência-amplitude de excitação
é ressaltada e detalhada nos resultados experimentais alcançados com sugestões de
indicadores usando dados comumente medidos em um teste convencional de análise
modal experimental.

• Identificar um parâmetro não-linear concentrado e discreto para emular o compor-
tamento dinâmico com um modelo físico-matemático reduzido quando a estrutura
vibra em regime não-linear que possa ser descrito de maneira suave.

• Mostrar que modos normais não-lineares podem ser estimados e verificar sua relação
com a mudança do nível de amplitude das forças aplicadas nas estruturas.

1Do inglês, Nonlinear Normal Modes - NNMs
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• Ao final, é apresentada uma forma de usá-los na representação de parâmetros
concentrados ou mesmo como métricas para acompanhar o regime dinâmico da
estrutura, seja para detecção de dano ou mesmo avaliação de regime de vibração
que uma estrutura se encontra.

1.2 Objetivos

A meta deste trabalho é realizar um estudo experimental visando verificar que os
parâmetros modais lineares não são válidos quando as estruturas vibram em regime não-
linear de movimento. A partir desta constatação, já amplamente conhecida da literatura,
propõem-se uma metodologia simples de calibração e verificação de um modelo modal de
baixa dimensão (reduzido) que seja válido para descrever o comportamento da estrutura,
mesmo apresentando um regime não-linear de movimento de natureza fraca.

1.3 Organização do trabalho

O trabalho está organizado nos capítulos:

• Capítulo 1 - Introdução: Breve introdução sobre análise modal, sistemas não-
lineares e técnicas para modelagem destes, bem como a introdução ao conceito de
modos normais não-lineares.

• Capítulo 2 - Revisão da Análise Modal e suas Limitações: Conceitos da
análise modal em suas formas analítica e experimental, conceitos e propriedades
básicas, identificação de parâmetros modais e motivos pelos quais seu uso é limitado.

• Capítulo 3 - Identificação de Sistemas Não Lineares: Causas e efeitos da
presença de não linearidades em sistemas mecânicos e formas de lidar com as mesmas,
breve explicação sobre RFS e uma seção dedicada aos NNMs.

• Capítulo 4 - Exemplos de Aplicação: Apresenta-se um exemplo numérico com
aplicação de análise modal convencional e RFS para extração e caracterização da não
linearidade, seguido de um caso experimental, onde se faz o mesmo procedimento
do caso numérico, mas explora-se além da validação do modelo modal reduzido, a
relação entre frequência e energia com os NNMs extraídos. O caso experimental foi
uma viga engastada-livre de alumínio com um imã na sua ponta livre. Diversos ní-
veis de amplitude de excitação são amplificados com natureza diversa para conseguir
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regimes não-lineares de movimento. A bancada vibra seguindo aproximadamente o
mesmo comportamento de um oscilador de Duffing, com comportamento de rigidez
cúbica. Assim, pode-se aproximar bem seu comportamento por um modelo reduzido
e verificar ou não a aproximação usando seus modos de vibrar.

• Capítulo 5 - Considerações Finais: Algumas conclusões acerca do estudo
desenvolvido, dificuldades encontradas e sugestões de trabalhos futuros.
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2 Revisão da Análise Modal e suas
Limitações

Este capítulo trata dos conceitos principais da análise modal e suas limitações. A seção
2.1 define o conceito de análise modal e apresenta uma breve revisão sobre o assunto. A
seguir, a seção 2.2 introduz esta vertente da análise modal e como é possível se obter um
modelo modal a partir de um modelo de resposta. Por fim, na seção 2.3, resume-se como
foram aplicados os conceitos descritos na forma experimental.

2.1 Análise modal

As frequências naturais, razões de amortecimento e modos de vibrar (padrões) são
propriedades inerentes às estruturas. Em suma, há características que dependem da massa
e rigidez da estrutura, as quais determinam a existência dos modos de vibrar e frequências
naturais (EWINS, 1984; SCHWARZ; RICHARDSON, 1999). Com isto, hoje em dia em
qualquer projeto estrutural moderno, faz-se necessário identificar essas frequências e saber
como estas afetam a resposta da estrutura quando uma força de excitação é aplicada. Essas
características podem ser extraídas dos sinais de entrada e saída por meio de técnicas no
domínio do tempo ou frequência, cada qual com suas vantagens, desvantagens e limitações,
além dos tipos de sistemas que podem ser considerados, por exemplo, uma entrada e uma
saída (SISO 1), uma entrada e várias saídas (SIMO 2) e outras configurações (EWINS,
1984).

Segundo Ewins (1984), Iglesias (2000) e Lundkvist (2010) conceitua-se análise modal
um estudo das propriedades dinâmicas estruturais, obtidas pela função de resposta em
frequência (FRF), mediante excitações por vibrações. Schwarz e Richardson (1999)
elencam os parâmetros modais como sendo: modos de vibração, frequências naturais e
fatores de amortecimento. Para se aplicar a análise modal corretamente, é necessário
conhecer os conceitos de vibração, processamento de sinais e uma análise de dados
detalhada. Teoricamente, uma estrutura possui tantos modos de vibrar quantos forem
seus graus de liberdade, assim, uma vez que os sistemas são contínuos, o número de modos

1Do inglês, Single-Input-Single-Output
2Do inglês, Single-Input-Multi-Output
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(ou autofunções) seria infinito. Porém, na prática, existe uma limitação de frequência, a
qual não permite identificar todos os modos. O que se faz é aproximar a resposta do
sistema para um número de modos que a represente de foma satisfatória, ou seja, um
truncamento.

Para entender a essência da análise modal, toma-se como exemplo, uma viga sob
condição simplesmente apoiada e aplica-se uma excitação do tipo aleatória em um
determinado ponto. Com um acelerômetro, mede-se a resposta neste mesmo ponto e,
por meio das densidades espectrais, pode-se calcular a função de resposta em frequência
com os sinais de entrada e saída, como mostra a Fig. 1.

No gráfico da resposta em frequência, nota-se a presença dos picos que caracterizam
frequências de ressonância, isto é, os pontos onde a frequência de excitação assume o
mesmo valor da frequência natural do sistema. Ainda mais, para cada um desses picos, a
estrutura se deforma de uma maneira diferente, seguindo um padrão. Denomina-se cada
um desses padrões como um modo de vibrar da estrutura, que também são características
inerentes ao sistema. Esse fenômeno pode ser visualizado na Fig. 2.

Além das frequências de ressonância, é possível notar, na Fig. 1, vales entre picos
consecutivos. Estes vales são atribuídos à presença de anti-ressonâncias, fenômenos que
ocorrem quando as constantes modais entre dois modos consecutivos possuem o mesmo
sinal, e que acarretam uma mudança de fase associada. As anti-ressonâncias ocorrem em
sistemas com mais de um grau de liberdade e são características importantes na área de
controle de vibrações.

Figura 1 – Resposta do sistema.
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Figura 2 – Modos de vibrar da estrutura sob condição simplesmente apoiada.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para estruturas e elementos contínuos, geralmente o que se faz é uma discretização
em massas concentradas com n graus de liberdade, para que se possa construir um modelo
e aproximar o comportamento do objeto de estudo real. Por exemplo, para um sistema
conservativo, representa-se matricialmente as n equações diferenciais de segunda ordem
(de movimento) na forma:

Mẍ +Dẋ +Kx = f (1)

em que M ∈ Rn×n representa a matriz de massa, D ∈ Rn×n representa a matriz de
amortecimento, K ∈ Rn×n a matriz de rigidez, x, ẋ e ẍ deslocamentos, velocidades e
acelerações no domínio físico (vetores), e f as forças externas (vetor) Os parâmetros
modais são obtidos para o sistema em vibração livre, ou seja, livre da ação de forças
externas, e considerando a situação não amortecida. Dessa forma, tem-se:

Mẍ +Kx = 0 (2)

Admitindo uma solução do tipo x(t) = Ψest (homogênea), sendo s = jΩ, chega-se:

(−MΩ2 +K)ΨejΩt = 0 (3)
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E, consequentemente, como o termo ejΩt nunca assume o valor zero:

(−MΩ2 +K)Ψ = 0 (4)

Resolvendo este problema de autovalor/autovetor, encontra-se as frequências naturais
não amortecidas e modos de vibrar do sistema, sendo os autovalores as frequências modais
complexas. Considerando este sistema conservativo, a parte real dos autovalores deve
ser nula. Cada autovetor associado ao respectivo autovalor representa um modo de
vibrar associado a uma frequência natural. As frequências naturais normalmente são
expressas pela letra ωr onde r é o índice atribuído (1 para primeira, 2 para segunda,
até o número considerado) e dispostas em uma matriz diagonal na ordem dos índices, e
os modos representados por uma matriz Ψ em que cada coluna contém os valores dos
deslocamentos relativos que formam o modo. Dessa forma, o modo não possui um valor
fixo, pois é uma relação de valores (EWINS, 1984; PREUMONT, 2013).

Uma propriedade muito importante dos modos é a ortogonalidade dos vetores modais.
Essa propriedade implica, basicamente, que:

ψT
s Mψr = 0 (5)

ψT
s Kψr = 0 (6)

em que ψT
s e ψr representam dois modos distintos. Essa propriedade mostra que os modos

são ortogonais entre si, ou seja, formam a base de um espaço n-dimensional. Se, ao se
obter os modos de vibrar de uma estrutura, estes não obedecerem a esta condição, tem-se
a quebra da ortogonalidade, e não mais se pode considerá-la na modelagem. Quando se
tem, contudo, os mesmos modos aplicados a esta eq. (6), define-se:

ψT
r Mψr =mr (7)

ψT
r Kψr = kr (8)
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em que mr e kr representam a massa e rigidez modais, respectivamente. Para todos os
modos, tem-se as matrizes de massa e rigidez modais, as quais são diagonais. Aqui entra
a questão da normalização pela massa, que é o tipo de normalização mais utilizada em
análise modal. O que se faz, nesse caso, é definir modos normalizados na forma:

φT
r Mφr = 1 (9)

φr = αrψr (10)

Dessa maneira:

φT
r Mφr = αrψ

T
r Mαrψr (11)

φT
r Mφr = 1 = α2

rψ
T
r Mψr (12)

αr =
1√

ψT
r Mψr

= 1√
mr

(13)

Assim, e consequentemente para a matriz de rigidez, definindo a matriz de modos
normalizados pela massa por Φ, segue que:

ΦT MΦ = I (14)

ΦT KΦ = [ω2
r] (15)

A grande vantagem de se trabalhar no domínio modal é o desacoplamento das
equações de movimento. O que ocorre, na realidade, quando se trabalha com coordenadas
físicas, é um acoplamento das equações que descrevem o sistema, e dessa forma a solução
se torna complexa e onerosa. Esse acoplamento se dá pelo fato das matrizes de massa e/ou
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rigidez possuírem elementos fora da diagonal principal que não são nulos. Ao se trabalhar
com coordenadas modais, entretanto, tem-se matrizes que são diagonais, e assim é possível
desacoplar o sistema e obter soluções de forma mais simples. Essa mudança, que em
outras palavras permite descrever um sistema com múltiplos graus de liberdade em vários
sistemas de um grau de liberdade, é conhecida como teorema da superposição, propriedade
que, juntamente com a ortogonalidade, formam duas características importantes dos
sistemas lineares (EWINS, 1984; PREUMONT, 2013; MAIA; SILVA, 1997; SILVA;
MAIA, 2012). A transformação de coordenadas físicas para coordenadas modais, ou
coordenadas principais, é dada por:

x(t) = Φq(t) (16)

em que q(t) representa o vetor de coordenadas modais. Substituindo então a eq. (16) na
eq. (1), considerando agora o caso com entrada forçada, tem-se:

MΦq̈(t) +DΦq̇(t) +KΦq(t) = f (17)

Pré-multiplicando a eq. (17) por ΦT , segue:

ΦT MΦq̈(t) +ΦT DΦq̇(t) +ΦT KΦq(t) = ΦT f (18)

O termo ΦT MΦ denomina-se matriz de massa modal, ΦT DΦ matriz de amorte-
cimento modal, ΦT KΦ matriz de rigidez modal e ΦT f excitação modal. Para que
a diagonalização da matriz de amortecimento seja possível, considerando a relação de
ortogonalidade no modelo modal do sistema não amortecido, é necessário que a matriz
D seja uma combinação das matrizes M e K. Dessa maneira, levando-se em conta um
amortecimento na forma proporcional:

D = a0M + a1K (19)
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Portanto, com a relação (18), pode-se escrever:

ΦT DΦ = a0Mm + a1Km (20)

em que Mm = ΦT MΦ e Km = ΦT KΦ. Considerando a eq. (14) e eq. (15), tem-se por
fim:

q̈ + 2Z[ωr]q + [ω2
r]q = M−1

m ΦT f (21)

em que (GAWRONSKI, 1998):

Z = 0,5M−1
m Dm[ω2

r]−1 (22)

Dm = ΦT DΦ (23)

A formulação aqui representada descreve o caminho que se inicia com um modelo
físico, ou seja, tem-se as matrizes de massa e rigidez, para um modelo modal, constituído
pelas frequências naturais e modos de vibrar. Entretanto, em situações práticas, o que se
tem são respostas obtidas por medições (entradas e/ou saídas), e com isso descreve-se um
modelo modal que represente a estrutura estudada. Esta é uma outra forma que também
resulta na obtenção dos parâmetros modais, porém não mais proveniente de um modelo
físico, e sim de um modelo de resposta. Esse é um outro aspecto da análise modal e será
tratado na seção a seguir.

2.2 Análise modal experimental

A situação descrita na seção anterior trata de um caminho em que são conhecidos
os valores de massa, rigidez e amortecimento do sistema. A análise modal, nesse caso,
é uma vertente denominada análise modal analítica, a qual, na realidade, segue uma
sequência iniciada em um modelo físico/matemático, em seguida um modelo modal obtido
pelos parâmetros modais, e por fim um modelo de resposta.
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No caso da análise modal experimental, tem-se inicialmente os dados de reposta
obtidos por algum sistema de aquisição de dados, os quais são processados para se obter
um modelo de resposta, composto pelas funções de resposta em frequência ou funções de
resposta ao impulso. Dessa forma, busca-se encontrar um modelo modal a partir destes
dados de entrada/saída (MAIA; SILVA, 1997). A Figura 3 ilustra os dois caminhos que
podem ser feitos dentro da análise modal.

Destacam-se duas vertentes, dentro desta modalidade. A primeira considera as
condições operacionais nas medidas (análise modal operacional), enquanto a segunda
envolve medição em ambiente controlado, e assim permite extrair informações mais
detalhadas acerca da estrutura estudada, e é denominado teste modal1. Por meio desse
teste, é possível extrair os parâmetros modais do sistema e, dessa forma, construir um
modelo modal através de técnicas de extração que dependem dos dados obtidos. Antes
de prosseguir com as outras etapas, é necessário delimitar objetivos e verificar quais
resultados se pretende obter e como interpretá-los (EWINS, 1984).

Para se obter um modelo modal que represente a estrutura de forma confiável, é
necessário ter medidas com acurácia, para que se possa, consequentemente, utilizar as
funções de resposta em frequência corretas. Assim, o desafio inicial é garantir medidas
corretas. Deve-se avaliar o material e disposição do objeto de estudo, as condições de
contorno, para então efetuar a instrumentação da melhor forma possível. Quando da
aquisição de dados, os efeitos de aliasing e ruído devem ser evitados, bem como delimitar
uma frequência de amostragem correta. Já no processamento do sinal, deve-se levar
em conta efeitos de leakage, janelamento, sobreposição, número de amostras, regime
transiente, entre outros, que se possa garantir o cálculo correto das FRFs.

1Do inglês, Modal Testing
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Figura 3 – Análise modal em suas duas vertentes.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A excitação controlada de uma estrutura em laboratório pode ser feita com impacto
usando um martelo instrumentado ou com um excitador que pode ser hidráulico ou
eletromagnético. O uso de excitador shaker é mais difundido por permitir simular
situações mais diversas e próximas das condições e regimes de vibração que uma estrutura
pode apresentar no ambiente real de operação. O teste de impacto é feito normalmente
com um martelo instrumentado e possibilita a medida de resposta em um ponto e vários
pontos de entrada, que no caso são os impactos em vários pontos da estrutura. Isso
corresponde a uma linha da matriz de FRFs. Já o teste feito com o shaker pode ser
estendido para diversos tipos de entradas, sendo as principais a entrada com sinal aleatório
e sinal de varredura em frequência (chirp), com suas variações, e neste caso a entrada
se dá em um ponto e mede-se a resposta em vários pontos ao longo da estrutura. O
sinal aleatório puro é o tipo de sinal mais popularmente utilizado nos testes com shaker, e
geralmente é combinado com janelamento Hanning, para evitar efeitos de leakage. Outros
como burst random e pseudo aleatório também são utilizados nos testes com shaker
(SCHWARZ; RICHARDSON, 1999).

Considerando então medidas confiáveis, o próximo passo dentro da análise modal
experimental é obter as características dinâmicas do sistema por meio do processamento
dos dados. Basicamente, busca-se ajustar uma curva que melhor represente os sinais
de resposta obtidos, de forma paramétrica. Pode-se explorar esse ajuste de forma local
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para um grau de liberdade (SDOF1), vários graus de liberdade (MDOF2) ou também na
perspectiva global. Existem diversos métodos capazes de estimar esses parâmetros, mas
neste estudo será explorado o conhecido como circle-fit em uma vertente conhecida como
inversa, mas que trabalha com as mesmas hipóteses, que não explora o formato circular
do gráfico de Nyquist, mas com retas derivadas deste gráfico, e trabalha com propriedades
geométricas na estimativa, considerando os sinais no domínio da frequência. Este método
é interessante porque o ajuste de retas é mais simples e rápido do que ajustes baseados em
círculos ou formas mais complexas. Além disso, a característica da reta facilita a detecção
de discrepâncias como dados deficientes, modelos com amortecimento inapropriados ou
comportamento não linear. Opta-se por este método por considerar um sistema que
tenha modos de vibrar fracamente acoplados ou seja, modos cujas frequências naturais
sejam suficientemente espaçadas no domínio da frequência. Além disso, salienta-se que o
método de ajustagem do círculo é um método single-mode, ou seja realiza a identificação
de um modo por vez. No presente caso, como apenas dois (caso numérico) e três (caso
experimental) modos são considerados, tal limitação não incorre em desvantagem quanto
à eficiência computacional no uso do método. Em outras palavras, o método é indicado,
mas não para sistemas que tenham modos com frequências naturais muito próximas, senão
os círculos de Nyquist se interferem mutuamente (EWINS, 1984).

Quando se realiza um experimento em análise modal experimental, o que se tem são
sinais de entrada e saída. A escolha dos pontos de medida está intimamente ligada à
faixa de frequência e modos que se deseja analisar, pois a mudança no ponto de excitação,
por exemplo, em um teste de impacto, pode alterar o resultado final e comprometer
a análise esperada. Considerando então que, experimentalmente, tem-se apenas dados
de entrada/saída, a função de resposta em frequência, que é a relação entre saída pela
entrada, pode ser escrita na forma (EWINS, 1984):

Hjk(Ω) = Xj(Ω)
Fk(Ω) (24)

em que Xj representa o sinal de saída, Fk o sinal de entrada e Hjk é a função de resposta
em frequência para a entrada j e saída k. Pode-se escrever também a eq. (24) em
função dos parâmetros modais. Partindo da eq. (1), e considerando uma solução do tipo

1Do inglês, Single Degree of Freedom
2Do inglês, Multi Degree of Freedom
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f(t) = FeiΩt e x(t) = XeiΩt:

(K −Ω2M)XeiΩt = FeiΩt (25)

(K −Ω2M)−1 = XeiΩt

FeiΩt
= X

F
(26)

Dessa forma, incluindo a eq. (24) na eq. (26):

(K −Ω2M) = [H(Ω)]−1 (27)

Pré-multiplicando por por ΦT e pós-multiplicando por Φ em ambos os lados, tem-se:

ΦT (K −Ω2M)Φ = ΦT [H(Ω)]−1Φ (28)

[ω2
r −Ω2] = ΦT [H(Ω)]−1Φ (29)

H(Ω) = Φ [ω2
r −Ω2]−1 ΦT (30)

em que H(Ω) representa a matriz de FRFs e [ω2
r −Ω2] é uma matriz diagonal que tem

por elementos principais a diferença entre a r-ésima frequência natural e a frequência de
excitação dada pela entrada forçada ao sistema. Com isso, relacionando o resultado final
obtido na eq. (30) com a FRF em função de entrada/saída, segue que:

Hjk(Ω) = Xj(Ω)
Fk(Ω) =

N

∑
r=1

φjrφkr

ω2
r −Ω2 (31)

onde N representa o número de modos que estão considerados no modelo. Dessa forma,
claramente é possível perceber que há uma relação entre os dados de resposta e os
parâmetros modais. O termo φjrφkr é também conhecido como resíduo modal, e pode ser



37

representado por rAjk. A ideia é justamente, por meio destes sinais, obter os parâmetros
e construir um modelo modal (EWINS, 1984; MAIA; SILVA, 1997).

Aqui, para este caso, na eq. (31), tem-se o valor da receptância ilustrado, que usa
sinais de deslocamento. Outras maneiras de se representar uma FRF é a partir de sinais
de velocidade ou aceleração. Para estes casos, a FRF é denominada mobilidade ou
acelerância, respectivamente. A obtenção destas FRFs a partir da receptância é dada
por:

V(Ω) = iΩH(Ω) (32)

A(Ω) = −Ω2H(Ω) (33)

onde V(Ω) é a matriz de mobilidades e A(Ω) é a matriz de acelerâncias. O termo H(Ω)
representa, assim, a matriz de receptâncias.

Considerando o tipo de entrada sendo um sinal do tipo aleatório puro, a estimativa
da FRF deve ser feita tomando-se as densidades espectrais. Por não se tratar de um
sinal periódico, não é possível simplesmente aplicar a transformada de Fourier nos sinais
de entrada e saída e relacioná-los. Assim, tem-se em princípio dois estimadores para
a FRF considerando uma entrada aleatória. O primeiro, denominado H1(Ω) relaciona
a densidade espectral cruzada de entrada/saída e a densidade espectral de entrada, da
seguinte forma (EWINS, 1984; OPPENHEIM; SCHAFER, 2013):

H1(Ω) = Sfx(Ω)
Sff(Ω) (34)

sendo:

Sxx(Ω) = ∣H(Ω)∣2Sff(Ω) (35)

Sfx(Ω) = H(Ω)Sff(Ω) (36)
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Sxx(Ω) = H(Ω)Sxf(Ω) (37)

onde Sff e Sxx são os auto-espectros dos sinais de entrada e saída, respectivamente, e Sfx

é o espectro cruzado entre os dois sinais (MARAL, 2004; RICKER, 2003; DAVENPORT,
1987). O outro estimador, denominado H2(Ω), é dado por:

H2(Ω) = Sxx(Ω)
Sxf(Ω) (38)

Teoricamente, os valores de H1(Ω) e H2(Ω) deveriam ser iguais. Entretanto, devido
a alguns fatores, em determinadas frequências ou faixas de frequências, podem ocorrer
divergências. Para quantificar esses eventos, tem-se a relação:

γ2 = H1(Ω)
H2(Ω) (39)

que é conhecida como coerência. Para valores iguais ou próximos da unidade, tem-se uma
estimativa satisfatória da FRF. Já para valores distantes da unidade, o que pode ocorrer
é a passagem por uma frequência natural ou a presença de ruídos nos sinais. A função
coerência não apenas pode ser usada para indicativo de ruído nas FRFs mas também para
a presença de efeitos não-lineares. Quando se assume que o ruído afeta mais o sinal de
resposta, o estimador H1(Ω) é recomendado, pois ele é dado na forma:

H1(Ω) = Sfx(Ω)
Sff(Ω) + Snn(Ω) (40)

em que Snn(Ω) representa o auto-espectro do ruído na entrada, ou seja, elimina-se efeitos
de ruído provenientes dos sinais de resposta. Quando o ruído afeta mais os sinais de
entrada, recomenda-se o estimador H2(Ω), e quando tem-se efeitos de ruído tanto na
entrada quanto na saída, recomenda-se o estimador Hv(Ω), dado por:

Hv(Ω) =
√
H1(Ω)H2(Ω)T (41)
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Dessa forma, tem-se uma amenização dos efeitos externos nas medidas.

Como já mencionado anteriormente, existem métodos diversos para obtenção dos
parâmetros modais, mas aqui o enfoque maior será dado em uma análise para SDOF
que considera que, no diagrama de Argand-Gauss, o inverso da receptância possui o
comportamento que pode ser aproximado por uma reta. São considerados gráficos da parte
real do inverso da receptância em função do quadrado da frequência e parte imaginária do
inverso da receptância em função do quadrado da frequência. Inicialmente, seleciona-se
a banda de frequência que se deseja trabalhar, aproximando para um sistema SDOF. Na
sequência, faz-se uma aproximação por mínimos quadrados para a reta obtida pelo inverso
da receptância. Matematicamente, o que se faz é definir a receptância para uma frequência
próxima da natural considerada e adiciona-se um termo que representa a contribuição dos
outros modos (EWINS, 1984):

Hjk(Ω)Ω≃ωr ≅
rAjk

ω2
r −Ω2 + rBjk (42)

Considerando um sistema com amortecimento (modelo viscoso):

Hjk(Ω)Ω≃ωr ≅
rAjk

ω2
r −Ω2 + i2ξrω2

r

+ rBjk (43)

em que o termo rBjk representa a contribuição dos outros modos e ξr a razão de
amortecimento (modelo viscoso). Define-se então um novo termo para a receptância,
dado por:

δjk(Ω) = Hjk(Ω) −Hjk(Ωf) (44)

que é a diferença entre a receptância em uma frequência Ω variável e a receptância em
uma frequência Ωf fixa. Aqui, define-se o parâmetro da FRF inversa, que é a base do
método. Com isto:

∆(Ω) =
Ω2 −Ω2

f

δjk(Ω) (45)
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Esse parâmetro pode ser dividido em parte real e parte imaginária. Define-se então:

R(∆) = AΩ2 +B (46)

I(∆) = CΩ2 +D (47)

Os termos A e C são escritos em função de ωr, Ωf e ξr, e o resíduo modal é escrito
em função de A e C, na forma:

A = u(Ω2
f − ω2

r) − v(ω2
r4ξ2

r) (48)

C = −v(Ω2
f − ω2

r) − u(ω2
r4ξ2

r) (49)

rAjk = u + iv (50)

Dessa forma, o que se faz é determinar o melhor ajuste de reta para uma frequência
Ωfx fixa e calcular os valores de A(Ωfx) e C(Ωfx). Assim, determina-se:

A = αRΩ2
f + βR (51)

C = αIΩ2
f + βI (52)

em que:

αR = u (53)
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βR = −v(ω2
r2ξr) − u(ω2

r) (54)

αI = −v (55)

βI = v(ω2
r) − u(ω2

r2ξr) (56)

e tomando:

λ = αI

αR

(57)

µ = βI

βR

(58)

chega-se:

ξr =
µ − λ
1 + λµ ω2

r =
βR

(λ2ξr − 1)αR

(59)

u = ω
2
r(λ2ξr − 1)
(1 + λ2)βR

v = −uλ (60)

Tem-se, assim, os valores de ωr, ξr e resíduo modal pela eq. 50. Para um sistema
com vários graus de liberdade, o que se faz é aplicar o método separadamente, e depois
somar as contribuições de cada modo, sintetizando a FRF. Existem outros métodos mais
sofisticados, que inclusive estimam os parâmetros modais para os múltiplos graus de
liberdade simultaneamente (EWINS, 1984).

Para verificar a validade dos modos estimados, utiliza-se algum critério de garantia.
Neste trabalho, será assumido o critério de confiabilidade modal1. Este critério leva em
consideração o grau de linearidade entre os vetores dos modos. Esta certificação serve

1Do inglês, Modal Assurance Criterion - MAC
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para avaliar os modos obtidos por outros métodos ou diferentes pontos de referência. O
número MAC, como é chamado, é um escalar que relaciona o grau de linearidade entre
dois modos (ou vetores, matematicamente), da seguinte forma:

MACa,b =
∣φT

b ⋅ φa∣2
(φT

b ⋅ φb)(φT
a ⋅ φa)

(61)

O valor do número MAC varia entre zero e a unidade. Para valores próximos de zero,
tem-se modos não correlacionados, e para a unidade, tem-se correlação. Normalmente,
para vetores de modos estimados corretamente, a matriz dos números de MAC é próxima
de uma matriz identidade. É importante lembrar que este critério não indica a questão
da ortogonalidade ou validade dos modos.

Para avaliar a correlação das FRFs (analíticas, estimadas e reconstruídas a partir dos
parâmetros modais), existem algumas métricas difundidas na literatura. Neste estudo,
empregou-se o FRAC1, que é definido na forma (EWINS, 1984):

FRACjk =
∑L

i=1 ∣(XHjk(Ωi))(AH∗

jk(Ωi))∣
2

∑L
i=1 ∣XHjk(Ωi)∣2∑L

i=1 ∣AHjk(Ωi)∣2
(62)

em que L representa a amostra de frequência até onde se considera o cálculo do FRAC,

XHjk(Ωi) indica a FRF de referência e AHjk(Ωi) a FRF estimada ou reconstruída de
forma paramétrica (regenerada). Dessa forma, o valor de FRAC é um escalar e, como se
trata de uma correlação, quanto mais próximo seu valor da unidade, melhor o ajuste do
modelo modal aos valores obtidos experimentalmente.

2.3 Conclusões

Toda a formulação apresentada até o momento é clássica e é válida para sistemas
vibrando em regime linear de movimento. Quando se tem um sistema que apresenta
comportamento não-linear em seu regime de operação, a propriedade de ortogonalidade
já não mais é válida, e dessa forma é impossível desacoplar as equações de movimento.
De certa forma, aplica-se a análise modal linear para determinadas condições de operação.
Quando esse tipo de consideração viola as garantias de uma representação correta, é
necessário abordar a situação por outro ponto de vista, isto é, incluindo os efeitos não-

1Do inglês, Frequency Response Assurance Criterion
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lineares no modelo, que são abordados no próximo capítulo.
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3 Identificação de Sistemas Não Lineares

Este capítulo contém uma breve introdução aos sistemas com a presença de não
linearidades e suas implicações dentro da análise modal. Inicialmente, na seção 3.1, uma
breve explicação é feita sobre as limitações de se assumir modelos lineares e a inclusão de
parâmetros não-lineares em análises de estruturas, bem como as causas e efeitos destes
fenômenos. Na sequência, seção 3.2, identificação das não linearidades e como incluir
estes efeitos no modelo teórico para representar o comportamento em regime não-linear
de movimento. Por fim, algumas considerações finais são apresentadas.

3.1 Não linearidades: causas e efeitos

Toda a análise considerada anteriormente no capítulo 2 é válida para sistemas que
vibram em regime linear de movimento. No entanto, existe uma quantidade considerável
de situações em que, devido a configurações geométricas, material com relações constituti-
vas complexas, amplitude de movimento, atrito, entre outros, as estruturas possuem, em
sua operação, características de regime não-linear de movimento.

Atualmente, com os avanços tecnológicos nas mais diversas áreas, a necessidade por
produtos mais eficientes e com menor custo tem crescido. Nesse sentido, materiais mais
leves e flexíveis têm surgido para atender aos requisitos de projeto, de baixo consumo
de energia, por exemplo. Além disso, novas configurações geométricas e condições
de contorno também aparecem para suprir as exigências. Consequentemente, com
estas e outras imposições, assumir o mesmo comportamento em operação, quando de
configurações anteriores, se torna um erro. Os princípios da análise para esses sistemas
devem abordar não só a teoria de sistemas lineares, mas dos não-lineares. Fenômenos
como salto, subharmônicas, superharmônicas, caos, entre outros, são características de
regime não-linear de movimento (NOËL; KERSCHEN, 2017; VIRGIN, 2000).

As últimas décadas mostram o surgimento de diversos métodos para solução das
questões não-lineares, porém para situações particulares. O grande desafio é unificar os
métodos e propor uma ideia de solução geral. Algumas das barreiras que impedem esta
conquista estão ligadas às fontes de não linearidades e seus efeitos, que são diversos. Por
exemplo, existem não linearidades que são localizadas, influenciando apenas parte da
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estrutura, bem como a influência em apenas alguns modos, o que torna a resposta do
sistema linear em algumas faixas de frequência e não-linear em outras. Além disso, o
comportamento da força não-linear ainda não é um parâmetro conhecido completamente,
e sua descrição se torna uma dificuldade (NOËL; KERSCHEN, 2017).

Com a presença dos efeitos não-lineares, as propriedades de ortogonalidade e superpo-
sição perdem sentido dentro da análise modal convencional, bem como a invariância dos
parâmetros modais. O conceito de modos normais lineares não é mais válido. Uma das
consequências deste novo regime de movimento é a distorção da resposta em frequência
em varredura senoidal, como mostra a Fig. 4. Tem-se aqui um exemplo do fenômeno
de salto decorrente do efeito da amplitude de excitação (aqui com referência à tensão
elétrica aplicada no excitador eletrodinâmico), isto é, variação da frequência natural
decorrente do efeito não-linear (KERSCHEN et al., 2006). Essa figura foi obtida a partir
de dados experimentais de uma viga engastada livre com a presença de efeito não-linear
em sua extremidade livre causada por um imã (SHIKI; SILVA; TODD, 2017; SHIKI,
2016). Nota-se assim o aumento do valor da frequência natural com o incremento do
nível de excitação aplicado, caracterizando o efeito de hardening ou endurecimento de
rigidez. Caso houvesse diminuição do valor da frequência natural com o aumento do
nível de excitação, o fenômeno observado seria o de softening (KOVACIC; BRENNAN,
2011). No caso, o sinal utilizado para obtenção da figura foi obtido por um acelerômetro
posicionado na extremidade livre da viga, com a mobilidade obtida a partir da acelerância.
Não foi feita uma conversão de tensão (V) para força (N), por isso os valores estão em
função da unidade de tensão elétrica.

Figura 4 – Fenômeno de salto - em azul (-) baixo, em vermelho (-△-) médio e em preto
(-○-) alto nível de força de excitação.

Fonte: Shiki, Silva e Todd (2017).
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Além das características anteriormente descritas, as quais permitem identificar a
presença de não linearidades no sistema, outros indícios podem sugerir este tipo de
comportamento. Quando se tem regime linear de movimento, no espaço de configuração,
nota-se uma relação linear, enquanto que no regime não linear, é perceptível uma relação
não mais linear. No espaço de fase, quando em regime linear, visivelmente nota-se um
formato elíptico, enquanto em regime não linear, o que ocorre é uma degradação deste
formato, isto é, uma elipse deformada. A Fig. 5 e Fig. 6 mostram esses efeitos (aqui para
um sistema de dois graus de liberdade) (KERSCHEN et al., 2009).

A presença de não linearidades também afeta a relação entre frequência e energia
fornecida ao sistema. Quando se tem um sistema em regime linear de movimento, as
frequências naturais se mantêm constantes, independentemente do nível de energia que
é aplicado. Já para o regime não linear, o que se observa é, a partir de um determinado
nível de energia, as frequências naturais sofrem alterações (KERSCHEN et al., 2009).
A Figura 7 mostra este efeito. No caso, tem-se curvas obtidas pelo método do balanço
harmônico, que será explicado em detalhes nos próximos capítulos e curvas obtidas por
integração numérica, pois se trata de um sistema de dois graus de liberdade simulado,
com a inclusão de uma não linearidade de natureza cúbica.

Figura 5 – Espaço de configuração com os deslocamentos do elemento 1 (x1) e 2 (x2),
em um sistema de 2 DOF.

(a) Comportamento linear (b) Comportamento não linear

Fonte: Tahara et al. (2018).

Além destes efeitos, tem-se a presença de harmônicas quando se analisa o gráfico
da densidade espectral de potência1 em função da frequência, bem como a quebra da
homogeneidade e outras propriedades. A grande questão é que os fenômenos causados pela

1Do inglês, Power Spectral Density - PSD
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presença destes elementos não-lineares, dentro da dinâmica estrutural, afetam diretamente
na análise e modelagem, dificultando em demasia estes processos.

Figura 6 – Espaço de fase com a velocidade (ẋ1) deslocamento do elemento 1 (x1), em
um sistema de 2 DOF.

(a) Comportamento não linear (b) Comportamento não linear

Fonte: Tahara et al. (2018).

Figura 7 – Dependência entre frequência e energia aplicada (força de excitação -
injetada no sistema). Em vermelho (-) por balanço harmônico e em azul ▲ por

integração numérica.

Fonte: Tahara et al. (2018).

3.2 Identificação de parâmetros locais para descrição de sistemas
não-lineares

O problema da identificação de sistemas não-lineares começa pela determinação de
um modelo teórico que represente a estrutura estudada. A grande dificuldade é que lida-
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se com dados experimentais e nem sempre os modelos propostos são adequados. Quando
o sistema estudado é tratado dentro da teoria de sistemas lineares, é possível descrever
uma relação entre dados de entrada e saída, sendo esta relação constante, invariante ao
tipo de entrada ou do nível de amplitude de excitação. O problema é que, para sistemas
dependentes da amplitude, o que se nota é uma relação não mais constante, e dessa
forma a complexidade na representação de um modelo se torna maior. O que se faz
dentro do contexto de análise modal não linear é identificar um modelo dentro do regime
linear de movimento e, após submetê-lo a condições de regime não linear, identificar quais
elementos, dentro do sistema, fazem-no se comportar dessa maneira (NOËL; KERSCHEN,
2017).

Dada assim a complexidade de se modelar um sistema não linear, inicialmente tem-se
a fase de detecção, em que determina-se se há ou não a presença de efeitos que indiquem
possível regime não linear. Na sequência, busca-se a localização, tipo e funcional destes
elementos, isto é, sua caracterização. Este passo talvez seja o mais importante, pois
modelar um sistema a partir de uma estrutura física com os locais e formas expressos
corretamente, é uma tarefa complexa. A grande simplificação feita aqui é se assumir que
a não linearidade é local e discreta podendo ser representada por uma quantidade finita
de parâmetros (EWINS; WEEKES; CARRI, 2015). Dessa forma, é possível utilizar a
teoria da análise modal e aplicar algum método de identificação para quantificar estes
efeitos não-lineares. Por fim, tem-se a estimativa dos parâmetros de participação, ou seja,
o quanto a não linearidade influencia no sistema. Com estes passos concluídos, tem-se a
identificação realizada. Este processo é parte da verificação e validação do modelo.

Existem diversos métodos para identificação e caracterização das não linearidades,
tanto no domínio do tempo quanto no domínio da frequência. No domínio da frequência,
destacam-se as séries de Volterra e séries de Wiener (SCHETZEN, 2006; VILLANI;
SILVA; CUNHA Jr., 2019; SHIKI, 2016; SHIKI; SILVA; TODD, 2017; SCUSSEL; SILVA,
2016; HANSEN; SHIKI; SILVA, 2014), que são basicamente representações polinomiais
dos sistemas não-lineares. Essas séries permitem relacionar sinais de entrada e saída de
sistemas não-lineares por meio das FRFs de alta ordem, e mais do que isso, separar as
contribuições linear e não linear. Por esse motivo, estes métodos são úteis em análise
modal e dinâmica estrutural para sistemas que vibram em regime fracamente não-linear
(NOËL; KERSCHEN, 2017).

Método do balanço harmônico - HBM1

1Do inglês, Harmonic Balanc Method - HBM
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O método do balanço harmônico também utiliza dados em frequência para modelar
não linearidades. Trata-se de uma aproximação de sinais periódicos por uma soma de
harmônicos (série de Fourier finita), e possui duas vertentes: aproximação da força não-
linear (termos equivalentes) e agrupamento de harmônicos na equação de movimento
(amplitudes) (RAZZAK, 2016; LUO; HUANG, 2011; PENG et al., 2008). A aproximação
é feita da forma:

x(t) = A0 +
ϕ

∑
n=1

(Ancos(nΩt) +Bnsin(nΩt)) ≡ A0 +
ϕ

∑
n=1

Xnsin(nΩt + φn) (63)

em que x(t) é a resposta do sistema (deslocamento em metros), An, Bn e Xn são
amplitudes harmônicas, Ω é a frequência em rad/s, t o tempo em segundos, φn o n-
ésimo termo de fase, n a razão da harmônica em relação à frequência fundamental e ϕ
o número de termos considerados na aproximação. Quando se adota a aproximação da
força não linear, por exemplo, na forma:

Fnl(x, ẋ) = cẋ + k1x + k3x
3 (64)

sendo Fnl(x, ẋ) o termo de força não linear, dependente de deslocamento e velocidade, x
e ẋ, respectivamente, c o amortecimento e k1 e k3 termos de rigidez e considerando:

Fnl(x, ẋ) =KeqX(sin(Ωt)) +CeqX(cos(Ωt)) = a1cos(Ωt) + b1sin(Ωt) (65)

em que Keq representa a rigidez equivalente, Ceq o amortecimento equivalente, X a
amplitude e a1 e b1 os termos da expansão da série, é possível escrever a FRF em
função dos parâmetros físicos e obter múltiplas soluções, que é a característica visual
do fenômeno de salto. Pode-se também aproximar a resposta x(t) por harmônicas, e o
que se faz geralmente é aproximar pela primeira harmônica ou até duas harmônicas. Para
uma aproximação com mais harmônicas, o custo computacional aumenta e a estimativa
dos parâmetros da não linearidade torna-se complexa. Dessa forma, este método possui
vantagens como a possibilidade de estimar e melhorar a aproximação das não linearidades
e também permitir a obtenção do gráfico do salto (backbone). A desvantagem é que
trabalha-se com parâmetros físicos, isto é, análise teórica, e com base no conhecimento
de um modelo prévio da não linearidade e sua forma paramétrica, embora já existam
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algumas aplicações dentro da metodologia experimental (TANG et al., 2015).

Método da superfície de resposta

No domínio do tempo, destaca-se o método da superfície de resposta. Este método
teve início com Masri e Caughey (1979) e foi desenvolvido primeiramente para sistemas
SDOF, tendo extensão para MDOF posteriormente. Este método baseia-se na segunda
lei de Newton, da qual:

mẍ + Fnl(x, ẋ) = u(t) (66)

em que m representa a massa do sistema, Fnl(x, ẋ) a força de restauração que atua
para levar o sistema ao equilíbrio, x, ẋ e ẍ o deslocamento, velocidade e aceleração,
respectivamente, e u(t) a força de excitação. Rearranjando os termos:

Fnl(x, ẋ) = u(t) −mẍ (67)

ou seja, conhecendo-se m e medindo-se a força de excitação e a aceleração, é possível se
obter a força de restauração em função do deslocamento e velocidade.

Este método possibilita, portanto, uma forma simples para se obter a caracterização
da não linearidade. Em sistemas com amortecimento mais complexo, por exemplo, com
histerese, é necessário uma outra abordagem de RFS que leva em consideração alguns
processos mais complexos, e que não serão abordados neste trabalho (FRAGONARA;
CERAVOLO; ERLICHER, 2013). Aplicando o método no domínio modal, é possível
experimentalmente obter a força de restauração em função dos parâmetros modais.
Considerando o modelo não linear, extensão da eq. (1), tem-se:

Mẍ(t) +Kx(t) +Fnl(x, ẋ, t) = f(t) (68)

em que Fnl(x, ẋ, t) representa o termo da não linearidade. No presente trabalho, a não
linearidade está associada à rigidez do sistema, e por isso o termo de dissipação, associado
à velocidade, não contribui de forma efetiva no efeito não linear. Assim, representaremos
tal termo por Fnl(x, t). Considerando agora hipóteses que permitam a aplicação das
transformações para o domínio modal, leva-se em consideração que a não linearidade
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deve ter natureza concentrada e local e ter característica suave, permitindo aproximação
na forma polinomial. Isto significa que é possível aproximar por séries de Fourier ou
por séries de potência sem um processo prévio de suavização como feito em Teloli e Silva
(2019). Além disso, o nível da amplitude deve ser tal que o sistema possa ser representado
de formas invariantes, pelas FRFs.

O que se faz, em resumo, é garantir que a força não-linear se apresente de forma
fraca, e portanto possua baixa participação na resposta, para que as equações no domínio
modal sejam válidas. Com isso, no domínio modal, as seguintes transformações são feitas
(GAWRONSKI, 1998):

x = Φq (69)

Mm = ΦT MΦ (70)

Km = ΦT KΦ (71)

sendo q o vetor de coordenadas modais, Mm é a matriz de massa modal e Km a matriz
de rigidez modal. Assim, a eq. (68) pode ser reescrita na forma modal:

ΦT MΦq +ΦT KΦq +ΦT Fnl = ΦT f (72)

ou ainda:

Mmq +Kmq +ΦT Fnl = ΦT f (73)

Considerando os modos normalizados pela massa, pode escrever a eq. (73) na forma:

q̈ + [ω2
r]q +M−1

m ΦT Fnl = M−1
m ΦT f (74)
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em que [ω2
r] é a matriz de frequências naturais. A força não-linear pode assim ser

encontrada por:

M−1
m ΦT Fnl = M−1

m ΦT f − (q̈ + [ω2
r]q) (75)

Incluindo elementos de amortecimento, a estrutura estudada pode ser modelada da
forma:

Mẍ(t) +Dẋ(t) +Kx(t) +Fnl(x, t) = f(t) (76)

O modelo de amortecimento adotado é o viscoso (proporcional à velocidade, enquanto
modelo matemático) e proporcional às matrizes de massa e amortecimento (enquanto
distribuição espacial). No domínio modal, considerando a transformação de coordenadas,
tem-se a eq. (74) e, incluindo o termo de amortecimento D:

q̈ + 2Z[ωr]q + [ω2
r]q +M−1

m ΦT Fnl = M−1
m ΦT f (77)

em que (GAWRONSKI, 1998):

Z = 0,5M−1
m Dm[ω2

r]q (78)

Dm = ΦT DΦ (79)

Onde D representa a matriz com termos de amortecimento. Dessa forma, é possível
a partir dos sinais coletados experimentalmente, obter a força de restauração no domínio
modal. Esta força pode ser aproximada por um polinômio.

Além dos métodos no domínio da frequência e no tempo, que foram mencionados,
existem também algumas formas de caracterizar não linearidades no domínio modal, que
são os chamados métodos modais. Entre estes, destaca-se os modos normais não-lineares
que teve surgimento com Rosenberg (1960) e Rosenberg (1962). Este método busca, a



53

partir de dados experimentais, desenvolver um modelo não-linear no espaço modal. Trata-
se de uma ferramenta que permite estender o conceito de análise modal para o ambiente
dos sistemas não-lineares. A próxima seção abordará maiores detalhes.

3.3 Modos normais não-lineares

Segundo Kerschen et al. (2009), em sistemas mecânicos, é de primordial interesse
obter a resposta livre não amortecida, pois esta é uma combinação de funções de base que
representam soluções do modelo conservativo. A essas soluções particulares denomina-se
"modos normais"1. Basicamente, decorrem do produto entre um modo de vibrar (vetor) e
uma senoide com frequência particular sendo esta a frequência natural. Os modos normais
não-lineares são análogos aos modos normais lineares 2 em sistemas lineares conservativos,
mas devido à natureza dos efeitos não-lineares, algumas propriedades dos modos não
lineares são distintas dos modos lineares.

Os NNMs são assim chamados porque eles são normais à superfície de máximo
potencial de energia (elipsoide delimitadora), como mostra a Fig. 8 (VAKAKIS, 1997).

Figura 8 – Espaço de configuração: NNMs similares e não similares.
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Fonte: Adaptado de Vakakis (1997).

Rosenberg (1960) definiu NNMs como sendo uma "vibração em uníssono’’ ou "vibração
sincronizada", na qual todos os nós vibram na mesma frequência com uma razão de
deslocamento fixa. Essa definição, entretanto, não pode ser considerada para sistemas
não conservativos e, ainda mais, se vários NNMs interagem com ressonâncias internas,
a sincronia é quebrada. Shaw e Pierre (1994), por sua vez, definiram NNMs como uma
variedade invariante3 bidimensional no espaço de fase. A invariância ocorre pois qualquer
órbita que se inicie na variedade, permanece nela para qualquer instante de tempo. Essa

1Do inglês, Normal Modes
2Do inglês, Linear Normal Modes - LNM
3Do inglês, invariant manifold
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propriedade é compartilhada com os LNMs.

De forma geométrica, a variedade LNM é um hiperplano, enquanto o NNM possui
uma curvatura no espaço de fase em decorrência da dependência frequência-energia e
formato-energia. Em baixos níveis de energia, LNMs e NNMs se sobrepõem, ou seja, na
origem as não linearidades podem ser desprezadas (KERSCHEN et al., 2009).

3.3.1 LNMs e NNMs: semelhanças e diferenças

Como dito anteriormente, LNMs e NNMs são, em sua essência, semelhantes. Algumas
distinções, contudo, devem ser levadas em consideração para que possa haver entendi-
mento acerca dessa separação. Assim, elenca-se as seguintes propriedades (KERSCHEN
et al., 2009):

● Ortogonalidade: Ao contrário dos NNMs, os LNMs são ortogonais. Dessa forma,
existe uma relação algébrica de independência entre os modos normais lineares, da qual
todas as possíveis combinações lineares da base são capazes de varrer todo o espaço de
fase. Nos NNMs, isso não ocorre.

● Princípio da superposição: O conceito de superposição está ligado ao fato de a
resposta do sistema poder ser escrita como uma soma de parcelas individuais, sendo cada
uma delas dominada por um único modo normal conservativo. Entende-se, por isto, um
conceito de soma de modos, que não é válido quando se tem modos não lineares.

● Linearidade: Em sistemas lineares, a superposição é uma propriedade interessante.
Esse princípio enuncia que a solução de um sistema, cuja entrada é a soma de diferentes
entradas, é a soma das soluções individuais do mesmo sistema de acordo com cada entrada.
Essa propriedade não é válida quando se trata de NNMs

● Dependência frequência-energia: Os modos de vibrar e frequências dos NNMs
dependem da energia de oscilação, ao contrário dos LNMs, que são independentes. A
Figura 7 ilustra essa diferença. Essa dependência pode ser ainda notada na Fig. 4, que
mostra o comportamento e formação de um backbone conforme as não linearidades se
apresentam no sistema. Os backbones de LNMs são horizontais no gráfico de frequência e
energia, e nota-se que não há presença do salto. Os NNMs, contudo, apresentam o salto,
que na realidade é uma deformação na curva de ressonância do sistema.

● Invariância: Segundo a definição de Shaw e Pierre (1991), as trajetórias que se
iniciam na variedade invariante tendem a permanecer nela. Isso permite reconstruir de
forma experimental os backbones da FEP, sendo portanto uma importante ferramenta na
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análise modal. LNMs e NNMs compartilham essa propriedade.

● Estabilidade: A divisão entre soluções ou trajetórias estáveis e instáveis em
sistemas é uma característica da dinâmica não linear. LNMs são sempre estáveis, enquanto
NNMs podem ser estáveis ou instáveis. Na resposta forçada não-linear existem intervalos
de frequência nas proximidades das ressonâncias com três possíveis soluções, sendo duas
estáveis e uma instável. Na resposta livre há também uma distinção entre órbitas estáveis
e instáveis, que devem ser levadas em conta no cálculo dos NNMs. Existe uma grande
importância da análise de estabilidade pois os modos instáveis são movimentos que nunca
devem ocorrer em sistemas reais.

● Sincronismo: LNMs sempre oscilam em uníssono, mas ressonâncias internas
podem quebrar o sincronismo da oscilação de todos os graus de liberdade. Assim, alguns
desses graus de liberdade são forçados a oscilar com frequências diferentes da frequência
fundamental.

● Número de modos: O número de modos é igual ao número de coordenadas em
sistemas lineares. Em NNMs, entretanto, ressonâncias internas fazem com que o número
de modos do sistema ultrapasse o número de graus de liberdade.

A Tabela 1 elenca as principais diferenças entre os modos normais lineares e modos
não-lineares.

Tabela 1 – Propriedades dos modos normais lineares e modos não-lineares.

Propriedade Linear Não Linear
Deformação na ressonância Sim Sim
Princípio da superposição Sim Não
Invariância dos parâmetros modais Sim Não
Reciprocidade Sim Não
Homogeneidade Sim Não
Ortogonalidade Sim Não
Deslocamento no tempo Fora de fase Em fase
Espaço de configuração Linear decrescente Cúbico crescente
Espaço de fase Elipse Elipse deformada
Harmônicas Não Sim
Dependência frequência energia Não Sim

Fonte: Tahara et al. (2018).
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3.3.2 Cálculo de NNMs - métodos analíticos e numéricos

O cálculo dos NNMs, atualmente, é feito na forma discreta ou contínua, e recai basi-
camente em duas categorias principais, que são métodos analíticos e métodos numéricos.
Rosenberg (1966) e Rand (1971) iniciaram esta discussão com aproximações analíticas.
Rosenberg (1966) com osciladores conservativos e Rand (1971) com expressões para curvas
modais em sistemas de 2 DOF1. Manevitch e Mikhlin (1972) trataram do cálculo de NNMs
por meio de expansões em séries de potências.

No início dos anos 90, os trabalhos de Vakakis (VAKAKIS, 1990; VAKAKIS, 1992) e
Shaw e Pierre (SHAW; PIERRE, 1991; SHAW; PIERRE, 1993; SHAW; PIERRE, 1994)
trouxeram novas perspectivas na elaboração de técnicas para cálculo e extração de NNMs,
tanto em sistemas discretos quanto contínuos. Dentro destes últimos (contínuos), pode-se
abordar diretamente as equações diferenciais parciais (KING; VAKAKIS, 1994; SHAW;
PIERRE, 1994) ou então discretizar as equações diferenciais parciais (de movimento) em
um conjunto de equações diferenciais ordinárias (SHAW; PIERRE, 1992).

A primeira aproximação na forma analítica tem por base a energia do sistema
investigado. Rosenberg (1966) e Manevitch e Mikhlin (1972) contribuíram com estudos
neste sentido. Aqui, considerando um sistema com 2 DOF, o objetivo é relacionar a
curva modal com os deslocamentos, para eliminar derivadas temporais das equações de
movimento (KERSCHEN et al., 2009). Aplica-se uma expansão em séries de potência
para descrever a curva modal (em função dos deslocamentos) e dessa forma é possível
descrever qualquer ponto do sistema em termos de um único deslocamento de referência;
assim, o NNM passa a ser uma função modal dependente da coordenada espacial e da
referência.

A aproximação da variedade invariante (invariant manifold) (SHAW; PIERRE, 1991;
SHAW; PIERRE, 1992; SHAW; PIERRE, 1993; SHAW; PIERRE, 1994) é similar ao
procedimento feito com base na energia, porém a diferença consiste no uso de duas
variáveis de estado (velocidade e deslocamento) como coordenadas principais, ao invés
de uma. Como na aproximação anterior, utiliza-se expansão em séries de potência para
resolver o sistema considerado. Quando se tem ressonâncias internas, uma variedade
invariante multi-modos é considerada (BOIVIN; PIERRE; SHAW, 1995) para levar em
consideração a influência dos modos.

Um outro método utilizado e que possui grande importância na literatura é o método
das múltiplas escalas (NAYFEH; NAYFEH, 1994; GENDELMAN, 2004; LACARBO-

1Do inglês, Degree of Freedom - DOF
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NARA; REGA; NAYFEH, 2003; LACARBONARA; REGA, 2003). Nesta aproximação,
busca-se incluir um parâmetros adimensional que, por sua vez, relaciona as respostas
do sistema em expansões em termos de variáveis temporais independentes (ao invés de
somente uma).

Existem outros métodos de natureza analítica para cálculo dos NNMs, e que podem ser
melhor vistos em Kerschen et al. (2014). O método do balanço harmônico, anteriormente
descrito na seção 3.2 é uma técnica contemplada neste conjunto e que assume que o
movimento do NNM é periódico no tempo. No entanto, por necessitar de métodos
numéricos para resolução das equações, este método é considerado semi-analítico.

No contexto de métodos numéricos para cálculo de NNMs, existem diversas técnicas,
porém grande parte baseada em aproximações assintóticas. Um dos primeiros resultados
foi obtido por Slater (1996) e consistia basicamente na integração das equações de
movimento em torno de um período usando algum método de integração numérica. Este
processo consistia inicialmente na obtenção de uma solução periódica isolada, seguida de
curvas modais em baixa energia (modos normais e frequências naturais) e aumentava-se
a energia gradualmente para a visualização do NNM.

De forma parecida, existem algoritmos estimadores que trabalham em conjunto
com sucessões contínuas para resolver os problemas de contorno não-lineares de forma
numérica, e assim determinar uma família de NNMs (KERSCHEN et al., 2007; LEE et
al., 2005; WANG; BAJAJ, 2007; WANG; BAJAJ; KAMIYA, 2005).

Um método mais sofisticado é o chamado método numérico assintótico, mostrado
em Cochelin, Damil e M. (1994) e Cochelin (2014). É uma técnica semi-analítica que
usa expansão em séries de potência das incógnitas de forma paramétrica, utilizando
algum controle, em conjunto com o método do balanço harmônico (PÉRIGNON, 2004) ou
métodos de diferenças finitas. Alguns softwares como AUTO e MATCONT são usados
para cálculo de soluções periódicas e ciclos limite de sistemas dinâmicos não-lineares,
através de técnicas como as descritas anteriormente (numéricas). Para complementar
esta série de métodos descritos, tem-se ainda o método do pseudo comprimento de
arco1 descrito em (PEETERS et al., 2009). Este método leva em consideração a
continuação ou prolongamento das soluções periódicas. Iniciando em baixa energia (LNM
correspondente), o cálculo é feito de forma sucessiva ao longo do prolongamento do NNM,
delimitando um espaço de continuação.

1Do inglês, Pseudo-Arclength
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3.3.3 Extração de NNMs experimentalmente

No campo experimental, o trabalho de Peeters, Kerschen e Golinval (2011) é um
exemplo de como se pode extrair de forma experimental os NNMs. Basicamente, na
primeira etapa, tem-se uma adequação de força, que também é conhecida como método
da ressonância em fase. Este processo tem por objetivo o isolamento de um NNM para
que a dependência entre frequência e energia do modo não-linear seja identificada durante
a resposta livre. Dessa maneira, tem-se então duas fases, sendo a primeira a adequação
da força ao NNM e a segunda a resposta livre do NNM.

Inicialmente, então, tem-se a realização da análise modal convencional, considerando
regime linear de vibração e entrada do tipo aleatória. Tem-se então os parâmetros
modais e FRFs estimados. Na sequência, é feita então a adequação da força para isolar o
NNM, considerando inicialmente o primeiro modo de vibrar da estrutura, que é uma viga
engastada com uma viga fina em uma das extremidades (elemento que é responsável pelo
regime não-linear de movimento). Esse procedimento é feito com uma varredura senoidal
em frequência em regime permanente. Para verificar o isolamento do NNM, utiliza-se um
índice ∆ que relaciona as componentes da série de Fourier que aproxima a resposta.

Na etapa da identificação do modo não linear pela resposta livre, a estrutura é
excitada com a frequência encontrada na etapa anterior (isolamento do NNM) e após
um determinado tempo, desliga-se o atuador (força externa) e coleta-se a resposta da
estrutura. Neste caso, considera-se um amortecimento baixo o suficiente para que se
possa considerar o sistema não amortecido.

Através então das séries temporais medidas, obtém-se as curvas modais de forma
direta, relacionadas aos diferentes níveis de energia. Pode-se ter também os modos
associados se levar em consideração o máximo valor de amplitude da aceleração em cada
instante de tempo (considerando vários sensores dispostos ao longo da viga). O que se
espera (e o que se vê) é a frequência diretamente afetada pela não linearidade associada
à energia.

Em contrapartida ao método da ressonância em fase, tem-se o método de separação
em fase (NOËL et al., 2016; NOËL et al., 2014), que considera vários modos excitados
simultaneamente usando uma entrada tipo varredura senoidal e são identificados na
sequência utilizando técnicas apropriadas para identificação de sistemas lineares. Entre
os dois métodos, existem algumas divergências. A Tabela 2 mostra algumas destas
diferenças. Por exemplo, para o método de separação em fase, é necessário um modelo
experimental, enquanto que o método da ressonância em fase dispensa tal etapa. Além



59

disso, no primeiro a caracterização da não linearidade é desnecessária, o que em alguns
casos pode ser considerado como vantagem.

Tabela 2 – Comparação entre os métodos de extração de NNMs na forma experimental.

Nonlinear phase separation method Nonlinear phase resonance method
Rápido (múltiplos NNMs

simultaneamente)
Demorado (um NNM

por vez)
Necessidade de um
modelo experimental Livre de modelo

Excitação aleatória
clássica pode ser utilizada

Força harmônica
deve ser sintonizada

Componentes não-lineares
devem ser instrumentados

em ambos os lados
Shaker deve ser desligado

Caracterização da não
linearidade é necessária

Necessidade limitada
de informações acerca
das não linearidades

Fonte: Adaptado de Noël et al. (2016).

3.3.4 Aplicações de NNMs no contexto industrial

Renson, Kerschen e Cochelin (2016), em seu trabalho, citam diversas aplicações de
NNMs. Após a implementação de diversos métodos para cálculo de NNMs, houveram
aplicações na indústria e em parte no meio acadêmico que utilizaram destas ferramentas.
Por exemplo, na parte de análise de vigas não-lineares, pode-se citar Kerschen et al. (2009)
e Kuether et al. (2015) e em absorvedores de vibração tem-se Lee et al. (2005), Tsakirtzis
et al. (2006), Kerschen et al. (2007). Além destas, houveram aplicações em estruturas com
simetria cíclica (GEORGIADES et al., 2009) e cadeias granulares (JAYAPRAKASH et
al., 2010).

Na tentativa de reduzir custos computacionais no cálculo, Peeters et al. (2009)
encontraram propriedades de simetria em NNMs, contribuindo com este objetivo e
tornando os métodos mais interessantes para serem aplicados em larga escala, em sistemas
complexos.

Kerschen et al. (2013) mostraram a validade do cálculo de NNMs e frequências de
oscilação para estruturas complexas, sendo o objeto de estudo de seu trabalho a fuselagem
da aeronave Morane-Saulnier Paris 760. Um modelo reduzido compreendendo 548 graus
de liberdade, por elementos finitos, foi construído para emular o comportamento da
estrutura, que apresenta não linearidades relacionadas às juntas entre os tanques de
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combustível externos e as pontas das asas. Com isso, foram obtidos a relação entre
energia e frequência e também os NNMs envolvendo diversos movimentos da aeronave
(torção na asa, flexão na asa e empenagem).

Outra aplicação de NNMs no contexto industrial foi feita por Renson, Noël e Kerschen
(2014). Eles analisaram o veículo espacial SmallSat desenvolvido pela EADS-AStrium
Esta estrutura possui um dispositivo de isolamento de vibração que possui múltiplos
batentes mecânicos axiais e laterais, o qual contribui para um efeito não-linear forte. O
trabalho compreendeu a detecção da não linearidade e a caracterização dos parâmetros,
combinando diversas técnicas de análise, como superfície de resposta e balanço harmônico
(MASRI; CAUGHEY, 1979; KERSCHEN et al., 2009; RAZZAK, 2016; LUO; HUANG,
2011; PENG et al., 2008) e trazendo novas perspectivas em dinâmica estrutural.

Ainda utilizando o método do balanço harmônico, considerando não linearidades da
forma não suave, Karkar (2012) e Karkar, Vergez e Cochelin (2012) analisaram regimes
periódicos de um clarinete por meio de um modelo composto por um oscilador de impacto
para a palheta, equação de Bernoulli para o escoamento na boquilha, e modos lineares
amortecidos para o ressonador.

Cochelin (2014), Moussi et al. (2015) calcularam NNMs de uma viga engastada-
apoiada linear elástica, conectada a um contator elástico bilateral não linear. Além do
balanço harmônico, foi utilizado o método ANM1 para a obtenção das soluções periódicas.
O método HBM foi aplicado por Moussi et al. (2015) também em um modelo simplificado
de um gerador de vapor em indústrias de energia nuclear. Um tubo em U transporta água
em alta pressão em contato direto com material radioativo. O tubo é mantido na posição
vertical por chapas de suporte que, por sua vez, introduzem folgas (efeito não linear). O
método ANM recentemente foi utilizado nas áreas de dinâmica estrutural (AZRAR et al.,
1993) e de fluidos (CADOU et al., 2001; CADOU; POTIER-FERRY; COCHELIN, 2006),
combinado com HBM no software MANLAB (MANLAB, 2012).

O método da colocação ortogonal2 é outro método já bem estabelecido e implementado
em softwares como AUTO (DOEDEL et al., 2000) e MATCONT (DHOOGE; GOVA-
ERTS; KUZNETSOV, 2003). Nos trabalhos de Sérandour et al. (2008) e Ducceschi et al.
(2013), são calculados NNMs de um sistema com 2 DOF e de chapas geometricamente não-
lineares, por meio do software AUTO. Em Karkar, Cochelin e Vergez (2014), o método
HBM e colocação ortogonal são comparados usando um oscilador de impacto SDOF,
comprovando que para sistemas suaves e não suaves, há melhor convergência do método

1Do inglês, Asymptotic Numerical Method
2Do inglês, Orthogonal Collocation
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HBM.

3.4 Conclusões

A presença de não linearidades em sistemas mecânicos afeta diretamente a dinâmica
estrutural, e isso implica no processo de identificação das mesmas, através de métodos
simples ou complexos, dependendo do problema a ser analisado. Primeiro, é preciso
identificar a presença de um mecanismo não-linear (fase de detecção) e sua natureza
para escolher a forma mais adequada de se descreve-lo. Necessita-se, assim, de métricas
que consigam lidar com as particularidades de cada caso, o que não constitui uma
maneira prática e rápida de solucionar estes problemas. O método do balanço harmônico
e da superfície de resposta são exemplos de métricas simples, enquanto que séries de
Volterra, por exemplo, constituem uma aproximação mais refinada. O fato das não
linearidades afetarem as propriedades dos modos torna o estudo dos NNMs interessante,
como mostrado na seção final deste capítulo, já que existem métodos que permitem o
cálculo de NNMs de forma significativa.
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4 Exemplos de Aplicação

A meta desta capítulo é mostrar como os efeitos não-lineares locais presentes em
estruturas mecânicas podem afetar a validade de um procedimento de análise modal
clássico e como é possível contornar isto de maneira simples se modelos discretos destes
efeitos são incluídos na formulação, caso a não linearidade apresente certas particulari-
dades discutidas aqui. A metodologia adotada é mostrada na Fig. 9. Inicia-se com
um teste modal preliminar, determinando assim um modelo linear através da análise
modal clássica. Na sequência, especifica-se os testes que serão feitos para identificar a
não linearidade, etapa seguinte e que é dividida em 4 partes, sendo elas a detecção, a
caracterização, localização e finalmente, a quantificação (EWINS; WEEKES; CARRI,
2015; KERSCHEN et al., 2006; NOËL; KERSCHEN, 2017). Por fim, estes elementos
não-lineares são incluídos no modelo linear anteriormente definido, e assim finaliza-se
com a fase de verificação e validação do modelo não linear.

O capítulo inicia na seção 4.1, onde discute-se um exemplo numérico envolvendo um
sistema com dois graus de liberdade, com uma não linearidade concentrada do tipo cúbica.
É feita a análise modal convencional considerando amplitude de excitação baixa, o que
permite garantir um regime de vibração linear e consequentemente a validade da aplicação
da análise modal. Na sequência identifica-se a não linearidade concentrada equivalente
quando o sistema vibra com fortes amplitudes de excitação através do método da superfície
de resposta, inicialmente com a detecção pela distorção das FRFs, presença de salto e
espectrogramas, seguida da caracterização da mesma pelo método da superfície de resposta
(MASRI; CAUGHEY, 1979). É feita então a localização e por fim a quantificação dos
termos pela força de restauração obtida (ajuste polinomial). Valida-se o modelo obtido
com uma varredura em frequência por meio de uma entrada chirp senoidal.
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Figura 9 – Metodologia adotada.
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Fonte: Elaborado pelo autor com base em Ewins, Weekes e Carri (2015).

Para demonstrar experimentalmente estes passos utiliza-se uma viga engastada-livre
de alumínio com um imã na ponta livre com excitação em diferentes níveis. A viga
tem comportamento não-linear que é aproximado adequadamente por um oscilador de
Duffing (KOVACIC; BRENNAN, 2011). O procedimento adotado aqui foi o mesmo do
caso numérico descrito no parágrafo anterior, ou seja, primeiro se aplica baixos níveis
de amplitude de excitação para garantir a validade dos princípios de análise modal e se
estimar os parâmetros modais lineares dominantes. Com estes parâmetros ajustou-se um
modelo modal reduzido que pode incluir um efeito não-linear concentrado de rigidez cúbica
para descrever o comportamento da viga para níveis de amplitude de excitação maior,
onde apenas o modelo linear é insuficiente para representação. Com este modelo ajustado,
apesar de simplificado é possível se descrever muitos dos regimes que a viga apresenta,
como por exemplo, visualizar a dependência frequência-energia de excitação e realizar
a extração dos modos normais não-lineares. O resultado é um modelo modal reduzido
validado que pode ser útil para fins de simulação numérica emulando o comportamento
da viga para situações mais amplas de funcionamento que incluam a presença de não
linearidades fracas.
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4.1 Exemplo numérico

Inicialmente, para ilustrar a aplicação dos métodos de análise modal, considerou-se
um sistema com dois graus de liberdade, teórico, composto por dois elementos de inércia,
dois elementos de rigidez, dois elementos de amortecimento, e um elemento de rigidez não
linear. A Figura 10 mostra o exemplo usado para mostrar a metodologia de análise que
consiste de um oscilador de Duffing com dois graus de liberdade descrito pelo sistema de
equações 80 e 81:

m1ẍ1 + (k1)x1 + k2(x1 − x2) + c1ẋ1 + c2(ẋ1 − ẋ2) = f (80)

m2ẍ2 + k2(x2 − x1) + c2(ẋ2 − ẋ1) + knlx
3
2 = 0 (81)

Figura 10 – Modelo físico adotado.

Fonte: Elaborado pelo autor.

sendo seus parâmetros m1 = m2 = 0.5 kg, valores de elementos de rigidez iguais a k1 =
k2 = 105 N/m e valores de elementos de amortecimento viscoso iguais a c1 = c2 = 10
N.s/m. O termo não-linear foi considerado como Fnl = knlx3

2, sendo knl = 1010 N/m3 e
x2 o deslocamento referente ao elemento de massa m2. Os termos ẍ1 e ẍ2 representam as
acelerações dos elementos m1 e m2, respectivamente, ẋ1 e ẋ2 as velocidades, e x1 e x2 os
deslocamentos nas variáveis físicas. Este sistema pode ser representado, matricialmente,
por:

M =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

m1 0
0 m2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
K =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

k1 + k2 −k2

−k2 k2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
D =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

c1 + c2 −c2

−c2 c2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

Fnl =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

0
knlx3

2

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
f =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

f

0

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

(82)
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sendo M a matriz de massa do sistema, K a matriz de rigidez, D a matriz de amorteci-
mento (viscoso), Fnl o vetor de forças não-lineares e f o vetor de forças externas.

Os testes foram realizados com uma frequência de amostragem de 1024 Hz e 16384
amostras. Inicialmente, as respostas foram obtidas para uma entrada do tipo aleatória
no elemento de massa 1 apenas, com relação sinal-ruído1 de 20 dB em amplitude (ou
seja, 10% sobre a amplitude do sinal), por meio de integração numérica utilizando Runge-
Kutta de 4ª ordem. O nível de amplitude de excitação foi de 0.1 N, aqui assumido como
nível de regime linear de vibração. Esta integração numérica busca emular as respostas
experimentais que poderiam ser obtidas durante a medição de uma estrutura real.

Com os valores de saída (acelerações), foram então estimadas as funções de trans-
ferência por meio do estimador H1, com janela do tipo Hanning nos sinais de saída,
sobreposição de 60% e 8192 amostras. Foi utilizado o estimador H1 por facilidade de
trabalho encontrada pelo autor. Como foi discutido na seção 2.2, o estimador H1 tende a
priorizar a definição da FRF nos vales (anti-ressonâncias) enquanto que o H1 prioriza
a definição nos picos (ressonâncias). Dessa forma, para fins de obtenção do modelo
modal seria preferível usar o estimador H1 em detrimento ao H1 (sugestão de estudo para
trabalhos futuros). Com as FRFs estimadas, pôde-se comparar com as FRFs analíticas,
obtidas pela eq. (30), conforme ilustra a Fig. 11. Neste caso, para se obter as receptâncias,
foi feita a operação em frequência mostrada na eq. (32) e eq. (33). A Figura 13 mostra
os gráficos de Nyquist considerando as FRFs ilustradas na Fig. 11 e Fig. 12.

Com as FRFs estimadas corretamente, aplicou-se então o método descrito na seção
2.2 para extrair os parâmetros modais. Dessa forma, por meio do gráfico de Nyquist,
obteve-se valores de frequências naturais iguais a 44 Hz e 115 Hz. Com os valores de
frequência natural, foram também calculados as razões de amortecimento e os modos
de vibrar a partir dos gráficos da parte imaginária em função da frequência das FRFs
estimadas (simulando uma situação experimental). Os valores obtidos foram ξ1 = 1.053
% e ξ2 = 3.373 % , com modos normais lineares:

Φ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0.617 1
1 −0.688

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

1Do inglês, signal-to-noise - SNR



66

Figura 11 – Comparação entre as FRFs estimadas e analíticas. Em azul (-) tem-se as
FRFs analíticas e em vermelho (-△-) as estimadas - H11.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 12 – Comparação entre as FRFs estimadas e analíticas. Em azul (-) tem-se as
FRFs analíticas e em vermelho (-△-) as estimadas - H21.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 13 – Gráficos de Nyquist com as FRFs estimadas e analíticas. Em azul (-) tem-se
a aproximações analíticas e em vermelho (-△-) as estimadas.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Após o cálculo dos parâmetros modais, foram calculados os números de MAC para
verificar o grau de confiabilidade dos resultados, mostrado na Fig. 14.

Figura 14 – Números de MAC para o caso simulado.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Com os valores obtidos, mostrando visivelmente uma estimativa satisfatória para
correlação entre os modos, prosseguiu-se com a metodologia mostrada em 9. A meta,
após a obtenção das características dinâmicas, foi reconstruir as FRFs parametricamente,
e verificar se as mesmas coincidem com as FRFs analíticas e estimadas (de maneira não
paramétrica). Com isso, obteve-se, da eq. (31), as receptâncias obtidas parametricamente.
Os resultados mostrados na Fig. 15 e Fig. 16 ilustram as FRFs regeneradas (ou
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reconstruídas a partir dos parâmetros modais) sobrepostas às FRFs obtidas anteriormente
(analíticas e não paramétricas).

Figura 15 – Comparação entre as FRFs estimadas, analíticas e regeneradas, para
amplitude de excitação de 0.1 N. Em azul (-) tem-se as FRFs analíticas, em vermelho

(△) as estimadas não paramétricas e em preto (◻) as regeneradas - H11.

(a) Módulo. (b) Fase.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 16 – Comparação entre as FRFs estimadas, analíticas e regeneradas, para
amplitude de excitação de 0.1 N. Em azul (-) tem-se as FRFs analíticas, em vermelho

(△) as estimadas não paramétricas e em preto (◻) as regeneradas - H21.

(a) Módulo. (b) Fase.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Com a validação dos parâmetros modais obtidos, pela sobreposição das FRFs, foi
feita também a validação no tempo. Para isso, fez-se um teste com uma entrada do tipo
varredura senoidal entre 1 e 60 Hz, com duração de 4 segundos e nível de amplitude de 0.1
N. A Figura 17 mostra a sobreposição dos deslocamentos obtidos tanto pelo modelo físico
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simulado quanto pelo modelo modal, aqui para o elemento de massa 2. Fez-se também
uma análise do grau de correlação entre resposta simulada pelo modelo físico e resposta
pelo modelo modal. O valor encontrado, pela eq. (62), foi de 0.9966, indicando um ajuste
satisfatório das FRFs.

Figura 17 – Validação do modelo modal reduzido considerando regime linear de
movimento. Em azul (-) sinais obtidos pelo modelo físico simulado e em vermelho (-⋅-)

pelo modelo modal.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A etapa seguinte consistiu na identificação da não linearidade. Inicialmente, na fase
de detecção, foram feitos testes com o intuito de verificar a degradação das FRFs, bem
como indícios demonstrados pela função de coerência. Dessa forma, com uma entrada
do tipo varredura senoidal no elemento de massa 1, entre 20 e 180 Hz, para dois níveis
de amplitude de excitação diferentes (0.1 e 4 N) com a duração de 32 segundos, foram
calculadas as FRFs e funções de coerência. A Figura 18 mostra que há degradação das
FRFs, decorrente do efeito não-linear ligado ao aumento da amplitude. Além disso, nota-
se que a função de coerência também sofre alterações, evidenciando este fenômeno.

Ainda na etapa de detecção, foi feito um teste com entrada do tipo varredura senoidal
(stepped sine test), mas para vários níveis de amplitude de excitação, entre 42 e 47 Hz, com
passos de 0.5 Hz e duração de 8 segundos para cada frequência. Esse valor de passo em
frequência fixo foi adotado porque a placa de aquisição não permitia passos variáveis, isto
é, maior resolução em frequência próximo da ressonância. E para garantir a integridade
da estrutura, levando-se em consideração a quantidade de energia fornecida ao sistema,
considerou-se este valor após testes experimentais prévios. As amplitudes variaram de 0.1
a 2 N e os resultados obtidos são mostrados na Fig. 19. Essa figura ilustra as respostas do
elemento de massa 2 (deslocamentos) no domínio da frequência, e é evidente a presença
do fenômeno de salto, característico em sistemas não-lineares. Além disso, a Fig. 20,
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obtida com base na Fig. 19 ilustra a variação desta frequência com o aumento do nível da
amplitude de excitação. Nota-se uma mudança de aproximadamente 2 Hz com a alteração
da amplitude de 0.1 para 2 N.

Figura 18 – Detecção da não linearidade pela degradação das FRFs (sinais obtidos pelo
elemento de massa 2). Em azul (-) tem-se respostas para baixo nível de amplitude de

excitação e em vermelho (-⋅-) para alta amplitude.

(a) Módulo. (b) Coerência.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 19 – Amplitude de resposta em frequência para diferentes níveis de excitação,
considerando o deslocamento x2. Em azul (-○-) para 0.1 N, em vermelho (-△-) para 0.5
N, em roxo (-◻-) para 0.8 N, em preto (-+-) para 1 N, em verde (- - -) para 1.5 N e em

azul escuro (-) para 2 N.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 20 – Variação da frequência natural em função da amplitude de excitação.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Para a etapa de caracterização, utilizou-se o método de superfície de resposta, usando
a eq. (67). Considerando as equações de movimento do sistema na forma matricial, com
as matrizes dadas na eq. (82), tem-se a expressão para a força não linear:

Fnl(x, t) = f(t) −Mẍ(t) −Kx(t) (83)

Para identificar e caracterizar, portanto, a não linearidade, introduziu-se um sinal de
entrada na forma de varredura senoidal em frequência entre 42 e 47 Hz com alto nível de
amplitude (5 N), em um intervalo em frequência de 0.5 Hz e 4 segundos para cada bloco.
Dessa forma, aplicando-se o método RFS considerando a eq. (83), obteve-se a superfície
da força de restauração, que é mostrada na Fig. 21. Esta curva é mostrada para os sinais
obtidos do elemento de massa de massa 2, pois no elemento de massa 1 não houveram
indícios da presença de não linearidade, conforme o modelo sugere (localização).

Assim, fazendo-se um ajuste de curva para extrair os parâmetros do polinômio, através
de mínimos quadrados, obteve-se valores de α igual a 3.648810 N/m3 e β igual a 229.52
N/m2 (SCUSSEL, 2017; TANG et al., 2015; KOVACIC; BRENNAN, 2011), com a força
não-linear descrita por:

Fnl = αx3
2 + βx2

2 (84)
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Figura 21 – RFS obtida para o caso simulado.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Desta maneira, o termo não-linear foi adicionado ao modelo modal de baixa dimensão,
e então foi feito o mesmo procedimento de validação para este caso, isto é, uma entrada
do tipo varredura senoidal de 1 a 60 Hz, varrendo a região do primeiro modo, mas agora
para uma amplitude de excitação de 2 N, com duração de 4 segundos. A Figura 22 mostra
os resultados obtidos para este caso, aqui considerando também dados do elemento de
inércia 2. Foi feito também, para este caso, o estudo da correlação das respostas obtidas
pelo modelo físico simulado e modelo modal. Pela eq. (62), o valor encontrado foi de
0.9898. Isso indica que a metodologia adotada, considerando a não linearidade discreta e
concentrada, para este modelo simulado, foi conveniente.

Figura 22 – Validação do modelo modal de baixa dimensão considerando regime
não-linear de movimento. Em azul (-) sinais obtidos pelo modelo físico simulado e em

vermelho (-⋅-) pelo modelo modal.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

O próximo passo foi aplicar esta metodologia (Fig. 9) para identificar um sistema
através de dados experimentais coletados, que é mostrado na seção 4.2. Busca-se uma
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análise de como o aumento de amplitude na excitação afeta as propriedades válidas para
o regime linear, como homogeneidade, bem como a variação dos parâmetros modais em
função desta mudança no nível de excitação (identificação da não linearidade). O que
se mostra por este exemplo numérico é que para um simples caso, é possível se obter
um modelo modal com não linearidades incluídas capaz de emular o comportamento
do sistema. No caso experimental, o que se procura fazer é um processo similar, mas
considerando efeitos não-lineares mais complexos. Ewins, Weekes e Carri (2015) mostram
um caminho que se pode fazer neste sentido, e que é basicamente o que foi feito neste
trabalho, mas estendendo os resultados para uma análise e extração de NNMs, como feito
no trabalho de Peeters, Kerschen e Golinval (2011).

4.2 Aplicação experimental em uma viga com rigidez cúbica

Esta seção trata do experimento realizado, desde as etapas de preparação até a
discussão de resultados. Primeiramente, tem-se a descrição da bancada de ensaios
utilizada, os equipamentos e disposição dos mesmos, bem como o procedimento adotado.
Na sequência, é mostrado o modelo proposto representando um oscilador de Duffing e
a calibração deste modelo, seguido dos resultados experimentais obtidos com as devidas
discussões e conclusões, e em seguida a inclusão do elemento não-linear e a identificação
por RFS. Além disso, é feita a análise da influência dos efeitos não-lineares na análise
modal, incluindo a dependência entre frequência e energia.

4.2.1 Descrição da bancada de ensaios

A bancada experimental utilizada consiste em uma viga de alumínio presa em uma
extremidade com um dispositivo de fixação buscando simular a condição de engaste ideal
(deslocamento e giro nulos no engaste) e com dimensões 300 × 19 × 3.2 [mm3] conforme
ilustra a Fig. 23. Uma massa de ferro foi conectada na extremidade livre da viga com
o intuito de causar interação magnética entre a viga de alumínio e o imã de neodímio
preso na ponta do suporte livre. O imã foi colocado para ocasionar o efeito geométrico e
funcionar como mecanismo de não linearidade (SHIKI; SILVA; TODD, 2017). O aparato
experimental pode ser visualizado na Fig. 23. É importante ressaltar que os dados
utilizados para este estudo foram os mesmos do trabalho de Shiki, Silva e Todd (2017),
e portanto algumas figuras são semelhantes por conta disto, mas toda a análise foi feita
pelo autor, com base nestes dados.
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O excitador foi posicionado a 50 [mm] da extremidade engastada da viga e o monitora-
mento da resposta foi feito por meio de acelerômetros e vibrômetro a laser. O vibrômetro
a laser foi usado para verificar a acurácia dos dados obtidos pelos acelerômetros, quando
comparados os sinais de resposta. Estas medidas de velocidade não foram utilizadas na
elaboração dos resultados. Os equipamentos, sensores e atuadores usados para os testes
experimentais foram:

• Excitador Modal ShopRO 2400E;

• Célula de carga DytranRO 1022V;

• Sistema de aquisição de dados m+p VibPilotRO;

• Vibrômetro a laser PolytecRO OFV-525/-5000-S.

• Acelerômetros DytranRO model 3225F1.

Figura 23 – Aparato experimental.

3 2 1
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 metálica Medida de

velocidade Acelerômetros
Viga de
alumínio

Ímã de
neodímio

(a) Esquema do aparato.

(b) Bancada utilizada para os ensaios.

Fonte: Adaptado de Shiki, Silva e Todd (2017).
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4.2.2 Modelo equivalente por um oscilador de Duffing

Para a análise modal em regime linear de movimento, considerou-se uma aproxi-
mação da viga pelos três primeiros modos de vibrar, dadas as condições estruturais e
instrumentação que limitaram a aquisição de sinais em frequências maiores do que a
representativa do terceiro modo. Este modelo não representa o comportamento da viga em
sua forma integral, mas é um truncamento que procura representá-lo. Em outras palavras,
aproximou-se o comportamento da viga por um modelo com 3 modos equivalentes lineares.

Quando a estrutura vibra com baixa amplitude de excitação, o termo de não
linearidade concentrada pode ser desprezado. Em outras palavras, para Fnl(x, t) ≈ 0,
tem-se a situação linear descrita na eq. (1), e estendida para o domínio modal na eq. (77).
Assim, na primeira etapa descrita na Fig. 9, a estrutura foi excitada com um sinal do tipo
aleatório, com uma banda de frequência entre 10 e 400 Hz e amplitude de tensão elétrica
de 0.01 V aplicada no excitador através de um amplificador de potência para gerar a força
excitação. Não foi feita uma relação entre tensão elétrica/força através da sensibilidade
da célula de carga. Essa relação pode ser encontrada no estudo de Tang et al. (2016).
Foram obtidos 50 blocos de 8192 amostras cada, sendo 4096 amostras sob excitação do
tipo aleatória e 4096 sob resposta livre (burst random), com frequência de amostragem
de 1024 Hz.

A partir dos sinais coletados pelos acelerômetros e pelo sinal de entrada, foram
estimadas as funções de resposta em frequência por meio do estimador H1 com uma
janela do tipo Hanning, sobreposição de 60% e 409600 amostras, e os resultados podem
ser verificados na Fig. 24. Nestes gráficos, são mostradas as FRFs para os sinais dos três
acelerômetros, considerando as três primeiras frequências naturais da estrutura (3 modos).
Os acelerômetros estão numerados na sequência do engaste para a extremidade livre, ou
seja, o primeiro acelerômetro (acelerômetro 1) está localizado próximo ao engaste (na
posição de 50 mm na viga), o segundo no meio da viga (na posição de 150 mm na viga)
e o acelerômetro 3 na extremidade livre (na posição de 300 mm na viga), conforme Fig.
23(a). Além do gráfico do módulo, foram obtidos também gráficos da parte imaginária
das FRFs, que servem para mostrar de uma forma simples e visual o comportamento de
cada modo de vibração.

A Figura 25 mostra a visualização dos modos normais lineares estimados experimen-
talmente a partir do gráfico da parte imaginária da FRF. No caso, foram considerados os
3 primeiros modos para visualização.

Além das FRFs obtidas, avaliou-se a coerência, dada pela eq. (39). O resultado é mos-
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trado na Fig. 26. Nota-se que, a menos dos picos que correspondem às antirressonâncias,
obteve-se acuracidade satisfatória na aquisição dos dados.

Figura 24 – FRFs obtidas via estimador H1.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 25 – Modos visualizados pela parte imaginária da FRF. Em azul (-) a parte
imaginária e em vermelho (-●-) uma visualização dos modos.
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Figura 26 – Valores de coerência obtidos.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

O passo seguinte foi estimar os parâmetros modais. Esse procedimento foi feito a
partir de um ajuste de curvas provenientes das FRFs, com o qual foi possível se obter as
frequências naturais, razões de amortecimento e resíduos modais para primeiro e segundo
modo de vibrar. O método utilizado foi o mesmo da parte feita por simulação numérica,
isto é, mostrado na seção 2.2. A primeira frequência natural resultou ω1 = 23.0 Hz e
razão de amortecimento ξ1 = 0.018; para o segundo modo, foi obtida frequência natural
ω2 = 132.5 Hz e razão de amortecimento ξ2 = 0.037, e finalmente para o terceiro modo ω3

= 292.5 Hz e ξ3 = 0.05. Os modos foram obtidos a partir dos resíduos modais, os quais
resultaram:
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Φ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3.4207 6.4531 9.7458
3.0392 15.1671 −9.8028
11.9483 −22.3739 18.2692

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Para verificar a correlação entre os modos, foi utilizado o número de MAC, o qual
pode ser visualizado na Fig. 27. Os valores obtidos foram ruins, e tal resultado justifica-se
pelo fato de que a viga, mesmo para baixo nível de amplitude, já é não-linear pelo efeito do
imã. Além disso, pode-se considerar como fator de erro para este resultado a quantidade
de pontos de aquisição, isto é, a resolução espacial que foi utilizada (somente 3 pontos
de medida). Se houvessem mais tomadas de medida ao longo da viga, a correlação seria
maior.

Figura 27 – Número de MAC para a matriz de modos.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Para validar a análise modal experimental, foram então reconstruídas as FRFs a
partir dos parâmetros modais, isto é, de forma paramétrica. Essa reconstrução foi obtida
por meio da eq. (43), utilizando 4096 amostras (EWINS, 1984). As Figuras 28, 29 e 30
mostram os resultados obtidos. A Figura 28 mostra a FRF reconstruída e estimada H11

considerando sinais do acelerômetro 1, Fig. 29 mostra a FRF reconstruída e estimada H21

considerando sinais do acelerômetro 2 e Fig. 30 mostra a FRF reconstruída e estimada
H31 considerando sinais do acelerômetro 3, sendo Hjk a nomenclatura mostrada na eq.
31.
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Figura 28 – FRFs reconstruídas - em azul (-) para FRF reconstruída e em vermelho (-⋅-)
para FRF estimada - H11.

(a) Módulo. (b) Fase .

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 29 – FRFs reconstruídas - em azul (-) para FRF reconstruída e em vermelho (-⋅-)
para FRF estimada - H21.

(a) Módulo. (b) Fase.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Assim, conclui-se que os parâmetros modais encontrados representam de forma
satisfatória o sistema, adotando-se um modelo que considera os três primeiros modos
em sua composição. Para validar o modelo, realizou-se uma simulação com uma entrada
do tipo varredura senoidal para um baixo nível de excitação (0.01 V) varrendo a faixa de
10 até 500 Hz. Comparou-se então as respostas obtidas por simulação numérica utilizando
integração por Runge-Kutta de 4ª ordem e as respostas experimentais. O resultado obtido
pode ser visto na Fig. 31. Também, neste caso, estudou-se o grau de correlação entre
as FRFs obtidas através dos dados experimentais e dados simulados pelo modelo modal
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reduzido. O valor encontrado, pela eq. (62) foi de 0.8674, o que não indica um ajuste tão
satisfatório como no caso numérico, estudado anteriormente, devido a diversos fatores
como o truncamento do modelo modal levando-se em conta somente os três primeiros
modos, o número de pontos de medida (resolução espacial) e a presença da não linearidade
que é modelada neste caso como sendo discreta e concentrada, o que não necessariamente
é o que ocorre na realidade.

Figura 30 – FRFs reconstruídas - em azul (-) para FRF reconstruída e em vermelho (-⋅-)
para FRF estimada - H31.

(a) Módulo. (b) Fase.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 31 – Deslocamento do acelerômetro 3 em vermelho (-⋅-) experimental e em azul
(-) obtido pelo modelo.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Tem-se, portanto, o modelo para o regime linear verificado. Na sequência, foi feita
a identificação da não linearidade, seguindo os passos da segunda etapa descrita na Fig.
9. Estimou-se os termos para a não linearidade concentrada e discreta no modelo para
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quando a estrutura começar a vibrar em regime não-linear de movimento, para inserir no
modelo linear e emular o comportamento do mesmo em regime não linear, comparando
com a resposta do sistema.

4.2.3 Identificação do parâmetro não-linear usando a superfície de res-
posta

Inicialmente, para verificar a ocorrência de não linearidade na estrutura, fez-se uma
varredura senoidal em regime permanente para baixos e altos níveis de amplitude de
tensão elétrica aplicada para acionar no excitador, sendo eles 0.01 V e 0.15 V varrendo
uma faixa de frequência de 10 a 400 Hz. Dessa maneira, pôde-se observar a ocorrência
do fenômeno de salto, ou seja, variação da frequência de ressonância da estrutura em
consequência do aumento do nível de amplitude. A Figura 32 mostra o gráfico obtido
pelo teste, para o primeiro modo de vibrar (em torno de 23 Hz). Pelo fato de ocorrer essa
variação da frequência de ressonância, constata-se que o sistema se comporta de modo não-
linear em altas amplitudes de excitação, pois não houve mudança de parâmetros físicos
(massa ou rigidez), mas somente efeitos causados pelo aumento do nível de excitação e
a vibração em regime não linear. Deve-se ressaltar que a frequência de ressonância para
o primeiro modo de vibrar não é exatamente o pico mostrado no gráfico, pois o passo
utilizado foi de 0.5 Hz, então o valor exato encontra-se em torno de 23 Hz, que é o valor
do pico (para comportamento linear).

Figura 32 – Fenômeno de salto para o primeiro modo. Em azul (○) tem-se regime linear
(amplitude de excitação de 0.01 V) e em vermelho (△) regime não-linear de movimento

(amplitude de excitação de 0.15 V).
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A Figura 33 mostra as FRFs obtidas pelo sinal de entrada stepped sine test varrendo
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a faixa de frequência de 10 a 400 Hz, que compreende os três primeiros modos de vibrar
da estrutura considerada. Nota-se desta figura que o primeiro modo é o mais afetado
pelo aumento na amplitude do sinal de excitação, e que o terceiro modo praticamente não
sofre este efeito. Dessa forma, toda a análise é feita para este primeiro modo, considerado
o mais significativo.

A Figura 34 ilustra a presença da não linearidade através de uma análise via
espectrograma, que nesse caso foi elaborado pela frequência em função do tempo, com
os mesmos sinais usados para elaborar a Fig. 33. Nota-se que para o regime não-linear de
movimento, existem harmônicas de segunda e terceira ordem (representadas pelas linhas
pontilhadas). Outras harmônicas são visíveis, porém com menos contribuição (SHIKI;
SILVA; TODD, 2017; BRAUN; FELDMAN, 1997).

Figura 33 – FRFs para regime linear (-) e regime não-linear de movimento (---). Sinais
obtidos para o acelerômetro 3, na extremidade livre da viga.
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Fonte: Adaptado de Shiki, Silva e Todd (2017).

Com base no primeiro modo de vibrar da estrutura, fez-se outro teste para avaliar
os efeitos da não linearidade, e que consistiu na variação da amplitude de tensão elétrica
aplicada ao excitador de 0.01 V à 0.25 V em uma varredura senoidal em regime permanente
stepped sine test de 10 à 50 Hz, com um passo em frequência de 0.5 Hz. Foi feita uma
análise da evolução da frequência natural do sistema, obtida pelas FRFs estimadas pelo
estimador H1, janela retangular e 2048 amostras, representando frequência em função da
amplitude de excitação. As Figuras 35 e 36 mostram este resultado. Nota-se nitidamente
a presença do salto. O que se verifica é o aumento progressivo do valor da frequência,
caracterizando efeito de endurecimento da rigidez, conhecido como hardening segundo
Kovacic e Brennan (2011).
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Figura 34 – Diagrama tempo-frequência da resposta do sistema para sinais do
acelerômetro 3 para duas amplitudes de excitação distintas.

(a) Regime linear - 0.01 V.

(b) Regime não-linear - 0.15 V.

Fonte: Adaptado de Shiki, Silva e Todd (2017).
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Figura 35 – Fenômeno de salto. Em azul (-○-) para 0.01 V, em vermelho (-△-) para 0.05
V, em roxo (-◻-) para 0.1 V, em preto (-+-) para 0.11 V, em verde (- - -) para 0.12 V,
em azul escuro (-◊-) para 0.13 V, em alaranjado (-▽-) para 0.14 V, em cinza (-) para

0.15 V, em rosa (-�-) para 0.2 V e em verde musgo (-☀-) para 0.25 V.
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(a) Variação do pico de frequência entre 15 e 35 Hz.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 36 – Variação da primeira frequência natural do sistema com o aumento da
amplitude de tensão elétrica.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Além do efeito da variação da frequência, outro fenômeno interessante é verificar a
alteração da parte imaginária das FRFs, que no caso linear é uma representação primitiva
dos modos. A Figura 37 mostra as FRFs para os casos de regime linear e não-linear
de movimento. Nota-se claramente a quebra da invariância dos parâmetros modais, e
portanto a análise modal convencional se torna impraticável. Foram usados sinais com
entrada 0.01 V e 0.15 V, utilizados no resultado da Fig. 36 e FRFs obtidas pelo mesmo
estimador e parâmetros de estimativa.

Para ilustrar o efeito não linear, foi feita a comparação entre as linhas modais no
espaço de configuração e espaço de fase, no regime linear e não-linear de movimento.
Os sinais considerados foram os mesmos usados no resultado da Fig. 37. Para tanto,
no espaço de configuração, analisou-se os deslocamentos do acelerômetro 3 em função
dos deslocamentos do acelerômetro 2, ambos obtidos por integração em frequência. Esse
procedimento foi feito adotando-se as equações 32 e 33 e a transformada de Fourier do
sinal temporal. Dessa forma, é possível, a partir dos sinais de aceleração, a obtenção dos
sinais de velocidade e deslocamento. Portanto, quando diz-se integração ou derivação
em frequência, aqui subtendente-se este processo. A Figura 38 ilustra o resultado obtido,
onde nota-se, além do aumento da amplitude dos deslocamentos, a alteração do padrão
da curva, indício de presença de não linearidade. Na Figura 39, tem-se o deslocamento
do acelerômetro 3 em função de sua velocidade, obtidos por integração no domínio da
frequência. Percebe-se, para o regime não linear, uma forma elipsoidal deformada, que
também caracteriza comportamento não linear.
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Figura 37 – Parte imaginária das FRFs para regime linear (-) e regime não-linear de
movimento (-⋅-) para o primeiro modo de vibrar.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Para caracterizar a não linearidade, por meio da varredura em frequência, foram
obtidos sinais do sistema vibrando em regime não-linear de movimento, com amplitude
0.15 V e próximo à região do primeiro modo. Com estes dados, fez-se uma transformação
de coordenadas físicas em coordenadas modais, obtendo-se assim um vetor de coordenadas
modais q, pela eq. (16). Com estes dados, derivou-se em frequência duas vezes para
se obter a aceleração no domínio modal. Dessa forma, foram obtidas curvas de força
não-linear para as três coordenadas modais, considerando-se apenas a curva de força não-
linear para a posição na extremidade da viga. Retornou-se então para o domínio físico,
tendo-se assim a força de restauração em função do deslocamento obtido pelo sinal do
acelerômetro na posição 3, onde se encontra a não linearidade concentrada. Basicamente,
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chegou-se à conclusão de que o acelerômetro na extremidade livre é mais representativo
na localização da não linearidade pelo fato de que os efeitos lineares se manifestam com
maior intensidade na região do primeiro modo (efeito de hardening), o qual possui a
característica de interferir no deslocamento da extremidade livre com maior influência. O
resultado é mostrado na Fig. 40, por meio da aplicação da eq. (75). Então, fez-se um
ajuste de curva para extração dos parâmetros da não linearidade, aqui considerada como
sendo da forma cúbica, tendo em vista a caracterização dada pela superfície de resposta,
similarmente ao que foi feito no caso numérico (MASRI; CAUGHEY, 1979).

Figura 38 – Espaço de configuração. No eixo das ordenadas tem-se deslocamento do
acelerômetro 3 e nas abscissas deslocamentos do acelerômetro 2.
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(a) Regime linear de movimento.
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(b) Regime não-linear de movimento.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 39 – Espaço de fase. No eixo das ordenadas tem-se deslocamento do acelerômetro
3 e nas abscissas velocidades do acelerômetro 3.
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(a) Regime linear de movimento.
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(b) Regime não-linear de movimento.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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O termo Fnl representa a força não-linear dependente do deslocamento x3, ponto
de medida mais próximo da não linearidade, e portanto representativo dentro das
considerações feitas neste modelo. Por meio então do ajuste polinomial, pelo método
dos mínimos quadrados, e da eq. 84, adaptada na forma:

Fnl = αx3
3 + βx2

3 (85)

sendo x3 aqui a representação do deslocamento no ponto 3 da viga, isto é, o deslocamento
na extremidade livre. Foram obtidos α ≈ 3.97626 N/m3 e β ≈ -3273.2 N/m2. Dessa
forma, incluiu-se esses termos no modelo modal, fazendo as devidas transformações para
coordenadas modais (visto que a relação 16 deve ser obedecida), e então o mesmo foi
simulado, considerando agora regime não-linear de movimento. Adotou-se uma entrada
do tipo varredura senoidal com amplitude 0.15 V e frequência variando de 10 a 50 Hz,
para que as respostas pudessem ser comparadas com os dados experimentais obtidos. O
modelo foi integrado numericamente por Runge-Kutta de quarta ordem e os resultados
são mostrados na Fig. 41. Deve-se notar que foi necessário fazer a transformação de
coordenadas modais para coordenadas físicas, segundo a eq. (16), haja visto que o vetor
de coordenadas físicas é uma combinação da matriz de modos e o vetor de coordenadas
modais. Para este caso, também, foi feito um estudo do grau de correlação entre as FRFs
obtidas pelos dados experimentais e dados por simulação do modelo modal reduzido. Para
valores de frequência entre 10 e 50 Hz, segundo a Fig. 41, o valor de FRAC, pela eq.
(62), foi de 0.6516. Isso mostra que a metodologia adotada, neste caso, não foi eficiente,
haja visto a simplicidade do modelo construído. Para valores de frequência entre 20 e 30
Hz, região da ressonância, o valor de FRAC foi de 0.8276. O ideal aqui seria incluir os
efeitos que foram desprezados no modelo e adotar um set-up experimental mais robusto
no sentido de eliminar as possíveis fontes de erros.
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Figura 40 – Força de restauração não-linear obtida pelos sinais do acelerômetro 3.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 41 – Deslocamento do acelerômetro 3 em vermelho (-⋅-) experimental e em azul
(-) obtido pelo modelo.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Com o modelo para o sistema identificado e após a validação, o que se verifica é uma
maneira simples de identificação, mas que consegue emular o comportamento da viga em
regime não linear. É possível ainda, a partir dos dados experimentais, extrair os NNMs
e verificar a relação entre frequência e energia. Como forma de ilustrar o movimento dos
LNMs e NNMs para este caso experimental, tem-se a Fig. 42. Nesta figura, representa-se
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uma projeção tridimensional do espaço de fase para o deslocamento do acelerômetro 2 no
eixo vertical em função da velocidade e deslocamento do acelerômetro 3 nos demais eixos
(coordenadas físicas), sinais obtidos a partir dos acelerômetros, por integração numérica,
processo anteriormente mencionado. Os sinais foram obtidos por meio de um teste em
varredura senoidal em regime permanente em torno do primeiro modo de vibrar da
estrutura, considerando amplitudes de excitação baixa (0.05 V) e alta (0.25 V). Esta
grande variação entre amplitudes foi adotada para explorar visualmente os efeitos não-
lineares. Para a Fig. 42, os sinais foram truncados nos instantes próximos ao salto, onde
a não linearidade se apresenta de forma mais pronunciada no deslocamento e velocidade.
Nota-se o formato mostrado em Kerschen et al. (2009), com os LNMs representando
planos no espaço de fase e NNMs superfícies bidimensionais. Além disso, com as projeções
bidimensionais mostradas, pode-se notar as alterações no formato, conforme foi comentado
na seção 3.1.
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Figura 42 – Modos normais lineares (em cores) e não-lineares (em preto) - projeção
tridimensional do espaço de fase e projeções bidimensionais.

(a) LNMs.

(b) NNMs.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dessa maneira, identificando-se estes NNMs, é possível aplicar a teoria de análise
modal não-linear e incluí-los na modelagem, tornando assim o modelo mais próximo da
realidade ao levar em consideração os efeitos não-lineares. Assim sendo, pode-se lidar
com sistemas que vibram em regime fortemente não linear, com segurança na análise. Na
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seção a seguir, é feito um processo similar ao que Peeters, Kerschen e Golinval (2011)
fizeram, que consiste na extração de NNMs a partir de dados experimentais, e sua relação
com a dependência frequência-energia de um sistema no regime não-linear de movimento.

4.2.4 Identificação de NNMs experimentalmente e pelo modelo reduzido

Com o modelo identificado, incluindo agora os efeitos da não linearidade, foi feita
a extração do primeiro NNM localizado na região da primeira frequência natural, tanto
pelos dados experimentais quanto pelos dados obtidos pelo modelo modal.

Para isto, baseado no conhecimento das propriedades destes modos, foram feitos
ensaios com varredura em frequência em regime permanente, para várias amplitudes (0.01
V, 0.05 V, 0.10 V, 0.11 V, 0.12 V, 0.13 V, 0.14 V e 0.15 V), verificando-se assim o aumento
da frequência natural, como pode ser mostrado na Fig. 32. Ao contrário do que Peeters,
Kerschen e Golinval (2011) fizeram, pelo fato de não ter sido possível a variação mínima
em frequência na região do salto, o que se fez foi selecionar os dados na região do salto,
para cada amplitude, com variação em frequência fixa, de 0.5 Hz. Assim, apesar de não
garantir um NNM completamente isolado, foi possível se obter uma aproximação de tal
comportamento com os dados disponíveis. O sinal de entrada em cada um dos casos
(para cada uma das amplitudes) foi utilizado no modelo modal obtido anteriormente
para emular o comportamento da viga, e assim os resultados obtidos, via integração
numérica por Runge-Kutta de quarta ordem, foram coletados. A Figura 43 mostra a
representação desta variação de comportamento pelo aumento de amplitude fornecida ao
excitador. Os pontos mostrados no gráfico são valores de máxima aceleração em cada um
dos acelerômetros. Nota-se que para amplitudes altas, há contribuição do harmônico de
terceira ordem, decorrente do efeito não-linear presente. Os resultados obtidos por meio
do modelo modal são mostrados também e apresentam uma diferença sutil em relação aos
NNMs representados via dados experimentais. Esta diferença se deve às limitações deste
tipo de modelo, e pelo fato deste ser de ordem reduzida.

A relação entre frequência e energia, que para o caso não-linear não é mais uma
constante, foi também obtida via dados experimentais e pelos resultados obtidos pelo
modelo modal equivalente ajustado. O que se fez foi aplicar um sinal senoidal em
uma frequência próxima da primeira natural da estrutura, variando-se a amplitude de
excitação, nos mesmos níveis usados nos testes em varredura senoidal. Verificou-se
assim a variação desta frequência natural com a amplitude, e a energia foi calculada
considerando o teorema de Parseval (OPPENHEIM; SCHAFER, 2013), por meio dos
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sinais de aceleração. A Figura 44 mostra os resultados obtidos, incluindo-se também
a representação do primeiro NNM extraído para cada ponto do gráfico, similar ao que
(PEETERS; KERSCHEN; GOLINVAL, 2011) fazem, mas com um modelo de elementos
finitos para validar a metodologia. Foi feito também um ajuste de curva do tipo polinômio
linear para interpolar os pontos e levantar uma curva de tendência. Vale ressaltar que os
sinais utilizados para elaboração deste gráfico foram obtidos pelo acelerômetro na posição
3, isto é, mais próximo da não linearidade concentrada.

Nota-se que existe uma sutil diferença entre comportamentos, mas a proximidade de
resultados é grande. Isso mostra a capacidade de se construir um modelo simples, mas
que represente esta dinâmica de forma satisfatória. Para o terceiro ponto do gráfico,
de baixo para cima, nota-se uma variação considerável na frequência, fato que pode ser
notado também na Fig. 36. Portanto, nesta região, tem-se a atuação da não linearidade de
forma a alterar a relação entre frequência e energia do sistema, e isso deve ser considerado
nas análises dinâmicas.
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Figura 43 – Primeiro NNM obtido na região da primeira frequência natural. A ordem
crescente de amplitude de aceleração corresponde à ordem crescente de amplitude de

excitação.

(a) NNM obtido através dos sinais experimentais.

(b) NNM obtido através dos sinais do modelo modal.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 44 – Dependência ente frequência e energia, considerando a primeira frequência
natural e o primeiro modo de vibrar da estrutura.
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(a) Dados experimentais.
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(b) Dados obtidos pelo modelo modal.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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4.3 Avaliação e conclusões

Este capítulo abordou a aplicação da análise modal em um exemplo numérico, com
um sistema de dois graus de liberdade e um elemento de não linearidade. Foram obtidos
os parâmetros modais por análise modal convencional e a não linearidade foi caracterizada
por RFS. Em seguida, aplicou-se o mesmo procedimento em um caso experimental, com
a construção de um modelo emulando os três primeiros modos de vibrar da estrutura
real a partir de 3 sinais de resposta (acelerações) e um sinal de entrada. Foram obtidos
os resíduos modais, frequências naturais e razões de amortecimento a partir das FRFs,
e então as mesmas foram reconstruídas parametricamente, e comparadas com as FRFs
obtidas via estimador H1. Após isso, foi incluído o efeito não-linear no modelo, e obteve-se
um modelo modal não linear, por meio de RFS e dos processos de identificação da não
linearidade concentrada e discreta. Com a obtenção da expressão da força não linear,
o modelo foi então preenchido e obteve-se o modelo completo. Simulou-se o mesmo
com uma entrada do tipo chirp com alta amplitude de tensão elétrica e verificou-se a
sobreposição das curvas. Além disso, verificou-se efeitos provocados pela não linearidade
e o movimento dos modos normais não-lineares, pelo espaço de fase. Por fim, foi verificada
a relação entre frequência e energia do sistema, tanto pelos dados experimentais quanto
obtidos via modelo modal, bem como a extração do primeiro NNM. Verificou-se que o
modelo de ordem reduzida foi capaz de emular o comportamento da estrutura.
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5 Considerações Finais

Este capítulo destina-se às considerações finais acerca deste trabalho, bem como
sugestões de trabalhos futuros com o intuito de explorar novas conclusões sobre o assunto.

5.1 Conclusões

A aplicação da análise modal é um processo eficaz e apresenta resultados satisfatórios
na modelagem de sistemas mecânicos. O grande problema é que, quando se tem
influência de não linearidades, causadas por materiais, geometrias, folgas, condições de
operação, entre outros, este tipo de análise não é mais válido, pois as propriedades de
homogeneidade, ortogonalidade, entre outras, não são mais válidas. Neste trabalho, foi
possível verificar a dificuldade de se modelar um sistema simples com a presença de não
linearidade, considerando a caracterização feita por RFS. Verificou-se que o regime não-
linear produz efeitos que não permitem um processo geral para validar um modelo. No
entanto, executando a análise modal no regime linear, construindo um modelo modal de
ordem reduzida, e depois incluindo os termos não-lineares neste modelo modal, pode-se
obter resultados interessantes no que diz respeito à dinâmica não-linear que envolve os
NNMs e a dependência entre frequência e energia. Verificou-se que é possível emular o
comportamento de uma estrutura através de um método simples.

Para o caso em que um modelo físico foi simulado (numérico), condicionando as
respostas à presença de ruídos pré-estabelecidos, com uma não linearidade de natureza
discreta e concentrada, a metodologia adotada foi satisfatória, com suficiente grau de
correlação entre dados simulados pelo modelo físico e pelo modelo modal.

Na situação experimental, onde uma viga foi modelada considerando seus três primei-
ros modos de vibrar somente, e incluindo um termo não linear, levando-se em consideração
uma abordagem de não linearidade discreta e concentrada, os resultados não foram tão
satisfatórios quanto no caso numérico. Isso pode ser explicado por efeitos não lineares não
considerados, e que são importantes na dinâmica estrutural, além de problemas de set-up
experimental, como resolução espacial (número de pontos de medida). O modelo modal
reduzido, no entanto, para o caso experimental, possibilitou a visualização dos modos não
lineares, que são características de grande interesse na dinâmica não linear.
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Entre as grandes dificuldades ao executar este trabalho, destacam-se a necessidade de
um conhecimento sólido em análise modal, em especial conceitos que foram cruciais no
entendimento do problema, além da dinâmica não-linear e as peculiaridades e métodos
para identificação.

5.2 Sugestões de trabalhos futuros

A seguir, tem-se algumas sugestões de trabalhos que complementariam este estudo de
maneira interessante.

● Utilizar NNMs para entender o comportamento não-linear do sistema e suas
implicações no contexto industrial e em sistemas mais complexos do que o que fora
estudado;

● Considerando o caso estudado como uma hipótese de não linearidades suaves
e bem representados por casos polinomiais, avaliar casos em que na prática as não
linearidades possam ser mais gerais, por exemplo, envolvendo descontinuidades ou então
cenários com amortecimento mais acentuado ou com não linearidades de dissipação. Nesse
sentido, estudar os efeitos de histerese e aparecimento de folgas em impactos em junções
parafusadas, que são avaliados, por exemplo, por harmonic probing em Teloli e Silva
(2019);

● As FRFs são aproximadas por modos normais lineares, e esta relação com NNMs não
existe. O que se faz é aproximar por séries (em especial de Fourier), via balanço harmônico,
e uma questão interessante seria aproximar ou buscar uma aproximação por harmonic
probing para encontrar uma relação entre FRFs de alta ordem (BILLINGS; TSANG,
1989a; BILLINGS; TSANG, 1989b; WORDEN; MANSON; TOMLINSON, 1997);

● Na questão da visualização dos modos não lineares, seria interessante a elaboração
de vídeos para mostrar a vibração em fase e fora de fase (síncrona e não síncrona), através
de uma abordagem didática.
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