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Resumo

Nesta tese, tem-se por objetivo usar o principio de acao quantica de Schwinger
para estudar e caracterizar dois tipos de sistemas quanticos: o primeiro sendo
um oscilador harmonico forcado, cujos parametros dependem explicitamente do
tempo e o segundo, um conjunto de osciladores harmoénicos que interagem linear-
mente. Mostra-se para o primeiro, que a forma funcional desse principio, i.e. o
operador que origina as variacoes generalizadas das variaveis dinamicas do sis-
tema, além de permitir a construcao das fungoes de transformacao para qualquer
tipo de sistema quéantico, ajuda a determinacgao das quantidades conservadas e,
conseqiientemente, a deducao do seu espectro de energia e o conjunto de fungoes
proprias quando existirem. Caso contrario, se o sistema é dependente do tempo,
podem-se construir as algebras dinamicas que permitem estuda-lo de uma ma-
neira alternativa. Da mesma forma, para o segundo sistema, sao propostos dois
conjuntos de estados e de operadores: um associado aos estados que cada ele-
mento do sistema apresenta em presenca da interacao, conhecidos na literatura
como estados vestidos e outro, que representa os modos normais do sistema como
um todo. Ambos conjuntos de estados sao usados na implementacao do principio
de acao quantica, permitindo encontrar: as solugoes exatas, o espectro de energia,
as fungoes de onda e as amplitudes de transicao entre quaisquer dois estados nos
quais se possa encontrar o sistema. Em cada caso, serao dados alguns exemplos
que se contrastarao com os resultados associados a outras abordagens tedricas.
Palavras-chave: Mecanica Quantica, Principio de A¢ao Quéntica, Sistemas
Dependentes do Tempo, Invariantes Dinamicos, Sistemas Interagentes.






Abstract

This thesis has the aim of using the Schwinger Quantum Action Principle to
study and characterize two kind of quantum systems: the first one is a forced
harmonic oscillator whose parameters explicitly depend on time and the second
one, a set of harmonic oscillators which interacts linearly. We show for the first
system that the functional form of this principle, i.e. the operator which causes
the generalized variations of the dynamical variables of the system, besides al-
lowing the construction of transformation functions of any kind of system, help to
determine the associated conserved quantities and therefore to deduct the form
of the spectrum and the set of the eigen-functions of the system, if they exist.
Otherwise, if the system is time-dependent, the dynamical algebras which allows
studying it in an alternative way can be constructed. Similarly, for the second
system two sets of states and operators are proposed. The first one associated
with the quantum state of each element of the system in the presence of inte-
raction, known in the literature as Dressed States and the second one, which
represents the normal modes of the system as a whole. Both sets of states are
used in the implementation of the Quantum Action Principle allowing to find the
exact solutions, the spectrum, wave functions and amplitudes between any two
states in which the system can be found. In each case, a few examples will be
given and the results are contrasted with results associated with other theoretical
approaches.
Keywords: Quantum Mechanics, Quantum Action Principle, Time-Dependent

Systems,Interacting Systems, Dynamical Invariants.
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Introducao

O aperfeicoamento das técnicas experimentais nos tltimos anos tem trazido a tona
a existéncia de alguns fendomenos que s6 existiam na teoria. Isso tudo, gracas a
possibilidade de poder influenciar e controlar os estados quanticos que apresen-
tam naturalmente os sistemas microscopicos. Entre os métodos experimentais,
ressaltam-se aqueles em que a interacao da radiacao com a matéria é delicada-
mente controlada com o uso de campos magnéticos e elétricos, tanto estaticos
quanto dependentes do tempo que sao preparados cuidadosamente.

Dentre as técnicas experimentais acima mencionadas temos, como exemplo as
Armadilhas de Ions, como as de Penning [1] e Paul [2]. Na armadilha de Penning
as particulas sao confinadas por uma combinagao de campos magnéticos e elétri-
cos estaticos; da mesma forma, na armadilha de Paul o confinamento é realizado
por uma combinacao de campos elétricos constantes e de radiofrequéncia em uma
configuragao quadrupolar. Assim, esse tipo de dispositivo permite manipular um
nimero reduzido de particulas no seu interior, obtendo o controle de sistemas
quéanticos individuais como um atomo ou um elétron [3]. Da mesma forma, po-
demos tomar, como exemplo, um outro fenémeno que é causado pela variagao
dos campos com o tempo, o chamado Efeito Casimir Dinamico [4, 5, 6, 7]. Neste
se descreve a criagao de fotons de um campo eletromagnético confinado entre
duas placas refletoras, uma em frente a outra, que mudam a sua distancia a uma
frequéncia determinada.

De uma forma similar, os sistemas atémicos também podem ser influencia-
dos quando confinados em cavidades 6pticas. Nesses casos, estudam-se como se
apresentam os mecanismos de radiacao e como podem ser modificadas as caracte-
risticas desses processos. Geralmente, os feixes de laser que manipulam os atomos
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dentro das cavidades sao preparados de tal forma que causam uma transicao es-
pecifica. Com isso, pode-se aplicar idealizacoes dos mecanismos de interacao da
radiacao com a matéria como é o caso do modelos de dois niveis, dentre os quais
podemos citar o Modelo semi-cldssico de Rabi e a sua versao quantica, o Modelo
de Jaynes-Cummings |9, 10|. Nesses sistemas um conjunto de atomos confinados
dentro de uma cavidade 6ptica interage com um feixe incidente.

Do ponto de vista tedrico, a construcao de modelos para os sistemas fisicos
acima mencionados implica no uso de abordagens nas quais os parametros do
sistema sao dependentes do tempo, ou os quais apresentam interagoes que ge-
ralmente conduzem a sistemas de equagoes de movimento que nao podem ser
resolvidas analiticamente. Assim, apesar da existéncia de uma grande variedade
de abordagens teoricas para a resolucao e o estudo da evolucao temporal desse
tipo de sistemas, geralmente s existem solugoes para um ntumero reduzido de
casos cujas condigoes sobre a dependéncia temporal dos parametros ou nas ca-
racteristicas funcionais das interagoes devem ser satisfeitas.

Sendo assim, no caso de sistemas com parametros dependentes do tempo, os
problemas existentes estao basicamente relacionados ao ordenamento temporal,
a definicao de espectros e ainda a integrabilidade. Seguindo nossos exemplos
iniciais, podemos ver em |2, 3, 4], que tanto no tratamento teérico da Armadilha
de Paul quanto no Efeito Casimir Dinamico, o modelo fisico a seguir é o de um
Oscilador Harménico Forgado, cujos parametros como a frequéncia e o mesmo
forcamento!, dependem do tempo. Ainda que s6 algumas funcoes da frequéncia
fazem com que esse modelo seja exatamente soluvel, abordagens teéricas como
o Método de Floquet [11], Fase de Berry [12], e métodos algébricos baseados
nos grupos de simetrias dindmicas do sistema [13, 14, 15], fornecem informagao
valiosa sobre o comportamento de ditos sistemas. E importante entender que cada
uma dessas abordagens trabalha aspectos pertencentes a determinados regimes,
seja na forma em que os parametros variam no tempo, intensidade dos mesmos
ou nas estruturas existentes por tras da forma em que esses sistemas evoluem
temporalmente.

Do mesmo modo, os sistemas fisicos nos quais um ou varios atomos se en-
contram dentro de uma cavidade 6ptica, e que sao o objetivo de estudo da ele-
trodinamica quantica em cavidades, apresentam problemas que sao dificilmente
contornados pelas abordagens convencionais. Primeiro, dado que nos modelos
que estudam a interacao da radiacao com a matéria, os potenciais de interacao
podem apresentar uma grande intensidade e geralmente possuem uma estrutura
que implica em uma nao linearidade, é dificil que os modelos usados apresentem
uma solucao que seja analitica. Isso devido & intensidade dos campos dentro das
cavidades que geralmente é grande suficiente para tornar inviaveis os métodos
perturvativos.

'Em alguns trabalhos o modelo inclui um termo dissipativo proporcional & derivada temporal
do operador de posicao [4].



Contudo, uma abordagem tedrica nao perturbativa, que conduz a resultados
analiticos no estudo dos fendmenos em sistemas como os acima mencionados, foi
proposta por Cohen-Tannoudji, Serge Haroche e N. Polonsky, [16, 17, 18]. Nessa
abordagem, o atomo dentro da cavidade interage com o campo eletromagnético
de tal forma que os fétons que rodeiam o atomo o "vestem” formando um sub-
sistema que interage com o resto de fotons do campo [16]. Os estados resultantes
desse processo construtivo sao chamados de estados vestidos e, como tais confor-
mam uma base adequada para o estudo de quase qualquer fenémeno que possa
se apresentar em cavidades 6pticas. Uma outra abordagem, relacionada com a
anteriormente mencionada, proposta por [19, 20, 21, 22, 23|, foi desenvolvida para
o caso em que temos interagoes do atomo com a matéria de maneira linear como é
o caso da interacao dipolar, podendo admitir extensoes para o caso da particulas
livres.

Como podemos ver, o estudo dos sistemas nao relativisticos acima mencio-
nados tem como caracteristica o uso de uma grande variedade de métodos que
intentam obter solugoes exatas. Cada um desses métodos, explora uma caracte-
ristica tinica do sistema. Assim, o uso de simetrias e da resposta dos elementos
dos sistemas ante uma interacao com determinadas caracteristicas fazem parte
fundamental dessas abordagens.

Nesta tese, propomos o principio de agao quantica como uma estrutura que é
capaz de reunir todas essas abordagens em um corpo tnico. O Principio de Ac¢ao
Quantica de Schwinger [24] é uma das abordagens mais completas da Mecanica
Quéntica, que aliada a formulacao da Integral de Trajetoria proposta por Richard
Feynman [25| sdo formalismos originados nos esfor¢os de Dirac em estabelecer
uma relagdo entre a func¢ao de transformagao quantica e a agao classica [26].
Esse principio é uma caracterizacao diferencial das fungoes de transformacao e
procura, através do uso do calculo variacional, encontrar a dindmica dos sistemas
quanticos por meio das relacoes existentes entre os operadores que representam
as variaveis dinamicas e as suas respostas diante de transformagcoes infinitesimais
associadas a pequenas variagoes causadas no sistemas.

A diferenca da caracterizacao integral de Feynman é que o Principio de Acao
Quantica nao precisa levar em conta o principio de correspondéncia, ja que nao
constitui um processo de quantizagao, dado que desde o comego é considerado
como quantico |28, 27|. Da mesma forma, uma analise mais detalhado desse Prin-
cipio, como o efetuado em [29], mostra que podem ser incorporadas, no mesmo
nivel de importancia, dois tipos de variaveis dinamicas que podem se relacionar
com as classes de variaveis conhecidas na estatistica de particulas. Assim, esse
principio incorpora, em pé de igualdade, os dois tipos diferentes de variaveis di-
namicas da mecanica quantica; comutantes e anti-comutantes. Sao apenas estes
dois tipos que sao exigidos empiricamente pelas duas variedades conhecidas de
estatisticas de particulas

Nesta tese, mostramos alguns aspectos do uso do Principio de A¢ao Quéantica
de Schwinger para o estudo e caracterizagao de dois tipos de sistemas quénticos:
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o primeiro, associado a um oscilador harmoénico for¢ado, cujos parametros depen-
dem explicitamente do tempo e, o segundo, dado por um conjunto de osciladores
harmonicos que interagem linearmente. Os mesmos representam um modelo de
teste para a interacao da radiacao com a matéria, que pode ser aplicado em
Modelos tipo Caldeira-Legget, [30].

Para isso, no capitulo II nos aprofundaremos na descricao do Principio de
Acao Quéantica, deduzindo a sua forma funcional. Mostraremos explicitamente
as relacoes entre as transformacoes unitarias e infinitesimais unitarias com as
alteragoes admissiveis que sofrem os estados do sistema e os operadores, todas
elas relacionadas a existéncia de um tnico gerador; o operador G. Da mesma
forma, deduziremos de uma forma consistente as relagoes de comutacao candnicas.
Seguidamente, daremos alguns exemplos calculando explicitamente as funcoes de
transformacao para uma particula livre e um oscilador harménico com frequéncia
constante.

No capitulo III, aproveitaremos as relacoes extraidas a partir do Principio
de Acao Quéantica, deduzindo as funcoes de transformacao para os osciladores
paramétricos acima mencionados; comecando pelo oscilador harmonico forcado
e finalmente tomando como caso especial o oscilador harmonico com freqiiéncia
dependente do tempo. Logo depois, e aproveitando a forma funcional do Princi-
pio de Acao Quéntica, proporemos uma forma de encontrar todas as quantidades
conservadas (geradores dos grupos de simetrias) associadas a um sistema quén-
tico a partir do conhecimento da funcao de transformagao. Mostraremos como
essas integrais podem ser usadas para estudar as caracteristicas de sistemas tanto
dependentes quanto independentes do tempo.

Por tltimo, no capitulo IV, abordaremos o problema de sistemas interagentes.
Estudaremos um modelo de teste que consiste em um atomo ou molécula no cen-
tro de uma cavidade esférica que interage com os modos de um campo; que por
simplicidade é considerado como escalar. Definiremos dois conjuntos de operado-
res de criagao e aniquilagao. O primeiro conjunto cria e aniquila os estados fisicos
reais que os componentes do sistema apresentam sob interacao e o segundo cria e
aniquila os estados que o conjunto completo campo-particula possui. Esses esta-
dos sao os verdadeiros estados de energia do sistema e, como tais, diagonalizam
o hamiltoniano, caso diferente dos mencionados inicialmente.

No capitulo final, faremos algumas conclusoes pertinentes e mostraremos pos-
siveis perspectivas nas aplicagoes dos aspectos abordados neste trabalho.
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O Principio de Acao Quantica de Schwinger

O principio de acao quéantica é uma anélise dindmica das fungoes de transforma-
¢ao. Essa analise é realizada através do estudo das respostas dos sistemas diante
de transformagoes que relacionam as diferentes representagoes que um sistema
quéantico possa ter, [2]. Nessa formulacao, estudam-se as mudancas dos estados
quanticos e dos observéveis, porém, o principio de correspondéncia |2, 3] nao é
usado a priori, j4 que a grande diferenca deste com o formalismo convencional
da mecanica quantica, reside em que as relagoes de comutacao entre as variaveis
candnicas sao deduzidas de maneira totalmente auto-consistentes [4, 2|. Também,
como um principio mais geral, as equagoes dindmicas desses observaveis (equagao
de Heisenberg), assim como dos estados quénticos (equagao de Schrodinger), sao
obtidas como casos especiais dependendo de quais condi¢oes forem exigidas para
definir as variagoes do operador de agao quéantico.

O elemento principal da mecanica quantica é a funcao de transformacgao, que
surge quando pretendemos caracterizar um sistema quantico com uma série de
medidas representadas por observaveis e também ao tentar estabelecer uma cone-
xao entre as suas diferentes representagoes. A funcdao de transformag¢ao contém
todo o conhecimento ganho nos processos de caracterizagao quantica do sistema,
pois preserva toda a informacao do que acontece com ele na transi¢ao entre uma
e outra descrigdo. Seguindo a algebra de medida [5], qualquer mudanca de um
sistema, independente da sua natureza, pode ser representada por uma trans-
formacao unitaria ou por uma transformacao unitéria infinitesimal; isto se da
porque ela preserva as caracteristicas da estrutura do conjunto (ou espago) onde

9
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¢ aplicada, mantendo entre outras coisas a probabilidade invariante .

Dessa forma, estabeleceremos a relagao existente entre a fun¢ao de transfor-
magao, as transformagoes unitarias e as transformacgoes unitarias infinitesimais e
mostraremos como essas nos permitirao estudar a descrigao quantica das respos-
tas de um sistema frente as mudancas globais. Quando efetuamos medidas sobre
um sistema de natureza quantica, embora as mudancas do sistema em geral se-
jam imprevisiveis entre duas observagoes consecutivas, os seus efeitos determinam
mudancas significativas no sistema, por tanto a causalidade tem que ser aplicada
necessariamente. Podemos ver entao que a evolucao temporal de um sistema en-
tre dois instantes de tempo: t e t 4 dt, deve ser equivalente a uma mudanga de
descricao; que, em principio, deve estar conectada através de uma transformacao
unitaria, da mesma forma que as variaveis dindmicas do sistema [16]. Assim,
com esse tipo de transformagao, podera ser estudada a evolugao temporal dos
estados do sistema quantico, bem como a evolucao dos observaveis pelos quais
esse sistema esta sendo caracterizado.

Nas seguintes secoes, serd estudado o papel desempenhado pelas transforma-
¢oOes unitarias na dindmica quantica e também como elas estao relacionadas com
as variacoes infinitesimais, tanto de operadores como de estados. Depois, estu-
daremos como essas variagoes infinitesimais podem ser conectadas de maneira
consistente com as variagoes de um tnico operador, funcao das variaveis dinami-
cas do sistema, derivando assim de maneira natural a forma geral do principio
de agdo quantica de Schwinger e também do gerador dessas variagoes. Apods a
introducao do principio de agao quantica, estudaremos como o gerador das varia-
¢oes do operador de acao quantica esté relacionado com as variagoes admissiveis
das varidveis dindmicas da teoria. Da mesma forma, veremos também como essas
variacoes podem ser usadas para derivar as relagoes de comutagao, as descri-
¢oes de Heisenberg, de Schrédinger e uma equagao de Hamilton-Jacobi quantica.
Por ultimo, aplicaremos o principio de agao quantica para encontrar a funcao de
transformacao de alguns sistemas simples, concluindo com algumas observagoes
de sua implementacao.

2.1 Transformacoes Unitarias

As medidas de uma caracteristica A de um sistema quéntico geram um conjunto
completo de vetores e valores proprios que o representam [5]. Se fizermos medi-
das de novas caracteristicas sobre tal sistema, teremos, igualmente, novas formas
de representa-lo. Cada uma dessas representagoes estd definida em um espaco
que possui uma estrutura geométrica e operadores bem definidos. Esses espa-
¢os resultantes estao relacionados por meio de transformacgoes que preservam as

!Falamos que uma probabilidade se mantém invariante se ao representar os estados envol-
vidos em funcdo de qualquer base genérica, ela continua sendo a mesma. Assim, ela deve ser
independente da representagao.
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estruturas chamadas de unitarias. Assim, os espagos vetoriais, {|ax)} e {|bx)},
associados aos observaveis A e B podem estar relacionados ao seguinte conjunto
de operadores

N N
Ua = Z lag) (bx] e Upa = Z |bx) |, (2.1)
k=1 k=1

com
Uly = Upa. (2.2)
Pode-se mostrar, com auxilio de (2.1) e (2.2), que

Ut Upa = UnpUly = Ul U,

e que seu produto é unitario

N N
UwUpa = Z Z bk| |bl all
W
= ZZ ak 5kl = 1
k=1 =1

[gualmente, podemos mostrar que os operadores
Up =Ul=Ust e Ul,=Uy="U,,"

também sao unitarios. Da expressao (2.1) podemos mostrar o efeito da atuagao
de U sobre os vetores |a) e |bx)

Uya lax) = |bk) (ar| Uay = (b - (2.3)

Assim, dado que a transformagao efetuada pelo operador U é unitaria, podemos
ver que a¢ao de U sobre uma base ortonormal a transformara em uma outra base
que também é ortonormal. Como consequéncia, temos que as relagoes geométricas
sao mantidas dado que o produto interno

(| br) = (@] UspUpa |ar) = (] UnU' |ay,)
= 0 = (@] ag),

é conservado, assim como a norma que esta relacionada com a probabilidade.
Além disso, se introduzirmos uma terceira base associada a um operador C, {|cx) }
junto com os seus operadores associados U, e U,., podemos ver que ela é suscetivel
de ser composta com as outras transformacgoes. Dessa forma, terfamos que

Uab - UacUcb (24)

igualmente poderiamos introduzir tantas bases intermediarias e transformagoes
quanto quiséssemos, mostrando assim que estas formam um grupo fechado; i.e.
qualquer transformacao unitaria pode ser construida pela composicao de uma ou
infinitas transformagoes.
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2.2 Representacao de um Operador

A representacao matricial de um operador foi construida na base de medidas
sucessivas por diferentes tipos de observaveis sobre um sistema ja caracterizado
[5]. Em vista disso, podemos ver que um operador genérico X, para o qual nao foi
especificada a sua base de vetores associada, pode ser expresso em qualquer base,
enquanto ela for completa. Assim, dada a base {|ax)}, construida como produto
da caracterizacao de um sistema quantico pelo observavel 121, ela pode ajudar-nos
a expressar o operador X da seguinte forma

N N
X:ZZ ak|X|al |ak> <al\.

k=1 l=1

Dado a relagao anterior, podemos ver que a acao do operador X sobre um vetor
do espacgo gerado por A produz um outro vetor que pode ser expresso como uma
combinacgao dos elementos da base {|ay)},

Xlam) = 24l (aml X lar) ),
e seu dual por,

N
(am] X = {anl X [am) o]
k=1

Da mesma forma que expressamos o operador X na base de vetores gerados pelo
operador A, também podemos representar o operador A na base de seus vetores
proprios. Essa representacao é chamada de representacao espectral do operador

A, porque ela é escrita em funcao dos elementos de F [/Al} 2 e dos projetores em

cada sub-espago |ay) (a;|. Portanto, podemos ver que

N N
A = ZZ ak|A|al |ak) <CL1|

k=1 =1

= D ala)(al,

=1

=z

na qual é aplicada a equagao de valores proprios A |a;) = a;|a;). Com a teoria de-
senvolvida até aqui, podemos ainda mostrar que se os espacos vetoriais associados
a dois observéaveis A e B, que satisfazem as equacoes de valores proprios

Alay) = ap|ay) , B b)) = b |by)

2Chamamos de F [A] ao espectro do operador fl, isto é E [/q = {ag, a1, as,...}
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estao relacionados por transformagoes unitarias do tipo (2.3) e suas representagoes
espectrais sao

A=Y ala) (@, B=3 bbb,

entao eles poderao estar relacionados da seguinte forma

N N
B = ZblUba |Cbl> (Clk\ Uwb = Uba (Z ap |al> (Gk|) Uab
=1 =1
- UbaAUaba

se e somente se compartilharem o mesmo espectro, ou seja b; = a;.

2.3 Transformagoes Infinitesimais Unitarias para
Estados e Operadores

Na secao anterior, observamos que com o uso de transformagoes unitarias pode-
mos representar os observaveis de um sistema em funcao das estruturas geométri-
cas associadas a outros observaveis que os caracterizam. Também vimos que se
dois desses observéaveis compartilham o mesmo espectro, podem ser relacionados
através de uma transformacao unitaria. Dessa forma, as transformacoes unitarias
sao uteis para descrever as respostas de um sistema diante de diferentes medidas
3. Para um anélise mais detalhada do que acontece quando temos variacoes no
sistema ocasionadas por uma medida, analisaremos, de forma geral, a influéncia
sobre os sistemas e as suas estruturas associadas quando fazemos transformagoes
que induzem pequenas variagoes chamadas diferenciais pelo seu carater geomé-
trico especial.

2.3.1 Variacoes Infinitesimais das Funcoes de Transforma-
cao
As fungoes de transformagao satisfazem as seguintes regras de composicao:

(b lam) =Y b len) {enl am) (2.5)

n

(bt ) = am Tor). (2.6)
Podemos tomar as varia¢oes de uma funcao de transformacao como a diferencia-
¢ao sobre uma funcao dependente dos estados envolvidos, assim

o (bi lam) = Z [0 1 [en) {cnl am) + (bi [cn) 0 {cal am)] (2.7)

c

3Uma excecdo desta observacio pode se dar quando descrevemos a evolucdo de sistemas
dissipativos.
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6 (b |am) = d{am |br). (2.8)

Até este ponto temos estabelecido algumas relagoes entre operadores e estados,
somadas a essas podemos introduzir a variacao da fun¢ao de transformac¢ao como
o elemento matricial do operador §W;*.

5<am’bl> =1 <am| 6Wab \bl> ) (2-9)

que é o elemento matricial do operador infinitesimal dW,,. Assim, a definicao
desse operador infinitesimal pode ser usada para expressar (2.7) como

(bl W o) = D [0l Wi le) el am) + (b1 len) (enl 6Weq |an)] (2:10)

n

= (by] 6Whe + Wea |am) (2.11)

que, a partir de uma forma similar a (2.4), nos permite extrair a seguinte relagao;
5/I/I7ba = 5@0 + 5Ww. Manipulando os indices podemos mostrar que se ¢ = a,
obtemos 6W,, = 0; da mesma forma que se b = a temos 6W,. = —dW,,, assim
como para a relacao adjunta, onde

0{am [br) = —i (bi] SW), |agm) = i {am| OW, [B1)

que nos permite mostrar a relagao de inversao similar aquela que temos com as
transformacoes unitarias, 517V\ca = 5ﬁ/\jc, mostrando que todo operador infinitesi-
mal 6T definido da forma (2.9) é auto-adjunto. Assim, o i anteposto a fungao de
transformacao tem o objetivo de fazer com que o operador 5/W7ab seja hermitiano

13].

2.3.2 Transformacoes Infinitesimais Unitarias

Uma transformacao infinitesimal representa uma pequena mudanga no elemento
em que é aplicada, seja operador ou estado; como tal pode ser considerada uma
pequena deformagao da operacgao de identidade [5, 16]. Esse tipo de transfor-
macao esté associado as transformacgoes unitarias, ja que, quando continuas, sao
funcoes de parametros que definem as suas caracteristicas de tal forma que o
valor nulo desse parametro recobre a unidade. Isso pode ser visto se considerar-
mos uma expansao da transformacado unitaria em forma de série em fungao do(s)
parametro(s)

Ula) =1+ iG(a) - (Ga)”

4 4(Gay’

o o (2.12)

4Esta relacio serd mostrada na proéxima secio e pode ser desenvolvida a partir das transfor-
magoes dos estados e do operador hermitiano W
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com isso, quando os parametros associados sao pequenos o bastante, o caréter
infinitesimal da transformagao pode ser considerado tomando em (2.12) os ter-
mos com valor significativo da fung¢ao paramétrica G’(a). Assim e sem perda de
generalidade temos

U(a) ~1+iG(a), (2.13)

nessa expressao, G , € 0 gerador das transformagoes infinitesimais dependendo das
caracteristicas da dindmica do sistema [13]. Seguindo essa ideia, as transforma-
¢oes infinitesimais consideradas como pequenas deformacgoes da unidade podem
ser tomadas como

U—-1 ~ G, (2.14)

U'—1 ~ —iG,

onde os operadores infinitesimais G' sao da mesma natureza que 6GG. Nessa ordem
de ideias, a transformagao de um vetor pela transformacao unitaria

Ot |a) ~ (1 - sz) ) ~ |, (2.15)
e a de seu dual

(| U ~ (ai] (1 n z’Gab) ~ (b, (2.16)
pode ser expressa no nivel infinitesimal respectivamente, como

— iGlap ar) = |br) — |a) = 6 |a), (2.17)
e

i(al\Gab: <bl‘ —<(Zl| :(5<(IZ‘. (218)

Levando-se em conta os fatos anteriores, podemos ainda derivar a forma da varia-
¢ao infinitesimal de um operador genérico X , sabendo também que a transforma-
¢ao unitaria U considerada em (2.9) pode ser expressa como uma transformacao
do tipo (2.12). Observando que

(b| X |br) = (an| U XU, |ai)

a transformacao do operador X pode ser posta em funcao da variagao dos estados
onde |b) = |a;) + d|a;) e (0] = (a;| + 6 {a;] ; dessa forma

(el X [br) = (ax] X [ar) + (ax] X (8 |ar)) + (8 (ar]) X |ar) + (5 ax]) X (8 |as))
(2.19)

onde até primeira ordem, podemos ver que

(bi X Jor) — (ol X Jar) = {an] X (8]ar)) + (6 (an]) X |ar). (2.20)
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Também podemos tomar a variagdo do elemento matricial (ax| X |a;) levando em
conta que as variagoes acontecem apenas nos estados, obtendo assim

8 {ax] X |ar) = (6 (ar) X [ar) + (ax| X (8 |ar)), (2.21)

na qual identificando termo a termo as expressoes (2.20) e (2.21) podemos chegar
& seguinte expressao

§(ar X la) = (bel X |bu) — (ax| X |ay)
= <ak| UabXU;rb |CL[> — <6Lk| X ’CL[> 5 (222)

da qual podemos finalmente extrair a forma que a variacao teria quando ela é
posta no operador. Obtendo assim: dX = UXU' — X, podemos mostrar que
em primeira ordem, a forma da variacao do operador depende unicamente dos
geradores das transformagoes infinitesimais G , obtendo que

0X = —i [X G} : (2.23)

em que a expressao [X , G] = XG — GX esté relacionada com o comutador e,

como tal, satisfaz todas as suas caracteristicas.

2.4 Analise Dinamica

Até este momento as mudancas dos sistemas em nivel quantico tém sido vincula-
das com transformagoes entre espagos vetoriais abstratos, construidos em associ-
acao aos operadores e as medidas realizadas, todas estas, associadas iinicamente a
analise cinematica proporcionada pela algebra da medida [5]. Tais caracteristicas-
sao medidas apenas em um TUnico instante de tempo. Essas mudancas, poderiam
auxiliar no estudo da dinamica desses sistemas se pudéssemos associar um lugar
no espago fisico e uma ordem nesses acontecimentos, o tempo. Para isso, em
analogia com a Mecéanica Classica, os observaveis fisicos devem ser expressos em
funcao das variaveis dinamicas do sistema, como a posicao e a velocidade ou em
alguns casos em fungao de operadores que sao fungoes dessas variaveis, como o
momento angular. Assim, sua evolucao dependeré das caracteristicas do sistema
e seu meio. A toda mudanca de um sistema fisico tem-se associado uma nova
descricao e também uma transformacao unitaria ou infinitesimal unitaria que as
relaciona [2, 7|. Assim, se em cada instante de tempo associarmos uma descrigao
diferente e, como tal, uma relacao entre elas, poderiamos entao associar essas
mudancas as transformagoes sobre os estados ou sobre os operadores. Essas re-
presentacoes deverao ser ordenadas, tomando um instante de tempo considerado
como o tempo inicial ¢y e, entao iniciar as medidas dele até um tempo final ¢, com
t > ty. Dessa forma, se o sistema no tempo t( esta caracterizado pelo conjunto de
quantidades {|b(to))}, e num instante posterior, tempo t;, é caracterizado pelas
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quantidades {|a(t1))}, a funcdo de transformagao entre esses dois conjuntos de
medidas serda dada pela expressao

(a(t1)[b(to)). (2.24)

em que cada um dos conjuntos associados sao estados proprios dos observaveis
A(ty) e B(ty), que sdo nao necessariamente compativeis.

2.5 O Operador de Acao e o Lagrangiano Quan-
tico

A fungao de transformagao (2.24) que relaciona as representagoes de um sistema
entre dois instantes fixos de tempo, esta diretamente relacionada com sua diné-
mica ao nivel quantico. Portanto, podemos ver que seguindo a construcao (2.22)
e (2.19), o operador que gera as variagoes relacionadas com a dindmica pode ser
definido por meio do seguinte postulado fundamental:

Existe uma classe especial de alteragdes infinitesimais para
a qual os operadores associados 05;;, s&o obtidos por variagdes
apropriadas de um Gnico operador, o operador de agdo Siy,

8a(t)|b(to)) = {a(t)|6Ss4,[b(to)) (2.25)

onde

58,4 = [S‘t,to] .

Desta forma, dada a propriedade aditiva mostrada em (2.11), se dividirmos o
intervalo de tempo (fo,?) em intervalos infinitesimais de tempo de tamanho At,
podemos ver que a transformagcao relaciona as descrigoes do sistema {|a)}, no
tempo ¢, e {|b)}, no tempo tg, € uma soma de elementos infinitesimais que pode
se expressar como

¢
Sty = Z Stotat- (2.26)
to

Assim, no limite em que o At — 0 é muito pequeno, a soma anterior pode ser
expressa como

t
St = / L(t)dt. (2.27)
to

O operador quantico [:(t) deve ser dependente das varidveis dindmicas do sis-
tema, tendo assim L(t) = L(q, %; ). Em analogia com a Mecéanica Cléssica, este
operador sera tomado como o lagrangiano quantico do sistema que deveré ser
um operador auto-adjunto [13].
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2.6 O Principio de Acao Quéantica de Schwinger

As variacoes infinitesimais de estados e de operadores estao diretamente associ-
adas a existéncia do operador G que pode depender das varidveis dinamicas que
descrevem o sistema em um espaco fisico. Desta forma, seguindo a ideia que para
cada instante de tempo existe uma representacao do sistema, variacoes de tais
descricoes estariam associadas ao operador G avaliado nesse tempo particular.

Tomando as expressoes em (2.17) e (2.18), as varia¢oes de uma funcao de
transformagcao como (2.24) serdao dadas por

Ifa(®) o(to))] = [0{a@)][b(to)) + (at[[0]b(t0))]

i{a ()]G b (to)) —ila, t| Golb(to))
= i{a ()] (G = Go)b(to)) (2.28)
na qual tomando (2.25), podemos relacionar a variagdo dada em (2.28) com a
variagao desse tnico operador S;,, como

3lla) o)) = z‘<a<t>|<é—éo>|b<to>> (2:29)
= (@155 b (t) = (@015 | L0} (),

A dependéncia necessaria de L( ) sobre as variaveis dinamicas do sistema nos leva
a ver o operador de acao S como um funcmnal eads, 1, como variagao frente a
mudangas das varidveis dinamicas ¢ e ¢ = dt. Lembrando as definigoes feitas em
(2.22) e comparando-as com a expressao (2.28), segue que as variagoes do operador
de acao dependem fundamentalmente dos valores do parametro temporal nos
tempos inicial e final. Portanto, dado que as variacoes dos operadores podem
se dar em funcao das variagoes dos estados, estas dependerao essencialmente das
variagoes de t. Portanto, podemos expressar as variagoes do operador S 8],

t t
5= [ ari (a0 ().r) - [ arL(a(r).dtn).r).
t to
em que as variagoes temporais sao dadas por
ot =t —t.

Tomando o valor das variaveis dinamicas do sistema no tempo ', podemos definir
as expressoes para as variagoes generalizadas desses operadores como totais e de
ponto(forma), sendo as totais aquelas que levam em conta a mudanga que ocorre
quando transforma a funcao e o ponto
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e as de forma aquelas quando muda apenas a forma funcional da variavel dinamica,
sendo esta avaliada no mesmo ponto

obtendo finalmente

di (t
3G = God + %&. (2.30)

Com isto, a expressao para 65 é dada por

58 = /t R (¢ (). (7).7) - / i (4().d).7)

0+dto

= [ar{# (7 01i@7) -1 (100,60 .7)}

to

+ /tto drﬁ(cj’(T),él(T)aT>+/tt+§tdrﬁ(q’(7),§/(7)77)-

0+dto

Além disso, analisando parte por parte este integrando, podemos ver que

~

bl = L (q(®).d'(0),t) - L(q(t).d0).t)
= ?9_250(j + 2_260 d) )
corresponde as variagoes de forma do operador Lagrangiano. Os dois termos

restantes podem ser avaliados levando em conta o carater infinitesimal de dt,
assim

t

I (cj’ (t),q (t) ,t> ot

_ [ Y i (q’ (7). 4 (7) ,7) (2.31)

0+dto

t+ot _
+ [ ark (i), o))
t

~ i (q (t),d (1) ,t) 5t + (ggjaom 2—250 (q)> 5t

to

t

to

Por dltimo, dado que as variagoes dy nao implicam em transformagoes do
tempo, estas comutam com o operador de derivada, fornecendo assim

dq d
ol — ) =—1(09).
0 ( dt) dt (0q)
Portanto, rearranjando os termos em (2.31), tem-se que a variagao do operador
de acao é dada pela seguinte expressao
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t

58 = (g—géq_{g—f;*—i(t)}&) O+Lzldt{g—’;—%<‘g—§>}50(j. (2.32)

Esse resultado ¢ um principio dindmico inteiramente relacionado com a variagao
generalizada do operador de agao quantico. Similarmente ao principio de agao
classica, que relaciona essas variagoes com as trajetorias fisicas do sistema e quan-
tidades conservadas [8], o caso quantico nao apresentando trajetorias no espago
de fase fisico, associa os conjuntos de estados e operadores as configuracoes de
um sistema quéantico descritas pelas varidveis dinamicas definidas nos tempos tg
e t que, portanto, devem estar associadas com as equacoes de movimento para os
operadores. Assim, dado que construimos esse principio dindmico mantendo as
variacoes apenas sobre os estados, variagoes arbitréarias sobre a variavel temporal
t, é natural se pensar que o resultado final (2.32) dependa apenas das variagoes
das variaveis dinamicas nos tempos ty e t. Com isto, a expressao (2.32) deve ser
independente da dindmica do sistema, o que significa

v foL  d (0L
/ dt ~ R (50(} == O
to 8q dt 6(]
Isto mostra que no nivel quantico a acao é considerada estacionaria ou invari-
ante ante transformagoes, preservando a dindmica. Por conseguinte, essa integral
deve ser independente de qualquer expressao que dé conta de algum elemento

relacionado com as equagoes de movimento.
Dado o raciocinio anterior, temos que a variagao do operador de agao quantica

serd dada por
55— (Lg% _ by \s
9q 9q

esse resultado é conhecido como o principio de acao quantica. Da mesma maneira
que (2.29) faz com que a variagdo da acdo dependa apenas dos valores de um
operador (G nos instantes de tempo inicial e final, podemos tomar que

t,

t

)

to

onde
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Além disso, para casos nos quais nao tenhamos vinculos, podemos definir o Ha-
miltoniano

A~

H=p-q-L(t),
onde o operador G & dado por
G = pog — Hét, (2.33)

A anterior é a forma hamiltoniana do principio de a¢ao quéantica, fundamental
para estudar a dindmica quantica dada em termos de equacgoes diferenciais de
primeira ordem.

2.7 Relacoes de Comutacao Canonicas

Seguindo as formas analisadas em (2.25), o principio de agao quantica assume a
seguinte forma

6 [{a (B b ()] = (a (1)] (p0d — Hot)| [b(to)). (2.34)

t
to
Donde podemos ver claramente a forma do elemento matricial do operador (2.6).
Levando em conta que o operador GG, gera as transformagoes infinitesimais uni-
tarias dos operadores e variaveis dinamicas do sistema. Podemos tomar como
ponto de partida a expressao (2.23), para estudar as variagoes sobre o operador
posicao ¢,
6 = —i|d.¢]
= i/ [¢',00] — i [¢' ) 0d; +i @' | at,
da mesma forma, segue para o operador momento p
op; = —i [ﬁz’, é]
= —ip' [p;, 6q;) — i [ps, P'] 6G; + i |:]3i7 H] ot,

aqui usamos a propriedade [A, BC| = B[A, C|+ [A, B] C. Restringindo a anélise
para o caso em que nao temos variagdes no tempo (6t = 0)

0 = —ip’ [¢',0q;) =i [§',7’] 04, (2.35)
As expressoes anteriores mostram como sao as variagoes infinitesimais das va-

ridveis dindmicas do sistema causadas pelo gerador G. Podemos ver que esse
gerador, 2.33, inclui apenas as variagoes do operador de posi¢ao ¢. Desta forma,
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se quisermos ter um quadro completo, isto é; como sao as variagoes das varidveis
dinamicas do sistema quando temos variagoes agora sobre o momento, temos que
fazer uma transformacao sobre G. Esse caso reciproco pode ser obtido aprovei-
tando a analogia existente entre o operador de agao classica e a sua invariancia
frente a adigao de termos de fronteira. Isto pode ser ilustrado da seguinte maneira:
quando tomarmos uma lagrangiana da forma

= . dA
L=1+%
T

teremos que a acao (2.27) se transforma em

— t__ t
St,tg - / Ldt = / Ldt + A
to to

e, por conseguinte, a variacao da acao é dada por

t
b
to

08, =C — Gy = (G + 5[\) . (GO + 5[\0) .

Assim, a fim de expressar as relacoes reciprocas entre as variagoes dos operadores
do momento e da posi¢ao por efeito das variagoes do momento, escolhemos o
operador A= —p - q, com o qual nao teremos consequéncias sobre a dinamica do
sistema e, se ha apenas a troca de p por ¢ em @, 0 que nos permitird obter as
relagoes desejadas equivalentes a (2.35), assim

Go— Gy = dAy,
Gi— Gy = 6Ay,
com A
ON=—0p-q—p-dq.
Disso segue o
G =—0p-q— Hét,

que, consequentemente, com (2.35) e tomando (6t = 0), origina as seguintes
expressoes para as variagoes dos operadores
6G; = 6Pk (i, k) + 7 [d', 0Px] Gk
6pi = 16Dk [Di, Q) + 7 [Dis ODk] G- (2.36)

As variagoes generalizadas (2.35) e (2.36) foram construidas para a situagdo em
que os operadores ¢; e p; sao varidveis mutuamente independentes; isto se expressa
fazendo com que as variagoes relativas sejam nulas

5qui - 5qﬁl - 07
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dai deve-se satisfazer as seguintes identidades

~

—ip; [Gi, 6G;) — i [di, D) 0G5 = O,
0Pk [Gis G] + [, 6Pk] Gr = 0,
_ij [ i ij] [pij] 5613 = 0,

0Pk [Dis Q] + 1 [Pi, 0Dk G = O

Em seguida, considerando a élgebra de medida para observaveis compativeis te-
mos

Assim, uma das possiveis solucoes para esse sistema é dada por

com o que obtemos de maneira natural

[¢' 9] = idy;, (2.37)
¢ ¢] =0, (2.38)
0, 9'] =0, (2.39)

que sao as relagoes de comutacao usuais para as varidveis que descrevem a diné-
mica do sistema, os operadores de posicao e momento.

2.8 Equacoes de Heisenberg

Na secao anterior estudamos como sao as variagoes dos operadores quando nao
envolvemos o tempo, porém o objetivo do estudo da dinamica de sistemas quan-
ticos ¢ a evolucao temporal. Para isso, tomaremos agora somente a parte do
gerador que envolve o tempo, G, = —H6t. Em esséncia, o operador G, esta rela-
cionado com a transformacgao unitaria que relaciona as descrigdes do sistema em
um tempo t com a que o sistema terd no tempo ¢ + dt; portanto, podemos ver
que tomando um operador A, funcao das variaveis dinamicas do sistema ¢, p e
o parametro t, a sua variacao dependerd basicamente das variacoes das varidveis
dinamicas, temos assim

SA = A@Gt+6t),pt+6t),t)—AG@1),p(t),t).

Tomando como referéncia (2.30) e, supondo que nao teremos variagoes de forma,
segue
Gt+0t) = ¢+0G = q(t)+ Lisy,
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e, com 04 = %51? e op = %615, temos que §A ¢ dado por

SA = A(G(t+6t), t+6t) t)y—A(Gt),pt),t)

HA dq BA dq
8q dt 6p dt
— (% -9

dt

Finalmente, retomando a expressao (2.23), temos

obtendo, por fim, a equacao diferencial

94
ot’

dA

=i [A, H} + (2.40)

que ¢é a equacao de Heisenberg para a evolucao temporal de um observavel A.

2.9 Equacgao de Schrodinger

Na secao anterior encontramos a equagao de Heisenberg apenas considerando va-
riagoes sobre os operadores. Podemos agora considerar o caso em que as variagoes
da funcao de transformacao sao dadas pelas variagoes nos estados. Assim, reto-
mando o caso geral (2.34) e também as condigdes sobre os estados tal que a agao
do gerador G sobre o estado inicial seja nula, i.e.

Go b (t0)) = 8 [b (t0)) = 0 (2.41)

e nao nulas para tempos posteriores,

Podemos obter ainda que

5 [(a (O] b ()] = i {a (1)] (P0G — Fot) b (to))

Uma vez que a fungao de transformacio (a(t)| b(t)) estd relacionada com a
medida da caracteristica a de A quando o sistema esta no estado b de B ou, em
outras palavras, a projecao do vetor |b (¢)) no vetor |a (¢)), podemos tomar o caso
geral em que temos (g|t); onde o estado inicial representa o estado quantico do
sistema |b (tg)) = |¢) medido em um sistema coordenado, associado ao operador
g, assim

o {al) =i (al (P0g — Ht) [v).
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Pela relagao, [p,dq] = 0, a expressao precedente toma a seguinte forma

8 (ql) = dqi (q| p ) — i (g| H i) ot. (2.42)

Entretanto, se considerarmos a funcao de transformacao como uma funcao de-
pendente das varidveis ¢ e t, a variagao total sera dada por

d{ql¥) <q\w>
dq

+ 0t—— By

0 (ql¢) = dq (2.43)

em que, por simples comparacao de (2.42) com (2.43), resulta imediatamente nas
equacoes

ialply) = 202 (2.41a)
) o) _
A0 gl 1), (2.440)

Esta ultima é a equagao de Schrédinger que descreve a evolugao temporal dos
estados do sistema; a primeira (2.44a) permite associar as representagoes dos
valores proprios dos operadores de momento no espago de coordenadas

0
ip — —, 2.45
D= 5 (2.45)
a equagao, eq.(2.44b), tem uma grande importancia, ja que ela é independente da
representacao do sistema, dependendo somente do parametro de evolugao tempo-
ral.

2.10 Operadores Bem Ordenados de Dirac e Inte-
gracao do Principio Acao

Usar a mecanica lagrangiana na teoria quantica, essencialmente a integral de
acao, foi ideia de P.A.M. Dirac [4], para poder associar o conceito de derivadas
e fungoes aos operadores e, portanto, as funcoes de transformacgao. Introduziu
também o conceito de operador bem ordenado, que nao é senao o rearranjamento
de uma funcao de operadores para facilitar a sua avaliagdo como um elemento
matricial.

Se considerarmos o elemento matricial de uma fungao de operadores da forma

(/| F(A, B) )

em que cada operador, A e B, representa um conjunto de observaveis, podemos
estabelecer se existe uma relacao algébrica entre os operadores A e B, e uma
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possivel expans@o em série de poténcias da fun¢do F(A, B). Os produtos dessa
série poderao ser rearranjados de tal forma que se possa construir uma nova

funcao ordenada
F(A,B) = ka<> () (2.46)

onde teriamos que

(d'| F(A,B) ") = a|2fk B) [b")
= ka gk b// /|b//>
- ;( VY (d V) (2.47)

A funcao dos operadores F (A, B ) recebe o nome de operador bem ordenado [2, 4].
Assim, se usamos (2.47) para avaliar a variagdo do operador agao (2.25), temos

para 0W,,, a versao bem ordenada

8(a(ty)|b(to)) = i{a(t1)[6Sk,0, [b(to)) = Wy z, (a(t1)][b(t0)). (2.48)
Portanto, fazendo a integracao, temos que a funcao de transformacao é dada por

(a(t1)[b(ty)) = Mo (2.49)

Essa forma particular é justamente a forma proposta por Dirac em [4].

2.11 A Equacao de Hamilton-Jacobi Quéantica

A expressao (2.49) para a fungao de transformagao nos permite obter uma equagao
analoga & equagao de Hamilton-Jacobi. Assim, tomando a forma da equagao de
Schrodinger (2.44b), vemos que

0 <Q|¢> _ aetho’t _ Z-awt,to eth,to
ot ot ot ’

—i{q| H|¢) = (2.50)

donde, por comparacao, obtemos

8Wt0 t

(gl = H[¢) = (q] ).
Similarmente para (2.44a), segue
8(q|w> . “ . 8eiwfvfo . ,8Wt,t0
o0 i{qlpl) = 0 o (qlv)
A atho
(lplv) = (ad —5— ).
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Dessa maneira podemos ver as seguintes equagoes operatoriais que estabelecem
o sistema de equacoes de Hamilton-Jacobi

oW -
— 4+ H=0 2.51
e para o momento generalizado
oW
= P. 2.51b
9~ (2.51b)

2.12 Exemplos de Aplicacao do Principio de Acao
Quantica

Tomaremos alguns exemplos simples de sistemas conhecidos para mostrar a apli-
cacao do principio de acao quantica. Primeiramente, calcularemos as fungoes de
transformacao para sistemas quanticos simples, usando unicamente as solugoes
classicas do sistema, a integral da acao classica, e a equacao de hamilton quantica.
A seguir, introduziremos a no¢ao de operador hamiltoniano bem ordenado com
o qual calcularemos a funcao do transformagao para o oscilador harmonico.

2.12.1 Particula Livre

A fungao de transformacao associada a particula livre em nivel quéantico esta as-
sociada ao estudo da propagacao de sistemas livres de interagoes como pacotes de
onda no espaco livre, forma usada no estudo de espalhamento quando considerada
em trés dimensoes. Aqui, por simplicidade estudaremos o caso unidimensional,
cujo principal objetivo é mostrar que um dos exemplos mais frequentes da mecéa-
nica quantica pode ser tratado simplesmente com principio de acao quantica de

Schwinger.
A agao cléssica da particula livre é dada por
1 N2
S = _m<q qO) )
2 t— 1o

Tomando essa expressao como operador, assumindo a priori um ordenamento dos
tempos menores a esquerda, temos que a agao quantica ¢ dada por
o 1 ¢ =5 — 244
S =_m— =

2.52
2 t —to (2:52)

Logo, podemos usar as equagoes operacionais de Hamilton-Jacobi (2.51) se assu-
mirmos que o operador principal de Hamilton tem a seguinte forma

W=2S8+¢(t), (2.53)
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~

28
em que incluimos o termo gg(t) para dar conta dos termos que se originam no
ordenamento assumido em (2.52), obtendo assim
/\2 - /\2 _ 2 A A
4o 49 +

—~ 1

W= -mi

2 t— 1o

Logo, usando a relac¢do canodnica [§, p| = ih, entre o momento p dado em (2.51b)

e a posicao, podemos derivar a relacao de comutacgao dos operadores de posicao

~

para tempos diferentes, assim
- 4= Q| _ .
Pl = ¢, ™M = ih,
(4, P {q . to}

o que conduz a
.. ih o
God = — (t —to) + 4qo-

Dessa forma, o operador hamiltoniano pode ser expresso como

~ H2 m 5 — 6o\ 2
b — b _m[qg—4d
2m 2 t—to
(2.54)

m . . ih an
5 {q +Q(2)_E(t—to)—2q(m}-

~2(t—to)
Ainda, usando a expressdo anterior combinada com (2.53) e (2.51a), temos
oW 98 9 .
- 2o
a oot
09
F+ 5

m TR
+q; —2
mynE {d* + 5 — 24do
em seguida, comgarando a expressao anterior com (2.54) e solucionando a equagao

diferencial para ¢, obtemos
~ ~ ih
® = @o+ Eln(t —tp).

Na expressao anterior devemos observar que ¢y = ¢gl; portanto, se tomarmos
% In(.A), com A sendo uma constante arbitraria, obtemos a seguinte forma

Po =
para a funcao é(t)
gt = 1) AY.

(1) =

Resultando assim, W tem a forma
o 1 A2 A2 266
W= =md + 496 — 29%
2 t— 1o

+ %‘m (A(t — t0))
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e, usando a forma geral de (2.49), segue que a fungao de transformagao é dada

por
1 m<q_QD)2

stlqo,to) = — €X —— (-
<q |QO 0) A(t—to) P{ 2h t— tg

Para determinarmos a constante A, podemos usar a condicao
li t|qo, to) = 6 (q — .
Lim (g, tlgo. to) = & (¢ — @)
Assim, se usarmos a seguinte sucessao de func¢oes para a delta de Dirac

lim —— exp (—n2y2) =0(y),

n—oo /T

podemos ver que se tomarmos
Y — q — qo,

TL2 = —m
~ 2ih(ty—t)’

a funcao de transformagao (2.49) resulta em:

im m (q—QO)2
e gy fdam o m (=) | 2.55
(4, t]q0, to) 2h (t — to) expl 2ih t —to ] 2%

2.12.2 Oscilador Harmonico

O oscilador harménico é o modelo de maior utilidade na mecanica quéantica, dada
a forma do seu espectro e as relagoes algébricas dos seus operadores associados.
Assim como a forma em que estdo construidos seus estados é ttil no estudo de
iniimeros sistemas quantico nos quais as interagoes permitem a existéncia de um
equilibrio estavel. Este modelo atua como uma excelente aproximacao em todas
as teorias que tratam sistemas com pequenas oscilagoes como alguns soélidos, o
espectro vibracional de moléculas, alguns sistemas em 6ptica quantica, etc. Em
nivel geral, seus estados quénticos sao de grande riqueza, contando entre eles
os estados comprimidos e os estados coerentes que sao os estados mais cléssicos
associados ao campo electromagnético.

A funcdo de transformagao associada ao oscilador harménico pode ser cal-
culada via integral de Feynman [10], mas para este caso e outros de sistemas
quanticos simples, o principio de agao quantica de schwinger fornece uma grande
economia de calculos, obtendo os mesmos resultados.

Trataremos aqui a forma fundamental da fungao de transformacao que pode
ser associada com este modelo. A acao quantica para o oscilador harmonico sera
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dada pela expressao®

mw

G M
2senw (t — to)

{(43 + (_?2) cosw (t —tg) — QQOQ} )
Além disso, usando (2.51b), o momento é dado por

dS mw
p=—=—{Gcosw(t—ty) —do}. 2.56
b 0¢  senw (t —tg) {4 ( 0) ~ o} (2.:56)
Como discutido no exemplo anterior, para conhecermos as relagoes de comutacao
entre os operadores de posicao em diferentes tempos, ¢y € ¢, podemos usar a
relagao de comutacao entre as variaveis canonicas, desta forma

mw
N . PRI
(.9 = & —=—75 1) {gcosw (t —to) — do}|
obtendo assim " ( )
A an thsenw (t — ¢
doqd = qqo + 23 (2.57)

mw

Agora, tomando o ordenamento dado em (2.57) e a forma do momento (2.56),
segue que o operador hamiltoniano ¢é escrito como

~ me

_ o B )
"= 2sen?w (t — tg) {3% cos® w (t — to) — 24do cosw (t — to) + G5 }

 hw 1
_27 cotw (t —tg) + émwch.

Se asumirmos novamente a existéncia da fun¢ao ¢, a expressao (2.51a)

oW a8 0

nos fornece
a8 mw? 1 P .
o e o) {(G5 + ¢*) cos® w (t — to) — 2GoG cosw (t — to) }
2
mw? o, .
- (G +d).

Dessa forma, comparando-a com a equagao para ¥V obtemos o termo

¢; - @g In (Asenw (t — 1)) .

5 Aqui assumimos um ordenamento idéntico ao do exemplo anterior.
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Sendo assim, a amplitude de transi¢ao possui a seguinte forma

1 imw {(q3 + ¢*) cosw(t — to) — 2qoq}
tlgo, to) = | —-F—— '
(¢: t[qo; to) \/Asenw(t —to) P { 2hsenw(t — ty)

Seguindo novamente a mesma metodologia do exemplo anterior, obtemos A =
QT’nT—ZZ. Assim, a expressao para a funcao de transformagao do oscilador harmonico
é dada por

(¢, t]qo, to) = \/2 MW exp {z’mw {(q2 + ¢?) cosw (t — ty) — 2qoq} .
mihsenw (t — to) 2hsenw (t — tg)

(2.59)
Esta funcao de transformacao, chamada também de propagador, é usada para
calcular a evolucao temporal de qualquer estado inicial em que o sistema possa
estar. Um exemplo em que podemos aplicar esta funcao de transformacao, é o da
evolucao temporal de pacotes de onda em potenciais harmonicos que evoluem no
tempo como estados coerentes [11].

2.13 O Operador Hamiltoniano Bem Ordenado para
a Obtencao das Funcgoes de Transformacao

Até agora, construimos as fungoes de transformagao usando a agao do sistema e
as equacgoes de Hamilton-Jacobi em nivel quantico. Nesta se¢ao mostraremos uma
forma alternariva de derivar tais fungoes de transformagao. Como vimos ao longo
deste trabalho o Hamiltoniano quantico tem sido um ponto de partida em todas
as nossas analises. De fato os principios da mecanica quéantica foram construidos
via analogias com uma dindmica hamiltoniana. No caso do principio de agao
quantica, também é possivel encontrar as fungoes de transformacao usando a
intervencao direta do hamiltoniano. Para isso, podemos comegar tomando as
equagoes dinamicas de Heisenberg (2.40) para o momento p e a posigao ¢,

dp i A

L——2lad]. 2.60

dq i -

a_ A,H] . 2.61

it h [p (2:61)
Logo, tomando (2.44b) e fazendo neste caso [1)) = [go), o hamiltoniano bem
ordenado, H (q,qo;t) — H (¢, qo; ), induz & seguinte equagao

9(d|9o0) i

ot - h<q’t|7‘2(% qo; t) |90, to)

= () (o) (2.62)
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Para integrar o resultado anterior, precisamos explicitar a possivel dependéncia
de {(q|qo) com q e qo. Portanto, ao integrar a equagao anterior devemos considerar
a existéncia de uma funcao A (g, qo), com isto a fungao de transformacao é dada
por

(qlqo) = A (g, qo) exp {—% /t:”H(% q0; T) dT} : (2.63)

A constante de normalizacao A (q, qo) pode ser determinada com a ajuda das
equagoes dadas em (2.44a) e da mesma forma que nos exemplos anteriores, deve-
se respeitar a condi¢ao

lim (q|qo) = 9 (¢ — qo) -

t—to

2.13.1 Oscilador Harmoénico

Trataremos novamente o exemplo do oscilador harmonico, mas agora usando o
Hamiltoniano bem ordenado. Como sabemos, o hamiltoniano quantico do sistema

¢é dado por

; 7L 2.64
H(q,p)=—+= 7. .

(4,p) 5 T 3w (2.64)

Assim, tomando as equagoes de Heisenberg para (2.60) e (2.61), temos

p

i —gmuw? (2.65)
dq p

= = = 2.66
dt m ( )

Em seguida, fazendo uso das condigoes iniciais p (to = 0) = po e ¢ (to = 0) = qo,
obtemos a seguinte expressao para o momento

mw coswt .

) = Jo — mw . 2.67
P= sinat ™ sin wt (267)
Desta forma, susbstituindo no Hamiltoniano (2.64), temos
N 1 mw? 1 cos wt
H (q,q0:t) = 5 o +4°) — smw? j0d + Gdo) , 2.68
(a0, 00:t) = 55— (@ +q°) 5w’ —— (God + Gdo) (2.68)

o hamiltoniano anterior pode ser ordenado usando a relacao que existe entre ¢ e
Go. Para isso, podemos usar as relagoes de comutac¢ao canonicas e (2.67), para

obter ot
. . sinw

[Q7 q0] =ih :
mw

Portanto, a forma bem ordenada do Hamiltoniano (2.68) é dada por

~

1 mw cos wt 1hw cos wt
H(G,Go;T) = =—— (45 + ¢*) — mw? 1G0 + : :
(q 4 ) 2 sin? wt (qo 1 ) sin? wtqqo 2 sinwt
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Agora, com o hamiltoniano ordenado, podemos solucionar (2.62), que possui a
seguinte forma

{q|qo) i (1 mw?

2 2
+ — mw +
P ; (%5 +¢°) <40

n°wt 2 sinwt

5 COS wt thw cos wt
= a2 I (qlq0),
sin” wt

que através da integragao em t, resulta na seguinte solugao:

[ 1 T mw SR A
(4l40? Asenwt Y { h 2senwt {<q0 +q7) cosw qoq}} (2.69)

Para determinar a forma de A (g, qy) devemos fazer uso de (2.44a), em que

o 7 mw ~ ~
<%|§O> = (V Asenwta% \ Aselnwt> (qlqo) + {f—zsenwt {gcoswt — QO}} (qlq0),

assim, comparando com o resultado de (2.67), temos que

mw
- D = — coswtq — ) .
(qlp ) sinwt( q—do)

da mesma forma para py,

oo [T,
Oq V Asenwt  Oqo V Asenwt

A constante A na expressao obtida em (2.69) pode ser encontrada, tomando o
limite ¢ — ¢, quando § é uma quantidade muito pequena, verificando {(gq|qy) =
0 (q — qo) assim

: ) ./ 1 oMW L2
(155% (15%<q|q0>> N (lsli% Asencd P {ﬁZsenwé {a—do} } =0la =)

Com esse resultado obtemos a mesma func¢ao de transformagao para o oscilador
hamoénico que em (2.59)

mw mw 9 9 }
_ e - t—2 )
(glgo) 2mihsenwt { 2ihsenwt {(qo +q7) cosw qoq}
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Estudo de Sistemas Dependentes do Tempo

O estudo de sistemas quanticos nos quais os parametros variam no tempo, ou sis-
temas nao-estacionarios, é de grande utilidade devido ao fato que tais variagoes
condicionam tanto a dindmica quanto o resultado da medida. Com isto, a anélise
desse tipo de sistemas é importante para varios campos de pesquisa dentre os
quais se incluem a fisica atdémica e molecular, quimica e a informagao quanticas.
Do ponto de vista tedrico, a possibilidade do controle dos parametros externos de
um sistema permite, em principio, manipular os varios aspectos do sistema quan-
tico como transicoes entre estados selecionados e a evolugao temporal, brindando
assim uma ferramenta poderosa para o estudo de uma infinidade de fené6menos e
também para o desenvolvimento de ferramentas para a manipulacao de sistemas
microscopicos. Alguns dos resultados obtidos a partir desses estudos tém sido
importantes em aplicagoes como a eletrodinamica quantica em cavidades, Optica
quantica, armadilhas de ions e a condensagao de Bose-Einstein.

Existem véarios problemas associados a abordagem teérica de sistemas nao-
estacionarios, alguns dos quais sao: a natureza nao comutativa dos operadores
que determinam as variaveis canonicas do sistema, a possibilidade de que as ba-
ses do espaco de Hilbert em que se define o sistema possam mudar em tempos
consecutivos, problemas de ordenamento temporal, a nao existéncia de suficien-
tes integrais de movimento o que impede conhecer a sua dinamica exatamente,
bem como a impossibilidade, na maioria do casos, de definir um espectro e um
conjunto de fungoes proprias. Dessa forma, ainda que nao exista uma maneira
geral de se tratar esses sistemas, se o Hamiltoniano que define o sistema satisfizer
determinadas condigoes, por exemplo, a periodicidade dos parametros ou ainda a
intensidade das interacoes; métodos alternativos aos perturbativos, os quais sao

37
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baseados na defini¢ao de algebras ou nas caracteristicas da dependéncia temporal
do potencial de interagao, é possivel contornar alguns dos problemas indicados
acima.

Um exemplo particular desse tipo de sistemas é o oscilador harmoénico com
frequéncia e forca externa dependentes do tempo. Esse modelo é amplamente
usado em uma infinidade de problemas fisicos, nos quais tanto os parametros
internos, como a frequéncia, quanto os externos, como campos dependentes do
tempo ou forgas mecénicas aplicadas diretamente sobre o sistema [1|, podem ser
controlados. Assim, um modelo como esse é frequentemente usado para descrever
interagoes eletromagnéticas |2, 3, 4], Dinamica Molecular, 6ptica quantica |2, 3,
5, 6], fisica de aceleradores |7], armadilhas de ions [3], para o desenho de sistemas
otico-mecanicos acoplados [1], assim como varios outros modelos nos quais se tem
osciladores interagindo.

Do ponto de vista tedrico, esse modelo é exatamente soltvel somente para
algumas funcoes particulares da frequéncia !, ainda assim a sua solucao pode
ser abordada por varios métodos dentre os quais podemos citar: o método de
Floquet [8] que é usado quando a frequéncia é periodica, fase de Berry [9], usada
quando obtemos uma variagao adiabética nos parametros dos sistema, a Teoria de
Perturbacoes dependente do tempo, usada para a analise de pequenas variagoes
paramétricas e, por fim, os métodos baseados em simetrias, como o estudo dos
invariantes dinamicos do sistema, usados para definir as fungoes de transformacao
e também a evolugao temporal do sistema |2, 3, 10, 11, 12].

Neste capitulo, usaremos o principio de agdo quantica de Schwinger [13] para
estudar oscilador harmoénico com frequéncia e forca externa dependentes do tempo
e consequentemente o caso especial quando a forca externa é nulo, que remete ao
oscilador harmonico com frequéncia dependente do tempo. Como mostramos no
primeiro capitulo, esse formalismo permite o estudo de qualquer tipo de sistema
quéantico, incluindo os sistemas nao-estacionérios. Isso é associado ao fato que o
operador G, que ¢ o gerador das transformagoes infinitesimais generalizadas do
sistema, admite a possibilidade de fazer variagoes generalizadas no tempo [13, 14].
Como foi discutido no capitulo anterior, é possivel encontrar elementos suficien-
tes para caracterizar qualquer sistema a partir da funcao de transformacao. Com
isso, se o sistema for estacionario poderemos determinar também o seu espec-
tro e seu conjunto de fungoes proprias, caso existam. Da mesma forma, neste
capitulo mostraremos que se o sistema em questao for nao estacionario, além
de podermos derivar a funcao de transformacgao, poderemos também introduzir
ferramentas associadas as simetrias do sistema determinadas com base na formu-

No trabalho [15], sdo estudadas algumas funcoes para as quais a equagao diferencial

d?y
— +W(t)y=0
2 TW Ry =0

tem uma solugao exata.
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lagao de integrais de movimento, em total analogia com o Teorema de Noether.
Dessa forma, teremos a possibilidade de construir ferramentas para o estudo da
evolucao temporal do sistema.

Sendo assim, na primeira se¢ao apresentaremos uma pequena discussao sobre
o estudo de sistemas quanticos dependentes do tempo via o principio de acgao
quantica; na segunda secao derivaremos de forma detalhada a funcao de transfor-
magao para o Oscilador Harmonico com frequéncia e termo de forca dependentes
do tempo. Em seguida, na terceira se¢ao e, como caso particular dessa fungao de
transformacao, obteremos a fungao de transformacao para o caso nao forgado. Na
quarta e quinta se¢oes, com auxilio de conceitos analogos ao teorema de Noether
em nivel Classico, derivaremos as primeiras integrais de movimento para esses
sistemas determinando as estruturas associadas para a sua completa integragao.
E, finalmente, com as estruturas derivadas nas primeiras se¢oes analisaremos o
oscilador harmonico, encontrando o seu espectro e as suas fungdes proprias.

3.1 Sistemas dependentes do tempo e o principio
de acao quantica de schwinger

Geralmente, quando o hamiltoniano ou lagrangiano que representa um sistema
quantico apresenta dependéncia temporal explicita, em poucos casos conduz a
equacoes que admitem uma solugao exata. Como falamos na introducgao deste
capitulo, o seu tratamento depende tanto da estrutura do hamiltoniano quanto
da forma em que os seus parametros dependem do tempo.

Nesta se¢ao, usaremos unicamente o principio de acao quantica de Schwinger
para tratar dois sistemas quanticos desse tipo: o primeiro deles sera o oscilador
harmonico com frequéncia e forga externa dependentes do tempo e, posterior-
mente, como caso especial, o oscilador harmoénico com frequéncia dependente do
tempo. Sendo ambos casos bastante aplicados, veremos assim como o Princi-
pio de Acao Quantica de Schwinger permite extrair de forma sistematica toda a
informagao relacionada a dinamica e também & estrutura das solugoes do sistema.

O principio de agao quantica de Schwinger pode tratar a evolugao temporal de
qualquer tipo de sistema quantico, independentemente da estrutura e da depen-
déncia dos seus parametros, dado que a funcao de transformacao, que é o elemento
principal, esta diretamente relacionada ao operador de evolugao temporal, o que
pode ser visto diretamente se tomarmos o fato que no elemento

{a () [b(t)), (3.1)

o estado (a(t)], ¢ o produto da evolugao temporal de um estado inicial (a (to) |
dada pelo operador U (%, ),

(a ()| = (a(to) |U (t,t0). (3.2)

que satisfaz as relagoes obtidas na secao 2.2, da mesma forma que:
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1. U (to, to) = 1,
2. U(t,s)U(s,t) =U(t,s) U (t,s) =1,
3. U(t,s)U (s, to) = U (t, 1),

onde temos que ty, s e t sao tempos nos quais podemos definir a evolugao temporal
do sistema. Com isso a funcdo de transformagao (3.1), pode ser escrita como

(a ()b (t0)) = (a (to) |U (to, 1) b (t0)), (3:3)

que sera o elemento matricial do operador U, na base mista {|b (t5))} e {|a (to))}.
Pode-se mostrar que, usando simplesmente a equacao de Schrodinger, o operador
U presente na funcao de transformagao também é uma solucao dessa equagao.
Para isso, podemos tomar |q (t9)) = |qo, to) como condigdo inicial

(a,1] = (g,10|U (to, 1),
assim, essa funcao de transformacao tera a seguinte forma
(4,t|q0, to) = (q, to|U (t,%0) |90, o).

Tomando a derivada parcial respeito do tempo e com a ajuda da equagao de
Schrodinger, obtemos

. . 0 A
(qo, to|U (t,t0) H (t) |qo, to) —Za@]o,tow(t,to) 90, to), (3.4)
. oU (t,t
= il oy 1) (@)

que fornece a seguinte equagao ao relacionar o operador U com H

20N g i ). (3.6)
ot

Segundo a forma funcional do principio de a¢ao quéntica que expressa a forma
do gerador das transformacoes que deixam invariante a agao, vemos que a parte
encarregada das variagoes no tempo é o Hamiltoniano. Assim, o operador de
evolucao temporal é um elemento de um grupo continuo, em que o gerador das
translagoes no tempo é o mesmo Hamiltoniano. Quando esse tltimo independe
do tempo, a integragao da equagao (3.6) é simples, deixando o estudo da evolugao
temporal a determinacao das fungoes proprias e dos valores proprios desse ope-
rador. Os sistemas representados por um operador desse tipo sao sistemas nos
quais a energia é conservada, sendo, conseqiientemente, chamados de sistemas

estacionarios.
Levando em consideracao esses aspectos, podemos observar que a uma even-
tual dependéncia temporal do hamiltoniano que descreve o sistema nao permite
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que a energia permaneca constante, isto é que ela seja uma constante de movi-
mento. Dessa forma, nao se tem a possibilidade de definir, na maioria dos casos,
um conjunto de estados estacionarios e conseqiientemente um espectro de energia
para todo tempo. Os formalismos existentes, abordam separadamente as dife-
rentes caracteristicas do sistema como a forma em que os parametros evoluem, a
intensidade das interacoes dependentes do tempo ou ainda a taxa a qual variam
tais interacoes. O principio de agao quantica pode proporcionar todos os resul-
tados oferecidos por essas formulagoes, isto é, além de poder estudar a evolugao
temporal, também poderemos obter as integrais de movimento que nos permitirao
determinar os invariantes de movimento associadas aos formalismos de Dodonov
et-al |2, 6]. Comegaremos por derivar a funcao de transformacao para o Oscilador
Harmonico com Frequéncia e for¢a externa dependentes do tempo.

3.2 Funcao de transformacao para o oscilador harmo-
nico com frequéncia e forca externa dependen-
tes do tempo

A funcao de transformagao para sistemas que tem um hamiltoniano quadrético
pode ser calculada diretamente usando a formula de Van Vleck - Pauli [16, 17],
na qual unicamente é preciso calcular a acao cléssica. Apesar disso, o primeiro
método desenvolvido para tratar sistemas nos quais os seus parametros dependem
do tempo foi proposto os trabalhos de K. Husimi [18], que mostrou, através de um
ansatz, que as solugoes para a equagao de Schrédinger desse sistema poderiam
ter uma forma gaussiana. Nessa proposta, os parametros da funcao de transfor-
macao estao relacionados aos parametros do problema através de uma série de
equacoes diferenciais tipo Riccati . Posteriormente, Khandekar e Lavande usa-
ram o formalismo de Integral de caminho de Feynman [19], encontrando também
um conjunto de equagoes diferenciais para os parametros, dessa vez relacionados
com a equagao diferencial de Ermakov [15].

Alternativamente, existem outras abordagens nas quais é possivel calcular a
funcao de transformacao associada a sistemas quanticos nos quais o hamiltoniano
depende explicitamente do tempo. A primeira é a abordagem de Lewis-Riesenfeld
[10], na qual os estados estacionérios associados a uma integral de movimento
hermitiana do sistema formam uma base com a qual se pode expressar as solugoes
da equagao de Schrodinger. A segunda abordagem, similar & anterior, também
faz uso da existéncia de integrais de movimento do sistema, mas agora explorando
a relagao que estas tem com a fungao de transformacao [7].

Nesta se¢ao, calcularemos a funcao de transformagao, para o Oscilador Harmo-
nico com Frequéncia e forca externa dependentes do tempo em uma dimensao,
usando o Formalismo de Agao quéntica de Schwinger. Para isso, usaremos as

2Ver equagoes 1.3 em [18]
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equagoes de Hamilton-Jacobi quanticas estudadas no primeiro capitulo desta tese.
Como ponto de partida para obter a integral de acao, tomaremos o Lagrangiano
Quéantico do sistema definido como

L=7 (%’5)) TR0 () +AF (04 (1), (3.7)

e a equagao de movimento segue

d jtgt) + oG (1) = %F (t). (3.8)

Devido a linearidade da equagao (3.8), podemos assumir de maneira geral, que a
solugao geral do problema é dada por

q(t)=af (t)+bg(t) +h(t), (3.9)

na qual f (t) e g (t) sao solugdes da equagao diferencial homogénea

EA)-() e

em que essas func¢oes tomarao os seguintes valores iniciais

f (tO/l) = fo, © 9 (to/l) = go/1,
também, h (t) é a solugao da equacao diferencial ndo-homogénea (3.8)

b= [ F0a0) =g 1) F (5)ds (311)

na qual

C=FWqt) —gt) 1), (3.12)

finalmente, exigimos que a funcao h (t) apresente os seguintes valores nos tempos
to e t1, como condigoes no contorno

h(ty) = 0, e, h(ti) = h.

Da mesma forma, completamos a descri¢ao da expressao (3.9), definindo os ope-
radores a e b, cuja forma pode ser determinada exigindo que a solugao satisfaca
as seguintes condigoes iniciais

G(t)) = Go=afo+ bgo,
q(ti) = ¢ =af1+bg+ hy,
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com isso, tomando fyg1 — figo # 0 a solugao geral para este sistema deve ter a
forma

i(t)= ot ALF () 91— g (@) fildo+ [fog (t) — gof ()] &
—[fog (t) —gof ()]} + R (2). (3.13)
Usando a equagao de movimento (3.8) e o lagrangiano (3.7) a integral de acao

t1 R
S:/iLQMu
to

é dada por

t Paz
1 + —/ qFdt,
to 2 to

e, substituindo (3.13) na expressao anterior obtemos

S (‘fbtl;do;to) = m ([fofh - gof.l} (ﬁ + [Qofl fogl] - 20(]1(]0)

+ Gl [\ (fog () = gof () F (s)ds
q t
+ gl [ F(s) g1 — g (s) Ai) F(s)ds
At ) fo( (t Yh(r)—g(r)h(t1))—go(f(t1)h(r)=f(r)h(t1))
+ 3 tol{ e . fog(il) gof(tll) }F(r) dr.

(3.14)
Com a forma explicita da integral de ac¢do (3.14), podemos usar as equagoes de

Hamilton quanticas
ow 7

94 = b
(3.15)
W | 7
W + H - 0,
na qual o hamiltoniano H ¢ dado por
~2
H—;;—I—?wq — \Fq, (3.16)

e o operador Weéo operador de a¢ao quantica bem ordenado, no sentido de Dirac.
Essa expressao pode ser associada a integral de acdo (3.14), onde assumiremos o
ordenamento de tempos menores a esquerda, desta forma o efeito do ordenamento
se manifestara no operador ¢§ -

W =38+ (3.17)
Nessa expressao ngS é um operador proporcional a unidade, I , que depende unica-
mente do tempo. Por simplicidade, a seguir tomaremos t; — t, e sem perda de
generalidade, obtemos

S(4,t; 4o to) = W#Qfog gof}q +[90f fog} —20qg0>
(fog gof LO fog —gof (8)) F'(s)ds

(fog gof fto g(s) fI1F (s)ds

A fo(gh(r)— (T)h) (fh(r)=f(r)h)
2 j;fo bl : fog—z(())f } F (7”) dr.

(3.18)

+ + +
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Com isso o momento p, dado por (3.15) é

b= g ([ - d] a - ca)
- m/ (fog (s) = gof (s)) F (s) ds, (3.19)
donde
5= W([fog gof] q +O2q§—c[fog'_gof} {47%})
* (fgg ggf Juy (fog (s —gof (5)) F (s) ds o0

B (fog gof 2(]0 fto fog (s) —gof (s)) F (s)ds
2
b g [ (og (5) = aof (s)) F (s) ds]

Assim, usando (3.19), a relagdo de ordenamento entre as variaveis ¢ e go tem a

seguinte forma
i = it (2200 g,
m

Dessa forma o hamiltoniano do sistema na sua forma bem ordenada é

I )
—5 fog fgo fto fog ) = 90f () F (s) d8> (3.21)
% (2 o ()9 = 9(5) 1F () ds)
aﬁ%fto{ +W}F(T)dr—%m(%[fog—gof]),

da qual podemos mostrar que, usando (3.17), o operador (;3 satisfaz
Bl o [ih
E__El (5 [fog—gof])-

Assim, tomando as expressoes (3.2) e (3.21), obtemos finalmente que a fungao de
transformacao, dada por

R l-m(q2 [fos'l—gof(t)]-l—q% [fgo—gfo]—Qquo)
(.t o, to) = s exp { R 2(fog—190)
X exp pr fQOCIO fto $)g—9g(s) [l F(s) ds} (3.22)
s) —gof () F

'l
h fo

X XD | 7 g2 o ( f09
A
h 2

(s)ds
Jiy {1 )+ RIGRG L P (1) %

X exp
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3.2.1 Funcao de transformagao para o oscilador harmoénico
com frequéncia dependente do tempo

Como caso especial do exemplo anterior, podemos ver por simples inspe¢ao que

se fizermos F' (t) = 0, recuperamos a fun¢ao de transformacao para o oscilador

harmonico com frequéncia dependente do tempo, que pode ser obtida por um
procedimento idéntico, partindo do lagrangiano que descreve o sistema, dado por

L1 (dé(t)>2 = L,

2 dt 2
em que a equagao de Euler-Lagrange é
d?q(t
d‘iﬁ ) P att) = 0. (3.23)

Podemos propor uma solugdo da equacao (3.23) idéntica a (3.9), se tomarmos
h(t) =0, que conduz & expressao

q(t)=af (t)+bg (1),

com a que obtemos as solugoes gerais %, incluindo as condigoes iniciais § (ty) = go
e q(t1) = ¢, como

q= m (Go[g1f — fig] + a1 [fog — 90f]) (3.24)

na qual, fog1 — figo # 0.
Uma vez obtida expressao (3.24) podemos, calcular a integral da agao

. t dg
S = L{g —:t]|dt
/to (q’ dt’ ) )

fazendo o termo da forca F'(t) = 0, em (3.22), obtendo finalmente, a funcao de
transformacao para o sistema em questao

mC im (q2 {fog —gof (t)} + 43 [fgo - gf'o} - 2061%)

0, oo to) = \/27ri(fog — f90) “PAn 2 (fog = J90)
(3.25)

3.2.2 Alguns Exemplos de Osciladores Harmonicos

A fungao de transformacgao (3.25) tem sido extensamente estudada na litera-
tura nas mais diversas situacoes, e notamos que se escolhermos determinadas
frequéncias podemos obter de maneira direta algumas fun¢oes de transformacao
j& conhecidas na literatura.

3Da mesma forma que na segao anterior, notaremos por f = f(t), g = g(t), fos1 = f(toy1) e
go/1 = 9(to/1) fazendo distingdo quando o argumento for diferente
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Oscilador com Frequéncia Constante

A primeira que recuperaremos é a funcao de transformagao para o caso em que a
frequéncia é constante. Podemos ver, sem perda de generalidade, que se tomarmos
as solugoes de (3.23) para w (t) = wy, temos

f (t) = cos[wot]e, g (t) = sin|wyt],

assim, teremos que

(¢:t]qo,t0) = W%_t())] exp {%m [q2 cos [w (to — t)] — qqo} } (3.26)
X XD | 7 zamiatiroy 190 cos [w (to — t)] — aqo] }

que é a funcgao de transformagao para o oscilador harmoénico com frequéncia cons-
tante no tempo.

Oscilador com Frequéncia Dependente do Tempo - Fatorizacao de Er-
makov

Da mesma forma podemos também recuperar o resultado tradicional em que se tem em
conta uma solucao da forma

f (&) = p(t)cos[y(t)] e, g (t) = p(t)sin[y (t)]

cuja funcao de transformagao é dada por

_ mC im H(t ~9 D
(.t laosto) = /s i o0 {1 (250 — @85 ) |
<o i m{(a330+a>4(1)) cosly(t)—0]—2qq00 ()3(t) } (3.27)
Py 2Zsin[(t) 0] :

Oscilador com Frequéncia Dependente do Tempo - Fatorizagcao Nao
Adiabatica

Como um caso especial, podemos usar o anzats proposto por [21| no qual consideramos
solugbes do tipo

FO) = A@e o = a0,
g(t) = B(t)e o DT = B (1) 00,

cuja caracteristica principal é que as equagoes diferenciais para as fung¢oes A(t) e B(t),
sao da forma

A+iwA+iAw =0, (3.28)

A—iwA—iAw=0 (3.29)

cuja forma funcional é linear diferentemente da forma da equagao de Ermakov [15],
e cujas solucoes estao relacionadas de uma forma mais simples com as solucgbes da
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equacao cléssica do oscilador harmoénico com frequéncia dependente do tempo. Tomando
Q) = ftl; w (1) dr, temos que a fungao de transformacao ¢ dada por

(0l anto) = o 5t e { s (PR + GR(0 - 20m000) }.

na qual definimos

Fo(t) = AoB(t)exp[—i(t)] — BoA(t) exp [1€2(t)] ,
F(t) = [BO—WOBO} A(t)exp[iQ(t)]—[Ao—kiwvo} B(t) exp [—iQ(t)].

3.3 Integrais de Movimento

Classicamente, a relag@o entre simetrias e leis de conservacao é bem estabelecida no nivel
lagrangiano e hamiltoniano através do teorema de Noether. Essas leis de conservagao sao
expressas em funcao das varidveis dindmicas do sistema e das equagoes de movimento.
No formalismo Hamiltoniano, as quantidades conservadas resultam ser os geradores das
transformagoes canonicas infinitesimais, fato extremamente importante para se construir
as solugoes de um sistema, ja que em geral, o conhecimento completo das fungoes que
representam as simetrias do sistema implica na possibilidade de se encontrar a forma
exata de suas trajetorias fisicas no espaco de fase [22].

Por outro lado, em mecénica quéntica, o fato de se conhecer o conjunto de ope-
radores que representam as simetrias do sistema quéntico, levam & sua caracterizagao
completa. Esse conjunto que contém todos os operadores correspondentes aos geradores
infinitesimais das transformacoes unitarias ajuda a construir uma algebra, associada a
um conjunto de valores-proprios e vetores-proprios, que sao os valores experimentais das
propriedades fisicas e estados quanticos nos quais pode ser encontrado o sistema, que
por sua vez estao associados ao conjunto completo de observéiveis compativeis com os
quais pode-se caracterizar o sistema.

Dependendo do sistema quéntico, existem varios tipos de quantidades conservadas,
integrais de movimento ou invariantes os quais definem as suas simetrias; seja do sistema
fisico ou das suas solucoes das equagoes que caracterizam a sua dindmica. Alguns desses
invariantes estao relacionados as simetrias do espaco tal como podemos observar, por
exemplo, no atomo de hidrogénio; onde devido a presenca de um potencial central, da
interacgao eletromagnética, temos que o espago apresenta uma simetria esférica; porém,
além dessa simetria, a natureza das mesmas interagoes no sistema, que é analoga a um
sistema de dois corpos em gravitagao, esté assinalada pelo vetor de Laplace-Runge-Lenz
(LRL). Essa simetria na mecanica quantica permite encontrar de maneira completa o es-
pectro do dtomo de hidrogénio [23, 24], isso ¢ devido ao fato que junto aos trés geradores
do momento angular e a energia, dada pelo hamiltoniano, é adicionado um novo gerador
associado ao vetor LRL. Esse gerador adicional é o responsavel pela degenerescéncia dos
niveis de energia; assim, o grupo de simetria final é SO (4).

O tipo de simetria como a LRL é chamado de simetria acidental ou simetria oculta,
que geralmente ¢é associada as mesmas interagoes entre os elementos do sistema, e, junto
com as simetrias do espago, sao de vital importancia quando se estudam os espectros e a
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estrutura de estados dos sistemas quanticos que as manifestam [8]. Dado que as simetrias
de um sistema, isto é, o conjunto de operadores que comutam com o hamiltoniano,
realmente indicam a existéncia de uma degenerescéncia, é claro que a acao de um desses
geradores sobre um estado do sistema, produzira outros estados com a mesma energia,
porém a acao desses operadores sobre esses estados do sistema nao produzira nenhuma
mudanca. Por outro lado, se existir um operador associado a uma simetria do tipo LRL
pode-se construir geradores cuja acao sobre os estados proprios do sistema produzira
outros estados proprios do mesmo sistema, mas com diferente valor para a energia, dessa
forma sao construidos todos os estados estacionarios do sistema.

Como exemplo dessas simetrias, podemos citar os operadores de criacao e aniqui-
lacdo para um oscilador harmoénico com frequéncia constante, apresentados adiante em
(3.40), que além de serem quantidades conservadas, ainda que ndo comutem com o ha-
miltoniano, sdo simetrias das solugbes do sistema,; isto é, que transformam uma solugao
em outra que também é solu¢do para a equagao de Schrodinger. Assim, resulta que é
possivel caracterizar totalmente o sistema se as suas simetrias ou quantidades conser-
vadas sao conhecidas. Um exemplo disso é a conexao entre integrais de movimento ou
invariantes dindmicos e as fungdes de transformagao [9], em que se faz um extenso uso
da teoria de grupos no estudo da dindmica de sistema quénticos.

Da mesma forma que as simetrias associadas aos sistemas estacionarios podem nos
ajudar a caracterizar o sistema e construir seu espectro; as integrais de movimento
dependentes do tempo que podem ser associadas aos sistemas nao-estacionérios, como
os tratados nesta se¢ao, podem nos ajudar a abordar sua completa caracterizagao [10].
Esse tipo de integrais ou invariantes dependentes do tempo, passam a desempenhar um
papel similar que & simetria LRL no 4tomo de hidrogénio e cumprem relagoes como
aquelas que sdo satisfeitas no regime estacionario [8, 9|; porém, os estados e valores-
proprios associados a esses invariantes dependentes do tempo nao se referem a energia
e sim a outros operadores representados por quantidades que permanecem invariantes.
Como tais, os estados proprios associados a esses invariantes estao relacionados com as
solugoes da equacao de Schrodinger dependente do tempo associada ao sistema [10].

3.3.1 Integrais de Movimento e o Principio de Acao Quan-
tica

Nesta secao, mostraremos que as quantidades conservadas no nivel quantico estao todas
contidas na funcao de transformacao

{a () [b(t0)),

isso é possivel dado que esse elemento representa a relagao existente entre duas bases
de estados; a base {|b (o))}, que foi construida através de um conjunto maximal de
observaveis compativeis com valores-préprios b, que para esse caso podem ser chamados
de B e, a base de estados {|a (t))} com valores-proprios a; que da mesma forma que a
base anterior também foi construida através de um conjunto de observéveis compativeis
A, no qual temos t > tg > 0.

O Principio de Agdo Quantica mostra que as variagoes generalizadas da agao sao
dadas em termos das variagoes de um tnico operador chamado de operador de agao
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quantica, assim que
6<q7 t|‘]0a t0> = Z<Q7 t|5St,to |q07 t0>a

além disso, vimos no segundo capitulo que a variacao do operador de agao depende
unicamente dos valores do gerador das variagoes generalizadas G calculadas nos instantes
de tempo inicial e final. Daqui temos que

55140 = G — G

O gerador G (t) representa transformagoes que deixam a dindmica do sistema invariante,
além disso representa a forma geral de todas as transformagoes possiveis para o sistema.
Se dentre essas transformagoes tomarmos os geradores dos quais possamos exigir que

6844, =0, (3.30)

obtemos uma forma analoga ao Teorema de Noether. Os geradores que satisfazem a
relacao (3.30), que serdao notados por I (t), sdo quantidades conservadas ou integrais
de movimento do sistema; esse fato pode ser mostrado tomando para isso que a forma
dada para as variagoes do operador de acao é basicamente a integral da derivada total
de uma fung¢éo das variaveis dindmicas do sistema

tdl(t)

85 = [ —~
W dt

dt = I(t)|,.

Assim, tomando (3.30) a expressao anterior é anédloga a ter

dI
- =0.
dt

Finalmente, a partir do Principio de A¢do Quéantica, teremos

5<Q7t|QO7tO> = Z<q7t|j - IAO‘QO7tO> = 07 (331)

com o que poderemos associar que o valor inicial do operador determinaré a sua forma
em qualquer instante tempo posterior, isto é,

(g, t|1o]q0, to) = (q,t||q0, t0),

Vimos no primeiro capitulo que, dependendo da forma funcional do Lagrangiano do
sistema, os geradores das transformagoes infinitesimais unitarias G sdo fungoes tanto
do momento quanto da posi¢ao. Dessa forma, podemos assumir que se o operador Iy é
um dos geradores das transformagoes de simetria do sistema, a sua dependéncia com as
fungoes dindmicas do sistema sera dada de forma similar por

(a.tlDolgo, to) = (a,tI (4, p,1) |qo. to), (3.32)
assim, sabendo que
(. tlplaos to) = —ihg(a,tl0, to),

X 3.33
(g, tldlgo, to) = q(q, t|qo, to), (3:33)
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podemos mostrar que as constantes de movimento, definidas como fungoes dos opera-
dores de momento e posicdo no instante inicial, junto com os pardmetros do sistema
definidos no mesmo instante sao preservadas durante toda a evolucao temporal, assim,
funcionalmente, podemos tomar

L0
I <q7 _Zhaq7t> <Q7t’q07t0> = IO<q7t’q0at0>a (334)

a expressao acima, embora simples, permite em principio calcular qualquer quantidade
conservada que possa ser associada ao sistema?

O valor numeérico das constantes de movimento coincide com o valor das condi¢oes
iniciais. Isso é verdade basicamente porque esse tipo de sistemas apresenta uma evolugao
hamiltoniana. Assim, se a evolugdo temporal mantém constantemente a conexao com
as condigoes iniciais, é visto que

[0, Do) = [4,D],

dessa forma, sendo o fato de que a evolugao temporal é dada por um operador unitario,
isto € . A

UT (to. 1) qoU (to,1)

Ut (to,t) poU (to,t),

=

é possivel mostrar que

[G,] = |UT (to, t) 4oU (to, 1), U (to, t) poU (to,t)| = UT (to,t) [Go, Po) U (to, 1)

4Da mesma maneira que os operadores I fazem com que as variacdes da acdo sejam dadas
na forma (3.30), podemos escolher um tipo mais geral de geradores, os quais denominaremos
J, que produzem um tipo mais geral de variagoes na a¢ao, as quais se expressam como

-
55‘:/ ., (3.35)
b dt

Na expresao acima, a presenca do operador F (t) ndo afeta a dinAmica do sistema e isso é
devido a que em (4) o termo dentro da integral s6 depende das condigdes no contorno. Assim,
a variacao do operador de agdo em fungdo dos operadores J e F' é dada por

. tdF P
§8=| Zdt=J-
S .t J —Jo,

portanto, a variacao da fungao de transformacao é dada por
8(q.tlq0,to) = {q. t|J — Jolqo, to) = (g, t|F — Folqo, to),
se definirmos um novo tipo de gerador A=J+F, conseguimos expressar
A <q7 _iho?q’t) (g, t[qo,to) = Ao(q,t|q0, o), (3-36)

que nos permite usar as mesmas consideracoes tomadas para os operadores [ e as suas quanti-
dades associadas.
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Assim, essa conexao se torna evidente pelo fato de que é necessario que as condigoes
iniciais possam ser expressas, em qualquer tempo como uma combinagao dos invariantes
do sistema.

Com um exemplo simples, mas significativo, podemos derivar as integrais de movi-
mento associadas ao oscilador harmoénico com frequéncia constante. Para isso, tomare-
mos a funcao de transformacao associada a esse sistema deduzida anteriormente (3.26).
Como ja foi discutido, sabemos que o hamiltoniano é independente do tempo e por con-
seguinte o sistema é estacionario; portanto, a energia é uma constante de movimento.
Ademais dada a estrutura do hamiltoniano, é sabido que é fatorizavel. Esse sistema
apresenta integrais de movimento que sao lineares no momento e na posi¢ao, que junto
ao Hamiltoniano nos permitem construir uma algebra que nos permite deduzir o espec-
tro e as fungdes proprias do sistema. Com isso, seguindo a equagao funcional (3.34)
sendo I linear em § e p, podemos encontrar essas integrais de movimento levando em
conta tanto o momento inicial quanto a posicao inicial; dessa forma, tomando

<q7t‘ﬁ’q07t0> - —Zh%<q,t’q0,t0>,
(g:tlpolaos to) = ihg=(g,t|90, t0),
é possivel obter
—ihaa%@aﬂ%, to) = o=y [24€0s [w (t —to)] — 2q0] (¢, tlqo, to),
ihgg (@ tlao to) = —ssmii=zey [200 cos [w (£ = to)] — 24] (g, tlqo, to),

das quais seguem as seguintes relagoes em nivel de operadores

1z (it =iy (4 cos [w (£ —t0)] = qo]
Do = —m [Go cos [w (t — to)] — 4] -

Podemos manipular as equagoes anteriores para obtermos o momento e a posi¢ao inicial
escritos da seguinte forma

(;?0 = (jCOS [w (t - to)] - Wﬁ (337)
Po = mwsinw (t —tg)] G + cos[w (t — to)] p.

Como dito anteriormente, é possivel mostrar que estas s@o integrais de movimento.
Para isso, podemos tomar a derivada temporal das expressoes anteriores para gg e po
encontrando assim

dc‘lio = (% - %) cos [w (t —to)] — 7Sin[wn(f;t°)] (mwQQ — % ,
B0 = cosfw(t —to)] (% +mw?q) +mwsinfw (¢~ t0)] (4 + 2 ).

Logo, usando as equagbes de hamilton para o Oscilador Harménico com frequéncia
constante

dg N
6 h
p . ~
dt —wq,
é facil mostrar que

ddo

i 0,

dpg
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Ademais, dado que podemos mostrar que o conjunto {Go, po} dado em (3.37), é formado
por constantes de movimento do sistema qualquer combinagao dessas também seréa
uma constante de movimento. Além disso, por construcio, formam uma transformacao
unitaria que também é candnica, ou seja que preserva as relacoes de comutagao

[G0, Po] = [, p] -
Acrescenta-se que, o par candnico {qo,po} pode ser reescrito em termos das solugoes

complexas da equacao diferencial classica para o oscilador harmonico {e“"t,e_“"t}.
Dessa forma, (3.37) é expresso como

o = (i) B (= o) el
ﬁO — —mwi ((j‘*'ﬁﬁ) %ezw(tfto)_‘_mwi (Cj_ ﬁﬁ) %efzw(tfto)

As expressoes anteriores ainda podem ser reescritas em fungéo dos seguintes operadores
nao hermitianos,

ot = 3 (0+550),
wot! = 3 (0= 550)

em que, fazendo uso de (3.3.1), obtemos

Q= e U0 B (o + o)

= o 5 o — )
Sendo tanto gg quanto Py constantes de movimento, podemos exprimir as relagbes an-
teriores em funcao dos operadores

aop \/% (do + ==1o0) 538
AT 2h (4 i (3.38)
ay = \/W(QO_QPO)‘

Assim, podemos finalmente definir a evolugdao temporal desses operadores como

a = e—z’w(t—to)do7

(3.39)

dT = eiw(t_to)dg ,

Notamos claramente que o Hamiltoniano é uma constante de movimento, dado que pode
se expressar em funcdo dos operadores (af,a) e (dg,&o) equivalentemente. Podemos
também notar que esses operadores se encontram na representacdo de Heisenberg e na
de Schrodinger. Uma vez obtidas as relagoes acima, vemos que o hamiltoniano pode ser

reescrito em funcao destes operadores como

2 ﬁ2 mw? ~2

hw hw
Os operadores {dT, d} constituem uma &lgebra, com a qual podemos determinar o es-
pectro do sistema. Portanto, usando

H,at| = hwal,

Hal = —hwa, (3.40)

la,af] = 1.



3.4. Oscilador Harmoénico com Freq. e For¢. Dependentes do Tempo 53

Podemos mostrar que para os estados teremos

Hn)y = hw(n+3)n),
afln) = V(n+1)|n+1), (3.41)
aln)y = Vnln —1).

Além disso, tomando a forma funcional dos operadores de momento e posi¢ao na base
de coordenadas § — x, e p — —iha% , podemos mostrar ainda que a forma da func¢ao de
onda na representacao de coordenadas do estado de minima energia, como ¢g (z) = (z|0)
para o oscilador harmoénico, é dado por

mw o
z) = Npex {——ac }
SDU( ) 0 €Xp 20 ;
em que Ny é uma constante de normalizacao. O restante dos estados pode ser construido
através da aplicagao recorrente do operador af; assim (dT)n |0) = v/nlin). Portanto, na

representacao de coordenadas, os estados terdao a seguinte forma
(o) = Mo (20 2 hoo\" @)
) =—=|— r— — x),
Pn v/n! \mw mw 0T Yo

em que, assim como na funcao do estado fundamental, aqui a constante N,, é a constante
de normalizacao.

3.4 Quantidades Conservadas para o Oscilador Harmo-
nico com Frequéncia e Forca Externa Depen-
dentes do Tempo

Deduziremos as integrais de movimento para o oscilador harménico com frequéncia
e forga externa dependentes do Tempo, partindo da funcao de transformagao (3.25).
Primeiramente, deduziremos as integrais de movimento lineares, usando novamente as
equacoes

(a,tplgo, to) = —inG{a,tlqo, to),
(a,tlpolgo, to) = ihga{a, tlao, to),
cuja forma explicita é dada por
—ih g (a, tlgo,to) = Foi-Ta {m (q [fog - gof} - CQO)} (g, tlqo, o)
g A (o (5) = 90f (5)) F (5) ds } (g, tlao, o),
i@, tlaosto) = —FoaTan) {m (QO [fgo - gfo} - C'Q)} (9, tlq0, t0)

g {1 (5) 9 = 9 (5) J1F () ds Haos to)-

Estas expressoes nos permitem obter os seguintes operadores

P = GoTe {m (Ci [foé] - gof} - CC}O) + A Sy (fog (5) = 90f () F (s) ds}>
o = —garga 4 (d0 [ fo0 = afo| = Ca) + AL [ (5) g — g (5) F1 F (s)ds}
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Temos novamente um sistema de duas equacoes algébricas com duas incoégnitas. Assim,
novamente consideramos os seguintes invariantes lineares para o sistema

. fog—gof] . —fgo)

o = il <f°zwfgo>p e S (Fog (s) — gof () F (s) ds,

A foo—fog) | [fao—gfo] .

po = "R LT ohly o i E g () — nf ()} F (s) s,
na qual C' é dada por (3.12). Da mesma forma que na se¢ao anterior, pode se mostrar
que para este caso também temos dstO =0,e @ =0.

Dessa forma, temos que {do, po} tambem e um par de constantes de movimento.
Conseqiientemente, da mesma forma que no caso do oscilador harménico com frequéncia
constante, as solugoes linearmente independentes do sistema sao

—ih (g, tlgo, to) = F5-Ta0 {m <q [fog - gof] - qu)} (q,tlqo0, to)
g AN (fog (5) = 90f (5)) F (3) ds } (q, tlao, to),
z’h%(q,t\%,t(ﬁ = —m {m (QO [fgo —gfo} - )} (g, t|qo, to)

g AV (5) 9 = 9.5) 11 F () ds } (0, taos o).

Aqui encontramos operadores analogos aqueles propostos para o oscilador harmoénico
com frequéncia constante; mas no caso tratado aqui os operadores tém a forma

_ . 5. oA ft

I = 1/.ﬂ<.gq—gf-|-—fto 8F(S)d8>,

b — b

> = /% (fq—f + 2 fto s) s)ds)
nos quais podemos ver a presenga de um termo associado ao forga externa. Com os

operadores (3.42), que s@o fungoes lineares do momento e da posi¢ao, podemos construir
o operador hermiteano ©, dado pela seguinte expressao

(3.42)

o— % [Pd+dr). (3.43)

O operador acima ¢ chamado de integral de movimento quadrética [8, 9, 10] e
diferentemente do Hamiltoniano associado a este sistema, é que permanece constante
durante a evolugao temporal. Também, pode-se ver que os operadores (3.42) e o opera-
dor © sdo invariantes que obedecem a relagoes similares s que possuem os operadores
de criagao e aniquilagao do oscilador harmonico (3.40)

)

[6,I'] r
(0,0] = @ (3.44)
[ &,T] 1.

As relagoes (3.44) sugerem que os estados proprios e o espectro do operador )
sao idénticos aos que apresenta o Oscilador Harmonico. Da mesma forma, podemos
determinar a forma dos estados préprios de O na representacao de coordenadas, se
tomarmos que

o () = (z]0),
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na qual o estado de minima energia |0) é definido
®[0) = 0[0),

Isto porque d toma o papel de operador de decida na algebra construida em (?7?). Dessa
forma, a sua funcao de onda na representagao de coordenadas é dada por

mx
_ f
0 (2) = Noe™ Bt ~53 Jig FOF (s

em que novamente Ny é uma constante de normalizagdo. Os outros estados, podem

ser construidos com a aplicagao sucessiva do operador I' sobre o estado |0), da seguinte
~\ N

forma (I‘) |0) = v/nlin). Assim, na representagao de coordenadas, as fungoes de onda

terdo a seguinte forma

N, /r m\3% h 0 )\ t "
)= — |75 x—i—z — s)F(s)ds x 3.45
oule) = S () (s iyt + o [0 P @) w0, @)
aqui N,, € uma constante para a normalizacao.

Finalmente, podemos ver que o invariante quadratico © apresenta um conjunto de
fungoes de onda dadas por (3.45); essas fungdes apresentam uma dependéncia temporal
explicita, mas os seus valores-proprios associados sdo independentes do tempo. Ademais,
dado que essas fungoes formam uma base ortonormal e completa e apresentam uma
relagdo com o hamiltoniano dada por

90 s

i @,H] , 3.46

o (346
elas permitem construir qualquer condi¢ao inicial em que possa estar o sistema, como
mostrado por Lewis et al. [10], ver Apéndice A.

3.5 Quantidades Conservadas para o Oscilador Harmo-
nico com Frequéncia Dependente do Tempo

Assim como nas segOes anteriores, deduziremos de forma explicita as constantes de
movimento associadas ao oscilador harménico com frequéncia dependente do tempo.
Para isso, usando (3.34) na funcdo de transformacao (3.25) e tomando novamente as
expressoes para o momento nos instantes inicial e final, obtemos

(¢, t|plgao, to) = Zhaq<q7t|%,to>
(a,tlpolgo, to) = ihga{a, tlao, to),

que, na sua forma funcional, resulta em

—ihg (g, o, to) = gatran (26] [fog - gof} - 20610) (g, tlq0, to),
ihgos @ o, to) = —grmatrary (2% [fgo —gfo} - 2Cq) (g, t[qo, to)-
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Com isso, da mesma forma que no exemplo anterior, determinamos
b= g (@] fos = 00f| — Cao).
o = ey (@0 [F30 - 9fo| - Ca).

Como no exemplo de frequéncia constante, podemos aqui solucionar o conjunto de
equagoes anteriores, para entao obter o par

[fog 790'}1 . (fog — f90)

= P

G = C q-— c o (3.47)
) [fgo—gfo} ) [fgo—gfo] )

po = = p—m 8 q. (3.48)

Agora, tomando a derivada temporal, podemos ver que quando as variaveis de posi¢ao
e momento satisfazem as equagoes de hamilton associadas ao sistema, formam um par
Qo e pp de constantes de movimento, explicitamente

- a  m C dt

ddo [foi — 90/ | <dci 25) - (fog—fgo)l(dﬁ
dt C m

+ mw2q> =0, (3.49)

iy _, Lfin k] ( 2 ‘é‘f) L= af] (dﬁ +mw2(j> =0 (3.50)

= m _—

dt C C dt
Essas duas constantes de movimento nos permitiram encontrar o que se conhece como
invariantes lineares, que, como os operadores de subida e descida para o oscilador harmo-
nico, sao uteis para encontrar estruturas associadas as quantidades conservadas do sis-

tema.

3.5.1 Invariantes Lineares

Tomando novamente as integrais de movimento Gy e pg (3.48), podemos agrupé-las
segundo a independéncia das condigoes iniciais da seguinte forma

o = Bloa-Lp)-%(fa-2).
po = —2 (fa+r2)+ 22 (39-gL).

Dado o fato que uma superposicao de constantes de movimento também é uma constante
de movimento, fica explicito que as seguintes constantes também podem ser constantes
de movimento

P o=V (- 40),

o = aE(fa-).
Esse ultimo fato pode ser provado tomando a derivada temporal de Ie é), em que, além
de tomar as equacoes de Hamilton para as variaveis candnicas, devemos lembrar que f e
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g sao solucoes da equacao cléssica para o oscilador harmoénico com frequéncia dependente
do tempo. Entdo, temos que esses operadores constituem uma transformagao canénica
e unitaria e também satisfazem

[@,f} — 1.

Com isso os novos operadores podem ser relacionados com as condigoes iniciais, através
da forma

o = 5 (fof - g(@) ;
po = G (fof - Qo@) :
{f

Vemos também que podemos expressar os operadores { I, @} em func¢ao dos operadores
{do,po} como
d =
oo

PRy
Jodo — fo'y |,

o
godo — gory ) 5

Qe Qs

0 que nos mostra que os invariantes lineares {F, <I>} sao igualmente determinados pelas
condigoes iniciais.

3.5.2 Invariantes Quadraticos

Da mesma forma que as integrais de movimento lineares, o produto dessas integrais
também serao invariantes. Vimos anteriormente que, no caso do oscilador harménico
com frequéncia independente do tempo, o hamiltoniano do sistema pode ser expresso
como o produto dos invariantes lineares associados. Nesse caso, oscilador harmonico
com frequéncia dependente do tempo o invariante a ser deduzido, ainda que nao seja
o hamiltoniano, é uma quantidade que apresenta dimensoes de energia e é conservada.
A fim de determinar esse invariante, tomemos os invariantes associados a posicao e
momento iniciais

G =

~

Po =

fol' — go®) ,
fol' — go®

pSEEINES

A construcao dos invariantes quadréaticos exige que exploremos todos os possiveis produ-
tos desses invariantes lineares, para assim, encontrarmos as quantidades que desejamos.
Portanto, temos que os invariantes quadréticos associados sao

<f3f2 — fogoT'® — go fo®I" + 9(2)@2> ;
= (fng — gofol'® — gofo®T + 98‘;92) ;
dopo = I (fofol? = gofol'® — gofo®T + gogo‘§2> ;
fofol'? — gofoT'® — Go® fol' + Qogo‘i)z)

~2 _
490 =

%R %=

7~ N

Podo = 4z
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Seguindo, podemos inverter essas relagoes, isto é, expressar os invariantes quadraticos
em fungdo das poténcias quadraticas de I'e ®. Assim, usando a forma matricial

5 —fog0 —gofo 93 I @t
1| mAf —mPafo —mPhefo m2g3 re | | 5
A2 mfofo —mgofo —mgofo mgogo or | | dobo
mfofo —mgofo —mgofo mgogo P2 Podo

é possivel determinar o seguinte conjunto de expressoes

o= g (0 - ),
0o = g (fod*+ Lp° — Lap— L05q).,
OF = 2 (fod® + L85 — L2ap— LLpq),
0 = (Pe+ L - L)

Ainda, observando cuidadosamente, notamos que podemos construir um invariante her-
miteano através do produto simétrico,

fg=y{Pé}=T" (fgf ~(fo+0f) 5 tpr + f%ﬁ)

bem como, podemos construir um outro invariante quadrético se tomarmos os dois
invariantes complexos I'> e ®2 e dois ntimeros complexos {z, z*}. Disso segue outros
dois invariantes que podem ser associados como

. 1,/ . .
I = 5 (z*F2 + z@2> (3.51)

= ) - (agrir) G + (2 22 )
14hC m
Podemos, da mesma forma que nas se¢Oes anteriores, também construir as relagoes

de comutacgao entre os invariantes lineares e quadraticos deduzidos nesta se¢ao. Assim,
temos

[ jQ7f ] r
[Ip,®] = - (3.52)
[ &,T ] 1.

Igualmente para fc temos
(i F] = 26
[Ic,®] = —2T (3.53)
[T ] = 1,

nas expressoes anteriores, a diferenca das relagoes estabelecidas com entre os operadores
e deo operador O as relacoes com Ie tem um peso diferente para cada uma das raizes;
essa caracteristica é similar ao que acontece com os geradores dos estados comprimidos.

A similaridade do operador © com o hamiltoniano de um oscilador harménico com
frequéncia constante, quando expresso em func¢ao dos operadores de cria¢ao e aniquilagao
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como os dados em (3.38) e (3.39). Nos mostra que é natural pensar que além de
apresentar uma estrutura de estados e de espectro similar, existem estados coerentes
e comprimidos [3, 6, 8]. Assim, um tratamento simples onde exigimos que um estado
genérico |¢) seja estado proprio do operador d, assim

o[¢) = ¢[0), (3.54)
implicara que A A
) = exp{Cl" — (*@}|0), (3.55)

que ¢é a definicao padrao de estado coerentes para o oscilador harménico. Neste caso, o
papel que desempenharia o hamiltoniano é agora estendido ao invariante quadratico 0,
da mesma forma ocorre quando consideramos estados comprimidos, relacionados agora
com estados do invariante fc.
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Estudo de Sistemas Interagentes

No estudo de sistemas interagentes, como os que tratam as interagoes da radiagdo com
a matéria, obter solugoes exatas as equacoes de movimento resulta em uma tarefa dificil
ou quase impossivel. Contudo, existem abordagens teéricas fundamentadas nas caracte-
risticas das interagoes, como a sua intensidade ou seu comportamento assintético. Tais
caracteristicas, permitem tratamentos perturbativos ou computacionais que dao uma
ideia de qual é a forma funcional das solu¢bes. Ainda assim, nao sdo todas as situa-
coes fisicas que satisfazem essas condigbes. Visto que, sistemas que apresentam uma
interacao de grande intensidade entre seus componentes, como é o caso da cromodina-
mica quéntica a baixas energias ou os acoplamentos ressonantes entre 4tomos e campos
eletromagnéticos fortes fogem dessas abordagens.

Em contraste, existem situagOes nas quais os sistemas mencionados acima podem
ser reduzidos a casos mais simples, por exemplo o modelo semi-cldssico de Rabi e na
sua versao quantica o modelo de Jaynes-Cummings |1, 2]. Ainda que sendo idealiza-
¢oes do problema geral, sao ricos em fenomenologia e também admitem abordagens
nao perturbativas. Esses dois modelos sao exemplos de sistemas confinados que geral-
mente sao descritos por um simples 4&tomo que interage com um dos modos do campo
de radiacdo dentro de uma cavidade e pertencem a uma subarea da oOptica Quéantica
chamada eletrodindmica quéantica em cavidades ou CQED pelas sua sigla em inglés.
Uma abordagem generalizada da CQED, na qual podem ser tratados sistemas que nao
admitem um tratamento perturbativa e que conduz a resultados analiticos, foi proposta
por Cohen-Tannoudji, Serge Haroche e Nicole Polonsky [3, 4, 5] introduzindo o conceito
de Atomo Vestido.

Nessa abordagem, o atomo ou molécula dentro de uma cavidade interage com o
campo eletromagnético de tal forma que os fétons que o envolvem constituem um sub-
sistema que interage fracamente com o restante do campo. Dessa forma, o atomo

63



64 Capitulo 4. FEstudo de Sistemas Interagentes

encontra-se "vestido” pelos fotons do campo [3]. Em consequéncia, o sistema se divide
em duas partes: a primeira o sistema campo-atomo, no qual o modo do campo que causa
a transicao no dtomo e o 4tomo mesmo é considerado como uma parte indivissivel do
sistema e a segunda o resto de modos do campo, os quais nao interagem diretamente
com o 4tomo mas que mudam as suas caracteristicas. Assim, estudam-se os proces-
sos de radiacao em cavidades em uma base de estados conveniente para tratar casos
que de outra forma nao poderiam ser abordados com os procedimentos inicialmente
comentados.

No entanto, uma limitagao da teoria dos atomos vestidos é dada pela perda de
generalidade quando as interacdes apresentam um cariter nao-linear. Nesse caso a
determinagao dos estados associados a esses sistemas perde a sua rigorosidade [6]. Uma
extensdo desses conceitos, chamada de Coordenadas Vestidas ou Renormalizadas [7, 8,
9], foi formulada para tratar sistemas nos quais as interagoes se dao de tal maneira que
o acoplamento entre o &tomo e os modos do campo é linear. Situagoes como essas estao
presentes no contexto de interagao radiagao matéria quando a distribui¢ao de carga que
representa o atomo é considerada dipolar.

A abordagem de coordenadas renormalizadas foi usada inicialmente no estudo do
problema da interagao de um oscilador harménico com os modos de um campo escalar
dentro de uma cavidade esférica |7]. Nesse contexto, esse modelo de teste representa
um problema de radiacao simples em que os resultados obtidos sdo os mesmos que
os obtidos por outras formulages [10, 11, 12]. Como pode ser visto nas referéncias
[7, 8,9, 10, 11|, independentemente do tipo de abordagem adotada, seja a mecanica
quéntica operatorial ou o formalismo de integral de caminho [10, 11|, os resultados
oferecidos sempre estiveram acompanhados da necessidade da representacao do sistema
em em algum espago coordenado.

Neste capitulo, apresentaremos uma abordagem alternativa ao tratamento do mo-
delo representado por um oscilador harménico interagindo com os modos de um campo
escalar sem massa usando o principio de acdo quéntica de Schwinger. Diferentemente
das abordagens anteriormente comentadas, nao usaremos o conceito de coordenada ves-
tida. Assim, construiremos dois conjuntos de operadores de criacao e aniquilagdo para
os estados quanticos que pode ter cada um dos componentes do sistema. O primeiro
conjunto estara associado aos estados fisicos mensuraveis de cada componente individual
em presenca da interagao; isto é, para o oscilador harmonico e cada modo do campo.
O segundo conjunto estaréd associado aos modos normais do sistema, em que cada um
desses modos expressaré estados do conjunto oscilador-modos do campo. Dessa forma,
chamaremos ao primeiro conjunto de operadores de criacdo e aniquilacdo de estados
vestidos (DSO) do sistema e o segundo conjunto de operadores de criagao e aniquilagao
de estados normais (NMO) do sistema.

Sendo assim, o conteido deste capitulo estard organizado da seguinte forma: na
primeira se¢ao explicaremos detalhadamente o modelo, definiremos a matriz de intera-
cao e faremos um aparte matemético sobre as suas caracteristicas. Na segunda secao
passaremos a construir os dois conjuntos de operadores de criagao e aniquilagao. Logo
apo6s, usando o principio de agdo quantica introduzido no segundo capitulo, deduziremos
as equagoes de movimento e calcularemos a fungdo de transformacao; primeiramente na
base dos operadores geradores dos modos normais do sistema e, posteriormente, a partir
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dessa funcao de transformagcao calcularemos a mesma na base dos operadores geradores
dos estados vestidos. Por ultimo, deduziremos o espectro de energia para o sistema e
a forma das probabilidades de transicao entre os estados individuais dos elementos do
sistema.

4.1 Proposicao do Modelo

Para os nossos propésitos, nesta secao usamos um modelo em que um oscilador harmé-
nico interage linearmente com um campo escalar no centro de uma esfera. Sendo esse
uma simplificacdo do modelo que trata a interacdo de um dipolo com um campo eletro-
magnético no centro de uma cavidade esférica [7]. Denominando a posigao do oscilador
como qo(t) e o campo escalar como ¢(r,t), podemos partir diretamente das equagoes de
movimento

R
('jo(t)—l-wgqo(t) = 27r\/§/d3rd>(r,t)6(r), (4.1a)
0
2p(r
agz(;(tz,t) —2p(r,t) = 2m\/gqo(t)d(r), (4.1b)

nas quais g € a constante de acoplamento entre o campo escalar e o oscilador. Também,
usamos ¢ = 1 e R como o raio da esfera. Assim, tomam-se as condigbes sobre a
coordenada radial r tal que o campo ¢(r,t) é diferente de zero s6 em 0 < r < R. A
solucao do problema se exprime realizando uma expansao do campo escalar da seguinte
forma

¢(r,t) = qr(t)dr (r), (4.2)
k=1

na qual dada a geometria do sistema, uma expansao em termos de ondas planas nao re-
sulta conveniente. Portanto, em seu lugar, usamos uma expansao apropriada do campo
escalar em termos dos modos ressonantes que podem se dar numa estrutura esférica;
essas fungoes ¢ (r) sdo expressas em uma base esférica conveniente e as frequéncias
desses modos sao dadas em funcao da geometria. Dai, obtemos o seguinte conjunto de
equacoes diferenciais

do(t) + wigo(t) = > muwrae(t), (4.3a)
=1
Gr(t) + wige(t) = nwogo(t). (4.3b)

Para o caso da equagoes (4.3a) e (4.3b), ainda que o acoplamento entre os modos do
campo escalar e o oscilador é constante; escalaremos a uma nova constante de acopla-
mento que dependeréd de cada modo na forma ¢ = nwg. Na qual, wg = %"’ en=+/2g.

A estrutura de oscilador harmonico dada ao elemento no centro da esfera representa
os niveis de um atomo idealizado ou o espectro vibracional de uma molécula. Além
disso, interagao linear esta justificada no fato que esse elemento é representado por uma
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pequena distribuicao de carga. Assim, podemos usar a aproximacao de grandes cum-
primentos ! e o gauge de Géppert-Mayer para o campo eletromagnético [5, 12], levando
a uma interacao tipo dipolo elétrico. Podemos entao tomar o modelo resultante como
um sistema constituido por uma particula, assumida como um oscilador harmonico,
acoplada aos modos de um campo de radiacao que é considerado, pela simplicidade,
um campo escalar |7, 10]. O operador hamiltoniano simetrizado associado & descri¢ao
anterior pode ser expresso da seguinte forma

N N
H = % {ﬁ% +wids+ >+ W}%Qi)} - % > e (Gode + drdo) , (4.4)
k=1 k=1
no qual o indice 0 é reservado para o oscilador no centro da esfera e os indices k =1, ..., N
serao reservados aos modos do campo escalar.
O hamiltoniano simetrizado pode ser escrito em uma forma matricial, de onde po-
demos definir os vetores

P’ (Po, D1, -, Dk) 5 (4.5a)
qAT - (407417 "'7qu)7
obtendo a forma funcional,
- Yo Lirer y
=_-p p+ -G 0, (4.6)

2 2

na qual a matriz 92, que de agora em diante sera chamada matriz de interacdo, tem a
seguinte forma

w% —C1 —C ... —CN
- w0 ... 0

QR2=| —c2 0 w2 ... 0 _ (4.7)
—CN 0 0 e w?\,

A matriz acima resume todas as interagoes existentes no sistema, tanto aquelas
aportadas pelas condigoes de contorno do sistema, associadas & geometria do sistema,
que estao manifestas nas frequéncias dos modos do campo, quanto aquelas dadas pela
interacao dipolar. E importante ver que (4.7) pode ser simetrizada, dado que o potencial
estd no centro da esfera, em outro caso teriamos que fazer uma modificacao.

4.1.1 Algumas Caracteristicas da Matriz 2

Como a matriz (4.7) é simétrica, podemos encontrar uma transformagao ortogonal T, tal
que teriamos uma transformagao de similaridade a uma nova matriz desta vez diagonal

!Essa aproximacao considera o tamanho da distribuicdo de carga do sistema pequena su-
ficiente para ser comparada aos comprimentos de onda do campo incidente. Dessa forma na
expansao multipolar da distribuicao é suficiente tomar apenas os dois primeiros termos.
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D2 = TO2T". Na qual D?= diag {QQ, 02,03, ..., Q?\,} Desta forma, podemos encon-
trar qualquer poténcia o da matriz £ na qual tomando D*= diag {QF, Qf, Q9,..Q% },
teremos o seguinte

Q¢ = TD*T7, (4.8)

com o € R e, para os nossos propésitos consideramos cada valor-proprio 2% > 0 de D“.
Para definir o conjunto especial de operadores de criagdo e aniquilagdo que usaremos
mais adiante, prelcisanr}os calcular a raiz quadrada de Q2. Dessa forma, tomando Q2 =
Q- Qo0u2=02-Q2,eT-T'=T7.T =1, obtemos

Q-Q=1DT’. TDT?, (4.9)
dai, tomando D=diag {Q0, 1, Qo, ..., An}, temos

Q=TDT7. (4.10)

4.2 Os Operadores de Criacao e Aniquilacao

A estrutura quadratica do hamiltoniano (4.6) sugere que de forma similar a um oscila-
dor harmoénico, existe a possibilidade de definir um conjunto de operadores de criagao
e aniquilag@o para este sistema. Ainda assim, a forma da interacdo apesar de ser linear
nao permite uma definicao direta deles. Para poder defini-los, devemos usar as carac-
teristicas da Matriz de Interagao (4.7) e recorrer indiretamente a alguns conceitos que
se originam em sistemas de osciladores harmoénicos acoplados em nivel classico.

Nesta segao veremos que modo similar ao caso classico, em nivel quéantico o estado
de movimento de cada oscilador do sistema oscilador-campo por separado depende dos
estados de movimento dos outros elementos do sistema; isso devido & presenca da inte-
ragao. Da mesma forma, existem estados de movimento do sistema como um todo que
constituem os seus movimentos fundamentais; sendo estes tltimos chamados de modos
normais.

Dessa forma, estamos falando de dois conjuntos de operadores: o primeiro, que relata
0s movimentos e as excitagoes de cada elemento do sistema e o segundo, que relata os
movimentos e as excitagoes do sistema como um todo. No primeiro conjunto, cada
oscilador apresenta um comportamento especial e isso é dado porque seus movimentos
estdo afetados pela presenga dos outros elementos no sistema. No segundo conjunto,
o coletivo de elementos do sistema apresenta estados de movimento os quais tem uma
frequéncia propria associada, cada combinagdo de movimentos é tnica podendo ser
considerados em conjunto como um sistema de osciladores desacoplados.

Dadas as caracteristicas dos dois conjuntos de operadores mencionados acima de-
nominaremos de operadores de criacao e aniquilagao de estados vestidos ou DSO aos
operadores que descrevem as excitacoes das componentes individuais do sistema. Da
mesma forma, o segundo conjunto seréd chamado de operadores de criagao e aniquilagao
dos modos normais ou NMO. Assim, a continuagao construiremos os dois conjuntos de
operadores de criagao e aniquilacao e estabeleceremos uma relagao simples entre eles.
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4.2.1 Os Operadores para os Estados Vestidos

Os operadores de criagao e aniquilagao que definiremos estao associados as excitagoes
que apresentam as componentes do sistema quando a interagao é considerada. Dessa
forma, esses operadores criarao uma superposicao dos estados mensuraveis de cada com-
ponente do sistema. Os DSO e os estados que eles criam sdo chamados de vestidos dado
que, da mesma forma que ocorre a modificagdo do momento magnético de um atomo
pelo acoplamento deste com um campo de radiofrequéncia, ver [3] se¢ao C, as frequén-
cias e as constantes de acoplamento de cada oscilador se afetam pela interacdo com
os outros elementos do sistema. Assim, os estados de energia criados pelos operadores
sao diferentes com relacdo aos que apresentariam as componentes do sistema se nao
houvesse interacao.

Dessa forma, seguindo a estrutura das matrizes (4.8), os operadores DSO estao
dados pelas seguintes expressoes

1

g = %Q% (G +iQ7p), (4.11)
:QT _ i (AT + iﬁTQ—l) Q%’

=

Q3 (§-iQ'p).,

(@" —ipT ) Q2.

>

~

I
@g’ws:

na qual os operadores ¢, 1 e seus transpostos, sdo vetores da forma

o
1

" A . " Y
g = (b ol el ) it =

Podemos observar que as transformacoes dadas na secao 4.1.1 as quais levam aos
operadores (4.12) preservam as relagoes canonicas

R T T A 1 T T n
[y, yq = 9Tyt -9y = o {—2ig"p + 2ip" G}
T T
= ﬁ{qu—qu}zl, (4.12)

por essa razao a transformacao (¢, p) — (@, g}T) é uma transformacao canonica. Podemos
tomar as relagoes inversas a (4.12), para encontrar
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b (g+41),

i/ied (3t - ). )
"= ST e |
pTo= i/h T - 7) 0k,

assim, substituindo (4.13) no hamiltoniano (4.6) temos a forma de hamiltoniano de
estados vestidos

D
(I

N h (. . . R
=3 {yTTQy + yTQyT} . (4.14)

Precisamos conhecer a dindmica de cada componente do sistema. Porém, o fato
que os estados tanto do oscilador no centro da esfera quanto os modos do campo sejam
dependentes entre si impede que possamos considera-los de maneira isolada. Isso é evi-
denciado no fato que os estados criados pelos DSO estdo em uma complicada forma na
superposi¢ao. Para poder solucionar este problema, podemos fazer uma transformagao
desses operadores geradores dos estados vestidos para o conjunto dos operadores gera-
dores dos modos normais do sistema. Essa transformacao, pode ser realizada usando
a transformagdo T que foi usada na segdo 4.1.1. Assim, podemos expressar o sistema
como um conjunto de osciladores harmoénicos desacoplados e resolver o problema em
uma forma exata, para depois conhecer, por exemplo o comportamento da oscilador no
centro da esfera e os modos do campo que estao sendo considerados. Assim, na seguinte
secao introduziremos tais operadores.

4.2.2 Os Operadores para os Modos Normais

O hamiltoniano (4.14) nao esté na sua forma diagonal. Ainda assim, a matriz € que con-
tém toda a informagao sobre as interagoes apresenta uma estrutura similar a frequéncia
de um oscilador harmoénico quando apresentado na forma matricial. Para evidenciar tal
estrutura, precisamos levéa-la a forma diagonal. Assim, com ajuda de T, o hamiltoniano
(4.14) que esta expresso na base DSO pode ser transformado a base dos operadores de
criacao e aniquilacao dos modos normais.

Assim, tomando a forma da matriz (4.10), os operadores NMO estao dados pelas
seguintes expressoes

§ = 1 5 & = §'T,
(4.15)
&= 1yt T = T,
nos quais
o
. . . . &1
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da mesma forma que os seus adjuntos
&
. G : 3
T = (58 ﬂ g};)’Q &= :
&
Assim, o hamiltoniano (4.14) pode ser transformado na sua forma diagonal
N h (- A oA A
o= 3 {gTTDg n gTDgT} (4.16)
N A ~ A A
= Yo (b +éd).
k=0

Tomando as relagoes [gj, 511} = 0;k, essa Ultima expressao pode ser escrita

N
7 e L\ _parpey B
i th_o:Qk <5k5k+2) he'"DE 4 STrD. (4.17)

Dado que as expressoes (4.16) e (4.17) estdao dadas na base dos modos normais do
sistema, as chamaremos daqui em diante hamiltonianos dos modos normais ou hamil-
tonianos na base NMO.

O conjunto de operadores de criagao e aniquilagdo dos modos normais cria e aniquila
as excitagoes do coletivo. Isso é, cria e aniquila excitagbes tanto do campo completo
como do oscilador no centro da esfera com um nimero fixo de quanta. Esses modos
estdo relacionados ao comportamento coletivo do sistema e nao com a dindmica de
cada um dos seus componentes ao nivel individual. Em efeito, gracas & transformagao
T que estabelece uma relacio entre os operadores (§7,9) e (éT,é); os estados de cada
componente do sistema, estados vestidos, podem ser expressos como uma combinagao
dos estados associados aos modos normais do sistema e vice-versa.

Os modos normais se apresentam em igual niimero que as componentes do sistema
e constituem, gracas a sua natureza, um conjunto de osciladores harmonicos os quais
estao desacoplados. Da mesma forma, cada um desses modos apresenta uma frequéncia
propria que esti definida pelas caracteristicas de todo o coletivo. Isso, dado que eles
sao essencialmente uma superposicao linear dos estados de movimento de cada elemento
do sistema. Igualmente, dado que o movimento de cada elemento do sistema se da por
uma combinacao dnica de modos normais, podemos inferir que seus movimentos nao
obedecerdo a uma frequéncia tnica. Por tanto, os estados quénticos associados a cada
elemento do sistema nao sao estados proprios do sistema.

Cada Modo Normal representa uma forma na qual a energia é trocada entre os
elementos do sistema e ela dependera do niamero de "quanta” que estejam disponiveis
entre o campo e o oscilador. Dado que o ntimero dessas excitagoes ¢é fixa, a quantidade
de modos do campo tidos em conta determinarao a dimensao do espago de Hilbert a
ser usado. Também, dado que o conjunto dos NMO s&o em esséncia osciladores harmo-
nicos desacoplados. Os estados quanticos associados a esses podem ser representados
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como o produto tensorial dos estados associados a cada um desses osciladores. Porém,
para o caso dos estados vestidos nao existe forma de expressar os estados do campo
e do oscilador no centro da esfera como um produto tensorial. Isso quer dizer que os
estados propios do sistema expressos como superposicao de estados vestidos nao pode
ser expresso como um produto tensorial dos estados associados a cada componente do
sistema.

4.3 O lagrangiano e as Equacoes de Movimento

Precisamos encontrar o lagrangiano da teoria posto que é necessério para a implementa-
¢ao do principio de agdo quantica de Schwinger. Assim, dados os hamiltonianos (4.14)
ou (4.17) e como o sistema nao apresenta vinculos, a transformada inversa de Legendre
é dada por

. 1. dg  1dqT .
L==p" = -p—H
o Ty P

usando a transformagao dada em (4.13) temos para (4.14) que o lagrangiano do sistema
na representagao de estados vestidos é

= {6 ()
CE A
- Dy gtagt),

e com a transformacao realizada em (4.15) o lagrangiano baseado em (4.17) tem a
seguinte forma na base de Estados Normais

i - { éTTdf §Td§ (éTTDé_I_éTDéT)} (4.19)

~ AT AL A A A
- 2 Z { g M, (¢é+ gks,i)} .

vale dizer que temos desprezado os termos relacionados com derivadas totais, dado que
esses termos nao afetam a dindmica dada pela acao.

4.3.1 Equacoes de Movimento

Podemos usar o principio de a¢ao quantica [16] para a dedugao das equagoes de movi-
mento dos operadores, i.e. as equagoes de Heisenberg. Primeiramente, precisamos efe-
tuar uma variagao no lagrangiano quantico (4.19) na representagao de modos normais,
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dado que nessa base de operadores as equagoes matriciais sao diagonais e a expressao
de qualquer quantidade que emerja dali é suscetivel de ser manipulada. Assim depois
de alguns célculos temos

5L = §TT<‘§ Df) éTDaé* (4.20)

o7 (4 £\ _ Parp s
¢ <zdt +D§>—2§ Do¢

T
ot

tomando 5L = 0 temos

€ _DE = 0e % 4DEM=0,

il _TD = 0,e %7 _¢TD =0,

as solugoes das equagbes matriciais (4.20) sao dadas por

~

£t) = exp[—iDE(ty) ,e &) = expliDl (t),
(4.21)
§r(t) = & (to)exp[—iDt] e &T(t) = £ (to) exp [iDH],

nas quais &(to), £ (to), €7 (to) e £17(ty) sio definidos como o conjunto de operadores no
instante inicial em ¢ = 3. Tais operadores apresentam uma forma similar & expressao

éN&to)

Finalmente, temos que as expressoes dadas em (4.21) tém uma forma similar a

o (t) exp {—iQ0t} & (to)
é:l (t) exp {—int} §1 (to)
Et) = () | = | exp{—iQt}& (o)
Ex (1) exp {~i9t} € (to)

= exp{—iDt} £ (fo) -
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4.4 Funcao de Transformacao Generalizada

Seguindo a estrutura dada no principio de agdo quéntica, o operador G (t) é o gerador de
todas as transformacoes infinitesimais admissiveis para o sistema. A sua forma funcional
pode ser derivada tomando as solugbes das equagoes dadas em (4.19) e o hamiltoniano
(4.17), assim

o[l e t)] = (€. UG 0 - G (to) I to)
(€0l (500 — H6t) 16, to),

dai, tomando as relacoes (4.12) e o hamiltoniano (4.14), temos que o operador G (t), &
dado pela seguinte expressao

G = zg ( T _ g ) (5,@ n 5@*) - g {g*Tng + gTQgT} 5t (4.22)

Assim, usando as transformacoes (4.15) na tltima expressao, obtemos

G = ﬁZ{ (525&@ - §k5§k) Qp <§kfk + > 6t} (4.23)
Com isso, tomando as solugoes para um componente genérico k

ék = exp{—ith}ék (to), (4.24)
& = & (to) exp (it}

podemos calcular a amplitude de transicao <£T, tl‘ &, to). Primeiro, precisamos resolver
a equagao variacional (4.23), na qual tomando (4.24) temos para SW =G (t) — G (to)

= hZ{ (&10€x (o) 7% — & (t0) o€fe™ )

O (gkgk + ) 5t}

Dessa forma, tomando [é,i,dék] = [5511,&:} = 0 que sdo as relagoes de comutacgao

derivadas desde o Principio Variacional de Schwinger [16], temos que

_ —ﬁZ{ {Skék to)} —iQt (&k&e + )Qkét}

assim, efetuando uma integragao da equagao (4.23), temos

. N . [l
W = —ihy_ gle (to>e’9kt—2k2_oﬂkt

k=0

N
aq B
= —ih ) Elg (to) e TNt — 5 TrDt,

k=0
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da qual finalmente usando (2.49), obtemos a fungao de transformacao

. N
<§T, t1l€,t0) = exp {—;T?‘Dt + Z{};fk (to) e—mkt}

k=0

= exp {—;TTDt} exp {?TTe_iDt? (to)} . (4.25)

4.5 Espectro de Energia

Na base de modos normais, o sistema é totalmente diagonal e equivalente a um conjunto
de N osciladores harménicos independentes, em que cada um é realmente um movimento
coletivo de todo sistema. Dada a transformacao T que representa no nivel quéntico uma
transformagao candnica, o espectro na base de modos normais deve ser o mesmo que na
base vestida. Assim, temos que na base de modos normais, o hamiltoniano é expresso
na base diagonal do sistema e seus estados podem ser tratados como o espago de Hilbert
produto de N osciladores harmoénicos independentes, assim

N N
- - e 1
H= ZHk = hz O (gkgk + 2) , (4.26)
k=0 k=0
em que A R
H=191®11®. 011 h @111 ® ... ® 1y. (4.27)

Também, a identidade do k-éssimo espaco de Hilbert 2 é dada por

=" lnw) (na, (4.28)

além de que a identidade total para o sistema é dada por

. N . N
1= J[eli=]]e In) (nl (4.29)
1=0 =0 n;

= TID_ Ina) (nal. (4.30)

=0 n;

Um elemento genérico desse conjunto de estados é dado por

IN) = |ng,n1,...,nN) = |no) @ [n1) @ ... ® |nn), (4.31)
assim, a acao do hamiltoniano sobre os estados-proprios leva a seguinte expressao
N
H \no,nl, ...7nN> = ZHk \no,nl, ...7nN>
k=0
N
= > [n)® .. ® g k) © ... @ |n)
k=0

N
= Y En, Ino,na,...,nn)
k=0

2Podemos ver algumas caracteristicas da representacido do operador ntimero em [17].
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e assim temos
Engny.ny = Z By, (4.32)

A expressao (4.32) é a forma genérica dos elementos do espectro do sistema e, podemos
conhecer qual é a forma dos valores-proprios, tomando a amplitude de transicdo para o
sistema no estado inicial

N
€:t0) = [T @ [€rst0) = 1€0, &, &y b o) (4.33)
k=0

avaliando a amplitude <§T,t| & ty) = <£T,t0‘ eIt |€,to), usando as relagoes (4.29) e
fazendo uso das relagoes de ortogonalidade (n;| m;) = dp msi. j, temos

68) = el 1)

+ N
= exp{ ﬁz }£O7£1a"'£ka"'£Nat0>
k

= exp{zZEk}H (g |€k, to) -

k=0
Usando agora os projetores sobre os vetores-proprios do sistema normal, podemos uti-
lizar a expansao (4.33), para obter

N

<£Tat|€’t0>:H Ze_hEn |<nj|£jat0>‘2 : (4.34)

J=0 \ nj

Comparando a expressao (4.34) com a expansao para a funcao de transformacao (4.25)

(€, 1€, to) = Hzgk"gk o) i (nrb)e (4.35)

k=0n=0

vemos elementos similares, mas primeiramente precisamos mudar a forma em que sao
somados. Para fazer isso, podemos lembrar que cada oscilador na base de modos normais
¢é idéntico aos outros, apenas diferenciado pela sua frequéncia. Dessa forma, podemos
mudar a forma de somar sobre n; — j em (4.34), obtendo assim

N

I1 (Ze wmy! nkék,to>|>

k=0

_ Hzgknék to 7zﬂk(n+ ) (436)
k=0n=0

Dessa maneira, se tomarmos o estado |k, tp) na representagdo do operador nimero
associado & base de modos normais |ng) na forma

¢

(e tolmi)] = < (€] ol = j%
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podemos ver, no exponente, a forma exata do expectro do sistema

N N 1
En0n1...n1\z - Z - th <nk + 2)

k=0 k=0

N
= Zthnk—l— TTD
k=

assim desde a expressao anterior para o espectro, podemos ver que a energia do vacuo é

h h
EO,O,O,O...O = §TTD = §TTQ.
———

N-times

4.6 Funcoes de transformacao e Probabilidades de
Transicao

A expressao para a amplitude de transi¢ao (4.25) estd dada na base normal do sistema.
Porém, essa informacao esta em uma forma pouco conveniente se queremos estudar o
comportamento de um elemento individual do sistema. Isso porque os estados associados
aos NMO sao uma superposi¢ao dos estados DSO. Podemos analisar a expressao (4.34)
e (4.35), para extrair a informagao de que precisamos

. N
(M| HN) = ] et s, (4.37)
k=0

essa expressao representa a amplitude de probabilidade que o sistema esteja no estado
|N) e faga uma transi¢ao para o estado | M), porém essa amplitude s6 mostra a transi¢ao
entre dois estados representados na base de modos normais do sistema. Dessa forma,
para extrair a informacao fisica, como o comportamento do oscilador no centro da esfera
ou a dindmica de um modo especifico, precisamos analisar a amplitude de transicao entre
os estados vestidos do sistema; isto é realizado na base nao diagonalizada. Para isso
propomos reformular a amplitude de transicdo generalizada na representacao de DSO
que pode ser realizada com o uso das transformagoes (4.15)

N
&=ty (4.38)
§=0

na qual o operador 5,1 cria um quantum de energia no modo normal k-ésimo, equivalen-
temente a criar um quantum de energia em cada elemento do sistema com o indice j.
Assim, a expressao (4.35) é dada por

N N

(yT, tly, to) = exp {—;TrDt} H H exp {ylfm t) yr (tg)} , (4.39)

r=0s=0
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onde é definida N
Z tsktkre_igkt = Jrs (t) . (440)
k=0

A expressao (4.39) é a amplitude generalizada para o sistema na representagao de estados
vestidos. Nessa forma podemos extrair a transi¢ao entre qualquer dois estados, sejam
dos modos do campo ou do oscilador no centro da esfera do sistema original

<yl, t|yr, to) = exp {—;TrDt} exp {yifrs (t) yr (to)} . (4.41)

Da mesma forma que para a amplitude calculada em fun¢do dos modos normais, po-
demos decompor a expressao anterior na base de niimero para os estados vestidos, isto
é

i ™ i v
,tolm e Jtolm)| = , 4.42
hotamll = e o] tom] = Yy (4.49)

na qual a linha nos indices s6 indica que sao excitagoes dos elementos individuais do
sistema e nado estao relacionados aos modos normais. Assim, uma expansao de (4.41)

> Tn m
<ys7t’y7"at0> = €xXp {_TTDt} Z \/7 TS (t) y’r‘\/(i('))7

na qual os sub-indices r e s estao relacionados & componente do sistema, temos a
amplitude de transicao

<n$7 t’ n7'> = exp {_TTDt} [Z tsktkr ’Lth]
1 n ’I’L' m .
_ b _ooal B )
- eXp{ 2TTDt} 2 lo!h!lz!...lm!pl;[o(t%tme )T

0<lm<n
Z_;n:O L

Para probabilidades, podemos mostrar

N
Yol @ =1,
r=0

sabendo que T é ortogonal. Isso, porque expressando T - T7 = I em funcéo dos seus
componentes t, s, temos a relacao

N
D trktrs = 0. (4.43)
k=0

Assim, temos que essas expressoes escritas para os indices n = 0, para o oscilador no
centro da esfera e k = {1, ..., N} para o campo, conduzem as seguintes expressoes

[foo ) + Spo lfor D) =1,
| frao () + o [ frike (7 = 1.



78 Capitulo 4. FEstudo de Sistemas Interagentes

Tai s expressoes estao relacionadas com a probabilidade de ter uma transicdo entre quais
quer dois elementos do sistema com n quanta. Assim, o 4&tomo ou qualquer modo do
campo inicialmente no n-ésimo estado excitado pode fazer uma transicao a qualquer
outro estado do sistema em um tempo posterior |7, 10].
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Conclusoes e Perspectivas

O principio de agdo quantica de Schwinger oferece uma abordagem geral e diferente da
macénica quantica, permitindo o estudo de fenémenos que acontecem em nivel microsco-
pico de uma maneira completa, ji que expressa a dindmica dos operadores e dos estados
quénticos da forma mais geral possivel envolvendo diretamente as diferentes descrigoes
da macénica quantica a partir de um tnico principio. Assim, desde o seu fundamento na
teoria algébrica da medida [1], esse formalismo nasce como quéantico, perdendo qualquer
referéncia ao comportamento classico do sistema nao sendo, portanto, um procedimento
de quantizagdo. Dessa forma, as relagées fundamentais como a ndo comutacio entre
variaveis canonicas sao decorréncia da exigéncia da independéncia cinemética das varia-
veis dindmicas [1, 2]. Esta independéncia cinemética restringe o tratamento mostrado
aqui para sistemas que nao apresentam vinculos, porém a abordagem de teorias como
a eletrodindmica quantica é possivel, como é mostrado em [3].

As caracteristicas dadas aos processos de medida e as formas em que foram tomadas
as respostas e as variagoes dos observéveis que descrevem o sistema, estao associadas a
uma dindmica descrita através de equagoes diferenciais de primeira ordem, mostrando a
ligacao com a formulagdao hamiltoniana de forma direta. Originalmente, a proposta da
inclusao da lagrangiana para o estudo da dindmica no nivel quéntico foi feita por Dirac
[4], argumentando entre outras coisas que a sua invariincia relativistica; fazendo da
formulagao lagrangiana uma versao mais geral possivel para diferentes propodsitos. Po-
demos ver que a forma final do Principio de Agéo se respalda esta ideia, mas Schwinger
usa a forma mais conveniente da lagrangiana na sua forma canénica, i.e. em fung¢ao do
momento e da posicao, evadindo que as equagoes para os observaveis sejam de segunda
ordem no tempo. Este principio é particularmente rico em analogias com a mecénica
Classica, ja que o gerador G que é obtido a partir da variacao da agao, esté relacionado

81



82 Capitulo 5. Conclusoes e Perspectivas

com todas as transformacgoes infinitesimais admissiveis que podem ser feitas sobre as
variaveis dindmicas do sistema e as quais estao relacionadas com transformacoes uni-
tarias que preservam tanto a estrutura como as caracteristicas do sistema estudado.
Também vimos que entre essas transformacoes unitarias temos: evolugao temporal,
transformagcoes canoénicas da mesma forma que as quantidades conservadas, em uma
maneira analoga ao teorema de Noether.

Como é sabido, a caracterizagao de um sistema quantico s6 é completa se os estados
associados aos observaveis que o caracterizam, os seus valores proprios e/ou o operador
de evolucao temporal sdo conhecidos; isso, equivale; a que equacao de Schrodinger

indY _ H(t)| W), (5.1)

ot

seja solucionada exatamente. No entanto, existem sistemas para os quais nao se tem
a possibilidade de construir uma caracterizacao desse tipo. Um exemplo desse tipo de
sistemas, ¢ aquele para o qual ha uma dependéncia explicita do tempo, ja que na maioria
dos casos a dependéncia temporal do hamiltoniano H(¢) ndo permite que a existéncia
de estados estacionarios e, consequentemente, um espectro para a energia possam ser
considerados.

Nesses casos, o principio de agdo quantica de Schwinger permite construir a fungéo
de transformagao, isso sempre que seja possivel conseguir a integral de agdo no nivel
quantico. Além disso, foi mostrado que tomando s6 as equagOes fornecidas na caracte-
rizagao generalizada de um sistema quéntico; como foram as equagoes de Schrodinger e
o fato de identificar a evolugao temporal com uma transformagao unitéria, conseguimos
mostrar que podemos estudar a evolugao temporal de qualquer sistema quéntico isso
dado que esse Principio fornece a possibilidade de derivar a equacgao diferencial para o
operador de evolucao temporal

in%U H(t)U. (5.2)
ot

Assim, as fungoes de transformagdo para os exemplos propostos como foram os
osciladores harmonicos paramétricos com frequéncia e/ou forgamento dependentes do
tempo, foram derivadas supondo o conhecimento das solugoes generalizadas do pro-
blema Classico. Para isso, foi aproveitado o fato de que as equagoes de movimento para
os sistemas mencionados acima sao lineares. Dessa forma, nao tivemos nenhuma dificul-
dade em compor as formas quanticas dos operadores de posigdo e momento conseguindo
a integral de acao.

Também conseguimos mostrar que é possivel, a partir do Principio de Acao Quan-
tica, conhecer os outros aspectos do sistema como o s@o: espectro e fungoes proprias.
Isso, sabendo que o operador G, depende de forma explicita dos operadores de posigao
e de momento. Assim, dado que este gera todas as transformagoes infinitesimais ge-
neralizadas sob as quais a agao permanece invariante, conseguimos em uma completa
analogia com o Teorema de Noether, o conjunto de operadores que representam as trans-
formagoes que fazem com que as variacoes da acao sejam nulas ou estacionarias, isto

2
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Esses operadores estao relacionados com as quantidades conservadas do sistema, sao
os geradores das simetrias associados a transformagado que representam, por exemplo,
o momento angular para rotagdes ou a energia para a evolugdo temporal, etc. Dessa
forma, através da relagao

5(q,tqo, to) = i{g, t|A — Ag|qo, o) = 0, (5.3)

encontramos que os operadores A que representam as simetrias do sistema.

Como foi visto no primeiro capitulo, o operador Géo responsavel pelas transforma-
¢oes infinitesimais dos operadores no sistema, portanto é l6gico pensar que os operadores
A também sao geradores das transformacgoes infinitesimais unitarias. Dessa forma, po-
demos ver que a nossa definicao de quantidade conservada e simetria em nivel quéantico
estd diretamente relacionada ao teorema de Wigner [5], j4 que toda quantidade con-
servada obtida do principio de agdo quéntica através desse procedimento é de fato o
gerador de uma transformacao infinitesimal unitaria.

Com a anélise proposta para encontrar as simetrias de sistemas quénticos, consegui-
mos encontrar um conjunto de operadores com os quais, dependendo o caso, foi possivel
construir uma algebra que permitiu complementar a caracterizagao de cada sistema tra-
tado. O primeiro exemplo, dado pelo oscilador harménico com frequéncia constante, no
qual obtivemos os operadores de criacao e aniquilacao e o hamiltoniano do sistema. Com
os quais, além de obter o espectro de energia conseguimos construir os estados proprios
e as fungoes de onda. Da mesma forma, para os sistemas dependentes explicitamente
do tempo, embora o hamiltoniano nao seja uma constante de movimento, conseguimos
construir um operador hermitiano associado. Assim, de modo similar ao oscilador com
frequéncia constante, o referido operador apresenta um espectro e um conjunto de fun-
¢Oes proprias com os quais se pode construir de maneira exata os estados de posicao de
momento acessiveis ao sistema.

Um dos fatos importantes, desta abordagem é o fato de conseguir derivar a partir
de um mesmo principio os resultados associados a outros métodos para o tratamento
analitico de sistemas que apresentam um hamiltoniano dependente do tempo, como é
o caso do tratamento de sistemas quénticos nao estacionarios como os de Dodonov,
Man’ko, Malkim e Trifonov [6, 7, 8, 9, 10] e as abordagens operatoriais de Lewis e
Riesenfeld [11].

Vale a pena mostrar que as integrais de movimento, derivadas nesta tese pelo princi-
pio de acao quéntica, para o oscilador harmoénico com frequéncia dependente de tempo,
podem ser derivadas diretamente através das equagoes de movimento dos sistemas [12].
Isso, sem a necessidade de recorrer a nenhuma estrutura adicional para a analise do
sistema, como uma estrutura lagrangiana ou hamiltoniana; obtendo assim, de primeiros
principios uma nova abordagem para o tratamento deste tipo de problema. Além disso,
temos preparado para submeter a publicacao um estudo mais completo de sistemas
paramétricos nos que se envolvem sistemas como o oscilador harménico forgado e com
frequéncia dependentes do tempo [13].

Também, temos preparado para submeter para publicacao um trabalho em que
estudamos em uma maior extensao as expressoes aqui derivadas nas quais obtivemos
uma versao do Teorema de Noether em nivel quantico a partir do principio de acao
quantica de Schwinger. Neste trabalho, temos estudado de maneira generalizada as
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estruturas de diferentes teorias em uma dimensao e tratamos alguns topicos referentes a
esse estudo em varias dimensoes; isso visando futuramente expandir este estudo a teoria
de campos [14].

No caso dos sistemas interagentes como os tratados no tltimo capitulo, mostramos
que é possivel definir sem ambiguidade uma transformacao em que as analogias com um
sistema classico de osciladores pode ser considerada. Aqui, o sistema como um todo pode
ser considerado devido a sua estrutura, como um conjunto de osciladores no qual cada
um apresenta uma constante de acoplamento diferente. Com o tratamento proposto,
pode-se definir os modos normais e os estados vestidos, como os estados que apresenta o
conjunto completo de osciladores e como os estados que cada oscilador apresentara em
presenca da interacdo. Dessa forma, ao estudar os estados ao nivel quéntico podemos
ver que existe uma maneira de expressar os estados de um dos osciladores ainda em
interagdo em fungdo dos modos normais do sistema.

Da mesma forma, vimos que foram introduzidos os operadores de estados vestidos,
que sao, em algum sentido, uma generalizagao dos estados vestidos propostos em [4, 5,
12]. Para o nosso caso, a sele¢ao de produtos de estados do oscilador-campo nao ¢é feita
a priori, € a mesma estrutura dos DSO que faz a selecao dos estados verdadeiros em que
os elementos do sistema podem ser encontrados, deixando que o verdadeiro estado de
uma componente do sistema possa ser expresso como uma combinacao linear dos modos
normais do sistema.

E importante ver que os DSO sdo uma combinacéo linear de estados que apresenta
cada um dos elementos do sistema quando a interagao esta presente. Essa caracteristica
pode ser vista nos parametros do sistema ja que dependem da frequéncia que é redefinida
como

w— Q(wo, {wj}, {er}sd, ke {l,2,...,N}).

Também, é mostrado que a transformacao T aplicada sobre o sistema preserva a
estrutura candnica da teoria. Assim, as fun¢des de transformacéo na representacao de
modos normais e estados vestidos possuem a mesma informacgao. Também pode ser visto
que a funcao de transformacao na representacao de estados vestidos, é de uma grande
utilidade, dado que ela permite conhecer a fungao de transformagao entre os estados e
cada um dos elementos do sistema, essa informacao é de utilidade para encontrar todas
as caracteristicas da evolugao temporal do sistema. Também, a forma algébrica em
que é abordado o problema, permite uma manipulagao que se torna simples quando da
implementacao de calculos, deixando o uso de teoria de series e algebra linear.

Temos escrito um trabalho, [15], fazendo uma proposi¢ao mais formal dos sistemas
de estados vestidos e de modos normais, procurando estabelecer uma teoria generalizada
para o sistema tratado nesta tese, temos por objeto posteriormente levar esse sistema a
consideragao de infinitos modos normais e a fazer aplicagoes em sistemas abertos e no
uso do principio de agdo quéntica para trajetérias temporalmente fechadas para fazer
tratamentos térmicos de maneira mais conveniente.
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Apéndice:

Seja I um invariante hermitiano associado ao Hamiltoniano H. Suponhamos que o
invariante satisfaca a seguinte equacao de valores proprios

IIA) = AN, (A1)

na qual temos que os estados {|A)},.y formam uma base ortonormal, (A|A) = d5 .

Além disso, dado que o invariante I satisfaz % = 0, a seguinte relagdo é satisfeita

ol . 1: -
5= [I, H] . (A.2)
Assim, se o estado |¢) é uma solugdo da equagdo de Schrodinger, podemos provar
também que [@) = I|p) é uma solugao.

Para demonstrar isso, podemos tomar a derivada parcial do estado

) _ o1 +0lp)
o~ ot T o0
na qual, usando (A.2) e sabendo que |¢) satisfaz
d|le L5
%) _ itrlg), (A3)
encontramos
o) _ .17 5 +0lp)
or i1+ 1 ot
s o 0
- z(IH—HI>| )+I%
= il ( Hlp) z’%f)) iHI|p),
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o que finalmente mostra que
— = —iH[p),

também satisfaz a equagao (A.3).
Além disso, se tomarmos a derivada parcial da equagao (A.1)

6|)\> o\ 8|)\>
A+ A+
O+ 120 _ O3 3O,
e usando (A.2), obtemos
20|A) 9|A)
I,H I— =
|1+ 15 |)\>+)\8t
e, dessa forma, calculando o elemento matricial da equacao anterior com <7 , obtemos
o~ — ~ o\ 8])\>
z()\—)\) </\‘H|)\>: 8256 ()\ /\) <)\| .
Assim, se A = A
ot 7

igualmente, se A # \, obtemos
i (V=) (()\\H]/\ oY ‘W) 0.

o que diz que o estado |\) é uma solugdo da equagao de Schrédinger a menos duma fase,
que pode ser assumida como dependente do valor A\, obtendo entao

A) = [N,
Substituindo a forma deste estado na equagao de Schrodinger, temos que

Deir|\)

5 = —iHe|)\)

_ 0idx g, ioy OIN)
= 5 e’} \) + e g

assim, novamente calculando o valor esperado com o elemento |\) = ¢/X|\), temos
or= [ (i ) Wyar
to T

Consequentemente, dado que os estados proprios de I formam uma base completa, temos
que qualquer solugao da equagao de Scrhodinger deve poder se expressar da seguinte

forma '
p) =D e|A).
A
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