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Resumo

Problemas de programacio matematica com restri¢des de equilibrio (MPEC)
sao problemas de programacio nao-linear onde as restricoes tem uma estrutura
analoga as condicOes necessarias de primeira ordem de um problema de otimiza-
¢ao com restricoes. Em formulacoes usuais do MPEC todos os pontos factiveis
sao nao-regulares no sentido que nao satisfazem a constraint qualification de
Mangassarian-Fromovitz. Portanto, todos os pontos factiveis satisfazem a clés-
sica condicdo necessaria de Fritz-John. Em principio, isto poderia causar sérias
dificuldades ao aplicarmos algoritmos de programacao nao-linear ao MPEC. En-
tretanto, muitos pontos factiveis do MPEC néo satisfazem uma condicdo de oti-
malidade mais forte que Fritz-John, denominada condicao AGP. Esta é a razdo na
qual, em geral, os algoritmos de programacao nao-linear sao satisfatérios quando
aplicados ao MPEC. Nosso objetivo neste trabalho é discutir a aplicabilidade dos

algoritmos de programacao nao-linear ao MPEC.

Palavras-chave: programacio matemaética com restricoes de equilibrio, condi¢oes

de otimalidade, algoritmos de minimizacao.



Abstract

Mathematical programming problems with equilibrium constraints (MPEC)
are nonlinear programming problems where the constraints have a form that is
analogous to first-order optimality conditions of constrained optimization. In
usual formulations of MPEC all the feasible points are non-regular in the sense
that they do not satisfy the Mangassarian-Fromovitz constraint qualification of
nonlinear programming. Therefore, all the feasible points satisfy the classical
Fritz-John necessary optimality conditions. In principle, this can cause serious
difficulties for nonlinear programming algorithms applied to MPEC. However,
the most feasible points of MPEC do not satisfy a stronger optimality condition,
called AGP condition. This is the reason why, in general, nonlinear programming
algorithms are successful when applied to MPEC. Our objetive in this work is to

discuss the application of nonlinear programming algorithms to MPEC.

Keywords: mathematical programming with equlibrium constraints, optimality

conditions, minimization algorithms.
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Introducao

Seja f : IR" x IR™ — IR uma funcao continuamente diferenciivel. O problema,
MPEC (mathematical programming with equilibrium constraints) consiste em

minimizar f sujeito a

h(z,y) = (1)

g9(z,y) <0 (2)

F(z,y) + Vyt(z,y) A+ Vys(z,y)z =0 (3)
t(z,y) =0 (4)

220, s(z,y) <0, z[s(z,y)i=0,i=1...,¢q (5)

onde [s(z,y)]; é a i-ésima componente de s(x,y), h(x,y) € R™, g(x,y) € IR,
F(x,y) € R™, t(z,y) € R™ e s(x,y) € IR?. Assumiremos que h,g, F' sdo C' e
que s,t sdao C2.

As restrigoes (1) e (2) sdo conhecidas como restrigdes ordinarias e as restri¢oes
(3), (4) e (5) sdo conhecidas como restri¢oes de equilibrio.

Se F(x,y) é o gradiente (com respeito a y) de uma funcdo potencial P(x,y)

entdo as restricoes de equilibrio sdo as condigoes de KKT do seguinte problema
min, P(z,y) s.a. t(z,y) =0, s(z,y) <O. (6)

Um caso particular do problema MPEC é o problema bilevel, que se carac-
teriza por ter (6) como restrigdo ao invés de (3)-(4)-(5).

Se F(z,y) ndo é um gradiente, as restricdes de equilibrio representam a
solucdo do seguinte problema de inequagOes variacionais: encontrar y € () tal
que

(F(z,y),y —2)>0,Vze
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onde Q= {ze€ R™ | t(z,2) =0, s(x,z) <0}

Algumas aplicagbes do MPEC envolvem, por exemplo, redes de transporte,
modelos econémicos e desenho mecanico [9, 10, 14, 22].

O MPEC é um problema de programacgao nao-linear, entdao, poderiamos ten-
tar resolvé-lo aplicando algoritmos gerais de programacio ndo-linear (PNL). A

principal dificuldade associada a esta estratégia se deve as restrigoes
2 > 07 SZ‘(l’,y) < 07 Si(xvy)zi =0
pois para todo ponto factivel devemos ter s;(z,y) = 0 ou z; = 0. Agora

(a) se s;(z,y) = 0 entdo o gradiente associado com esta restri¢do ativa é LD

com o gradiente associado & restri¢do s;(z,y)z; = 0,

(b) se z; = 0 entdo o gradiente associado com esta restri¢cdo ativa é LD com o

gradiente associado & restrigao s;(x,y)z; = 0.

Logo, o conjunto dos vetores gradientes das restricoes ativas sao LD para
todo ponto factivel, ou seja, nenhum ponto factivel para o MPEC é regular. Nem
mesmo a constraint qualification de Mangassarian-Fromovitz é satisfeita.

A convergéncia de muitos algoritmos gerais de PNL dependem fortemente da
hipétese de regularidade, entdo sua performance poderia ser ruim, e talvez até,
inaplicavel para o MPEC. Mesmo assim, nosso objetivo é discutir a aplicabilidade
dos algoritmos gerais de PNL para estes tipos de problemas.

No Capitulo 1, desta dissertacao, introduzimos uma teoria necessaria para um
bom compreendimento do assunto em questdo. Esta teoria se refere, basicamente,
as condicoes de otimalidade que envolvem multiplicadores de Lagrange tais como
KKT, Fritz-John e a constraint qualification de Mangassarian Fromovitz.

No Capitulo 2, exploraremos algumas caracteristicas do problema MPEC tais
como factibilidade e otimalidade. Além disso, este capitulo se destina a mostrar a
base tedrica que nos da suporte para acreditar que podemos obter bons resultados

ao aplicarmos algoritmos de PNL ao problema MPEC. Esta teoria esta baseada
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em uma condicdo pratica de otimalidade, denominada AGP, que é o assunto
principal de algumas secoes deste capitulo.

No Capitulo 3, apresentaremos as estratégias e os algoritmos (métodos) de
PNL utilizados dando uma atencio especial ao algoritmo de restauracao inexata,
j4 que, a implementacdo deste algoritmo também fez parte do nosso trabalho.
Assim, apresentaremos os resultados numéricos obtidos ao tentarmos resolver al-
guns problemas MPEC da literatura para, a partir dai, concluirmos e finalizarmos

este trabalho.



Capitulo 1

Teoria dos Muliplicadores de

Lagrange

O conjunto factivel de um problema de otimizacdo, geralmente, é especifi-
cado em termos de restricoes de igualdade e desigualdade. Levando-se em conta
esta estrutura obtemos uma sofisticada colecao de condigoes de otimalidade en-
volvendo algumas variaveis auxiliares, denominadas multiplicadores de Lagrange.
Estas, facilitam a caracterizacdo da solucao 6tima. Neste capitulo, iremos apre-
sentar as condicoes de otimalidade que envolvem multiplicadores de Lagrange.

Um estudo detalhado deste assunto pode ser encontrado em [6, 12, 20].

1.1 Restricoes em Formato Geral

Nesta se¢ao, consideraremos o seguinte problema:

min  f(x)
sa. x €. (1.1)

As curvas no conjunto 2 desempenham um papel importante na obtencao de
condicbes de otimalidade, assim, as condicoes de otimalidade que vamos apre-

sentar estdo baseadas apenas no comportamento da funcao objetivo em cima de
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curvas factiveis que passam pelo ponto considerado. Um estudo detalhado deste

assunto pode ser encontrado em [20].

Definicao 1.1.1. Dado x* € Q chamamos de curva em Q) de classe C* partindo

de x* a fungdo continua v : [0,e] — Q tal que e > 0, 7(0) = 2* e v € C¥[0,¢].

Teorema 1.1.2 (Condicdo Necessaria de Primeira Ordem baseada em

Curvas). Seja z* um minimizador local de (1.1) e v uma curva em Q de classe

C*' partindo de z*. Entdo V f(x*)T+'(0) > 0.

Prova: Defina ¢ : [0,¢] — IR por o(t) = f(y(t)).
Como z* é minimizador local, existe €; € (0,¢) tal que ¢(t) > ¢(0) = f(z*) para

todo t € (0,¢1). Assim,

p(t) — »(0) >0, Vte(0,e)

Desta forma,

> 0.

#(0) = lim p(t) ; ©(0)

Mas, pela regra da cadeia,

¢'t) = F O (1) = V(r() (1)
Em particular, para ¢ = 0 temos ¢'(0) = Vf(7(0))"+(0) = Vf(z*)"7/(0) > 0. m
Definicao 1.1.3. Dado x € Q, dizemos que v € uma curva em ) de classe C*
passando por v se v : [—c,e] = Q, € >0, ¥(0) =x ey € CF.

Teorema 1.1.4. Se z* € Q é um minimizador local de (1.1) e y é uma curva em

Q de classe C"' passando por x* entdo V f(x*)1~'(0) =0

Prova: Defina v, : [0,e] — Q por v1(t) = (t) e 72 : [0,¢] — Q por vo(t) = y(—t).

Pelo Teorema 1.1.2, temos que
V(@) 7(0) >0 e Vf(z*)5(0) > 0.

Mas, 71(0) = 7'(0) e 75(0) = —'(0) e, portanto, V f(z*)"+'(0) = 0. u
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1.2 Condicoes Necessarias para Restricoes de Igual-

dade

Nesta secao, consideraremos problemas com restricoes de igualdade da forma:

sa.  h(z) =0 (1.2)

onde f : IR" — IR é continuamente diferenciavel e h : IR" — IR™ é definida por
h = (hi,hs,...,hyn)" onde h; : IR® — IR, i = 1,...,m, também sdo continua-

mente diferenciaveis. Neste caso, temos Q = {x € IR" | h(z) = 0}.

Definicao 1.2.1. Se x € 2, chamamos de conjunto tangente a ) por x, denotado
por M(x), o conjunto dos vetores tangentes a curvas em ) passando por x, ou

seja,
M(x) ={v e R" | v=+'(0) para alguma curva v passando por x}.

Lema 1.2.2. Se 2* é um minimizador local de (1.2) entdo V f(x*) L M(x*), ou

seja, para todo elemento v € M (z*), temos que V f(z*)Tv = 0.

Prova: Seja v € M(z*). Entao existe uma curva v passando por z* tal que
7(0) = v.
Do Teorema 1.1.4 segue que V f(z*)Tv = 0.

Como v é arbitrario concluimos que V f(z*) L M (z*). |

O teorema dos Multiplicadores de Lagrange diz, basicamente, que para um
dado minimizador local x* existem escalares \i,..., \,,, denominados multipli-

cadores de Lagrange, tais que

Vi(a®) + zmj A Vh(z*) = 0. (1.3)
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Utilizando a notacgao

g—;‘i g% Ry (z) Vhy(z)"
%hTT %hT’: h! () Vh, (z)T

podemos interpretar esta condi¢ao da seguinte forma:

(a) O vetor gradiente V f(z*) pertence ao espago gerado pelos vetores gra-

dientes das restrigoes em z*, isto &, Vf(z*) € Im(h'(2*)T).

(b) O vetor gradiente Vf(z*) é ortogonal ao Nu(h'(z*)) [este resultado é

consequéncia direta do item (a), j4 que, Nu(h/(x*)) L Im(I/(z*)T)] onde
Nu(W (z*)) = {v € R" | Vhy(z*) v =0, i=1,...,m}.

Observando o resultado enunciado no Lema 1.2.2 e a interpretacao para
a equacdo dos multiplicadores de Lagrange, dada no item (b), é natural que

indaguemos sobre qual é a relagdo entre Nu(h/(z*)) e M(x*).
Lema 1.2.3. Para todo x € Q temos que M(z) C Nu(h/(x)).

Prova: Seja v € M(x) e v: [—¢,¢] — Q tal que 7/(0) = v, v(0) = x.
Defina ¢(t) = h(v(t)), para todo t € [—¢,¢].
Desta forma, temos que ¢(t) = 0 para todo t € [—¢, €.

Logo, ¢'(t) = 0 para todo t € (—e,¢). Mas, pela regra da cadeia, temos que
¢'(t) = () (t) =0, Vt € (—¢,e).

Em particular, para ¢t = 0 temos que 0 = h'(x)y(0) = h'(x)v, ou seja, v €
Nu(h'(x)). ]

Ser4 que também vale a reciproca inclusdo, ou seja, Nu(h'(z)) C M(x)?
Em geral, esta relagdo ndo é verdadeira, conforme ilustra o seguinte exemplo:
consideremos h(zy,z2) = z122 € x = (0,0)7, entdo M(z) = {v € IR? | vivy = 0},

mas 1'(z) = (0,0) e claramente Nu(h/(z)) = IR%.
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Definicao 1.2.4. Dizemos que v € Q = {x € IR" | h(x) = 0} € um ponto
regular se {NVhi(x),...,Vhy(x)} formam um conjunto linearmente independente,

ou equivalentemente, se o posto de h'(x) € igual a m.

Agora, com a defini¢do de regularidade, podemos enunciar o seguinte teorema

cuja demonstragéo pode ser encontrada em [12, 20].

Teorema 1.2.5. Seja Q) = {x € IR" | h(x) =0}, h € C*, x € Q um ponto regu-
lar. Entdo, para todov € Nu(h'(x)) eziste uma curva vy de classe C* passando por

x tal que v'(0) = v, ou seja, Nu(h'(x)) C M(z). Portanto, M(z) = Nu(h'(x)).

Desta forma, se z* é minimizador regular de (1.2) entdo a equagdo (1.3) dos
multiplicadores de Lagrange é consequéncia direta do Lema 1.2.2 e do Teorema
1.2.5. Agora, enunciaremos formalmente o teorema dos Multiplicadores de La-
grange. Varias formas de demonstrar este teorema podem ser encontradas em

[6, 12, 20].

Teorema 1.2.6 (Multiplicadores de Lagrange - Condi¢oes Necesséarias).

Seja x* um minimizador local regular de f sujeito a h(x) = 0. Entdo existe um

tinico vetor \* = (\},...,\:)T, chamado vetor dos multiplicadores de Lagrange,
tal que
V@) + ) AVhi(z®) =0 (1.4)
i=1

Se, além disso, f,h; € C?, temos que

yT (sz(x*) + Z )\fVth(x*)) y>0,Vye Nulh(z*)) (1.5)

A seguir, vamos ilustrar que pode ocorrer o fato de ndo existirem os multipli-

cadores de Lagrange para um minimizador local que nao seja regular.
Exemplo 1.2.1. Considere o problema de minimizar

flz) =21 + a2
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sujeito o estas duas restrigoes
hi(x) = (v1 —1)* + 23 — 1 =0, ho(x) = (21 — 2)* + 23 — 4 = 0.

A geometria deste problema estd dada na figura a seguir. Dai, podemos notar que no ponto de
minimo local z* = (0,0) que é o dnico ponto factivel do problema, o vetor gradiente V f(x*) =
(1,1) ndo pode ser escrito como combinacdo linear dos gradientes das restrigées Vhy(z*) =

(—2,0) e Vha(a*) = (—4,0).

X2
vi(x) = (1.1)
vh 1(X*) = (_270) Xl

Vh,(x*) = (-4,0)

Figura 1.1: Geometria do problema

Logo, a condi¢ao dos multiplicadores de Lagrange
Vf(x*) + A Vhi(z¥) + \5Vha(z*) =0

ndo pode ser satisfeita quaisquer que sejam \; e \5. A dificuldade deste problema é que o nicleo
do jacobiano Nu(h'(z*)) = {y | y1 = 0, y2 € IR} tem dimensdo maior que o plano tangente
M(z*) ={y | y = 0}. A otimalidade de x* implica que V f(x*) L M(z*), mas para que o0s

multiplicadores existam é necessdrio que V f(z*) L Nu(h/(z*)).

1.3 Funcao Lagrangeana

Muitas vezes, € mais conveniente escrever as condicoes necessarias em termos

da funcdo Lagrangeana L : IR"*"™ — R, definida por:

L(z,\) = f(z) + Z Aihi(z).



1.3. FUNCAO LAGRANGEANA 17

Desta forma, derivando a funcdo Lagrangeana, obtemos as seguintes relagoes:

VoL(z*, ) = V(") + ) AVh(a®),
=1
ViL(z*, \*) = h(z"),

V2, L") = V2f(a*) 4+ AVihi(a).
=1

Entao, se x* ¢ um minimizador local regular, as condi¢des dos multiplicadores
de Lagrange do Teorema 1.2.6 juntamente com a restri¢do h(z*) = 0 sdo escritas,

compactamente, da seguinte forma:
V.L(x*,A\*) =0 ViL(z*, \*) =0, (1.6)

y' V2 L(z*, \)y >0, Vy € Nu(h(a¥)). (1.7)

As condigbes necesséarias de primeira ordem (1.6) representam um sistema
nao-linear com n + m equagoes e n + m incégnitas - as coordenadas de z* e \*.
Todo minimizador local regular z*, juntamente com o vetor dos multiplicadores de
Lagrange associado, representarao uma solucio deste sistema. Entretanto, uma
solucao do sistema nao corresponde necessariamente a um minimizador local; esta,
solucao pode ser, por exemplo, um maximizador local.

Assim, os pontos regulares que sejam solucbes do sistema nédo linear
V.L(x,\) = 0
\Y% ,\L(l’, )\) =0

sao apenas candidatos a minimizador local. Esses pontos serdo chamados esta-
cionérios ou criticos. Naturalmente, os pontos nao-regulares de ) também serdo
candidatos a minimizador local.
Exemplo 1.3.1. Considere o problema
: 1 2 2 2
min 5(1'1 + 25 + x3)

s.a. r1 + 29 + 23 = 3.
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As condigdes necessdrias de primeira ordem (1.6) fornecem

i+ A" = 0,
x5+ A" = 0,
x5+ AT = 0,
]ty +xz = 3.

Este representa um sistema com quatro equacoes e quatro incognitas que tem uma unica solug¢do
x] =x5 =x3 =1, A =—1.

O gradiente da restrigio é (1,1,1), entdo todos os pontos factiveis siGo regulares. Portanto,
z* = (1,1,1) é o wnico candidato a minimizador local. Além disso, como para este problema
V2, L(z*,\*) é a matriz identidade, a condicio mecessdria de seqgunda ordem (1.7) também é
satisfeita. Se quisermos mazimizar o problema anterior, isto é,
R 2 2

min 5 (xf + x5 + x3)

s.a. 1+ 29 +x3 = 3.
entdo as condicdes necessdrias de primeira ordem (1.6) fornecem z* = (1,1,1) e \* = 1.
Entretanto, a condicdo necessdria de sequnda ordem (1.7) ndo € satisfeita e como todos os

pontos factiveis sdo regulares podemos concluir que este problema néo tem solugdo.

1.4 Restricoes de Desigualdade

Agora, consideraremos problemas envolvendo restrigdes de igualdade e de-

sigualdade definidos da seguinte forma:

sa. h(z)=0, g(z)<0 (1.8)

onde f : IR" — IR é continuamente diferenciavel, h : IR" — IR™ é definida por
h = (hi,hy,...,hp)" e g : IR" — IR" é definida por g = (g1,42,...,9,)" onde
hi,g; : IR" — IR também sao continuamente diferencidveis. Neste caso, temos

Q={x e R"| h(zr)=0eg(x) <0}
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Nossa primeira linha de pensamento esti baseada em uma versao estendida
da nocdo de regularidade que utilizamos para os problemas com restricoes de
igualdade. Isto nos conduzird diretamente ao desenvolvimento da teoria que é,
entretanto, limitada pelas hip6teses de regularidade. Tais hip6teses sdo muito
comuns em problemas com restrigoes ndo-lineares de igualdade mas, sdo um tanto
restritivas em problemas com restri¢oes de desigualdade. A razao é que em muitos
tipos de problema pode haver muitas restri¢cdes de desigualdade que sio satisfeitas
por igualdade no ponto de minimo local cujos vetores gradientes associados sao
dependentes. Com esta motivacdo, desenvolveremos mais tarde, uma teoria dos

multiplicadores de Lagrange que ndo esti4 baseada na hipétese de regularidade.

1.4.1 Condigoes de Karush-Kunh-Tucker (KKT)

Para todo ponto factivel x € Q, o conjunto dos indices das restriges (de

desigualdade) ativas é definido e sera denotado por:

[(x) = {j € {L--wr} | g](l’) = O}
Se j ¢ I(x) diremos que a j-ésima restri¢do de desigualdade é inativa em x.

Definicao 1.4.1. Dizemos que v € () € reqular se os vetores gradientes das
restricées de igualdade Vh;(z), i = 1,...,m e os vetores gradientes das restricées

ativas Vg;(z), j € I(z) sdo linearmente independentes.

Observacao: Dizemos também, excepcionalmente, que x é regular quando nao

temos restricoes de igualdade e todas as restricoes de desigualdade sdo inativas.

O teorema a seguir é uma generalizacdo do Teorema dos Multiplicadores de

Lagrange e serd dada em termos da funcao lagrangeana definida por:

m

L M) = £(a) + Y0 Mhi(e) + 3 pigs(a).

i=1
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Teorema 1.4.2 (Condigoes Necessarias de KKT). Seja z* um minimizador
local regular do problema (1.8). Entdo existem e sao dnicos os vetores dos mul-

tiplicadores de Lagrange \* = (\i,..., A\n)? e u* = (1, ..., )7 tais que

VoL(x*, N 1) =V fi(a®) + Z A Vhi(z*) + Zuj-ng(x*) =0
i=1 j=1

p; =0, j¢l()
Se além disso, f,hi,g; € C? entdo temos que
y V2L N p)y > 0,

para todo y € R tal que VI hi(a*)y =0, i=1,...,m e Vlg;(z*)y=0, Vj €
I(x*).

Observacoes:

1. No ponto de minimo local, as restricoes inativas ndo causam problemas,
elas podem ser ignoradas ao expressarmos as condigoes de otimalidade. Por outro
lado, as restricoes ativas podem ser tratadas como uma extensdo das restricoes

de igualdade.

2. A condicdo uf = 0 para todo j ¢ I(x*) pode ser escrita como
H;

pigi(r*) =0, j=1,...,r

e é chamada de condiciao de folga complementar. Este nome se deve ao fato de
que para cada j, sempre que a restricdo g;(z) < 0 seja inativa em z*, ou seja,
g;(r*) < 0 entdo a restricdo u; > 0 deve ser satisfeita por igualdade (u} = 0) e
vice-versa. Uma versdao mais forte da condigdo de folga complementar serda dada

nas condicoes de Fritz-John.
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3. Pela observacdo feita no item anterior, se = é regular entdo podemos

escrever as condi¢coes de KK'T da seguinte forma:

Vf(x)+i)\thi(x)+iungj(x) _ 0 (1.9)
. T ke = o (1.10)

pigi(x) = 0, j=1,....,r  (L11)

W= 0, j=1,....r  (112)

(1.13)

gi(x) < 0, j=1,....r

As n 4+ m + r equagbes (1.9)-(1.11) formam um sistema ndo-linear nas in-
cognitas x € IR", A € IR™, p € IR". As solugbes deste sistema que satisfazem
(1.12) e (1.13) séo os pontos estacionarios do problema. Naturalmente, os pontos

nao-regulares factiveis também sdo candidatos a minimizador local.

4. De (1.12) e (1.13) segue que o produto j;g;(x) é ndo-positivo para todo j.
Desta forma, as r equagoes definidas em (1.11) podem ser escritas compactamente

como ulg(x) = 0.

1.4.2 Condicoes de Fritz-John

Desenvolveremos, agora, uma generalizacao das condigoes necessarias de KKT
que nao necessita da hipo6tese de regularidade. Com a ajuda desta generaliza-
¢ao iremos deduzir as condigoes de otimalidade ja obtidas e mais algumas novas
condicbes necessarias. Para ter uma idéia do que representam as condigoes de

Fritz-John, considere o problema com restri¢cdes de igualdade
min f(z)
s.a. h(x)=0

e, note que, um resultado equivalente ao dado no teorema dos Multiplicadores de

Lagrange é que para um minimizador local z* (regular ou néo) existem escalares
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i Ay - .., A, nem todos nulos tais que ;> 0 e
PV () + > A Vhi(a*) = 0. (1.14)
i=1

Para ver a equivaléncia, note que ha duas possibilidades:
(a) z* & regular e, neste caso, a equagdo (1.14) é satisfeita com pj = 1.
(b) =* ndo é regular e, neste caso, os vetores gradientes Vh;(x*) sdo linear-

mente dependentes, ou seja, existem A},..., A’ nem todos nulos tais que
> AVhi(a®) =0,
=1

e portanto, a equagdo (1.14) é satisfeita com uf = 0.

Condicoes necessarias que envolvem um multiplicador nao-negativo para o
vetor gradiente da func¢do objetivo, tal como a representada na equagdo (1.14),
sao conhecidas como condi¢oes necessirias de Fritz-John. No teorema a seguir,
enunciaremos formalmente as condicoes de otimalidade de Fritz-John que também
vao fornecer uma caracteristica mais precisa das restricoes correspondentes aos

multiplicadores nao-nulos.

Teorema 1.4.3 (CondicGes Necessarias de Fritz-John). Seja ©* um mini-

mazador local do problema

min  f(x)

s.a. h(zx)=0, g(x) <0

onde f, h;, g; sdo fungoes continuamente diferencidveis de IR" em IR. Entdo existe
um escalar uf e multiplicadores Xy, ... N5, 13, ..., s satisfazendo as sequintes
condigoes:

(i)

m

oV f(x™) + Z A Vhi(z*) + Z 1;Vg;(x*) = 0.
i=1 j=1
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(i)

w; >0, 5=0,1,...,7

(iit)  ps, Ay, NS 1t 1 ndo s@o todos nulos.

(iv) Em qualquer vizinhanca N de x* existe um x € N tal que \;h;(x) > 0

para todo i com X\ # 0 e yi5g;(x) > 0 para todo j com p} # 0.

Exemplo 1.4.1. Considere o problema

min fl@) =21 + a2
s.a. g(x)= (1 —1)2+22-1<0,
go(x) = (11 — 2)* + 22 —4 <0.
Esta é uma versdo com restrigcoes de desigualdade do Ezxemplo 1.2.1, cuja geometria estd

ilustrada na Figura 1.1. Podemos observar desta figura que o tnico ponto factivel é x* = (0,0),

que € portanto o minimizador global. A condi¢do
poVf(@*) + piVar(a®) + p3Vge(a®) = 0

pode ser escrita como

po — 201 +4p3 =0, pg=0.
Logo, coerentemente com o Exemplo 1.2.1, onde concluimos que nao existem os multiplicadores
de Lagrange, temos que u = 0. Desta forma, podemos observar que todos positivos ui e uj
tais que ui = 2ul satisfazem as condigdes necessdrias de Fritz-John (i)-(iii), e pela geometria

do problema ilustrada na Figura 1.1, podemos verificar que a condi¢do (iv) também é satisfeita.

A condigdo (iv) implica na condigdo de folga complementar (ujg;(z*) =
0, V j) pois se pf > 0 a j-ésima restricao de desigualdade deve ser violada
(g(x) > 0) arbitrariamente préximo de z* implicando que g;(z*) = 0 e, se
g(x*) < 0 devemos ter w; = 0 pois, caso contrério, existiria uma vizinhanca

N de x* que pjg;(z) <0 para todo = € N.
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Esta condicdo substitui a condigdo de folga complementar (mais fraca)

p;=0,Vj¢ Iz

do Teorema 1.4.2 e restringe o conjunto dos candidatos a multiplicadores que
satisfazem as condigbes de Fritz-John. Além disso, a condi¢do (iv) é algo um
tanto incomum na literatura e pode ser escrita equivalentemente da seguinte
forma: "em toda vizinhanca N de z* existe x € N que viola simultaneamente

todas as restrigoes correspondentes aos multiplicadores de Lagrange nao-nulos."

De Fritz-John para as Condicoes de KKT

Para ilustrar a utilidade das condigées de Fritz-John e da condigdo (iv), em
particular, suponha que convertemos um problema com uma tnica restricdo de

igualdade miny(;)—¢ f(2) em um problema com restri¢des de desigualdade

min f(x)
s.a. h(x) <0, —h(x) <O0.
As condigbes de Fritz-John asseguram a existéncia de escalares ndo-negativos

wh, AT, A7 nem todos iguais a zeros tais que
eV f(z*) + ATVh(z*) — A" Vh(z*) = 0. (1.15)

Dentre os candidatos a multiplicadores que satisfazem a equacdo (1.15), além

da condicao de folga complementar
ATh(z*) = A" h(z*) =0,

estdo incluidos aqueles da forma pf = 0, AT = A~ > 0. Entretanto, estes
multiplicadores néo satisfazem a condig¢do (iv) do Teorema 1.4.3, mostrando que
se ug = 0 entdo devemos ter AT £0e A™ =0ou At =0e A~ # 0. Para um z*
regular, estes multiplicadores violam a equagdo (1.15) e dai segue que pf > 0.
Desta forma, dividindo a equagdo (1.15) por u} obtemos, com a hipdtese

de regularidade de x*, a ja conhecida condicdo necessaria de primeira ordem
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Vfi(x*) 4+ N*Vh(z*) = 0 com \* = (AT — X\7)/us. Note que ndo seria possivel
fazer esta dedugéo sem a condigdo (iv).

Enunciaremos agora alguns teoremas cuja demonstracdo segue, como na dis-
cussao acima, o seguinte procedimento: verificar que nao é possivel satisfazer as
condigdes de Fritz-John (i)-(iv) com pf = 0 para dai concluir que uf > 0, assim,
dividindo todos A} e i} por g vamos obter as condigoes de KKT com multipli-
cadores de Lagrange iguais a \} /g e ;/p5. Na verdade, como os multiplicadores
podem ser normalizados como uma multiplicacao por escalar positivo, é suficiente
considerar apenas duas possibilidades para pug: uy =0 ou uf = 1.

O teorema que enunciaremos a seguir representa uma versao um pouco mais
forte das condigdes de KKT, substituindo a condigao de folga complementar pj; =
Osej ¢ I(z*) pela condigdo (iv) do Teorema 1.4.3. A demonstragdo deste teorema

pode ser encontrada em [6].

Teorema 1.4.4. Seja x*um minimizador local reqular do problema
min  f(x)
s.a. h(x)=0, g(z) <0

onde f, hi, g; sao fungoes continuamente diferencidveis de IR" em IR. Entdo exis-
tem multiplicadores de Lagrange )\, ... X\ e ui, ..., > satisfazendo as sequintes

condigoes:
(Z.) m T
V™) + Z A Vh;(x*) + Z w;Vgi(z*) = 0.
i=1 j=1

(i)

w; >0, 5=1,...,r

(iii) Em qualquer vizinhanca N de x* existe um x € N tal que A\fh;(x) > 0

para todo i com \; # 0 e p’g;(x) > 0 para todo j com i # 0.
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Agora, apresentaremos algumas condigoes que garantem a existéncia dos mul-
tiplicadores de Lagrange. Tais condicdes sao conhecidas como constraint qualifi-
cations. O teorema a seguir foi demonstrado por Arrow, Hurwitz e Uzawa para
o caso onde temos somente restricbes de desigualdade e foi generalizado, para o
caso onde também temos restricoes de igualdade, por Mangassarian e Fromovitz

em [13]. A demonstracdo deste teorema também pode ser encontrada em [6].

Teorema 1.4.5 (Constraint Qualification de Mangassarian-Fromovitz).

Seja x* um minimizador local do problema
s.a. h(z)=0, g(x) <0
onde f,h;,g; sdo funcoes continuamente diferencidveis de IR" em IR. Suponha

que os vetores gradientes Vh;(z*), i = 1,...,m sdo linearmente independentes e

que existe um vetor d tal que
Vhi(z)'d=0,Vi=1,...,m, Vgi(z*)Td <0, ¥V j € I(z*).

Entao x* satisfaz as condicoes necessdrias do Teorema 1.4.4.

Note que a existéncia do vetor d satisfazendo as condicoes de teorema anterior
é equivalente a hipotese (mais facil de ser verificada) que diz que para cada

j € I(z*) existe um vetor ¢’ tal que
Vhi(z)'d =0, i=1,...,m,

Vgi(a®)'d <0, Vgi(a)'d <0,V jel(a"), j#

Desta forma, o vetor d = > 9 d’ satisfaz as condi¢ées do teorema. O

Jjel(x

proximo teorema, devido a Slater, € um caso especial do teorema anterior. A

demonstragéo deste teorema também pode ser encontrada em [6].
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Teorema 1.4.6 (Constraint Qualification de Slater para Desigualdades

Convexas). Seja x* um minimizador local do problema
min  f(x)
s.a. h(x)=0, g(z) <0

onde f e g; sdo funcoes continuamente diferencidveis de IR" em IR e as fungoes

h; sao lineares. Suponha que as funcoes g; sdo convezas e que existe um vetor

factivel T satisfazendo
gj(Z) <0, Vjel(zh).

Entao x* satisfaz as condicoes necessdrias do Teorema 1.4.4.



Capitulo 2

Consideracoes Teoéricas do

Problema MPEC

O objetivo principal deste capitulo é solidificar a base tedrica das estratégias
que vamos propor para resolver o problema MPEC. Para isto, vamos explorar

alguns aspectos que envolvem o problema tais como: factibilidade e otimalidade.

2.1 Factibilidade

Muitos algoritmos de PNL tem a propriedade de que seus pontos de acu-
mulagéo sdo pontos (KKT) estacionarios da norma das restrigbes ao quadrado.
Obviamente, seria muito interessante garantir a factibilidade dos pontos de acu-
mulacdo, mas isto é impossivel quando ndo temos a hip6tese de convexidade.
Num caso extremo, o conjunto factivel poderia ser vazio. Mesmo neste caso, seria
interessante entender como os algoritmos de PNL se comportam. Sem perda de

generalidade, suponha que as restricoes dos problemas de PNL sdo dadas por:
H(u) =0, u>0. (2.1)

(Restrigoes arbitrarias podem ser escritas desta forma através da introducio de

variaveis de folga apropriadas). Entdo um ponto estacionario da norma das res-
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tricbes ao quadrado é um ponto que satisfaz as condicoes necessarias de primeira,

ordem para o problema
min ||H(u)|]3 s.a. u>0. (2.2)

Em sintese, para a maioria dos algoritmos de PNL quando minimizamos f(u)
sujeito as restrigbes dadas em (2.1), os pontos limites das sequéncias geradas pe-

los algoritmos pertencem a um dos seguintes conjuntos:
(a) Pontos (KKT) estacionarios de (2.2) que néo satisfazem (2.1);
(b) Pontos factiveis que néo satisfazem nenhuma constraint qualification,
(c) Pontos KKT do problema original.

Geralmente, inicia-se a teoria de convergéncia dos algoritmos de PNL provando
que pontos limites sdo pontos KKT de (2.2). Para alguns problemas (por exemplo,
se a regido factivel é vazia) nada mais pode ser provado. Portanto, é importante
caracterizar as situagbes em que pontos KKT de (2.2) sdo pontos factiveis. Esta
é a motivacdo do Teorema 2.1.1.

Introduzindo as varidveis de folga v € R™, w € IR? em (2) e (5), podemos
reformular as restrigoes da seguinte forma:

h(z,y) =0, g(z,y) +v =0, v>0,
F(z,y) + Vyt(z,y)A + Vys(x,y)z = 0,
(2.3)
t(z,y) =0

s(z,y)+w=0, w>0, 2>0, wz=0,1i=1,..4q.

Portanto, dados r,p > 0 resolver (2.3) corresponde a
min  [a(z, 9)|* + gz, y) + o[>+

| F(x,y) + Vyt(z,y)X + Vys(z,y)z||*+
q (2.4

1tCz, I + sz, y) + wl* + (Z(wizi)7')”

s.a. v>0, w>0, z>0.
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A formulagédo (2.4) corresponde a reformulagdo do problema de complemen-
taridade ndo-linear dada em [1]. Geralmente, temos interesse no caso em que
r = 2, p = 1, que corresponde a soma das normas das restricbes ao quadrado,
como na formulacdo (2.2).

O proximo teorema, cuja demonstracdo pode ser encontrada em [5], apresenta
algumas condigbes para que pontos estacionarios de (2.4) seja pontos factiveis do

MPEC.
Teorema 2.1.1. Suponha que as sequintes condicoes sao satisfeitas:
(a) (z*,y*, v* w* \* z*) € um ponto KKT de (2.4);

q
(b) A matriz V,F(z*,y*) + szvyy[s(x*,y*)]i é definida positiva no nicleo
i=1

de Vgt(x*, y*);
(c) h(z*,y*) =0, g(z*,y") <0
(d) t(x*,y) é uma fungdo afim (em y) e as fungdes [s(z*,y)]; sdo convezras;
(e) Eziste § tal que t(z*,9) =0 e s(z*,y) < 0;
f)p>1, r>1lep+r>2.
Entao, (z*,y*) € um ponto factivel do MPEC.

O seguinte teorema, cuja demonstra¢do também pode ser encontrada em [5],
mostra que a tese do teorema anterior permanece verdadeira supondo que a matriz
“Hessiana” reduzida é semidefinida positiva se supormos que I’ e s sao funcoes

afins com respeito a y.
Teorema 2.1.2. Suponha que as sequintes condicoes sao satisfeitas:
(a) (z*,y*,v*, w* \*, 2*) € um estaciondrio de (2.4);

(b) As fungdes F(z*,y), t(z*,y) e s(x*,y) sao funcdes afins (em y);
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(¢c) A matriz V,F(z*,y*) € semidefinida positiva no nicleo de Vgt(x*, y*);
(d) h(z*,y*) =0, g(a*,y") < 0;
(¢) Ezistem i, \, Z >0 tais que
F(z*,9) + Vyt(x*, )X + Vys(z*, )2 = 0,
t(z*,9) =0 e s(z*,7) <0
f)p>1, r>1lep+r>2.
Entao, (z*,y*) € um ponto factivel do MPEC.

Os Teoremas 2.1.1 e 2.1.2 estabelecem condicées suficientes para que algorit-
mos de PNL encontrem pontos factiveis do MPEC. A grosso modo, as condigoes
sobre o problema dizem que as restricoes de equilibrio representam as condi¢oes de
otimalidade de um problema convexo. As hipéteses h(z*,y*) = 0, g(z*,y*) <0
tem consequéncias algoritmicas. Elas nos dizem que é importante preservar a
factibilidade das restricoes ordinarias, j4 que, ndo podemos garantir a factibili-
dade destas restri¢oes sabendo apenas que temos um ponto estacionario da norma,
das restricoes ao quadrado. Portanto, seria interessante talvez, dar preferéncia a
algoritmos que mantém a factibilidade das restricbes ordinarias em todas as iter-
acoes. Quando as restrigoes ordinarias tem uma estrutura simples (por exemplo,
quando elas definem uma caixa) manter a factibilidade é uma tarefa facil, mas a

situacao é mais complicada quando as restricoes sdo fortemente nao-lineares.

2.2 Otimalidade

Suponha que temos um método que converge para pontos factiveis do MPEC.

Essencialmente, condigoes suficientes para se verificar esta propriedade foram
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dadas na secdo anterior mas, evidentemente, muitos algoritmos geram sequén-
cias que convergem para pontos factiveis, mesmo quando as hipéteses do Teo-
rema 2.1.1 ndo sdo satisfeitas. Para muitos algoritmos de PNL se tem provado a

seguinte propriedade:

Propriedade 1: Se um ponto limite é factivel e regular entdo este ponto

satisfaz as condigoes de KKT para o problema dado.

Considerando a formulagdo (2.3) podemos notar a presenca das restriges
wizi:O, wlz(), ZiZO,izl,...,q. (25)

Para cada i fixo, sendo h(w, z) = w;z;, g1(w, z) = w; e go(w, z) = z;, temos

que os vetores gradiente das restricdes sao os seguintes:

Z;€; €; 0
w;€e; 0 €;
Vh(w,z) Vi (w,z) Vga(w,z)

onde e; é o i-ésimo vetor canénico do IR? e 0 é o vetor nulo do IRY. Para todo
par (w,z) € IR* satisfazendo (2.5) devemos ter w; = 0 ou z; = 0 para todo
j € {1,..,4,..,q}. Suponhamos que w; = 0 e z; > 0. Desta forma, os vetores

gradiente das restricdes ativas sao:

€; €;
Zi
0 0
Vh(w,z) Vi (w,z)

e dai, podemos notar a dependéncia linear dos vetores, j4 que, Vh(w,z) =
ziVgi(w,z). Analogamente, se z; = 0 e w; > 0 os vetores gradiente das res-

tricoes ativas sao:

wy;

Vh(w,z) Vg2 (w,z)
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e, novamente, temos a dependéncia linear dos vetores (Vh(w, z) = w;Vga(w, z)).
Se w; = z; = 0 entdo Vh(w, z) = 0 e, portanto, a dependéncia linear dos vetores
gradiente das restrigoes ativas é um fato evidente. Logo, podemos concluir que
para todo ponto factivel, os vetores gradiente das restricoes ativas sdo sempre
LD. Portanto, devido a presenca das restrigdes (2.5), nenhum ponto factivel do

MPEC é regular.
Exemplo 2.2.1. Consideremos w,z € R.

Restrigées: h(w,z) =wz =0, ¢g1(w,z) =w >0, go(w,z) =2z > 0.

Vetores Gradientes:

( 0 ) 1,07 307

X 03) —>— >

——
Vh(w,z) Vg1 (w,z) Vg2 (w,z) (O’Z)T
(N0
Os pontos factiveis estio sobre os eizos !
positivos (linha continua na figure). 7777 (’)‘ (2,0) W
Ezemplos: |

w=0, z=0 = Vh(0,0) = (0,007 = LD,

w=0, z=3= Vh(0,3) = (3,0)7, Vg2(0,3) = (1,0)" = Vh(0,3) —3Vg1(0,3) =0= LD,

w=2, z=0= Vh(2,0) = (0,2)7, Vg2(2,0) = (0,1)T = Vh(2,0) — 2Vg5(2,0) = 0 = LD.

A figura ilustra estes exemplos mostrando que, de fato, nenhum ponto factivel é reqular.

Como nenhum ponto factivel do MPEC é regular, segue que um algoritmo
que satisfaz a Propriedade 1 pode “convergir’ para qualquer ponto factivel. Em
outras palavras, a Propriedade 1, ndo acrescenta em nada a teoria de convergéncia
dos algoritmos para o MPEC.

Pior que a falta da regularidade é o fato de que nem mesmo a constraint

qualification de Mangassarian-Fromovitz é satisfeita qualquer que seja o ponto
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factivel do MPEC. Este fato se deve, novamente, a presenca das restrigdes (2.5)
que nao permitem que as hipdteses do Teorema, 1.4.5 sejam satisfeitas. Para cada

i fixo, vimos que

Vh(w,z) =0 se w; =0, z;,=0,

Vh(w,z) = 2zVag(w,z) se w; =0, z >0,

Vh(w,z) = w;Vg(w,z) se w; >0, z=0.
Se w; = z; = 0 ja ndo temos a independéncia linear dos vetores gradiente das
restrigoes de igualdade pois Vh(w,z) = 0. Agora, seja d € IR?? um vetor que
satisfaz Vh(w,z)Td = 0. Se w; = 0, z; > 0 temos z;Vg,(w, 2)*d = 0 mas, como
z; > 0 segue que Vg;(w,2)Td = 0. Analogamente, se w; > 0, z; = 0 temos
Vga(w, z)Td = 0. Logo, ndo existe vetor d € IR*? que satisfaga as hipoteses do
Teorema 1.4.5. No caso em que w,z € IR (¢ = 1), este fato pode ser facilmente

visualizado na figura do Exemplo 2.2.1.

Portanto, nem os algoritmos que satisfazem a Propriedade 2 sdo satisfatorios,

a menos que algo melhor possa ser provado.

Propriedade 2: Se um ponto limite é factivel entdo este ponto satisfaz as

condicbes de Fritz-John para o problema dado.

Pontos que ndo satisfazem a constraint qualification de MF necessariamente
satisfazem as condicGes de Fritz-John. Portanto, se a Propriedade 2 é satisfeita,
temos novamente, um situacdo onde todos os pontos factiveis sao candidatos a
serem um ponto limite do algoritmo.

Estes fatos motivaram muitos autores a inventar algoritmos especificos para
resolver o MPEC. Nosso objetivo nao é analisar algoritmos especificos para o
MPEC e sim, discutir a aplicabilidade dos algoritmos gerais de PNL. Portanto,
nossa questao é: “Ser4 que o comportamento dos algoritmos gerais de PNL é tao
ruim, podendo estes, convergir para qualquer ponto factivel do MPEC ?7”

Felizmente, a resposta é ndo. O conjunto dos pontos para os quais os algorit-

mos podem convergir é, geralmente, muito menor que o conjunto dos pontos que



2.3. CONDIGAO AGP 35

satisfazem as condigoes de Fritz-John. Em [21], Martinez e Svaiter introduziram
uma nova condic¢do pratica de otimalidade chamada AGP e verificaram que, em
geral, o conjunto dos pontos que satisfazem esta condicdo é estritamente menor

que o conjunto dos pontos que satisfazem as condicoes de Fritz-John.

2.3 Condicao AGP

2.3.1 Motivacao

Na teoria de convergéncia global da maioria dos algoritmos de PNL procura-se
provar que alguns pontos limites (talvez todos os pontos limites) das sequéncias
geradas pelos algoritmos satisfazem uma condicao necessaria. Em geral, esta
condicdo necessaria diz que a condicdo de KKT é satisfeita se o ponto limite
satisfaz alguma constraint qualification. Logo, uma sequéncia gerada por um
algoritmo poderia convergir para pontos onde a constraint qualification nao é
satisfeita. Isto significa que os algoritmos de PNL poderiam apresentar alguma
deficiéncia na presenca de pontos atratores que sejam factiveis e ndo-regulares
mas que nao sejam minimizadores locais.

Entretanto, convergéncia para pontos factiveis ndo-regulares que ndo sdo mi-
nimizadores locais ndo é frequente. Isto ndo é nenhuma surpresa, ja que, os
algoritmos sdo desenvolvidos levando em conta, a cada iteracdo, a necessidade de
diminuir o valor da funcdo objetivo. Entdo, convergéncia para pontos que nao
possuem uma propriedade especial é incomum, pelo menos para os métodos bem
desenvolvidos.

Estas observacoes motivaram Martinez e Svaiter a buscar uma condicdo de
otimalidade que ajustasse melhor a conduta dos métodos. Uma outra motivagao
para encontrar uma condicdo de otimalidade mais forte que a condicdo de Fritz-
John surgiu do préprio problema MPEC, ja que, nenhum ponto factivel deste

problema satisfaz a constraint qualification de Mangassarian-Fromovitz e, desta
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forma, todos os pontos factiveis satisfazem a condicdao de Fritz-Jonh. Entao,
era necessario estudar uma condicao de otimalidade que caracterizasse melhor os
minimizadores do problema do que a condicdo de Fritz-John.

Desta forma, estes autores introduziram em [21] uma nova condig¢do pratica
de otimalidade que, a grosso modo, diz que a “aproximacado do gradiente proje-
tado tende a zero”. Por esta razdo, esta nova condicdo pratica de otimalidade é
denominada AGP. Esta, é satisfeita por minimizadores locais de problemas com
restrigcoes independentemente de qualquer constraint qualification e usando ape-
nas diferenciabilidade de primeira ordem. Mais ainda, o conjunto dos pontos
que satisfazem esta condicdo esta contido, e pode estar estritamente contido, no
conjunto dos pontos que satisfazem a condicao de Fritz-John. Assim como nas

condi¢oes de KKT, a condicdo AGP também é suficiente se o problema, é convexo.

2.3.2 A Condicao Necessaria

Nesta secdo consideraremos problemas da forma:
min f(z) s.a. x €, (2.6)

onde

Q={ze R"| h(x)=0, g(x) <0},

f:IR"— R, h: R"— R™, g:IR"— R" e todas as fun¢oes possuem primeira
derivada continua.
Seja v € [—o0,0]. Para todo x € IR" definimos o conjunto Q(x,y) como sendo

o conjunto dos pontos z € IR" que satisfazem
gi(x) + gi(x)(z—x) <0 se v <g(x) <O,

gi(x)(z—x) <0 se gi(x) >0

h'(x)(z — z) = 0.
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O conjunto Q(z,v) (um poliedro fechado e convexo) pode ser interpretado

como uma aproximacao linear do conjunto dos pontos z € IR™ que satisfaz

h(z) = h(x),  9:(2) < gi(x) se gi(x) 2 0, gi(2) < 0se gi(x) € (7,0).

Para todo x € IR", definimos

d(x,7) = Po@qy(x — Vf(x)) -z,

onde P (y) denota a projegao ortogonal de y em C para todo y € R", C C IR"
fechado e convexo. O vetor d(z,7) serd chamado de Aproximagdo do Gradiente
Projetado. Enunciaremos, agora, o principal resultado desta secido cuja demons-

tragdo pode ser encontrada em [21].

Teorema 2.3.1. Suponha que x* € um minimizador local de (2.6) e sejam ~y €
[—00,0], € > 0, & > 0 dados. Entdo, existe v € IR" tal que ||z — z*|| < ¢ e
ld(z, )] <e.

Este teorema diz, basicamente, que se z* é um minimizador local de (2.6),
entao podemos encontrar pontos arbitrariamente préoximos de z* com o vetor da
aproximagcao do gradiente projetado suficientemente pequeno.

O seguinte corolario especifica a condicdo AGP de uma maneira que se apro-
xima da estrutura algoritmica: dado um minimizador local, uma sequéncia que
satisfaz 2% — 2* e d(z",7) — 0 necessariamente existe. Esta propriedade é satis-
feita por muitos algoritmos de PNL sendo {2*}, nestes casos, a sequéncia gerada

pelo algoritmo.

Coroléario 2.3.2. Se x* é um minimizador local de (2.6) e v € [—0,0], eziste

uma sequéncia {2*} C IR" tal que lim2* = 2* e lim d(2*,~) = 0.

Finalizaremos esta secdo, enunciando o teorema que garante que a condigao
AGP implica na condicdo de Fritz-John cuja demonstracdo também pode ser

encontrada em [21].
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Teorema 2.3.3. Seja v € [—00,0]. Suponha que x* € um ponto factivel e que

eriste uma sequéncia z*

John de (2.6).

— x* tal que d(z*,v) — 0. Entdo z* € um ponto Fritz-

O seguinte corolario é uma consequéncia trivial do teorema anterior e diz que,
sob a constraint qualification de Mangassarian-Fromovitz (MF), a condigdo AGP

implica nas condicoes de KKT.

Coroléario 2.3.4. Se as hipdteses do Teorema 2.3.3 sao vdlidas e x* satisfaz MF,

entdo as condicoes de KKT sao satisfeitas em x*.

Observacao: O conjunto dos pontos de Fritz-John pode ser estritamente maior

que o conjunto dos pontos que satisfazem a condicdo AGP. Considere o problema,
min z s.a. z° <0.

Tome x* = 0. Claramente, x* satisfaz a condicao de Fritz-John mas, para qual-
quer sequéncia {z*} que converge para z*, d(z¥, v) ndo tende a zero. Obviamente,

r* nao satisfaz a constraint qualification de MF.

Resumindo, a condicao AGP é uma condicdo de otimalidade que
o & satisfeita por minimizadores locais de problemas com restricoes indepen-

dentemente de qualquer constraint qualification;

e implica na condicdo de Fritz-John, ou seja, o conjunto dos pontos AGP est4
contido no conjunto dos pontos que satisfazem a condicao de Fritz-John po-

dendo esta inclusio, ser estrita, como mostra a observacao acima;

e implica nas condi¢ées de KKT quando a constraint qualification de MF &

satisfeita.

Logo, o MPEC é um bom exemplo de problema onde a condi¢do AGP é util, ja
que, o conjunto dos pontos AGP se aproxima mais do conjunto dos minimizadores
locais do que o conjunto dos pontos que satisfazem a condicdo de Fritz-John.
Entdo, algoritmos em que temos a garantia de convergéncia para pontos AGP

sao candidatos a resolver o MPEC.
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2.4 Aplicabilidade da Condicao AGP ao MPEC

A aplicabilidade da condicdo AGP ao problema MPEC vem Teorema, 2.4.1.
Este, mostra que o conjunto dos pontos que satisfazem a condicdo AGP é con-
sideravelmente menor que o conjunto dos pontos que satisfazem a condicao de
Fritz-John.

Considere as restrigbes do problema MPEC dadas na forma (2.3). Assim, o

problema MPEC é um caso particular do problema
min  O(x,v,w, 2)

sa. H(z,v,w,z)=0,
(2.7)

wizi:O, izl,...,q,
v>0, w>0, z>0,

onde v+ € R", v € R™, w € IRY, 2 € RY, H(x,v,w,z) € IR. Usaremos
alguns abusos de notacdo para evitar um ntiimero excessivo de variaveis e diferen-
tes dimensdes. Lembre-se que a falta de regularidade dos pontos factiveis deste
problema, se deve a presenca simultinea das restri¢oes w;z; =0e w >0, z > 0.
Suponha que (z*,v*,w* 2*) é um ponto factivel do problema (2.7) e que
wi + 2z > 0 para todo i € I, C {1,...,q}. Definiremos um problema associado
a (2.7) que consiste, simplesmente, em retirar as restrigdes w; > 0, z; > 0 para
1 € I,. Entdo o problema associado é
min  O(x,v,w, 2)
sa. H(z,v,w,z)=0,
(2.8)
wiz; =0, 1=1,...,q,

v>0, w; >0, 2>0Vi¢l,

O teorema a seguir mostra que se (z*,v*,w*, z*) é um ponto AGP de (2.7)
entdo este ponto é, necessariamente, um ponto AGP de (2.8). Isto significa que

o conjunto dos pontos de acumulagdo (dos algoritmos) que satisfazem a condigdo
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AGP para o problema (2.7) sdo pontos AGP de um problema associado onde
as restricdes que fazem com que todos os pontos factiveis sejam nao-regulares,
provavelmente, ndo estao mais presentes. A consequéncia é que a maioria dos
pontos (Fritz-John) factiveis do MPEC sdo descartados como possiveis pontos

limite do algoritmo. A demonstragéo do teorema pode ser encontrada em [5].

Teorema 2.4.1. Suponha que (x*,v*, w*, z*) é um ponto AGP factivel de (2.7)
tal que wf + zF > 0V i€ I,. Entdo, (x*,v*,w*, 2*) é um ponto AGP de (2.8).

O teorema diz que os pontos AGP do problema (2.7) sdo pontos AGP de
(2.8). Portanto, o conjunto dos candidatos a ponto limite dos algoritmos que
convergem para pontos AGP é restringido pelos pontos AGP de (2.8). Quando,
em um dado ponto (excluindo aqueles tais que w; = z; = 0), a constraint qualifica-
tion de Mangassarian-Fromovitz para o problema (2.8) é satisfeita (em particular,
quando os vetores gradientes das restri¢bes ativas de (2.8) forem linearmente in-
dependentes), a condi¢gdo AGP implica nas condigbes de KKT. Como as condigbes
de KKT para (2.8) evidentemente implicam nas condigbes de KKT para (2.7),

podemos estabelecer o seguinte teorema.

Teorema 2.4.2. Suponha que (x*,v*, w*, z*) é um ponto AGP factivel de (2.7)
tal que wi + 2z > 0V i =1,...,q e que (z*,v*,w*, z*) satisfaz a constraint
qualification de MF para o problema (2.8). Entdo, (z*,v*,w*, 2*) € um ponto

KKT de (2.7).



Capitulo 3

Resolucao Numeérica do Problema

MPEC

Nosso objetivo ndo é analisar algoritmos especificos para o MPEC e sim,
discutir a aplicabilidade dos algoritmos gerais de PNL. Desta forma, o capi-
tulo anterior nos conduz a utilizar algoritmos de PNL em que temos a garantia
de convergéncia para pontos AGP. Existem bons métodos de PNL que satis-
fazem a condicdo AGP. Esta é uma questdo de simples verificagdo em alguns
casos. A condigdo é explicitamente provada em algoritmos de restauracdo ine-
xata [15, 17, 18, 19], pode ser facilmente verificada em métodos de lagrangeano
aumentado [7, 11, 16] e, provalvelmente, é satisfeita por varios outros algoritmos
classicos de PNL. Em outros casos, como em [23|, pode ser necessaria uma analise
um pouco mais detalhada. Neste capitulo, apresentaremos as estratégias, os al-
goritmos (métodos) utilizados e os resultados numéricos obtidos ao tentarmos

resolver alguns problemas MPEC da literatura.

3.1 Algoritmo de Restauragao Inexata

Um problema, classico da otimizacdo é minimizar uma funcao qualquer sujeito

a restricoes nao-lineares. Exceto em casos muito particulares, é possivel encontrar
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a solucdo analitica destes problemas. Portanto, métodos iterativos devem ser
utilizados. Uma das idéias mais naturais é gerar uma sequéncia {z*} que satisfaga
as restricoes tal que o valor da funcdo objetivo f decresga progressivamente. Desta
forma, esperaremos que o limite desta sequéncia seja a solucdo do problema.
Entretanto, manter a factibilidade quando as restricoes sdo nao-lineares é dificil.

Geralmente, os métodos escolhem uma direcdo d* para se mover a partir
do ponto corrente ¥ mas, se as restricoes sio nao-lineares, os pontos da forma
2* +adF podem ser infactiveis, ndo importando quio pequeno seja o parametro .
Esta observacao implica que, quando tivermos restricoes nao-lineares, o método
deve estar preparado para perder e restaurar a factibilidade a cada iteracao.
O processo de trazer um ponto ndo factivel para a factibilidade é chamada de
restauracao.

A principal diferenga entre os métodos classicos estd na maneira em que é
realizada a fase de restauracdo. Métodos factiveis, que realizam a restauracdo
de forma exata, sdo muito importantes na prética porque em varias situacoes
da vida real solucoes nao-6timas factiveis tem um significado fisico e, portanto,
podem ser tteis enquanto que pontos ndo-factiveis nao tem significado algum.
Porém, o grande prejuizo dos métodos factiveis é que eles tendem a se comportar
mal na presenca de nao-linearidades muito fortes. Nestes casos, ndo é possivel
dar grandes passos longe da solugao porque a nao-linearidade das restri¢oes forca
com que a distancia entre iteraces factiveis consecutivas seja pequena.

Estes fatos, conduziram ao desenvolvimento de algoritmos que embora man-
tenham a infactibilidade sobre controle sejam tolerantes quando a iteracao esteja
longe da solugdo. Estes sao chamados de algoritmos de restauragdo inexata.

Algoritmos de restauragdo inexata podem ser encontrados em [17, 18, 19].
Baseando-se nestas referéncias, apresentaremos a seguir, as idéias principais deste
algoritmo. Além de termos a garantia de convergéncia para pontos que satisfa-
zem a condicao AGP, a prova de convergéncia deste algoritmo ndo necessita da

hipétese de regularidade. Logo, temos algumas razdes adicionais para aplicar o
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algoritmo restauragdo inexata ao problema MPEC.

3.1.1 Idéias Principais do Algoritmo
Consideremos o problema

min f(x)

sa. C(x) =0, x € Q

(3.1)

onde f: IR" — IR e C : IR" — IR™ sao continuamente diferenciaveis e () C IR"
é fechado e convexo. Na pratica, estaremos interessados no caso em que €2 é um
politopo.

O objetivo é definir um modelo de algoritmo iterativo para resolver (3.1) tal
que todas as iteracoes =" sejam factiveis em relacdo a ) e cada iteracdo consista,
essencialmente, de duas fases: Restauracao e Minimizacao.

Na fase de restauracdo, um movimento em direcao a factibilidade é realizada,
com uma pequena exigéncia relativa a reducdo de ||C(x)||2. Como resultado, um
ponto intermediario y* € Q) é obtido. Imediatamente apés a fase de restauracio,
construiremos um aproximacao 7, da regido factivel que passa sobre y*.

Na fase de minimizagao computaremos um ponto z*% € 7, tal que f(2%%) <<
f(y") (<< significa “suficiente menor que”) e |[2"" — y*|| < §;,; onde ., é o raio
da regiao de confianga.

Entretanto, embora y* seja “mais factivel” que z* e 27 seja “mais 6timo” que
y* (no sentido que f(z5%) < f(y*)), o ponto 2% pode ser pior que z* (menos fac-
tivel, menos 6timo, ou ambos). Diante disto, somente aceitaremos 2% como uma
nova iteragdo se o valor de uma fun¢do de mérito ndo-diferenciavel (penalizagdo
exata) em 2% for suficientemente menor que o valor desta funcdo avaliada em z*.
Se 2 ndo for aceito, o raio da regido de confianca é reduzido.

Uma caracteristica muito importante dos algoritmos de restauracao inexata é

que temos a liberdade de escolha dos algoritmos utilizados na fase de restauracao.
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Isto nos permite explorar as caracteristicas das restricbes que podem nao ser

levadas em consideragdo por outros algoritmos de programacao nao-linear.

3.1.2 Descricao do Algoritmo

Antes de dar a descrigdo rigorosa do algoritmo, comentaremos algumas das
suas principais caracteristicas.

Notagdo: nesta segdo ||-|| vai representar uma norma arbitraria e |-| denotara
a norma euclidiana. Denotaremos a matriz jacobiana de C(x) por C'(x) € IR™*"

e Cj(z) = VCj(x)" para todo j = 1,...,m.

Fase de Restauracao

Como foi mencionado anteriormente, dado uma iteracao z* € ), o modelo de
algoritmo computa um ponto intermediario y* € ) “mais factivel”. As condicdes

que devem ser satisfeitas por y* sao:

CH < rlC(h) (3:2)

ly* ="l < BIC (") (3:3)

IN

onde r € [0,1) e B > 0 sdo pardmetros dados independentes de k. A condicdo
(3.2) determina a necessidade de obter um ponto intermediario pelo menos téo
factivel quanto z*. A condigdo (3.3) impde que y* deve ser igual a " se a iteracdo

corrente for factivel.

Aproximacao Linear da Regiao Factivel

Apo6s encontrar y* satisfazendo as condigoes (3.2) e (3.3) construiremos a
aproximagdo linear da regido factivel do problema (3.1) que contém o ponto in-

termediério y*. Esta regido auxiliar é dada por:

me={z € Q| C'(y")(z — y*) = O}
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Se 3/* é um ponto factivel entdo o conjunto 7, representa uma linearizacdo do

conjunto factivel em 3.

Fase de Minimizacao

O objetivo da fase de minimizagdo é obter 2% € 1, N By,; tal que f(2%%) <<

f(y*), onde
Byi={rc R" |||z _ka < Ok},

e 0,; > 0 é o raio da regiao de confianga.
A fase de minimizacéo é precedida pelo calculo da direcdo tangente de Cauchy
(independente de 7)
A = Py(y* =V (y") = o, (34)

onde P.(z) denota a projegdo ortogonal de z em m, e n > 0 é uma constante

arbitraria independente de k. Dai segue que d"'"

é uma direcdo de descida
factivel em ). Assim, a norma de d"'*" vai ser usada para definir o critério de
parada do algoritmo.

O ponto y* + d"'" pertence a 7; mas ndo necessariamente pertence a By ;.

Entdo, definiremos o “breakpoint” y* + ¢4 ; prear)d*"*" onde
t(k,i,break) = sup{t € [O/ 1] ’ [yk, yk -+ tdk’mn] C Bkﬂ} (35)

Mais ainda, o valor da funcdo objetivo f em y* + t(x; prearyd™'™™ ndo é neces-
sariamente menor que f(y*), portanto um valor suficientemente pequeno da
fungdo objetivo f(y* + t(kidec)d™™™) deve ser obtido usando o classico proced-
imento “bactracking”. Finalmente, 2% € m;, N By ; vai ser qualquer ponto tal que
FR) < f(YF + tideod™™). Alternativamente, 2" pode ser qualquer ponto
de 7, N By, tal que f(y*) — 7105, ou f(y*) — 72, onde 71 e 75 sdo parmetros nio
negativos do algoritmo.

Isto significa que para calcular 2% de forma eficiente, podemos aplicar um al-

goritmo de minimizagéo (com critério de parada razoavel) para resolver o seguinte
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problema

min f(x) s.a. € 7w, N By,. (3.6)

Se || - || ¢ a norma infinito entéo (3.6) representa um problema de minimizacdo

com restri¢ées lineares.

Funcao de Mérito e Parametro de Penalizacao

A comparacio entre 2% e 2* envolve a avaliacio de uma funcio de mérito em

ambos os pontos. Utilizaremos a funcdo de penalizacdo exata que é dada por:
U(@,0) =0f(x) + (1 - 0)|[C(x)|

onde 0 € (0,1] é o parametro de penalizacdo utilizado para dar diferentes pesos
para a func@o objetivo e para a factibilidade. A escolha do pardmetro # em
cada iteracdo depende de consideracGes praticas e teodricas. Por exemplo, se
|C'(z)| é grande, o peso atribuido a f(x) deve ser pequeno, pois ndo faz sentido
se preocupar com o valor da fungdo objetivo se o ponto corrente estd longe da
regido factivel.

Em sintese, desejaremos que a funcao de mérito avaliada no novo ponto seja
menor que o valor da funcio de mérito avaliada em z*. Ou seja, queremos
Aredy,; > 0 onde Aredy,;, a redugdo real (“actual reduction”) da funcdo de mérito,
é definida por:

Aredy; = (2", 05) — (2™, 01).

Entao,
Aredy; = Ol f(2") = f(")] + (1= 0 )[|C M) = [CE - (3.7)

Entretanto, como nos problemas sem restri¢cées, uma reducao da funcao de mérito
nao é suficiente para garantir a convergéncia. De fato, precisamos de uma reducio

suficiente, que vai ser definida como satisfatoria se

Aredy; > 0.1Predy;, (3.8)
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onde Predy; é a reducdo pretendida (“predicted reduction”) da fungdo de mérito

entre 7 e z%'. No nosso caso, definimos
Predy; = O3 f(2") = f(z")] + (1 = 0.,)[|C(=")| = [C(yM)]]- (3.9)

A quantidade Predy; definida acima pode ser nao-positiva dependendo do valor
do parametro de penalizacao. Mas, se 0;; é suficientemente pequeno, Predy; é
arbitrariamente préximo a |C'(z*)| — |C(y*)| que & necessariamente nao negativo.

Portanto, sempre poderemos escolher 6, ; € (0, 1] tal que
1
Predy; > 5[!C(ftk)| —C ).

Quando o critério (3.8) for satisfeito aceitaremos 2% como uma nova iteragao, ou

seja, "1 = 2% Caso contrario, reduziremos o raio da regido de confianca.

Modelo de Algoritmo

Assuma que n > 0, 8 > 0, r € [0,1), 71 > 0, 7o > 0 sdo pardmetros do
algoritmo independente de k e )", w; é uma série convergente de termos nao-

O ¢ Q é uma aproximacao inicial da solugcdo e que

negativos. Suponha que x
6_, € (0,1) & um parametro de penalizacio inicial. Dados 2 € Q, 6;,_, € (0,1] e
S1.0, 08 passos para calcular z°*1 ou para interromper o processo sio dados pelo

seguinte algoritmo.

Algoritmo 3.1.
Passo 1: Inicializando o pardmetro de penalizacao
Defina
Or,—1 = min{l, min{f_q,... 0,1} + wi}.

Passo 2: Fuse de Restauracao
Calcule y* € Q tal que (3.2) e (3.3) sejam satisfeitas. Se isto ndo for possivel,
pare a execucdo do algoritmo declarando “falha ao melhorar a factibilidade”. Caso

contrdrio, faca i — 0.
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Passo 3: Direcao Tangente de Cauchy
Calcule d*'*™ usando (3.4). Se C(z*) = 0 e d®'*" = 0 termine a ezecucdo do

k

algoritmo declarando “convergéncia finita” e ©° como solucdo.

Passo 4: Fase de Minimizacdo
Calcule 11 prear) usando (3.5). Defina t(kyidec) COMO sendo o primeiro termo da

sequéncia {ty 1,2, ...} tal que
Fl* - taem) < F(y*) + 0.1V f(yh), d'm),

onde {t;;} € definido por tp1 = tuipreary € trj+1 € [0.1tk;,0.9t ;] para todo
j=1,2,... Calcule 2 € 7, N By.; tal que

FE) < max{ (4" + tikigeeyd™ ), f(Y*) =m0k f(Y") — 12}

Passo 5: Fscolha do pardmetro de penalizacao

Defina, para todo 0 € [0, 1],
Pred;(0) = 0[f(«*) — f(z")] + (1 = O)[|C(=")| = |C(y")]].
Escolha 6y; o supremo dos valores de 6 no intervalo [0, 6y ,-1] tal que

Predy,;(0) > %[|C’(xk)| —[CMI-

Passo 5: Aceitacdo ou Rejeicdo de 2"
Defina Aredy; e Predy,; como em (3.7) e (3.9). Se o teste (3.8) for satisfeito,
defina 2"+ = 28 0, = 04 e volte ao Passo 1. Se o teste (3.8) nao for satisfeito,

escolha 0y, 11 € [0.105,:,0.96;,], faca i — i+ 1 e volte ao Passo 4.

3.2 Estratégias

Nossa primeira estratégia é resolver o problema MPEC, dado na sua forma
padrao, aplicando algoritmos gerais de PNL. Naturalmente, escolhemos algorit-

mos em que temos garantia de convergéncia para pontos AGP.
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Sao eles: Algoritmo de Lagrangeano Aumentado, Algoritmo de Programagao
Quadréatica Sequencial e o Algoritmo de Restauragdo Inexata.

O algoritmo de lagrangeano aumentado que utilizamos foi o EASY. Este
software foi desenvolvido pelo grupo de otimizagao da Universidade de Campi-
nas e estd disponivel na pagina www.ime.unicamp.br/~martinez/software.htm.
Utilizamos também a rotina DNCONG da Biblioteca IMSL do Fortran para re-
presentar os algoritmos de programacdo quadratica sequencial. O algoritmo de
restauracao inexata é o descrito na secdo anterior, ou seja, fizemos a implemen-
tacdo do Algoritmo 3.1. E interessante, entdo, fazermos alguns comentérios sobre
esta implementacao.

A fase de restauracdo tem como objetivo encontrar um ponto intermediario y*
satisfazendo (3.2) e (3.3). Desde que este ponto satisfaca estas condiges a prova
de convergéncia deste algoritmo nos fornece total liberdade de escolha na maneira
em que vamos realizar o Passo 2 do Algoritmo 3.1. Desta forma, definiremos o

ponto intermediario y* como sendo o arg min do seguinte problema:
min 5[|C(2)|[3
sa. ||z —afle < B]|C(")]]2,
x € Q.

Para realizar o Passo 4 do Algoritmo 3.1 que corresponde a fase de minimiza-

ki

¢do, definiremos 2%* como sendo do arg min do problema

min f(z) s.a. x € m; N By,.

Antes de realizar a fase de minimizacdo temos que calcular, no Passo 3 do
Algoritmo 3.1, a diregio tangente de cauchy definida por (3.4). Desta forma,

sendo d* o arg min do problema
. 1 ,
min  Slle— (4 — 0V F0A)IB
S.a. T € T,

podemos calcular d * " como sendo d* — y/*.
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Assim, podemos observar que a cada iteracdo deste algoritmo temos que re-
solver alguns subproblemas. Em nossa implementacéo utilizamos o préprio EASY
para resolvé-los. Quanto ao aspecto de desempenho computacional, certamente,
esta ndo é a melhor opcao. Mas, nao nos preocupamos com isso pois nosso ob-
jetivo, & principio, é observar o comportamento dos algoritmos de restauracio
inexata quanto a qualidade de solucao. Em outras palavras, o objetivo é desco-
brir se os algoritmos de restauracao inexata podem ser aplicados com sucesso ou
nao ao MPEC. Melhorar o desempenho computacional deste algoritmo pode ser
0 objetivo de pesquisas futuras.

Uma outra observacao que podemos fazer é que tanto o EASY quanto o
algoritmo de restauracdo inexata que implementamos foram desenvolvidos para
trabalhar somente com restricdes de igualdade. Entdo, consideraremos a formu-
lagdo (2.3) para o MPEC.

Motivados pelo Teorema 2.4.1, vamos propor uma outra alternativa para a
resolucao do problema MPEC. Esta alternativa, a qual denominaremos por es-

tratégia da soma, consiste em trocar as restricoes
wizi =0, w; >0, z>0,i=1,...,q (3.10)

pelas restrigoes

wizi =0, w;+2 >0 i=1,...,q. (3.11)

Estas novas restri¢coes ndo alteram o conjunto factivel. Devido a restricao w;z; = 0
temos que pelo menos uma das coordenadas w; ou z; deve ser nula. Supondo que
w; € igual a zero entao a restricdo w; + 2z; > 0 vai garantir a nao-negatividade
de z;, ou seja, z; > 0 e vice-versa. A vantagem desta estratégia é que saimos de
uma situacdo onde todos os pontos factiveis sao ndo-regulares para uma outra
situacao em que pelo menos os pontos que cumprem a complementaridade estrita
(uma das coordenadas w; ou z; é diferente de zero para todoi = 1,...,q) deixam

de ser nao-regulares.
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Note que as restri¢goes de complementaridade (3.10) podem ser escritas com-

pactamente da seguinte forma:
wlz=0, w>0, 2>0. (3.12)
Infelizmente, as restri¢oes
w'z=0, w+z>0 (3.13)

ndo representam o mesmo conjunto factivel correspondente as restrigdes (3.11).
Por exemplo, consideremos w = (1,1), z = (1,—1) € R? Este par (w,z) é
factivel para as restri¢bes acima mas ndo satisfazem as restrigées (3.11). Logo,
uma desvantagem da estratégia da soma é que a quantidade de restricoes é con-
sideravelmente maior, na proporcao de ¢ — 1 onde ¢ é a dimensao de w e z.

Utilizaremos o EASY e a rotina do IMSL para verificar o comportamento
desta estratégia. Assim, se considerarmos que as restri¢cbes (w > 0, z > 0) sdo
fornecidas como limitantes (“bounds”) destes algoritmos, esta propor¢do aumenta
para 2q — 1. Uma outra desvantagem da estratégia da soma, em particular para
o EASY, é o aumento do nimero de variaveis correspondentes as ¢ variaveis de
folga introduzidas a cada uma das restrigbes w; + z; > 0 (lembre-se que 0 EASY
foi projetado para otimizar problemas com restri¢ées de igualdade).

Resumindo, as estratégias que estamos propondo para resolucido do problema

MPEC sao as seguintes:

e EASY - Algoritmo de Lagrangeano Aumentado.

IMSL - Algoritmo de Programagao Quadratica Sequencial.

IR - Algoritmo de Restauragdo Inexata.

E-SOMA - Estratégia da Soma com o EASY.

I-SOMA - Estratégia da Soma com o IMSL.
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3.3 Resultados Numeéricos

Iniciaremos esta secao fornecendo algumas informacgoes iniciais com respeito

aos experimentos numeéricos:

v' Méaquina: Athlon - 1Ghz - 256Mb;

v’ Sistema Operacional: Windows 98;

v’ Linguagem de Programacao: Fortran.

Para realizar estes experimentos procuramos utilizar MPEC’s da literatura.
Nossas fontes foram as seguintes:

v MPECLib - MPEC World Home Page
http://www.gamsworld.org/mpec/

v" Handbook of Test Problems in Local and Global Optimization
http://titan.princeton.edu/TestProblems/

v [8] F. Facchinei, H. Jiang and L. Qi
A smoothing method for mathematical programs with equilibrium
constraints (1999).

Realizamos os experimentos com 15 problemas retirados das referéncias acima.
Para cada problema foram realizados 20 testes associados a 20 pontos iniciais dis-
tintos gerados aleatoriamente.

As tabelas e graficos, a seguir, irdo fornecer uma idéia do comportamento
de cada estratégia na resolucdo do problema MPEC. As tabelas apresentam a

seguinte organizacao:

e Problema: temos um nimero associado (apenas para controle), o nome do
problema na literatura e a informacao se a solugao deste problema satisfaz
a complementaridade estrita ou ndo, ou seja, vai informar se o problema é

degenerado (DG) ou néo.

DG - a solucdo do problema nao satisfaz a complementaridade estrita. Va-

mos atribuir a DG (na tabela) alguma das situagdes: S (sim) ou N (ndo).
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e Tamanho: fornece a quantidade de varidveis e restricoes necessarias para a

implementacao do problema teste,

n € a namero de variaveis e m é o nimero de restrigoes.

e Resultado: ao realizarmos cada teste ocorria uma das seguinte situacgoes:

S1 - obter como resultado final a solugéo do problema (segundo a refe-

réncia fonte do mesmo);

S2 - obter como resultado final uma outra solugao, ou seja, um outro
ponto estacionario cujo valor objetivo da funcao no ponto é maior que a

suposta solugéo do problema (é um possivel minimizador local);

S3 - obter como resultado final um ponto estacionario do quadrado das
restricdes nao factivel, quando tratarmos dos algoritmos relacionados com

o EASY ou, a declaracgao de execugdo de um erro fatal de algum dos tipos:
(1) Search direction unphil;
(2) Line search took more than 5 function calls;
(3) Maximum number of iterations exceeded,;
(4) Search direction is close to zero;
(5) The constraints for the QP subproblem are inconsistent;

quando considerarmos os algoritmos da Biblioteca IMSL. Quando ocorrer a
situacdo S3 diremos que a estratégia nao funcionou. Considerando que para
cada problema foram realizados 20 testes achamos interessante contabilizar
a quantidade de testes em ocorreram cada uma das situacgdes S1, S2 e S3.
Desta forma, SO (SOlugdo), OS (Outra Solu¢do) e NF (Ndo Funcionou)

representam as seguintes situagoes:
SO - quantidade de testes em que ocorreram a situacio S1;
OS - quantidade de testes em que ocorreram a situacio S2;

NF - quantidade de testes em que ocorreram a situagao S3.
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o4

Estratégia: EASY

Problema Tamanho Resultado
nome DG n m SO OS NF
1 fjql S 11 7 20 0 0
2 fjq2 N 11 7 20 0 0
3 fjq3 N 11 7 20 0 0
4 fjq4 N 11 7 20 0 0
5 desilva S 8 5 20 0 0
6 hql N 3 2 20 0 0
7 fjq9 N 8 5 20 0 0
8 bard3 N 13 8 16 4 0
9 clark-west N 10 6 14 6 0
10 falk-liu S 12 7 20 0 0
11 shim-aiy S 9 6 20 0 0
12 viswesl N 17 10 17 3 0
13 viswes2 S 10 6 15 5 0
14 yezzal N 8 6 16 4 0
15 yezza2 S 6 4 20 0 0
TOTAL 278 22 0

TOTAL

92,7%
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Estratégia: IMSL
Problema Tamanho Resultado

nome DG n m SO 0S NF

1 fiql S 11 7 11 0 9
2 fjq2 N 11 7 10 0 10
3 fjq3 N 11 7 8 0 12
4 fjq4 N 11 7 8 0 12

5 desilva S 8 5 17 0 3

6 hql N 3 2 20 0 0

7 fjq9 N 8 5 19 0 1
8 bard3 N 13 8 7 0 13

9 clark-west N 10 6 7 6 7

10 falk-liu S 12 7 15 0 5
11 shim-aiy S 9 6 2 0 18
12 viswesl N 17 10 6 1 13

13 viswes2 S 10 6 16 1 3

14 yezzal N 8 6 16 4 0

15 yezza2 S 6 4 18 0 2
TOTAL 180 12 108

NF
36% 0s
4%
TOTAL \ gg%
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Estratégia: IR

TOTAL

92,3%

Problema Tamanho Resultado
nome DG n m SO OS NF

1 fjql S 11 7 20 0 0
2 fjq2 N 11 7 20 0 0
3 fjq3 N 11 7 20 0 0
4 fjq4 N 11 7 20 0 0
5 desilva S 8 5 20 0 0
6 hql N 3 2 20 0 0
7 fjq9 N 8 5 20 0 0
8 bard3 N 13 8 16 4 0
9 clark-west N 10 6 14 6 0
10 falk-liu S 12 7 20 0 0
11 shim-aiy S 9 6 20 0 0
12 viswes1 N 17 10 16 4 0
13 viswes2 S 10 6 15 5 0
14 yezzal N 8 6 16 4 0
15 yezza2 S 6 4 20 0 0

TOTAL 277 23 0

0S NF
7,7%\ T %
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Estratégia: E-SOMA

TOTAL

88,7%

Problema Tamanho Resultado
nome DG n m SO OS NF

1 fiql S 15 14 20 0 0
2 fiq2 N 15 14 18 2 0
3 fjq3 N 15 14 20 0 0
4 fjq4 N 15 14 20 0 0
5 desilva S 10 8 20 0 0
6 hql N 4 3 20 0 0
7 fjq9 N 10 8 20 0 0
8 bard3 N 17 15 7 11 2
9 clark-west N 14 13 10 10 0
10 falk-liu S 16 14 20 0 0
11 shim-aiy S 12 11 20 0 0
12 viswesl N 23 21 16 4 0
13 viswes2 S 14 13 19 1 0
14 yezzal N 10 9 16 4 0
15 yezza2 S 8 7 20 0 0

TOTAL 266 32 2

(O] NF
10,6% /0%
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Estratégia: [-SOMA

TOTAL

52%

Problema Tamanho Resultado
nome DG n m SO 0S NF
1 fiql S 11 14 6 0 14
2 fiq2 N 11 14 7 1 12
3 fig3 N 11 14 8 0 12
4 fjq4 N 11 14 7 0 13
5 desilva S 8 8 1 0 19
6 hql N 3 3 20 0 0
7 fjq9 N 8 8 16 0 4
8 bard3 N 13 15 7 6 7
9 clark-west N 10 13 8 6 6
10 falk-liu S 12 14 4 0 16
11 shim-aiy S 9 11 2 0 18
12 viswesl N 17 21 1 1 18
13 viswes2 S 10 13 13 3 4
14 yezzal N 8 9 16 4 0
15 yezza2 S 6 7 7 0 13
TOTAL 123 21 156
SO
41% oS

7%
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Como ja foi dito anteriormente, o objetivo deste trabalho é discutir a aplica-
bilidade de algoritmos gerais de PNL ao problema MPEC. Discutimos a questao
da falta de regularidade e o fato de todos os pontos factiveis do MPEC satisfa-
zerem a condicdo de Fritz-John. Diante disto, chegamos até a questionar se os
algoritmos de PNL poderiam convergir para qualquer ponto factivel do MPEC.
Mas, motivados pela condicdo AGP nos propusemos a verificar o comportamento
dos algoritmos de PNL quando aplicados ao MPEC. Agora, com os dados experi-
mentais temos melhores condi¢oes de discutir a aplicabilidade dos algoritmos de
PNL ao MPEC.

Como foram realizados 20 testes para cada problema num total de 15 entao
temos um total de 300 testes para cada estratégia. Uma quantidade razoavel de
testes para podermos tirar algumas conclusoes do trabalho. Os graficos buscaram
ilustrar, por meio de porcentagens, a quantidade de testes em que ocorreram cada
uma das situagoes S1, S2 e S3 neste total de 300 testes. Com estes graficos obje-
tivamos, principalmente, analisar o desempenho de cada estratégia na resolucao
do problema MPEC relacionando o sucesso ou fracasso de cada uma delas a
porcentagem de SO.

Assim, analisando os dados das tabelas e dos graficos, podemos concluir que
os algoritmos de lagrangeano aumentado (EASY) e os algoritmos de restauragdo
inexata (IR) podem ser aplicados com sucesso na resolugéo do problema MPEC
(dado na sua forma padrio), j4 que, ambas as estratégias encontraram as solugées
dos problemas em mais de 90% dos 300 testes realizados. Os resultados do IMSL,
apesar de nao serem tdo expressivos quanto do EASY e do IR, também podem
ser considerados bons ja que as solucoes dos problemas foram encontradas em
60% dos casos.

O que reforca ainda mais o fato de que podemos aplicar com sucesso os al-
goritmos de PNL (em que temos a garantia de convergéncia para pontos AGP)
ao MPEC (na forma padrdo) séo os resultados obtidos pelas estratégias da soma,

mesmo em casos nao-degenerados. Se a falta de regularidade tivesse tanta in-
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fluéncia no comportamento destes algoritmos entdo a estratégia da soma deveria
levar certa vantagem sobre as estratégias que resolvem os problemas dados na
sua forma padrao. Mas, comparando os resultados do EASY com E-SOMA e do
IMSL com I-SOMA podemos observar que esta vantagem nao existiu. Em outras
palavras, a condicdo de otimalidade AGP esta suprindo a ndo-regularidade dos

pontos factiveis.



Conclusao

Discutimos este problema induzidos pela nao-regularidade dos pontos factiveis
do MPEC. Todos os pontos factiveis do MPEC satisfazem a condicdo de Fritz-
John. Consequentemente, neste caso, a condicao de Fritz-John é completamente
inutil. Entretanto, ressaltamos que muitos algoritmos de PNL tem a propriedade
de convergir para pontos que satisfazem uma condi¢cdo de otimalidade mais forte
do que a condicdo de Fritz-John, denominada condicao AGP. O problema MPEC é
um bom exemplo para diferenciar a condi¢cao de Fritz-John da condicdo AGP. Em
sintese, a aplicabilidade da condicao AGP ao problema MPEC diz que o conjunto
dos pontos AGP para o problema MPEC também satisfazem a condicdo AGP
para um problema associado onde as restricoes de positividade sao eliminadas.
Neste novo problema nem todos os pontos factiveis satisfazem a condicdao de
Fritz-John. Estas foram as principais razoes que nos conduziram a esperar que a
aplicacdo dos algoritmos de PNL que convergem para pontos AGP ao problema
MPEC tivessem bons resultados.

Os experimentos numéricos corresponderam as nossas expectativas confir-
mando que, de fato, os algoritmos de PNL em que temos a garantia de con-
vergéncia para pontos AGP podem ser aplicados com sucesso ao problema MPEC.
Além disso, os resultados ndo muito expressivos da estratégia da soma reforcam
este fato pois, se a falta de regularidade tivesse tanta influéncia no comporta-
mento dos algoritmos utilizados, entao a estratégia da soma deveria levar certa
vantagem sobre as estratégias que resolvem os problemas dados na sua forma
padrao, principalmente, nos casos nao-degenerados. Mas, na pratica, esta van-
tagem nao existiu. Uma explicacao simples e resumida de tudo isto est4 centrada

na condicdo AGP que, por ser uma condi¢ao de otimalidade mais forte que a
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condicao de Fritz-John, esta limitando o conjunto dos pontos candidatos a serem
pontos limites dos algoritmos fazendo com que o fato de todos os pontos factiveis
do MPEC serem nao-regulares nao represente uma ameaca a aplicabilidade dos

algoritmos de PNL ao MPEC.
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