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CASTILHO, A. H.. Características dinâmicas e estudo da estabilidade de um

sistema formado por um braço de robô, com dois elos não rígidos, incluindo a

ação da gravidade. 2003. 150f. Dissertação (Mestrado em Engenharia Mecânica) —

Faculdade de Engenharia do Campus de Guaratinguetá, Universidade Estadual

Paulista, Guaratinguetá.

RESUMO

Apresenta­se neste trabalho a modelagem dinâmica de um braço de robô, com dois

elos não rígidos e duas juntas revolutas, movendo­se no plano vertical. Na

obtenção do equacionamento matemático utilizou­se a formulação Newton­Euler,

junto com o método de elementos finitos e a teoria elementar de vigas. — Assim,
neste estudo, considerou­se o efeito da gravidade e, também, a ação de uma carga

colocada na extremidade livre do braço. A análise e a consideração destes

parâmetros é necessária e de grande importância no estudo do problema da

estabilidade e do controle do sistema. Neste trabalho, procurou­se estudar a

estabilidade do braço robótico a luz do primeiro método de Liapunov. As equações

que governam o movimento do braço foram desenvolvidas e, em seguida,

linearizadas em torno de um valor nominal. Finalmente, a estabilidade do sistema

foi analisada baseando­se nos autovalores da matriz de Jacobi das equações que

governam o sistema.

PALAVRAS­CHAVE: Modelagem dinâmica, braço flexível, robótica, matriz de

Jacobi, linearização, estabilidade, método de Liapunov.
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CASTILHO, A. H. Dynamic characteristics and stability analysis of a systems

given for a nonrígid two link robotic arm including the gravity effects. 2003.

150f. Dissertação (Mestrado em Engenharia Mecânica) — Faculdade de Engenharia

do Campus de Guaratinguetá, Universidade Estadual Paulista, Guaratinguetá.

ABSTRACT

This work presents the dynamic modeling of a system given for an arm with two

nonrigid links interconnected by two revolute joints and a payload at its free end.

The arm is moving in the vertical plane, so it is considered the gravity effects. The

dynamic equations were obtained using the Newton­Euler's formulation together

with the elementary beam theory based on the finite element method. The analysis

of system's parameters is necessary and very important in the study of the stability

problem and it is fundamental to apply a contro! strategy.

In this work, the dynamic stability of a flexible arm is studied according to

Liapunov's first approximation method of stable criteria. The governing equations

were developed and were linearized around the nominal value, also the modal

analysis method of the systems was studied. The stable criteria was established by

means of eigenvalue analysis of Jacobi matrix of governing equations.

KEYWORDS: Dynamics modeling, flexible arm, robotics, linearization, stability,

Jacobi matrix, Liapunov's method
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1 INTRODUÇÃO

1.1 CONSIDERAÇÕES GERAIS

A grande maioria dos robôs industriais são equipamentos pesados e que possuem

pelo menos um braço composto de um conjunto de corpos rígidos. A idéia básica, deste

trabalho, é estudar o comportamento de um braço robótico leve, diferente, portanto, dos

braços dos robôs industriais normais. Para obter um braço leve é necessário o emprego

de material e dimensões adequadas, ou seja, o material deve ser leve e a área da seção

transversal, reduzida. O braço, neste caso, tornar­se­á flexível o que, inevitavelmente,

causará o aparecimento de deflexões ou, pelo menos, vibrações, acarretando vários

problemas de precisão e de estabilidade no seu posicionamento. Procurar­se­á estudaro

movimento do braço numa situação o mais geral possível... Considerar­se­á que o braço é

constituído de dois elos ligados porjuntas rotativas e que está sujeito à ação da gravidade.

Os elos estarão submetidos a esforços de flexão e na extremidade livre de um deles

existirá uma carga aplicada. — O estudo se desenvolverá no sentido de uma aplicação
genérica. Pode­se imaginar o emprego deste braço em um equipamento de resgate, em

uma prótese humana ou em algum equipamento leve de laboratório. — O equipamento de
resgate seria, por exemplo, um pequeno robô usado para retirar uma bomba de uma

edificação ou, para localização de sobreviventes que possam estar sob escombros de

algum prédio, que ruiu por alguma razão. A prótese humana é um braço mecânico que

será usado por alguma pessoa em substituição do membro natural, quando isto for

necessário. — O equipamento leve de laboratório é um braço mecânico necessário para
operar com materiais tóxicos ou contagiosos ou, até mesmo, um mecanismo de grande

precisão como, por exemplo, um dispositivo para fertilização de um óvulo em uma

operação de inseminação artificial... Como foi dito anteriormente, não se deseja estudar,

em particular, nenhum dos equipamentos acima descritos, no entanto, como o

Departamento de Engenharia Mecânica da FEG está bastante envolvido com pesquisas na

área da bioengenharia, na expectativa de que este trabalho possa ser aproveitado nestas
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pesquisas, o movimento geral do mecanismo foi considerado como o de um braço
humano, deslocando­se num plano vertical, partindo da sua posição mais baixa e

elevando­se para uma posição qualquer no quarto ou primeiro quadrante. Para

simplificação o quarto quadrante será designado região | e o primeiro quadrante, região Il.

Fazendo­se a análise numa situação bastante geral, o equacionamento matemático conterá

todas as variáveis e o campo de aplicação do sistema fica ampliado.

A primeira etapa deste trabalho consiste na obtenção de um modelo matemático do

braço considerado, contendo todas as variáveis de posição, velocidade, aceleração e

deformações, tanto transversais como longitudinais. — Em seguida será feita uma análise
com base no método dos elementos finitos e, consequentemente, a montagem do

equacionamento matemático na forma matricial. Nesta etapa é conveniente fazer

algumas simplificações que são oportunas, sem, no entanto, perder o caráter genérico do

modelo matemático. Mesmo fazendo estas simplificações o modelo ainda permanece

aplicável a uma grande quantidade de sistemas mecânicos reais.
A maioria das análises dos controles dos robôs industriais atuais é baseada na

concepção de que o braço do robô é rígido e que pode ser considerado como sendo

composto por um conjunto de corpos rígidos. Portanto, a partir do momento em que os

ângulos das juntas tenham assumido valores pré­determinados, a extremidade final do

braço do robô ocupará a posição desejada. — O sistema de controle torna­se mais simples
nestes casos, mas, em compensação, os robôs construídos com estas características

apresentam um grande peso e uma estrutura que os impede de serem movimentados, com

facilidade, de um ponto para outro. No caso do presente trabalho, onde se procura

estudar o comportamento dinâmico de um braço robótico não rígido leve, a obtenção do

modelo matemático e o estabelecimento do sistema de controle são bem mais complexos.

Alguns estudos foram desenvolvidos neste sentido.

O trabalho de Cannon e Schimitz (1984), foi um estudo pioneiro na área do controle

dos braços flexíveis de robôs. Tratava­se da modelagem matemática de um braço

flexível único e os resultados experimentais relativos ao seu controle foram satisfatórios.

O controle, neste caso, atuava no sentido de fazê­lo ocupar uma certa posição que era
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controlada pela própria medida desta posição. É interessante, também, que se faça
menção aos trabalhos de Harashima e Ueshiba (1986) e Sangveraphunsiri (1984) — Em
todos estes trabalhos existem dois pontos em comum. O primeiro ponto é que se trata de

um braço composto de um único elemento, com seu centro de rotação sobre o eixo dos z e

varrendo o plano horizontal x­», — O segundo ponto é que se trata de um braço flexível e
modelado como uma viga cuja deflexão é representada por uma série em termos da

função de auto­valores (modo normal). — Lee et al. (1987) e, ainda, Lee e Wang (1988)
obtiveram, rigorosamente, as equações dinâmicas e projetaram o sistema de controle para

um braço único que tinha dois graus de liberdade na rotação e um, na translação. —* Estes
autores estudaram o movimento da extremidade final do braço em movimento no espaço

tridimensional e não somente no plano horizontal. Usoro; Nadira e Mahil (1986)

empregaram a aproximação do Lagrangeano e o Método dos Elementos Finitos para a

modelagem matemática de um manipulador com dois elos flexíveis. Neste estudo,

foram levantadas as equações dinâmicas para um braço flexível de robô, com dois elos

que se moviam no plano vertical x­z.. Uma carga na extremidade do braço foi simulada
afixando­se uma massa adicional em alguma localização específica do braço. Como em

outras pesquisas do gênero, o método dos Elementos Finitos, baseado na Teoria

Elementar das Vigas, também foi empregado na determinação do modelo matemático de
tais sistemas. Nesse documento, para efeito de projeto do sistema de controle,

considerou­se que a posição da extremidade final do braço pudesse ser medida e que

somente a informação desta medida era um sinal de realimentação suficiente para o

sistema de controle. Além disso, discutiu­se, também, o procedimento geral para
formular a lei de controle.

Dando sequência a este trabalho, procurou­se verificar o comportamento do sistema

no tocante a estabilidade dinâmica. A este respeito, chegou­se a conclusão que um

caminho possível seria a aplicação do primeiro método de Liapunov para o estudo da
estabilidade de sistemas não lineares. Para a aplicação deste critério de estabilidade

tornou­se necessário linearizar o sistema em torno de um valor nominal, determinar a

matriz de Jacobi das equações que governam o movimento do braço e fazer uma análise
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dos autovalores dessa matriz. Também com relação a este aspecto existem alguns

estudos feitos. — A estabilidade de mecanismos flexíveis compostos de um único elo não
rígido foi estudada por Badlani e Kleinhenz (1979) e por Jandrasits e Lowen (1979). A

estabilidade de mecanismos com mais de um elo flexível foi investigada por Kalaycioglu

e Bagci (1979) e por Cleghorn; Tabarrok e Fenton, (1984), empregando­se a Teoria dos

elementos finitos, a análise dos autovalores e a expansão em série de Fourier.

Na fase final deste trabalho, serão estabelecidas equações que permitirão fazer um

estudo analítico do braço robótico composto por dois elos não rígidos e através da análise

destas equações será possível entender o comportamento dinâmico e tirar conclusões a
respeito deste tipo de mecanismo.

1.2 OBJETIVOS

a) Desenvolver um modelo matemático para um braço de robô composto por

dois elos não rígidos, ligados por juntas revolutas, portando uma carga na

extremidade livre de um dos elos e sujeito à ação da gravidade.

Experimentar um método alternativo para determinação da matriz de Jacobi

das equações do modelo matemático deste sistema, evitando o método

tradicional de determinação por meio de derivada já que este processo seria

inviável dada a complexidade dessas equações.

Entender o primeiro método de Liapunov para pesquisa da estabilidade de

sistemas não lineares, verificando a sua aplicabilidade em sistemas do tipo

do apresentado neste trabalho.

Concluir sobre a estabilidade do braço robótico ora estudado, estabelecendo

os parâmetros que influenciam no comportamento do sistema, e

determinando as velocidades críticas que devem ser evitadas durante o seu

funcionamento.
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2 MODELAGEM MATEMÁTICA DO BRAÇO ROBÓTICO

2.1 INTRODUÇÃO

A modelagem matemática de um sistema dinâmico é um conjunto de equações que

representam a dinâmica do sistema. Na dedução destas equações deve­se ter em mente

que elas devem descrever com precisão o funcionamento do sistema. Caso não seja

possível estabelecer equações extremamente precisas, pelo menos, elas têm que ser

aceitáveis dentro dos parâmetros estabelecidos para o funcionamento do mecanismo. Na

verdade, um sistema dinâmico pode ser representado de várias maneiras, ou seja, o
modelo matemático de um sistema mecânico não é único.

O sistema que está sendo estudado possui dois graus de liberdade, envolve

deformações, longitudinais e transversais, está sujeito a ação da gravidade e é composto

de dois elos, desta forma, no equacionamento do problema irão aparecer várias expressões

de forças, relacionadas com um sistema de coordenada inercial e dois locais, e duas

expressões de torque. Além disso, o sistema não é linear e suas equações envolvem

variáveis das juntas e variáveis de posição que, diga­se de passagem, são influenciadas

pela deformação elástica dos elementos do sistema.

2.2 DESCRIÇÃO DO PROBLEMA

A Figura | apresenta a configuração não deformada de um braço de robô composto

de dois elos. O elemento assinalado com /* será denominado elo superior e todas as
grandezas relativas a ele serão identificadas com o expoente 1. O elemento identificado

por /º é o elo inferior e todas as grandezas que apresentarem o expoente 2 são relativas a
este elo. Para o estabelecimento do modelo matemático, deste trabalho, considera­se que

o braço se movimenta em um plano referencial inercial x­z. O elo superior faz um ângulo

é comotceixo z, que é representado na vertical e orientado para cima e o elo inferior faz

um ângulo À com a mesma direção vertical.
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Á,

Figura 1 — Configuração não deformada do braço robótico

A configuração deformada dos dois elos é apresentada na Figura 2. ­ Nesta figura
aparecem os três sistemas coordenados que serão considerados. — O sistema coordenado
(x, z) é inercial e será denominado de sistema de referência ou global e os sistemas x, z”)
e (x”, 2”) que estão afixados no elo superior e no inferior, respectivamente, são móveis e
serão chamados de sistemas de coordenadas locais. Quando o elo superior gira, no

sentido anti­horário, ele forma um ângulo é com a direção vertical, isto é, com o eixo

dos z. — Por outro lado, um ângulo 6 é formado entre a vertical e o elo inferior, quando
este gira no mesmo sentido do outro elo. Os comprimentos originais dos elos, superior

e inferior, antes de sofrerem qualquer deformação, são, respectivamente, l'elr. Parao
cálculo das forças e momentos que atuam nos componentes do braço, a massa própria do

elo superior será dividida em “n” elementos infinitesimais de massa e a do elo inferior,

em “m” elementos. — Cada um destes pontos de concentração de massa será denominado
ponto nodal. Portanto, no sistema como um todo, existirá um total de (n + m + 1)
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pontos nodais. — A carga da extremidade livre do braço, de massa M, , será considerada
como uma força concentrada e localizada no último ponto nodal do elo inferior. As

massas dos atuadores serão consideradas como massas concentradas nos pontos nodais

iniciais de cada elo. Desta forma, a massa do atuador 1, representada por M,,, estará

concentrada no ponto nodal | do elo superior e a massa Ma, no ponto nodal 1 do elo

inferior. Jr, J>;eJy, são, respectivamente, os momentos de inércia dos atuadores 1 e2 e

da carga na extremidades. Ry e Ryu são os esforços externos de reação relacionados com

o apoio do sistema.

região II

LUIGI LIL
——.

Mau,

Mp, Jp

Figura 2 — Configuração deformada do braço robótico

E conveniente esclarecer que, no desenvolvimento matemático, um asterisco

colocado como índice indicará que se trata do último ponto nodal de cada elo, de modo
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que A representa a força que atua no último ponto nodal do braço superior e RR, a
força que age no último ponto nodal do braço inferior. Ainda a título de esclarecimento,

uma letra em negrito representa um vetor coluna, assim, x representa o vetor fx1, xa).

23 DETERMINAÇÃO DO MODELO MATEMÁTICO DO BRAÇO ROBÓTICO

2.3.1 Cinemática do movimento

O vetor posição de um “i­ésimo” ponto nodal do elo superior deformado, expresso

no sistema local deste elo, é:

le (vp7N=NfZ T 1x; (x1,2) í i + ( )

onde, x e z (minúsculos) representam as coordenadas genéricas nas direções x ez” do
sistema local do elo superior e U e Z (maiúsculos) correspondem aos valores destas
coordenadas.

De forma análoga, o vetor posição de um j­ésimo ponto nodal do elo inferior

deformado é dado por:

xj = (2,2) = (07,2 oPO

Usando­se a notação matricial, o vetor posição x de algum ponto do elo superior,

expresso em coordenadas do sistema global, é dado por:

1

x = * =| no. 1seng cos
as

Ah
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



Sendo que a matriz, que aparece na expressão (3), corresponde a matriz de
transformação ortogonal ou matriz de rotação do elo superior. Esta matriz foi

determinada em função das condições do problema, adotando­se a convenção de que o

elo, na sua posição inicial, encontra­se na vertical, voltado para baixo, e o deslocamento

angular é considerado positivo no sentido anti­horário. À dedução da expressão desta

matriz é mostrada no Apêndice A.

Representando a matriz de rotação do elo superior por Q', a expressão (3) pode ser
escrita da seguinte forma:

A matriz de rotação Q' é uma matriz quadrada que atende a propriedade:

(QN =(QY" (5)

Conhecendo­se a matriz de rotação, pode­se determinar a sua primeira e segunda

derivada. Estes cálculos e algumas outras operações com as matrizes de rotação e suas

derivadas são mostrados no Apêndice B.

O vetor velocidade v de algum ponto do elo superior, expresso em coordenadas do

sistema global (x, y), é dado por:

| | portanto
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Similarmente, o vetor aceleração de um ponto qualquer do elo superior, expresso

no sistema global (x, =), é dado por:

a= Ox +20v +02

O vetor posição x de um ponto qualquer do elo inferior, expresso em

coordenadas do sistema global (x, y), é dado por:

senfp cosg||z. senh cosfpbilz

A matriz da segunda parcela do lado direito da equação (8) é a matriz de rotação

do elo inferior e será representada por 0º. Como a matriz de rotação do elo superior,

esta também atenderá à propriedade:

(A) =(QY) O)

Desta forma, a equação (8) pode ser representada, de forma mais reduzida, como:

(10)

Os vetores velocidade v e aceleração a para algum ponto do elo inferior, no

sistema global, são calculados pelas expressões:
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v= leo Quvl+ A x? + 2. v?zZ

a= E = Ox! +20'vl +0'al + Ox? +20ºvº +09a?PÁ

Para as equações acima, considera­se que:

Ah
AVAVAY

3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



2.3.2 Dinâmica do movimento

A força total num ponto genérico do sistema é função da inércia e da força da

gravidade que atua neste ponto. Matematicamente, essa força é representada pela

seguinte expressão:

of =­Ma­ Mg|1) portanto (19)

A análise da expressão acima mostra que quando o braço sobe com movimento

acelerado, a aceleração a é positiva e a aceleração da gravidade, segundo a orientação

dos eixos coordenados, é negativa, indicando que, neste caso, a força da gravidade é

resistiva ao movimento. — O mesmo acontece quando o braço desce com movimento
retardado. Por outro lado, quando o braço sobe com movimento retardado ou desce com

movimento acelerado, o peso próprio do sistema atua no sentido de favorecer o

movimento do braço.

No sistema de referência (x, z), a força total que age num ponto nodal qualquer do

elo superior, identificado pelo índice s, é calculada da seguinte forma:

&=Q

Aplicando­se as propriedades da matriz de rotação pode­se determinar a expressão

que calcula a força total no ponto i do elo superior, no sistema local (x, z”).

fi =(QN's,; e, consequentemente: *— f! =(QU" f,

Combinando­se a equação (19) com a equação (20) obtém­se:
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. T .. . jo|)  f=­(o) (Ow +20 soa),
E, de uma forma mais explicita:

£ = —M!e Y Ox + 2(0' ) O'v +(O' ) Q'a' +(o' ) (| 2»

Na expressão (21), o termo M, corresponde à massa de cada um dos n elementos

do elo superior, de modo que, a massa dos elementos 2, 3, ..., 1­1 é calculada tomando­se
a metade da massa do elemento anterior e somando­a com a metade da massa do

elemento considerado. Considerando­se um elo homogêneo e de seção transversal

constante, a massa destes elementos serão iguais e, desta forma, as massas M,, para estes

elementos, serão as próprias massas de cada elemento. — Para o primeiro ponto nodal, no
entanto, a massa M, será a soma da metade da massa do elemento 1 com a massa do

atuador colocada na sua extremidade. — À massa do último ponto nodal do elo superior é
calculada somando­se a metade da massa deste elemento com a metade da massa do

atuador colocado entre os elos.

A posição, a velocidade e a aceleração, em termos das coordenadas locais, são:

(22)

Portanto, substituindo­se os produtos (o' ) O, (o' Y O e (o ) .O' pelos resultados
obtidos nas operações com as matrizes de rotação e suas derivadas, constantes do

Apêndice B, na equação (21) e considerando os valores das coordenadas previstos em
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cada vetor da expressão (22), chega­se à expressão da força, seguindo o desenvolvimento
matemático abaixo.

d $EIIZ, d OZ,

+ Ne bpSs le)O 1/)[Z] |­senó cosélig

f'­ Ss (x) =M ÁdU; ­$Z, +2 A R Ú RANAO) AL+ÓU;= $6Z,; +$U;) |[Z) |gcosg

De modo que:

SiG)=M;(ddu; +dZ; + 202] ­U; — gseng) (24)

S&)=M/(­du; +ddz; ­2d0) ­ 2! ­ geosd) (25)

A equação (24), juntamente com a equação (25), fornece as componentes da força

que age no elo superior na direção x e z, respectivamente, calculadas segundo a

orientação do sistema local de coordenadas &',Z').

A força total que age num ponto qualquer do elo inferior, identificado pelo índice /,

expressa em coordenadas locais (x', z), é calculada da seguinte forma:

o =(o')s, sendo ff =—"M?
dj? J Á
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O Cálculo desta força se faz necessário para a determinação do torque que age nos
elos, no sistema local de coordenadas.

ff =­M? (o' Y [ou +20'vi+O'al +Oxº +20 +08 > |g

(26)

Na expressão (26), o termo M; corresponde à massa de cada um dos m elementos do
elo inferior, de modo que, a massa dos elementos 2, 3, ..., m­1 é calculada tomando­se a metade

da massa do elemento anterior e somando­a com a metade da massa do elemento considerado.

Considerando­se um elo homogêneo e de seção transversal constante, a massa destes elementos

serão iguais e, desta forma, as massas M?, para estes elementos, serão as próprias massas de

cada elemento. — Para o primeiro ponto nodal, no entanto, a massa M/7 será a soma da metade
da massa do elemento 1 com a massa do atuador colocada na sua extremidade. — A massa do

último ponto nodal deste elo é calculada somando­se a metade da massa do elo em questão

com a massa da carga colocada na extremidade final deste elo.

Substituindo na equação (26) os resultados obtidos nas operações com as matrizes de

rotação e suas derivadas, constantes do Apêndice B, obtém­se:
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EAR AA ESPOSOabsBeos(g­6)+ Bbsen(g­b) fisen(g­B)— BBcos(6­6) |1|Z7

e AAP) ­Bcos(d­|É[EO AA opeosss­b) Bsentb­P) ­sentb=) cosb­p)||Z

cosé senbijo| Es nais
Desenvolvendo os produtos das matrizes pelos vetores, tem­se:

Ss (2) | AU: dgz: +07

Lbsentg­ 5) bhcos(g­ P) |U] +[­Beos(é­pP)­Bbsenté­P))Z;]
[ B cos(g­6)+ basen(gs—p) |U? +| Bsen(g—P)­ BB cos(s­p)|Z?

2) BUsento6) pZicos($­p)| |U cos(g­B)+Zisenib­p)| | gseng2 | BU? cos(é Pp) + BZ sen(d­NS —Usen(g­P)+Z?cos(á­P)| |gocosé

Fazendo­se uma melhor organização dos termos, a expressão matricial acima pode
ser escrita como:

pefEO a(o (ELO),* 7) | gui dáz: +02 |2

FANBb) BBU? cos(d— P)— BZ? cos(é— Pp) PpZ?sen(d­5BU? cos(é­ B) + BBU? sen(d­ BP) + BZ?sen(d—­ PP) PBZ? cos(d­ P)

RA
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7 BU? sen(b­ PP) pZ? cos(d­Pl,  cos(d­ P)+Z sen(é­ Pp) EANBU? cos(é — B)+ PZ?sen(d­Ns —ÚU?sen(gb­ B)+Z; cos(é­P)| |gcosg

Chegando­se finalmente na expressão:

| | QUI d0Z. UI zo

;(BU+ BBZ;)sen(é­ P)­(BZ]+ BBU))cos(éa(BZ;+ BBUT)sen(g­B)­(­BUi+ BPZ;)cos(d­ P)

>ROMAOAA.| U? cos(d BB) +Zsen(b­P).BU? cos(d— B)+ BZ?sen(b­B)| |?sents­P)+% cos(d­Pp)

| gsengh |) e7
gcosd

Da equação (27) obtém­se as componentes da força que age no elo inferior, nas

direções x e z, com relação ao sistema local de coordenadas (x',2”).

S'(x)=M? [dd +6Z. +20 2. Ui + (BU? + BBZ?)sen(é— P) +

(BZ; + BBU?) cos(é— P)­26Uisen(g—­ PP) +2pZ; cos(d— Pp) ­Ui cos(d­pP)­

—Z sen(g — P)— gseng |
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SP (2)=Mi[­dU! + ddz: ­2dU: ­ 2: +(­ BZ] — PUT) sen(g— P) +

(BU? + BBZ?)cos(é — BP) ­20U? cos(g— Pp) 262; sen(é­ Pp) +Uisen(s­p)­

—Z7 cos(é—BP) gcosó] (29)

A força total que age em um ponto qualquer do elo inferior, representada pelo índice

J, expressa em coordenadas locais (x, 2”) é calculada da seguinte forma:

£º =(9º) 1, ,sendo ff, (as)8
O Cálculo desta força se faz necessário para a determinação do torque que age nos

elos, no sistema local de coordenadas.

Substituindo na equação (30) as expressões estabelecidas no Apêndice B, obtém­
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FP VaSENA

|ESA SALA(ildcos(d­B)­désenib­p) —dseníg­6)­dbcos(d­p)

dcos($­B) —Gseníis­ Pp) senfb­p) cos(b­p)

[5 ler Ae dzrlSs sell)
Desenvolvendo os produtos das matrizes pelos vetores, tem­se:

a fo6) decos(­5ÉÀS AA ToE)

” U' | ­bsen(g­ P) dd cos(g­ A) |+ Z:[­dcos(é­B)+dósen(s­Al.
U: [écos(g6)dásenis—­p)]|+2Z:| ­dsen(g— P) dd cos(éa

21U:dsen(g­B)­ Z.d cos(d— De(e« cos(g­p)— Zesen(é—oUsdbcos(g­B)­Zidsen(s­p)) |Úisen(b­p)+Z:cos(d­P)

—U Bb ­ Z;Ê Bb + Ú? R nav2j­ 2? bb 14026 Zº| |gcosp

Fazendo­se uma melhor organização dos termos, a expressão matricial acima pode
ser escrita como:
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”|”Utdsen(g— Pp) Ui dá cos(g­)— Zid cos(d— P)­+Z!dásen(d—PbUt cos(g­ BP) Uidásen(s­P)­Zidsen(g—­ P)­Z'bácos(d­ Pp)

(osdsen(g­P)— 22dcos(é­o (é« cos(é— B)­Zisen(é—Abe2Uidcos(g­P)­ 22!dseníb­6)) |UÚlsen(b­P)+Z!cos(d­ O)

UP BB Z22B + 22º b + ? + gsenf GD)UB­z'66 20?bB | |2) (gcosp

Com base na equação (31), as componentes da força que agem no elo inferior, nas

direções x e z , expressas no sistema local de coordenadas (x”,2”), são:

SP (x) = Mi[Usdsen(d— Pp) + U:dácos(d— P)+Z.dcos(d­ bp) Z.dásen(d­ P)+

2U'dsen(6­B)+22!dcos(é­B)­U! cos(g­/)+Zisen(g­ B)+UºBB+

FIB+277 BU? ­gsenh]

SP (2)= MilUdcos(d­ PP) +U:ddsen(g­ PP) + Z.dsen(g— P) + Z. dd cos(d­ P)­

2Uidcos(g­B)+2Z2!:dsen(g­B)­Úisen(g—p)­Zicos(b­B)­U?B+

ZBB—207p—2; ­geosp]
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Para facilitar as operações matemáticas, a força total que age no elo inferior será

calculada em um sistema de coordenadas (x,,2,) paralelo ao sistema local (x1,2') e com
origem na junta que liga os dois elos, conforme mostra a Figura 3. As posições das

massas “Ma” (do primeiro atuador), “Ma.a7”, (do segundo atuador) e “M,”, (da carga
aplicada na extremidade livre do braço inferior), também são mostradas nessa figura.

Figura 3 — Sistema de coordenadas (x,, Z, ) para determinação da força total no elo inferior.

A força resultante no elo inferior terá as componentes “F;y” e “F,” , de tal modo

que:

(34)
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Desta forma, as componentes “F;” e “Fz” serão dadas por:

R=XPO) e
=

F,=X MI (ddU! + dz! +2d2! 0! — gseng)+
jAl

SM? [(42?+ BbU?+26%2? ­Ú?)cos(6­)+
(BU? + BZ? ­2f02? ­ Fº) sen(g­A)|

F.= M? (du? + dÓZ: —2Â0U1— 2, — geosd)+
J=l

DIMI[(­60? + BBZ? ­ 2007 ­ 22) cos(6­ 6) +

(BZ? ­BU? ­2h2? +37) sen(g­6)| 37)

As componentes F, e Ff, podem ser calculadas, respectivamente, pela equação

(36) e equação (37) e correspondem à força total que age no elo inferior. Para o cálculo

do momento atuante no elo superior, estas componentes serão consideradas, devido a

interação de um elo sobre o outro. — Assim, a componente da força que age no último
ponto nodal do elo superior, na direção x, será calculada fazendo­se a soma da

componente x da força específica deste elo aplicada no ponto nodal considerado e da

componente total Ff, . O mesmo raciocínio pode ser aplicado no cálculo da componente z

da força que também age neste ponto nodal. Ainda referindo­se ao cálculo do momento

que gira o elo superior, vale lembrar que deve ser considerada a reação do momento que

impulsiona o elo inferior. A Figura 4 mostra as forças e os momentos que atuam no elo

superior e permite visualizar a composição de forças acima descrita com maior facilidade.
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Nesta figura deixaram de ser representadas as forças externas tendo em vista que

elas foram incorporadas na força que atua em cada ponto nodal.

f(2)+F,

Figura 4 — Forças e momentos que agem no elo superior

O torque 77 que age no elo inferior pode ser calculado com base no sistema local de

coordenadas como apresenta a Figura 5. Com base na Figura 5 e considerando a

condição de que o somatório dos momentos é igual a zero, pode­se escrever que:

3VT=0 > T+X [12(x)Z? + SP(2)U?]=0

T, =X M[(UM­Z!dd+20 + Z!)sen(g­0)+
(U'dd+Zid+22!d­Ci)cos(g­B)­gsen bp] Z? SM (UA 22 B+222p­ 02? ­

>M; [(Ud+Z'dd 2020 22) cos (6 ­ BP) +(Utdd+Z!id+2Z2:d­U:) sen(g­p)­
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geos BU? SM(U? + Z;bB­2070­2))U
J=l

Figura 5 — Forças e momentos que agem no elo inferior

Analogamente, a expressão do torque 77, que terá a seguinte forma:

YT=0 > T­6 +S [1(3)Z! +f()U! |+EZ+FEUL=O
i=l

=X M[(U4­Z!dd+2019­+2!)sen(6­6) +
(Ud + Z:d +22: ­U: )cos(6­ BP) gsen p)z? ­>M (VpB+Z?B+222p­Ui)Z:­

Ah
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



SM? [(UI + 2d ­ 2014 ­ Z1)cos(g­B)+(Uidd+Zid +22:d Ut) sen(d­p)­

geos BJU? SM(Up+Z?BB­207p­2)U; ­>M (ddU; +$Z; +2Á82] ­U!)Z, +
JH 1=l

SM 'gsendZ! ­>M (du; +ddZ —2ÁU'—Z Y: + S Mig cosÓU, —
= 1=t i=l

SIMI(GU! + dZ! + 262! = 0! — gseng)Z! ­ DM 2[(BZ?+ BAU? + 262? ­U?)cos(6­6)+
(Bu? + BBZ? 2680? ­Z?)sen(g­B)]|Z: NS M(­du: +ddZ. ­—2ÂU1 Zi gecosé)J:

DMI[(­dU?+BBZ? ­2807­ 22)cos(g­ 6) +(­Bz;­BBU? 262? +U?)sen(­ 6) 1!
(41)

As equações finais das forças e dos torques que agem no braço, conforme se

desejava no início do trabalho, são consistentes e representam uma situação o mais geral

possível para o caso analisado. Nelas aparecem os efeitos da gravidade, das

deformações sofridas pelos elos, tanto as longitudinais (ao longo da coordenada local 2)

como as transversais (na direção da coordenada local x), da carga colocada na

extremidade livre do braço e dos atuadores instalados nas juntas. — Além disso, admite­se
que o braço possa se mover com movimento uniforme, acelerado ou retardado.

Portanto, este modelo pode ser aplicado em muitos tipos de mecanismos, dentre os quais

se incluem as aplicações sugeridas na introdução deste trabalho, até mesmo para aquelas

que exigem sistemas de extrema sensibilidade como os equipamentos de laboratório.

As expressões das posições, velocidades e acelerações, determinadas no item

relacionado com a cinemática do movimento, em conjunto com as expressões das forças e

dos momentos, deduzidas no item relativo a dinâmica do movimento, compõe um

conjunto de equações matemáticas que descreve o comportamento do sistema. Portanto,

pode­se dizer que já se dispõe de um modelo matemático do braço robótico leve, com

dois elos não rígidos, no entanto, existem certas características do sistema, como, por
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exemplo, a rigidez dos elos, que não aparecem neste equacionamento e que são

importantes para a análise do movimento do braço. No sentido de melhorar este modelo,

em seguida serão introduzidas estas características necessárias para análise do seu

comportamento e será feita a representação do sistema na forma matricial.

24 REPRESENTAÇÃO DO MODELO MATEMÁTICO NA FORMA MATRICIAL

Para a representação das expressões de força e torque, obtidas anteriormente, na forma

matricial, seguir­se­á o desenvolvimento de Clough e Penzien (1982), no qual se

considera o amortecimento estrutural igual a zero. Eles obtiveram, para uma viga em

balanço, submetida à ação de forças somente ou, a ação de forças e torques, as expressões

que relacionam estes esforços com a deformação da viga. Segundo este raciocínio, a

representação matemática do elo inferior será:

KV =f" (42)

onde, K é a matriz de rigidez (2mx2m) para uma viga sujeita unicamente a esforços

mostrada na expressão (G9) do Apêndice G, e Vº e fº são vetores constituídos pelos
seguintes elementos:

1º = (120), [2(9),20.26,SE0, S2EosS200,S26OY

Para o elo superior, devido à ação do torque 7, na extremidade livre do elo, a expressão

será dada por,
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T

,=[100,SESOSIOOSIC SO:SO, SE)

os fatores K'; K; K" e & são segmentos da matriz de rigidez do elo superior.
Assim se a matriz de rigidez for uma matriz quadrada de ordem r,K' será uma matriz

quadrada de ordem (r­!), K e K' serão vetores com (r­/) elementos e k é um valor
escalar, e o fator s é a inclinação da extremidade livre do elo superior, determinada pela

durelação az :

Desenvolvendo a expressão (43):

K'V'+Ks f K'V'+Ks=f'

KV'+ks]) |D K'V'+ks=T,

de Q s=­(6,­K"V)

substituindo &Q em O

KT, KK'V""
k k

K'V'+
7 KT.

Dá portanto, Se Ju 2=f' e fazendo­sek k
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(44)

Na sequência deste estudo, considerando, principalmente, que a próxima etapa é a
análise da estabilidade do sistema e tendo em vista um futuro estabelecimento de uma

estratégia de controle, torna­se oportuno, sendo até mesmo recomendável, que se aplique

algumas hipóteses simplificadoras, a fim de viabilizar a análise pretendida. Neste

12 , Isto é, a direção longitudinalsentido, é sabido que a deformação ao longo dos eixos z

dos elos, é muito pequena, podendo ser desprezada sem comprometer o resultado da

pesquisa.

Desta forma, como a aceleração na direção z é nula, a força que age num ponto

nodal qualquer do elo superior terá apenas a componente x e será dada pela expressão:

SIG) =MICO!+Z/6 +U/dd­ gseng) (45)

A força que age num ponto nodal genérico do elo inferior também só terá a

componente x e poderá ser calculada pela expressão:

SP=M? [­0 +Z?B+U?BB ­ gsenB— CU: + 2SU:d +(CZ; + SUL)d+(­SZ, + CU oo | (46)

Na equação (46), com o objetivo de torná­la mais concisa, usou­se os símbolos

abaixo, que serão também usados nas demais equações que serão apresentadas daqui para
frente.

C=cos(b­B) e S=sen(o­B)

A componente “F,” será dada por:
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FEM(0 + 2d +U!dd­ gseng)+x

+S' MLco? + (cz? ­ su? )ã­ 2spo? +(sz? +CU?)aa|
jA

m

onde, Mu = YM; é a massa total do elo inferior, incluindo as massas do atuador e da
ja

|

carga da extremidade livre, pois isto foi estabelecido por ocasião da discretização dos elos

e a consequente concentração das massas nos ponto nodais. Desta forma, a massa do

atuador, colocado no início deste elo, deve ser considerada na determinação da massa do
seu primeiro ponto nodal e, da mesma maneira, a massa da carga colocada na outra

extremidade do elo deve ser considerada no cálculo da massa do seu último ponto nodal.

As expressões simplificadas dos torques são:

T, = > Mi [22067 +(CZ2 +sU2)! ­(CZ1Z2 + SUIZ? + SZ!U? =CUIU2) ­(2222 ­U2U2) ­
j=1

­2U (sz? CU?) +2U 202 f + g(Z?senh+U? cos B)+

(sz:2? ­CULZ? ­CZIU? —SULU? )jo (48)

T, => Ma [2202 +(CZ2 + SU2))! ­(CZ1Z? + SULZ? + SZ1U?2 = CUL 2 Jp ­ (2222 ­U?2U 2)
jA

—2U!(SZ? ­ CU? )B +2U 202 p + glZ? sen +U? cos B)+(SZ1Z? ­CULZ? ­CZIU? = SUIUºid +
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>MZUM QUIZ: +(czi­sul Mº20 + dMalZZL+UUUL)+
11

Emilio) ASCCZ! +SUl YZ? +(sz!+CUI)? |­
EM oa ” Z.seng­U. cos ó)+ SM! (­z'seng­U) cost) +26 MM U10! EMI)

1=l i=l

2p(sz! +CU! DumMU? sBfEMil e: +su!) (sz: scvikil­
24 M ua 220! + Emizio)) (49)

i=l

Dada a complexidade das expressões acima e visando equacionar o problema de

uma maneira mais racional, torna­se interessante equacionar o sistema na forma matricial

e, para isto, é necessário definir uma matriz 4 que será determinada usando­se as
expressões das forças e dos momentos simplificados obtidas neste item em combinação

com a expressão (42), juntamente com a expressão (44).

Fazendo­se estas substituições, obtém­se um sistema de equações que, após sofrerem

uma reorganização de seus termos, pode ser escrita na forma matricial, de acordo com a

seguinte expressão:

A'=

db = OLD, o,OL, OL, 0 OLA, A

T

Q=ÍP1 Pes Pen In Is Io Yo Pa, 1a)

Para que a matriz 4 tenha as características acima assinaladas terá que ter a forma:
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Os elementos que aparecem na matriz A * são:

a = diag| ML, M3,M3,...M; |

a, = diag[ M7,M?7,M?,..M7 |

A A, PA
a,=/ 4 dy &4

PA 4 A

onde: A =M'!+M,,,

A =D MIUI 227)
j=l

A, =>" (UW! = Z/Z) + Ma (UI! ­=Z1Z!)
=)

jA, = CO MZ) +SI MU)
JE J=

A, = CV MIZIH4+SN MU?
j=Hl j=l

A, =­(zc+uis)D MZ; ­(21s­U0) MU)
j= 1º

A, =(­Z!C +UIS)D M2Z? + (ZIS+UC)DM7U?
JH j=l
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­M?(U!'S+Z'C)|
M3(UIS+ZC)
M3(U'S+ZiC)

M2(U'S+ZC)

CM? CM; CM? e CM?
= MZ? M3Z? MiZ? .. M?Z?

Mi (­UIS+ZiC) MI(UIS+ZIC) MI(UIS+ZIC) .. MI(­UIS+ZC)

O vetor O terá os seguintes elementos:

n

1 .. K,p= =D KJU] ­ Migsenh­+ MUS hr.

URSSq, ==)KIU? — M?gsenB + 2SU:bM;? + BBU?M; +(­SZ: +CUL) dé M;
j=l

n= DKW; +(M, +Maa)UA (SA), ­(M; +M,a) gsend —
283 MU? +BBD (SZ? + CU?)M?

= Ji
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7=T,­g)N M?(senfbZ? +cos BU?) + 20N MM? (SZ? ­CU?)­
j=tJA

ADM: [(Sz: ­Cut)z? (cz! +SUL)U? |+ 2860, MIZYU?
po JA

n=T­L+ a Mu (­Ziseng­U: cosé)­ SM (Ziseng—U; cos) |­
=)

2d[ Muua2O!+ )­ 2f(SZ!+CUI)N MU +
1=l j=l

(Eu (cz! ­sui)U? +(SZ! +cusZi) bb +
2 (MusZU! + MIZIU! ) pp”

i=|

A primeira vista pode parecer que as expressões a que se chegou ainda sejam muito

complexas para qualquer tipo de cálculo, no entanto, trabalhando­se com a forma

matricial da expressão (50) e usando­se os recurso do cálculo numérico por computador,

torna­se perfeitamente possível trabalhar com estas equações. O Apêndice D mostra um

programa MatLab que foi desenvolvido para determinação dos elementos do vetor à.

Para o cálculo destas acelerações, toma­se a matriz A' com seus valores numéricos e
determina­se a sua inversa 4 , em seguida aplicam­se os resultados na expressão (50)

invertida que terá a forma: w=A40. Pretende­se mostrar, com este programa de

computador, que o modelo matemático do braço robótico desenvolvido até este ponto do

trabalho, embora constituído de expressões algébricas muito extensas, graças ao seu

desenvolvimento na forma matricial, pode, perfeitamente, ser usado na determinação de

parâmetros desconhecidos do sistema. No desenvolvimento do programa foram

colocados vários comentários, de modo a torná­lo auto­explicativo.
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A título de exemplo, o programa foi rodado usando­se valores hipotéticos e

considerando­se cada elo dividido em três elementos, e resultou em valores de aceleração

conforme mostra o Apêndice D.
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3 LINEARIZAÇÃO DAS EQUAÇÕES DO SISTEMA E OBTENÇÃO
DA MATRIZ DE JACOBI

3.1 INTRODUÇÃO

Manipuladores robóticos leves, do tipo que está sendo estudado neste trabalho, são
sistemas não lineares. Eles apresentam uma oscilação em torno de um ponto de

equilíbrio, que corresponde à posição do corpo rígido, provocada pela deformação do elo
não rígido do sistema, conforme apresentado por Shabana (1991), no item que estuda a
vibração transversal das vigas. — Esta oscilação poderá ser de pequena amplitude,
dependendo das características do braço robótico — Nestes casos, o sistema pode ser
linearizado em torno do ponto de equilíbrio. Esta é uma técnica bastante empregada para

análise de sistemas não lineares, pois, através da linearização de equações não lineares é

possível aplicar os métodos de análise de sistemas lineares e, desta forma, obter

informações sobre o comportamento do sistema.

Uma maneira de linearizar um sistema não linear é fazer a expansão da função não

linear em série de Taylor, em torno de um ponto de equilíbrio, e desprezar os termos de

ordem superior da série. Assim, considerando um sistema cujo valor instantâneo do

sinal de entrada é x(t) e o valor instantâneo do sinal de saída, y(t) pode­se representar,

matematicamente, a relação entre o sinal de entrada e o de saída pela expressão:

Y=/O)

Se as coordenadas do ponto de equilíbrio for x e y,a expansão em série de Taylor,

em torno deste ponto será:

y=s()=s(9):Lan)LIL (anja.
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como se partiu da hipótese que o sistema varia muito pouco em torno do ponto de

equilíbrio, a diferença (x­x)é muito pequena e, desta forma, os termos de ordem

superior, partindo­se do termo ao quadrado, podem ser desprezados. — Assim,

sendo que,

deste modo: y­y=K(x­X)

Pela expressão acima, verifica­se que (y­y) é proporcional a (x­X),

configurando o comportamento linear do sistema definido por esta função. — No entanto,
esta consideração somente é válida na proximidade do ponto de equilíbrio, onde (x­X) é

muito pequeno.

Dazzo e Houpis (1984) mostra como se aplica este processo no caso do sistema não

linear ser modelado no espaço de estado com uma equação do tipo: x= f(x), que possui

pontos de equilíbrio x,, tais que /(x)) = 0. As variáveis de estado, neste caso, podem ser

escrita da forma x =x, + x ,ondex representa o afastamento do estado de equilíbrio x,.
Se tal sistema apresenta um afastamento do estado de equilíbrio xy muito pequeno, cada

um dos elementos de /(x) pode ser expandido em série de Taylor em torno de cada ponto

de equilíbrio.

Como se está considerando que o afastamento em relação aos pontos de equilíbrio x,

é muito pequeno, os termos de ordem superior da série de Taylor podem ser abandonados,

o que resulta na seguinte equação de estado linear variacional:
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FR A)
ôx d àn

% %&  %)
dx ôd&  dn

&% %%  %
dx dd àn

onde, JU, é chamada de Matriz Jacobiana.

3.2 LINEARIZAÇÃO DO BRAÇO COM ELOS DEFORMÁVEIS

Antes de se iniciar a linearização do sistema, torna­se mais interessante modificar a

forma da equação (50), desmembrando o vetor O em dois vetores h(&,mwm) e 7, detal

forma que estes três vetores atendam a seguinte relação:

Q2Q=1­h(0,0) (52)

onde: h(w,mw) é um vetor que envolve as variáveis de deformação e velocidade e

T é um vetor que representa os torques aplicados nos elos.

Representando­se a matriz A” por M(w) e considerando o desmembramento daPp Pp

expressão (52), pode­se escrever que:

M(w)O +h(0,ÀÁÂ)=T1
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sendo que o vetor h(6&,w) tem a seguinte definição:

»
—

Th(0,0)=(,P n Pas o n Paio n 9 n 92 2 nm no nÃ2o nh3)

onde: ,p =>"U'+ M'gsend­M.U'dáUR

49,=X KU? + M?gsenh ­ 2SU'dM;— BBUTM?+(Sz:— CU) djM?
jl

ne DK)1 +(gseng ­U'dd)(M, +Muaa) +25 PDM]
BS (sz; +CU?)M

JH

= s>M; (senBZ?+cos BU?) 20:69 M; (SZº ­CU?)+
j= je

2f3 MU? + df d M?[(SZ! ­CUI)Z? (cz! + sul)U?]
=

jd
sl

nV,=7 [Mus (­Z'iseng—U: cos d)­SM (Ziseng+U; cosp) |­
i=l

2Á( Mu!Ú: + MU)U). 2p(Sz! +CUI) D!M;U +
i=l

(Es [(cz! ­sut)U? +(SzZ: +cuszi) bb +
2( Mal!U: + DMZ1) 6o

Te sendo T=(,P 1 Pao Pias Ns 1125 == Im Éh 1702 13)
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Linearizando a equação (53) em torno do valor nominal & e assumindo que:

O = O + dO

O = O +ÕO

O = +ÕO

T=T+ó7T

M(ô+S0XO+S)+ h(O0+0O0,+w)=F+ór

M(OXO +S)+ M(Sao)(O+)+ h(O0,O) + h(5á,Õ0) = TF+

M(6)óo + M(6)óá + M (6w)ô + M (6w)Sãá + h(0,) + h(Õá,60) =TF+ór

M(+ Sw)áà + M() Sá + M(5w)Sã + h(O0,O) + há,Sw) =F+ór

M (0) + M(6)66+ M(Sw)Sá + h(á,ã) + h(66,6w) =F+6ór

M(0)Ô + M()ó6 + M(0O)(O ­S)+IN(0,6)+ h(60,d0) =F+ór
M(0)ô +M(6)Sá + M (O)d — M (0)á —

M(O)d + M(6)O + h(O,6)+ h(66,60w0) = T+ó1
M(6)5ã + M(0)ád — M(6)Gô +M(O)O+ (0,0) + N(Õ0,60) =FT+ór

M (3) (56 ­ à) + M (À)(à) + M (6) (8) + h(0,6)+ h(56,60) =F+ór
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­M (5)(8) + M (0) (6) + M (6)(3) + h(60,5)+ (56,60) =F + ór

M(0)+ h(6,0) + h(Õ0,00w) = T+ (54)

Expandindo a expressão (54) em série de Taylor, em torno de &, e abandonando­se

os termos de ordem superior, tem­se:

miãda + (0 ­õio+ Mô) ­ã) + hrã,6) + DL (6­ã)+ PD (0­6) =f+ór
dm 67) dom

como (w­)=dmw:; (d­mo)=óáÀ e (à­&)=0á

Mi)+(600) + M(6)56 + h(6,6) + PD 56 + PD sw=7+87 (55)
do foro) 0ow

A expressão (55) pode ser escrita como uma soma de duas parcelas, onde a primeira

M(6)O +h(0,5)=Tt (56)

e a segunda é obtida subtraindo­se (56) de (55), que resulta em:

M(0)õe) +DM 560) + Dã6, + Dão =ôt
da dO do

fazendo­se T=h,(d,6) Õ + D, e substituindo­se em (57),
Õ

chega­se em:

M(6)ô& + h,(0,5)ãO +h,(0,0,6)So =ôr

Ah
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



ou, de outra forma:

õô = ­M '(6)h,(0,6)ãO —­ M (6), (6,0,6)6o + M '(O)ôt

Na forma matricial, a expressão (59) será dada por:

Para representar a equação (60) de uma forma mais compacta, representa­se o vetor

0 Fá

dO ÕoO

do dO o .:por x, de modo que o vetor < — »> será x,amatriz| . porÃeoM'h M7h,

o
oovetor | ad | por B. Com estas substituições a expressão (60) se transforma em:T

3.3 OBTENÇÃO DA MATRIZ DE JACOBI

Tomando­se um vetor de coordenadas generalizadas y=f5y,62, de modo que

I=(5I,6yY e escrevendo­se a expressão (60) em função deste vetor:

o Áy= fe] qo KR,
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Desenvolvendo­se a expressão (62) em série de Taylor, em torno de um valor

nominal 3, e considerando­se apenas os termos de primeira ordem:

p=S0+TO­D
y

" | a expressão (63) terá a seguinte forma final:

o Á
p= 2 2 —D)+/(1,7 643 E o I)FÍS(LD) (64)

Por outro lado, na vizinhança da solução PJ(r), pode­se linearizar o sistema, por

meio da matriz de Jacobi, usando­se a expressão apresentada por Hongzhao, Xianmim e

Weiquing (1994).

IJ I)FÍILD)

onde J(1,5) é a matriz de Jacobi de f/(1,y). Assim, comparando­se a expressão (64)

com a expressão (65), verifica­se, com certa facilidade, que a matriz de Jacobi para o

sistema estudado é:
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Redução do sistema considerando apenas um nodo para cada elo

Para se fazer uma análise do sistema, como sugere os autores acima citados, é

suficiente levar em consideração o primeiro elemento dos pontos nodais de cada elo, deste

modo, pode­se considerar nas equações do modelo dinâmico visto anteriormente que,

m=n=l. Nestas condições a equação (53) mantém a mesma forma geral porém,

explicitamente, se reduz, já que a matriz M(om) será, agora, uma matriz de quarta ordem e

ã, h(60,0w) e T passarão a ser vetores com quatro elementos apenas.

A equação (53) passará a ser representada, na sua forma matricial, por:

tem por elementos:
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a, =­(U'S+ZC)M?

a, =(UºS+Z*C)M?
a, = (UU? ­Z"Z2)M?

a, =[(Uc­zZ'S)U? ­(Z'C+U'S)Zº|Mº
a =(ZC­U'S)M?

a, =[(Z'S+U'C)U? ­(Z'C­U'S)Zº|IM?
a, =(UU'=ZZ)(M'+M?)

O vetor & representado por:

=,0, 5, dá (68b)

Tem por elementos as acelerações de deformação dos elos superior e inferior e as

acelerações angulares dos mesmos elos.

O vetor h(d,mw) representado por:

h(6,0w)=Ífeh, eh, exh, ehY

tem os seguintes elementos:

eh=KiU' +(M'+M?) gsenb­(M' +Mº)U'dd+2MºSPU? ­Mº(SZ?º +CU*)Bb
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eh = KU? + Mºgsenf —2MºSÓU' ­MU?BB +M?º(SZ' ­CU') dá
e.h=M*g(Z*senf+U* cos B)­2M* (SZ?* ­ CUP)GU +2MºUº BU? +

M? [(Sz' ­CU')Zº (cz +SU')Uº [dd
eh =g(M' +Mº)(Z'seng+U' coso)+2(M' +M)U'ÉU? +2Mº(SZ' +CU' ) BU? +

Mº[(CZ'­SU')U? +(SZ' +CU')Zº| BB+2(M' + Mº)Z'U'dd

E, finalmente, o vetor t representado por:

T=fn, 71, DB, 1,

é formado pelos seguintes elementos:

1,=0

7,=T71,

n,=T­T,

A partir deste ponto, pode­se determinar as expressões de h,e h,. Conforme foi

visto anteriormente, na equação (58), h,e h, podem ser calculados por:

(69)

(70)

As derivadas que aparecem na equação (69) e na equação (70) devem ser resolvidas

de acordo com a expressão (C1) do Apêndice C.
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A derivada . gera uma matriz de quarta ordem cujos elementos são:
oÁ

ex=­e,=­e, =e,=­M"S

ex =2M*U?

e, =[(U'+Uº)C­(Z'+2º)S| Mº?
en =[(U+Uº)C+(Z'+2º)S| Mº
ex=20'(M'+M?)

e os demais elementos são nulos.

:
oM

"

To.O produto da derivada E pelo vetor & resulta no vetor fee es. es) cujoso

elementos são:

e = SMº À

e) =—SM*

el = SMC +20ºMº B+|(U' +Uº)C­(Z' +2º)S |Mº
ese SM4+[(U+Uº)C+(Z'+2Zº)S|U B+20' (M' +1º)A

: Oh , T
: : :A derivada ao É vetor fei, e,&, ei) cujos elementos são relacionados abaixo:o

et =Ki+(M'+M*)geosóo­(M'+Mº)dá ­M?C6B
e =K +Mgcos BP ­Mº BB + Mº Cd
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e? =M'gl(z +1)cos B­U*senB |+ 2MºCÓU' + 2M? BU? +
M[(2'+27º)C+(U' +Uº)Sdd

e; =(M' +M?) g(Z' cosp­U'seng) +2(M' +M*)dU' +2MºCBU? +
M(2'+2º)C­(U'+Uº)S |+2(M' +) Z'dd

O vetor h, =fel,, el,, el, el,Y que, conforme indica a equação (69), corresponde a
OM .. oh, :

soma do vetor E com o vetor E é formado pelos seguintes elementos:fo) o

el = KI +(M' +Mº)geoso­(M' +Mº) dp ­MºCBB+SMºÀ
el, = K? +Mºgcos P­Mº BB + MºCÓd SM Id

el, =M'g|(z? +1) cos 8 ­U*senf | + 2MºCÁU' +2M?ºbU? +
M[(2'+2º)C+(U'+Uº)S 1dp + SMT +20 MB +
MT (U'+0Uº)C­(Z'+2º)S|g

el, =(M' +M? ) g(Z' cosp—U'seng)+2(M' +M?)dU' +2M?ºCBU?+
M[(Z'+2º)C­(U'+U?)S| BB+2(M' + 1º)Z'd

SM AM(U'+U)C+(Z'+2º)S | +20 (M'+M7)S

: :
hO vetor h, = felm,, elm,, elm,, elm,Y , que é obtido fazendo­se a derivada O ,tem osÔ

seguintes elementos:

elm =­2(M' +Mº)U'd+2MºS(B+Uº)­2M?(SZº+CU?)À
elm, = ­2Mº[(U'+d) Ss+UºB­(SZ' ­CU')d|
em, = ­2M*(SZ* ­ CUP)(U' +d)+2MºU?(Uº + p)+
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2Mº[(sZ'­Cu') 2º ­(cZ' +SU')Uºlá
elm, =2(M' +Mº)U' (U' +)+ 21º (SZ' +CU)(Uº + b)+

2Mº[(CZ'­SU')U? +(SZ' +CU')Zº|B+A(M' + MI) Z'U'G (78)

A inversa da matriz M(w) será também uma matriz de quarta ordem e o produto

desta matriz inversa, tomada com o sinal negativo, com os vetores h, e h, dá origem a

dois vetores que serão representados por vetorl e vetor2, respectivamente. Assim:

vetor! = ­M"h, (79)

vetor2 =­M"h, (80)

Portanto, de acordo com a expressão (66), vetor] e vetor? são elementos da matriz
de Jacobi.

A matriz inversa M está determinada no Apêndice E e tem os seguintes elementos:

Os elementos do vetorl =(h,,b,, b;, bY são:

b =­(x,el,+ x,,el, + x el,+ x,,el,)
b, = (x,el, + x5el, + xel, + x,,el,)
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b, = —(x,,el, + x,,el, + x,5el, + x,,€1,)

=—(x,el + xel, + x 5el, + x, el,)

TOs elementos do vetor2=fc,,c,,c,,c,t são:

e = (x elm + xzelm, + x,,elm, + x,elm,)
c, = (x elm + xelm, + x5elm, + x.,elm,)

= — (x, ,elm, + x,,elm, + x,,elm, + x,,elm, )

=­(x elm, + x pelm, + xelm, + xelm,)

Torna­se necessário, agora, determinar os vetores vetorl e vetor2 sendo que:

Mh=­M(6)h(0,0,6)

vetor2= fã,6,,6, &Y =­M'h=­M"(õ)h, (o,õ)

Com os elementos de vetorl e vetor? e baseando­se na expressão (66), pode­se
escrever a matriz de Jacobi do sistema, que, no caso presente, é uma matriz de oitava

ordem, com os seguintes elementos:

dis = Ja E Si = Sea 7

Jsa

Tea

Ju

Je
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Js76

Jos

JR =

Ja =C,

e os demais elementos são nulos (ver a equação (F1) do Apêndice F).

5 6
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4 ANÁLISE DA ESTABILIDADE DO BRAÇO ROBÓTICO
FORMADO POR DOIS ELOS NÃO RIGIDOS

41 INTRODUÇÃO

Uma característica de grande importância na análise do comportamento de um

sistema mecânico é a sua estabilidade. — De acordo com o seu comportamento, o sistema
poderá ser estável ou instável, no entanto, admite­se uma posição intermediária na qual o
sistema é considerado criticamente estável... É importante diferenciar os conceitos de
estabilidade e de equilíbrio. Considera­se que o sistema está em equilíbrio se na ausência

de um estímulo ou perturbação ele permanece no mesmo estado. O sistema é estável se,

ao ter sido submetido a um estímulo, ele retornar à situação inicial depois que cessar a

ação deste estímulo. — O sistema é criticamente estável se ele apresenta oscilações que se
conservam indefinidamente. Finalmente, o sistema é considerado instável se, ao ser

estimulado, afastar continuamente do seu ponto de equilíbrio.

Esta análise é razoavelmente fácil de ser feita em sistemas lineares e invariantes no

tempo, mas torna­se bastante complexa em sistemas não lineares e/ou variantes no tempo.

A estabilidade analisada da forma acima é chamada estabilidade absoluta. — Em
sistemas físicos que armazenam energia, ao se aplicar o sinal de entrada, a resposta se

apresenta como uma combinação de dois regimes, o transitório e o permanente. — À
resposta transitória pode, inicialmente, apresentar oscilações amortecidas para depois

atingir o regime estacionário. Quando isto acontece, a estabilidade do sistema é chamada

estabilidade relativa. Se o sistema apresenta uma estabilidade relativa, pode acontecer

que a resposta do regime estacionário apresente uma pequena diferença em relação ao

sinal de entrada. — Esta diferença é chamada de erro estacionário. É importante entender
que a existência de um erro estacionário, desde que ele esteja dentro dos limites

estabelecidos no projeto, não significa que o sistema é instável.

Em se tratando de sistemas lineares e invariantes no tempo, existem vários métodos

para determinar a sua estabilidade, seja ela absoluta ou relativa. — Para os sistemas não
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lineares e/ou variantes no tempo, embora o estudo da estabilidade seja bastante mais

complexo, também existem procedimentos para fazer esta análise. Um dos métodos mais

conhecido para a análise da estabilidade de sistemas não lineares é o método de Liapunov.

A análise da estabilidade de sistemas não lineares de Liapunov pode ser feita por

dois critérios distintos, conforme descreve Dazzo e Houpis (1984). — Para a aplicação do
primeiro critério de Liapunov, o sistema deve ser linearizado em torno de um ponto de

equilíbrio e, desta forma, só é válido em uma pequena região em tomo desta

singularidade. — É comum, em se tratando de sistemas não lineares e/ou variantes no
tempo, fazer a sua modelagem no espaço dos estados e, no caso da aplicação do primeiro

método de Liapunov, nestes sistemas, a análise é feita com base nos autovalores da

equação linearizada em torno do ponto de equilíbrio.

No segundo critério, não há necessidade de se resolver a equação diferencial.

Deve­se escolher uma função escalar V(x), denominada função de Liapunov. — De posse
da função de Liapunov adequada ao sistema em estudo e com base em alguns teoremas é

possível determinar se o sistema é estável ou não. Este critério pode ser empregado

para sistemas forçados ou livres, lineares ou não, invariantes ou variantes no tempo e

determinísticos ou estocásticos. Além disso, a aplicação deste critério pode ser feita em

uma porção razoavelmente grande do espaço dos estados, ou, até mesmo, em toda a

região deste espaço.

Portando, analisando os dois critérios de Liapunov, pode­se dizer que o segundo está

associado com uma estabilidade ampla enquanto que o primeiro, a uma estabilidade

restrita a uma pequena região do espaço dos estados.

4.2 ESTABILIDADE SEGUNDO LIAPUNOV.

A análise deve ser feita em um sistema definido por uma função que tem a forma

t=/f(x,1), onde x é um vetor de estado n­dimensional e f/(x,1), um vetor de dimensão n,

cujas componentes são funções de x,, X2, ..., X E L.
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Para o sistema acima mencionado, o estado de equilíbrio do sistema corresponde à
situação f(x. t) = O.

Em se tratando de sistemas não lineares, é possível que o sistema apresente mais de

um ponto de equilíbrio.

Na aplicação do critério de estabilidade de Liapunov deve­se trabalhar em uma

região esférica, no espaço dos estados, de raio K em torno de um estado de equilíbrio x..

Esta região é definida pela seguinte expressão:

lb ­ xell < K

onde lx ­ x.|| é chamado de norma Euclideana e é calculada da seguinte forma:

lhe ­ xell = [Gr = X1e)) + (62 = X20)/ + + Gm = Xne)1?

Na verdade, é preciso definir duas regiões como a dada pela equação (99). A

primeira é uma região mais limitada, representada por ô e definida da seguinte forma:

bro ­ Xel| SO. (100)

A outra região é um pouco mais ampla e contém os pontos do espaço definidos por:

IAtxoto) ­ Xell S E (101)

onde, ó(t;x7,,to) é a solução do sistema x =/(x, £).

Segundo Liapunov, o sistema é estável se qualquer trajetória iniciada em ô

permanecer dentro da região €, a medida que r tende para o infinito.
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Dentro do critério de Liapunov, define­se, também, um tipo especial de estabilidade
denominado de estabilidade assintótica. O conceito de estabilidade assintótica é mais

restritivo pois, considera­se que o sistema é assintoticamente estável, se a trajetória

iniciada em o, além de não deixar a região £, sempre se dirigir para x., quando o tempo

t tende para o infinito.

Finalmente, dentro da visão de Liapunov um sistema será instável se a sua trajetória,

que começa na região ô se dirigir para fora da região e.

(c)

Figura 6 — Classificação da estabilidade de sistemas não lineares

A Figura 6 mostra uma representação geométrica que facilita o entendimento dos

conceitos de estabilidade anteriormente apresentados. A posição (a) corresponde a um

sistema estável, a posição (b), a um sistema assintoticamente estável e a posição (c), a um
sistema instável.
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4.3 ANÁLISE DA ESTABILIDADE DO BRAÇO ROBÓTICO.

O objetivo do presente trabalho é estudar a estabilidade de um braço robótico

composto de dois elos não rígidos ligados por juntas revolutas e sujeitos a ação da

gravidade. Como foi dito na introdução deste trabalho, a idéia básica é estudar o
comportamento de um braço genérico que poderia ser usado em um pequeno equipamento

de laboratório, ou “numa prótese humana ou, ainda, num engenho mecânico

extremamente móvel e para isto é necessário que o braço seja feito de um material leve e

com área de seção transversal bastante reduzida. Com estas características, é inevitável

o aparecimento de pequenas deflexões ou, pelo menos, vibrações que interferirão no

funcionamento do sistema. .—* Sob estas condições, os elos em questão estarão, quando
muito, sujeitos a deflexões de pequena amplitude, e este estudo é feito com base nesta

consideração. Isto não impede que, para dar ênfase ao fenômeno e facilitar o

entendimento de algum comportamento do sistema, se faça referência a uma deformação

de magnitude sensivelmente maior, mesmo porque, com certas restrições, o modelo

matemático desenvolvido também se aplica nestes casos.

A primeira preocupação que se deve ter nesta etapa do trabalho é definir exatamente

o que é estabilidade para o sistema estudado. Na verdade é necessário estudar esta

estabilidade segundo duas óticas. A primeira, se refere à estabilidade estática do

sistema. Quando é aplicado um determinado torque em um dos elos, ele se movimentará

até um ponto em que se estabelece o equilíbrio das forças que agem no sistema. A

Figura 7 mostra esta situação, onde se observa que se o torque 7 for igual ao produto P!/

senO/2, onde [| é o comprimento da haste 4O, o sistema permanece em equilíbrio. — Para
estudar a estabilidade desta haste seria necessário aplicar uma excitação, por exemplo do

tipo de um impulso, e observar o comportamento do sistema.

Considerando que a haste seja rígida, ao aplicar um impulso para cima, o

deslocamento angular aumenta e o produto P/ send/2 passa a ser maior que o torque Tea
tendência da haste será descer. Se no movimento de descida a haste ocupar uma posição

mais baixa do que a inicial, o produto Pl send/2 passará a ser menor que o torque T'e a
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tendência do corpo é subir. — Assim depois de um período de oscilação o sistema
retornaria a posição de equilíbrio. A condição de estabilidade é atendida e se trata neste
caso de uma estabilidade absoluta.

Figura 7 — Componentes das forças e torques em uma haste em equilíbrio

Considerando­se que o sistema não seja rígido, as deflexões de pequena amplitude

serão somadas ou subtraídas modificando a posição do extremo final da haste em cada

instante. Seria necessário pesquisar se a amplitude e a frequência da oscilação

comprometem ou não o funcionamento do sistema, no entanto, como a haste retorna a sua

posição de equilíbrio a condição de estabilidade é mantida. Assim, no tocante à

estabilidade estática do sistema, com exceção de deslocamentos angulares muito

próximos de 180º, ele poderá ser considerado estável, no entanto o sistema terá, neste
caso, uma estabilidade relativa.

A segunda estabilidade que se fez referência anteriormente é a estabilidade

dinâmica, e esta requer um estudo bem mais detalhado, não só por ser mais complexa
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mas, também, por ser a mais importante para o funcionamento do sistema. — Para esta
análise usar­se­á o primeiro método de Liapunov, fazendo­se uma linearização do sistema
em torno do ponto de equilíbrio e trabalhando­se com os autovalores da matriz de Jacobi.

A matriz de Jacobi foi determinada no Capítulo 3 e seus elementos são apresentados,
começando na expressão (90) e indo até a expressão (98).

De posse da matriz de Jacobi torna­se possível determinar seus autovalores

aplicando­se a seguinte relação:

[J(,3)­AI|=0 (102)

Com o auxílio da regra de Chió e do teorema de Laplace, o determinante acima pode

ser resolvido. — Esta operação foi realizada no Apêndice F e o resultado para o sistema
em estudo é:

(4º­cA­b,)Aº=0O (103)

Parte da solução da equação (103) é obtida fazendo­se 4º =0. Isto significa que o
sistema possui seis raízes iguais a zero, que estão associadas ao movimento do corpo
rígido do braço deformável. Além dos autovalores nulos, existem ainda dois

autovalores que são obtidos através da solução da equação do segundo grau que aparece

entre parênteses na equação (103). Esta solução é:

Az =2(e+)”4, (104)

De acordo com os critérios de estabilidade, se a parte real das soluções da equação

(104) for positiva, a resposta do sistema divergirá e o sistema será considerado instável.

Por outro lado, quando a parte real da solução da equação (104) for negativa, o sistema
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será estável. No caso da solução dessa equação apresentar apenas a parte imaginária, o
sistema será oscilante.

De posse dos autovalores determinados pela equação (104) e considerando­se as

condições de estabilidade acima mencionada, pode­se fazer a seguinte análise do sistema:

a) Para c, > O:

­ se bh, >O, as duas raízes são reais, sendo uma delas positiva e outra

negativa, desta forma o sistema será instável.

­ se h, =0, existirá uma raiz nula e outra positiva, para esta condição o

sistema será instável.

2

­ se &) <b,<0, existirão duas raízes reais positivas e o sistema
será instável.

2

­se bb, (E) , a solução consiste de duas raízes imaginárias
conjugadas com parte real positiva, de modo que o sistema será instável.

b) Para c,=0:

­ se bh, >O0, existirão duas raízes reais e opostas, determinando uma

instabilidade no sistema.

­se b,=0,as duas raízes serão nulas.

­ se b,<O, a solução será composta por duas raízes imaginárias

conjugadas com parte real nula, indicando uma oscilação contínua do sistema.
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c) Para c,<0O:

­se b,>0,a solução será constituída de duas raízes reais, sendo uma

positiva e outra negativa, de modo que o sistema, nestas condições, será instável.

­se b,=0,uma raiz será nula e outra negativa

2

­ se ­S) <b, <0, a equação terá duas soluções reais negativas e o
sistema será estável.

2
Cc e. , .­se bh, <(S) , existirão duas raízes complexas conjugadas, ambas

com parte real negativa, e o sistema será estável.

Portanto, da análise mostrada acima a condição de estabilidade ocorre para c, <0 e

b, <O, o que quer dizer que, o sistema somente será estável se os valores de b, e cc,

forem, simultaneamente, negativos.

Observa­se, também, da análise acima que, para c,<O e &,=0 não existe raiz

positiva o que equivale a dizer que o sistema é estável, no entanto, a ocorrência de uma

raiz nula indica que o sistema está na condição limite da estabilidade. Como o

desenvolvimento analítico pressupõe algumas aproximações, torna­se temeroso usar esta

situação como condição de estabilidade, uma vez que, tomando­se um valor de ô na

vizinhança de zero, pelo lado positivo, por menor que seja este valor, o sistema será

considerado instável.
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Os valores de 6, e c, podem ser determinados pelas expressões (85) e (89),

respectivamente, e considerando­se, também, os elementos x,r, X42, X13 € X44 da matriz

inversa M'"', constantes do Apêndice E. Ao substituir as expressões de x41, X42, X43 & X44
e dos elementos do vetor] e vetor2, para a determinação das expressões de bh, e c,,

verifica­se que estas expressões são, na realidade, frações algébricas com uma quantidade

de termos muito grande, tanto no numerador como no denominador. * Isto, obviamente,
dificulta a análise das expressões de b, e c,, só sendo possível concluir se elas são

positivas ou negativas usando­se recursos numéricos por intermédio do computador.

Uma alternativa para contornar esta dificuldade seria determinar, numericamente, a matriz

Mf(0m) e, em seguida, usando­se, por exemplo, os recursos do programa MatLab, calcular a

matriz inversa, os vetores vetorl e vetor2 e os valores numéricos de b, e cc,

Trabalhando­se desta forma em vários pontos do movimento do braço, pode­se traçar uma

curva dos valores de , e c, e, desta forma, concluir sobre a estabilidade do sistema com

base no comportamento destes gráficos. Para a aplicação desta linha de conduta seria

necessário usar os dados da simulação para a conclusão do estudo analítico e isto quebra a

sequência natural da análise, uma vez que, o mais comum, é chegar­se a uma conclusão

analítica e em seguida comprová­la através da simulação. — Por outro lado, para calcular
o valor numérico da matriz de massa do sistema, a matriz M(cw), é necessário atribuir

valores para as massas, para a rigidez, para os comprimentos, etc. — Desta forma, deixar­
se­ia de trabalhar com um braço genérico e passar­se­ia a considerar um braço robótico

específico, o que contraria a linha de pesquisa adotada neste trabalho.

Uma outra forma de contornar o problema é considerar cada elo isoladamente, o que

reduziria o sistema encontrado para expressões mais simples, cujo estudo analítico se

torna possível. Isto seria feito reduzindo as matrizes 4x4 para matrizes 2x2 e os vetores

de 4 elementos para vetores de 2 elementos, sem, no entanto, descaracterizar as matrizes

anteriormente determinadas. Desta forma, a análise independente feita nos elos é

necessária para simplificar as equações, possibilitando o estudo analítico, e consistente

porque leva em consideração a interação entre os elos.
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A análise da estabilidade do sistema, considerando os elos separadamente um do
outro será baseada na equação geral representada pela expressão (67) e será desenvolvida

nos itens 4.4 e 4.5 deste capítulo..

4.4 ANÁLISE DA ESTABILIDADE DO ELO SUPERIOR

No estudo dos auto­valores da matriz de Jacobi, concluiu­se que a estabilidade do

sistema como um todo ocorria para valores negativos de byec, Na análisedos elos

separadamente, a matriz de massa 4 x 4, referenciada na expressão (67), deve ser

reestruturada, reduzindo­se para uma matriz 2 x 2. Neste caso, os termos

correspondentes a b,e c, são, respectivamente, b5e c>.

A adequação da expressão (67), para o estudo do elo superior isolado, é feita

suprimindo­se as segundas e as terceiras linhas da matriz M e dos vetores à, herte

suprimindo­se, ainda, a segunda e a terceira coluna da matriz M. Feitas estas

modificações, obtém­se a seguinte expressão:

ÔM+M? ­Z(M+M) |) +

Z(MA+M) (UU =ZZ)(M'+M)

[KIU' +(M' +M?)gsenh­(M' +Mº)U'dá +21ºS BU? —|
MIBB(SZ?º+CU*)

À (M' +Mº ) g(Z'seng+U'cosg)+2(M' +Mº)U'ÉU! +
2M?U? B(SZ' +CU')+2(M' +Mº)Z'U'dd+

MºBB[(CZ'­=suU')U? +(SZ' +CU')Zº|
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1­e,

| M'+Mº ­Z(M'+Mº)
=MZ(M'+Mº) ENA (o)

[KIU' +(M' + Mº)gsenb= (M' +Mº)U'dá+ 2MºS BU? —|
MºBB(SZ? +CU?)

À (M' +Mº )g(Z'seng+U' cosp)+2(M' +M)U'ÓU! + t=h(6,0) (105b)

2MºUº B(SZ' +CU')+2(M' +Mº)Z'U'dd+
Mº BB (CZ'­sSu')U? +(SZ' +CU')Zº]

K,

T­T,

A massa M', considerando­se o elo como sendo constituído de um único elemento,
corresponde a massa própria do elo mais a massa do primeiro atuador. Da mesma forma,

a massa M é a soma da massa do elo inferior, com a massa do segundo atuador e com a

massa da carga colocada na extremidade livre do elo inferior. Assim, a soma

(M'+M) corresponde a massa total do sistema e será representada, daqui por diante, por
M.

Através da expressão (105), é possível verificar que a interação entre os elos está

realmente sendo analisada, pois, nela aparecem os elementos do elo considerado que
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possuem o expoente 1, mas, também, apresenta os elementos de interação do elo inferior,

ou seja, termos de massa, velocidade e torque, que são identificados com o expoente 2.

A matriz inversa de M(w), denotada por M!(mw), é determinada por:

M'* ZM m, m,| [10
ZM (UU =ZZ)M' nm, ma] [0 01

Desenvolvendo o produto indicado:

o1

M'm, ­ZM'm,, — Mm,­ZM'm, 10

ZMmn +(UU' ­Z'Z)Mn, ZMmM, +(UW'­ZZ)MTMÇ |

Da igualdade acima se pode montar o seguinte sistema de quatro equações:

O M'n,­ZM'm,=1

Mm, ­ZM'm,=0

ZMmn +(UU'=Z'ZY)M'mg =0
ZMMm +(UU'=Z'Z)M'my=]

Na primeira equação verifica­se que M'm,=1+ZM'm,. Substituindo este valor

na terceira equação:

Z4+ZZMMM ÇA (UU ­Z'ZY)M'mÇ=20 2 D+(ZZ4+UU'=ZZY) MTM,

7
Z'+UUM 1Ç=0 ­. Ma ST
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retornando com o valor de mo, na primeira equação:

7 PANA UI = 277)
MUU'

,Mm =t+ZM|­ UM (107)

na segunda equação verifica­se que M'm,=ZM'm, ­. m,=Zm, e substituindo

este valor na quarta equação:

ZM ZH (UU! =2ZZ)M'mg=1 2 (ZZ4+UU'=­ZZ)MCMA

1

retornando o valor de 727 na segunda equação:

(109)

com as expressões (106), (107), (108) e (109) pode­se escrever a matriz inversa

M (mw) que terá a forma:

1M (om)emMUU
(UU'=2'2) 72

—Z' 1

A derivada da matriz M(o) é:
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om [o O

ôdw |O 2MU

|

oh(a
: :A derivada Mo) , determinada a partir da expressão (105b), é:

o

[2M U'$+2M?S(B+Uº)­2M?B(SZ*+CU?)|
2M'U' (F+U)+2Mº(SZ' +CU)(B+Uº)+

| 2M?B[(CZ'­sU')U? +(SZ' +CU')Zº* |+
AM ZU'Ô

ôh(d,mM)
dom

A derivada , determinada a partir da expressão (105b), é:

KI +M'gcosé­M'dá­M*BBC
DD  M'g(Z'cosp­U'senb)+2M'FU' +2U*U*BC +
dom o ”MBB (Z' +2º)C­(U' +Uº)S + 2M'Z'dd

O vetor h1, que corresponde a soma das parcelas E e é:
fo o

:

KI+M'gcosé­M'ód­Mº BBC
Ú + M'g(Z' cosp—U'seng)+2M”ÁU' + 2M?ºU? BC +

MBB (Z'+2º)C­(U' +Uº)S + 2M'Z'dd
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Ki +M'gcosé ­M'ód­M* BC

­anos) M'g(Z' cos ­U'seng) + 2M "FU! + 2MºU*BC +
MBB (Z'+2Z*)C­(U'+Uº)S |+2M'Z'dd

S Kl +M'gcosé­M'dá ­Mº BBC
M'g(Z' cosb­U'senb)+2M'dU' + 2MºU?BC +

MBB (Z'+2Zº)C­(U'+Uº)S |+2M'Z'dd+
2MU'G ]

O produto ­M'h, que aparece na matriz de Jacobi, equação (66), é:

| K] +M gcos$ ­ Mód ­M* BC
M'g(Zz' cosd ­U'seng) + 2M'ÓU +2M?ºU?BC +

MBB (Z' +Zº)C­(U' +Uº)S + 2M'Z'dd +
2MU'd

ESMUU'
1 ZZ=UU' ­Z

Z' ­

(Z'Z' UUW(K| +M'gcosá­M'dd­M? BBC )­
M'Z'g(Z' cosg­U'seng)­2M"Z'dU' ­
2MºZ'U?BC­MºZ'BB|(Z' +27º)C­(U' +Uº)s |­
UM ZTE 2MZU'Ô

KIZ +M'Z'gcosé­M'Z'bb­MºZ' BBC ­ M'g(Z' cosé—U'seng)­
2M FU! ­2MUU? BC MP BB|(Z' +Z2º)C­(U' +Uº)S |­
2MZ'dd­ 2M UG
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Para a análise da estabilidade do elo superior basta verificar o sinal de 6; que

corresponde a segunda linha do vetor ­M'h, de modo que:

%[KZ +M 'Z'gcosé­M Z'dd­M*Z' BBC­1

M'g(Z' cos —U'senb)—2M'"ÁU' —
MB(Z'+2º)C­(U'+0º)Ss]­
2MºU?BC­2M "2d ­2M "U'd

reorganizando os termos de b»:

[KZ HMZ'gcoso­M'Z'dA­MºZ' BBC
M'gZ' cosb­M gU'senp ­2M "'fU' —
MBB (Z'+2º)C­(U' +Uº)s|­
2M UU? BC ­2MZ'df­ 2M UG

chegando a expressão final que tem a forma:

KIZ' ­M'gU'seng ­3M"Z'dd­
LL 1 2,7 1 2 1 2bs M bi(2z +Z )e­( +U )s|­

2M'U' ­2MºU? BO ­2M "U'G

Esta é a expressão de b, para a análise do elo superior, no entanto, para a efetivação

da análise, as variáveis deverão ser substituídas pelos valores nominais em torno dos

quais foi feita a linearização.

O produto ­—­M “h, que aparece na matriz de Jacobi, constante da equação (66), é:
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1MUU' |277­
Z —l

[2M'U'd+2M?S(B+Uº)­2MºP(SZ?+CU))
UM 7 2M'U' (d+U')+2Mº(SZ' +CU')(B+U?)+| 2M?B[(CZ'­SU')U? +(SZ'+CU')Z* |+

| a4MZTUÉ

TUGA0) 22 (S2 + cU)(B 40%)
aMZ'ZU'$­2MºZ'b[(CZ'=SU')U? +2º(SZ' +CU') |

| 2MZU'$+QU?Z'S(B+U?)­2Mº2'B(SZ?º +CU?)­
MU? (d+U')­2M?B[(CZ' ­SU')U? +(SZ' +CU')Z* |­
2M?(SZ' +CU)(B+Uº)­AM Z'U'G

((2'Z' ­UU')[­2M'U'$+2M?S|(B+Uº)­2M?B(SZ* +CU? )! ­)

Para a análise da estabilidade do elo superior basta verificar o sinal de c7> que

corresponde a segunda linha do vetor ­Mh, , de modo que:

[2M'ZU'd+2MZ'S(B+U?)­2MºZ'B(SZº+CU?)­|
2M ?B|(CZ'­su')U? +(SZ'+CU')Z* |­
2MU'(d+U')­2M?(SZ' +CU')(B+Uº)­
AMTZU'É

reorganizando os termos de c»>:

1 2 3 4 5

Ah
AVAVAY

6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



[2M'ZU'd+2M?Z'S(B+Uº)­2M?Z'b(SZ?+CU?)­|
2M?p|(CZ'­=SU')U? +(SZ' +CU')Z ]­
2M'U'(d+U')­2MºSZ'(B+Uº)­
2MCU'(B+U?)­AM'ZU'G

chegando a expressão final que tem a forma:

1 [amu [(32+1)d +00! |­2M4ºCU'(B+0Uº)­
MUU' ou o

2M? B|(SZ?+CU*)Z'+(CZ' ­SU')U? +(SZ' +CU') Zº]Cc,=

Esta é a expressão de c, para a análise do elo superior, no entanto, para a efetivação

da análise, as variáveis deverão ser substituídas pelos valores nominais em torno dos

quais foi feita a linearização.

Conforme foi dito anteriormente, no estudo dos autovalores da matriz de Jacobi,

adaptada para o estudo dos elos separadamente, a estabilidade de cada elo ocorre para

valores de b; e c; menores que zero. A seguir será feita uma análise atendendo a estas

condições.

4.4.1 Aplicação da condição de estabilidade b, <0:

Aplicando­se esta condição na expressão (116), referenciada com os valores

nominais, verifica­se que:

a) O termo Disóo) será sempre positivo, por isso não interfere na análise do
sinal de b,.
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b) O termo (Kiz') será sempre negativo, pois Ki é um coeficiente com valor maior
que zero e Z' é a coordenada local do ponto extremo do elo e, de acordo com o sistema
de coordenadas adotado, esta coordenada será sempre negativa.

c) O termo (­eMO'send) corresponde a contribuição do peso do elo (aqui peso do
elo inclui, também, o peso do outro elo, dos atuadores e da carga da extremidade) na
estabilidade do sistema. O peso, neste caso, irá se comportar de modo diferente,

dependendo da direção da deformação (se para frente ou para trás).

Para análise da contribuição do peso na estabilidade do elo serão mostrados, na

Figura 8 e Figura 9, alguns gráficos que permitirão visualizar como as suas componentes
atuam no sentido de aumentar ou diminuir a deformação do elo. Acredita­se que através

da visualização destas figuras haverá um melhor entendimento de como o peso atua na

estabilidade do sistema se comparado com a análise feita com base nos sinais do termo

acima mencionado, o que, diga­se de passagem, levaria às mesmas conclusões.

A Figura 8 mostra a atuação do peso no movimento de subida do elo. A posição

(a) mostra o elo na região 1, sofrendo uma deformação negativa e a posição (b) mostra o

elo ainda na mesma região porém com uma deformação positiva. A posição (c)

mostra o elo na região II e com deformação negativa e a posição (d) mostra o elo situado

na mesma região, sofrendo deformação positiva. — Em todos os casos a componente na
direção z' contribui apenas para a deformação longitudinal que está sendo considerada
muito pequena e, portanto, desprezível.

A observação da Figura 8 mostra que na posição (a) a componente do peso (Px)

contribui para aumentar a deformação do elo à medida que ele se desloca com este tipo de

deformação. — O mesmo comportamento é verificado na posição (c). — Já nas posições
(b) e (d) mostradas na mesma figura, verifica­se que a componente do peso (P.,) está, em

ambas, atuando no sentido de reduzir a deformação do elo. Portanto, a menos que a

deformação seja tão grande que a amplitude da oscilação do elo seja insuficiente para

mudar o sinal da deformação, o peso estará reduzindo a deformação num instante e
aumentando num outro.
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Figura 8 — Atuação do peso no movimento de subida do elo

Analisando o movimento de descida do elo mostrado na Figura 9 verifica­se que as

conclusões são as mesmas do movimento de subida, uma vez que, nas posições (a) e(c)a

componente do peso (P.)) contribui para aumentar a deformação, enquanto que nas

posições (b) e (d) mostradas na mesma figura esta componente do peso (P,.1) está atuando

no sentido de reduzir a deformação do elo.

Portanto, considerando­se apenas a contribuição do peso na estabilidade do elo,

verifica­se que num dado instante ele atua favorecendo a estabilidade do sistema, já que

neste momento ele reduz a deformação do elo, no entanto, num instante seguinte ele age
de modo contrário.
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Figura 9 — Atuação do peso no movimento de descida do elo

Um comportamento um pouco diferente é observado quando se trabalha com um

material de baixa rigidez (efeito mola), pois, é mais provável que ele suba com

deformação negativa e desça com deformação positiva. — Nesta situação, lembrando que
se está analisando apenas a ação do peso, existirá uma maior tendência para estabilidade

no movimento de descida, uma vez que o peso age no sentido de reduzir a deformação do

elo e, uma maior tendência para a instabilidade na subida do elo, pela razão contrária.

Caso o elo seja confeccionado com um material mais rígido, haverá uma alternância da

deformação, sendo ora positiva e ora negativa, conduzindo o sistema para uma
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instabilidade tanto na subida com na descida. É conveniente ressaltar que a estabilidade
a que se refere este item é aquela que está relacionada com a influência do peso no

comportamento do sistema. Resta saber se esta contribuição é significativa frente à ação

da rigidez, da velocidade e da aceleração de rotação do elo, que também fazem parte do

termo 65. Conforme foi visto anteriormente, quanto maior for a rigidez maior tendência

à estabilidade terá o sistema, assim, se o termo de > relativo a rigidez for
significativamente maior que o termo do peso, este último continua interferindo na

estabilidade do movimento do elo, no entanto, sob estas condições, ele pode ser visto

como uma perturbação simplesmente e não como um agente desestabilizador.

d) O termo (­3mZdó), que está relacionado com a velocidade de rotação do elo
superior, será sempre positiva, uma vez que a massa é positiva e o mesmo acontece com o

fator dá que corresponde ao fator elevado ao quadrado. O outro fator é a coordenada

Z, que é sempre negativa. — Como o termo como um todo está precedido de um sinal
menos, o sinal final do termo será sempre positivo. Assim a velocidade de rotação do elo

superior estará sempre contribuindo para reduzir a sua estabilidade. Como é comum

empregar­se baixas velocidades para o movimento dos braços robóticos, este fator deverá
ser menos relevante na análise da estabilidade do elo.

e) O termo (­2m*dU') representa a influência das velocidades de rotação e de
deformação do elo superior em relação a sua estabilidade. — Este termo alterna sinais
positivos e negativos ao longo do tempo e, desta forma, ele contribui negativamente para

a estabilidade do elo. Quanto à velocidade de rotação, já se tinha chegado a esta

conclusão. Verifica­se agora que, quanto maior for a velocidade de deformação do elo,

maior será a tendência para a sua instabilidade durante o seu movimento e, desta forma,
uma velocidade de deformação mais alta irá agravar o efeito negativo, sobre a

estabilidade, da velocidade de rotação própria do elo.
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f) O termo F M?º BB [(2z '4+2º)C (640")s]) relaciona a velocidade de rotação
do elo inferior com a estabilidade do elo superior. Como a magnitude de Z"*º
(comprimentos dos elos) é muito maior que a de U"*? (deformações dos elos), o sinal da

expressão que está dentro dos colchetes será o mesmo do termo (27 '4Z)C. Como as
coordenadas Z' e Zº são sempre negativas, o termo entre colchetes será positivo quando
C for menor que zero. Como definido anteriormente, C = Cos (6­B), então C será

menor que zero quando |6­Bj > 90º. Uma análise geométrica da posição relativa entre os

elos mostra que a diferença entre os deslocamentos angulares é e À determina se os elos

fazem entre si um ângulo agudo ou um ângulo obtuso. A figura abaixo mostra este
relacionamento.

­
.
.
­
.
­
­
—

­
.
.
.
.
­
.
­
­
­

T
e
d
e
s
c
o

n
e
r
e
e
n
e
e
e
e
a
e
e
s
a

(b)C
a

Â —

Figura 10 — Posição relativa dos elos em função dos deslocamentos angulares
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Na Figura 10, os elos, superior e inferior, estão identificados pelos comprimentos /'
e, respectivamente. — Tanto no gráfico (a) como no (b) os elos estão em uma situação
caracterizada pela posição onde |ê ­ Bl =90º. Quando o elo inferior se desloca na

direção I indicada no gráfico (a), a diferença (B ­ À) torna­se maior que 90º e,
consequentemente, o ângulo formado entre os elos, a, torna­se menor que o ângulo reto.

Comportamento inverso é observado quando se caminha na direção II, pois neste caso o

ângulo

a torna­se maior que 90º. — Analogamente quando se desloca na direção III, no
gráfico (b), a diferença (Q ­B) torna­se maior que 90º e o ângulo a torna­se menor que

90º. Se o movimento for na direção IV, o ângulo formado entre os elos será obtuso.

Deste modo, o raciocínio acima pode ser resumido da seguinte forma:

­ Se |d­B]| < 90º > a > 90º > ângulo entre os elos é obtuso

­ Se [d­B|>90º > a < 90º > ângulo entre os elos é agudo.

Deste modo o termo f­ Mpb (2z42º)(O +0')s) admitirá sinal positivo
quando o ângulo entre os elos for obtuso e, nesta posição, a velocidade de rotação do elo

inferior é mais prejudicial para a estabilidade do elo superior.

£) Finalmente, é possível verificar, através da expressão (amCo), como a
aceleração de rotação do elo age no comportamento do movimento. — Como a massa é
positiva, quando a aceleração e a deformação tiverem o mesmo sinal, este termo

contribuirá favoravelmente para que o sistema seja mais estável e, quando elas tiverem

sinais contrários, a tendência do sistema é ser mais instável. Como se observa, a

aceleração do elo, num dado instante, está contribuindo no sentido de levar o sistema

para uma instabilidade e, num instante seguinte, ela está agindo no sentido contrário.

Ah
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



Portanto é interessante analisar a magnitude deste termo em relação aos demais termos de

b,7 , pois, dependendo destes valores, a aceleração de rotação pode deixar de ter uma ação

desestabilizadora e passar a ter, simplesmente, uma ação perturbadora do movimento do

elo.

Um comportamento um pouco diferente ocorrerá se o material do elo possuir baixa

rigidez. Quando o elo é feito com um material que se deforma com maior facilidade, a

condição mais favorável para a estabilidade do sistema ocorre no movimento de descida,

qualquer que seja o tipo de movimento, isto é, acelerado ou retardado. No entanto,

como Já se frisou anteriormente, este não é o tipo de sistema que se está estudando no

momento.

Sabendo­se como cada termo da expressão de b,> contribui para a estabilidade ou

não do sistema, pode­se concluir quanto ao comportamento do elo como um todo,

analisando o conjunto desta expressão. De uma forma resumida a rigidez do elo,

representada pelo coeficiente Ki, contribui para tomar o sistema mais estável, o

comprimento do elo atua no sentido de prejudicar a estabilidade e as demais grandezas

analisadas, como a velocidade de rotação, o peso, a aceleração e a posição relativa entre

os elos determinam uma alternância de situações de estabilidade e de instabilidade.

Como estas variáveis apresentem uma alternância de comportamento, é indiscutível que,

dependendo das suas magnitudes, elas irão influenciar diretamente para tornar o elo mais
instável.

Não obstante se tenha chegado a um ponto em que se possa prever o comportamento

do elo, não se pode esquecer que o critério de estabilidade exige, também, uma análise

concomitante do sinal de c> Assim, além das conclusões a que se chegou até agora é

preciso saber como a expressão de c> influencia na estabilidade do sistema.

4.4.2 Aplicação da condição de estabilidade c, <O:

Verifica­se ao analisar a expressão (118) que todos os seus termos são funções das

velocidades do sistema, ou seja, das velocidades de rotação e de deformação dos elos. Já
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foi visto anteriormente, por ocasião da análise do termo 65; , como estas velocidades

influenciam na estabilidade do elo superior. O exame do termo c> poderá ser, então, bem

mais sucinto, pois, na verdade, esta análise somente devera confirmar as conclusões a que

se chegou anteriormente.

Assim, aplicando­se a condição de estabilidade na expressão (118), referenciada

com os valores nominais, verifica­se que:

a) O termo íroo) será sempre positivo, por isso não interfere na análise do
sinal de c>.

b) O termo (omO [32 +1)ó+) envolve as velocidades de rotação e de
deformação do próprio elo superior. No tocante aos valores que este termo pode assumir,

ele irá alternar o seu sinal, sendo ora positivo e ora negativo. Portanto, este termo mostra

que as velocidades de rotação e de deformação de um elo influem diretamente na sua

instabilidade, isto é, quanto maiores forem estas velocidades maior tendência terá o
sistema de ser instável.

c) O termo [­2m"CO! (8+0)| representa a contribuição das velocidades de
rotação e de deformação do elo inferior para a estabilidade ou instabilidade do elo

superior. — Neste termo aparece também a interferência da deformação do elo superior
na sua própria estabilidade. Como em outros elementos já estudados, este termo

também alternará o seu sinal a cada instante, de modo que, o resultado da análise deste

fator indica que o sistema tende a ser mais instável à medida que estas velocidades
aumentam.
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d) O termo (om ?B[(SZ* +CO)Z' +(CZ'­SO) O? +(sZ' +CO)Z*]) relaciona a
estabilidade do elo superior com a velocidade de rotação do inferior e com os

comprimentos e deformações dos dois elos. — Mais uma vez observa­se o mesmo
comportamento em que o termo assume valores maiores e menores que zero durante o

movimento do elo. Assim, a influência na estabilidade de um elo, não só é determinada

pela velocidade de rotação do próprio elo, como se concluiu no item anterior, mas

também pela velocidade de rotação do outro elo.

Fecha­se assim a análise do elo superior. — A conclusão final é que existe uma série
de fatores que influenciam na estabilidade ou instabilidade do elo. Estes fatores estão

presentes nas expressões de b; e c>. Somando­se as contribuições de cada um destes

fatores, que poderão ser positivas ou negativas, chegar­se­á a um valor de 87; e outro de

c2 para o elo considerado. Se estes resultados forem negativos, o elo é estável, caso

contrário, ele é instável...ÕÔ Vale ressaltar que estável ou não, o elo não rígido sempre

apresentará vibrações durante o funcionamento, porque o próprio critério de Liapunov

admite a ocorrência dessas oscilações. — Portanto, é possível que um sistema que se
mostre impróprio para uma determinada aplicação, devido à amplitude e frequência de

sua vibração possa ser empregado satisfatoriamente em uma outra aplicação qualquer.

Além disso, existem os sistemas de controle que poderão ser empregados para melhorar a

performance do sistema, reduzindo ou corrigindo este tipo de falha no seu funcionamento.

Uma outra informação que pode ser obtida analisando­se a expressão de cr éa

identificação de valores de velocidades considerada críticas e que, por isso, prejudicam o

funcionamento do braço. —* Esta informação não é tão relevante no caso do movimento
dos braços robóticos porque, neste caso, a velocidade é tão pequena que dificilmente

atingirá valores críticos. Apresenta­se, portanto, este estudo sobre velocidade crítica

como um complemento ao estudo da estabilidade de sistemas mecânicos.
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Observando a expressão (104), vê­se que o termo c,; é equivalente à parte real dos

autovalores da matriz de Jacobi e, portanto, de acordo com Ogata (1997), corresponde à

parte real dos pólos do sistema.

Em Phillips e Harbor (1996) encontra­se a expressão dos pólos de um sistema

mecânico que tem a forma:

onde, 6 é o coeficiente de amortecimento e mw, é a frequência natural do sistema.

Comparando­se as expressões (104) e (119) verifica­se que para determinado valor

de velocidade de rotação o sistema irá vibrar com frequência igual à frequência natural,

em consequência, ele entrará em ressonância. O sistema se afastará continuamente do

ponto de equilíbrio à medida que o tempo tende para o infinito, o que caracteriza uma

instabilidade do sistema. — Na prática os batentes físicos do sistema impedem que as
amplitudes atinjam valores extraordinários, no entanto, a ressonância fará o elo vibrar

com muita intensidade, fazendo com que ele apresente uma instabilidade altamente

nociva e indesejável. — Estas são as velocidades críticas, a que se referiu anteriormente e,
por razões óbvias, devem ser evitadas no funcionamento do sistema.

No tocante à estabilidade existem alguns estudos publicados como, por exemplo,

Badlani e Kleinhenz (1979) e Tobias (1971), no entanto, com relação à determinação das

velocidades críticas é mais difícil encontrar bibliografia a respeito.

O trabalho de Cleghom; Tabarrok e Fenton (1984) é um dos poucos, que se

encontrou, dirigido à pesquisa das velocidades críticas. O procedimento adotado nesse

documento constou da determinação das velocidades críticas de um mecanismo flexível,

baseando­se no teorema de Sanches. Segundo estes autores o teorema de Sanches

afirma que, se o sistema é governado por uma equação do tipo:
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E fxt+s(0t3=(U (0)

e se atende as condições: [S(t+7)|=[S(1)] e [U(t+7)]=[U(s)]

onde 7 é o período e tem valor constante e positivo, ele terá uma única solução periódica,

com período 7, se e somente se, a solução homogênea da equação (120) não tiver solução

não trivial de período 7.
Este teorema aplica­se a sistemas que têm seu comportamento descrito por equações

matemáticas do tipo da equação (53), de modo que elas possam ser representadas na
forma:

Mo) +Bás| EK, ­Ko Joss (121)
(1)

s

sendo B a matriz de amortecimento e Ks e Kp partes da matriz de rigidez,

correspondendo, respectivamente, à componente estática da estrutura e à componente
dinâmica do sistema.

A forma homogênea da equação (121) é:

o
s

M (00) + Bá (24 ­K Ja=o (122)

A equação (122) mostra que existem valores de mw, que resultam em solução

periódica não trivial... Estes valores de mw, correspondem as velocidades críticas. Aqui

usou­se a nomenclatura mw, para designar a frequência do sistema para diferenciar do

vetor & que aparece na equação (121).

O procedimento para calcular as velocidades críticas envolve a expansão do vetor &
em série de Fourier.
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Substituindo­se a expansão em série do vetor & na equação (121), determina­se um

conjunto de equações lineares que possuem soluções não triviais quando mw, é igual a

velocidade critica wri. — A partir daí, o problema se resume na análise dos autovalores
(4;) destas equações. A solução final leva à relação:

(014) =(4)t is12..N

4.5 ANALISE DA ESTABILIDADE DO ELO INFERIOR DO BRAÇO ROBÓTICO

A adequação da expressão (67), para o estudo do elo inferior isolado, é feita

suprimindo­se as primeiras e as quartas linhas da matriz M e dos vetores à, herte

suprimindo­se, ainda, a primeira e a quarta coluna da matriz M. Feitas estas

modificações, obtém­se a seguinte expressão:

M? —Z*M?[2 (UU? ­ZO)Mº
[ KW? +M?gsenf­2MºSU'F­MU?BB +

Mº (SZ' ­CU') do
Mºg(Z*senf +U? cos 8) ­2M?*dU' (SZ? ­CU*)+

Md[(SZ' ­CU')Zº ­(CZ' + SU')U?|+
2M?ºU? BU?

sendo que:
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M? ZM?
'  ]=M(0OPM? (UU =2"2)M? (o)

[ KU? +Mºgsenf ­2MºSU'F­ MU? Bb +
Mº(SZ' ­CU)dd

Mºg(Z*senf +U* cos 8) 2M?ºÓU' (SZ* ­CU*) + (124b)

Md[(SZ' ­CU')2º ­(CZ' + SU')U?|+
2MºU? BU?

A matriz de massa do elo inferior apresenta o termo AMZ que, conforme foi visto
anteriormente, corresponde a soma da massa do elo inferior, com a massa do segundo

atuador e com a massa da carga colocada na extremidade livre do elo inferior.

Por analogia com o elo superior a matriz inversa de M(m) é:

Ms (0)=— EO |MU NU? 7? 1

A derivada da matriz M é:
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ôh(d,m)A derivada
­ ;

do
determinada a partir da expressão (124b), é:

AMS(d+U')­2MºU?B+2M?Ó(SZ' ­CU')
2%. 2M?(SZ?º ­CUP)(F+U')+2M*Uº(U?+p)+l=h,
Ex'

2M*á[(SZ' ­CU')2º ­(CZ' +SU')U?|

A derivada é ­ o) , determinada a partir da expressão (124b), é:
o

[K? +Mº?gcosP­Mº BB ­MºddC |
Mºgi(z* +1)cos 8­U*senf |+
2M ºU'dC + 2M? BU? —

|Md](2 +2º)C+(U'+Uº)S]|

O vetor Ah, =D 64 é:(2) (1)

[K?+M?*gcos P­MºBB­M?ddC|
M'gl(z* +I)cos 8­U*senB |+

|

2M ?ºU'dC +2M? BU? —
| MA[(Z' +27º)C+(U' +Uº)Ss|

[K+M?gcosP­MºBB­MºddC|
M*g[(Z* +1)cos B­U*senp |­+

| 2M UFC + 2M UU? +2M? BU? — |
Mºdd|(Z'+Zº)C+(U'+U)S| ]
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O produto ­—MAh que aparece na matriz de Jacobi, constante da equação (66), é:

[ K+M*geosP­MºBB ­MºdC |
1 PIUANO 72 Mºg[(Z*+1)cos B­U*senb |+UT Z? ÁCIDA

Md (Z'+2Zº)C+(U'+U)S]
,

desenvolvendo­se o produto acima indicado:

(272? UU? )(K? +M'geosP­MºBB­M*$dC)­|
MºZ*g[(Z* +1) cosB­U*senf|
IM LUG ­2M ZU B+2UM ZU? —
MZ |(Z' +2º)C+(U' +U)S |

KZ +MZº goosP­MºZºBB ­Mº 2º dgC —
Mºgl(z* +1)cos 8­U*senf |­­
IM? UFC + 2MºU?B=2M?2 BU? +

| MA|(Z' +2º)C+(U' +Uº)S |

Para a análise da estabilidade do elo inferior basta verificar o sinal de b,; que

corresponde a segunda linha do vetor ­Mh,, de modo que:

1 KIZº MZ BB ­Mºg(cos B­U?senf)­2MºU'dC—
bh, = <————

2? MU? 2M?º BU? +Mºdd[Z'C+(U' +Uº)S|

Ah
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



Esta é a expressão de b, para a análise do elo inferior, no entanto, para a efetivação

da análise, as variáveis deverão ser substituídas pelos valores nominais em torno dos

quais foi feita a linearização.

4.5.1 Aplicação da condição de estabilidade b,<o:

Baseando­se no estudo feito para o elo superior, a contribuição de cada termo da

expressão (125), referenciada aos valores nominais, para a sua estabilidade do elo inferior

é a seguinte:

a) O termo írgo) será sempre positivo, por isso não interfere na análise do
sinal de b,.

b) O termo (KZ) será sempre negativo e, desta forma, quanto maior for o seu
valor absoluto maior tendência de estabilidade terá o elo.

c) O termo (mM7ºhB) está relacionado com a velocidade de rotação própria do elo
em estudo e será sempre positivo, contribuindo para que este elo seja instável.

d) O termo (M2d |Z'C+(0+0')s]) corresponde a influência, na estabilidade do
elo inferior, da velocidade de rotação do outro elo e,também, da posição relativa entre os

elos O sinal deste termo alterna valores positivos e negativos, de acordo com a variação

de sinal de (C). — Como foi visto anteriormente, a condição mais favorável para a
estabilidade deste elo ocorre quando o ângulo entre os elos é agudo.
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e) O termo [M*g(cosBO senh)| estabelece a contribuição do peso na
estabilidade do elo inferior. As conclusões, neste caso, são as mesmas do elo superior

estudado anteriormente, ou seja, o peso atua no sentido de prejudicar a estabilidade do
elo.

nD) O termo (24dc) corresponde a contribuição das velocidades de rotação e de
deformação do elo superior na estabilidade do elo inferior. O sinal deste termo variará a

cada instante, assumindo valores positivos e negativos, de modo que estas velocidades

fazem com que o elo inferior tenha maior tendência de ser instável.

g) O termo (­2mM 2º BU * representa a interferência das velocidades de rotação e de
deformação do elo inferior na sua própria estabilidade. — Este termo alterna o seu sinal a
cada instante, o que significa, que estas velocidades contribuem para que o elo seja mais
instável.

O produto ­—­Mh, que aparece na matriz de Jacobi, constante da equação (66), é:

2MS(d+U')­2MºU?B+2MºÓ(SZ' ­CU')
2M?(SZº ­CU*)(d+U')+2MºUº(U? + b)+

2M?á[(SZ' ­CU')2º ­(CZ' +su')Uº|
1 áUM 7?MU? 7º

de modo que:
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(2º? ­UUº)[­2MºS(d+U')­2M7UºB+2M?d(SZ' ­cu')+|
2M?Zº (SZ? ­CUP)(fd+U')­2MºZ"Uº (0º + p)­
2MºZ”d[(SZ' ­CU')Z*º ­(CZ' +sU')Uº|
2MZS(F+U)­2MUºZºB+2MºZºd(SZ' ­CU')+
2M*(SZ* ­CUP)(d +U')­2M"Uº (0º + à)­

2M*$[(SZ' ­CU')Zº ­(CZ' +SU')Uº|

Para a análise da estabilidade do elo inferior basta verificar o sinal de c> que

corresponde a segunda linha do vetor ­M'h,, de modo que:

2MZS(d+U')­2MUºZB+2MºTºA(SZ' ­CU')+
2Mº (SZ?º ­CUP)(d+U')­2M"WU? (0º + p)­
2M?d[(SZ' ­CU')Zº ­(CZ' +SU')Uº|

1

Cc, ­ MU?

O termo c, será dado por:

1 27 UC (d+U)+2M?U?Ó(CZ'+SU')­
PM UVU MU [(2º+1)B+0]

Esta é a expressão de c> para a análise do elo inferior, no entanto, para a efetivação

da análise, as variáveis deverão ser substituídas pelos valores nominais em torno dos

quais foi feita a linearização.
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4.5.2 Aplicação da condição de estabilidade 6, <O:

Embora mais simples, a expressão de c> para o elo inferior guarda certa semelhança

com a expressão de c, para o elo superior. Como se observa todos os termos são

relativos às velocidades de rotação e deformação. Além disso todos os termos assumem

valores positivos e negativos ao longo do percurso do elo. — A conclusão, portanto, é a
mesma do elo superior, ou seja quanto maior forem as velocidades de deformação e de

rotação maior tendência à instabilidade terá o elo.

Finalmente, analisando as condições do movimento dos dois elos pode­se avaliar

sobre o comportamento do sistema com um todo. Portanto, por meio do estudo analítico

do sistema pode­se saber o grau de estabilidade ou instabilidade do sistema e, desta

forma, atuar com um dispositivo de controle adequado de modo que o mecanismo

estudado se comporte da maneira que se deseja.

Da análise da estabilidade feita até aqui, verifica­se que ela depende do sistema, ou

seja, das massas dos elos, dos atuadores e da carga colocada na extremidade livre, do tipo

de material dos elos (caracterizado pela sua rigidez), das características geométricas dos

elos e, também, das características do movimento (posição, velocidade, aceleração, torque

aplicado e intensidade da deformação sofrida pelos elos).

Deste modo, de posse de algumas informações sobre o sistema é possível prever o

seu comportamento e, até mesmo comprovar esse resultado, comparando­o com trabalhos

práticos de laboratório ou com simulações feitas por computador.
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5 CONCLUSÕES

Foi possível determinar o modelo matemático de um braço robótico formado por

dois elos não rígidos, unidos por juntas revolutas e sujeito à ação da gravidade baseando­

se na formulação de Newton­Euler associada com a teoria elementar das vigas e o método

de elementos finitos.

As equações que descrevem o comportamento do sistema foram determinadas, no

entanto, a análise do movimento, à luz destas equações, tornou­se muito difícil, já que

elas são formadas por um número muito grande de termos. Daí surgiu a necessidade de

se empregar certos recursos como a representação — matricial das equações e o
desacoplamento do sistema para o estudo dos elos.

O emprego do cálculo matricial também foi fundamental para o desenvolvimento

matemático do problema. O emprego deste recurso permitiu que as numerosas equações

que constituem o modelo matemático do braço robótico se reduzissem a uma única

equação formada de poucos termos.

O método de elementos finitos demonstrou ser particularmente útil para o

equacionamento do sistema e para a aplicação de técnicas numéricas por meio do

computador.

A linearização das equações que governam o sistema é necessária para a aplicação

do primeiro método de Liapunov, que serve para a análise da estabilidade do braço

robótico. — A técnica de linearização empregada foi o desenvolvimento em série de
Taylor, em torno de um valor nominal, considerando­se somente os termos de primeiro

grau.
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Em sistemas de equações simples, mesmo que sejam não lineares, a sua matriz de

Jacobi pode ser determinada pela derivação direta conforme estabelece a sua própria

definição. Porém, para sistema não lineares complexos, nos quais as equações dinâmicas

apresentam muitos e variados termos, torna­se muito difícil obter a matriz de Jacobi por

este processo. Por isso, o método alternativo proposto por Hongzhao; Xianmim e

Weiquing (1994) e que foi desenvolvido no corpo deste trabalho demonstrou ser uma

solução possível para a determinação da matriz de Jacobi nos casos em que o processo

tradicional das derivadas não pode ser aplicado.

No tocante à estabilidade, o primeiro fator de importância é o entendimento do que

vem a ser estabilidade para sistemas dinâmicos. No caso do braço robótico não rígido,

não há dúvidas que a instabilidade está relacionada com as deflexões da extremidade de

cada elo ou, mais propriamente, está relacionada com a vibração a que fica sujeita o braço

não rígido durante o deslocamento. Porém o fato do braço vibrar não que dizer que ele

seja instável... O conceito de estabilidade de Liapunov está relacionado com a trajetória
no espaço dos estados e isto significa que a posição do braço está variando continuamente

em função do seu deslocamento angular e da deformação a que fica sujeito durante o

movimento. De acordo com o critério de Liapunov, o sistema é considerado estável se,
partindo do ponto inicial, caminhar numa região € do espaço de estado e retornar a uma

região, mais restrita, ô, em torno do ponto de equilíbrio. Este deslocamento no espaço de

estado indica que a estabilidade admite a existência de vibrações ou oscilações desde que

ocorram dentro dos limites estabelecidos no projeto.

O estudo individualizado de cada elo do braço robótico caracterizou­se como uma

boa alternativa para a análise da estabilidade de tais sistemas. — As equações originais
eram muito extensas para permitir qualquer tipo de análise, porém, após a separação dos

elos elas se tornaram mais compactas. — Embora tenha sido possível fazer o estudo da
estabilidade dos elos, ele está longe se ser simples, tendo em vista a grande quantidade de

termos que fazem parte das equações necessárias para a análise do sistema. A análise
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independente dos elos só foi viável porque a redução das matrizes de quarta ordem do

braço robótico para matrizes de segunda ordem dos elos foi feita sem descaracterizar a

expressão geral do sistema e foi feita, também, levando­se em consideração as interações
entre os elos.

No desenvolvimento deste trabalho, constatou­se que existe possibilidade de

identificação dos parâmetros que influenciam na estabilidade de um braço robótico não

rígido, sendo possível também determinar as velocidades críticas, que estão associadas

com a frequência natural do sistema. O estabelecimento destas características do sistema
é obtido através da análise dos autovalores da matriz de Jacobi.

O estudo de mecanismos não rígidos não é novo, mas é um tema que pode ser

considerado atual e importante para ser pesquisado. Para levar este trabalho a termo, foi

necessário fazer uma pesquisa bastante aprofundada. O aprendizado relacionado com

este tipo de sistema foi grande, no entanto, ele é pequeno se comparado com tudo o que

ainda pode ser feito nesta direção. — Por isso, esta dissertação pode ser vista como um
ponto de partida de um trabalho que, se pretende, será muito mais completo e profundo.

E que Deus nos ajude para que possamos ser capazes de contribuir para um mundo

melhor e mais justo.
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APÊNDICE A ­ Determinação das matrizes de rotação e suas derivadas

1 Determinação da matriz de rotação do elo superior ­ Matriz Q.

O elo superior, inicialmente na posição vertical e para baixo, tem o seu movimento
executado no sentido anti­horário. A matriz de rotação, neste caso, pode ser extraída

da figura abaixo.

Figura A­1 —­Representação das coordenadas nos sistemas global e local

As equações correspondentes são:

X=X coso­Z send X=X' cos b­Z seno
ou, de outra forma

­Z=­X' send­Z coso zZ= X send +Z cos
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Escrevendo o sistema acima na forma matricial:

x| Jcosóá —seng x
z| Iseng cosé |­!

cosá ­—senáNa equação (A1) destaca­se a matriz | | = Q!, que é a matriz rotação dosená  coso

elo superior.

As derivadas desta matriz são:

Ó! [o Seodcosá —Áseng

õ! = —dseng­ddcosd —­ócosó+dóseng
dcosóp­déseng —góseng—­dócosád

2 Determinação da matriz de rotação do elo inferior ­ Matriz Q?.

A figura que representa o elo inferior é exatamente igual à figura do item

anterior, mudando­se apenas o ângulo “6” pelo ângulo “BB”. Assim, por analogia:

2 |Jcosfbr ­senf2 poa cos | (84)

As derivadas desta nova matriz de rotação são:

Ah
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



Beoosp ­fpsenfb

õ? NAT ArBeosB­ hsenfp. —“—fsenfp­pBcosP
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APÊNDICE B ­ Operações com as matrizes de rotação

1 Determinação do produto (o' Y (O)

(0) (6)=| = Saul —dseng­décosá —dcosó+ódseng| —seng cosé|| gcosp­déseng —dóseng­ógcoss

— ­dsengcosó­décos” é +ósengcosé­ddsend ..
d senº é + ddsengcosó+dcos éddsendoosé

. ­dcosº é+ddsengcosd  dásengcosd­dsen é
. dsengcosg­ddsenº'd­dsengcosó­ddcos é

d(senºg+cos é) —óg(senºg+cos À)­ Seo d+cosd) —ó(cos É+senº d) | ­ E À |F

2 Determinação do produto (o' Y (Ó)

IV (an | cosé seng —dseng —ócosd

­ —á sen é cos é + É sen É cos é —d cos” à Ásen” é
sen? d+dcos é dsengcosdó ­Ásengcoso

­

0 (sen? gr+cos?É)| [o é
d(senºé +cos' é) 0 à O
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3 Determinação do produto (9! ) (o')

—senó coséóliseng cosó(2) (o) 2 [E A o.

i| cos é + send NGANNANA ­ F 1—sen é cos é + cos é sen é sendb +cos À o 1

4 Determinação do produto (Q' Y (O)

(o (6)=| al sen B­BhcosP —fBcosP+fbsenf|

—seng cosg|l| Beosp­posengh —­fBsenf­fbBbeosP

— —Becosdsenh — BB cosócos P + Êisen dcos À — pBsendgsenf ”
Í sen gsenf + fibsengcos BP + Bcosécos Bo­bleosésenh ..

. ­BcosfcosÀ + Db cosdsenh — bisenbsenf — Bhseng cosPD
. BsengecosP­ fbsendsenh — Bicoséósen — BB cos é cosPD

2 Bísengcos f — cosósenh)­ BfB(cosdcos P +sengósenh) ...
B(sengsenf+ cosbcos P)+ Bf(sengcosA cosósenh) ..

. —B(sengsenf +cosócos PB) — (sen gcos BP — cos ásenPp)
Bísen gcos P — cos gsenB) — Bb(sen ósenf + cosócosDP)

­ PSA AAA Essa saoPeos(b­p)+bbsenib­pP) fseníb­p)­Bbbcos(d­P)
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5 Determinação do produto (o' ) (O)

fan| cosp seng|[­pseng —peosp(2) (2) | E, A A
7Beosésen + Bsenfbeos PB ­—Beosgcos BP — DBsenpsenh

Bsenbsen BP + ficosácosP — Bsenbcos PB ­Beosésenh

— Bisengcos P —cosósen À) E Bisendsenf + coscos
B(seng sen ff + cosg cos P) B(sengcosf — cosósenf)

a EPSAA FindBeos(g­p) Bseníb­p)

6 Determinação do produto (o' ) (9)

(0) (0) ­ | cos |[E |—seng cosé||senf  cosb

i cosgcos + sengsenh — —cosgésenf + sengcos|—sengcos  +cosásenh — sengsenh +cosócos

H cos(d­p) A.sen(é­P) cos(d­P)

7 Determinação do produto (o? Y (O)

(0 (6) =[ 54, so] Esariia fest rfama).d cosá — dásen é —ósen é ­ dd cos é—senf cosP
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— |­dsengcos B ­ dá cos cos P + dcosdsenh ­dásendsenh ...
d sen dsenf + dd cos dsenhf + dcoséócos p­ dásengcos PB e

. —dcosgcos PB + désendcos P — dsendsenf ­ dá cos ásenB
é cos gsenB — dásendsenf — dsengcos P — dd cosdcos P

—| —d(sengcos À — cos ósenb) — dd(sendbsenh +cosbcos BP) ...
d(sen dsenf + cosdcos PP) dó(seng cos B—cosésenh) ...

. ­d(sengsenf +cosócos PP + dó(send cos  — cos dsenPD)
. ­d(senpbcos BP —cosósenh) ­ dó(sendsenf + cosg cosÉ)

­ ESA AAA VAdcos(g­B)­dósenis­6) —psen(g­)­ddcos(d­Bb)

8 Determinação do produto (o? ) (é)

2 (mo | cosP senf||[­dsenfg —ócosp(2) (2) EE se Bs Seo
­ |­dsengcos P + dcosósenh —ácosécos B—dsengsenh|

Ê dsengsen B+dcosécosP — dcosósenh­ásendcos Pp ]

[| d(seng cos À —cosésenh) —óÁ(sengsenf+cosgcos ) |
| d(sengsen f +cosgcos PB) —ó(sengcos B­cosgósenh) '

­ Essa MAÇAdcosts­B) —dsen(d­p)
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9 Determinação do produto (9* ) (o)

(e (o) =[ EE Es om—senfP cosf||seng cosé

| cosgcosP+sengsenh  —sengcosf+cosgésenh |—cosósen P +sengcosP  sengsenfh+cosócosb |

— (sengpsenf +cosgcos P) —(senfcosf­cosgósenPD)
(sengcos BP —cosósen P) (sengsenf+cosáócospP) |

e o­p) ­sen(g­2senib­Bp) cos(ó­p)

10 Determinação do produto (o? ) (O)

(07) (6)=| cos É SAEra ALAN—senf cosp|l Bcosp­pbsenh —fBsenfb—fbBbeosp

—fsenBcos8 — BB cos" B+ Bsen Beos P­ bfsen Pi ...
J” senº B+ BBsenf cos B+ B cos” B— Blsenfcos

. —Beos*º B+ bbsenf cosfp ­ fsenº P­ BlsenfcosPB

. Bsenfbeos Pp pBsenº PP fisen Bcos B­ BBcos*

— |­Bbisenº B+cos BP) —fB(senº B+cos P)| |1­BB ­b
físenº Br+cos B) —Bp(senº B+cos" p) b Bê
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11 Determinação do produto (9º) (O)

a /An 2 | cosP senfb] [­pseng —BeosB(2) (&) E asa Es FA
2 —Bsen cos B + fisenf cos —Bcos*B— psenº

Bsenw B+fBcos*º Pp Bsen Bcos BP — bsenf cos

­

o —Bícos* B+senºp)| [0 ­B
Bisenº B+cos* P) o Bo

12 Determinação do produto (9º) (o?)

(e(os) = [EE ME—senf cosfpjljsenf cosfb|

—sen f cos B + senf cos senº B+cos BPi| cos” B +sen” B enfase
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APÊNDICE C — Determinação das derivadas das matriz M(w) e dos vetores h(mw) e
h(o)

A derivada neste caso é determinada pela soma das derivadas parciais, conforme

sugere Hongzhao; Xianmim; Weiking. (1994), ou seja

ôM(w&) om
do s=l Ox,

(Cl)

Na expressão (Cl), m, são os elementos de M(m) e x; são as variáveis de estado de
cada elemento. Supondo que as variáveis de estado são Uv, UV, ÊB ed e que fip=M'U'6,
então:

1 +eU E)(MU) E E (Ca)
Op

Dentre os elementos das matrizes Me h , estão os termos C e S , sendo que:

S = sen(g—­ P)=senpcosP—senfheosg e

C =co(é— P) = cosfcosÀ + sendsenB

As derivadas parciais em relação às variáveis é e f são:

­.= —sengcos P + cos ósenf = (senfecosd­ senbcos )
=sen(B­dg)=­sen(g­f)=­S

Ah
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



se = — cos ósenB + sengcos À = (seng cos À — cos ásenB)
of

=sen(g­p)=S

%. —sengsenB — cosgcos  =­(cosgcosf + send)
3/2

=­—cos(g­p)=­C (C6)

Assim, quando se calcula a derivada de C ou de S , usando o conceito da expressão
(C1), obtém­se, sempre, um resultado nulo, isto é:

osa,
dp ôp
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APÊNDICE D ­ Programa MatLab para determinação das acelerações

%%

MODELO DINÂMICO NÃO LINEAR DE UM BRAÇO FLEXÍVEL COM DOIS
ELOS.

Yo

%Este modelo está baseado na teoria elementar das vigas proposta por BERNOULLI e

Yodiscretizado pelo método dos elementos finitos, usando o equacionamento de

YoNEWTONe representado na forma matricial.
%Autor: Afonso Henrique Castilho.

%Orientador: Victor Orlando Gamarra Rosado.

%Data de início da programação: 09/05/2002.
­

YDefinindo o tamanho do vetor de estado "x".

vo

%O tamanho do vetor de estado obedece a expressão:x=[(4*(nel+1)):nel:vel:ve2] que

Yomostra que ele depende do numero de elementos (nel) em que foi divido cada elo.

%Assim se considerarmos que os elos sejam constituidos por apenas um elemento, o

%vetor de estado terá a forma: x=[x1, x2, x3,...x9, x10, x11], onde x9=1. Seos elos

%forem divididos em dois elementos cada um, então: x=[x1, x2, %x3,...,x13, x14, x15],

%sendo x13=2. Se, por outro lado, os elos forem dividos em três elementos, x=[x1, x2,

Xx3,..., X17, x18, x19],

Y%onde x17=3, E assim sucessivamente.

%

%

%Definindo os elementos do vetor de estado "x".

%
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Yox=[ul], ul2, u13,..., ul (n­1), 21, u22, u23,...,u2m, uln, beta, fi, upt1 1, uptl2, ...,
Youptl(n­1), upt21, upt22, upt23, ..., upt2m, uptin, betapt, fipt, nel, vel, ve2]). Onde:

%full, ul2, ul3,...,ul(n­1)) são as deflexões dos elementos do elo 1; fuln) é a deflexão

Ydo último elemento do elo 1; fu21, u22, u23,..., u2nisão as deflexões dos elementos do

%elo 2; "beta" é o ângulo de deflexão da junta 2; "fi", o ângulo de deflexão da junta 1;

%fuptl1, uptl2, uptl3,...,upt1(n­1))são as velocidades de deflexão dos elementos do

%elo1; fuptln) é a velocidade de deflexão do último elemento do elo 1; fupt21, upto?,

Youpt23,..., upt2n) são as velocidades de deflexão dos elementos do elo 2; "betapt" éa

%velocidade de rotação da junta 2; "fipt" é a velocidade de rotação da junta 1; "nel" éo

Yonúmero de elementos de cada elo (aqui considerado que mn); "vel" é o torque no elo 1

%e vel" é o torque no elo 2.

%

Yo

%Forma final do vetor "x", quando cada elo é considerado como um elemento.

%

Yox=[x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10, x11]1, onde:

Yox1 = u2

%ox2=ul

Yox3 = beta

%x4=fi

Yox5 = upt2

Yox6ó = upt|
Yox7 = betapt
Yox8 = fipt
Yox9 = nel

%x10=vel

Yox11 = vel.

%
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%

%Forma final do vetor "x", quando cada elo for dividido em dois elementos.
%

%f%x=[x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, xX9, x10, x1 1, x12, x13, x14, x15], onde:

%xl=ull

%x2= u21

%f%x3= u22

Yox4 = ul2 (elemento final do elo 1)

Yox5 = beta

Yox6 = fi

Yox7 = upti1

Yox8 = upt21

Yox9 = upt22

Yox10 = upt12 (elemento final do elo 1)

Yox11 = betapt

Yox12 =fipt

Fox 13 = nel
Yox 14 = vel
Yox15 = vel.

%

Vo

%Forma final do vetor "x", quando o elo for dividido em três elementos.
%

Vox=[Xx], x2, x3, x4, x5, x60, x/, x8, x9, x10, x11, x12, x13, x14, x15, x16, x17, xl8,

Yox 19] onde:
Yoxl =ull

Yox2 = ul2

Yox3 = u2]

5 6
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Yox4 = u22

Yox5 = u23

%x6=ul3 (elemento finaldo elo 1)

Yox7 = beta

vYox8 = fi

%xI = upt1]

Yox10 = upt12

Yox11 = upt21]

Yox 12 = upt22
Yox 13 = upt23
%xl4=uptl3 (elemento final do elo 1)

%Yox15 = betapt

Yox16 = fipt
Yox17 = nel

Yox18 = vel

Yox 19 = vel.
Yo

%%

%oDefinindo o os elementos "nel", "vel" e "ve2" do vetor "x", considerando cada elo
%divido em três elementos.

%

x=[0.001 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001 0.50.8 11 111111355]; %arbitrados

nl=length(x)­3;

nel=x(n1+1);

vel=x(n1+2);

ve2=x(n1+3);

n=nel;

m=n;
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%

YoDefinindo as propriedades do braço.
%

%l = comprimento total de cada elo, medido em metros.

Yonel = número de elementos em que cada elo foi dividido.

Yelas = módlulo de elasticidade de Young do material do braço, medido em N/m"2.

Yomesp = massa específica ou massa por unidade de comprimento do elo, em Kg/m.

Yoden = densidade ou massa por unidade de volume do elo, em Kg/m"3.

Yast = área da seção transversal, em mº”2. Sendo que: ast=b*h e mesp = den*ast.

Yob = base dos elos, medida em metros (também representado por es = espessura).
Yh = altura dos elos, medida em metros.

Y%iner = momento de inércia em relação a o centro da seção transversal do elo, medido

emm'“4. Sabe­se que: iner = (h*b”3)/12.

Yocarga = massa da carga colocada na extremidade livre do braço, medida em Kg.

Yofr = frequência do movimento, em Hz.

Yown = frequência angular do movimento, em rad/s.

Y%ep = razão de "damping".

Yorhu = raio da junta (hub), medido em metros.

%ihu = momento de inércia da junta, em m4.

Yomat1 = massa do atuador 1, em Kg.

Yomat2 = massa do atuador 2, em Kg.

%pg = aceleração da gravidade, em m/s"2.
%

%

%oDefinindo os valores das propriedades do braço.
%

Fi;

elas=1e+9:
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iner=0.3e­12;

mesp=0.1;

carga=2*10e­04;

mat2=0.08;

rhu=0.0065;

ihu=7.370­7;

ep=0.01;

89.81;

%

%Definindo as formas dos vetores "x" e "xdot".

%

x=(1:n1);

xdot=zeros(n!l:1);

%%

&oDefinindo os comprimentos (li) e as coordenadas z1 (do %elo 1) e 22 (do elo 2).
vo

if (n==1);

l=l;

z1(1)=litrhu;

z2(1)=(lit+rhu)­+(li+2*rhu);

end

ifín>1);

li=(Un);

k=[1:1:n];

Z1(k)=(k*li)+rhu;

z2(k)=(Hrhu)Hk*li)+(2*rhu);

end
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%

%Definindo os elementos do vetor de estado "x".

%

for i=1:1:n­1;

ul(D)=x(1);

upt1(i)=x(2*n+i+2);
end

fori=1:1:m;

u2(i)=x(n+i­1);

upt2(i)=x(3*nt+itl),

end

ul(n)=x(2*n);

uptl1(n)=x(4*n+2);

beta=x(2*n+1);

fizx(2*n+2);

betapt=x(4*n+3);

fipt=x(4*n+4);

%

YoDefinindo a Matriz de Rigidez para este sistema.
%

dim=2*n;

kto=zeros(dim,dim);

ki=(elas*iner/(1173))*[12 ­12 6*li 6*11:­12 12 ­6*11 ­6*11:6*1] ­6*11 4*(1192) 2+(1192);...

6*i ­6*1i 2*(1192) 4*(1192)];

KkI1=[k1(2,2) ki(2,4); ki(4,2) ki(4,4)];

ifín=1);

kt=k1;

end

2 3 4 5 6
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ifín==2);

kt=kto+ki;

kt(1,1)=kt(1,1)+k1(1,1);
Kkt(1,3)=kt(1,3)+k1(1,2);
kt(3,1)=kt(1,3);

kt(3,3)=kt(3,3)+k1(2,2);
end

if(n>2);

kt=kto;

for ii=1:1:n­1;

Kkt(iLi)=ki(2,2)HKi(1,1);
end,

kt(n,n)=ki(2,2);
for jj=n+1:1:2*n­1;

KktG1.D=Ki(4,4)+ki(3,3);
end

kt(2*n,2*n)=ki(4,4);
for kk=1:1:n­1;

kt(kk,kk+1)=ki(1,2);
Kt(kk+1 ,kk)=ki(1,2);

end

for I|=1:1:n­1;

kt(IL.n+ID=ki(2,4)H+ki(1,3);
kt(n+HILID=ki(2,4)+ki(1,3);

end

for mm=t1:1:n­1;

kt(mm,n+I+mm)=ki(1,4);
kt(n+1+mm,mm)>=Kki(1,4);

end

2 3 4 5 6
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for nn=1:1:n­1;

kt(nn+1 ,n+nn)=ki(2,3);

kt(n+nn,nn+1)=ki(2,3);

end

kt(n,2*n)=ki(2,4);

kt(2*n,n)=ki(2,4);

for pp=n+1:1:2*n­1;

kt(Pp,pp+1)=ki(3,4);

Kt(pp+1,pp)=ki(3,4);
end

end

%

%oDefinindo a matriz de rigidez reduzida k minúsculo barra

%

ka=kt(1:n,1:n);

kb=Kkt(1:n,(n+1):dim);

kce=kt((n+1):dim,1 :n);
kd=kt((n+1):dim,(n+1):dim);

ikd=inv(kd);

kbarra=ka­kb*1kd'*kc;

%

%Definindo a matriz de rigidez do sistema K maiúsculo
%

KK=ki(4,4);

if(n=!);

K=ki(2,4);

end

2 3 4 5 6
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If (n>1);

K=zeros(n,1);
K(n­1)=ki(1,4);

K(n)=ki(2,4);

End

%

%Definindo as expressões de "C" e de "S"

%

C=cos(fi­beta);

S=sin(fi­beta);

%

%Definindo as matrizes de massa al e a2

%

Mil=zeros(n­1,n­l);

M2=zeros(m,m);

if(n>1);

for t=1:1:(n­1);

M1(t,t)=(mesp*li/2)+(mesp*11/2);

end

for t=1:1:(m­1);

M2(t,t0)=(mesp*li/2)+(mesp*1i/2);

end

end

al=M1;

M1(n,n)=(mesp*li)|+­mat2;

M2(m,m)=(mesp*li/2)+carga;

a2=M2;
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%

%Determinação da matriz a3

%

Mtotal=0;

A2=0;

A3=0;

AI4=0;

A24=0;

for j=1:1:m;

Mtotal=Mtotal+M2(j));

end

Al=Ml1(n,n)+Mtotal;

for j=1:1:m;

A2=A2+(M2G))*((­220)."2)+(U20).2)));
end

for i=1:1:n;

A3=A3+(M1(1,1)*((­z1 (1). 2)+(ul(1).º2)));

end

A3=A3+Mtotal*((­1º2)+(ul(n)'2));

for j=1:1:m;

AI14=A14+M2(),1)220);
A2A=A24+M2(]) ))*u2G);

end

A4=­C*+(A1l4)+S*(A24);

AS=C*(A1l4)+S*(A24);

A6AÇ­C*(D)­S*(ul (n))))*(A14) H(CS*(N+C*(ul(n))))*(A24);
AT7=I*Mtotal;

ASACC*(D+S*(ul(n))))*(A14)+((S*(D+C*(ul(n))))*(A24);

a3=[A1I,A4,­I*AL;AS,A2,A6:A7,A8,A3];
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%

% Definindo as matrizes nulas "Z1" e "72".

%

Zl=zeros(n­1,m);

Z2=zeros(m,n­l);

%

% Definindo a matriz "b".

%

b=zeros(n­1,3);

for t=1:1:n­1;

b(t,3)=M1(t,0*z1(t);

end

%

% Definindo as matrizes "cl" e "c2".

%

cl=zeros(m,3);

fort=1:1:m;

cl(t,1)=c1(t,1)+C.*MI(tt);

c1(t,2)=c1(t,2)­M2(t,t) 22(t);

c1(t,3)=c1(t,3)­M2(t.t)*((S*(ul (n)))­C*));

end

c2=zeros(3,m);

for t=1:1:m;

c2(1,t)=c02(1,t)+C. *M2(t.t);

c2(2,t)=c2(2,t)HM (tt) *22(t);
c2(3,t)=c2(3,0)­M2(t,t)((S*(ul (n)))­C*]));

end
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Yo

% Definindo a matriz "Ainv" e a matriz "A".

%

Ainv=[al,21,b;Z2,a22,c1;­b',c2,a3];

A=inv(Ainv),

%

% Definindo a matriz "ohm" (ômega maiúsculo), que é formada pelos valores de "p", de

"q" e "gama".

%

%

% Determinando primeiramente os valores de "p".
%

p=zeros(n­1,1);

for i=1:1:n­1;

pp=0O;

for j=1:1:n;

PP=PPp­(kbarra(1,))*u1G));

end

P()=pp­M1(1,)*g*sin(fi)+(M1(L)ful (D*fiptº2)(K(i)/KK)*ve2);
end

O

% Determinando os valores de "q".
%

q=zeros(m, 1);

for i=1:1:m;

qgqg=0;
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for j=1:1:m;

qqg=qq­(kbarra(i |)*u2G));
end

a(i)>)>gqg­M2(1,i)*g*sin(beta)+(2*S*uptl (n)*fipt*M2(Li)H(betaptº2*u2(1)*M2(1,1))­...

((S*(1)­C*(u1(n)))*(fiptº2) *M2(1,1)));
end

%

% Determinando o valor de "gamal"

%

G11=0;

G12=0;

G13=0;

for j=1:1:n;

G11=G11kbarra(nj)*ul()));

end

for j=1:1:m;

G12=G12+(M2()))*upt20));

G13=G13+(S*(22(5))+C*(u26))))*M2G,));

end

gama 1=G1 1+((M1 (n,.n)+Mtotal)*u1 (n)*fiptº2);

%

% Determinando o valor de "gama2"

%

G20=0;

G21=0;

G22=0;

G23=0;
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G24=0;

for j=1:1:m;

G20=G20+(M2(j.j))*(sin(beta)*z2(j])+cos(beta)*u2())));

G21=G21HM2() D)*(S*22(5)­C*u26)));
G22=G22+(M2() ))*tu2))*upt2()));
G23=G23+(M2() ))*(S*I­C*ul(n))*22(5)­(C*I­S*ul (n))*u2())));
G24=G624+(M2(1))*22(5)*u2G));

end

gama2=ve2­(g*G20)+(2*upt1(n)*fipt*G21)­(2*betapt*G22)­

((fipt“2)*G23)+(2*(betapt”2)*G24);

%

% Determinando o valor de "sama3"

%

G30=0;

G31=0;

G32=0;

G33=0;

G34=0;

for i=1:1:n;

G30=G30+(M1(1,1)*(z1(D)*sin(fi)­ul(1) *cos(fi)));
G31=G31+(M1(1)*ul()*upt1(1));

G34=G34+(M1(1,*z1(D*ul(1));

end

for j=1:1:m;

G32=G32+M2()I)*upt2()));

G33=G33+(M2(]) )*((C*I­S*tul(n))!tu2(5)­ (S*HC*ul(n))*22G)));
end
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gama3=vel ­ve2+(g*(Mtotal*(­I*sin(fi)­ul (n)*cos(fi))+G30))­
(2*fipt*(Mtotal*ul(n)*upt1(n)t...

G31))­(2*betapt*(S*1+C*ul(n))*G32)­

((betapt“2)*G33)+((fipt"2)*(Mtotal*!*ul(n)+G34));

%

% Determinando as matrizes "ohm" e "omega"

%

ohm=[p;g;gama1;gama2;gama3];

omega=A*ohm;

%

vo

% fim do programa

Vo

%

% Os elementos do vetor omega são:
%­

omega =
1.00+003 *

0.1320
­0.3894
­0.7758
­0.9843
­1.2047
3.8966

­1.3271

> RESULTADO

0.3264

cm 1 2 3 4 5D
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APÊNDICE E ­ Determinação da matriz inversa M"' pelo processo dos cofarores.

17 IT 9474)9 Is

C, = (1) a, a, aula, an= 32 Dz Rã)

92 93 Iujãl Ip

Cn = (47293394, +AGAÇA + AZÇA3Z2Aç5 = AAzZÇAa, T AÇAzÇãa 13493047)

4 43 TÁ Ty

Ca=(­1)'27 ) 4, 43 TÁ IT
qa, 1 913 uy 94 43

Cp = (­1N)(a,97544 +AZAZÇA, + AZAA — AGA A, TAAA17493394)

TI, Dz Taj, 9»
Ca, =(­13 =(­ ) 93, 437 TT 4,

qd, 45x Iujdy Ds,

Cy = (97193294 +AFAZÇA, +AZJAZÇAO = AAA, — AdzÇA, = 993294)

9, 4 Il
5Cu =(­1) 4, 4 3a

qd, 4 93jdo
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Cu = (­1)(a, 05,043 + AZ5A3ÇA,, +AZd(Ayo = AZAÇ dao, A ,A35A,, = AHA12A,, )

O determinante de M , de acordo com o teorema de Laplace, é dado por:

A, = 9 Cy +56, +43; +a,C,

; 2
Cx» =(­1) 97,

447

Cu = (1)(axa5a, +AZAZÇA + AJA A 30 ÇA, 7 AÇA3ÇA43 7 A49330912)

4, nn; th 43
4Cy, = (1) 4, 4 5 E
4 tz IujI, Ay

Cry = (193394 + A30340 + A4033 AgA5Ay4 — A Az4A43 — A4A853A,,)

Cy = (CN)(a aa, + AAA, + AJAZA 7 AÇAÇA TA A3ÇA, = A49420,)

4a, ld; 53%
6Cy = (1) 94, 4 Fz5)057
4 44 Il,
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Cy, = (0,45, +AZAZZA,, + AZAZÇÃoo — AAA 7 A A330 = 139474)

nz Rh; A4i3 AG
4Cx, =(­1) 1 43 Anjo ds

42 Dz Au4j%% dá

Cy = (94293244 +HAZA ÇA, HA JAÇA3 — AzZAÇAa, AAA,AI)

ny nt; MN ND;

Cx, =(­1) 9 3 AI, 4x
9 4% Tu Ty

Cy, = (Día 0x9 + N3A Ay, + AJA A RN3A A, TAAA 7 497539, )

nr ho NM, 4,
6Cx =(­1) 4, o Ijd, GT»
q, 44 IuI, dy

Cy; = (A97294 + AA Ay + A4AN Ag = AÇAA44 AAA AAA,)

7 4
Cz, =(­1) 4,

da

Cu = (N(a972ds +A AGA, + A3A Ayz = AZAA 7 AAA = 3979, )

47 hd; 44 TN
Ca, =(—1)41 =(­ ) 92 437 416/89; ds

937 47 RJ DE



Ca = (1) (ax475a5, + A3A2ÇA3, + AJAÇAz = A30205, TAÇA T 49752)

4, 4d; AX, Ng
6Cp = (­1) q, 44 da, da

43, 43 Dj, A;

Cy = (a 47307, +A3A Ay, +AZAA33 — 302 Az, — A Aa, Ah, = AAA, )

7 a,
Cy = (­1) da,

x

Cy = (­1)(a 970, +AZAZÇAZ, + AJA Az, — A207,03, A A3,A, = A497As, )

4 fl); N;4, Xl,
Cy =(­1)"44 =(— ) 4 47 43/60, IT»

94, 47 453) &,

Cy = (19,95; + AZA3A + A3A3A35 — AÇZAA3; = AdA, = 397, ) .

A matriz de cofatores C é dada por:
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A matriz adjunta é a transposta da matriz de cofatores, ou seja:

C; 1
C;,

v

Cy,

oo a.
CA matriz inversa M é calculada usando­se a expressão —, então:

3 4 5 6

M
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APÊNDICEF ­ Determinação dos autovalores da matriz de Jacobi

A matriz de Jacobi para o braço robótico leve deste trabalho foi determinada no

capítulo 3 e possui os elementos previstos nas expressões de (90) a (98). Assim, a matriz

de Jacobi pode ser escrita como:
TF

T
O

O
C

O
o
o
O

OC
O

O
o

OoO
o

O
o

o
o

SS

C
O

O
O

O
O

O
O

O
O

O
O

O
O

O

P
O

O
O

O
O

"
O

OC
O

O
O

O
m

”
O

O

Para determinar os autovalores da matriz de Jacobi deve­se aplicar a relação:

M(143)=241)=0

Substituindo­se a expressão (F1) na expressão (F2), obtem­se:
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Aplicando a regra de Chio com base no elemento da primeira linha e quinta coluna
do determinante da equação (F3), este determinante se reduz de uma ordem e toma a

forma:

Aplicando­se, novamente, a regra de Chio com base no elemento da primeira linha e

da quinta coluna, obtém­se:

Aplicando­se mais uma vez a regra de Chio, tomando­se por base o elemento situado

na primeira linha e na quinta coluna, o determinante resultante terá a forma:

A

bh
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Aplicando­se a regra de Chio pela última vez, tomando­se por base o elemento da
primeira linha e da quinta coluna chega­se a uma matriz de quarta ordem que pode ser
escrita como:

O (h+cdi)
0 (h+cd)

14º (bh+od)
0 (bh+cd)

Usando­se o teorema de Laplace na última linha do determinante da expressão (F7),
obtém­se:

4º 0 O

(bx+c4­242)|0 4º O
0 o

Aplicando­se novamente o teorema de Laplace, agora, tomando­se por base a

primeira linha do determinante da expressão (F8) tem­se por resultado:

DO EA

o
(6, +c4­21º)(­2º)

Resolvendo­se expressão (F9), obtém­se o produto:

(b, +caA­2º)(­4º)

Assim, a solução da equação (F2) é:

4 (1º ­cA­b,)=O
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APÊNDICE G — Formulação da matriz de rigidez de um elemento de viga plano.

A Figura G1 apresenta um elemento de viga plano, de comprimento L, com modulo

de elasticidade E e momento de inércia ..”ÕNessa figura, (a) representa o elemento de
viga plano, (b), os esforços atuantes na viga (forças e momentos) e (c), (d), (e) e (D, os

modos de vibrar da viga.

O eixo longitudinal da viga tem um deslocamento vy =v(x).) ­ De acordo com à
teoria elementar das vigas, v(x) é cúbico para uma viga prismática uniforme submetida a

carga somente em sua extremidade, conforme indicado em (b)). ­ Conforme estabelecido
em Cook (1995), a matriz de rigidez K é determinada em função dos polinômios cúbicos

de Hermite representados em (c), (d), (e) e (D, que aproximam um elemento discreto às

Funções deforma, as quais satisfazem as condições nodais e de continuidade.

yYY2 WO7 Tx EI
NS /L. F L

Figura G1 ­ Polinômios cúbicos de Hermite
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As expressões dos N; representados na Figura G1 são:

3Xº 2x
MENTA

N,=­2­+
p 7 + (G4)

Para obter a primeira coluna da matriz de rigidez K, que é um vetor coluna definido

por fK11, K»2, K33,Ka4!, as seguintes condições são empregadas:

ek Ka
3EI 2EI

v, =1, no nodo 1

Ko K]L0.,=0, nonodo 1º > O0=
' 2El EI

Y (Forcas), =0 0=K ,+Ky,

) (momentos), 1,2 =0 > O0=K, +K,­K L
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Procedendo de maneira análoga pode­se determinar as demais colunas da matriz K.
O resultado deste processo é uma matriz que tem a seguinte representação:

2 3 4 5

­12EI 6EI |
PB LP

—6EI 2EI

LP L

12EI  —6EI

6

L L
­6El A4El

LP L |
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