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CASTILHO, A. H.. Caracteristicas dinimicas e estudo da estabilidade de um
sistema formado por um braco de robd, com dois elos nio rigidos, incluindo a
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RESUMO

Apresenta-se neste trabalho a modelagem dinamica de um brago de robd, com dois
elos ndo rigidos e duas juntas revolutas, movendo-se no plano vertical. Na
obten¢do do equacionamento matematico utilizou-se a formulagdo Newton-Euler,
junto com o método de elementos finitos € a teoria elementar de vigas.  Assim,
neste estudo, considerou-se o efeito da gravidade e, também, a acdo de uma carga

colocada na extremidade livre do brago. A analise ¢ a consideragdo destes

parametros € necessaria € de grande importdncia no estudo do problema da

estabilidade ¢ do controle do sistema. Neste trabalho, procurou-se estudar a
estabilidade do brago robético a luz do primeiro método de Liapunov. As equagdes
que governam o movimento do brago foram desenvolvidas e, em seguida,
linearizadas em torno de um valor nominal. Finalmente, a estabilidade do sistema
foi analisada baseando-se nos autovalores da matriz de Jacobi das equagdes que

governam o sistema.

PALAVRAS-CHAVE: Modelagem dinamica, brago flexivel. robotica, matriz de

Jacobi, linearizagdo, estabilidade, método de Liapunov.




CASTILHO, A. H. Dynamic characteristics and stability analysis of a systems
given for a nonrigid two link robotic arm including the gravity effects. 2003.
150f. Dissertagdo (Mestrado em Engenharia Mecénica) — Faculdade de Engenharia

do Campus de Guaratingueta, Universidade Estadual Paulista, Guaratingueta.

ABSTRACT

This work presents the dynamic modeling of a system given for an arm with two
nonrigid links interconnected by two revolute joints and a payload at its free end.
The arm is moving in the vertical plane, so it is considered the gravity effects. The
dynamic equations were obtained using the Newton-Euler's formulation together

with the elementary beam theory based on the finite element method. The analysis

of system's parameters is necessary and very important in the study of the stability

problem and it is fundamental to apply a control strategy.

In this work, the dynamic stability of a flexible arm is studied according to
Liapunov’s first approximation method of stable criteria. The governing equations
were developed and were linearized around the nominal value, also the modal
analysis method of the systems was studied. The stable criteria was established by

means of eigenvalue analysis of Jacobi matrix of governing equations.

KEYWORDS: Dynamics modeling, flexible arm, robotics, linearization, stability,

Jacobi matrix, Liapunov’s method




SUMARIO

LISTA DE FIGURAS
LISTA DE SIMBOLOS

1

1.1
1.2
2

2.1
22
25

4.1
42
4.3
4.4

INTRODUCAO

CONSIDERACOES GERAIS

OBJETIVOS _

MODELAGEM MATEMATICA DO BRACO ROBOTICO
INTRODUCAO

DESCRICAO DO PROBLEMA

DETERMINACAO DO MODELO MATEMATICO DO BRACO
ROBOTICO. . ... 22
Cinematica do movimento

Dinamica do movimento

REPRESENTACAO DO MODELO MATEMATICO NA FORMA

5 E 0 O —— 40
LINEARIZACAO DAS EQUACOES DO SISTEMA E OBTENCAO
DA MATRIZ DE JACOBI

INTRODUCAO

LINEARIZACAO DO BRACO COM ELOS DEFORMAVEIS
OBTENCAO DA MATRIZ DE JACOBI

ANALISE DA ESTABILIDADE DO BRACO ROBOTICO

FORMADO POR DOIS ELOS NAO RiGIDOS

INTRODUCAO

ESTABILIDADE SEGUNDO LIAPUNOV. ..o 66
ANALISE DA ESTABILIDADE DO BRACO ROBOTICO
ANALISE DA ESTABILIDADE DO ELO SUPERIOR DO BRACO
ROBOTICO

4.4.1 Aplicagdo da condigdo de estabilidade b, <0




4.42 Aplicagdo da condi¢do de estabilidade ¢, <0

4.5. ANALISE DA ESTABILIDADE DO ELO INFERIOR DO BRACO
ROBOTICO

4.5.1 Aplicagdo da condigdo de estabilidadeb, <0

4.5.2 Aplicagdo da condigdo de estabilidade ¢, <0

5  CONCLUSOES

REFERENCIAS

BIBLIOGRAFIA CONSULTADA

APENDICE A - Determinagio das matrizes de rotago e suas derivadas

APENDICE B — Operagdes com as matrizes de rota¢do

APENDICE C - Determinagao das derivadas da matriz M(w) e dos

vetores h(w) e h(a)
APENDICE D - Programa MatLab para determinagdo das aceleragdes

APENDICE E — Determinagio da matriz inversa M™' pelo processo dos

co-fatores
APENDICE F - Determinag¢do dos autovalores da matriz de Jacobi. .................... 145
APENDICE G - Formulagdo da matriz de rigidez de um elemento de viga




LISTA DE FIGURAS

FIGURA 1 - Configura¢do ndo deformada do brago robotico............................ 20
FIGURA 2 — Configuragio deformada do brago robotico.....................cccoooiien 21

FIGURA 3 - Sistema de coordenadas (x,,z,)para determinagdo da for¢a

total No Blo IIBEION .o 35
FIGURA 4 - Forgas e momentos que agem no elo Superior ... 37
FIGURA 5 - Forgas e momentos que agem no elo inferior................................ 38
FIGURA 6 - Classificagdo da estabilidade de sistemas ndo lineares................. .68
FIGURA 7 -~ Componentes das forgas e torques em uma haste em equilibrio...............70
FIGURA 8 Atuagdo do peso no movimento de subidadoelo......................... .85
FIGURA 9 Atuagdo do peso no movimento de descida do elo
FIGURA 10 — Posigdo relativa dos elos em fungdo dos deslocamentos

angulares
FIGURA Al — Representag¢do das coordenadas nos sistemas global e local
FIGURA G1 — Polinémios ctbicos de Hermite




LISTA DE SiMBOLOS

Termo da matriz de Jacobi para analise da estabilidade
doelo

Termo da matriz de Jacobi para analise da estabilidade

do brago robotico

Cos(¢-B)

Termo da matriz de Jacobi para analise da estabilidade

do elo

Termo da matriz de Jacobi para analise da estabilidade

do brago robotico

Forga que age no elemento 7 do elo superior segundoa [N/
orienta¢do do sistema de coordenadas global

Forga que age no elemento / do elo superior segundo a [NJ
orientagdo do sistema de coordenadas local do elo 1

Forga que age no elemento j do elo inferior segundoa [N]
orientagdo do sistema de coordenadas local do elo 2

Forg¢a que age no elemento i/ do elo inferior segundoa [N/
orientagdo do sistema de coordenadas local do elo 1

Forca que age no elemento j do elo inferior segundoa [N/
orientacdo do sistema de coordenadas local do elo 2
Componente z da forg¢a resultante que age no elo [N]
inferior

Componente x da for¢a resultante que age no elo [N]

inferior

Aceleragdo da gravidade [m.s”]

Matriz de Jacobi
Momento de inércia do atuador |

Momento de inércia do atuador 2




Momento de inércia da carga na extremidade

Matriz de rigidez

Comprimento do elo inferior

Comprimento do elo superior

Massa total do elo inferior, incluindo atuador e carga
Massa do segundo atuador

Massa do primeiro atuador

Massa da carga da extremidade livre do elo inferior

Matriz de massa do sistema

Matriz de massa do sistema com valores nominais
Massa do elemento i do elo superior

Massa do elemento i do elo inferior

Matriz de rotagdo do elo inferior
Matriz de rotagdo do elo superior

Inclinagdo na extremidade livre do elo superior

sen(¢-p)

Torque aplicado no elo inferior

Torque aplicado no elo superior

Coordenada local do ponto nodal i do elo superior

Coordenada local do ponto nodal i do elo inferior

Vetor posi¢do do ponto nodal i do elo superior
Vetor posi¢do do ponto nodal i do elo inferior
Vetor velocidade do ponto nodal i do elo superior
Vetor velocidade do ponto nodal 1 do elo inferior
Vetor acelerag¢do do ponto nodal i1 do elo superior

Vetor aceleragdo do ponto nodal i do elo inferior




Vetor posi¢do do ultimo ponto nodal 1 do elo superior

Vetor posi¢do do altimo ponto nodal i do elo inferior

Coordenada local do ponto nodal i do elo superior
Coordenada local do ponto nodal i do elo inferior
Deslocamento angular do elo inferior

Velocidade angular do elo inferior

Aceleragdo angular do elo inferior

Regido do espago de estado que define condigdo de
estabilidade do sistema

Regido do espago de estado que define condigdo de
estabilidade do sistema

Coeficiente de amortecimento do sistema
Autovalores da matriz de Jacobi

Deslocamento angular do elo superior

Velocidade angular do elo superior

Aceleragdo angular do elo superior

Vetor posi¢do de coordenadas de estado

Vetor velocidade de coordenadas de estado

Vetor acelera¢do de coordenadas de estado
Freqii€ncia natural do sistema

Vetor de forgas generalizadas




1 INTRODUCAO

1.1 CONSIDERACOES GERAIS

A grande maioria dos robds industriais sdo equipamentos pesados € que possuem
pelo menos um brago composto de um conjunto de corpos rigidos. A idéia basica, deste
trabalho, € estudar o comportamento de um brago robético leve, diferente, portanto, dos
bragos dos robds industriais normais. Para obter um brago leve € necessario o emprego
de material e dimensdes adequadas, ou seja, o material deve ser leve e a area da segdo
transversal, reduzida. O brago, neste caso, tornar-se-a flexivel o que, inevitavelmente,
causara o aparecimento de deflexdes ou, pelo menos, vibragdes, acarretando varios
problemas de precisdo e de estabilidade no seu posicionamento. Procurar-se-a estudar o
movimento do brago numa situagdo o mais geral possivel. Considerar-se-a que o brago ¢
constituido de dois elos ligados por juntas rotativas e que esta sujeito a a¢do da gravidade.
Os elos estardo submetidos a esforgos de flexdo e na extremidade livre de um deles
existird uma carga aplicada. O estudo se desenvolvera no sentido de uma aplicagdo
genérica. Pode-se imaginar o emprego deste brago em um equipamento de resgate, em
uma protese humana ou em algum equipamento leve de laboratério. O equipamento de
resgate seria, por exemplo, um pequeno robd usado para retirar uma bomba de uma
edificag@o ou, para localizagdo de sobreviventes que possam estar sob escombros de
algum prédio, que ruiu por alguma razdo. A protese humana € um brago mecénico que
sera usado por alguma pessoa em substituigdo do membro natural, quando isto for
necessario. O equipamento leve de laboratorio € um brago mecanico necessario para
operar com materiais toxicos ou contagiosos ou, até mesmo, um mecanismo de grande
precisdo como, por exemplo, um dispositivo para fertilizagdo de um Ovulo em uma
operac¢do de inseminagdo artificial. Como foi dito anteriormente, ndo se deseja estudar,
em particular, nenhum dos equipamentos acima descritos, no entanto, como o
Departamento de Engenharia Mecénica da FEG esta bastante envolvido com pesquisas na

area da bioengenharia, na expectativa de que este trabalho possa ser aproveitado nestas
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pesquisas, o movimento geral do mecanismo foi considerado como o de um brago
humano, deslocando-se num plano vertical, partindo da sua posi¢do mais baixa e
elevando-se para uma posi¢do qualquer no quarto ou primeiro quadrante. Para
simplificagdo o quarto quadrante sera designado regido I e o primeiro quadrante, regido II.
Fazendo-se a analise numa situagdo bastante geral, o equacionamento matematico contera
todas as variaveis e o campo de aplicagdo do sistema fica ampliado.

A primeira etapa deste trabalho consiste na obtengdo de um modelo matematico do
brago considerado, contendo todas as vanaveis de posi¢do, velocidade, aceleragdo e
deformagdes, tanto transversais como longitudinais.  Em seguida sera feita uma analise
com base no método dos elementos finitos e, consegilentemente, a montagem do
equacionamento matematico na forma matricial. Nesta etapa € conveniente fazer
algumas simplificagdes que sdo oportunas, sem, no entanto, perder o carater genérico do
modelo matematico. Mesmo fazendo estas simplificagdes o modelo ainda permanece
aplicavel a uma grande quantidade de sistemas mecanicos reais.

A maioria das analises dos controles dos robds industriais atuais € baseada na

concep¢do de que o brago do robd ¢ rigido e que pode ser considerado como sendo

composto por um conjunto de corpos rigidos. Portanto, a partir do momento em que 0s
angulos das juntas tenham assumido valores pré-determinados, a extremidade final do
brago do robd ocupara a posi¢do desejada. O sistema de controle torna-se mais simples
nestes casos, mas, em compensagdo, os robds construidos com estas caracteristicas
apresentam um grande peso e uma estrutura que os impede de serem movimentados, com
facilidade, de um ponto para outro. No caso do presente trabalho, onde se procura
estudar o comportamento dindmico de um brago robético ndo rigido leve, a obten¢do do
modelo matematico e o estabelecimento do sistema de controle sdo bem mais complexos.
Alguns estudos foram desenvolvidos neste sentido.

O trabalho de Cannon e Schimitz (1984), foi um estudo pioneiro na area do controle
dos bragos flexiveis de robds. Tratava-se da modelagem matematica de um brago
flexivel tnico e os resultados experimentais relativos ao seu controle foram satisfatorios.

O controle, neste caso, atuava no sentido de fazé-lo ocupar uma certa posi¢do que era
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controlada pela propria medida desta posigdo. E interessante, também, que se faga
mengdo aos trabalhos de Harashima e Ueshiba (1986) e Sangveraphunsiri (1984). Em
todos estes trabalhos existem dois pontos em comum. O primeiro ponto € que se trata de
um brago composto de um tinico elemento, com seu centro de rotagdo sobre o eixo dos z e
varrendo o plano horizontal x-y. O segundo ponto € que se trata de um brago flexivel e
modelado como uma viga cuja deflexdo ¢ representada por uma série em termos da
funcdo de auto-valores (modo normal).  Lee et al. (1987) e, ainda, Lee ¢ Wang (1988)
obtiveram, rigorosamente, as equag¢des dindmicas e projetaram o sistema de controle para
um brago unico que tinha dois graus de liberdade na rotagdo e um, na translagcdo. Estes
autores estudaram o movimento da extremidade final do brago em movimento no espaco
tridimensional € ndo somente no plano horizontal. Usoro; Nadira e Mabhil (1986)
empregaram a aproximagdo do Lagrangeano ¢ o Método dos Elementos Finitos para a
modelagem matematica de um manipulador com dois elos flexiveis. Neste estudo,

foram levantadas as equagdes dindmicas para um brago flexivel de robd, com dois elos

que se moviam no plano vertical x-z. Uma carga na extremidade do brago foi simulada

afixando-se uma massa adicional em alguma localizagdo especifica do brago. Como em
outras pesquisas do género, o método dos Elementos Finitos, baseado na Teoria
Elementar das Vigas, também foi empregado na determinagdo do modelo matematico de
tais sistemas. Nesse documento, para efeito de projeto do sistema de controle,
considerou-se que a posi¢do da extremidade final do brago pudesse ser medida e que
somente a informagdo desta medida era um sinal de realimenta¢do suficiente para o
sistema de controle. Além disso, discutiu-se, também, o procedimento geral para
formular a lei de controle.

Dando seqiiéncia a este trabalho, procurou-se verificar o comportamento do sistema
no tocante a estabilidade dinamica. A este respeito, chegou-se a conclusdo que um
caminho possivel seria a aplicagdo do primeiro método de Liapunov para o estudo da
estabilidade de sistemas ndo lineares. Para a aplicagdo deste critério de estabilidade
tornou-se necessario linearizar o sistema em torno de um valor nominal, determinar a

matriz de Jacobi das equagdes que governam o movimento do brago e fazer uma analise
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dos autovalores dessa matriz. Também com relagdo a este aspecto existem alguns
estudos feitos. A estabilidade de mecanismos flexiveis compostos de um unico elo ndo
rigido foi estudada por Badlani e Kleinhenz (1979) e por Jandrasits e Lowen (1979). A
estabilidade de mecanismos com mais de um elo flexivel foi investigada por Kalaycioglu
e Bagci (1979) e por Cleghomn; Tabarrok e Fenton, (1984), empregando-se a Teoria dos
elementos finitos, a analise dos autovalores e a expansdo em série de Fourier.

Na fase final deste trabalho, serdo estabelecidas equag¢des que permitirdo fazer um
estudo analitico do brago robotico composto por dois elos ndo rigidos e através da analise
destas equagdes sera possivel entender o comportamento dindmico e tirar conclusdes a

respeito deste tipo de mecanismo.

1.2 OBJETIVOS

a) Desenvolver um modelo matematico para um brago de robd composto por

dois elos ndo rigidos, ligados por juntas revolutas, portando uma carga na

extremidade livre de um dos elos e sujeito a a¢do da gravidade.
Experimentar um método alternativo para determinagdo da matriz de Jacobi
das equagdes do modelo matematico deste sistema, evitando o método
tradicional de determinag¢do por meio de derivada ja que este processo seria
inviavel dada a complexidade dessas equagdes.

Entender o primeiro método de Liapunov para pesquisa da estabilidade de
sistemas ndo lineares, verificando a sua aplicabilidade em sistemas do tipo
do apresentado neste trabalho.

Concluir sobre a estabilidade do brago robético ora estudado, estabelecendo
os parametros que influenciam no comportamento do sistema, ¢
determinando as velocidades criticas que devem ser evitadas durante o seu

funcionamento.
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2 MODELAGEM MATEMATICA DO BRACO ROBOTICO

2.1 INTRODUCAO

A modelagem matematica de um sistema dindmico € um conjunto de equagdes que
representam a dindmica do sistema. Na dedug@o destas equagdes deve-se ter em mente
que elas devem descrever com precisdo o funcionamento do sistema. Caso ndo seja
possivel estabelecer equagdes extremamente precisas, pelo menos, elas tém que ser
aceitaveis dentro dos pardmetros estabelecidos para o funcionamento do mecanismo. Na
verdade, um sistema dindmico pode ser representado de varias maneiras, ou seja, o
modelo matematico de um sistema mecanico ndo € unico.

O sistema que estd sendo estudado possui dois graus de liberdade, envolve
deformagdes, longitudinais e transversais, esta sujeito a agdo da gravidade e € composto
de dois elos, desta forma, no equacionamento do problema irdo aparecer varias expressdes
de forgas, relacionadas com um sistema de coordenada inercial e dois locais, € duas
expressdes de torque. Além disso, o sistema ndo € linear e suas equag¢des envolvem
variaveis das juntas e variaveis de posi¢do que, diga-se de passagem, sdo influenciadas

pela deformacdo elastica dos elementos do sistema.

2.2 DESCRICAO DO PROBLEMA

A Figura 1 apresenta a configuragdo ndo deformada de um brago de robd composto
de dois elos. O elemento assinalado com !/’ sera denominado elo superior e todas as
grandezas relativas a ele serdo identificadas com o expoente 1. O elemento identificado
por ° ¢é o elo inferior e todas as grandezas que apresentarem o expoente 2 sio relativas a
este elo. Para o estabelecimento do modelo matematico, deste trabalho, considera-se que
o brago se movimenta em um plano referencial inercial x-z. O elo superior faz um angulo
¢ com o eixo z, que € representado na vertical e orientado para cima e o elo inferior faz

um dngulo £ com a mesma diregdo vertical.
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Figura 1 — Configuragdo ndo deformada do brago robético

A configura¢do deformada dos dois elos € apresentada na Figura 2.  Nesta figura
aparecem os trés sistemas coordenados que serdo considerados. O sistema coordenado
(x, z) € inercial e sera denominado de sistema de referéncia ou global e os sistemas (Jnr‘r z! )
e (x’, z°) que estdo afixados no elo superior e no inferior, respectivamente, sdo moveis e
serdo chamados de sistemas de coordenadas locais. Quando o elo superior gira, no
sentido anti-horario, ele forma um dngulo ¢ com a diregdo vertical, isto €, com o eixo
dos z.  Por outro lado, um angulo A ¢ formado entre a vertical e o elo inferior, quando

este gira no mesmo sentido do outro elo.  Os comprimentos originais dos elos, superior

e inferior, antes de sofrerem qualquer deformagdo, sdo, respectivamente, /' ¢ . Parao

calculo das forgas e momentos que atuam nos componentes do brago, a massa propria do
elo superior sera dividida em “n” elementos infinitesimais de massa e a do elo inferior,
em “m” elementos.  Cada um destes pontos de concentragdo de massa sera denominado

ponto nodal. Portanto, no sistema como um todo, existira um total de (n + m + 1)




pontos nodais. A carga da extremidade livre do brago, de massa M, , sera considerada
como uma for¢a concentrada e localizada no altimo ponto nodal do elo inferior. As
massas dos atuadores serdo consideradas como massas concentradas nos pontos nodais
iniciais de cada elo. Desta forma, a massa do atuador 1, representada por M, , estara

concentrada no ponto nodal 1 do elo superior e a massa M;,, no ponto nodal 1 do elo

inferior.  J;, J> e J, sdo, respectivamente, os momentos de inércia dos atuadores 1 e 2 e

da carga na extremidades. Ry e Ry s@o os esforgos externos de reagdo relacionados com

0 apoio do sistema.

MP] JP

Figura 2 — Configura¢do deformada do brago robdtico

E conveniente esclarecer que, no desenvolvimento matematico, um asterisco

colocado como indice indicara que se trata do ultimo ponto nodal de cada elo, de modo




que j;l representa a for¢ca que atua no ultimo ponto nodal do brago superior e f,'.z, a

for¢a que age no ultimo ponto nodal do brago inferior. Ainda a titulo de esclarecimento,

uma letra em negrito representa um vetor coluna, assim, X representa o vetor {x, x)T.
2.3 DETERMINACAO DO MODELO MATEMATICO DO BRACO ROBOTICO
2.3.1 Cinematica do movimento

O vetor posi¢do de um “i-ésimo” ponto nodal do elo superior deformado, expresso

no sistema local deste elo, é:

’l) - {U;]azil}r (l)

onde, x e z (mintsculos) representam as coordenadas genéricas nas dire¢des x’ e z/ do
sistema local do elo superior ¢ U e Z (maiusculos) correspondem aos valores destas
coordenadas.

De forma anéloga, o vetor posigdo de um j-ésimo ponto nodal do elo inferior

deformado € dado por:
2

Usando-se a notagdo matricial, o vetor posi¢do x de algum ponto do elo superior,

expresso em coordenadas do sistema global, € dado por:

i * =‘icos¢ —sengé] x!

seng cosg

-~ v




Sendo que a matriz, que aparece na expressdo (3), corresponde a matriz de
transformacdo ortogonal ou matriz de rotagdo do elo superior. Esta matriz foi
determinada em fung¢do das condig¢des do problema, adotando-se a convengdo de que o
elo, na sua posi¢do inicial, encontra-se na vertical, voltado para baixo, e o deslocamento
angular ¢ considerado positivo no sentido anti-horario. A dedugdo da expressdo desta
matriz ¢ mostrada no Apéndice A.

Representando a matriz de rotagio do elo superior por Q', a expressdo (3) pode ser

escrita da seguinte forma:

A matriz de rotagio Q' ¢ uma matriz quadrada que atende a propriedade:
@Q)'=@)" )

Conhecendo-se a matriz de rotagdo, pode-se determinar a sua primeira e segunda
derivada. Estes calculos e algumas outras operagdes com as matrizes de rotagdo e suas

derivadas sdo mostrados no Apéndice B.

O vetor velocidade v de algum ponto do elo superior, expresso em coordenadas do
sistema global (x, ), é dado por:

i,l

1

} portanto




Similarmente, o vetor aceleragdo de um ponto qualquer do elo superior, expresso

no sistema global (x, z), € dado por:

a=0'x'+20'v' +0'a’ 7

O vetor posicdo x de um ponto qualquer do elo inferior, expresso em

coordenadas do sistema global (X, y), € dado por:

}: cosgp —seng| (U} " cos f —senﬁ] 3 @)
seng cos¢ | |Z! senff cosf | |z?

A matriz da segunda parcela do lado direito da equagdo (8) ¢ a matriz de rotagdo
do elo inferior e sera representada por 9°. Como a matriz de rotag3o do elo superior,

esta também atendera a propriedade:
Q@' =)' ©)

Desta forma, a equagdo (8) pode ser representada, de forma mais reduzida, como:
zl} = 0'x.+0%’ (10)

Os vetores velocidade v e aceleragdo a para algum ponto do elo inferior, no

sistema global, sdo calculados pelas expressdes:




2

x S (. 22 o2 2
V= { }=(_).x,,+ O.ve+ O°.x°+ QO°.v

ul
4

}zQLXLJ‘_Q]vl +lel +Qlal+ézx2+gzv2 +sz2 +Q232

az{x}=Q‘|xl+2lel+Qlal+sz2+2Q‘2v2 +Qza2

-
r

Para as equagdes acima, considera-se que:
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2.3.2 Dinidmica do movimento

A forga total num ponto genérico do sistema € fung¢do da inércia e da forga da
gravidade que atua neste ponto. Matematicamente, essa for¢a ¢ representada pela

seguinte expressdo:

0
=-Ma —Mg{l} portanto

A analise da expressdo acima mostra que quando o brago sobe com movimento
acelerado, a aceleragdo a ¢ positiva e a aceleragdo da gravidade, segundo a orientagdo
dos eixos coordenados, € negativa, indicando que, neste caso, a for¢a da gravidade é
resistiva a0 movimento. O mesmo acontece quando o brago desce com movimento
retardado. Por outro lado, quando o brago sobe com movimento retardado ou desce com
movimento acelerado, o peso proprio do sistema atua no sentido de favorecer o
movimento do brago.

No sistema de referéncia (x, z), a for¢a total que age num ponto nodal qualquer do

elo superior, identificado pelo indice i, ¢ calculada da seguinte forma:

f,=qQ f:l'

Aplicando-se as propriedades da matriz de rotagdo pode-se determinar a expressdo

que calcula a forga total no ponto i do elo superior, no sistema local (x’, z°).

=Yty e, conseqiientemente:  f) =(Q")" f;

Combinando-se a equag¢do (19) com a equagdo (20) obtém-se:




Faefaell]) = o) aeeea0vron{)

E, de uma forma mais explicita:

fil _ _M’I [(Q!)r lel +2(Ql )-; glvl +(Ql )T Qlal +(QI)T {EH (21)

Na expressdo (21), o termo M, corresponde & massa de cada um dos » elementos

do elo superior, de modo que, a massa dos elementos 2, 3, ..., n-1 ¢ calculada tomando-se
a metade da massa do elemento anterior ¢ somando-a com a metade da massa do
elemento considerado. Considerando-se um elo homogéneo e de segdo transversal

constante, a massa destes elementos serdo iguais e, desta forma, as massas M, , para estes

elementos, serdo as proprias massas de cada elemento.  Para o primeiro ponto nodal, no

entanto, a massa M, sera a soma da metade da massa do elemento 1 com a massa do

atuador colocada na sua extremidade. A massa do Gltimo ponto nodal do elo superior é
calculada somando-se a metade da massa deste elemento com a metade da massa do

atuador colocado entre os elos.

A posigdo, a velocidade e a acelera¢do, em termos das coordenadas locais, s3o:

(22)

Portanto, substituindo-se os produtos (Q' )T d' (0 )r 0 e (0 )ir 0" pelos resultados

obtidos nas operagdes com as matrizes de rotagdo e suas derivadas, constantes do

Apéndice B, na equagdo (21) e considerando os valores das coordenadas previstos em




cada vetor da expressdo (22), chega-se a expressdo da forga, seguindo o desenvolvimento

matematico abaixo.

-¢p -4 |[U' L -9 |[U! i
i 4ll2]" o )l2
_{I 0}{{2!'}+|:cos¢ senﬂ{()}}
0 1||Z'| |-senp cosd||g

POl B o427 )
() | +oU —gpZ! +4U! Z! gcos¢

£l (x)=M] (¢gU, +$2} +24Z! - U, - g seng) (24)

f1(2)=M}(~U! +94Z! - 24U} - Z - g cos $) (25)

A equacdo (24), juntamente com a equac¢do (25), fornece as componentes da forga
que age no elo superior na diregdo x e <z , respectivamente, calculadas segundo a

orientago do sistema local de coordenadas (x', z').

A forga total que age num ponto qualquer do elo inferior, identificado pelo indice j,

expressa em coordenadas locais (x', zl), ¢ calculada da seguinte forma:

f}Zl :(Ql )"r f.
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O Calculo desta forga se faz necessario para a determinag¢do do torque que age nos

elos, no sistema local de coordenadas.

iff ; s T 0
£ =-m3(0') {Q'xl +20'vi+Q'a + 0% + 20V + 0"’ +{ ”
g

£ = —Mf((Q' ) O'xi+2(0") O'vi+(0') Q'al+(Q') O+

2(Q) 0 +(2') @'’ +(2 ){2” (26)

Na expressdo (26), o termo M f corresponde a massa de cada um dos m elementos do

elo inferior, de modo que, a massa dos elementos 2, 3, ..., m-1 é calculada tomando-se a metade
da massa do elemento anterior ¢ somando-a com a metade da massa do elemento considerado.

Considerando-se um elo homogéneo e de segdo transversal constante, a massa destes elementos
serdo iguais e, desta forma, as massas M, para estes elementos, serdo as proprias massas de
cada elemento.  Para o primeiro ponto nodal, no entanto, a massa M sera a soma da metade

da massa do elemento 1 com a massa do atuador colocada na sua extremidade. A massa do
altimo ponto nodal deste elo € calculada somando-se a metade da massa do elo em questio

com a massa da carga colocada na extremidade final deste elo.

Substituindo na equagdo (26) os resultados obtidos nas operagdes com as matrizes de

rotag¢do e suas derivadas, constantes do Apéndice B, obtém-se:

e-{Fi- % 30 e




[;?sen (¢-B)- ﬁ '. cos(g-3) —?cps(gﬁ-ﬁ) —{i{Bsen(g&-ﬁ)HU}z } .
Beos(g-p)+ pBsen(¢-B)  Psen(p-p)—- fBcos(¢-B) :

[ﬂsen(gﬁ B) -fcos(d— ﬂ)HUI}J{ cos(¢— ) -ven(é—ﬁ)}{f:/:j’}+
Beos(g—B)  Psen(p- ) -sen(p—p) cos(p—p) || Z;

cosg seng {0}
[~sen¢ cosgé] g

Desenvolvendo os produtos das matrizes pelos vetores, tem-se:

—MI[ {_‘?’.‘w‘] _.éz‘l}u{ ~¢2 } {(f]}+
"\ |+gUL - do2Z! +¢U! Z,

[Bsen(g—p)= BBeosio— P JU; +[-Beosié-B)- Bbsents-$)]Z}|
[ Beos(@ - B)+ fsen(d— B) |U} +[ Bsen(p— B) - B cos(g - ) | 2]

ﬂU%mw B)— BZ? cos(¢- ﬂ) U? cos(p— B)+Z sen(¢— B) " { gseng }J
ﬁU F cos(¢— )+ BZlsen(p— ﬁ) ~U?sen(¢— P)+Z} cos(p—p)| | gcosé

Fazendo-se uma melhor organiza¢do dos termos, a expressdo matricial acima pode

Ser escrita como:

e (pama v

BU sen($— )~ BRU cos(p~ B) - BZ cos(p— )~ BBZ]sen(9— )|
PU; cos(¢~ )+ BU  sen(p~ B) + BZ;} sen(¢— )~ BPZ; cos(é~ B)




5 B(?f,g-en(¢~ﬁ)—32f cos(¢— f) n U? cos(¢— p)+Z’sen(¢- B) +{gsen¢ H
[?Uf Cos(;é—ﬂ)-t-[i‘i’jven(qﬁ-ﬁ) —(-ffsen(q}—ﬁ)+ff cos(¢— f) gcosg

Chegando-se finalmente na expressdo:
J -¢Z. -¢Z.| |U:
Bis] T e 10 9
QU — ppZ! U, Z,

~(=BU? + BBZ*)sen(p— B)—(BZ} + PBU? ) cos(¢ - ﬁ)}
(BZ*+ BPU)sen(p - B)—(-BU? + BBZ*)cos(¢ - p)

2{;3U2\m(¢ B)- pZ? cos(¢- ﬁ)} {(?fcos(¢~ﬁ)+ffsent¢—ﬁ)}+

PU? cos(p— B)+ BZsen(¢p— B)| | -Ulsen(¢— B)+Z; cos(¢— B)

{ gseng }) @7
gcosg

Da equacdo (27) obtém-se as componentes da for¢a que age no elo inferior, nas

dire¢des x e z, com relagdo ao sistema local de coordenadas (x",z’ ).
S (x)=M][$PUl+$Z1+28 2! - Ul +(- U} + BBZ])sen(p— B) +
(BZ] + BPUT) cos(¢ ~ B) =2 U sen(p— B)+ 2 PZ] cos(¢ ~ B)~U ] cos(¢ — f) -

—Z sen(¢ — p)— gseng |
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S (2) = M [0 + 6972 =260 = 21+ (=22 - RU)sen(p - )+
(~BU? + BpZ2)cos(p— )= 2 U} cos(g - )~ 22} sen(d— B)+ U sen(p — ) -
7% cos(g~ B) - g cosg ] %)

A forga total que age em um ponto qualquer do elo inferior, representada pelo indice

P . 2, ]
J, expressa em coordenadas locais (x°, z°) € calculada da seguinte forma:

0
£ =[Q’)T f, ,sendo f, =—Mf[a+{g}]

O Calculo desta forga se faz necessario para a determinagdo do torque que age nos

elos, no sistema local de coordenadas.

.. . .. . 0
2 =-M*(0Q )T (Q'xl +20'v. +Q'al + 0*x* +20°v? + 0’2’ +{ }J
g

(2 =-m3((02) Ot +2(0%) O'vi+(0?) Qe +(0%) O

J

Substituindo na equac¢do (30) as expressdes estabelecidas no Apéndice B, obtém-




2 -f;u(r)}
= 5
P {0
_ M:([—éfsenw ~B)-gbcosié~p) ¢ cosw—mﬂ_ﬁésenw—m} {uz}+
§oos(p— ) ppsen(p— )  —psen(d— P)-dpcos(¢- B)

pcos(p~f)  —psen(¢p~ ) sen(¢p—p) cos(¢-p)

7 el T k= 2

Desenvolvendo os produtos das matrizes pelos vetores, tem-se:

. [£2()
T {ff’(Z)}

[cﬁsanw p) ~peosg- ﬁ)} {E?‘}+[005(¢-ﬁ) —sen(¢~ﬂ)J {q:}+

.y U ~fsen(p~ )~ dgcos(¢ - B) |+ 2. [ ~Feosip=p) + dgsend=P) ||
U.[ §cos(g— B)—ddsen(p— B) |+ Z.[ ~fsen(p— B)— dd cos(¢ - /3)]

s {*U.'ésen(qi} - B)-Zcos(p- ﬁ)} : {U' cos(¢— B)— Zlsen(¢ - ﬁ)}
Uspcos(p— )~ Zipsen(p—P) | |Ussen(p— B)+Z. cos(¢ - B)

[ o290 )
Ulp-Z:pp +U02B| |2} |gcosp

Fazendo-se uma melhor organizag¢do dos termos, a expressdo matricial acima pode

ser escrita como:




i H Ulgsen(p~ B)~U.d cos(¢— B)~ Z\p cos(p — B) + Z\dsen(s - ﬁ)}
U'dcos(p~ B)-U'dgsen(p— B)— Z\sen($~ B)~ Z 4 cos(é - B)

~2Ugsen(¢ - B)-22i¢ cos(g - p)| _ [Ulcosip-B)-Zisen(p-B)]
2Widcos(g— B) 27 gsend— B) | |U'sen(g— B)+ 7' cosid— )|

~UBp-Z2p N -27’p p Uz | &sens
UB-Z' BB W22 {gcosﬁ

Com base na equagdo (31), as componentes da forga que agem no elo inferior, nas

diregdes x e z, expressas no sistema local de coordenadas (x°,z°), s3o:
[ (x) = M][Ulgsen(p~ ) +U.ggcos(p— )+ Zig cos(¢ - f) - Z.dpsen($— B)+
20.¢sen(p- B)+2Zipcos(p— B)-U. cos(¢— B)+ Zisen(p— B)+U’ BB+
Z}B+2Z2 U’ - gsenpf]

FP(2)=M’[-Ulgcos(¢— )+ U.dpsen(¢— B)+ Zigsen(¢— B)+ Zidpcos(p - B) -

2U.$cos(¢— B)+2Z psen(p— B)—Udsen(p— B)-Z! cos(¢- B)-U’B +

Z}BB-2U°B-7? - gcos Bl




Para facilitar as operagdes matematicas, a for¢a total que age no elo inferior sera

calculada em um sistema de coordenadas (x,,,:p) paralelo ao sistema local (x',z‘) e com

origem na junta que liga os dois elos, conforme mostra a Figura 3. As posi¢des das
massas “Ma,” (do primeiro atuador), “Ma,”, (do segundo atuador) e “M;”, (da carga

aplicada na extremidade livre do brago inferior), também sdo mostradas nessa figura.

Figura 3 - Sistema de coordenadas (x 592 p)para determinagdo da forga total no elo inferior.

A forga resultante no elo inferior tera as componentes “F,” e “F,” , de tal modo

= { r }= 2 (34)

,=1




Desta forma, as componentes “F,” e “Fz” serdo dadas por:

m

EVAC RN NAC

J=1

ZM ($pU: + 22 +292. - U - gseng) +

J=1

M2 BZ*+ BBU? +2872* -U*)cos(p - )+
2 M;[(42]+ BBU; +242} -0} )eos(4- )

(=BU? + pBz2 ~2 0% = 7 ) sen(@- ﬁ)]

iM (—PU: +4gz. —24U. - 7! - g cos §) +

J=1

S M[(-BU? + ppz} ~2pU? - 7)cos(¢ - B) +

J=1

(-Bz? - ppU? -2p32? + 0 sen(g - ;3’)] (37)

As componentes F, ¢ F, podem ser calculadas, respectivamente, pela equagdo
(36) e equagdo (37) e correspondem a forga total que age no elo inferior. Para o calculo
do momento atuante no elo superior, estas componentes serdo consideradas, devido a
interacdo de um elo sobre o outro.  Assim, a componente da for¢a que age no altimo
ponto nodal do elo superior, na diregdo x , sera calculada fazendo-se a soma da
componente x da forga especifica deste elo aplicada no ponto nodal considerado ¢ da
componente total F,, . O mesmo raciocinio pode ser aplicado no céalculo da componente z
da forga que também age neste ponto nodal.  Ainda referindo-se ao calculo do momento
que gira o elo superior, vale lembrar que deve ser considerada a reagdo do momento que
impulsiona o elo inferior. A Figura 4 mostra as forgas € 0s momentos que atuam no elo

superior € permite visualizar a composi¢do de for¢as acima descrita com maior facilidade.
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Nesta figura deixaram de ser representadas as for¢as externas tendo em vista que

elas foram incorporadas na for¢a que atua em cada ponto nodal.

L (2)+F,
Figura 4 — Forgas e momentos que agem no elo superior
O torque 7> que age no elo inferior pode ser calculado com base no sistema local de

coordenadas como apresenta a Figura 5. Com base na Figura 5 e considerando a

condi¢do de que o somatorio dos momentos € igual a zero, pode-se escrever que:

Fr=l = Tz+i[f,”(x)zf+ﬁz(z)uj]=o

m

T,=-YM? [(tf.‘é&'~ Zigp+ 20!+ 2 )sen(¢- B) +

(Uigd+ 2.4 +22.9-U2)cos (¢ - B) - gsen B Z} —gM_f(Uf;?ﬂ+2jj3’+2z'fﬁ—(if)zf =

iMf I:(—U.'éf+ Zigp 209~ 7. )cos(¢ - B)+(U.dd+ 2. +22:¢~U. ) sen($- B) -

s=




geos flU -3 M? (-UiB+Z:pp-20p-22)U;
J=1

LE(

Figura 5 — Forgas e momentos que agem no elo inferior

Analogamente, a expressdo do torque 7 que tera a seguinte forma:

Yh=0 = =T +i[f;' (x)Z +j;'(:)U"]+[ﬂZ.' +FU. =0

i=l

m

1,==> M:[(U§-Zigp+20.4+ 2. Jsen($- B)+

1=l

(Ugd+ 2.3+ 22.4 - U.)cos(p - B) - gsen B] 2 —ZMf (UIBB+Z:B+2Z2:p-U} )z} -
=
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imf[(w,'a; +Zi4¢-20.9 -7 )cos(¢ - B)+(Usdg+ Zi§ +22.¢ - U ) sen(¢ - B) -

geos B|U? - i M} (-UIB+Z:pp-20:B-Z2)U: - iM" (40U, +4z! +2¢2} -U')z! +
J=1 =1

Zn: M gsengZ' - Z M! (-&U,‘ +@pZ! - 29U} - 7! )U,' 1 z M'gcosgU' —
i=1 =1

=1

M? (qfvgﬁU.’ +@Z) +2¢2! -U! - gsengﬁ)Zf - iMf [(ﬁZf +fpU +2BZ} -U? )cos(qai -B)+
(AU + gz} -2pU% -7} )sen(9-B)] 2 —iMf(—éfU.' +§pZ. - 29U - Z! - gcosg Y. —

z M}[(-BU} + BBZ} - 28U} - 2} )cos(¢ - B)+(-HZ} - BBU ~2B2} + U} ) sen(p- B) .

(41)

As equagdes finais das forgas e dos torques que agem no brago, conforme se
desejava no inicio do trabalho, sdo consistentes e representam uma situagdo o mais geral
possivel para o caso analisado. Nelas aparecem os efeitos da gravidade, das
deformagdes sofridas pelos elos, tanto as longitudinais (ao longo da coordenada local z)
como as transversais (na dire¢do da coordenada local x), da carga colocada na
extremidade livre do brago e dos atuadores instalados nas juntas.  Além disso, admite-se
que o brago possa se mover com movimento uniforme, acelerado ou retardado.
Portanto, este modelo pode ser aplicado em muitos tipos de mecanismos, dentre os quais
se incluem as aplicagdes sugeridas na introdug@o deste trabalho, at¢ mesmo para aquelas
que exigem sistemas de extrema sensibilidade como os equipamentos de laboratorio.

As expressoes das posigdes, velocidades e aceleragdes, determinadas no item
relacionado com a cinematica do movimento, em conjunto com as expressoes das forgas €
dos momentos, deduzidas no item relativo a dindmica do movimento, compde um
conjunto de equa¢des matematicas que descreve o comportamento do sistema. Portanto,
pode-se dizer que ja se dispde de um modelo matematico do brago robotico leve, com

dois elos ndo rigidos, no entanto, existem certas caracteristicas do sistema, como, por
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exemplo, a rigidez dos elos, que ndo aparecem neste equacionamento € que Ssdo
importantes para a analise do movimento do brago. No sentido de melhorar este modelo,
em seguida serdo introduzidas estas caracteristicas necessarias para analise do seu

comportamento e sera feita a representagdo do sistema na forma matricial.

2.4 REPRESENTACAO DO MODELO MATEMATICO NA FORMA MATRICIAL

Para a representa¢do das expressoes de forga e torque, obtidas anteriormente, na forma
matricial, seguir-se-4 o desenvolvimento de Clough e Penzien (1982), no qual se
considera o amortecimento estrutural igual a zero.  Eles obtiveram, para uma viga em
balango, submetida a ac¢do de for¢as somente ou, a a¢do de forgas e torques, as expressoes
que relacionam estes esforcos com a deformagdo da viga. Segundo este raciocinio, a

representagdo matematica do elo inferior sera:
KV =f% (42)
onde, K ¢ a matriz de rigidez (2mx2m) para uma viga sujeita unicamente a esforgos

mostrada na expressdo (G9) do Apéndice G, e ¥* ¢ f** sdo vetores constituidos pelos

seguintes elementos:

V2= {Ulz,le,UZZ,Zg,U:_ZJZ,___,U:,,Z:; }T;e

£2 ={ £2(2), £2(2), S2R LR L2 O, FP @, SR L2 Y

Para o elo superior, devido a ag@o do torque 7> na extremidade livre do elo, a expressdo

sera dada por,




Vi={Ul, 2 08,2, 0828, UL 2

T
)

fl= {f{l(x),fl'(:), L0 L), @) 116, f,,l(Z)}
os fatores K’; K; K' e & sdo segmentos da matriz de rigidez do elo superior.
Assim se a matriz de rigidez for uma matriz quadrada de ordem r , K’ serd uma matriz

quadrada de ordem (r-/), K ¢ K" serdo vetores com (r-/) elementos ¢ k é um valor

escalar, ¢ o fator s € a inclinagdo da extremidade livre do elo superior, determinada pela

relagio d(%i: .

Desenvolvendo a expressdo (43):

K'V' +Ks f! K'V'+Ks=f'

K'V'+ks| |T, K'V'+ks=T,

de @

substituindo ® em Q)

KT, KK'V'
-

K'V'+

4 KT.
f' portanto, [K‘— Kk )V‘+ 2 =f' e fazendo-se

k k
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(44)

Na sequéncia deste estudo, considerando, principalmente, que a proxima etapa € a
analise da estabilidade do sistema e tendo em vista um futuro estabelecimento de uma
estratégia de controle, torna-se oportuno, sendo at¢ mesmo recomendavel, que se aplique
algumas hipoteses simplificadoras, a fim de viabilizar a anélise pretendida. Neste

2

sentido, ¢ sabido que a deformagdo ao longo dos eixos z"* | isto &, a dire¢do longitudinal
dos elos, ¢ muito pequena, podendo ser desprezada sem comprometer o resultado da
pesquisa.

Desta forma, como a aceleragdo na dire¢do z € nula, a for¢a que age num ponto

nodal qualquer do elo superior tera apenas a componente x e sera dada pela expressio:
fHx)=M! (- Ul +2Zl¢+U}dp - gsen ¢) (45)

A for¢a que age num ponto nodal genérico do elo inferior também sé terda a

componente x e podera ser calculada pela expressdo:

f2=M [—f_'}f +Z:+U? BB - gsenB—CU. +2SUp+(CZ; + SUL) g +(-Sz; +CU! )éé] (46)

Na equagdo (46), com o objetivo de torna-la mais concisa, usou-se os simbolos
abaixo, que serdo também usados nas demais equagdes que serdo apresentadas daqui para

frente.

C=cos(d-B) e S=sen(d-p)

A componente “F,” sera dada por:




F, =M, (- U + Z)§ + U gg - gseng)+

+ iM 22+ (cz2 - su? )i - 25402 +(s22 + cu?)g]
J=1

m
onde, M,,,, =ZM % ¢ a massa total do elo inferior, incluindo as massas do atuador e da
j=1

carga da extremidade livre, pois isto foi estabelecido por ocasido da discretizagdo dos elos
€ a conseqilente concentracdo das massas nos ponto nodais. Desta forma, a massa do
atuador, colocado no inicio deste elo, deve ser considerada na determina¢do da massa do
seu primeiro ponto nodal e, da mesma maneira, a massa da carga colocada na outra

extremidade do elo deve ser considerada no calculo da massa do seu ultimo ponto nodal.

As expressdes simplificadas dos torques sdo:

L i Mzt + ezt v s Y <(czize wsutz + 52U ~CUE Y- (2222 <202 i =

J=1

~20M(SZ2 ~CU?p+ 20U B+ g(Z2senf+U? cos )+
(sziz? -cuiz? -cziu? -suiU? g (48)

T, = iM 2|z (6724 5102 Y (€21 22 = B P BT - CO R = 02 < B B

J=l

—20X(SZ2 ~CU Jp+2U0* B+ g(Z3senB+U? cos B)+ (82122 ~CUZ? —~CZIU? -SUU? g +




i Mizi0tem, iz vlczl -sul )i M+ g, (2220 + U )+
i=l

1=l

iM,‘ s )}B{iﬁff[(—('z.' +SUL Yz + (52! +(.'U.‘).ff]}—
i=1

1=l

i=l =1

M, (- ZLseng 11} cos g )+ Z M (~Z'seng—U' cos ¢)} + 24?{M UL+ Z M'U'U! }u

25(s22 +CU )Y MU + ﬁﬁ{ S mif-czt+sUtp2 - (52! +CUL)Z? ]} -
=1

J=l

2&@(,«4,&& ZU +Y M!ZU| J (49)

=1

Dada a complexidade das expressdes acima e visando equacionar o problema de
uma maneira mais racional, torna-se interessante equacionar o sistema na forma matricial
e, para isto, ¢ necessario definir uma matriz A" que sera determinada usando-se as
expressdes das forgas ¢ dos momentos simplificados obtidas neste item em combinagdo
com a expressdo (42), juntamente com a expressdo (44).

Fazendo-se estas substitui¢des, obtém-se um sistema de equagdes que, apods sofrerem
uma reorganizacio de seus termos, pode ser escrita na forma matricial, de acordo com a

seguinte expresso:

A'd=Q

dag ey e e T
4 UL U, .., U2, U, B, ¢}

o={0), 0, ..., U,

)
Q= i Py o B Wi Bos 5 Goas Yo Fo V)

Para que a matriz A” tenha as caracteristicas acima assinaladas tera que ter a forma:




Os elementos que aparecem na matriz A sdo:

=diag[ M| ,M},M},. .M ]
a, =diag [Mf,Mj,M_f,.‘.

—I'4

A
A

3

1
Mﬂ + M.‘am.‘

4,=3 M (Uiz-z322)

A=Y (VU -2} )+ M, (U - Z2Z})

=l

Ay =~ ZM 4 +sZM~U

=1

A =CYM:Z}+SY MU}
=1 =1

4, =—(ZiC+US) S M?Z2 = (235 -UC) 3 MU
=l

J=l

4, =(-Z\C+US)Y M2 +(Zi5+UIC) S MU

/=l 1=l
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-M|Z}
-M)Z)

_M!z!

_'M;l:-lz,:—i N
Mz} -ME(UiS+ZiC)]
-M3}z; -M;(US+Z!C)
-M?z} -M}(U!S+Z!C)

-M2ZE -ML(UIS+ZIC)

CM} CM? CM} CM}
Mz} M;Z; M;Z; M.z}
ME(-UIS+ZIC) M}(-US+Z.C) M}(-US+Z.C) .. M}(-U.S+Z.C)

O vetor £2 tera os seguintes elementos:

p,=-> KU\ - M gseng + MU\ ¢ -(“" 4 )'1;
J=1

q,=-Y KU - M}gsenf+2SUM} + UM} +(-SZ! +CU. ) ppM
=1

Yi= '"E:;K;f)r; +(A/f:: +1’mewy]jé¢;—(!<%)?; —(:M:#-Mmd)gsen{é_

28 BiMfo +5[3i(szf +CUM?
s=1 1=l
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7.=T, —gi M?(senBZ} +cos BUT)+ 2t}.'¢3iM_f (sz2-cu?)-

= =

wi M:[(sz:-cul)z; -(czi +su! )Uf]+ 2 5,92.145 72
J=! J=

y,=T-T,+ g[Mw,a, (~Ziseng-U: cos;é) - iM,' (Z!seng-U! cosqfo)} -

=1

24 (MWU.‘U.* + Z M}U,‘U] -28(sz:+cu. )iMfo #
=l

J=l

{iM_f [(czi-sul)U}+(sz +(.‘U.')Zf]} BB+

J=1

=1

2[Mmmf Z'l{}‘! + Z Mll Zil []:I Jé¢

A primeira vista pode parecer que as expressdes a que se chegou ainda sejam muito
complexas para qualquer tipo de calculo, no entanto, trabalhando-se com a forma
matricial da expressdo (50) e usando-se os recurso do calculo numérico por computador,
torna-se perfeitamente possivel trabalhar com estas equagdes. O Apéndice D mostra um
programa MatLab que foi desenvolvido para determinagdo dos elementos do vetor & .
Para o calculo destas aceleragdes, toma-se a matriz A com seus valores numéricos e
determina-se a sua inversa 4 , em seguida aplicam-se os resultados na expressdo (50)
invertida que tera a forma: ®=A4Q . Pretende-se mostrar, com este programa de
computador, que o0 modelo matematico do brago robético desenvolvido até este ponto do
trabalho, embora constituido de expressdes algébricas muito extensas, gragas ao seu
desenvolvimento na forma matricial, pode, perfeitamente, ser usado na determinagdo de
pardmetros desconhecidos do sistema. No desenvolvimento do programa foram

colocados varios comentarios, de modo a torna-lo auto-explicativo.




A titulo de exemplo, o programa foi rodado usando-se valores hipotéticos e

considerando-se cada elo dividido em trés elementos, e resultou em valores de aceleracdo

conforme mostra o Apéndice D.
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3 LINEARIZACAO DAS EQUACOES DO SISTEMA E OBTENCAO
DA MATRIZ DE JACOBI

3.1 INTRODUCAO

Manipuladores roboticos leves, do tipo que estd sendo estudado neste trabalho, sdo
sistemas ndo lineares. Eles apresentam uma oscilagio em torno de um ponto de
equilibrio, que corresponde a posi¢do do corpo rigido, provocada pela deformagdo do elo
ndo rigido do sistema, conforme apresentado por Shabana (1991), no item que estuda a
vibragdo transversal das vigas.  Esta oscilagdo poderd ser de pequena amplitude,
dependendo das caracteristicas do brago robotico  Nestes casos, o sisttma pode ser
linearizado em torno do ponto de equilibrio. Esta € uma técnica bastante empregada para
analise de sistemas ndo lineares, pois, através da linearizagdo de equagdes ndo lineares €
possivel aplicar os métodos de andlise de sistemas lineares e, desta forma, obter
informagdes sobre 0 comportamento do sistema.

Uma maneira de linearizar um sistema ndo linear € fazer a expansdo da fun¢ido ndo
linear em série de Taylor, em torno de um ponto de equilibrio, € desprezar os termos de
ordem superior da série. Assim, considerando um sistema cujo valor instantaneo do
sinal de entrada é x(t) e o valor instantidneo do sinal de saida, y(?) pode-se representar,

matematicamente, a relagdo entre o sinal de entrada e o de saida pela expressdo:

y=fx)

Se as coordenadas do ponto de equilibrio for ¥ e y, a expansdo em série de Taylor,

em torno deste ponto sera:

y=f ()= £ @)+ L(x-5) 4 2 S L (-7




como se partiu da hipdtese que o sistema varia muito pouco em torno do ponto de

equilibrio, a diferenga (x-X)¢é muito pequena e, desta forma, os termos de ordem

superior, partindo-se do termo ao quadrado, podem ser desprezados. ~ Assim,

y=y+K(x-X)

sendoque, 7=f(X¥) e K==

deste modo: y-y=K(x-X)

Pela expressdo acima, verifica-se que (y-y) é proporcional a (x-X),
configurando o comportamento linear do sistema definido por esta fungdo. No entanto,

esta consideragdo somente ¢ valida na proximidade do ponto de equilibrio, onde (x-¥) ¢

muito pequeno.

Dazzo e Houpis (1984) mostra como se aplica este processo no caso do sistema ndo

linear ser modelado no espago de estado com uma equagdo do tipo: x= f(x), que possui

pontos de equilibrio x,, tais que f{xg) = 0. As variaveis de estado, neste caso, podem ser
escrita da forma x = x, + x_ , onde x representa o afastamento do estado de equilibrio x,,
Se tal sistema apresenta um afastamento do estado de equilibrio x, muito pequeno, cada
um dos elementos de f{x) pode ser expandido em série de Taylor em torno de cada ponto
de equilibrio.

Como se esta considerando que o afastamento em relagdo aos pontos de equilibrio x,
¢ muito pequeno, os termos de ordem superior da série de Taylor podem ser abandonados,

0 que resulta na seguinte equacao de estado linear variacional:




ax,

onde, J, ¢ chamada de Matriz Jacobiana.

3.2 LINEARIZACAO DO BRACO COM ELOS DEFORMAVEIS

Antes de se iniciar a linearizagdo do sistema, torna-se mais interessante modificar a
forma da equacdo (50), desmembrando o vetor Q em dois vetores h(@,®) e 7, de tal

forma que estes trés vetores atendam a seguinte relagdo:

Q=1-h(0,0) (52)

onde: h(w,w) é um vetor que envolve as variaveis de deformagdo e velocidade e

T ¢ um vetor que representa os torques aplicados nos elos.

Representando-se a matriz A por M(w) e considerando o desmembramento da

expressdo (52), pode-se escrever que:

M@)o +h(o,w)=1




sendo que o vetor h(®,) tem a seguinte definigdo:

) T
h(w,0) = {hph wP2s s 5 Pacis 09> 0925 <5 09m> 0?10 1Y 25 JJ"J}

!

onde: ,p =Y KU +Mgsenp—MU'pp
j=1
vd, = O KU + M gsenf—2SUSM} - fRU M} +(SZ! - CU. ) oM
j=

2= S KLU+ (gseng—Ugg) (M + M, )+ 25 5 MU? -
J=

J=l

BBY. (522 +CU?)M?
J=1

¥ = giM_f(senﬁZf + cosﬁ(ff)—.?(;’.'éiMf(SZ.i —(,'Uf)+

J=l J=1

283 MU + 4¢3 M? [(sz:-cut)z} -(czi+sui)ut]
J=1 J=1

oY= —g[M,,M (~Ziseng—U. cos ¢)- i !(Z!seng+U! cos¢):| +
i=]

2.;5[144,0,&(./:{?.‘ +) Mg'U,‘U] +2B(SZH+CU) Y MIU? +
=1

=1

{ilM H(czi-su)u; +(sz: +(_,‘U.')Zf:|} BB+
=

2[MWZ,EU.' +Y M!ZU} Jw
=l

T
esendo Tz{,pp ,pz: sees ,P,,_p» ;q]:! rqza vEry rqm> r}/IS ryl’ r}’fi}




Linearizando a equac¢do (53) em tormo do valor nominal & e assumindo que:

@ =0+ 0w
O =0+0@
@ =&+ 0d

T=T+0r

M(& + SwXd + 6@) + (@ + 36,6 + Sw) = T+ J1

M (@K@ +3&)+ M(S0)é + 6d) + h(@,d) + h(d6, w) = T + do

M (&)d + M (@)56 + M (30) & + M (60)6 + h(@, @) + h(66,00) = T + ST
M(@ + Sw)d + M(H)5@ + M (80)56 + h(@, ®) + h(d@, 6w) = T + 57

M (@)é + M (0)56 + M (8w)d + W@, ®) + h(66,6w) = T + 5T
M (@)@ +M(@)56 + M(w - dXé — &)+ h(@,d) + h(d,dw) = T + 57
M (@) + M (&)56 + M ()@ — M (0)é —
M (®)é + M (&)éd + h(@,d) + h(do, 5w) = T + 5t

M(®)8é + M(0)d — M(®)é + M(B)d + h(@d, D) + h(5a, 0w) = T+ 5T

M (6)(86 - @)+ M (0)(@)+M (&)(B)+ h(@,d)+h(56,0w) =7+t




M (@) (&) + M (@)(d)+M (&)(&)+h(@,d) + h(5d,60) = T + 5t
M (@) +h(®,d)+h(5,00) =  + 5 (54)

Expandindo a expressdo (54) em série de Taylor, em torno de @, € abandonando-se

os termos de ordem superior, tem-se:
M @)+ M (0~ 3)5 + M@ -B) + b, 5)+ D@~ d) + (w-d) = F + 62
ow oo oo

como (w-@)=d0w: (@-0)=60 € (d-d)=5d

oh

M)+ M (s0)s + M(5)86 +h(d,d) + 236+ 300 = 2 +81 (55)
Jw Jo ow

A expressdo (55) pode ser escrita como uma soma de duas parcelas, onde a primeira
M@)o +h(a,d) =T (56)
e a segunda € obtida subtraindo-se (56) de (55), que resulta em:

M (&)0éd +§—Ai(5a))('{) +a—;_'663+ a—hﬁm =dr
Jw oo ow

fazendo-se gi’izhz(fé,@) ¢ o+ @,0,») e substituindo-se em (57),
) )

chega-se em:

M ()86 +h, (0, )86 +h,(d,0,d)d® = &t




ou, de outra forma:

86 = —M ' (@)h,(@,)d® — M~ (@)h, (&, d,>)00 + M~ (@)dt

Na forma matricial, a expressdo (59) sera dada por:

Para representar a equagdo (60) de uma forma mais compacta, representa-se o vetor

0 I

@ -Mh M~

ow 0] S .
_t por x, de modo que o vetor P sera X, a matriz

o

0 o
vetor { i } por B. Com estas substituigdes a expressdo (60) se transforma em:
T

3.3 OBTENCAO DA MATRIZ DE JACOBI

Tomando-se um vetor de coordenadas generalizadas y={5y,6 y}r , de modo que
y={6y, Sj?}r e escrevendo-se a expressdo (60) em fungdo deste vetor:
0 I

y= f(r,y)=[_ i




Desenvolvendo-se a expressdo (62) em série de Taylor, em torno de um valor

nominal 7, e considerando-se apenas os termos de primeira ordem:
QR g Fgf "
y=f,N+—u-y)
oy

!
o, } a expressdo (63) tera a seguinte forma final:
—/ i-,

-Mh, -M

0 I
)'/=[ it ](y")")+f(f,5/)

Por outro lado, na vizinhanga da solugdo j(r), pode-se linearizar o sistema, por

meio da matriz de Jacobi, usando-se a expressdo apresentada por Hongzhao, Xianmim e
Weiquing (1994).

y=Jt,)y=-9+/(t7)

onde .J(t,y) € a matriz de Jacobi de f(s,y). Assim, comparando-se a expressdo (64)

com a expressdo (65), verifica-se, com certa facilidade, que a matriz de Jacobi para o

sistema estudado é:
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Reducdo do sistema considerando apenas um nodo para cada elo

Para se fazer uma analise do sistema, como sugere os autores acima citados, ¢
suficiente levar em considerag¢do o primeiro elemento dos pontos nodais de cada elo, deste
modo, pode-se considerar nas equagdes do modelo dindmico visto anteriormente que,
m=n=].  Nestas condi¢des a equacdo (53) mantém a mesma forma geral porém,
explicitamente, se reduz, ja que a matriz M(w) sera, agora, uma matriz de quarta ordem e
®, h(o,m) € T passardo a ser vetores com quatro elementos apenas.

A equagdo (53) passara a ser representada, na sua forma matricial, por:

eh

e,h

e.h

3

eh

4

tem por elementos:  a, = M' +M?

v 2
a,=a,=CM

a;=M*(U*S-2°C)




a, =-(U'S+Z'C)M?

a, =(U*S+Z*C)M?

a, =(UU*-2°2*)M?

a, =[(U'C-2's)U*-(Z'C+U'S)Z* |M*

Z'(T—U'S)Mz

ay =[(z's+U'C)u*~(2'C-U's)Z* |M?

-

a,=(U'U'-2'2")(M" + M?)
O vetor & representado por:
o={0", 0% B, 4} (68b)

Tem por elementos as aceleragdes de deformagdo dos elos superior € inferior € as

aceleragdes angulares dos mesmos elos.
O vetor h(®,w) representado por:
h(o,0)={eh, eh, e;h, €4h}r
tem os seguintes elementos:

eh=K\U" +(M"+M?)gsenp—(M"+M*U'dgp+2M*SBU* -M*(SZ* +CU* ) BB
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e,h = KIU? + MPgsenfB—2M*SPU" - MU B+ M* (SZ' -CU") g

eh=M*g(Z*senf+U* cos B)-2M*(SZ* - CU?)gU' +2M*U* BU* +
M?[(sz'-cu')z*-(cZ' +SU")U? |dg

eh=g(M'+M*)(Z'senp+U" cosg)+2(M"' +M*)U'gU" +2M*(SZ' +CU") BU* +
MZ[((:z' -SUNU* +(SZ' +CU )zz]ﬂm 2(M'+M*)Z'U'dp

E, finalmente, o vetor trepresentado por:

=4, 5. 5, r4}f

¢ formado pelos seguintes elementos:

7 =—(K%JTZ

A partir deste ponto, pode-se determinar as expressdes de h,e h,. Conforme foi

visto anteriormente, na equagdo (58), h,e h, podem ser calculados por:

b (69)
ow ow

h, =2 (70)
o

As derivadas que aparecem na equagdo (69) e na equacdo (70) devem ser resolvidas

de acordo com a expressdo (C1) do Apéndice C.




A derivada ik gera uma matriz de quarta ordem cujos elementos sdo:
®

= s 1 2¢
€y =—€; =—€,; =€, =—M"§

e, =2M*U*?

e, =2U'(M"+M?)

e 0s demais elementos sdo nulos.

. oM . :
O produto da derivada g pelo vetor & resulta no vetor {el‘,e‘z,e;,el}r cujos
@

elementos sdo:

el =SM*j
ey =-SM*¢
& = SMA + UM B+ [(U' +U?)C—(2' + 2)S [M*$

& ==SMU* +[(U' +U*)C+(Z'+ 22) S [M* B+ 20" (M' +M*) §

s ch 2 2 T ; 8 .
A derivada — ¢ o vetor {e,“, el,el, cf} cujos elementos sdo relacionados abaixo:
1]

g =K +(M' +M2)gcos¢—(Ml+M2);5¢5—M2(7/Bﬂ

e? =K} +M?>gcos B—M*fB+M*Ché
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e} =M*g[(Z*+1)cos f—Usenf |+ 2M°CHU" + 2M* BU* +
M [(z'+Z2)C+(U' +U?)S |49

e; =(M'+M?*)g(Z' cosg—U'seng)+2(M"' + M*)gU" +2M*C BU* +

3.9
M [(Z'+22)C-(U' +U?)S ]+2(M' +M?) Z'4g

O vetor h, ={e!,,ef2,eij,ei4}rque, conforme indica a equagdo (69), corresponde a

soma do vetor %w com o vetor % ¢ formado pelos seguintes elementos:
el,= K| +(M'+M*)gcosg—(M"+M?)g¢—M*CpB+SM*j
el,= K} +M>gcos B—M*BB +M*Cdp—SM*¢
el, =M zg[(Zz +1)cos f-U 2senﬂ] +2M*CPU" +2M*BU* +
M’[(Z‘ +Z*)C+(U'+U?)S ]&ém‘wﬁ' +2UM*B +

)s|é
)

+2(M' +M*)gU' +2M*CBU* +
M2[(Z'+22)C—(U' +U?)S | fB+2(M" +M?) Z'g
l

AR ]ﬂ+2U'(M +M?)¢

MA[(U'+U?)C~(2'+ 22

el,=(M" +M2)g(Z'cos¢—U seng

- SM?U* + M [(U‘ +U2)( +(z2'+

¢ ; . ch
O vetor h, = {elm,, elm,, elm;, e1m4}r , que € obtido fazendo-se a derivada P tem os
@

seguintes elementos:

elm, =-2(M"' +M*)U'¢+2M*S(B+U*)-2M*(SZ* +CU*) B
elm, = ~2M* [(f}" +8)S+Up~(s2' - U’ )qfa]

elm, = -2M*(SZ* -CU?)(U" + §)+ 2M°U* (U* + ) +




2m?[(s2' -cU)Z* - (cZ' +5U" ) U* g

elm,=2(M"+M*)U" (U" +4)+2M*(SZ' +CU')(U* + B) +

2M?[(CZ'-SU" YU +(S2' +CU') Z* | B+ 4(M' + M) Z'U'p (78)

A inversa da matriz M(w) sera também uma matriz de quarta ordem e o produto
desta matriz inversa, tomada com o sinal negativo, com os vetores # € h, da origem a

dois vetores que serdo representados por vetorl € vetor2 , respectivamente. Assim:
vetorl = -M"'h, (79)
vetor2=-M"'h, (80)

Portanto, de acordo com a expressdo (66), vetorl e vetor2 sdo elementos da matriz

de Jacobi.

A matriz inversa M ~'esta determinada no Apéndice E e tem os seguintes elementos:

Os elementos do vetorl={h, b,, b,,

b, =—(x,.el, + x,el, + xely + x, el )

b, = —(xyel, + xel, + xely + x,el,)
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b, = —(xyel, + xel, + xely + x,el,)

b, = —(xgel, + xel, + xzely + x el,)
T
Os elementos do vetor2 = {c,, ¢,, ¢;,c,} sdo:
xelm, + x,,elm, + x,elm; + x, elm,)

xyelm, + xpelm, + x,.elm, + x,,elm,)

xyelmy + xy,elm, + x,elm; + xelm,)

P
&=~
&=
o=~

xyelm, + x,elm, + xelm; + x,elm,)

Torna-se necessario, agora, determinar os vetores vetorl e vetor2 sendo que:
vetori = {5, 5,, 5, b,) =K1 =-M" (&) h (5,6,5)

vetor2 = {G,, 8,,&,,8,} =-M "', =-M" (&), (6,&)

Com os elementos de vetorl e vetor2 e baseando-se na expressdo (66), pode-se

escrever a matriz de Jacobi do sistema, que, no caso presente, ¢ uma matriz de oitava

ordem, com os seguintes elementos:

Ns=Jw=Js=Jag =1
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J

Jag =€y

e os demais elementos sdo nulos (ver a equagdo (F1) do Apéndice F).
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4 ANALISE DA ESTABILIDADE DO BRACO ROBOTICO
FORMADO POR DOIS ELOS NAO RIGIDOS

4.1 INTRODUCAO

Uma caracteristica de grande importdncia na analise do comportamento de um
sistema mecdnico ¢ a sua estabilidade. De acordo com o0 seu comportamento, o sistema
podera ser estavel ou instavel, no entanto, admite-se uma posi¢do intermediaria na qual o
sistema é considerado criticamente estavel. E importante diferenciar os conceitos de
estabilidade e de equilibrio. Considera-se que o sistema esta em equilibrio se na auséncia
de um estimulo ou perturbagdo ele permanece no mesmo estado. O sistema ¢é estavel se,
ao ter sido submetido a um estimulo, ele retornar a situagdo inicial depois que cessar a
acdo deste estimulo. O sistema € criticamente estavel se ele apresenta oscilagdes que se
conservam indefinidamente. Finalmente, o sistema ¢ considerado instavel se, ao ser
estimulado, afastar continuamente do seu ponto de equilibrio.

Esta andlise é razoavelmente facil de ser feita em sistemas lineares e invariantes no
tempo, mas torna-se bastante complexa em sistemas ndo lineares e¢/ou variantes no tempo.

A estabilidade analisada da forma acima € chamada estabilidade absoluta. Em
sistemas fisicos que armazenam energia, ao se aplicar o sinal de entrada, a resposta se
apresenta como uma combinag¢do de dois regimes, o transitério € o permanente. A
resposta transitoria pode, inicialmente, apresentar oscilagdes amortecidas para depois
atingir o regime estacionario. Quando isto acontece, a estabilidade do sistema ¢ chamada
estabilidade relativa. Se o sistema apresenta uma estabilidade relativa, pode acontecer

que a resposta do regime estacionario apresente uma pequena diferenga em relagdo ao

sinal de entrada.  Esta diferenga é chamada de erro estacionario. E importante entender

que a existéncia de um erro estacionario, desde que ele esteja dentro dos limites
estabelecidos no projeto, ndo significa que o sistema € instavel.
Em se tratando de sistemas lineares € invariantes no tempo, existem varios métodos

para determinar a sua estabilidade, seja ela absoluta ou relativa.  Para os sistemas ndo




lineares e/ou variantes no tempo, embora o estudo da estabilidade seja bastante mais

complexo, também existem procedimentos para fazer esta analise. Um dos métodos mais
conhecido para a analise da estabilidade de sistemas ndo lineares ¢ o método de Liapunov.

A analise da estabilidade de sistemas ndo lineares de Liapunov pode ser feita por
dois critérios distintos, conforme descreve Dazzo e Houpis (1984).  Para a aplicagdo do
primeiro critério de Liapunov, o sistema deve ser linearizado em tormo de um ponto de
equilibrio e, desta forma, s6 € valido em uma pequena regido em torno desta
singularidade. E comum, em se tratando de sistemas nd3o lineares e/ou variantes no
tempo, fazer a sua modelagem no espago dos estados e, no caso da aplicagdo do primeiro
método de Liapunov, nestes sistemas, a analise ¢ feita com base nos autovalores da
equacdo linearizada em torno do ponto de equilibrio.

No segundo critério, ndo hé4 necessidade de se resolver a equagdo diferencial.
Deve-se escolher uma fungdo escalar V(x), denominada func¢do de Liapunov. De posse
da funcdo de Liapunov adequada ao sistema em estudo € com base em alguns teoremas €
possivel determinar se o sistema € estavel ou ndo. Este critério pode ser empregado
para sistemas for¢cados ou livres, lineares ou ndo, invariantes ou variantes no tempo e
deterministicos ou estocasticos. Além disso, a aplicagdo deste critério pode ser feita em
uma por¢do razoavelmente grande do espago dos estados, ou, até mesmo, em toda a
regido deste espaco.

Portando, analisando os dois critérios de Liapunov, pode-se dizer que o segundo esta
associado com uma estabilidade ampla enquanto que o primeiro, a uma estabilidade

restrita a uma pequena regido do espaco dos estados.
4.2 ESTABILIDADE SEGUNDO LIAPUNOV.

A analise deve ser feita em um sistema definido por uma fung¢do que tem a forma

x=f(x,1), onde x ¢ um vetor de estado n-dimensional e f{x,#), um vetor de dimensdo n,

cujas componentes sdo fungdes de x;, x;, ..., x, e L.

AV
cm 1 2 3 4 5 6 7 unespw.l 12 13 14 15 16 17 18



Para o sistema acima mencionado, o estado de equilibrio do sistema corresponde a
situagdo f(x,, t) = 0.

Em se tratando de sistemas ndo lineares, € possivel que o sistema apresente mais de
um ponto de equilibrio.

Na aplicagdo do critério de estabilidade de Liapunov deve-se trabalhar em uma
regido esférica, no espago dos estados, de raio K em torno de um estado de equilibrio x,.

Esta regido € definida pela seguinte expressdo:

”'x 'xe’” =K

onde |lx - x,|| ¢ chamado de norma Euclideana e ¢ calculada da seguinte forma:

e - x| = [(61 — %1l + (X2 = X2e) + .. F (Xg = Xe) ]2

Na verdade, ¢ preciso definir duas regides como a dada pela equagdo (99). A

primeira ¢ uma regido mais limitada, representada por & e definida da seguinte forma:

lbxo - x| < 6. (100)

A outra regido ¢ um pouco mais ampla e contém os pontos do espago definidos por:

lg(t:x0.t0) - x|l < & (101)

onde, @(t;x4,,t9) € a solugdo do sistema x =f{x, 1).

Segundo Liapunov, o sistema € estavel se qualquer trajetoria iniciada em &

permanecer dentro da regido €, a medida que f tende para o infinito.




Dentro do critério de Liapunov, define-se, também, um tipo especial de estabilidade
denominado de estabilidade assintotica. O conceito de estabilidade assintotica é mais

restritivo pois, considera-se que o sistema € assintoticamente estavel, se a trajetoria

iniciada em &, além de ndo deixar a regido ¢, sempre se dirigir para x,, quando o tempo

t tende para o infinito.
Finalmente, dentro da vis3o de Liapunov um sistema sera instavel se a sua trajetoria,

que comega na regido o se dirigir para fora da regido «.

(c)

Figura 6 — Classificacdo da estabilidade de sistemas ndo lineares

A Figura 6 mostra uma representagdo geométrica que facilita o entendimento dos
conceitos de estabilidade anteriormente apresentados. A posi¢do (a) corresponde a um
sistema estavel, a posi¢do (b), a um sistema assintoticamente estavel e a posi¢do (c), a um

sistema instavel.




4.3 ANALISE DA ESTABILIDADE DO BRACO ROBOTICO.

O objetivo do presente trabalho ¢ estudar a estabilidade de um brago roboético
composto de dois elos ndo rigidos ligados por juntas revolutas e sujeitos a ag¢do da
gravidade. Como foi dito na introducdo deste trabalho, a idéia basica € estudar o
comportamento de um brago genérico que poderia ser usado em um pequeno equipamento
de laboratério, ou numa protese humana ou, ainda, num engenho mecénico
extremamente movel e para isto € necessario que o brago seja feito de um material leve e
com area de sec¢do transversal bastante reduzida. Com estas caracteristicas, € inevitavel
o aparecimento de pequenas deflexdes ou, pelo menos, vibragdes que interferirio no
funcionamento do sistema. Sob estas condi¢des, os elos em questdo estardo, quando
muito, sujeitos a deflexdes de pequena amplitude, e este estudo € feito com base nesta
consideragdo. Isto ndo impede que, para dar énfase ao fendmeno e facilitar o
entendimento de algum comportamento do sistema, se faga referéncia a uma deformagdo
de magnitude sensivelmente maior, mesmo porque, com certas restri¢gdes, o modelo
matematico desenvolvido também se aplica nestes casos.

A primeira preocupa¢do que se deve ter nesta etapa do trabalho € definir exatamente
0 que ¢ estabilidade para o sistema estudado. Na verdade € necessario estudar esta
estabilidade segundo duas oOticas. A primeira, se refere a estabilidade estatica do
sistema. Quando ¢ aplicado um determinado torque em um dos elos, ele se movimentara
até um ponto em que se estabelece o equilibrio das for¢as que agem no sistema. A
Figura 7 mostra esta situa¢do, onde se observa que se o torque 7 for igual ao produto P/
sen6/2, onde ! é o comprimento da haste 4O, o sistema permanece em equilibrio.  Para
estudar a estabilidade desta haste seria necessario aplicar uma excita¢do, por exemplo do
tipo de um impulso, € observar o comportamento do sistema.

Considerando que a haste seja rigida, ao aplicar um impulso para cima, o
deslocamento angular aumenta e o produto P/ senf/2 passa a ser maior que o torque 7 ¢ a
tendéncia da haste sera descer. Se no movimento de descida a haste ocupar uma posi¢io

mais baixa do que a inicial, o produto P! senf/2 passara a ser menor que o torque 7' ¢ a
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tendéncia do corpo € subir.  Assim depois de um periodo de oscilagdo o sistema

retornaria a posi¢do de equilibrio. A condigdo de estabilidade ¢ atendida e se trata neste

caso de uma estabilidade absoluta.

Figura 7 — Componentes das forgas e torques em uma haste em equilibrio

Considerando-se que o sistema ndo seja rigido, as deflexdes de pequena amplitude
serdo somadas ou subtraidas modificando a posi¢cdo do extremo final da haste em cada
instante. Seria necessario pesquisar se a amplitude e a frequéncia da oscilagdo
comprometem ou ndo o funcionamento do sistema, no entanto, como a haste retorna a sua
posi¢do de equilibrio a condi¢do de estabilidade ¢ mantida. Assim, no tocante a
estabilidade estatica do sistema, com exce¢do de deslocamentos angulares muito
proximos de 180° ele podera ser considerado estavel, no entanto o sistema tera, neste
caso, uma estabilidade relativa.

A segunda estabilidade que se fez referéncia anteriormente € a estabilidade

dindmica, e esta requer um estudo bem mais detalhado, ndo sé por ser mais complexa




mas, também, por ser a mais importante para o funcionamento do sistema.  Para esta
analise usar-se-a o primeiro método de Liapunov, fazendo-se uma lineariza¢do do sistema
em torno do ponto de equilibrio e trabalhando-se com os autovalores da matriz de Jacobi.
A matriz de Jacobi foi determinada no Capitulo 3 e seus elementos sdo apresentados,
comegando na expressdo (90) e indo até a expressdo (98).

De posse da matriz de Jacobi toma-se possivel determinar seus autovalores

aplicando-se a seguinte relagdo:

|/, 9)-A1|=0 (102)

Com o auxilio da regra de Chié e do teorema de Laplace, o determinante acima pode
ser resolvido.  Esta operagdo foi realizada no Apéndice F e o resultado para o sistema

em estudo é:

(A*-c,A-b,)A° =0 (103)

4

Parte da solugdo da equacdo (103) ¢ obtida fazendo-se A°=0. Isto significa que o
sistema possui seis raizes iguais a zero, que estdo associadas ao movimento do corpo
rigido do brago deformavel. Além dos autovalores nulos, existem ainda dois
autovalores que sdo obtidos através da solugdo da equagdo do segundo grau que aparece

entre parénteses na equagdo (103). Esta solugdo é:

A, =%(c‘4i\f(—c4)z +4b4} (104)

De acordo com os critérios de estabilidade, se a parte real das solugdes da equagdo
(104) for positiva, a resposta do sistema divergira e o sistema sera considerado instavel.

Por outro lado, quando a parte real da solugdo da equagdo (104) for negativa, o sistema




sera estavel. No caso da solugdo dessa equacdo apresentar apenas a parte 1maginaria, o
sistema sera oscilante.
De posse dos autovalores determinados pela equac¢do (104) e considerando-se as

condigdes de estabilidade acima mencionada, pode-se fazer a seguinte analise do sistema:

a) Para ¢, >0:
- se b, >0, as duas raizes sdo reais, sendo uma delas positiva e outra

negativa, desta forma o sistema sera instavel.

- se b, =0, existird uma raiz nula e outra positiva, para esta condi¢do o

sistema sera instavel.

2
- se —[?‘] <b, <0, existirdo duas raizes reais positivas € o sistema

serd instavel.
c 2
- se b, <—[?“] , a solugdo consiste de duas raizes imaginarias

conjugadas com parte real positiva, de modo que o sistema sera instavel.

b) Para ¢, =0:
- se b, >0, existirdo duas raizes reais e opostas, determinando uma

instabilidade no sistema.

-se b, =0, as duas raizes serdo nulas.

- se b,<0, a solugdo sera composta por duas raizes imaginarias

conjugadas com parte real nula, indicando uma oscilagdo continua do sistema.




¢)Para ¢, <0:
-se b, >0, a solugdo sera constituida de duas raizes reais, sendo uma

positiva e outra negativa, de modo que o sistema, nestas condi¢des, serd instavel.

-se b, =0, uma raiz seréa nula e outra negativa

2
- se —(Ezi] <b, <0, a equacdo tera duas solugdes reais negativas € o

sistema sera estavel.

2

C o , .
-se b, < —(?4] , existirdo duas raizes complexas conjugadas, ambas

com parte real negativa, e o sistema sera estavel.

Portanto, da analise mostrada acima a condigdo de estabilidade ocorre para ¢, <0 e
b, <0, o que quer dizer que, o sistema somente sera estavel se os valores de b, e ¢,

forem, simultaneamente, negativos.

Observa-se, também, da analise acima que, para ¢, <0 ¢ b,=0 ndo existe raiz

positiva o que equivale a dizer que o sistema ¢ estavel, no entanto, a ocorréncia de uma
raiz nula indica que o sistema estd na condigdo limite da estabilidade. @~ Como o
desenvolvimento analitico pressupde algumas aproximagdes, torna-se temeroso usar esta
situagdo como condi¢do de estabilidade, uma vez que, tomando-se um valor de b na
vizinhanga de zero, pelo lado positivo, por menor que seja este valor, o sistema sera

considerado instavel.




Os valores de b, ¢ ¢, podem ser determinados pelas expressdes (85) e (89),

respectivamente, ¢ considerando-se, também, os elementos x,;, x,, X;3 € X,y da matriz
inversa M, constantes do Apéndice E. Ao substituir as expressdes de x,;, X2, X3 € X4y

e dos elementos do vetor! e vetor2, para a determinagdo das expressdes de b, € c,,

verifica-se que estas expressdes sdo, na realidade, fragdes algébricas com uma quantidade
de termos muito grande, tanto no numerador como no denominador.  Isto, obviamente,

dificulta a analise das expressdes de b, e c,, sO sendo possivel concluir se elas sdo

positivas ou negativas usando-se recursos numéricos por intermédio do computador.
Uma alternativa para contornar esta dificuldade seria determinar, numericamente, a matriz
M(w) e, em seguida, usando-se, por exemplo, os recursos do programa MatLab, calcular a

matriz inversa, os vetores vetorl e vetor? ¢ os valores numéricos de b, € c¢,.

Trabalhando-se desta forma em varios pontos do movimento do brago, pode-se tragar uma

curva dos valores de b, e ¢, e, desta forma, concluir sobre a estabilidade do sistema com

base no comportamento destes graficos. Para a aplicagdo desta linha de conduta seria
necessario usar os dados da simulagdo para a conclusdo do estudo analitico e isto quebra a
seqiiéncia natural da analise, uma vez que, o mais comum, ¢ chegar-se a uma conclusdo
analitica e em seguida comprova-la através da simulagdo.  Por outro lado, para calcular
o valor numérico da matriz de massa do sistema, a matriz M(w), € necessario atribuir
valores para as massas, para a rigidez, para os comprimentos, etc. Desta forma, deixar-
se-ia de trabalhar com um brago genérico e passar-se-ia a considerar um brago robético
especifico, o que contraria a linha de pesquisa adotada neste trabalho.

Uma outra forma de contornar o problema € considerar cada elo isoladamente, o que
reduziria o sistema encontrado para expressdes mais simples, cujo estudo analitico se
torna possivel. Isto seria feito reduzindo as matrizes 4x4 para matrizes 2x2 € os vetores
de 4 elementos para vetores de 2 elementos, sem, no entanto, descaracterizar as matrizes
anteriormente determinadas. Desta forma, a analise independente feita nos elos €
necessaria para simplificar as equagdes, possibilitando o estudo analitico, € consistente

porque leva em considerag¢do a interagdo entre os elos.
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A analise da estabilidade do sistema, considerando os elos separadamente um do
outro sera baseada na equagdo geral representada pela expressdo (67) e sera desenvolvida

nos itens 4.4 ¢ 4.5 deste capitulo..

4 4 ANALISE DA ESTABILIDADE DO ELO SUPERIOR

No estudo dos auto-valores da matriz de Jacobi, concluiu-se que a estabilidade do
sistema como um todo ocorria para valores negativos de b, e ¢,.  Na analise dos elos
separadamente, a matriz de massa 4 x 4, referenciada na expressdo (67), deve ser
reestruturada, reduzindo-se para uma matriz 2 X 2. Neste caso, os termos

correspondentes a b,e ¢, sdo, respectivamente, be ca.

A adequagdo da expressdo (67), para o estudo do elo superior isolado, ¢ feita
suprimindo-se as segundas e as terceiras linhas da matriz M e dos vetores @, hete
suprimindo-se, ainda, a segunda e a terceira coluna da matriz M. Feitas estas

modificagdes, obtém-se a seguinte expresso:

¢

M'+M? -7'(M'+M?) ]{{;l}+

Z' (M +M?) (UU-Z'Z")(M' +M?)

(KIU" +(M" + M?) gseng—(M" + M*)U'g+2M*S pU* -]
M*BB(SZ* +CU?)

J (M‘ +M2)g(Z'.s'en¢+(.f' cos¢)+ 2(M' +M2)U'¢5U‘ +

MU B(SZ' +CU")+2(M' +M?*) Z'U ' dg +

M* BBl (CZ'-SU")U? +(sZ' +CU') 2]




= ‘(K’_f)"'=

L-1,

M'+M? ~Z'(M'+M?)
Z' (M M) (VU -Z'Z") (M +M?)

}:M(m)

(KU +(M" +M?) gseng—(M" +M?*)U'g¢+2M*S pU* -
M*BB(SZ* +CU*?)
3 (M'+M?)g(Z'seng+U" cosg)+2(M' +M*)U'U" + (105b)
MU B(SZ' +CU' ) +2(M' +M*) Z'U' g +
M*pB[(Cz' -SU)u? +(s2' +CU")Z?]

(%)L

-1,

A massa M, considerando-se o elo como sendo constituido de um unico elemento,
corresponde a massa propria do elo mais a massa do primeiro atuador. Da mesma forma,
amassa M ¢ asoma da massa do elo inferior, com a massa do segundo atuador e com a

massa da carga colocada na extremidade livre do elo inferior. Assim, a soma

(M '+ M ’) corresponde a massa total do sistema e sera representada, daqui por diante, por

M.

Através da expressdo (105), € possivel verificar que a interagdo entre os elos esta

realmente sendo analisada, pois, nela aparecem os elementos do elo considerado que




possuem o expoente 1, mas, também, apresenta os elementos de intera¢do do elo inferior,
ou seja, termos de massa, velocidade e torque, que sdo identificados com o expoente 2.

A matriz inversa de M(w), denotada por M ! (w), ¢ determinada por:

M’ -Z'M’ m, m,| [1 0
M (U'U'-Z2'2 )M |[my my| [0 1

Desenvolvendo o produto indicado:

M'my,—Z'M"m,, M'm,—Z'M'm,, 1 0
ZMmy,+(U'U' -Z2'2' )M my M my +(U'U' =Z'Z' )M my, | [0 1

Da igualdade acima se pode montar o seguinte sistema de quatro equagdes:

(" M'my,-Z'M"m, =1
M'm,-Z'M"'m,, =0

Z'M'my +(U'U' - Z'Z )M "y, =0

\_Z'M my, +(U'U' =22 )M my, =1

Na primeira equagdo verifica-se que M 'm,, =1+Z'M'm,,.  Substituindo este valor

na terceira equagao:

Z'+Z2'ZM my +(U'U' - Z2'2 )M 'my =0 . Z'H(2'Z'+U'U' -2'Z' )M m,,

Z'+U'UM'my =0 . m




retornando com o valor de m>; na primeira equagio:

Z]

2z UUu=2z'z
M'U'U"

J L Mmy=1-—— m, = e

M’ my, =I+Z'M'[— i

(107)

na segunda equagdo verifica-se que M m,=Z'M'm,, .. m,=2Z"m,, e substituindo

este valor na quarta equagdo:

ZMZ'my +(U'U' -2'2" )M my =1 .. (2'Z'+U'U'-2'Z" )M’ m,,

1

retornando o valor de m>; na segunda equacgao:

Zl
m,, = LTI (109)
com as expressdes (106), (107), (108) e (109) pode-se escrever a matriz inversa

M’ (w) que terda a forma:

MUY _p |

w777 7]

A derivada da matriz M(w) é:
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oM |0 0
dw |0 2M7U!

; oh(a ] ;
A derivada (;)w) , determinada a partir da expressdo (105b), é:
@

[2M'U'g+2M2S(p+U*)-2M>B(SZ? +CU?))

MU (p+U")+2M* (SZ' +CU")(B+U?)+ ,
< r=n,
Mp[(CZ -SU U +(S2' +CU)Z ]+ |

aM°7'U'$

oh(a,w)

5 , determinada a partir da expressdo (105b), é:
@

A derivada

K!+M gcosg—M gp—M*BEC
Oh _IM"g(Z' cosg~U'seng)+2M"$U" + 2M*UpC+

"
¢ M2BB[(Z'+22)C-(U' +U)S |+ 2M"Z'9

O vetor h; que corresponde a soma das parcelas zﬂm e j—h €:
@ ®

K} +M gcosg—M'gp—M*BAC
5 5 -
[0 0 HU }+ M"g(Z' cosg—U'seng)+2M"$U" + 2M*U* BC +

0 2M°U' || ¢
d M pB[(z' +2*)C- (U +U?)S |+2M°Z'9




K'+M gcosg—M d¢—M?*pBC

= (_] g . M'g(Z'cos¢—{»"xen¢)+2M'éU'+2M2{J’Zﬁ(,‘+
MU'

MPBB[(Z'+ 2*)C-(U'+U?)S |+ 2M"Z'4g

( K!+M gcosg—M pp—M?*BBC
M"g(Z' cosg—U'seng)+2M'$U" +2M°U* BC +

M*BR[(2'+2*)C—(U' +U?)S |+ 2M"Z'gg +
2M°U'$

O produto —M "'h, que aparece na matriz de Jacobi, equagdo (66), é:

K} +M"gcosg—M gp—M>BEC
1 27Uyt —7 M'g(Z'cos¢—U'sen¢)+2M'¢5U'+2M2U2,BC+
m[ z! —1] Mzﬂﬁ[(z'+22)C—(U‘+I_;’3)S:|+2M'Z‘é¢+}
2M°U'$

(2'2'-U'U")(K, + M gcosg—M"g¢-M*BBC) -
M"Z'g(Z' cosgp~U'seng)-2M"Z'gU" -
IM3Z'U2BC +M22'3B|:(Z' +Z2)C-(U" +{12)S:|—
2M*7'Z'9p-2M"Z'U'

K\Z'+ M Z'gcosgp—M'Z'g¢p—M*Z' BBC - M g (Z' cosg—U'seng ) -
2M P —2MZU1;5C—M2,B/§[(2' +2?)C-(U'+U?)S |-
2M°Z'\dd-2M"U'$




Para a analise da estabilidade do elo superior basta verificar o sinal de 4, que

corresponde a segunda linha do vetor —M '4,, de modo que:

KIZ'+M'Z'gcosp-M'Z'dp—M*Z' BBC -
e M'g(Z' cosg—U'seng)—2M"$U" -
COMUUN Mppl(2+ 27 C- (U UP)S] -

2MUPBC -2M"Z'g¢—2M"U'$

reorganizando os termos de b>:

K'Z'+M'Z'gcosg—-M"Z'dp¢—M*Z' BBC -
1 M’gZ'cosg—M"gU'seng - 2M"gU" -

b= ) Mﬂéﬁ[(z' +2*)C-(U'+U?)s]-

MU BC -2M"Z' ¢ -2M°U'$

chegando a expressdo final que tem a forma:

K:Zl —M‘g(_f'.\'enqb—:;M‘Zléd"
_ 1 2 AA 1 2\ _(rn V¢ |-
by = e M ﬂg[(zz & )(_, (U'+U )s]
M PU' -2M U BC-2M"U'$

Esta € a expressdo de b, para a analise do elo superior, no entanto, para a efetivagdo
da analise, as variaveis deverdo ser substituidas pelos valores nominais em torno dos

quais foi feita a linearizagdo.

O produto —M 'h, que aparece na matriz de Jacobi, constante da equagdo (66), é:




—2M'U'$+2MS(f+U?)-2MB(SZ* +CU?)|
1 [z'z' _Uy! *Z'} MU' (¢+U")+2M*(SZ' +CU')(B+U?)+
MUy 2 . MPB[(CZ'-SU' U+ (82" +CU') 22 ]+

aM'Z'U'¢

(22 -u'y? )[-2M'U‘¢i +2M3S(f+U?)-2M2B(SZ° +(:U‘)]—
2M°Z'U (p+U")-2M7Z' (S2' +CU")(B+U?)-

: 4M°Z’Z‘II';5—2M’Z'B[((,‘Z' -SU" U+ 23 (SZ' +CU")] :
M Z'U'g+2M°Z'S(B+U?)-2M*Z' B(SZ* +CU*) -

2MU ($+0U" )—ZMz,B[((,‘Z' - SU')U* +(8Z! +CU‘)ZZ]—
2M*(SZ' +CU")(B+U*)-aM"Z'U'$

Para a analise da estabilidade do elo superior basta verificar o sinal de c, que

corresponde a segunda linha do vetor —-M "'k, , de modo que:

2M'Z'U'g+2M*Z'S(B+U*)-2M*Z' B(SZ* +CU*? ) -
1 WMPB[(CZ'-SUM U + (821 +CU") 22 |-

By
MU MU' (¢+U")-2M>(SZ' +CU' )( B+U?)-
aM'7'U'

reorganizando os termos de ¢>:




—MZ'U'$+2MZ'S(B+U?)-2M3Z' B(SZ22 +CU?) -
2MB[(CZ' -SU')U* + (82" +CU") 22 ] -
2MU' ($+U")-2M*SZ' (B +U?)-

MPCU' (B+U*)-4M"Z'U'9

chegando a expressdo final que tem a forma:

2M°U'(3Z' +1)é+U' |-2M*CU (B +U?)-
! [(52'+1)g+0"] (4+07) .

BTMUT wepf(sz 4 CUP) 2 + ('-S0 + (524 CUY) 2]

Esta € a expressdo de ¢, para a analise do elo superior, no entanto, para a efetivagdo
da andlise, as varidveis deverdo ser substituidas pelos valores nominais em torno dos

quais foi feita a linearizagdo.

Conforme foi dito anteriormente, no estudo dos autovalores da matriz de Jacobi,
adaptada para o estudo dos elos separadamente, a estabilidade de cada elo ocorre para
valores de b, e ¢, menores que zero. A seguir sera feita uma analise atendendo a estas

condicdes.

4.4.1 Aplicaciio da condigio de estabilidade b, <0:

Aplicando-se esta condi¢do na expressdo (116), referenciada com os valores

nominais, verifica-se que:

a) O termo (%/1, (},01) sera sempre positivo, por isso ndo interfere na analise do

sinal de b>.




b) O termo (KI‘Z ') sera sempre negativo, pois K, ¢ um coeficiente com valor maior

que zero ¢ Z' é a coordenada local do ponto extremo do elo e, de acordo com o sistema

de coordenadas adotado, esta coordenada sera sempre negativa.

¢) O termo (—gM'(?‘sen&) corresponde a contribui¢do do peso do elo (aqui peso do

elo inclui, também, o peso do outro elo, dos atuadores e da carga da extremidade) na
estabilidade do sistema. O peso, neste caso, ira se comportar de modo diferente,
dependendo da dire¢do da deformagdo (se para frente ou para tras).

Para andlise da contribui¢do do peso na estabilidade do elo serdo mostrados, na
Figura 8 e Figura 9, alguns gréaficos que permitirdo visualizar como as suas componentes
atuam no sentido de aumentar ou diminuir a deformag¢do do elo. Acredita-se que através
da visualiza¢do destas figuras havera um melhor entendimento de como o peso atua na
estabilidade do sistema se comparado com a andlise feita com base nos sinais do termo
acima mencionado, o que, diga-se de passagem, levaria as mesmas conclusdes.

A Figura 8 mostra a atuagdo do peso no movimento de subida do elo. A posi¢do
(a) mostra o elo na regido I, sofrendo uma deformagdo negativa e a posi¢do (b) mostra o
elo ainda na mesma regido porém com uma deformagdo positiva. A posicdo (c¢)
mostra o elo na regido Il e com deformagdo negativa e a posigdo (d) mostra o elo situado
na mesma regido, sofrendo deformacdo positiva. Em todos os casos a componente na
diregio z’ contribui apenas para a deformagdo longitudinal que esta sendo considerada
muito pequena e, portanto, desprezivel.

A observagdo da Figura 8 mostra que na posi¢do (a) a componente do peso (Py;)
contribui para aumentar a deformag¢do do elo a medida que ele se desloca com este tipo de
deformagdo. O mesmo comportamento € verificado na posi¢do (¢).  Ja nas posi¢des
(b) e (d) mostradas na mesma figura, verifica-se que a componente do peso (Py;) esta, em
ambas, atuando no sentido de reduzir a deformacao do elo. Portanto, a menos que a
deformagdo seja tdo grande que a amplitude da oscilagdo do elo seja insuficiente para
mudar o sinal da deformagdo, o peso estard reduzindo a deformag¢do num instante e

aumentando num outro.
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Figura 8 — Atuagdo do peso no movimento de subida do elo

Analisando o movimento de descida do elo mostrado na Figura 9 verifica-se que as
conclusdes sdo as mesmas do movimento de subida, uma vez que, nas posigdes (a) e (c) a
componente do peso (Py;) contribui para aumentar a deformacgdo, enquanto que nas
posic¢des (b) e (d) mostradas na mesma figura esta componente do peso (Py;) esta atuando
no sentido de reduzir a deformacéo do elo.

Portanto, considerando-se apenas a contribui¢do do peso na estabilidade do elo,

verifica-se que num dado instante ele atua favorecendo a estabilidade do sistema, ja que

neste momento ele reduz a deformag@o do elo, no entanto, num instante seguinte ele age

de modo contrario.




Figura 9 — Atuagdo do peso no movimento de descida do elo

Um comportamento um pouco diferente ¢ observado quando se trabalha com um
material de baixa rigidez (efeito mola), pois, é mais provavel que ele suba com

deformagdo negativa e des¢a com deformagdo positiva.  Nesta situag¢do, lembrando que

se esta analisando apenas a ag@o do peso, existira uma maior tendéncia para estabilidade

no movimento de descida, uma vez que o peso age no sentido de reduzir a deformagdo do
elo e, uma maior tendéncia para a instabilidade na subida do elo, pela razdo contraria.
Caso o elo seja confeccionado com um material mais rigido, havera uma alternéncia da

deformagdo, sendo ora positiva e ora negativa, conduzindo o sistema para uma




instabilidade tanto na subida com na descida. E conveniente ressaltar que a estabilidade
a que se refere este item € aquela que esta relacionada com a influéncia do peso no
comportamento do sistema. Resta saber se esta contribuigdo € significativa frente a agdo
da rigidez, da velocidade e da aceleragdo de rotagdo do elo, que também fazem parte do
termo b,. Conforme foi visto anteriormente, quanto maior for a rigidez maior tendéncia
a estabilidade tera o sistema, assim, se o termo de b, relativo a rigidez for
significativamente maior que o termo do peso, este uUltimo continua interferindo na
estabilidade do movimento do elo, no entanto, sob estas condigdes, ele pode ser visto

como uma perturbagido simplesmente € ndo como um agente desestabilizador.

d) O termo (—BM ‘'z '5.;;) que esta relacionado com a velocidade de rotagdo do elo

superior, sera sempre positiva, uma vez que a massa € positiva € 0 mesmo acontece com o
fator $¢ que corresponde ao fator elevado ao quadrado. O outro fator é a coordenada
ZI, que € sempre negativa.  Como o termo como um todo esta precedido de um sinal
menos, o sinal final do termo sera sempre positivo. Assim a velocidade de rotagio do elo
superior estara sempre contribuindo para reduzir a sua estabilidade. = Como é comum
empregar-se baixas velocidades para o movimento dos bragos robéticos, este fator devera

ser menos relevante na analise da estabilidade do elo.

e) O termo (—2M g;(}‘) representa a influéncia das velocidades de rotagdo e de

deformagdo do elo superior em rela¢do a sua estabilidade.  Este termo alterna sinais
positivos € negativos ao longo do tempo e, desta forma, ele contribui negativamente para
a estabilidade do elo. Quanto a velocidade de rotagdo, ja se tinha chegado a esta
conclusdo. Verifica-se agora que, quanto maior for a velocidade de deformagdo do elo,
maior sera a tendéncia para a sua instabilidade durante o seu movimento e, desta forma,
uma velocidade de deformag¢do mais alta ira agravar o efeito negativo, sobre a

estabilidade, da velocidade de rotagdo propria do elo.

AV
cm 1 2 3 4 5 6 7 unespw.l 12 13 14 15 16 17 18



f) O termo {— M"’,{T}Z’[(zz‘ +Z*)C —(II" +(?2)S:|} relaciona a velocidade de rotagdo

do elo inferior com a estabilidade do elo superior. Como a magnitude de 27~

(comprimentos dos elos) € muito maior que a de U"? (deformacdes dos elos), o sinal da

expressdo que esta dentro dos colchetes sera 0 mesmo do termo (22' +Z 2)(7 . Como as

coordenadas Z' ¢ Z° s3o sempre negativas, o termo entre colchetes sera positivo quando
C for menor que zero. Como definido anteriormente, C = Cos (¢-B), entdo C sera
menor que zero quando |¢-B| > 90°. Uma analise geométrica da posi¢do relativa entre os
elos mostra que a diferenga entre os deslocamentos angulares ¢ e S determina se os elos
fazem entre si um dngulo agudo ou um angulo obtuso. A figura abaixo mostra este

relacionamento.

e el b ]

(a)

Figura 10 — Posigdo relativa dos elos em fungdo dos deslocamentos angulares




Na Figura 10, os elos, superior e inferior, estdo identificados pelos comprimentos I
e I’, respectivamente.  Tanto no grafico (a) como no (b) os elos estdo em uma situagio
caracterizada pela posi¢do onde |¢ - B| = 90°. Quando o elo inferior se desloca na
diregdo I indicada no grafico (a), a diferenca (B - ¢) torna-se maior que 90° e,
consequentemente, o dngulo formado entre os elos, a, torna-se menor que o dngulo reto.
Comportamento inverso € observado quando se caminha na direcdo II, pois neste caso o
dngulo

a torna-se maior que 90°.  Analogamente quando se desloca na dire¢do III, no
grafico (b), a diferenga (¢ - B) torna-se maior que 90° € o dngulo o torna-se menor que
90°. Se o movimento for na dire¢do IV, o angulo formado entre os elos sera obtuso.

Deste modo, o raciocinio acima pode ser resumido da seguinte forma:

-Se |6-B| <90° = a > 90° -> dngulo entre os elos é obtuso
-Se [¢-B|>90° = a < 90° -> angulo entre os elos € agudo.

Deste modo o termo {— M 1,6?‘;}[(22' +Z*)Cc-(0' +{?2)S]} admitira sinal positivo

quando o angulo entre os elos for obtuso e, nesta posi¢do, a velocidade de rotagdo do elo

inferior ¢ mais prejudicial para a estabilidade do elo superior.

g) Finalmente, é possivel verificar, através da expressdo (—ZM ‘6’15), como a

aceleracdo de rotagdo do elo age no comportamento do movimento. Como a massa €
positiva, quando a aceleragdo ¢ a deformagdo tiverem o mesmo sinal, este termo
contribuira favoravelmente para que o sistema seja mais estavel e, quando elas tiverem
sinais contrarios, a tendéncia do sistema é ser mais instavel. Como se observa, a
acelera¢do do elo, num dado instante, esta contribuindo no sentido de levar o sistema

para uma instabilidade e, num instante seguinte, ela esta agindo no sentido contrario.




Portanto € interessante analisar a magnitude deste termo em relagdo aos demais termos de

b, , pois, dependendo destes valores, a acelera¢do de rotagdo pode deixar de ter uma agdo
desestabilizadora e passar a ter, simplesmente, uma ac¢do perturbadora do movimento do
elo.

Um comportamento um pouco diferente ocorrera se o material do elo possuir baixa
rigidez. Quando o elo ¢ feito com um material que se deforma com maior facilidade, a
condi¢do mais favoravel para a estabilidade do sistema ocorre no movimento de descida,
qualquer que seja o tipo de movimento, isto €, acelerado ou retardado. = No entanto,
como ja se frisou anteriormente, este ndo € o tipo de sistema que se esta estudando no
momento.

Sabendo-se como cada termo da expressdo de b; contribui para a estabilidade ou
ndo do sistema, pode-se concluir quanto ao comportamento do elo como um todo,
analisando o conjunto desta expressdo. De uma forma resumida a rigidez do elo,

representada pelo coeficiente K|, contribui para tomar o sistema mais estavel, o

comprimento do elo atua no sentido de prejudicar a estabilidade ¢ as demais grandezas
analisadas, como a velocidade de rotagdo, o peso, a aceleragdo e a posigdo relativa entre
os elos determinam uma alterndncia de situagdes de estabilidade e de instabilidade.
Como estas variaveis apresentem uma alterndncia de comportamento, ¢ indiscutivel que,
dependendo das suas magnitudes, elas irdo influenciar diretamente para tornar o elo mais
instavel.

Néo obstante se tenha chegado a um ponto em que se possa prever 0 comportamento
do elo, ndo se pode esquecer que o critério de estabilidade exige, também, uma analise
concomitante do sinal de ¢> Assim, além das conclusdes a que se chegou até agora €

preciso saber como a expressdo de ¢, influencia na estabilidade do sistema.

442 Aplicagido da condiciio de estabilidade ¢, <0:

Verifica-se ao analisar a expressdo (118) que todos os seus termos sdo fungdes das

velocidades do sistema, ou seja, das velocidades de rotagcdo e de deformagdo dos elos. Ja
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foi visto anteriormente, por ocasido da analise do termo b, , como estas velocidades
influenciam na estabilidade do elo superior. O exame do termo c; podera ser, entdo, bem
mais sucinto, pois, na verdade, esta analise somente devera confirmar as conclusdes a que
se chegou anteriormente.

Assim, aplicando-se a condigdo de estabilidade na expressdo (118), referenciada

com os valores nominais, verifica-se que:

a) O termo (%4.0,(},) sera sempre positivo, por isso ndo interfere na analise do

sinal de c..

b) O termo {~2M'l?'[(32' +l)5+(}’]} envolve as velocidades de rotagdo e de

deformagdo do proprio elo superior. No tocante aos valores que este termo pode assumir,
ele ira alternar o seu sinal, sendo ora positivo e ora negativo. Portanto, este termo mostra
que as velocidades de rotagdo ¢ de deformagdo de um elo influem diretamente na sua
instabilidade, isto €, quanto maiores forem estas velocidades maior tendéncia tera o

sistema de ser instavel.

c) O termo [—ZM 2(?{?'(5‘“}2)] representa a contribui¢do das velocidades de

rotacdo e de deformagdo do elo inferior para a estabilidade ou instabilidade do elo
superior.  Neste termo aparece também a interferéncia da deformagdo do elo superior
na sua propria estabilidade. Como em outros elementos ja estudados, este termo
também alternard o seu sinal a cada instante, de modo que, o resultado da analise deste
fator indica que o sistema tende a ser mais instavel a medida que estas velocidades

aumentam.




d) O termo {—2Mzé[(szz+(.‘{}2)z'+((:z‘—S(?')(?u(sz‘+(.‘{?‘)zz:|} relaciona a

estabilidade do elo superior com a velocidade de rotagdo do inferior e com os
comprimentos ¢ deformag¢des dos dois elos.  Mais uma vez observa-se 0 mesmo
comportamento em que o termo assume valores maiores ¢ menores que zero durante o
movimento do elo. Assim, a influéncia na estabilidade de um elo, ndo sé é determinada
pela velocidade de rotagdo do proprio elo, como se concluiu no item anterior, mas

também pela velocidade de rota¢do do outro elo.

Fecha-se assim a analise do elo superior. A conclusdo final € que existe uma série
de fatores que influenciam na estabilidade ou instabilidade do elo. Estes fatores estdo
presentes nas expressdes de b, e ¢, . Somando-se as contribui¢des de cada um destes
fatores, que poderdo ser positivas ou negativas, chegar-se-a a um valor de b, e outro de
c> para o elo considerado.  Se estes resultados forem negativos, o elo € estavel, caso
contrario, ele € instdvel.  Vale ressaltar que estavel ou nao, o elo ndo rigido sempre
apresentara vibragdes durante o funcionamento, porque o proprio critério de Liapunov
admite a ocorréncia dessas oscilagdes. Portanto, ¢ possivel que um sistema que se
mostre improprio para uma determinada aplicagdo, devido a amplitude e freqiéncia de
sua vibragdo possa ser empregado satisfatoriamente em uma outra aplicacdo qualquer.
Além disso, existem os sistemas de controle que poderdo ser empregados para melhorar a

performance do sistema, reduzindo ou corrigindo este tipo de falha no seu funcionamento.

Uma outra informa¢do que pode ser obtida analisando-se a expressdo de c; € a
identificagdo de valores de velocidades considerada criticas e que, por isso, prejudicam o
funcionamento do brago.  Esta informagdo ndo € tdo relevante no caso do movimento
dos bragos roboticos porque, neste caso, a velocidade é tdo pequena que dificilmente
atingira valores criticos. Apresenta-se, portanto, este estudo sobre velocidade critica

como um complemento ao estudo da estabilidade de sistemas mecénicos.
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Observando a expressdo (104), vé-se que o termo ¢ € equivalente a parte real dos
autovalores da matriz de Jacobi e, portanto, de acordo com Ogata (1997), corresponde a
parte real dos polos do sistema.

Em Phillips e Harbor (1996) encontra-se a expressdo dos polos de um sistema

mecdnico que tem a forma:

s=-(w, t\1-¢°

onde, { é o coeficiente de amortecimento e w, € a freqiiéncia natural do sistema.

Comparando-se as expressdes (104) e (119) verifica-se que para determinado valor
de velocidade de rotagdo o sistema ird vibrar com freqiiéncia igual a frequéncia natural,
em conseqiiéncia, ele entrard em ressonancia. O sistema se afastara continuamente do
ponto de equilibrio @ medida que o tempo tende para o infinito, 0 que caracteriza uma
instabilidade do sistema. Na pratica os batentes fisicos do sistema impedem que as
amplitudes atinjam valores extraordindrios, no entanto, a ressondncia fara o elo vibrar
com muita intensidade, fazendo com que ele apresente uma instabilidade altamente
nociva e indesejavel.  Estas sdo as velocidades criticas, a que se referiu anteriormente e,
por razdes Obvias, devem ser evitadas no funcionamento do sistema.

No tocante a estabilidade existem alguns estudos publicados como, por exemplo,
Badlani e Kleinhenz (1979) e Tobias (1971), no entanto, com relagdo a determinagdo das
velocidades criticas ¢ mais dificil encontrar bibliografia a respeito.

O trabalho de Cleghorn; Tabarrok e¢ Fenton (1984) ¢ um dos poucos, que se
encontrou, dirigido a pesquisa das velocidades criticas. O procedimento adotado nesse
documento constou da determina¢do das velocidades criticas de um mecanismo flexivel,
baseando-se no teorema de Sanches. Segundo estes autores o teorema de Sanches

afirma que, se o sistema € governado por uma equag¢do do tipo:
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%{x} +S(O)f3={U ()}
e se atende as condigdes: [S(¢+7)]=[S(1)] e [U(e+T)]=[U(r)]

onde T ¢ o periodo e tem valor constante e positivo, ele tera uma unica solugdo periodica,
com periodo T, se € somente se, a solugdo homogénea da equagdo (120) ndo tiver solug¢do
ndo trivial de periodo T.

Este teorema aplica-se a sistemas que tém seu comportamento descrito por equagdes
matematicas do tipo da equagdo (53), de modo que elas possam ser representadas na
forma:

M(w)iﬁ+8¢b+[ L KJ—KD)(O=T 121)
@

)

sendo B a matriz de amortecimento € Ks e K)p partes da matriz de rigidez,
correspondendo, respectivamente, & componente estatica da estrutura e a componente
dindmica do sistema.

A forma homogénea da equacgdo (121) é:

M(w)iianr-t-[—%-K,—KDJm:O (122)
@

L]

A equagdo (122) mostra que existem valores de w; que resultam em solucgdo
periddica ndo trivial.  Estes valores de w; correspondem as velocidades criticas. Aqui
usou-se a nomenclatura w, para designar a frequéncia do sistema para diferenciar do
vetor ® que aparece na equacao (121).

O procedimento para calcular as velocidades criticas envolve a expansdo do vetor ®

em série de Fourier.




Substituindo-se a expansdo em série do vetor ® na equacdo (121), determina-se um
conjunto de equagdes lineares que possuem solugdes ndo triviais quando w; ¢ igual a
velocidade critica w..;. A partir dai, o problema se resume na analise dos autovalores

(A;) destas equagdes. A solugdo final leva a relagdo:

1/

(@..),=(4)* i=1,2,..N

4.5 ANALISE DA ESTABILIDADE DO ELO INFERIOR DO BRACO ROBOTICO

A adequag¢do da expressdo (67), para o estudo do elo inferior isolado, ¢ feita
suprimindo-se as primeiras € as quartas linhas da matriz M e dos vetores @, hete
suprimindo-se, ainda, a primeira € a quarta coluna da matriz M. Feitas estas

modificag¢des, obtém-se a seguinte expressdo:

M? ~-ZM? e
e
M (VUr-z722)M* || B

KU? +M*gsenp - IM3SU'd-M*U* BB +
M*(SZ'-CU")$é
M?*g(Z*senB+U* cos B)-2M*$U" (SZ* -CU?) +
Mgg[(82' -CU")z* - (CZ' +SU')U* |+

2M U2 BU?

sendo que:




=M (w)

M? -Z'M?
z’m* (VU -Z2°Z)M?

K2U? +M*gsen-2M*SU'¢-MU BB+ )
M?*(SZ'-CU") ¢
M’25{(225(31?16‘4—”2 cosﬁ)— 2M U (SZ2 —CUz)+ (124b)
M4g[ (52" -cU")z? ~(CZ' +8U")U? ]+

MU BU*?

A matriz de massa do elo inferior apresenta o termo M que, conforme foi visto
anteriormente, corresponde a soma da massa do elo inferior, com a massa do segundo

atuador e com a massa da carga colocada na extremidade livre do elo inferior.

Por analogia com o elo superior a matriz inversa de M(w) é:

2 _7? |

M (@)= ‘_[(UZUZ‘ZZZZ) Zz]

A derivada da matriz M é:

aM [0 0
dw |0 2MU?
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oh(a,w)

w

A derivada , determinada a partir da expressdo (124b), é:

“2M*S(¢+U")-2M*U* B+ 2M*$(SZ' -CU")
g_’f= M (S22 -CU?)($+U")+2M*U* (U + B)+} =h,
w
2M2¢§[(SZ' -cU')z*-(cz' + U )Uz]

oh(a,w)

@

A derivada , determinada a partir da expressdo (124b), ¢:

K2 +M?*gcos B —M*BB—M*$gC]
;'v;l"ﬂgl:(Z2 + l)cosﬂ—U"‘senﬂ:l+
IMU'$C +2M?BU* -
kMzgﬁgfil:(Z' +Z27)C+(U'+U)S]

oh

O vetor A, =%,dj+— o
ow ow

(K2 +M?gcos f—M*BB—-M>¢¢C
0 Mzg[(Z2 + l)cosﬁ—Uzsenﬁ:I+

[0 2M’U2Hﬁ}+* WUC oM pui - |

| MPg4[(2'+2°)C+(U'+U?)S ]

K}+M?gcosf-M>BB—M>¢pC
M 2gl:(Z2 +1)cos B - f_fz.s'enﬁ] +

IMAU'$C +2M U +2M 2 BU* - >
Mg (2'+ 2 )C+(U'+U?)sS ]|




O produto —M 'h, que aparece na matriz de Jacobi, constante da equagdo (66), ¢:

K2+M?3gcosB—M?Bf - M3$oC |
] leZ_(}rzl)rZ _22 Mzgl:(zz+l)00$ﬁ—{fzs‘enﬂ]+

M*UU? Z* ~1 | |2M2U'$C +2M*U* B+ 2M* BU? -

Mgg[(2'+27)C+(U'+U?)s]

desenvolvendo-se o produto acima indicado:

(222* -UPU?)(K} + Mg cos f— M - M*$gC) |
M?*Z%g Ii(Z2 + l)cosﬁ-—Uzsenﬂ]—
IM*ZU'$C - 2M*Z*U* B+ 2M*Z* pU* -
M*Z*4g[(2' + 22 )C+(U' +U?)S |
K}Z* +M?*Z*gcos f—M*Z* B —M*ZggC —
Mlg[(z2 + l)cosﬂ ~ U’senﬁ] -
AMAU'GC +2M2 U B -2M* BU* +
Mg[(Z' +22)C+ (U +U?)S ]

Para a analise da estabilidade do elo inferior basta verificar o sinal de b, que

corresponde a segunda linha do vetor —A7~'h,, de modo que:

| K:Z*-M*Z* B - M>g(cos B—U’senB)-2M*U'C -

2T MU IMPHU + MGg[ 2'C +(U' +U?)S ]




Esta ¢ a expressdo de b, para a analise do elo inferior, no entanto, para a efetivagdo
da analise, as variaveis deverdo ser substituidas pelos valores nominais em torno dos

quais foi feita a linearizagdo.

4.5.1 Aplicacio da condicio de estabilidade b, <0:

Baseando-se no estudo feito para o elo superior, a contribui¢do de cada termo da
expressdo (125), referenciada aos valores nominais, para a sua estabilidade do elo inferior

¢ a seguinte:

a) O termo (%42(}1{},) sera sempre positivo, por isso ndo interfere na analise do

sinal de b, .

b) O termo (KfZ ?) sera sempre negativo e, desta forma, quanto maior for o seu

valor absoluto maior tendéncia de estabilidade tera o elo.

¢) O termo (—M 2z [3,5’ ) esta relacionado com a velocidade de rotagio propria do elo

em estudo e sera sempre positivo, contribuindo para que este elo seja instavel.

d) O termo (M 254 [Z‘C +(U'+U0 Z)S]) corresponde a influéncia, na estabilidade do

elo inferior, da velocidade de rotagdo do outro elo e,também, da posi¢do relativa entre os
elos O sinal deste termo alterna valores positivos e negativos, de acordo com a varia¢do
de sinal de (C). Como foi visto anteriormente, a condigdo mais favoravel para a

estabilidade deste elo ocorre quando o dngulo entre os elos € agudo.




e) O termo [Mzg(cosﬁ—ﬁzsenﬁ)] estabelece a contribuigdo do peso na

estabilidade do elo inferior. As conclusdes, neste caso, sdo as mesmas do elo superior
estudado anteriormente, ou seja, o peso atua no sentido de prejudicar a estabilidade do

elo.

f) O termo (—2M 2(3"5()) corresponde a contribui¢do das velocidades de rotagdo e de

deformagdo do elo superior na estabilidade do elo inferior. O sinal deste termo variara a
cada instante, assumindo valores positivos e negativos, de modo que estas velocidades

fazem com que o elo inferior tenha maior tendéncia de ser instavel.

g) O termo (—ZM 2Jlgf(}z)representa a interferéncia das velocidades de rotagdo e de

deformagdo do elo inferior na sua propria estabilidade. Este termo alterna o seu sinal a
cada instante, o que significa, que estas velocidades contribuem para que o elo seja mais

instavel.

O produto —M'h, que aparece na matriz de Jacobi, constante da equagio (66), ¢:

—2M*S($+U")-2M*U* B +2M*$(SZ' -CU")
“2M*(SZ*-CU?)($+U")+2M°U* (U + B)+

zt -1
2M§[(s2'-CU')2* -(C2'+ SU')U? ]

MUU?

1 [2222 -yt -z?

de modo que:




(272 —(FUI)[—2M2S(¢+E}")w2M2U3,B+2MZé(SZ‘ —(.‘U')]!
2M?Z3 (S22 -CU?)($+U")-2MZ°U* (U + B) -
aM?z3g((s2' -CU')z - (Cz' + U U]
IM*7?S(9+U")-2M* U2 f+2M°Z%(SZ' -CU" )+
2M* (S22 -CU?)($+U")-2M°U* (U* + B) -
2M§[(s2' -CU') 22 -(Cz' + SU")U? ]

Para a analise da estabilidade do elo inferior basta verificar o sinal de ¢, que

corresponde a segunda linha do vetor —M 'k, , de modo que:

MZS(§+U")-2MUZ2 B+ 2M 29 (SZ' - CU') +

: 2M*(SZ*-CU?)(¢+U")-2M7U* (U + B) -

<= MUU?

2M’¢[(Sz‘ -cut)z*-(cz' +SU']U2]

O termo ¢, sera dado por:

|| 2MPUC(g+ U )+ 2MPUH(CZ + SU') -
ENYETETE M2 [(22 +1) f+U°]

Esta € a expressdo de ¢, para a analise do elo inferior, no entanto, para a efetivag@o
da analise, as variaveis deverdo ser substituidas pelos valores nominais em torno dos

quais foi feita a linearizagdo.




4.5.2 Aplicagdo da condi¢io de estabilidade ¢, <0:

Embora mais simples, a expressdo de ¢, para o ¢elo inferior guarda certa semelhanga
com a expressdo de ¢, para o elo superior. Como se observa todos os termos sdo
relativos as velocidades de rotagdo e deformacdo. Além disso todos os termos assumem
valores positivos e negativos ao longo do percurso do elo. A conclusdo, portanto, ¢ a
mesma do elo superior, ou seja quanto maior forem as velocidades de deformagdo e de

rota¢do maior tendéncia a instabilidade tera o elo.

Finalmente, analisando as condi¢des do movimento dos dois elos pode-se avaliar
sobre o comportamento do sistema com um todo. Portanto, por meio do estudo analitico
do sistema pode-se saber o grau de estabilidade ou instabilidade do sistema e, desta
forma, atuar com um dispositivo de controle adequado de modo que o mecanismo
estudado se comporte da maneira que se deseja.

Da analise da estabilidade feita até aqui, verifica-se que ela depende do sistema, ou
seja, das massas dos elos, dos atuadores e da carga colocada na extremidade livre, do tipo
de material dos elos (caracterizado pela sua rigidez), das caracteristicas geométricas dos
elos e, também, das caracteristicas do movimento (posi¢do, velocidade, aceleragdo, torque
aplicado e intensidade da deformagao sofrida pelos elos).

Deste modo, de posse de algumas informagdes sobre o sistema € possivel prever o
seu comportamento €, até mesmo comprovar esse resultado, comparando-o com trabalhos

praticos de laboratorio ou com simulagdes feitas por computador.




5 CONCLUSOES

Foi possivel determinar o modelo matematico de um brago robotico formado por
dois elos ndo rigidos, unidos por juntas revolutas e sujeito a a¢do da gravidade baseando-
se na formulagdo de Newton-Euler associada com a teoria elementar das vigas e o método

de elementos finitos.

As equagdes que descrevem o comportamento do sistema foram determinadas, no
entanto, a analise do movimento, a luz destas equagdes, tomou-se muito dificil, ja que
elas sdo formadas por um numero muito grande de termos. Dai surgiu a necessidade de
se empregar certos recursos como a representagdo matricial das equagdes € o

desacoplamento do sistema para o estudo dos €los.

O emprego do calculo matricial também foi fundamental para o desenvolvimento
matematico do problema. O emprego deste recurso permitiu que as numerosas equagdes
que constituem o modelo matematico do brago robético se reduzissem a uma unica

equacdo formada de poucos termos.

O método de elementos finitos demonstrou ser particularmente atil para o

equacionamento do sistema e para a aplicagdo de técnicas numéricas por meio do

computador.

A linearizag@o das equagdes que governam o sistema € necessaria para a aplicagdo
do primeiro método de Liapunov, que serve para a analise da estabilidade do brago
robdtico. A técnica de linearizagdo empregada foi o desenvolvimento em série de
Taylor, em tormo de um valor nominal, considerando-se somente os termos de primeiro

grau.




Em sistemas de equagdes simples, mesmo que sejam ndo lineares, a sua matriz de

Jacobi pode ser determinada pela derivagdo direta conforme estabelece a sua propria
definigdo. Porém, para sistema ndo lineares complexos, nos quais as equagdes dindmicas
apresentam muitos e variados termos, torna-se muito dificil obter a matriz de Jacobi por
este processo. Por isso, o método alternativo proposto por Hongzhao; Xianmim e
Weiquing (1994) e que foi desenvolvido no corpo deste trabalho demonstrou ser uma
solucgdo possivel para a determinagdo da matriz de Jacobi nos casos em que o processo

tradicional das derivadas ndo pode ser aplicado.

No tocante a estabilidade, o primeiro fator de importancia € o entendimento do que
vem a ser estabilidade para sistemas dindmicos. No caso do brago robético ndo rigido,
ndo ha davidas que a instabilidade esta relacionada com as deflexdes da extremidade de
cada elo ou, mais propriamente, esta relacionada com a vibragdo a que fica sujeita o brago
ndo rigido durante o deslocamento. Porém o fato do brago vibrar ndo que dizer que ele
seja instavel. O conceito de estabilidade de Liapunov esté relacionado com a trajetoria
no espago dos estados e isto significa que a posi¢do do brago esta variando continuamente
em fun¢do do seu deslocamento angular e da deformagdo a que fica sujeito durante o
movimento. De acordo com o critério de Liapunov, o sistema € considerado estavel se,
partindo do ponto inicial, caminhar numa regido & do espago de estado e retornar a uma
regido, mais restrita, 3, em tormo do ponto de equilibrio. Este deslocamento no espago de
estado indica que a estabilidade admite a existéncia de vibragdes ou oscilagdes desde que

ocorram dentro dos limites estabelecidos no projeto.

O estudo individualizado de cada elo do brago roboético caracterizou-se como uma
boa alternativa para a analise da estabilidade de tais sistemas.  As equagdes originais
eram muito extensas para permitir qualquer tipo de analise, porém, apos a separagdo dos
elos elas se tornaram mais compactas. Embora tenha sido possivel fazer o estudo da
estabilidade dos elos, ele esta longe se ser simples, tendo em vista a grande quantidade de

termos que fazem parte das equagdes necessarias para a analise do sistema. A analise
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independente dos elos so foi viavel porque a reducdo das matrizes de quarta ordem do

brago robotico para matrizes de segunda ordem dos elos foi feita sem descaracterizar a
expressdo geral do sistema e foi feita, também, levando-se em consideragdo as interagdes

entre os elos.

No desenvolvimento deste trabalho, constatou-se que existe possibilidade de
identificacdo dos parametros que influenciam na estabilidade de um brago robotico ndo
rigido, sendo possivel também determinar as velocidades criticas, que estdo associadas
com a freqiéncia natural do sistema. O estabelecimento destas caracteristicas do sistema

¢ obtido através da analise dos autovalores da matriz de Jacobi.

O estudo de mecanismos ndo rigidos ndo € novo, mas ¢ um tema que pode ser
considerado atual e importante para ser pesquisado. Para levar este trabalho a termo, foi
necessario fazer uma pesquisa bastante aprofundada. O aprendizado relacionado com
este tipo de sistema foi grande, no entanto, ele € pequeno se comparado com tudo o que
ainda pode ser feito nesta diregdo.  Por isso, esta dissertagdo pode ser vista como um
ponto de partida de um trabalho que, se pretende, sera muito mais completo e profundo.
E que Deus nos ajude para que possamos ser capazes de contribuir para um mundo

melhor e mais justo.
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APENDICE A - Determinagdo das matrizes de rotagdo e suas derivadas

I Determinagdo da matriz de rotagdo do elo superior - Matriz Q.

O elo superior, inicialmente na posi¢do vertical e para baixo, tem o seu movimento
executado no sentido anti-horéario. A matriz de rotagdo, neste caso, pode ser extraida

da figura abaixo.

Figura A-1 —Representagdo das coordenadas nos sistemas global e local
As equagdes correspondentes sdo:

X=X"cos ¢-Z"sen ¢ X =X"cos ¢-Z'sen ¢
ou, de outra forma

-Z=-X"'sen¢-Z"cos ¢ Z=Xlsen¢+Zlcos¢
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Escrevendo o sistema acima na forma matricial;

x| |cos¢g -—sengd X!
z| |seng cosg | !

cos¢ —seng

Na equagdo (A1) destaca-se a matriz [ :| = Q', que € a matriz rota¢do do

seng cos¢g

elo superior.

As derivadas desta matriz sdo:

Ql: —gdseng —gcosg
pcosp —gdseng

o - —dseng—ddcosd —gcosd+dpsen
h dcosg—gdsend —gsend—dpcosd

2 Determinagdo da matriz de rotagdo do elo inferior - Matriz Q.

A figura que representa o elo inferior ¢ exatamente igual a figura do item
anterior, mudando-se apenas o dngulo “¢” pelo angulo “B”. Assim, por analogia:

Qz=[cosﬂ —senﬂ} (Ad)

senff cosf

As derivadas desta nova matriz de rotagdo sio:
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02 =

—fBsen B —_Bcosﬂ
Bcosp —fsenf

&52 [—ﬁsen B - pBcos B -ﬁcosﬁ+ﬂﬁsenﬁ]

Bcos f-ffsen B — fsen - fficos B
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APENDICE B - Operagdes com as matrizes de rotagdo
I Determinagdo do produto (0' ]T (')

(QI)T (Q|)=[°°S¢ seng | [ -gseng—pdcosg —@cosd+ddsend
' —seng cosg || gcosp—gpseng —psend—gpdcose

_|-@sengcosg- ddcos® ¢+ gsen pcos g — dpsen’d ...
dsen’ g+ ddsengd cos @ + ¢ cos® ¢ — ddseng cos ¢

. —@cos® ¢+ dpsend cos - dpsengcos g — gsen’ ¢
. @sengcosd—posen’d—gsen pcosp—pdcos’ ¢

:[—M(sen2 p+cos’ @) —d(cos’ §+sen’ @) } _ [—¢¢ ~—¢]

d(sen*g+cos’g) —pd(sen’ g+ cos’ @) ¢ —o¢

2 Determinagdo do produto (Ql )r (Ql)

(@) (()!)z{cossﬁ Seﬂ¢] ~fseng —pcosg
= RE ~seng cosg || gcosgp —gsend

_|-gsengcosg+psengcosg —pcos’ p—psen’ ¢
dsen’ ¢+ pcos’ ¢ psen gcosd—Psen g cosg

_ 0 ~f(sen* p+cos’g)| _ [0 -4
#(sen’ ¢ + cos” @) 0 é 0




T

3 Determinagdo do produto (Q') .(Q')

(Q‘)}‘.(Q') _ |:005¢ sen¢“:cos¢ _Senﬂ

—seng cosg ||seng cos¢

=[ cos’ ¢ + sen’d —cos¢sen¢+sen¢cos¢:| . !: :l

—sen ¢ cos ¢+ cosg@sen ¢ sen’d +cos’ ¢

4 Determinagdo do produto (Ql )T (Qz)

(Q')T (Q2)=[°°S¢ sen¢] —pBsen B—pfcos f —[fcos B+ ffsen B
' —seng cosg || fcosB-pfsen —Psenf—fhcospB

_ | —Bcosgsenf— BB cospcos f+ Bsen pcos f— ffisengsenf ...
B sengsenf + ffiseng cos B + f3 cos g cos B — ff3 cos psen

.= ﬂ cosgcos ff+ ﬁﬁ’ cosgsenfi — ﬁ.s'engi senf} - ,B;f')’.s‘enqi cos f#
. Psen ¢ cos B — ffisengsenfl —  cosgsen f — ff cosgcos B

_| B(sen g cos B— cosgsenB)— fB(cos g cos B +sengsenf) .
B(sengsenp + cosgcos fB)+ fB(sen pcos f —cosgsenf) ...

. —P(sengsenp + cosdcos £ - [?,[?(sen @cos ff —cosgsenf)
B(sen ¢ cos f —cos gsenf3) — ﬂﬂ(sen ¢senf +cosgcos )

_ [ﬁsenw—ﬁ)—ﬂﬂcosw—ﬁ) —ﬁcos(qﬁ—ﬂ)—ﬁﬁsen(;ﬂ—ﬂ)}
Pos(¢p— B)+ fBsen(p—B)  Psen(gp— P)— BB cos(¢p— B)




5 Determinagdo do produto (Qi )T (QI)

N (2 | cosp seng|[-Bsen B —Bcosp
() (¢°) [—sen;é cos¢][ﬂcosﬁ —[isenﬁ}

ik Bcospsen B+ fsenpcos B —pcospcos B — Psengsen
Bsengﬁsen B+ Bcosqﬁcosﬁ ﬁ‘sen;ﬁ cos - [?cos gsenf

_ ﬁ(senqzi cos f—cosgsen ff) - /3’ (sengsenf + cosgcosfp
ﬂ(sengé sen f +cosgcos ) PB(seng cos B —cosgsenf)

=[ﬁsen(¢—ﬂ) —Bcosw—m]
Beos(g—p)  Psen(¢-p)

T

6 Determinagdo do produto (') .(0?)

(@) (¢*) = [ cosg sew“cosﬁ ﬁ}

—-seng cosg ||{senf cospf

=|: cos¢@cos f+ sengsenfl  —cossenf+ seng cos ]

—sengcos B +cosgsenf  sengsenf +cosgcos S

=[ cos(¢—p) sen(p- ﬂ)]
—sen(¢—p) cos(p—p)

7 Determinagdo do produto (QZ)T (Q')

(Qz)r.(f_j') _ [ cos f3 senﬁ] [—éfsen¢—¢5écos¢ —&cos¢+é¢55en¢]=

geosp—ggseng —gseng—ggcosg

-senff cosf




_ | ~dsengcos B —pdcospcos B + dcos gsenf — d@sengsenf .
dsen gsenf + dpcos gsenf+ ¢ cos@cos ff — ddsenpcos f ...

. —gcosgcos f + pseng cos B — psenpsenf — pp cos psenff
@ cos psen S — ppsengsen 3 — psend cos f — g cos p cos B

_| —d(send cos - cos gsen ) — dp(sengsenf + cospcos f) ...
{5(sen @senf +cosgcos f)— égﬁ(senqé cos f —cosgsen )

. —@(sengsenp + cos g cos B+ pp(seng cos B —cos gsenf)
. —@(seng cos ff —cosgsenfl) — pp(sengsenp + cos @ cos B)

=[—éfsen(¢—ﬁ)—é¢5cos(¢—ﬁ) —écosw—ﬁwésenw—ﬁ)}

gcos(¢— B)—posen(¢p—B) —-gsen(¢—B)-dpcos(p—p)

8 Determinagdo do produto (Qz )T (Ql)

2\ () _ | cosB senf||-gsenB —gcosp
(%) (Q) [—senﬁ cosﬂ:b[qf»cosﬁ —qfvsenﬁ]

B [ —psengcos B+ dcospsenB  —pcosdcos f— psengsen ]
| gsengsen B+dcospcos B gcospsenf - psenpcos B |

[ —g(sengcos B —cospsenf) —d(sengsenp +cosgcos B) |
| P(sengsen B +cosgcos B) —p(send cos B—cos dsen B)

_ [—ésenw—m —éoos(é—ﬁ)]
gcos(p—pf) —dsen(¢—p)




9 Determinagdo do produto (0 )T (0"

(@) (@) = [ cos f senﬁ} [¢ -sew]

-senff cosf||sengd cos¢

_ [ cosg@cos ff + sengsenfi  —seng cos B+ cos gsen B ]

—cos¢@sen J+sengcos f sengsenf +cosgcos

- (sengsenf +cosgpcos f) —(sengcos ff—cosgsenf)
(sengcos f—cosgsen f) (senpsenf +cosgcos )

=[cos(¢—ﬂ) —-s-en(¢—ﬁ)]
sen(¢-p)  cos(¢- )

10 Determinag3o do produto (0?).((?)

(Qz)r. (Q2)=[ cos senﬁ] —Bsen B—PBcosp —Pcosf+ fhsen f
: ~senf cosp|| Bcosp-pfisen —psenp—ppcosp

—Jsen fcos B~ fficos’ B+ Psen Bcos f— ffsen’S ..
Jsen’ B+ ffisenB cos f+ Bcos’ f— ffisenp cos B

. —fcos® B+ BBsenp cos B - fsen* f— BBsenp cos f
[Bsen Bcos f —ﬂﬁsenzﬁ—ﬁsen pcos f— )f'i’ﬁ.‘cos2 p

{—ﬂﬂ(sen:mcos’ﬂ) —ﬁ(senzmcos*ﬁ)}: [—BB —5]

B(sen’ p+cos* B)  —pP(sen’ B +cos® B) B BB




11 Determinag¢do do produto (Q2 )r (Qz)

2\ () _ | cosB senB] [-BsenB —fcosp
(Q)‘(Q) [—senﬁ cosﬁ} [Bcosﬂ —ﬂsenﬂ]

_ | ~Bsen Bcos B+ Bsenf cos B —pcos® B~ Bsen* B
PBsen’f + fcos’ B Bsen fcos B — fsenfi cos B

_ 0 —B(cos® B+ sen’ ) _|0 -p
B(sen* B +cos® B) 0 B 0

12 Determinagdo do produto (0*) .(0*)

2\ (y2) — | cosB  senB|[cosp ~sen
(Q) (Q) [-senﬁ cosﬁ}[senﬁ cosf |

—sen f cos B+ senfi cos 3 sen’ +cos’ f

=|: cos’ B+sen’ B

—sen fcos § + Se"ﬁcosﬂ}= I
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APENDICE C - Determinagdo das derivadas das matriz M (w) e dos vetores h(w) e

h(e)

A derivada neste caso ¢ determinada pela soma das derivadas parciais, conforme

sugere Hongzhao, Xianmim; Weiking. (1994), ou seja

6M(a)):iﬁm_‘ (C1)

Jw = OF,

Na expressdo (C1), msdo os elementos de M(w) e x; sdo as varidveis de estado de
cada elemento. Supondo que as variaveis de estado sdo U, U Bede que f(p)=M1Ul¢,

entio:

Ut | ag

op

o(M'U'g) =M{a(u‘¢) a(v‘;a)] i

Dentre os elementos das matrizes M e & , estdo os termos C e S, sendo que:
S =sen(¢— f)=sengpcos f—senficos¢ €
C =cos(¢ — p) =cosgcos [ + sengsen

As derivadas parciais em relagdo as variaveis ¢ e f sdo:

%s; = —seng cos f + cos psen B = (senf cos p — seng cos )

=sen(f—¢)=-sen(p—-p)=-S




oC

R cos gsen B + seng cos B = (seng cos - cos gsen3)

=sen(p—p)=S

% = cos@cos f + sengsenfl = cos(¢ - )= C

oA ~sengsen B —cos g cos B = —(cos gcosf + seng)

op
=-cos(¢-pB)=-C (Coé)

Assim, quando se calcula a derivada de C ou de S, usando o conceito da expressdo

(C1), obtém-se, sempre, um resultado nulo, isto é:

as_oc_,
op Op
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APENDICE D - Programa MatLab para determinagdo das aceleragdes

%
MODELO DINAMICO NAO LINEAR DE UM BRACO FLEXIVEL COM DOIS
ELOS.

%o

%Este modelo esta baseado na teoria elementar das vigas proposta por BERNOULLI e
%discretizado pelo método dos elementos finitos, usando o equacionamento de
%NEWTON e representado na forma matricial.

%Autor: Afonso Henrique Castilho.

%0rientador: Victor Orlando Gamarra Rosado.

%Data de inicio da programagdo: 09/05/2002.

%
%Definindo o tamanho do vetor de estado "x".
%

%0 tamanho do vetor de estado obedece a expressdo:x=[(4*(nel+1)):nel:vel:ve2] que

%mostra que ele depende do numero de elementos (nel) em que foi divido cada elo.
%Assim se considerarmos que os elos sejam constituidos por apenas um elemento, o
%vetor de estado tera a forma: x=[xI, x2, x3,...x9, x10, x11], onde x9=1. Se os elos
%forem divididos em dois elementos cada um, entdo: x=[x1, x2, %x3,...,x13, x14, x15],
%sendo x13=2. Se, por outro lado, os elos forem dividos em trés elementos, x=[x1, X2,
x3,...,x17, x18, x19],

%onde x17 = 3. E assim sucessivamente.

%

%

%Definindo os elementos do vetor de estado "x".

%




%x=[ull, ul2, ul3,.., ul(n-1), u21, u22, u23,...,u2m, uln, beta, fi, uptl 1, uptl 2, ...,

%uptl(n-1), upt21, upt22, upt23, .., upt21ﬁ, uptln, betapt, fipt, nel, vel, ve2]. Onde:
%{ull, ul2, ul3,....ul(n-1)} sdo as deflexdes dos elementos do elo 1; {uln} é a deflexdo
%do ultimo elemento do elo 1; {u21, u22, u23...., u2n}sdo as deflexdes dos elementos do

%elo 2; "beta" € o angulo de deflexdo da junta 2; "fi", o angulo de deflexdo da junta I,

%{uptll, uptl2, uptl3,. . uptl(n-1)}sdo as velocidades de deflexao dos elementos do

%elol; {uptln} ¢ a velocidade de deflexdo do ultimo elemento do elo 1; {upt21, upt22,
%upt23,..., upt2n} sdo as velocidades de deflexdo dos elementos do elo 2; "betapt" € a
%velocidade de rotacdo da junta 2; "fipt" € a velocidade de rotacdo da junta 1; "nel" € o
%numero de elementos de cada elo (aqui considerado que m=n); "vel" € o torque no elo 1
%e ve2" ¢ o torque no elo 2.

%

%
%Forma final do vetor "x", quando cada elo é considerado como um elemento.
%
%x=[x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10, x11], onde:
Yox1 =u2

%x2 = ul

%x3 = beta

%x4 = fi

%x5 = upt2

%x6 = uptl

%x7 = betapt

%x8 = fipt

%x9 = nel

%x10 = vel

%x11 = ve2.

%




%

%Forma final do vetor "x", quando cada elo for dividido em dois elementos.

%
%x=[x1, x2, X3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10, x11, x12, x13, x14, x15], onde:
%x1 =ull

%x2 = u2l

%x3 = u22

%x4 =ul2 (elemento final do elo 1)

%x5 = beta

%x6 = fi

%x7 = uptl 1

%x8 = upt21

%x9 = upt22

%x10 =uptl2 (elemento final doelo 1)

%x11 = betapt
%x12 = fipt
%x13 = nel
%x14 = vel
%x15 = ve2.
%

%
%PForma final do vetor "x", quando o elo for dividido em trés elementos.
%
%x=[x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10, x11, x12, x13, x14, x15, x16, x17, x18,
%x19] onde:

%x1 =ull

%x2=ul2

%x3 = u2l




%x4 = u22

%x5 = u23

%x6 =ul3 (elemento final doelo 1)
%x7 = beta

%x8 = fi

%x9 = uptl 1

%x10 = uptl2

%x11 = upt21

%x12 = upt22

%x13 = upt23

%x14 = uptl3 (elemento final do elo 1)
%x15 = betapt

%x16 = fipt

%x17 = nel

%x18 = vel

%x19 = ve2.

Yo-

%
%Definindo o os elementos "nel", "vel" e "ve2" do vetor "x", considerando cada elo

%divido em trés elementos.

o/
/O

x=[0.001 0.001 0.001 0.001 0.001 0.0010.50811111111355]; %arbitrados

nl=length(x)-3;
nel=x(nl+1);
vel=x(n1+2);
ve2=x(nl+3);
n=nel,

m=,

?
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%

%Definindo as propriedades do brago.
%

%I = comprimento total de cada elo, medido em metros.

%nel = numero de elementos em que cada elo foi dividido.

%elas = médlulo de elasticidade de Young do material do brago, medido em N/m”2.
% mesp = massa especifica ou massa por unidade de comprimento do elo, em Kg/m.
%den = densidade ou massa por unidade de volume do elo, em Kg/m"3.

%ast = area da se¢do transversal, em m*2. Sendo que: ast = b*h e mesp = den*ast.
%b = base dos elos, medida em metros (também representado por es = espessura).
%h = altura dos elos, medida em metros.

%iner = momento de inércia em rela¢do a o centro da segdo transversal do elo, medido
emm”™4. Sabe-se que: iner = (h*b"3)/12.

%carga = massa da carga colocada na extremidade livre do brago, medida em Kg.

%fr = freqiiéncia do movimento, em Hz.

%wn = freqii€ncia angular do movimento, em rad/s.

%ep = razdo de "damping".

%rhu = raio da junta (hub), medido em metros.
%ihu = momento de inércia da junta, em m”4.
%matl = massa do atuador 1, em Kg.

%mat2 = massa do atuador 2, em Kg.

%g = aceleracdo da gravidade, em m/s"2.

%

%

%Definindo os valores das propriedades do brago.
%
I=1;

b

elas=let9;




iner=0.3e-12;
mesp=0.1.
carga=2%10e-04;
mat2=0.08;
rhu=0.0065;
thu=7.37e-7,
ep=0.01;
g=9.81;

%

%Definindo as formas dos vetores "x" e "xdot".

%

x=(1:nl);
xdot=zeros(nl:1);

%-

%Definindo os comprimentos (li) e as coordenadas z1 (do %elo 1) e z2 (do elo 2).

%o

if (n=1),
li=l;
z1(1)=li+rhu;
Z2(1)=(li+rhu)+(li+2*rhu);
end

if(n>1);
li=(I/n);,
k=[1:1:n};
z1(k)=(k*1i)+rhu;

z2(k)=(l+rhu)+(k*li)*+(2*rhu);

end

2 3 4 5 6
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%

% Definindo os elementos do vetor de estado "x".

%

fori=1:1:n-1;
ul(i)=x(i);
upt1(i)=x(2*n+i+2);

end

fori=1:1:m;
u2(i)=x(n+i-1);
upt2(i)=x(3*n+i+1);

end
ul(ny=x(2*n);
uptl(n)=x(4*n+2),
beta=x(2*n+1);
fi=x(2*n+2);
betapt=x(4*n+3);
fipt=x(4*n+4),

%

%Definindo a Matriz de Rigidez para este sistema.

%
dim=2*n;

kto=zeros(dim,dim);

ki=(elas*iner/(1i*3))*[12 -12 6*1i 6*1i:-12 12 -6*1i -6*1i:6*1i -6*1i 4*(1i*2) 2*(li*2)....

6*1i -6*11 2*(11"2) 4*(1i"2)];

k1=[ki(2,2) ki(2,4); ki(4,2) ki(4,4)];

iftn=1);
kt=k1;

end

2 3 4 5
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if(n==2);

kt=kto+ki;
kt(1,1)=kt(1,1)+k1(1,1);
kt(1,3)=kt(1,3)+k1(1,2);
kt(3,1)=kt(1,3);
kt(3,3)=kt(3,3)+k1(2,2);

end
if(n>2);

kt=kto;

for ii=1:1:n-1;
kt(ii, i1 )=ki(2,2)+ki(1,1);

end,

kt(n,n)=ki(2,2):

for jj=n+1:1:2*n-1;
kt(jj.ii Fki(4,4)+ki(3,3);

end

kt(2*n,2*n)=ki(4,4),

for kk=1:1:n-1;
kt(kk kk+1)=ki(1,2);
kt(kk+1 kk)=ki(1,2);

end

for lI=1:1:n-1;
kt(ILn+11)=ki(2,4)+ki(1,3);
kt(n+IL1=ki(2,4)+ki(1,3);

end

formm=1:1:n-1;
kt(mm,n+1+mm)=ki(1,4);
kt(n+1+mm,mm)=ki(1,4);

end

2 3 4 5 6

AV
AVANAY

unesp .,

13

14

1.5

16

17

18



for nn=1:1:n-1;
kt(nn+1,n+nn)=ki(2,3);
kt(n+nn,nn+1)=ki(2,3);

end

kt(n,2*n)=ki(2,4);

kt(2*n,n)=ki(2,4);

for pp=n+1:1:2*n-1;
kt(pp,ppt1)=ki(3.,4);
kt(pp+1,pp)=ki(3,4);

end

end

%

%Definindo a matriz de rigidez reduzida k mintsculo barra

%
ka=kt(1:n,1:n);
kb=kt(1:n,(n+1):dim);
ke=kt((n+1):dim,1:n);
kd=kt((n+1):dim,(n+1):dim);
ikd=inv(kd);
kbarra=ka-kb*ikd*kc;

%

%Definindo a matriz de rigidez do sistema K maiusculo

%o

KK=ki(4,4):
if (n=1);
K=ki(2,4);

end
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if (n>1),
K=zeros(n,1);
K(n-1)=ki(1,4);
K(n)=ki(2,4);
End

%

%Definindo as expressdes de "C" e de "S"

%
C=cos(fi-beta);
S=sin(fi-beta);

%
%Definindo as matrizes de massa al e a2
%

MIl1=zeros(n-1,n-1);

M2=zeros(m,m);,
if (n>1);
for t=1:1:(n-1);
M1 (t,t)=(mesp*li/2)+(mesp*li/2),
end
for t=1:1:(m-1);
M2(t,t)=(mesp*1i/2)+(mesp*11/2);
end
end
al=Ml,;
M1(n,n)=(mesp*li)+mat2;
M2(m,m)=(mesp*li/2)+carga;
a2=M2;
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%
%Determina¢do da matriz a3
%
Mtotal=0;

for j=1:1:m;
Mtotal=Mtotal+M2(j,j);
end

A1=M1(n,n)+Mtotal:

for j=1:1:m;
A2=A2H(M2(j )*((-22()."2)Hu2())."2)));

end
for i=1:1:n;

A3=A3+(MI1(1,1)*((-z1(1).22)H(ul(1)."2)));
end
A3=A3+Mtotal*((-1"2)+(ul(n)*2));
for j=1:1:m;

A14=A14+M2(j,j)*z2());

A24=A24+M2(j j)*u2());
end
A4=C*(A14)+S*(A24),
A5=C*(A14)+S*(A24);
A6=((-C*(I)-S*(ul(n)))*(A14)H(-S*()+C*(ul(n))))*(A24);
A7=*Mtotal,
AB=((-C*(DHS*(ul(n)))*(A14)H(S*(1)+C*(ul(n))))*(A24),
a3=[Al,A4-1*A1;A5A2,A6:A7,A8,A3];
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%

%o Definindo as matrizes nulas "Z1" e "Z2".

%

Zl=zeros(n-1,m);

Z2=zeros(m,n-1);

%-

% Definindo a matriz "b".

%

b=zeros(n-1,3);

for t=1:1:n-1;
b(t,3)=MI1(t,t)*z1(t);

end

Yo

% Definindo as matrizes "c1" e "c2".

%

cl=zeros(m,3);

fort=1:1:m;
cl(t,)=cl(t,1)+C.*M2(t,t);
cl(t,2)=cl(t,2)-M2(t,t)*z2(t);
cl(t,3)=cl(t,3)-M2(t,t)*((S*(ul(n)))-C*1);

end

c2=zeros(3,m);

fort=1:1:m;
c2(1,t)=c2(1,t)+C.*M2(t.,t);
Cc2(2,t)=c2(2,t)+M2(t.t)*z2(t);
c2(3,t)=c2(3,t)-M2(t,t)*((S*(ul(n)))-C*1);

end
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%
% Definindo a matriz "Ainv" ¢ a matriz "A".
%
Ainv=[al,Z1,b;Z2,a2,cl;-b'c2,a3];
A=inv(Ainv);

%

% Definindo a matriz "ohm" (0mega maiusculo), que € formada pelos valores de "p", de

%Ilq!l e ﬂgamaﬂ.
%

%

% Determinando primeiramente os valores de "p".

%

p=zeros(n-1,1);
fori=1:1:n-1;
pp=0;
forj=1:1:n;
pp=pp-(kbarra(i,j)*ul(j));
end
p(i)=pp-M1(i,1)*g*sin(fi)HM1(i,1)*ul(i)*fipt*2)-((K(i)/KK)*ve2);

end

%

% Determinando os valores de "q".
%

g=zeros(m,1);
for i=1:1:m;
qq=0;




for j=1:1:m;

qq=qq-(kbarra(i,j)*u2(j));

end

q(iFqq-M2(i,i)*g*sin(beta)+(2*S*upt1 (n)*fipt*M2(i,i)Hbetapt "2 *u2(i)*M2(i,1))-...
((S*(D-C*(ul(n))*(fipt"2)*M2(1,1)));

% Determinando o valor de "gamal"

%

G11=0;

G12=0;

G13=0;

for j=1:1:n;
G11=G11-(kbarra(n,j)*ul(j));

end

for j=1:1:m;
G12=G12+(M2(j.j)*upt2(j));
G13=G13+(S*(z2()))+C*(u2(j))*M2(.));
end
gamal=G11+((MI(n,n)+Mtotal)*ul(n)*fipt"2);

%
% Determinando o valor de "gama2"
%
G20=0;
G21=0;
G22=0;
G23=0;
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G24=0;

for j=1:1:m;
G20=G20+(M2(j,j)*(sin(beta)*z2(j)+cos(beta)*u2(j)));
G21=G21+(M2(j j)*(S*z2(j)-C*u2())));
G22=G22+HM2(j j)*u2(j)*upt2(})));
G23=G23+(M2(j,j)*((S*1-C*ul(n))*z2(j)-(C*1-S*ul(n))*u2(j)));
G24=G24+(M2(jj)*22(j)*u2()));

end

gama2=ve2-(g*G20)+(2*uptl(n)*fipt*G21)-(2*betapt*G22)-

((fipt"2)*G23)+(2*(betapt*2)*G24),

%

% Determinando o valor de "gama3"

%-

G30=0;

G31=0;

G32=0;

G33=0;

G34=0;

for i=1:1;n;
G30=G30+(M1(i,i)*(z1 (i) *sin(fi)-ul(i)*cos(f1)));
G31=G31+(MI(i,i)*ul(i)*uptl(1));
G34=G34+(M1(i,1)*z1(1)*ul(i));

end

for j=1:1:m;
G32=G32+(M2(j.j)*upt2(j));
G33=G33+M2(jj)*((C*1-S*ul(n))*u2()-(S*+C*ul(n))*z2())));

end




gama3=vel-ve2+(g*(Mtotal*(-1*sin(fi)-ul (n)*cos(ﬁ))+G30))-

(2*fipt*(Mtotal*ul(n)*uptl(n)+...
G31))-(2*betapt*(S*I+C*ul(n))*G32)-

((betapt™2)*G33)+((fipt"2)*(Mtotal*1*ul(n)+G34)),

%

% Determinando as matrizes "ohm" ¢ "omega"
%

ohm=[p;q;gamal;gama2;gama3];

omega=A*ohm;

%-

% fim do programa

Yo

%
% Os elementos do vetor omega sdo:
Y-

omega =
1.0e+003 *

0.1320 )
-0.3894

-0.7758

-0.9843 >_ RESULTADO
-1.2047
3.8966
-1.3271
0.3264
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APENDICE E - Determinagdo da matriz inversa M™ pelo processo dos cofarores.

ay dn dyldy, 4y
. 2
Cy= (_1) Ay Ay Ayldy, Oy

Ay Ay Au|dy 4y
Cy= (azzanau T 03050, + 3,043,043 — Ay Q3 dy, — Ayl Ay — 034033'942)

Ay 4y Ayl dp
Co={=1)
12 —(_ ) 4y Gy Ay|a; dy

Ay Gy Auldy a4y
Cp,= (_] )(azlanau +Ay0y,0,, + 0,050, — QA3 Ay, — Ay 0y Ay — azxassa‘u)

Ay Gy Ay, a4y
] 4
('u:(_l) ay 4y Ay|Gy 4y
a

a a,la a

41 42 H“i™a 42

Ch= (azlana-u T ay,0,,4,) + Ay Gy Ay, — QGyyAy, — Ay 33,0y, — 024032‘741)

ay Gy An|ay
N s
Ci :(—l) ay Gy Ayp|dy Ay

a, 4y dag|a, a4,
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Ca= (_] )(UZIaﬂa-ﬂ FayA3na,, + A5,y 0, — Ay Uy Ay — Ay Apdyy — aﬂana“)

O determinante de M , de acordo com o teorema de Laplace, ¢ dado por:

Ay =G, +4,C, +a,,C; +a,C,

ay,

Czl 2(_])3 as,
ag,

al} al-l- alz
Ay Ay 0y,

Ay dy|4y,

=3 =T 12433444 13434442 1443203 T U3yt T Uty T U
=(-1)(a,,a5,a,, + a,,a,,a,, + a,a,,a,;, —a,a,,a,, —a,,a,,a aaa)

a,

Cp=(-1)|a,,
a

41

Q3 du|a, a;
Ay Ay|ay; Ay

Ay Ayu|dy dg

Cp = (a”a”a_” +4,34,,4,, + 4,854 —0,335/4y, — Q1G3443 — anassau)

a,

Cy= (_I)s ay

day

a,

s,

Ay

('23 = (" l)(auaazau +a,a,a,, +a,a,0,, — 4,054, — 4,0,4,, — 4,05,0,, )

a,

- 6
Cyu= ("I) a;
ay,

3 4 5 6

a,;
ay,

dy
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Cu= (anaszau +a,0,0,, +4,30,d, — A,0yd 4, — d,05,d,, — A303,dy, )

dp dyy au|a, dy

(7“:(—])4 Ap Ay ay|ayp ay

Ay Gy dyu|dy dg
G, = (alzana« ta,a,,a, +a,,0,d,, — 430,04, —G),d,,4, _amazaaaz)

a, a4 4au|a, a;
: s
Gy, = (_]) Gy Ay Auldy 4y

a

TR

43 Qu|dy dg
Gy, = (_l)(anazsau + 430,44, + 44,0045 — Q130504 — 4| Qyy Q45 — amaﬂa“)

a,

11 q

12 Q4|9 G

6
C33=(_}) dy Ay Gyu|dy, 4y

Ay Gy dgla, dy,

Cy = (a“aua“ +a,,8,,a, +Q,a,Ay, — 41,050, — 13,4, — 014022041)

a, G ayla, ap

34 =(_I):‘r a, a4y ax|d, dy

a, 4y agla, ag,

Cy = (* l)(al 1000y + ApARAy + ;305,04 — 4150,,03 — 0 0yd,, — G3dydy, )
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Cy= (_I )(alzarjan 41305,y + 41,050y — 13050y — A1505,05 — aua?_}an)

a4y dulq, 4,

*u:(_])ﬁ ay dp dyuld; dyn

a; Ay Ay|dy Ay

Co= (atlanas4 T d130,,0y, +34,05 0y — 03050y, — A0y, 0y — “14“2;“31)

ay 4 ay|a, 4

: 7
('43=(_l) ay dyp Gyuld; dy

a4 4y ayuldy 4y

Cy= (_I)(ananaza +4),0,0y, + G1405,G3, — G1,05,03, — Q)1A94Gy; — 4,005, )

a, G, az|a,; 4a,
Cn=(-1)
‘44 ‘(_ ) ay dyp aAuld, ay

Qy Gy Ayp|Gy 4y

Cy= (anazza:s + 01,00y, +A;305,05) — 1,050y — A Ay Gh, — G130, 05 ) .

A matriz de cofatores C ¢ dada por:
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A matriz adjunta € a transposta da matriz de cofatores, ou seja:

- g C
A matriz inversa M ' é calculada usando-se a expressio —, entio:

Gy

Gy,
M (‘l

=
(’14

A
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APENDICE F - Determinagdo dos autovalores da matriz de Jacobi

A matriz de Jacobi para o brago robdtico leve deste trabalho foi determinada no
capitulo 3 e possui os elementos previstos nas expressoes de (90) a (98). Assim, a matriz

de Jacobi pode ser escrita como:

1
HF oo o

Sl

(")

o O O O O O o O

O O © O O o O
O ©C O O O O O
c ©O O O O O O -
o o O O C o = O
oo O O C -~ O O

a

Para determinar os autovalores da matriz de Jacobi deve-se aplicar a relagao:

W (6.5)-41|=0

Substituindo-se a expressdo (F1) na expressdo (F2), obtem-se:
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Aplicando a regra de Chio com base no elemento da primeira linha e quinta coluna
do determinante da equagdo (F3), este determinante se reduz de uma ordem e toma a

forma:

Aplicando-se, novamente, a regra de Chio com base no elemento da primeira linha e

da quinta coluna, obtém-se:

Aplicando-se mais uma vez a regra de Chio, tomando-se por base o elemento situado

na primeira linha e na quinta coluna, o determinante resultante tera a forma:
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Aplicando-se a regra de Chio pela tltima vez, tomando-se por base o elemento da

primeira linha e da quinta coluna chega-se a uma matriz de quarta ordem que pode ser

escrita como:

D +cA)
0 (b+¢A)
A% (b+¢A)
0 (b +cA)

Usando-se o teorema de Laplace na ultima linha do determinante da expressdo (F7),

obtém-se:

-2 0 0
(by+cA-2%) 0 =27 0
0 0 -

Aplicando-se novamente o teorema de Laplace, agora, tomando-se por base a

primeira linha do determinante da expressdo (F8) tem-se por resultado:

A% 0
0 . —4*

(b, +c4/1—22)(—12)’

Resolvendo-se expressdo (F9), obtém-se o produto:
(b, +c,A-A%)(-2°)
Assim, a solugdo da equacdo (F2) é:

A¢(A*-c,A=b,)=0
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APENDICE G - Formulagio da matriz de rigidez de um elemento de viga plano.

A Figura G1 apresenta um elemento de viga plano, de comprimento L, com modulo
de elasticidade E ¢ momento de inércia /.  Nessa figura, (a) representa o elemento de
viga plano, (b), os esfor¢os atuantes na viga (forgas ¢ momentos) e (c), (d), (e) e (f), os
modos de vibrar da viga.

O eixo longitudinal da viga tem um deslocamento v = v(x).  De acordo com a
teoria elementar das vigas, v(x) € cubico para uma viga prismatica uniforme submetida a
carga somente em sua extremidade, conforme indicado em (b).  Conforme estabelecido
em Cook (1995), a matriz de rigidez K ¢ determinada em fungdo dos polindmios cubicos
de Hermite representados em (c), (d), (e) e (f), que aproximam um elemento discreto as

Fungdes de forma, as quais satisfazem as condig¢des nodais e de continuidade.

y,v
2_'\97) - T'\ M,
} sl I

X )
V2 Fi |«

Figura G1 - Polindmios cubicos de Hermite




As expressdes dos N, representados na Figura G1 sdo:

2x°

(G4)

Para obter a primeira coluna da matriz de rigidez K, que ¢ um vetor coluna definido

por {K1, K2, K33,K44}", as seguintes condigdes sdo empregadas:

BB B
3EI 2EI

v, =1, no nodo 1

Bl | Ryl

6.,=0, nonodo | = 0=
i 2ET El

Z(Forcas)y =0 0=K,, +Kj;,

Z(mumemas)nmz =0 = 0=K,+K,-K,L
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Procedendo de maneira analoga pode-se determinar as demais colunas da matriz K.

O resultado deste processo ¢ uma matriz que tem a seguinte representagao:
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