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Resumo

A Andlise de Sobrevivéncia € uma das dreas da Estatistica que mais tem se desenvolvido nos tltimos anos
e muitas distribui¢des de probabilidade tem sido propostas. Neste trabalho, sdo apresentadas trés exten-
soes da distribui¢do de Lindley de um parametro obtidas pelo processo de composi¢do de distribui¢do
considerando as estruturas latentes de ativa¢do , minimo e maximo. Vale ressaltar que em um contexto de
riscos competitivos ou de riscos complementares, quando assume-se que o nimero de causas de falhas
M segue uma distribui¢do Geométrica, a distribui¢do obtida pelo processo de composi¢do € um caso par-
ticular da distribuicdo Extendida Marshall-Olkin. As novas distribui¢des propostas nesse trabalho sdo:
a distribui¢do Lindley Extendida Marshall-Olkin (Lindley-Geométrica), a distribui¢do Lindley-Poisson
Truncada no Zero e a distribuicdo Lindley-Poisson Size-Biased. Para caracterizag¢do das distribui¢cdes

foram apresentadas algumas propriedades matematicas e seis métodos de estimacao.

Palavras-chave: Andlise de Sobrevivéncia; Modelos de Composicdo; Riscos Competitivos; Riscos

Complementares; Distribui¢do de Lindley de um parametro.



Abstract

Survival Analysis is an area of Statistics that has developed over the last years and many probability dis-
tributions have been proposed . In this work, three extensions of Lindley distribution of one parameter
obtained by the composition of the distribution process considering the latent structures of activation ,
minimum and maximum were presented . It is noteworthy that in a context of competing risks or additi-
onal risks where it is assumed that the number of causes of failures M follows a Geometric distribution
, the distribution obtained by the composition process is a particular case of Marshall-Olkin Extended
distribution . The new distributions proposed in this work are: Marshall-Olkin Extended Lindley distri-
bution (Lindley-Geometric distribution), Zero Truncated Lindley-Poisson distribution and Size- Biased
Lindley-Poisson distribution. For characterization of distributions some mathematical properties and six

estimation methods were presented.

Key words: Survival Analysis; Models Composition; Competing Risks, Complementary Risks, The one

parameter Lindley distribution.
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Introducao

A Andlise de Sobrevivéncia pode ser definida como um conjunto de procedimentos utilizados
para estudar situages em que a varidvel resposta € o tempo até a ocorréncia de um determinado evento
de interesse. A varidvel resposta é positiva, na maioria das vezes univariada e continua na presenca ou
ndo de censura. Censura é definida como a observagdo parcial da resposta (LAWLESS, 2003).

O que diferencia a Anélise de Sobrevivéncia das demais técnicas estatisticas € a presenca de
observagdes censuradas (LAWLESS, 2003). Em acompanhamentos clinicos, por exemplo, ¢ muito comum
a interrup¢do do tratamento sem a autorizacdo médica, ao contrdrio de outras técnicas estatisticas, a
Andlise de Sobrevivéncia incorpora essas informacdes a andlise.

Andlise de Sobrevivéncia pode ser utilizada em muitas dreas do conhecimento: nas ciéncias
biomédicas, em campanhas de prevencdes de doencas, na indudstria, em estudos de confiabilidade de
equipamentos, na demografia, em andlises da duracdo do casamento, podendo chegar até a economia.

Seja em nivel teérico ou de aplicacdes, a Andlise de Sobrevivéncia € uma das dreas da estatistica
que mais tem se desenvolvido nos dltimos anos e buscando contribuir ainda mais para esse crescimento,
esta dissertagc@o tem por objetivo principal a formulacio de novas distribui¢des de probabilidade.

Existem muitas distribui¢des de probabilidade utilizadas na anélise de dados de vida (dados de
sobrevivéncia). Por exemplo, se o interesse € descrever o “tempo até a falha” pode-se destacar alguns
modelos importantes, como: o Exponencial, o de Weibull e o Log-normal. As distribuicdes Binomial,
Normal (Gaussiana), Gama, Log-gama, Rayleigh, Normal Inversa e a Gompertz também sdo distribui-
¢Oes importantes na Andlise de Sobrevivéncia.

Geralmente, os estudos de dados de vida sdo realizados a partir de algumas funcdes, tais como:
a funcdo de sobrevivéncia, a funco de risco, conhecida também por funcéo taxa de falha, entre ou-
tras. A distribuicao de Weibull € uma distribui¢do bastante popular devido ao fato de apresentar funcdo

de sobrevivéncia e fun¢do de risco expressa em forma fechada, ao contrdrio da Gama e Log-normal.



Introducao 2

A distribuicdo Exponencial Exponenciada introduzida por Gupta e Kundu (1999) possui propriedades
similares a distribui¢do Gama com a vantagem de possuir forma fechada para a fungao de risco.

Em termos matematicos, 0 modelo Exponencial é o modelo mais simples utilizado para descre-
ver dados do tempo de falha, pois ele possui apenas um pardmetro e funcdo de risco constante. Outras
distribui¢des como a Exponencial Exponenciada e a Gama incorporam o comportamento constante para
a fungdo de risco como um caso particular (RISTIC; NADARAJAH, 2012). Na pritica, dificilmente tem-se
esse tipo de dados de vida.

Por outro lado, a distribui¢do de Lindley de um pardmetro pode ser utilizada como uma alterna-
tiva a distribui¢cdo Exponencial, pois a mesma possui apenas um pardmetro e a sua funcéo de risco ndo
se restringe ao comportamento constante.

A distribui¢@o de Lindley de um parametro foi introduzida por Lindley (1958, 1965) para ana-
lisar dados de tempo de vida, especialmente em modelagem de confiabilidade stress-strength (tensio-
for¢a)(KUNDU; GUPTA, 2006).

Ghitany, Atieh e Nadarajah (2008) estudaram as propriedades da distribui¢do de Lindley com
um tratamento matemdtico rigoroso. A distribui¢cdo Lindley Generalizada, que tem como casos especiais
as distribuicdes Exponencial e a Gama, foi estudada por Zakerzadeh e Dolati (2009) e uma versao biva-
riada dessa distribuicao foi proposta. Enquanto Nadarajah, Bakouch e Tahmasbi (2011) introduziram a
distribui¢do Lindley Generalizada.

Sankaran (1970) introduziu a distribuicdo Poisson-Lindley discreta para a modelagem de dados
de contagem e Ghitany e Al-Mutari (2008) consideraram a distribuicao Poisson-Lindley com aplica¢des
em conjuntos de dados reais.

Algumas propriedades da distribui¢do Poisson-Lindley e distribui¢des derivadas foram estuda-
das por Borah e Begum (2002), enquanto Borah e Deka (2001a) apresentaram a distribui¢do Poisson-
Lindley e algumas distribuicdes de mistura. A distribuicdo Poisson-Lindley inflacionada no zero foi
apresentada por Borah e Deka (2001b), j4 Zamani e Ismail (2010) consideraram a distribuicao Binomial-
Negativa Lindley.

Mahmoudi e Zakerzadeh (2010) apresentaram a distribui¢do Poisson-Lindley generalizada. A
distribuicdo Poisson-Lindley Truncada no Zero foi apresentada por Ghitany, Al-Mutairi e Nadarajah
(2008), que contém comparacdes entre os estimadores pelo método dos momentos e maxima verossimi-
lhanca.

A distribui¢do Lindley Ponderada de dois pardmetros para a modelagem de dados de sobrevi-

véncia foi considerada por Ghitany et al. (2011). Uma vantagem dessa distribuicdo é a fungao risco em
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forma de banheira, além das formas crescente e decrescente. A distribui¢do Lindley Extendida e suas
propriedades foram estudadas por Bakouch et al. (2012a). A distribuicdo Lindley de um pardmetro no
cendrio de riscos competitivos foi considerada por Mazucheli e Achcar (2011).

E ficil ver que embora a distribuicdo de Lindley de um pardmetro tenha sido criada na década de
60, somente nos tltimos anos essa distribui¢do tem sido explorada. Em termos de andlise estatistica esse
fato pode ser considerado como uma vantagem em relacdo as demais distribui¢des pois muitos estudos
em termos de aplicagcdes e propriedades matematicas da mesma ainda podem ser realizados.

Recentemente, uma grande quantidade de novas distribuicdes tém sido propostas através da
composicao de distribuicdes. Outras formas para estender uma distribui¢do de probabilidade sdo discuti-
das por Gupta e Kundu (2009) e Cooray (2006). Neste trabalho, utiliza-se a estrutura de riscos competi-
tivos e riscos complementares, que pressupde a existéncia de multiplos fatores (ou causas) de riscos que
podem ocasionar o evento de interesse, com o objetivo de propdr e estudar as extensdes da distribui¢do
de Lindley obtidas pelo processo de composi¢ado de distribui¢do. As distribui¢des sdo obtidas assumindo
que a ocorréncia do evento de interesse € explicada por uma estrutura latente de ativacao.

No contexto de riscos competitivos e riscos complementares, tem-se que 7%, 7 = 1,2,..., M,
€ uma variavel aleatéria com distribuicdo de Lindley de um pardmetro em que se observa o evento
Y =min (T1,...,Ty)ouY = max (71, .. ., Tys) representando, respectivamente, o primeiro e o Gltimo
tempo até a falha de um dispositivo sujeito a presenca de M causas de falha, em que M € uma varidvel
aleatoria discreta (Geométrica, Poisson Truncada no Zero e Poisson Size-Biased) independente de T3,
J =1,2,..., M. Sob essas condicdes, tem-se o foco desse trabalho, as generaliza¢des da distribuicao
de Lindley obtidas pelo processo de composi¢do com a pretencdo de ampliar o conjunto de possiveis
distribuicdes de probabilidade para a Andlise de dados de Sobrevivéncia.

Para caracterizar as distribuicdes apresentadas, segue nesse trabalho: o Capitulo 1 apresenta
uma formulagdo geral para as funcdes de densidade, de distribui¢do, de sobrevivéncia e de risco para os
trés modelos de composicao propostos. O Capitulo 2 apresenta os trés modelos considerando a distribui-
¢ao de Lindley de um pardmetro para os tempos de falha. Quando possivel, foram apresentadas algumas
propriedades matematicas, alguns graficos e seis métodos de estimagdo dos pardmetros, sdo eles: ma-
xima verossimilhanga (MLE), minimos quadrados (OLS), minimos quadrados ponderado (WLS), mé-
ximo produto de espacamento (MPS), Anderson-Darling (AD) e Cramér-von Mises (CM). O Capitulo 3

apresenta algumas consideracdes finais e propostas futuras.



Capitulo

1

Formulacao dos Modelos

Pintilie (2006) apresenta a seguinte situacdo: em um grupo de pacientes diagnosticados com
uma doenga cardiaca é observada a ocorréncia ou nao de um infarto do miocardio. Se, ao final do estudo,
o infarto tiver acontecido ou o paciente estiver vivo e bem, técnicas simples de Andlise de Sobrevivéncia
podem ser aplicadas. Porém, se um paciente vem a 6bito por outra causa antes de sofrer um infarto do
miocardio, existe mais de um risco, pois a morte por outra causa impede o infarto.

Muitas situacdes em Andlise de Sobrevivéncia partem do pressuposto de que apenas um fator
de risco € responsdvel pela ocorréncia do evento de interesse. Entretanto, em muitos casos hd mais de
um fator competindo para ocasionar o evento, como mostra o exemplo acima. Diante deste cendrio sdo
necessarios modelos que possam incluir essas informagdes na andlise, uma possibilidade € através dos
riscos competitivos e dos riscos complementares.

Na teoria de riscos competitivos e de riscos complementares existem diversas formas de definir
multiplos riscos. Em alguns casos, a ocorréncia de um dos riscos impede a ocorréncia do outro. As vezes
existe uma dependéncia entre tais riscos de maneira que a ocorréncia de um deles acelera a ocorréncia
do outro (PINTILIE, 2006).

Portanto, na teoria de riscos competitivos e riscos complementares € definido um ndmero M,
conhecido, de fatores (ou causas) de risco que podem ocasionar o evento de interesse. Entretanto, nos
modelos de composicdo de distribuicdes assume-se que esse niimero de fatores de riscos M é desco-
nhecido. Logo, existe um nimero M latente de fatores de risco competindo para ocasionar o evento de
interesse.

A palavra latente é empregada no sentido de oculto, ou seja, ndo se conhece o nimero, nem o



tipo de riscos competindo e nem a quantidade de riscos responsaveis por ocasionar o evento. Portanto, é
plausivel definir M, M > 0, uma varidvel aleatdria latente.

Em geral, as causas competitivas podem ter diferentes mecanismos de ativacio e o evento de
interesse ocorre quando uma certa quantidade dessas causas € ativada. Nesse trabalho, as varidveis de
interesse sdo definidas por Y = min (71, ...,7%) ou Y = max (71, ..., T)s) representando, respecti-
vamente, o primeiro e o ultimo tempo até a falha de um dispositivo sujeito a presenca de M causas de
falha.

Quando a ocorréncia do evento de interesse necessita apenas da ativacdo da primeira causa de
falha, ou seja, o tempo observado coincide com o tempo da ocorréncia da primeira causa associada a
ele, tem-se o cendrio de riscos competitivos latentes. Por outro lado, quando a ocorréncia do evento
de interesse necessita da ativacdo de todas as causas de falha, ou seja, o tempo observado € o tempo
decorrente até a ativacdo do tdltimo fator de risco, tem-se o cendrio de riscos complementares latentes.

Uma situacdo de riscos competitivos pode ser relacionada a um circuito em série, no qual a falha
do circuito ocorre quando o primeiro componente falhar, enquanto um circuito em paralelo representa
uma situacdo de riscos complementares, pois o circuito s6 para de funcionar quando o dltimo componente
do sistema falhar. A ideia associada as situagdes de riscos competitivos e riscos complementares tem sido
utilizada para a gerac@o de novas distribuicdes através da metodologia de composi¢ao de distribuicdes.

Nos modelos de composicao de distribui¢do, a distribui¢do de probabilidade é composta por
duas distribui¢des: a “distribuicdo misturada” (Mixed distribution) e a “distribui¢do de mistura” (Mixing
distribution). A primeira € a distribui¢do dos tempos de ativacdo dos fatores de risco (distribuicdo de Lin-
dley de um parametro) e a segunda representa a distribui¢cdo do ndmero de fatores que podem ocasionar
a falha (distribuicdo Geométrica, Poisson Truncada no Zero ou Poisson Size-Biased).

Marshall e Olkin (1997) apresentaram a distribui¢do Exponencial-Geométrica considerando o
cendrio de riscos competitivos e riscos complementares. A distribuicdo Exponencial-Geométrica para
Y = min (71, ...,Ty) foi estudada por Adamidis e Loukas (1998).

A distribuicdo Valor Extremo Modificada-Exponencial para o minimo e o maximo foi traba-
lhada por Adamidis, Dimitrakopoulou e Loukas (2005) e a distribui¢do Exponencial-Poisson Truncada
no cendrio de riscos competitivos foi apresentada por Kus (2007).

As distribui¢des Exponencial-Logaritmica e Weibull-Logaritmica para o minimo foram desen-
volvidas por Tahmasbi e Rezaei (2008) e Ciumara e Preda (2009), respectivamente. Sob o cendrio de
riscos complementares, Barreto-Souza e Cribari-Neto (2009) propuseram a distribui¢do Exponencial-

Poisson.
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Chahkandi e Ganjali (2009) apresentaram a distribui¢do Exponencial-Séries Power Truncada no
Zero observando Y = min (71, ...,Tas). A distribuicdo Exponencial Exponenciada Geométrica no ce-
ndrio de riscos complementares latentes foi desenvolvida por Silva, Barreto-Souza e Cordeiro (2010). A
distribui¢ao Exponencial Lindley-Poisson no cendrio de riscos competitivos foi apresentada por Barreto-
Souza e Bakouch (2013).

As distribuicdes Weibull-Geométrica considerando o minimo foi desenvolvida por Barreto-
Souza, Morais e Cordeiro (2011). Ainda no cenario de minimo, Cancho, Louzada-Neto e Barriga (2011)
desenvolveram a distribuicdo Exponencial-Poisson, enquanto que Hemmati, Khorram e Rezakhah (2011)
desenvolveram a Weibull-Poisson Truncada no Zero. Ainda em 2011, Louzada, Roman e Cancho (2011)
propuseram a distribui¢cdo Exponencial-Geométrica sob o cendrio de riscos complementares e, Morais e
Barreto-Souza (2011) propuseram a distribuicio Weibull-Séries Power Truncada no Zero no cendrio de
riscos competitivos.

Bakouch et al. (2012b) apresentaram a distribui¢do Exponencial Exponenciada Binomial Trun-
cada no cendrio de minimo, enquanto que a distribuicio Exponencial Exponenciada Séries Poténcia
Truncada no cendrio de méximo foi apresentada por Mahmoudi e Jafari (2012).

A distribui¢do Exponencial Binomial-Negativa Truncada no Zero no cendrio de riscos competi-
tivos e riscos complementares foi desenvolvida por Nadarajah, Jayakumar e Risti¢ (2013). Considerando
Y = min (T4, ...,Ta), a distribui¢do Weibull-Poisson Truncada no Zero foi estudada por Risti¢ e Na-
darajah (2012) e também por Lu e Shi (2012).

Mahmoudi e Shiran (2012) e Zakerzadeh e Mahmoudi (2012) propuseram as distribuicdes Wei-
bull Exponenciada-Geométrica e Lindley-Geométrica, respectivamente, em que a varidvel observada foi
Y = min (71, ...,Ty). Por dltimo, a distribui¢do Exponencial-Poisson Truncada no Zero no cendrio de
maximo foi descrita por Rezaei e Tahmasbi (2012). A Tabela 1.1 resume muitas das composi¢des consi-

deradas na literatura e a seguir € descrito o primeiro modelo de composicao utilizado nessa dissertacao.

1.1 Composicao via a distribuicao Geométrica

Esta sec@o apresenta a formulacdo da distribuicdo de probabilidade obtida pela composi¢cao
de distribui¢des em que a ocorréncia do evento de interesse estd associada a causas de falha latentes,
sendo observado a primeira ou a tltima causa de falha. Nesse contexto, foi proposta uma distribui¢do
considerando que o tempo de ocorréncia de cada uma das causas de falha T}, j = 1, ..., M, segue uma

distribuicéo F'(¢ | 6) com vetor de pardmetros 6 e a quantidade M de causas de falha possui distribui¢do
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Tabela 1.1: Novas distribui¢des apresentadas na literatura segundo o processo de composicao.

Dist. Misturada Dist. Mistura Observado Autor
Exponencial Geométrica min / max Marshall e Olkin (1997)
Exponencial Geométrica min Adamidis e Loukas (1998)
Valor Extremo Modificada Exponencial min /max  Adamidis, Dimitrakopoulou e Loukas (2005)
Exponencial Poisson T. min Kus (2007)
Exponencial Logaritmica min Tahmasbi e Rezaei (2008)
Weibull Logaritmica min Ciumara e Preda (2009)
Exponencial E. Poisson max Barreto-Souza e Cribari-Neto (2009)
Exponencial Power Series T. min Chahkandi e Ganjali (2009)
Exponential E. Geométrica max Silva, Barreto-Souza e Cordeiro (2010))
Exponencial Lindley-Poisson min Barreto-Souza e Bakouch (2013)
Weibull Geométrica min Barreto-Souza, Morais e Cordeiro (2011)
Exponencial Poisson min Cancho, Louzada-Neto e Barriga (2011)
Weibull Poisson T. min Hemmati, Khorram e Rezakhah (2011)
Exponencial Geométrica max Louzada, Roman e Cancho (2011)
Weibull Power Series T. min Morais e Barreto-Souza (2011)
Exponencial E. Binomial T. min Bakouch et al. (2012b)
Exponencial E. Power Series T. max Mahmoudi e Jafari (2012)
Exponencial Binomial-Negativa T.  min / max Nadarajah, Jayakumar e Risti¢ (2013)
Weibull Poisson T. min Risti¢ e Nadarajah (2012)
Weibull E. Geométrica min Mahmoudi e Shiran (2012)
Lindley Geométrica min Zakerzadeh e Mahmoudi (2012)
Exponencial Poisson T. max Rezaei e Tahmasbi (2012)
Weibull Poisson T. min Lu e Shi (2012)

E: Exponenciada, T: Truncada em zero.

Geométrica, M ~ Geometrica()), com fungio de probabilidade dada por:
P(M =m)=(1-X A", (1.1.1)

emque,m=1,2,...e0 < X <1 cf. Zakerzadeh e Mahmoudi (2012).

A escolha por tal parametrizacdo € para excluir a possibilidade do niimero de causas de falha
ser igual a zero, m = 0, pois se isso acontecer, a formula¢do do modelo de composicio para estender a
distribuicdo F'(t | #) ndo se faz. Vale ressaltar também, que embora essa expressdo para a distribui¢do
Geométrica ndo seja comum na literatura, ela foi utilizada em alguns dos artigos importantes para a
realizagdo desse trabalho, por exemplo, no artigo de Zakerzadeh e Mahmoudi (2012) como mencionado

acima.

1.1.1 Riscos Competitivos

Seja T3, 7 = 1,...,M, os tempos de falha latente de individuos sujeito a M riscos, e Tj
independente de M, e assuma que € observado Y = min(77, ..., 7). Sob a suposi¢do que os tempos
até a falha T;, j = 1,2, ..., M, sdo varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas com

funcgdo distribuicdo F'(¢ | ) e vetor de pardmetros 6, a fung¢do densidade de probabilidade condicional
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deY = min(Tl, ,TM) dado M =mé
FlyI M =m0 =m[Sy|0]™ " fy|06). (1.1.2)

Note que (1.1.2) é determinada pela distribui¢do da fun¢do minimo, isto é, P(Y < t) =
1-1—-F(y|0))" =1-1[S(y|0)]", emque S (y|0) denota a fungio de sobrevivéncia (ARNOLD;
BALAKRISHNAN; NAGARAJA, 2008).

Assumindo que o nimero de causas de falha M é uma varidvel aleatéria com distribuicdo Ge-
ométrica com funcdo de probabilidade dada em (1.1.1) tem-se que a funcdo densidade de probabilidade

marginal de Y é:

m=1
= Z (S O™ fly o)1 — A"
_ - y|g|9 Z AS(y | 6)]™ (1.1.3)

Sabe-se que [AS(y | 6)] < 1, entdo Y >, m[AS(y|0)]™ pode ser escrita como a soma de

séries geométricas de razdo \S(y | €), que convergem para #&yle)’ em que a; € o primeiro termo da
série (SWOKOWSKI, 1983). Logo,
o0
AS(y | 0)
mA\S(y | 0)" = — 21T (1.1.4)
2SI = 5o, T

Do resultado (1.1.4) tem-se que a funcdo densidade de probabilidade marginal de Y é dada por:

A=Nfl0) AS(y|0)

f w162 X516 [1-ASy |0
AN fw]o)
T Sl e

Logo, a fungdo de distribui¢do marginal de Y = min(71, ..., Ts) pode ser obtida da fungéo

densidade (1.1.5) por:

Puion = ["rwlona= [l
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Utilizando a integrag@o pelo método da substitui¢do com u = 1 — AS(w | ), tem-se:

Fly|0,)) = 1-5wlo) _ Fyl)

TS 10)  1-AS(y|0) (110

Da relagdo S(y) = 1 — F(y), a func@o de sobrevivéncia marginal e a func@o de risco marginal

de Y = min(T1, ..., T)s) sdo apresentadas, respectivamente, por

S(y|o,\) = 1—F@yam—‘i:y;gg?, (1.1.7)
h(y|0,X) %. (1.1.8)

E importante mencionar que todas as novas distribui¢des recentemente propostas na literatura
(ver Tabela 1.1) que utilizam o processo de composi¢do tém interesse em Y = min (77, ...,Ths) ou

Y = max (711, ..., Ths) como descrito a seguir.

1.1.2 Riscos Complementares

Considere Y = max(T1,...,Ta) e M ~ Geometrica(\), a fungdo densidade de probabilidade
condicional de Y = max (71, ...,Th) dado M = m é:

FlyIM=m0)=m[F(y|0)]" " fy|0). (1.1.9)

Note que (1.1.9) é determinada pela distribui¢do do maximo, isto é, P (Y < t) = [F (y | 6)]™

Portanto, a func¢@o densidade marginal de Y = max(71, ..., Ts) é dada por:

fyl0,7) = Zf(ylemﬁ) P(M =m)

- Zm Fly| 01" Sy )1 - Hx"?

= (1_ Zm [(AF(y | 0)]™ (1.1.10)
m=1

Do resultado (1.1.4), tem-se que a fungdo densidade de probabilidade marginal de Y é dada por:

(L-=Nfy|6) AF(y|0)
AF(y16) [1-AF(y|0)°
L=Nf(y|9)
[1—AF(y|0)* (1.1.11)

fyl6,2)
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Utilizando a integracdo pelo método da substitui¢io com v = 1 — AF(y | €), a funcdo de

distribuicdo de Y é dada por:

- Y (A=A f(w]0)
F(yl6,)) = / fwl6,2)d /0 1= AF(w|0)]

_ MNF(y|0)
_ T(yw) (1.1.12)

A funcido de sobrevivéncia e funcio de risco sdo dadas, respectivamente, por:

S0\ = 1—F(y]9,/\):%, (1.1.13)
h(yl6,0) = %' (1.1.14)

1.1.3 Caso Geral

Considere que M segue uma distribuicdio Geométrica com funcdo de probabilidade dada por
P(M=m)=(1-X)"1A\m=12,...e0< X< 1. As fungdes de sobrevivéncia da distribuigio
obtida pelo processo de composi¢ao de distribui¢do com estruturas latentes de ativagdo minimo e maximo

podem ser reescritas, respectivamente, na forma:

AS(y | 0)

Smin (Y | 6, ) TA5(910)’ (1.1.15)
_ Sl
Smax (y [ 0,2) = T \F(y [0 (1.1.16)

em que, A = 1 — \. Observe que para obter as funcdes de sobrevivéncia em (1.1.15) e (1.1.16) basta
substituir (1 — \) por X e vice-versa nas fun¢des de sobrevivéncia obtidas em (1.1.7) e (1.1.13), respec-
tivamente.

Dadas ambas as func¢des de sobrevivéncia, (1.1.15) e (1.1.16), ao considerar a parametrizacio
a = % > 1(0 < A < 1) pode-se observar que a fungdo de sobrevivéncia (1.1.16) é a mesma fungdo de
sobrevivéncia em (1.1.15).

Vale ressaltar que Marshall e Olkin (1997) chegou nesse mesmo resultado quando propds esten-
der distribui¢des através do acréscimo de um novo pardmetro de forma nas distribuicdes de probabilidade

jé existentes, a nova distribui¢do é conhecida como distribuicio Extendida Marshall-Olkin. Portanto,
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conclui-se que o modelo obtido pelo processo de composi¢do de distribui¢do que utiliza como “distri-
buicdo de mistura” a distribuicio Geométrica € o mesmo modelo proposto por Marshall e Olkin (1997).
Desta forma, a distribui¢do Extendida Marshall-Olkin possui funcdo densidade de probabilidade

dada por:
af(y|6)

Tl = n=asq ap

(1.1.17)

emque,a>0,0>0,—co<y<ooea=1—«a Quando a = 1, tem-se a distribui¢io inicial como
caso particular f (y | 0,a=1) = f(y | 0).
Consequentemente, as funcdes de distribuicdo, de sobrevivéncia e de risco, sdo dadas, respec-

tivamente, por:

__ Flyl9)

F(yl0,0) = T3S 8 (1.1.18)
aS(y | 6)

S(yl6,a) [ —as(y|0) (1.1.19)
h(y | 0)

h(yl0,a) [ aS(y 0] (1.1.20)

O parametro de forma adicional o € conhecido por “parametro tilt”. Em geral, a adicdo do
parmetro tilt faz com que as distribui¢des resultantes (familias ou extensdes Marshall-Olkin) possuam
mais flexibilidade na modelagem dos dados, pois possuem mais comportamentos para a funcido densidade
de probabilidade e para a funcao de risco que a distribui¢do (conhecidas também por distribuicdes base)
de que sdo derivadas.

Esse método também possui a propriedade de estabilidade, ou seja, se 0 método for aplicado
duas vezes, nada de novo € obtido na segunda vez (GHITANY et al., 2012). As distribui¢cdes Extendi-
das Marshall-Olkin possuem a distribuicdo original como caso especial (GHITANY; AL-HUSSAINI; AL-

JARALLAH, 2005).

1.1.4 Estimacao dos Parametros

Nessa se¢@o apresentam-se seis métodos de estimacao para estimar os parimetros 6 e « da distri-
buicdo Extendida Marshall-Olkin, sdo eles: maxima verossimilhanga (MLE), minimos quadrados (OLS),
minimos quadrados ponderado (WLS), maximo produto de espacamento (MPS), Anderson-Darling (AD)

e Cramér-von Mises (CM). Para todos os métodos considerou-se que ambos os pardmetros 6 ¢ « sdo des-
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conhecidos.

Maxima Verossimilhanca

A inferéncia de verossimilhanga pode ser considerada como um processo de obtencdo da infor-
magdo sobre um vetor de pardmetro 6, a partir de um ponto y do espaco amostral, através da fungio de
verossimilhanca. Nesse sentido, 0 método de maxima verossimilhanga objetiva escolher o valor de 6 que
fornece a chance mais provdvel de ocorrer a amostra novamente. Portanto, para estimar o verdadeiro
valor dos parametros escolhe-se aquele vetor de parametros que maximiza a funcdo de verossimilhanca
no espaco paramétrico.

Seja Yq, ..., Y, uma amostra aleatéria com valores observados yi, ..., y, da distribuicdo Ex-
tendida Marshall-Olkin F' (y | 6, ) com vetor de parimetros (f,a)’. A funcdo de verossimilhanga é

dada por:

L, - 16.a) = , (1.1.21)
(0. |y) iHlf(y [0,a) =a ;[1—@S(y¢|9)]2

com funcdo log-verossimilhanga:
[(0,a|y)=nlog(x —l—Zlog (yi | 0)] —QZlog [1—aS(y|0)], (1.1.22)
i=1

emque,a=1—a,a>0e—0c0 <y < o0.
Diferenciando (1.1.22) com relagéo aos pardmetros de interesse, 6 e «, tem-se o vetor escore

com componentes:

n

_ f(yil9) f (yi | 9

Up(baly) = izl Fyilo) Z@ <1 —aS(y | 6) (1.1.23)
_on " S(yi | 9)

U,(0aly) = a—2;1_a5(%’9), (1.1.24)

emque, f' (y; | 0) = & f (yi | 0).

As expressdes (1.1.23) e (1.1.24) quando igualadas a zero sdo denominadas equagdes de ve-
rossimilhanca. Nesse caso, essas equacdes ndo podem ser obtidas explicitamente, assim o estimador de
maxima verossimilhanga de (#,)’, denotado (é,d)/, pode ser obtido resolvendo simultaneamente as
equagdes ndo lineares Uy (6, | y) =0e U, (6,« | y) = 0 por métodos iterativos como o Algoritmo de
Newton-Raphson.

Para amostras grandes e algumas condi¢des de regularidade satisfeitas, basicamente, que o su-
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porte A(y) = {y, f (6,a | y) > 0} seja independente de (6,cr) e que seja possivel a troca das ordens
das operacdes de derivagdo e de integracdo sob a distribui¢do da varidvel aleatéria Y, tem-se que os
estimadores de mdxima verossimilhanga sdo aproximadamente ndo viciados, com matriz de covariancias

apresentada pela inversa da matriz informac@o de Fisher observada I (6,« | y), dada por:

I(0,aly)= , (1.1.25)

na qual, [, = 8@@ lO,a|y),j,k=1,2.

As derivadas de segunda ordem s@o:

=~ " (yi | 0) ( yzw)?
I — +
H ;f(in) fyilb
il fyz|9 2
20 1—ozSyl|c9 1—aS(y ’
n - (yz"g) 2
Iy = ———2
22 a2 ;:<1——a5( 6))

B f(il0) asS(yi | 0)
e = Zl—asme { 1—as<yiw>]

Portanto, os intervalos de confianga 100 x (1 — a) % para 6 e o podem ser obtidos da norma-
lidade assint6tica dos estimadores de mdxima verossimilhanga com Var() e Var (&) estimadas a partir
da inversa da matriz informacgao de Fisher observada, isto €, a inversa da matriz de derivadas de segunda

ordem da funcdo log-verossimilhanca em e a.

Minimos Quadrados

Seja y1.n, < yo.n < ... < Yn:p UmMa amostra aleatéria ordenada de tamanho n com fungdo de

distribui¢éo F'(y), entdo:

{ iln—i+1
BF(yen)] = =7+ V[Flan)] = (ni 20 +)2), (1.1.26)
€
Cov [F(yin)) F(Yem))] = in—k+1) para k<1, (1.1.27)

(n+1)%(n+2)
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Para a distribui¢do Extendida Marshall-Olkin F' (y | 6, «), as estimativas de minimos quadrados

6 e & dos parametros 6 e «, respectivamente, sdo obtidas minimizando
¢ F(yin | 0) i\’
3 ( \Yien _ ) , (1.1.28)
pt 1—aS(yin|0) n+1

emque,a=1—-—a,a>0e—0c0 <y < oo.

Essas estimativas podem ser obtidas resolvendo as equagdes ndo lineares:

Z( Pl [0 ! )Al(yi:n|97a) = 0, (1.1.29)

1—aS(yin |0) n+1

- Yin | 0) i
A n ’ = s 11
;(1—045%71!9) n+1> 2 (Yin | 0, @) 0 (1.1.30)

no qual:

—Q in 2 i (0% i in
Ay (gin | 0.0) = (1 —aS(yin | 0)) bel?fy_a’;(y]ﬂjwi(y 16) [555 (Wi | 6 ](1.1.31)

A (Yin | 0,0) = — SWin | DFWin 19) (1.1.32)

[1— aS(yin | 6))

Observe que (1.1.31) e (1.1.32) s@o as derivadas de primeira ordem da fun¢fo de distribuicao

em relacdo aos parametros 6 e o, respectivamente.

Minimos Quadrados Ponderado

A linearidade, homocedasticidade, ndo tendenciosidade, varidncia minima e consisténcia sdo
algumas das caracteristicas apresentadas pelo estimador de minimos quadrados, porém, na prética, nem
sempre essas suposicdes sdo vdlidas. Por isso, foram desenvolvidos métodos alternativos como o esti-
mador de minimos quadrados ponderados que corrige a falta de homocedasticidade (variancias iguais).

Para a distribui¢do Extendida Marshall-Olkin F' (y | 6, «), as estimativas de minimos quadrados

ponderado 6 e & dos parimetros 6 e «, respectivamente, sdo obtidas minimizando:

n

, F(yin | 0) i\ 2
sz <1 —aS(yin |0) n+ 1) ’ (1.1.33)

=1




1.1 Composicao via a distribuicdo Geométrica 15

emque,a=1—a,a>0e—o0 <y < oo, com fator de correcdo w; dado por

w; = 1 _ (n+1)%(n+2)
LV I[FWn)] iln—i+1) (1.1.34)

Essas estimativas podem ser obtidas resolvendo as equagdes ndo lineares:

n

;i(n—i+ ) (1 —aS(yin [0) n+ 1) A1 (gin [0,0) =0, (1135

n

;i(”_“ﬂ) (1 —aS(yin |0) n+1> Az (Yizn | 0,0) = 0, (1.1.36)

em que, Ay (Yimn | 0, ) € Ao (yin | 0, ) sdo dadas por (1.1.31) e (1.1.32), respectivamente.

Maximo Produto de Espacamentos

Cheng e Amin (1979, 1983) introduziram o método maximo produto de espagcamentos (MPS)
como uma alternativa ao método de méxima verossimilhanca para estimar os parametros de distribui¢cdes
univariadas continuas. Ranneby (1984) desenvolveu independentemente o mesmo método como uma
aproximacdo da medida de informacao de Kullback-Leibler. A informacdo de Kullback-Leibler é uma
medida de distincia entre duas distribui¢des de probabilidade, também conhecida como entropia relativa.

Considere y1., < y2.n, < ... < Ypn., UMa amostra aleatéria ordenada de tamanho n de uma
populagio com fung¢do de distribuicio Extendida Marshall-Olkin F' (y;.y, | 6, ). Define-se como espaga-
mentos uniformes da amostra ou espagamentos de primeira ordem, as quantidades D1 = F (y;., | 0, @),
Di = F (Yin | 0,0) — F (Yi—1y:n | 0,2) € D1 = 1 = F (ynn | 0, ), parai = 2,3, ..., n. Observe
que existem (n + 1) espagcamentos de primeira ordem.

O método MPS consiste em encontrar os valores de e & que maximizam a média geométrica

dos espacamentos dada por:
n+1 n+1
G(0,a|y*) = (H Di> : (1.1.37)
i=1

ou, equivalentemente, o logaritmo H = log(G).
Se 0 =F (youn | 0,0) < F (y1n | 0,0) < -+ < F (Ynun | 0, 0) < F(y(nﬂ):n | G,a) =1,a

quantidade H = log(G) pode ser escrita como:

H,o|y") = n—Zlog [D;]. (1.1.38)
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As estimativas para 6 e a podem ser obtidas resolvendo, respectivamente, em 6 e « as equagdes

ndo lineares:

O H,aly) = glA-aF(- 16,0)| =0 (1.1.39)
86 7a y - P DZ _89 yz:n ,OC - ) L.

P n+1 1 -8

—H ) = —A | —F (y;. =0, 1.1.4
0.0 13) = A [ | 0.0)] =0 (1140

em que, A é o primeiro operador diferenga.

Cheng e Amin (1983) demonstraram que maximizar I como um método para estimar os para-
metros € tao eficiente quanto o estimador de maxima verossimilhanga, além disso, as estimativas MPS
s@o consistentes sob condicdes mais gerais do que as estimativas de maxima verossimilhanca.

Portanto, as estimativas 0 e &, pelo método MPS podem ser obtidas resolvendo as equacdes ndo

lineares:
9 o 1 O Fyal0)
S Oaly?) = ;DZA & (1 a5l 9)” — 0, (1.1.41)
0 oo SR A[O( Fil9)
o H (0 aly) = ;DZA B <1—a5(y,-m|9)>] = 0. (1.1.42)

Essas derivadas de primeira ordem da fun¢@o de distribui¢do em rela¢do aos pardmetros 6 e «

sdo calculadas em (1.1.31) e (1.1.32), respectivamente.

Anderson-Darling

O Anderson-Darling ¢ um método de estimagdo de minimizagdo da distancia minima através da
estatistica goodness-of-fit, essa estatistica baseia-se na diferencga entre a estimativa da funcio distribui¢do
acumulada e a distribui¢do empirica, (LUCENO, 2006).

Portanto, as estimativas Anderson-Darling 0 e é& dos pardmetros 6 e «, respectivamente, sao

obtidas minimizando, com respeito a 6 e «, a funcéo:

n

1
AB,a) =—n— - ; (2 — 1)1og {F (Yimn | 0, @) [1 — F (Ynt1—in | 0, )]} . (1.1.43)
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Essas estimativas podem ser obtidas resolvendo as equagdes ndo lineares:

. -Al (yzn | 6705) Ay (yn+1—i:n | 6,0()_
21— 1 — = 0, (1.1.44)
( ) L F (yi:n | 6704) F (yn+1—i:n | 9704) i

n

1

~

- . _AZ (yzn | 0, Oé) A? (yn+17i:n | 9, O‘)—
2t —1 — = 0, (1.1.45)
ZZ;( ) L F (yln | 9,05) F (yn+17i:n | 9,05) ]

em que, Ay (- | 6,c) e Ag (- | 0, @) sdo dadas por (1.1.31) e (1.1.32), respectivamente.

Cramér-von Mises

Assim como o Anderson-Darling, o método Cramér-von Mises baseia-se na minimizagdo da es-
tatistica goodness-of-fit. As estimativas Cramér-von Mises 6 e & dos parametros 6 e «, respectivamente,

s@o0 obtidas minimizando a func¢io:

L 3 F(yin | 0) 2 — 1\ 2
BT | B : 1.1.46
( 7a) 12n + v <1 — aS(yi:n ’ 0) on ( )
Portanto, essas estimativas podem ser obtidas resolvendo as equacdes nao lineares:

Zn: R A1 (Yim | 0,0) = 0 (1.1.47)

i=1 1= @S(yzn | 0) 2n 1 \Yiin > , 1
zn: By Az (Yin | 0,0) = 0 (1.1.48)

=1 1= @S(yi:n ‘ 9) 2n 2 \Yin | U, , 1

emque, A (- | 0,a) e Ag (- | 6, ) sdo dadas por (1.1.31) e (1.1.32), respectivamente.

1.2 Composicao via a distribuicao de Poisson Truncada no Zero

Esta sec@o apresenta a formulacdo da distribuicdo de probabilidade obtida pela composi¢cdo
de distribui¢des em que a ocorréncia do evento de interesse estd associada a causas de falha latentes,
sendo observado a primeira ou a ultima causa de falha. Nesse contexto, foi proposta uma distribui¢do
considerando que o tempo de ocorréncia de cada uma das causas de falha T}, j = 1,..., M, segue uma

distribui¢do F'(¢ | #) com vetor de pardmetros 6 e a quantidade M de causas de falha possui distribui¢do
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de Poisson Truncada no Zero, M ~ PoissonTrunc(\), com fun¢do de probabilidade dada por:
(1.2.1)

emque,m=1,2,...e XA > 0 (REZAEL, TAHMASBI, 2012).

Como uma varidvel com distribui¢cdo de Poisson pode assumir o valor zero, seria incoerente
considerar tal distribui¢do para a formulacao do modelo de composi¢cdo desde que se o niimero de causas
de falha for igual a zero tem-se o modelo F'(¢ | #). Uma forma de corrigir esse problema é considerar a

distribuicdo de Poisson Truncada no Zero, que exclui a possibilidade de m = 0.

1.2.1 Riscos Competitivos

Seja T3, 7 = 1,...,M, os tempos de falha latente de individuos sujeito a M riscos, e Tj
independente de M, e assuma que é observado Y = min(77, ..., Ts). Sob a suposi¢do que os tempos
até a falha T}, j = 1,2, ..., M, sdo varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas com
func¢do distribuicdo F'(¢ | ) e vetor de pardmetros 6, a func¢do densidade de probabilidade condicional

de Y = min(T1, ..., Tyy) dado M = m é

Flyl M =m,8)=m[S(y|6)]" " fly]06). (1.22)

Assumindo que o niimero de causas de falha M € uma varidvel aleatéria com distribuicdo de
Poisson Truncada no Zero, com func¢io de probabilidade dada em (1.2.1) tem-se que a fun¢do densidade

de probabilidade marginal de YV é:

WE

FWl0N) = 3 F(u|M=m.0) POI=m)
m=1
0 me—k
= S mlSw IO ] O

1

_ Ayl o) i AS(y [0)]" "

3
I

(I—e) “~ (m-1)!
A 9)e— (v 10)
_ MU ’1 _)66_ . (1.2.3)

Utilizando a integragdo pelo método da substitui¢dio com u = —AF'(y | 6), a fungdo de distri-
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bui¢do marginal de Y € definida por:

Y )\f(w ‘ Q)G—AF(w | )
F =
wioy = [
1 — e (Y10

= — 1.24
1—e 2 ( )

A funcdo de sobrevivéncia marginal e a fun¢do de risco marginal de Y sdo dadas, respectiva-

mente, por:

oA 10) _ g

1—e A ’

Swlo,A) = 1-F(ylo,A) = (1.2.5)

My | e M wlo)
e AE(y[0) _ g-X °

hy| 6.\ (1.2.6)

1.2.2 Riscos Complementares

Considere Y = max(11, ..., Ty) e M ~ PoissonTrunc(\), a fun¢do densidade de probabili-
dade condicional de Y = max(71, ..., Ths) dado M = m é:

Flyl M=m,0)=m[F(y|0)]" " f(y|0). (1.2.7)

A funcido densidade de probabilidade marginal de Y é dada por:

fylo,n) = Z (y| M =m,0) P(M =m)
00 me—)\
= m [F(yw)]mlf(yw)w?l_w
m=1
e 0) ~= [A\F(y |6
_ 1_f§i/\\) Z y! ]
My | 0)e?swl?)

= . 1.2.8
1—e X (1.2.8)

Utilizando a integragdo pelo método da substituicdo com u = —AS(y | €), a fungdo de distri-
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bui¢do marginal de Y € definida por:

7Y §)e—AS(w|0)
Fyl|o,n) = /0 f(w(l _)ee—A) dw

e_)‘S(y I 9) —_ 6_)‘

= : 1.2.
1—e N (12.9)

A funcdo de sobrevivéncia marginal e a fun¢do de risco marginal de Y sdo dadas, respectiva-

mente, por:

1 — e ASy10)

Sylo,A) = 1—F(y|9,)\):ﬁ,

(1.2.10)

Afy Hefks(y|9)
h(y|6,)) = f_‘e)myw , (1.2.11)

1.2.3 Caso Geral

Substituindo o pardmetro A por —\ na fungéo de sobrevivéncia no cendrio de riscos competiti-
vos dada em (1.2.5) tem-se a mesma expressdo da fungdo de sobrevivéncia obtida no cenario de riscos
complementares dada em (1.2.10). Portanto, é possivel encontrar um caso geral para o modelo obtido
pelo processo de composicao via a distribuicdo de Poisson Truncada no Zero.

A nova distribuicao possui funcdo densidade de probabilidade dada por:

af(y] e w1?

flylb,a)= [ o=a (12.12)

emque v =A>0seY =min(T1,....Tyy)ea=—-A<0seY = max(T1, ..., Ta).
Consequentemente, as func¢des de distribuicdo, de sobrevivéncia e de risco sdo dadas, respecti-

vamente, por:

1 — e—aFy10)
Fylb,a) = —5———— (1.2.13)

—aF(y|0) _ —«
S(yl6,a) = © S (1.2.14)

1—e @

af Yy 9 e_aF(y|9)
hiy|0,a) = e(aF|(y)|9>_ea' (1.2.15)
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Mesmo sendo possivel obter um caso geral para o modelo de composi¢do de distribui¢do via a
distribui¢do de Poisson Truncada no Zero trabalhou-se com ambos os casos (minimo e miximo) separa-
dos. A escolha de trabalhar separadamente fundamenta-se nas limitacdes encontradas nas simulagdes, ao
contrério da simulagcdo do modelo de composicao de distribui¢ao via a distribuicio Geométrica, modelo

Extendido Marshall-Olkin, que mostrou-se ser eficiente.

1.2.4 Estimacao dos Parametros

Nessa secdo apresentam-se seis métodos para estimar os parametros da distribui¢io obtida pelo
processo de composi¢cdo, que considera que o nimero de fatores de risco possui uma distribuicdo de
Poisson Truncada no Zero, sio eles: maxima verossimilhanca (MLE), minimos quadrados (OLS), mi-
nimos quadrados ponderado (WLS), maximo produto de espagcamento (MPS), Anderson-Darling (AD)
e Cramér-von Mises (CM). Para todos os métodos considerou-se que ambos os pardmetros ¢ e A\ sdao

desconhecidos .

Maxima Verossimilhanca

Seja Y, ..., Y, umaamostra aleatéria com valores observados y1, . .., y, da F' (y | 6, \), obtida
pelo processo de composi¢do em que M ~ PoissonTrunc()), com vetor de parimetros (6, ). A

funcdo de verossimilhanca é dada por:

n AT i | 0 =AY Fo(yi | 0)
LONy) =]]fwl6)= H“f(y(ﬂ_)e:)n , (1.2.16)

=1

e, sua func¢éo log-verossimilhanga:

1O X | y) = nlogh—nlog (1— ™)+ 3 log £ (i |0) = AD_ Fy (i 6). (1.2.17)
=1 =1
em que,

1) Fp(yz ’ (9) :F(yz ‘ 0) seY:min(Tl,...,TM)

11) Fp(yz ’ (9) = 1—1!7(yZ ’ 9) seY:max(Tl,...,TM)
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Diferenciando (1.2.17) com relag@o aos pardmetros de interesse 6 e A, temos o vetor escore com

componentes:

n

. 16)
Up (0.0 |y) = Zg"e—AZF’ (yi | 0). (1.2.18)

Uy(0,)|y) = ZF (i | 6), (1.2.19)

n_

A 1 —e”

com [/ (yi | 0) = 55/ (yi | 0) e F (yi | 0) = 555 (yi | 0).
As equagoes (1.2.18) e (1.2.19) ndo possuem solucdo analitica. Portanto, os estimadores de mé-

xima verossimilhanga, (é , 5\> /, podem ser obtidos resolvendo simultaneamente as equagdes nao lineares

Upg(0,\|y)=0eU, (0, |y) =0 por métodos iterativos como o Algoritmo de Newton-Raphson.

Nesse caso, a matriz informagdo de Fisher observada, I (6, A | y), é dada por
1(0,My)= : (1.2.20)

02 .
com [y, = gg oL (0. A y), 5,k =1,2.

As derivadas de segunda ordem sdo:

w1 (P w10Y] s
= [;f(y@-IG) (5 (ym)] AZF wil®):

n ne’)‘

Iy = S+ —7,
22 \2 + (1— e—’\)Q

Ly = —ZFé(yi 10).
i=1

Os intervalos de confianca 100 x (1 — «) % para 6 e A podem ser obtidos da normalidade
assintdtica dos estimadores de maxima verossimilhanga com Var(é) e Var(j\) estimadas a partir da
inversa da matriz informacg@o de Fisher observada, isto é, a inversa da matriz de segundas derivadas da

funcdo log-verossimilhanca em Ge
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Minimos Quadrados

Seja yi1n < Y2:p < ... < Yn:p UmMa amostra aleatéria ordenada de tamanho n de uma fungdo de

distribui¢do F(.), entdo:

i _in—i+41)
nt+l V(F(yzn)) - (n+1)2(n+2)’

E(F(yzn)) =

iln—k+1)
0+ 1200+ 9

Cov(F (yin), F(Yrn)) = para k< i. (1.2.21)

Para F' (y | 0, \), obtida pelo processo de composi¢do em que M ~ PoissonTrunc()\), as

estimativas de minimos quadrados 6 e A dos pardmetros 6 e \, respectivamente, sdo obtidas minimizando:

2
n _ _AF(yi:n | 9) )
1—e 1
— 1.2.22
Z ( 1—e A n+ 1) ’ ( )

i=1
quando Y = min (71, ...,Tas) e, minimizando:
N e AS(Win |0) _ oA i\’
;( = _n+1> , (1.2.23)

quando Y = max (T4, ...,Th).
Portanto, se Y = min (77, .. .,Th), essas estimativas de minimos quadrados podem ser obtidas

resolvendo as equagdes nao lineares:

N (] _ o AF(im | 0) ;
i=1
n 1 f— e_)‘F(yi:n ‘ 0) Z
( 1 — e T nt1 Az (yim [6,2) = 0, (1.2.25)
i=1

em que:

A QF Yin 0 6—/\F(ym | 9)

F(yin | Q)G—AF(ym | ) (1 — e~ M (Y | 9)) e~
Ao (Yin | 0,X) = =y — = . (1.2.27)
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E, quando Y = max (71, ..., Thr), essas estimativas podem ser obtidas resolvendo as equagdes

ndo lineares:

Ol K I DN 6.\ 0 1228
P 1_€_>\ _n+1 l(yzn| ) ) — s ( )
N o= ASWin 16) _ oA ;
- As (ys - 12.2
— < 1—e A n+1) 2 (yien | 0, A) 0. (1.2.29)
em que:
Atgin |00 = — oS - L l]—k) , (1.2.30)
Gl | OV AS Wi [6)  (e=ASWin [0) _ oA} g
Ao (yim |0,0) = —2Winl0)e (e e e (12.31)

(I—e?) (1—eH)?

Minimos Quadrados Ponderado

Para F' (y | 0, \), obtida pelo processo de composi¢do em que M ~ PoissonTrunc(\), as

estimativas de minimos quadrados ponderado g e X dos parimetros 6 e )\, respectivamente, sdo obtidas

minimizando: )
n .
1 — e_)‘F(y I 9) /3
; - 1.2.32
sz( o o) (1.2.32)
=1
se Y = min (77, ...,Th) ou minimizando:
n e-ASW10) _ g—A i\’
; — , 1.2.33
Z i 1—e A n+1 ( )
i=1
se Y = max (71, ..., Ta), com fator de corregdo w; dado em (1.1.34).
Se Y = min (71,...,T)), essas estimativas podem ser obtidas resolvendo as equagdes ndo
lineares:
n — e AF(|0) j
1 1—e 1
- Ay (Yim | 0,N) = 0, 1.2.34
Hz’(n—z’+1)< 1—e? n+1> 1 (in | 6,2) ( )
n —_ e M0 j
1 1—e 1
— Ao (Yim |0,A) = 0, 1.2.35
;i(n—z’—i—l)( 1—e? n+1> 2 (Vi | 0,2) ( )

em que, Ay (- | 6,)) e Aa (- | 6, ) sdo dadas, respectivamente, por (1.2.26) e (1.2.27).
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Se Y = max (71, ...,Th), essas estimativas podem ser obtidas resolvendo as equagdes ndo
lineares:
n —AS(y10) _ —A ;
1 e e )
— Ay (yin | 6,A) = 0, 1.2.36
izlz’(n—i—i—l)( 1—eA n—|—1> 1 (Gin [0, 2) ( )
n .
1 e W0 _ =2 i
— As (yim | 6,A) = 0, 1.2.37
izli(n—i—i-l)( 1—e A n+1 2 (yien | 6, 2) ( )

em que, Ay (- | 6,)) e Aa (- | 6, ) sdo dadas, respectivamente, por (1.2.30) e (1.2.31).

Maximo Produto de Espacamento

Se Y = min(T1, ..., Tar), as estimativas MPS dos pardmetro 6 e \ da distribuicdo F' (y | 6, \)
obtida pelo processo de composi¢do em que M ~ PoissonTrunc(\), sdo obtidas resolvendo as equa-

¢oes ndo lineares:

) \ 1 [0 [1- e walo)
S Oy = ;DiA 54 ( T =0, (1.2.38)
P oy [ (1 - e M Winl6)

H ) = A= = 1.2.

em que, A é o primeiro operador diferenca. Essas derivadas de primeira ordem da funcdo de distribui¢do
em relacdo aos parametros # e A sdo calculadas em (1.2.26) e (1.2.27), respectivamente.

Se Y = max(T1, ..., Th), as estimativas MPS dos pardmetros 6 e \ da distribuigéo F (y | 6, \)
obtida pelo processo de composi¢do em que M ~ PoissonTrunc()\), sdo obtidas resolvendo as equa-

¢oes ndo lineares:

) * ntl [ 9 (e MSWin |0) _ o=\
%H(e,)\ly ) = ;DZA 2 ( 1— e =0, (1.2.40)
8 n+1 1 i 8 e—AS(yi:n ‘ 0) — e_A
0 o 119 — 1.2.41
D\ O, A ]y") ;Di O\ ( 1— e 0, ( )

em que, A é o primeiro operador diferenca. Essas derivadas de primeira ordem da funcéo de distribui¢do

em relac@o aos parametros # e A sdo calculadas em (1.2.30) e (1.2.31), respectivamente.
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Anderson-Darling

As estimativas Anderson-Darling 6 e X dos parimetros 6 e A, respectivamente, sdo obtidas

minimizando a func¢ao:
1.
A0, N) =—n— - Z (2 — 1) log{F (yin | 0,\) [1 = F (Yynt+1—im | 0, N)]}. (1.2.42)

=1

Essas estimativas podem ser obtidas resolvendo as equagdes ndo lineares:

g . -Al (yzn | '97 >\) A1 (yn+1—i:n | 67 )‘)_
2t —1 — = 0, (1.2.43)
;< ) L F (yzn | 97 >‘) F (yn+1—i:n | 97 )‘) i
- . _AQ (yln | 9, )\) A? (yn+17i:n | 9, >‘)_
2t —1 — = 0, (1.2.44)
;( ) L F (yzn | 95 )\) F (yn+17i:n | 9, )\) i

em que, as expressdes Aj (- | 0, A) e Ay (- | 6, \) sdo dadas, respectivamente, por (1.2.26) e (1.2.27) se
Y = min(7T, ..., Th) e, respectivamente, por (1.2.30) e (1.2.31) se Y = max(7Ty, ..., Ty).
Cramér-von Mises

As estimativas Cramér-von Mises 6 e A dos pardmetros 6 e A, respectivamente, sdo obtidas

minimizando a fungao:

1 " 2 —1\?
=1

Portanto, essas estimativas podem ser obtidas resolvendo as equacdes nao lineares:

- 2 — 1

Z(F(yz-;nle,A)— Z2n )A1 (yim | 0,A) = 0, (1.2.46)
i=1

= 2 —1

Z(F(yi:n|9a)\)_ o )AQ(yi:n|9a)\) = 0, (1.2.47)

i=1

em que, as expressdes Aq (- | 6,)) e Ay (-] 0, \) sdo dadas, respectivamente, por (1.2.26) e (1.2.27) se
Y = min(7T1, ..., Th) e, respectivamente, por (1.2.30) e (1.2.31) se Y = max(711, ..., T).
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1.3 Composicao via a distribuicao de Poisson Size-Biased

Esta secdo apresenta a formulacdo da distribuicdo de probabilidade obtida pela composi¢do
de distribui¢des em que a ocorréncia do evento de interesse estd associada a causas de falha latentes,
sendo observado a primeira ou a tultima causa de falha. Nesse contexto, foi proposta uma distribuicao
considerando que o tempo de ocorréncia de cada uma das causas de falha 7, 7 = 1, ..., M, segue uma
distribui¢do F'(¢ | #) com vetor de pardmetros 6 e a quantidade M de causas de falha possui distribuicdo
de Poisson Size-Biased, M ~ PoissonSB(\).

As distribui¢des de probabilidade Size-Biased sdo casos especiais das distribuicdes ponderadas.
Se a varidvel aleatéria X tem fungdo densidade f(x | ), com vetor de pardmetro 6 desconhecido, entdo
a correspondente distribui¢do Size-Biased é da forma:

«
o) = T
com E(X®) < co (MIR; AHMAD, 2009).

Quando o = 1, tém-se as distribui¢des Size-Biased simples. Portanto, para uma variavel aleato-
ria M com distribuicdo de Poisson, a correspondente distribuicio Size-Biased, conhecida por distribui¢do
de Poisson Size-Biased, € definida por:

/\m—le—)\

P(M =m) = o

(1.3.1)

param = 1,2,...e A > 0 (MIR; AHMAD, 2009). Observe que a distribui¢do de Poisson Size-Biased

definida em (1.3.1) exclui naturalmente m = 0.

1.3.1 Riscos Competitivos

Seja T, j = 1,...,M, os tempos de falha latente de individuos sujeito a M riscos, e Tj
independente de M, e assuma que é observado Y = min(77, ..., 7). Sob a suposi¢do que os tempos
até afalha T}, j = 1,2,..., M, s@o varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas com
funcdo distribuicdo F'(¢ | ) e vetor de pardmetros 6, a fung¢do densidade de probabilidade condicional

de Y = min(71, ..., Tps) dado M = m é

FlyIlM=m0) =m[Sy |0 " fly|0). (1.3.2)
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Assumindo que o nimero de causas de falha M é uma varidvel aleatéria com distribuicio de
Poisson Size-Biased com fung¢do de probabilidade (1.3.1), tem-se que a funcio densidade de probabili-

dade marginal de Y € definida por:

fylo. ) = f(y| M =m,0) P(M =m)

hE

1

3
I

)\m—le—)\

m—1 P
1m[S(y\9)} fy]0) (m— 1)

B )\S eml

I
M8

3
Il

= Syl o) [e“‘(y 9 (14 AS(y | 0))]

fly10) (A +AS(y [6))
= FGT0) : (1.3.3)

0o kzk

k .
Desde que, ) .~ 5 = zete ZEOZO % = e” cf. (GRADSHTEYN; RYZHIK, 2007). Assim,

)! m)!

Oom)\Sy|9]m1 _ ASyIH P‘S(?J‘Q)]m
by > (" )

_ AS W19 (1 + \S(y|6)) (1.3.4)

Portanto, a fun¢io de distribuicdo marginal de Y, utilizando a substitui¢do u = 1 + AS(y | 6),

¢é dada por:

Flo = [LEIO0 @I,

oNF(w [0)
S(y|0)
= 1- AEW]0) (1.3.5)

Imediantamente, a funcdo de sobrevivéncia marginal e a fun¢do de risco marginal de Y sdo
definidas, respectivamente, por:

S(y| 6
S(ylo,A) = 1—F(y|9,A):eAS§/(y’9)), (1.3.6)

hiy o — TWIO1EASE0) 13

S(y|0)
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1.3.2 Riscos Complementares

Considere que Y = max(71, ...,Th) e M ~ PoissonSB()), a fungdo densidade de probabi-
lidade condicional de Y = max(Th, ..., Tys) dado M = m é:

fly| M =m,0)=m[Fy|0)]" " f(y|0). (13.8)
A funcido densidade de probabilidade marginal de Y é dada por

Flylo.x) = > flylM=m08) P(M=m)

m=1

[e's) m—le—)\
- meywnml <y|e>? 5

m=1

= fly]0)e [e”@ 9 (14 XF(y | 0))

flyl0)(L+AF(y|0))
= ST . (1.3.9)

Utilizando a integragdo pelo método da substitui¢do com u = 1 + AF(y | #), a fungdo de

distribuicdo marginal de Y é expressa por:

Y 0) (1+ \F 0
F(y|0)
= 2S@0) (1.3.10)

Imediantamente, a funcdo de sobrevivéncia marginal e a fun¢do de risco marginal de Y sdo
definidas, respectivamente, por:

F(y|6
S(y|6,)) = 1—F(yye,A):1—eASfy|le)), (1.3.11)

Byl6,)) = (eway)(j“fﬁ)f”- (13.12)

Nota-se que o processo de composi¢do utilizando a distribuicdo de Poisson Size-Biased como
“distribui¢do de mistura” tem a “distribuicio misturada” como caso particular, ou seja, f (y | 0, A = 0) =

f (y | 6). Esse fato ndo ocorre quando a “distribui¢do de mistura” é uma Poisson Truncada no Zero.
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1.3.3 Estimacao dos Parametros

Nessa secdo apresentam-se seis métodos para estimar os pardmetros da distribui¢do obtida pelo
processo de composicao, que considera que o nimero de fatores de risco possui uma distribui¢do de Pois-
son Size-Biased, sdo eles: maxima verossimilhanca (MLE), minimos quadrados (OLS), minimos quadra-
dos ponderado (WLS), maximo produto de espagcamento (MPS), Anderson-Darling (AD) e Cramér-von

Mises (CM). Para todos os métodos considerou-se que ambos os pardmetros 6 e A sdo desconhecidos .

Maxima Verossimilhanca

Seja Y, ..., Y, umaamostra aleatéria com valores observados y1, . .., y, da F' (y | 6, \), obtida
pelo processo de composicdo em que M ~ PoissonSB(\), com vetor de pardmetros (6, \)'. A fungdo

de verossimilhanga é dada por:

- P f(wil0) (1+ASsp(yil0
L(ewxly)=:IIjKyiM%A)::IL1f(iiz%ﬂg%3@i§f(y 19)), (1.3.13)
=1

e, sua func¢do log-verossimilhanca:

1O y) = Zlogfmw +) log[1+ASsp (yi | 0)] = A  Fsp(y:|6),  (1.3.14)
=1 i=1

em que,
i) Fsp(yi |0)=F (y;|0)eSsp(yi |0) =1—F (y; | 0) se Y =min (T1,...,Tu)
i) Fsp(yi |0)=1—F(y; |0)eSsp(yi|0)=F(y; | 0)seY =max (11,...,Tn)

Diferenciando (1.3.14) com relagdo aos pardmetros de interesse 6 e A, tem-se o vetor escore

com componentes:

=~ " (yi | 9) ~ Sop(yi ] 9)
Up (0.1 = Y LS —A§ Flp(y; | 6), (13.15
9( | y) Zzl f (yl | 0) g [1 + )\SSB(% | 0) g SB y ’ ) ( )
—~  Ssp(yi|0) .
U, (. - SN Fep (v 1), 13.16

em que, f (yi | 0) = %f (yi | 0), FZ@B (yi | 0) = aeFSB (yi|0)e SSB (yi | 0) = agSSB (vi | 0).
As equacdes (1.3.15) e (1.3.16) ndo possuem solucao analitica. Portanto, os estimadores de mé-

~ ~\/
xima verossimilhanga, (9, >\> , podem ser obtidos resolvendo simultaneamente as equagdes nao lineares
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Upg(0,\|y)=0eU, (0, |y) =0 por métodos iterativos como o Algoritmo de Newton-Raphson.

Nesse caso, a matriz informagdo de Fisher observada, I (6, \ | y), é dada por:

ION|y) = , (1.3.17)

na qual, [, = a@ @ LON|y), k=12

As derivadas de segunda ordem sdo:

N i 2
mo= |5 - Cros) |+
; +)\SSZ,/3ZL/29\)9)] A<1f§%£y3(20|)9)>]
Bx = g(lfﬁg(w?m)z’
o = S L 1)

=1

Portanto, os intervalos de confianga 100 x (1 — X) % para 6 e A podem ser obtidos da normali-
dade assintética dos estimadores de maxima verossimilhanca com Var(6) e Var()\) estimadas a partir
da inversa da matriz informacdo de Fisher observada, isto €, a inversa da matriz de derivadas de segunda

ordem da fun¢do log-verossimilhanca em Ge

Minimos Quadrados

Seja yi1.n < Y2:n < ... < Yn:p Uma amostra aleatéria ordenada de tamanho n de uma fungdo de
distribui¢do F(.), entdo:

i iln—i+1)

E(F i) =127 VW) = o559

iln—k+1)

Cov(F (Yin), F(Ypm)) = (n+1)2(n+2)

para k <1, (1.3.18)

Para a distribui¢do F' (y | 0, A), obtida pelo processo de composi¢do em que M ~ PoissonSB()\),

as estimativas de minimos quadrados 6 e A dos pardmetros 6 e \, respectivamente, sdo obtidas minimi-
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zando: )
n .
S(Yim | 0
1=
quando Y = min (71, ...,Tas) e, minimizando:
n . 2
F(yin | 0) i
=1
quando Y = max (T1,...,Th).
Portanto, se Y = min (77, ..., Th), essas estimativas de minimos quadrados podem ser obtidas

resolvendo as equagdes nao lineares:

- [ S(yzn | 0) ] 1 .

Z; <_1 ~ s | " ar1) M (yin | 0,2) = 0, (1.3.21)
n r B .

S(yin|0)] i -

Z} <_1 R R, As (Yin | 0,X) = 0, (1.3.22)
em que:
0 0
— 595 (Win | 0) + AS(Yiin | 0) 59 F (Yiin | 0

Al (yzn ’ 6? /\) - [ = ( ‘ ) e/\F(y(i:n | 0)| )89 ( ‘ )] ’ (1'3'23)
Az (Yin | 0,7) = A0 (1.3.24)
E, quando Y = max (71, ..., Thr), essas estimativas podem ser obtidas resolvendo as equagdes

ndo lineares:

— (e)\S(yi;n o) n+1 Ay (yz:n ‘ 0, )‘) = 0, (1.3.25)
(e)\S(yi:n 0 a1 Ao (Yin | 0,1) = 0, (1.3.26)

=1
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em que:

o) o)
A1 (yim | 0,0) = Lin S 06 ) : (1.3.27)

F n 0)S n 0
Ao (yim |0, — LU 6A|S(3m(|y€) %), (1.3.28)

Minimos Quadrados Ponderado

Para a distribui¢do F' (y | 0, A), obtida pelo processo de composi¢do em que M ~ PoissonSB()\),

as estimativas de minimos quadrados ponderado 6 e A\ dos parametros 6 e A, respectivamente, sdo obtidas

minimizando:
n . 2
S(yin | 0) i
Z;wl ({1 ~ SFenTo| " na 1) (1.3.29)
1=
se Y = min (77, ...,T3) ou minimizando:
n . 2
F(yzn ‘ 0) 2
;wz (ew(ym DT (1.3.30)
1=
se Y = max (711, ...,Th), com fator de corre¢do w; dado em (1.1.34).
Se Y = min (71,...,T)), essas estimativas podem ser obtidas resolvendo as equagdes ndo
lineares:
ZH:; Sl O] TN A 100 = 0 (1.3.31)
— z(n—z+1) I eAF(yi:n‘a)_ 7’L+1 1 y’ll’l’b ) 9 e
i; Sl O] TN A e = 0 (1.3.32)
Pt i (n — i+ 1) I e/\F(yi;n | 9)_ n4+1 2 (Yin 5 B ..

emque, Aj (- | 6,\) e Az (- | 6, \) sdo dadas, respectivamente, por (1.3.23) e (1.3.24).

Se Y = max (T4, ...,Th), essas estimativas podem ser obtidas resolvendo as equagdes ndo
lineares:
= .
1 F(yzn ‘ 6) 7
B A1 (gin [6,A) =0, 1.3.33
n

1 F(yin | 0) i A _
i(n—i+1) <eAS<ym|e> ny1) B2 i[04 =0, (13.34)

=1
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em que, Ay (- | 6,)) e Aa (- | 6, \) sdo dadas, respectivamente, por (1.3.27) e (1.3.28).

Maximo Produto de Espacamentos

Se Y = min(71, ..., Ths), as estimativas MPS dos pardmetro 6 e A da distribui¢do F' (y | 0, \)
obtida pelo processo de composi¢do em que M ~ PoissonSB(\), sdo obtidas resolvendo as equacdes

ndo lineares:

0 N (L))

S Oy = ;DZA K <1 —~ eAF(%:M))] =0, (1.3.35)
EH(GA\ ) = n+1iA_2 1_M =0 (1.3.36)
pHEAY) = D g oA\ Al )] T “

em que, A é o primeiro operador diferenca. Essas derivadas de primeira ordem da funcdo de distribui¢do
em relacdo aos parametros # e A sdo calculadas em (1.3.23) e (1.3.24, respectivamente.

Se Y = max(T1, ..., Th), as estimativas MPS dos pardmetros 6 e \ da distribuigéo F (y | 6, \)
obtida pelo processo de composi¢do em que M ~ PoissonSB(\), sdo obtidas resolvendo as equagdes

ndo lineares:

%H(G,A ly") = ;DiA 56 <W =0, (1.3.37)
QH(GM ) = ni:llA [0 (Elin [0\] _, .
a)\ | y - =1 DZ _aA eAS(yi:n ‘6) — Y 3.

em que, A é o primeiro operador diferenca. Essas derivadas de primeira ordem da funcdo de distribui¢do

em relac@o aos parametros # e A sdo calculadas em (1.3.27) e (1.3.28), respectivamente.

Anderson-Darling

As estimativas Anderson-Darling 6 e ) dos parimetros 6 e A, respectivamente, sdo obtidas

minimizando, a fung¢do:

n

1
A@ON) =-n—= Z} (2i — 1) log {F (yim | 0, \) [1 — F (yns1—im | 6, N)]} . (1.3.39)
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Essas estimativas podem ser obtidas resolvendo as equagdes ndo lineares:

= . -Al (yzn | 97 >\) A1 (yn+1—i:n | H, )‘)_
21 —1 — = 0, (1.3.40)

2 G D [T 188) ~ Flgmeson 6.0

" . _AZ (yln | 9, )\) A? (yn+17i:n | 9, >‘)_
2t —1 — = 0, (1.3.41)

;( ) L F (yzn | 95 )\) F (yn+17i:n | 9, )\) ]

em que, as expressdes Aj (- | 0,A) e Ay (- | 6, \) sdo dadas, respectivamente, por (1.3.23) e (1.3.24) se
Y = min(T1, ..., Ths) e, respectivamente, por (1.3.27) e (1.3.28) se Y = max (T, ..., Tar).
Cramér-von Mises

As estimativas Cramér-von Mises 6 e A dos pardmetros 6 e A, respectivamente, sdo obtidas

minimizando a fungao:

1 " 2 —1\2
=1

Portanto, essas estimativas podem ser obtidas resolvendo as equacdes nao lineares:

n

2 —1
Z(F(yi:nle,A)— Z2n )A1 (yim | 0,0) = 0, (1.3.43)
i=1
= 2 — 1
Z(F(yi:n|9a)\)_ o )AQ(yi:n|9a)\) = 0, (1.3.44)
=1

em que, as expressdes Aq (- | 6,)) e Ay (-] 0, \) sdo dadas, respectivamente, por (1.3.23) e (1.3.24) se
Y = min(7T1, ..., Th) e, respectivamente, por (1.3.27) e (1.3.28) se Y = max(711, ..., Ths).

1.4 Comentarios

A apresentacdo dos modelos de composi¢@o de forma genérica deixa evidente a formulagdo dos
modelos de composicdo considerando a ideia de riscos competitivos e riscos complementares, 0 que nem
sempre acontece quando sdo apresentados diretamente, ou seja, quando assume-se uma determinada
distribui¢do para os tempos de falha Tj. Além disso, possibilita a utilizagdo dos modelos em outros
trabalhos.

Essa forma de apresentar os modelos de composicao facilita a visualizag@o da relagdo do modelo
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proposto com a distribuicdo dos tempos de falha. Por exemplo, a funcio de densidade de probabilidade
do modelo de composi¢do via a distribui¢do Geométrica no contexto de minimo utiliza a informagao da
distribuicdo de sobrevivéncia dos tempos 77, j4 no contexto de maximo, utiliza a informacdo da fungdo
de distribui¢do acumulada dos tempos 7T7.

Esse resultado € inverso quando comparamos a funcdo de densidade de probabilidade do modelo
de composic¢do via a distribui¢cdo de Poisson Truncada no Zero, ou seja, no contexto de minimo a fungdo
de densidade utiliza a informac@o da distribui¢do acumulada, enquanto no contexto de maximo, utiliza a
informacdo da sobrevivéncia.

No modelo de composi¢do via a distribui¢do de Poisson Size-Biased, em ambos os contextos,
minimo e mdximo, a funcdo de densidade de probabilidade utiliza a informacdo das funcdes de sobrevi-

véncia e de distribuicdo acumulada.



Capitulo

2

Extensoes da Distribuicao de Lindley de

um parametro

Este capitulo apresenta os trés modelos de composi¢do descritos nas secdes anteriores assu-
mindo que a distribuicdo dos tempos de falha, F'(¢ | #), ¢ uma distribui¢do de Lindley de um pardmetro
e portanto, tem-se as extensdes da distribuicdo de Lindley obtidas pelo processo de composi¢do. Para
tanto uma breve caracterizagcdo da distribuicdo de Lindley é necessdria e, posteriormente as extensdes

sdo apresentadas.

2.1 Distribuicao de Lindley de um parametro

Considerando 17, ..., T varidveis aleatérias independentes e indenticamente distribuidas com
distribui¢do de Lindley de um pardmetro 6, a fungo densidade de probabilidade e a funcio de distribui-

¢ao sdo dadas, respectivamente, por:

92
f(t]0) = <1+0)(1 +t)e % (2.1.1)
€
F(t]0)=1- (1+1it9> e (2.1.2)

emque,t>0ef > 0.

A primeira derivada da fun¢do (2.1.1) é dada por % ft|o) = %(1 — 0 — 6t)e. Portanto,

se § < 1 entdo %f(t | 0) = 0 paraty = IT?Q , 0 que implica que tp € o tnico ponto critico e que f(t | 6)
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Figura 2.1: Funcdo densidade de probabilidade e a funcdo de risco da distribuicdo de Lindley para
diferentes valores de 6, respectivamente.

é maximizada. Mas, se 6 > 1, % f(t]0) < 0. Portanto, para uma variavel aleatéria 7' com distribui¢do
de Lindley de um parimetro, a fun¢do densidade de probabilidade em (2.1.1) é unimodal para 0 < 6 < 1
e decrescente para # > 1, como mostra a Figura 2.1-a.

A funcio de risco € uma funcio crescente em ¢ e 6, como mostra a Figura 2.1-b e é expressa

por:
02 (1+1)

MO = T g

(2.1.3)

2.2 Distribuicao Lindley Extendida Marshall-Olkin

Considerando que S(y | #) é a fungdo de sobrevivéncia de uma varidvel aleatéria com distri-
bui¢do de Lindley de um parametro tem-se que a funcdo de sobrevivéncia, dada em (1.1.19), denomi-
nada funcdo de sobrevivéncia da distribuicio Lindley Extendida Marshall-Olkin (MOEL) ou distribui¢do

Lindley-Geométrica por Zakerzadeh e Mahmoudi (2012), pode ser escrita na forma:

«o (1 + %) e~

: 2.2.1)
17d(1+%>e*99

Swvoer (y | 0,a) =

coma,f >0,y >0ea=1—a.
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A funcio densidade de probabilidade e a funcio de risco sdo dadas, respectivamente, por:

62(1 + y)e~%
fuorr (] 0,0) = af”(1+y)e - 2.2.2)

(1+0) [1 —a (1+ 2 e=ov]

6% (1
hyoer (y | 0,0) = (1+y) ; ) (2.2.3)
(1+6+0y) {1—@<1+1+—y0> e—Hy]

Note que as fungdes frrorr (06, a) = hyorr (0] 6,a) = (1+9 s, faoen (00| 0,a) =0
e hayrorr (0o | 6, ) = 6. Para valores de « préximo de 1, a curva assemelha-se a0 comportamento da
distribuicdo de Lindley de um parametro, enquanto que para « — 00, a curva tende a ser simétrica, ver

Figura 2.2.

Teorema 2.2.1. A funcdo densidade de probabilidade (2.2.2) é decrescente para valores de o < % e

unimodal para valores de o > 02+1

Demonstracdo: Seja a primeira derivada da funggo log firorr (v | 0, ) dada por:

dlog farops (y] 0,0) €1+ (1 =0—y0) —a(1+(1+1)°6?)
dy N (1+y)[e?(1+0)—a(l+0+0y)

(2.2.4)

E ficil observar que o denominador de (2.2.4) é sempre positivo para todos os valores de v,
0 e . Logo, para estudar o comportamento da fyorr (v | 0, ) basta estudar o comportamento do
numerador.

Considere as fungdes f1 (y) = e (14+0)(1 -0 —yh) e fo(y) = a (1 + (1 +7y)? 02). Note
que o maximo da fungdo f; (y) é dado em y = 0, ou seja, f1 (y) < f1(0) para todo y > 0. Se se
0 < a < 1, o menor valor que a fungdo f3 (y) assume é no ponto y = 0, ou seja, f2 (y) > f2 (0) para
todo y > 0. Se o > 1, o maior valor que f5 (y) assume é no ponto y = 0, logo, f2 (y) < f2(0) para
todoy > 0.

Seja f1(0) =1 —6%e f2(0) = @ (1+ 6?). Portanto, f; (y) é uma fungo decrescente em y
para todos os valores de 6 e a. fo (y) é uma fungdo crescente em y paratodo 0 < a« < 1lef > Oe,
decrescente para todo valorde o > 1e 6 > 0.

Para todos os valores de 6 e o tal que f1 (0) < f2(0) = a < GQH tem-se que f1 (y)—f2 (y) <

dlog froeL (y|6,0)

0 e entdo dy

< 0 e portanto, fyoer (¥ | 6, ) tem um comportamento decrescente.

Agora, se f1 (0) > f2(0), ou seja, se o > 92 7 tem-se dois casos: para um y tal que y < y*,

f1(y)— f2 (y) > 0, logo dlog fModzL(yw ) > (e entdo fMOEL (y | 6, ) é crescente até y*; porém, para
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Figura 2.2: Comportamento da fung¢do densidade de probabilidade da distribuicio MOEL para diferentes
valoresde ave 0 = 1.
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Figura 2.3: Comportamento da fun¢do de risco da distribuicio MOEL para diferentes valores de o e
0=1.

dlog froEeL (yl6,0)
dy

um y > y* tem-se f1 (y) — f2 (y) < 0 e entio, < 0, logo a fun¢io fajorr (v |6, ) é
decrescente depois de y*.

|

A funcdo de risco (2.2.3) € crescente, decrescente-crescente e crescente-decrescente-crescente

como mostra a Figura 2.3. Para prova desses resultados, ver Ghitany et al. (2012). Vale ressaltar que a

distribuicio MOEL possui trés formas para a fungdo de risco enquanto que a fungdo de risco da distribui-

¢do de Lindley de um parametro possui somente forma crescente. O fato da distribuigdo MOEL possuir

somente dois pardmetros mas trés formas para a funcao de risco pode ser uma vantagem na prética.
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2.2.1 Funcao Quantil

Obter varidveis aleat6rias de uma distribui¢do de probabilidade pode ndo ser simples. Um mé-
todo muito utilizado baseia-se no teorema fundamental da transformacao de probabilidades, que diz que
se U é uma varidvel aleatéria uniforme U (0, 1) e 7" uma varidvel aleatéria com fung¢do de distribuigéo F
invertivel, entdo T = F~! (U) possui densidade f, sendo F'~! a fungio inversa da fungio de distribui¢io
F.

Esse método, conhecido por método da transformacao inversa, é utilizado quando a funcio
quantil da varidvel aleatéria T pode ser expressa de forma fechada. Para T' uma varidvel aleatéria arbi-
traria com fungéo de distribui¢do acumulada Frr (t) = P (T < t), t € R, a fungdo quantil é definida por
Qr(uw)=inf{teR: Fp(t) >u},0<u<l.

Ghitany, Atieh e Nadarajah (2008) mostraram que o método da transformacao inversa nio pode
ser utilizado para gerar variaveis com distribuicdo de Lindley de um pardmetro pois sua funcdo quantil
ndo possui forma fechada. Porém, recentemente Jodrd (2010) mostrou que a fun¢do quantil da distri-
bui¢cdo de Lindley de um parametro pode ser escrita de forma fechada em termos da fungcdo Lambert
W.

A fungdo Lambert W é uma fungdo complexa de varios valores definidos como solugdo da
equagio:

W(z) eV = 2 (2.2.5)

em que z € um nimero complexo (JODRA, 2010).
Se z € um nimero real desde que z > —% entdo, W (z) torna-se uma fung@o real e existem dois
ramos reais possiveis. O ramo real com valores em (—oo, —1] é chamado de ramo negativo e é denotado

por W_;. O ramo real com valores em [—1, c0) é chamado ramo principal e é denotado por Wy. Além

1

disso, a equagdo (2.2.5) tem duas solugdes se z € (—1,0] e uma tnica solugdo se z > 0 (JODRA, 2010).

Portanto, a fun¢io Lambert W pode ser vista como uma fungio inversa f(W (z)) = W (z) eV'(?)

em que, f é decrescente para W (z) < —1 e crescente para W (z) > —1.
Para a distribuicio MOEL, tem-se que:

7(1+9+9y) _ (U — 1)(9 + ].)6_9—1 ‘

—(14+0+6y)e (1—au)
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Portanto, a func¢do quantil da distribuicio MOEL ¢ definida:

. 11 O+1) (u—1)
1 _
F (u)__l_H_QW_1< T (1= au) para0 < u < 1,

(u—1)(6+1)e 01 c

em que, W_; (-) denota o ramo negativo da fun¢do Lambert W pois (1 4+ 6 + 0y) > 1e —aw

(=2:0)-
2.2.2 Momentos da distribuicio MOEL

Seja my = 2377 aF com k > 1, o k-ésimo momento amostral e s, = E (X¥), com
k > 1, o k-€simo momento populacional. O método dos momentos consiste em estimar os parametros
0 =(01,02,...,0,), 7 = 1,..., k, resolvendo as equagdes my = p (ROHATGI; SALEH, 2000). Muitas
vezes os momentos podem ndo ser obtidos, entdo recomenda-se utilizar a fun¢do geratriz de momentos,
responsével por gerar todos 0s momentos.

Por defini¢do, “seja X uma varidvel aleatéria definida no espago paramétrico, a fungdo Mx (t) =
E(e!X) é conhecida por funcio geratriz de momentos de X se essa esperanca existe em alguma vizi-
nhanga da origem (ROHATGI; SALEH, 2000). No caso de X ser uma varidvel aleatdria continua, a fun-
¢do geratriz de momentos é Mx (t f +oo gte f(x)dz, t € R. Além disso, “se a funcdo geratriz de
momentos Mx (t) de uma varidvel aleatéria X existe para algum ¢ no intervalo (—to,tp), to > 0, as
derivadas de todas as ordens existem para ¢ = 0 e podem ser calculadas sob o sinal de integracao, isto &,
M )((k ) (0) = E(X*) para k um inteiro positivo (ROHATGI; SALEH, 2000).

Inicialmente, considere a fungdo e® escrita em uma série de Maclaurin:

2 3

oo
a:
—1+x+—+§+ + ka

2 3 n
Entdo, e'® pode ser escrita como e = 1 + tx + (t;) (t;f!) + .+ % + .
Por outro lado, tem-se que My (t) = F(e!X) entio, a fung¢io geratriz de momentos pode ser

reescrita da seguinte forma:

Mx(t) = E(X)=E (1 +tX (t;)z (tij)g + .+ (tf!)n + > .
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Da propriedade: “o valor esperado da soma ¢ igual a soma dos valores esperados” tem-se:

PEWXR) | EEY (22.6)

Mx(t)=1+tE(X)+ o p

A derivada primeira da fung@o geratriz de momentos, (2.2.6), calculada parat = 0 é M'(0) =

E (X), do mesmo modo que a derivada segunda em ¢ = 0 é M"(0) = E (X?) e assim por diante.

Portanto, pode-se escrever a fungdo geratriz de momentos como uma aproximacao da série de Maclaurin:

M (0) M%(0) = tFB(XF)
Mx(t) =M X X2 =) /=7
X (1) x(0) + =t kZ_O 5

Antes de apresentar os momentos da distribuicdo MOEL considere dois resultados importantes

que foram utilizados para tal desenvolvimento.

1) aexpansdo da série:
o0 .
I .
(1-2)7"=> Lloti) s (2.2.7)
em que, |z| < 1ew > 0.cf. (GRADSHTEYN; RYZHIK, 2007)

ii) a expansdo da expressiao binomial:

(z+a)" = i (?)x”_jaj -

Jj=1

_ n n n n—1 n n—2 2 n n—1 n n
= <0>£L' +<1>:17 a+<2>:z‘ a +...—|—<n_1):m +<n>a

paran € Nea, b € R. cf. (GRADSHTEYN; RYZHIK, 2007)

Demonstraciao: Considerando a expansdo da série em (2.2.7), a funcio densidade de probabilidade da

distribuicio MOEL (2.2.2) pode ser reescrita da seguinte forma:

%) ‘ 9 j '
a(l+y)e % x ;)(j +1)(1—a) (1 + ef1> e 0vi (2.2.9)
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Usando (2.2.9) e aplicando a expressdo binomial em (1 +3 +1) tem-se:

q(y)
7=0 i=

Assim, o r-ésimo momento da distribuicdo MOEL ¢é dado por:

E(Y") = 9+1 ZZ<>j+1 1—a)1(91>ix

7=0 =0
" L(r+i+1) < r+i+1>
[0 + 1)) 6j +1)

Portanto, a funcio geratriz de momentos da distribuicdo MOEL é:

My (t) =

k 0j=0 i=0
I(k+i+1) kit
: i (LT
[0(7 +1)]

% 06 + 1)

com esperanga dada por:

2.2.3 Simulacao

aizjj < > i+ —a) (0i1> (14 y) ye” UFD0Y,

ST 3 3) DI C) ERSUTEIN S I

(2.2.10)

2.2.11)

(2.2.12)

(2.2.13)

Nesta secdo apresentam-se alguns resultados de experimentos numéricos para comparar a per-

formace dos diferentes métodos de estimagdo discutidos anteriormente. Para fins, tomou-se amostras

de tamanho n = 20,50,100 e 200, # = 1 e a = 0.5,0.8,1.5,3.0 e 5.0. Para cada combinagdo

(n,0,a) gerou-se B = 500.000 amostras pseudo-aleatérias da distribuicio MOEL usando o algoritmo

de Newton-Raphson para resolver a equacdo ndo linear F'(y | 0, o) — u = 0, em que u é uma observacdo

uniforme no intervalo (0, 1).

As estimativas foram obtidas utilizando o programa Ox versdo 6.20, uma linguagem de progra-

macao matricial orientada a objetos com uma extensa biblioteca de fun¢des matemadticas e estatisticas,
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ver Doornik (2007), usando a funcdo MaxBFGS nos métodos MLE, OLS, WLS, MPS, AD e CM.

A escolha pelo uso do Ox fundamenta-se nas vantagens fornecidas pelo mesmo, tais como:
velocidade, precisdo, disponibilidade para diversas plataformas (sistemas operacionais), gratuito, boa
selecdo de rotinas matematicas e estatisticas, rotinas de maximizacao e etc.

Com o objetivo de avaliar o desempenho dos seis métodos descritos, para cada estimativa
calculou-se o vicio (2.2.14), a raiz do erro quadritico médio (2.2.15), a diferenca absoluta média en-
tre as funcdes de distribui¢des verdadeira e estimada (2.2.16) e a diferenca absoluta maxima entre as

funcdes de distribuicdes verdadeira e estimada (2.2.17), respectivamente, como:

o 1 () N =

Bias (9) = 3 ; (6% - 0) ,  Bias(a) = 5 ; (& —a), (2.2.14)

. 1 B 2 1 E
RMSE (9) = |52 (91- - 9) . RMSE(@) = | =Y (6i—a)’, (215

=1 i=1
Daps = 5 i - iz": )F (yij | 0,0) = F (yij | é,@) ; (2.2.16)

i=1 j=1
Dinax = % im?x ‘F (i | 0,0) — F (yij 14, a) ‘ . 2.2.17)
=1

A seguir descreve-se o esquema utilizado para os estudos numéricos. Seja S = 50, £ = 1.0e —
4,0 = 1,n = (20,50, 100, 200), « = (0.5,0.8,1.5,3.0,5.0), M = (MLE, MPS,OLS,WLS,CM, AD)
e B = 500.000.

Parai=1,...,comp ()
{
a = «ali]
Para j = 1,...comp(n)
{
n =nj]
dadok =1
enquanto k < B

{

simule (Y1, ..., Yn)
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Paral =1,...comp (M)

{

estime 6 e o por M [[]
Se S <50 0u F < 1.0e — 4 entdo calcule (2.2.14)—(2.2.17)

output

}
k=k+1

Nas Tabelas 2.1, 2.2, 2.3, 2.4 ¢ 2.5 calculam-se as medidas de (2.2.14)—(2.2.17). Os valores
superescritos indicam o rank obtido por cada um dos métodos considerados. E a linha tofal mostra o
rank global de cada método baseado nas medidas (2.2.14)—(2.2.17). Como exemplo, na Tabela 2.1, para

n = 20, o método MPS possui o valor superescrito igual a 1 e esse valor significa que a soma dos ranks

das medidas (2.2.14)—(2.2.17) foi a menor entre todos os métodos.

Tabela 2.1: Resultados das simula¢des para = 1.0 e o = 0.5.

n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(0) 0.2568%  -0.0802%  0.0264%  0.0543%7  0.2784°  0.10387

RMSE(9) 0.6385%2  0.5440'  0.7550°  0.7306%  0.8798%  0.6431°

Bias(a) 0.5174°  0.1072' 035012 0.3726*  0.7217° 03586

20 RMSE(a) 1.3186%  0.8030! 1.4139%  1.5403°  1.9480°  1.19212

Daps 0.0563%  0.0551% 0.0573°  0.0567*  0.0586°  0.05612

Domaz 0.0935%  0.0879'  0.0951°  0.0937*  0.1009°  0.09222

””” Total 215~ ~ gt T T 22T T 7 7235 T T 368 T 7 162
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(0) 0.0964%  -0.0871%  -0.0148T  0.01557  0.0930°  0.0275°

RMSE(9) 034902 033791  04704°  0.4182%  0.4946°  0.3875°

Bias(a) 0.1654°  -0.0133'  0.10222  0.1134* 02151  0.11183

50  RMSE(a) 046502  03546"  05673°  0.5265*  0.6670°  0.4760%

Daps 0.03532  0.0350" 0.0368°  0.0360*  0.0371°  0.0357°

Dinaz 0.0580%  0.0566" 0.0618°  0.0598*  0.0634°  0.0590°

””” Total 195~ ~ "9l 7 T T 235 7 7 T4 7 7356 T 7 g2
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(0) 0.0468%  -0.0693%  -0.0150°  0.01071  0.04107  0.01212

RMSE(9) 023471 024212 03332°  02810%  0.3383%  0.2693°

Bias(a) 0.0768%  -0.0302'  0.04272  0.0544*  0.0960°  0.0518%

100  RMSE(a) 027132 02349"  03469°  03101*  03776°  0.29283

Daps 0.02491  0.02492  0.0263°  0.0255*  0.0263°  0.0253%

Dinaz 0.0407%  0.0405" 0.0443°  0.0423*  0.0448%  0.0419°

””” Total 162~ 1317 T 255 7 7 21 T T 38 T T 1T
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(0) 0.0231°  -0.0442%  -0.0084%  0.0084>  0.0196T  0.0060"

RMSE(#) 0.1614' 016762 02334  0.1920*  0.2346° 0.18793

Bias(a) 0.0372%  -0.0243%2  0.0199*  0.0287*  0.0457°  0.02523

200 RMSE(a) 017392  0.1620°  02303°  0.2002* 024045  0.1936°

Daps 0.01761  0.01762  0.0186>  0.0180*  0.0187°  0.0179®

Dinax 0.0286  0.02872  0.0315°  0.0298*  0.0316°  0.0296>

””” Total 1507 7 7 71510 7 7 23T T 7 T3t T T 348 T T 16t
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Tabela 2.2: Resultados das simulag¢des para § = 1.0e o = 0.8.

n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(6) 0.1888°  -0.0916T  -0.0144>  0.0137"  0.1906°  0.0655°
RMSE(9) 051332 04526  0.6024°  0.5770*  0.6785%  0.5207°
Bias(a) 0.7257°  0.1283' 043592 04754 093726 0.4954*

20 RMSE(a) 19591%  1.1850! 1.8712%  2.0616°  2.5606°  1.73162
Daps 0.0568%  0.0559*  0.0580°  0.0573%  0.0590°  0.0568>

Dmax 0.0950  0.0900*  0.0968°  0.0954*  0.1018%  0.09412
””” Total 215~ 9l T T 225 T 7 T T T 368 T T 172

n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(6) 0.0710°  -0.0821°  -0.0215%°  0.0069T  0.0651%  0.0196
RMSE(9) 028742 028711  03747°  0.3332* 0.3878% 031393
Bias(a) 0.2288°  -0.0279'  0.1271%2  0.1502%  0.2819%  0.1566*
50  RMSE(a) 067462 051881  0.7697°  0.7230*  0.9021°  0.6766°

Daps 0.0357%2  0.0356" 0.0373%  0.0364* 003755  0.03623

Dmax 0.0592%  0.0583" 0.0630°  0.0609%  0.06425  0.06023

””” Total 187 — ~ 11t T T 25 T T 204 T T 345 T T 1827
n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(6) 0.0350°  -0.0564°  -0.0122%  0.00741  0.0310%  0.0097
RMSE(#) 019531 020162  02608°  0.2248% 02642 0.21763
Bias(a) 0.1071°  -0.0391'  0.05722  0.0748*  0.1284%  0.07413
100 RMSE(a) 039642 034428  04743°  04335% 051506 041693

Daps 0.02521  0.02532  0.0265°  0.0257*  0.0265°  0.0256°

Doz 0.04162  0.0416" 0.04495  0.0430%  0.04525  0.04263

””” Total 167~ ~ 13 T T 255 T T 214 T T 348 T T T
n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(6) 0.0173°  -0.0345°  -0.0062>  0.0056Z  0.0151%  0.0047"
RMSE(9) 01352 0.13922  0.1814°  0.1545*  0.1825%  0.1520%
Bias(a) 0.0520°  -0.03012  0.0273'  0.0389*  0.0613°  0.0360%

200 RMSE(a) 025512 02372'  03143° 02817 03279  0.27543

Daps 0.01771  0.01782  0.0187°  0.0181*  0.0187°  0.01813
777777 Dimax _ 00203' 00204  00318°  00302*  0.0319°  0.0301°
Total 157 15t 245 224 345 16

Tabela 2.3: Resultados das simula¢des para = 1.0e o = 1.5.

n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(0) 0.13295  -0.09667  -0.03627  -0.0067T1  0.1239°  0.0407°
RMSE(9) 040092 03674  04609°  04398*  0.5007°  0.4059°
Bias(a) 123715 0.17141  0.6473%  0.7603%  1.4537°  0.8431*

20 RMSE(«) 3.4898°  1.9987' 293257  34810*  3.9899°  3.0004%

Daps 0.05732  0.0568" 0.0588° 0.0580%  0.0593°  0.0575%
_ Dmac__ 00965 0.0926"  0.0986°  0.0971*  0.1024°  0.0961
Total 235 9T u* 208 358 182

n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(0) 0.0504%  -0.0686°  -0.0186  0.0035T  0.0463T  0.0144>
RMSE(9) 02303' 023352  02831°  02555* 02911 0.2451°
Bias(a) 0.3863%  -0.04211 020772  0.2520% 04577  0.2723%

50 RMSE(a) 118133 0.9059! 1.2732°5 12118%  1.49405  1.16412

Daps 0.0361%  0.03632 0.0377° 0.0367*  0.0377°  0.0365°
_ Dmas__ 00605* 0.0601'  0.0638°  0.0619*  0.0647°  0.0613%
Total 177 131 255 20* 345 172

n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(0) 0.0247°  -0.0434%  -0.0095°  0.0046T  0.0224T  0.0069>
RMSE(#) 015761  0.1616>  0.1956°  0.1741*  0.19826  0.17013
Bias(a) 0.1795%  -0.05371  0.09482  0.1253%  0.2074°  0.1274%

100 RMSE(a) 069277  0.5995%  0.7768°  0.7282*  0.84345  0.7100%

Daps 0.02551  0.02562  0.0266°  0.0259*  0.0267°  0.0258°
_ Dmar 004261 0.0426>  0.0452°  0.0436*  0.0456°  0.0434
Total 152 141 255 20* 345 183

n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(0) 0.0121°  -0.0263%  -0.0048%  0.0034%7  0.0109T  0.0034!
RMSE(9) 0.1096'  0.11222  0.1366°  0.1206*  0.1375%  0.11922
Bias(a) 0.0865°  -0.0430'  0.04532  0.0641*  0.0989%  0.0617°
200 RMSE(a) 044552 041261 05136°  04744* 053575 046723
Daps 0.0180'  0.0181%2  0.0188°  0.0183*  0.0188%  0.01823

Dinaz 0.0300"  0.03012 0.0320° 0.0307*  0.0321°  0.0306%

777777 Total 157~ 14t T T 255 2t 345 7 7 16
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Tabela 2.4: Resultados das simulagdes para § = 1.0 e o = 3.0.

n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(0) 0.0978%  -0.0928%  -0.0385°  -0.0111T  0.0848%  0.0286>
RMSE(9) 032423 03067  03564°  0.3440*  0.3763%  0.32362
Bias(a) 24791° 03008 113232 1.4817°  2.5623°  1.6698*
20 RMSE(a) 731905 406071  5.1862%2  6.8683%  6.9413° 586433
Daps 0.0578"  0.0580%  0.0595°  0.0587*  0.0595°  0.0581°
Doz 0.0980%  0.0951'  0.0995°  0.0984*  0.1023°  0.0974>
””” Total 245~  T11* T T 2T T 7 7208 T 338 T T 162
n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(6) 0.0370°  -0.0559°  -0.0148%  0.0018T  0.0351%  0.0108>
RMSE(9) 0.18871  0.1909%  0.2196°  0.2022*  0.2259%  0.1963°
Bias(a) 0.7454° 005531 040612  0.4891°  0.8704°  0.5379*
50  RMSE(a) 23550*  1.7769'  2.4298°  2.3343%  2.8668° 228132
Daps 0.0363' 003672  0.0377°  0.0369*  0.0378%  0.0367°
Doz 0.0614% 00611 0.0640°  0.0623*  0.0648°  0.0619®
””” Total 185 ~ 7 1317 T T 255 T 7 19t T T 345 T T 1727
n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(6) 0.0183°  -0.0341°  -0.0074>  0.0032T  0.0172%  0.0054>
RMSE(#) 0.1208'  0.13232  0.1522°  0.1389*  0.1544%  0.1365%
Bias(a) 0.3449°  -0.0799'  0.1861%2  0.2429%  0.3925¢  0.2517*
100 RMSE(a) 136132 116750 14593° 13910  1.5897°  1.3692°
Daps 0.0257"  0.02592  0.0267°  0.0260*  0.0267°  0.0259®
Doz 0.04321  0.0433%2  0.0454°  0.0440*  0.0456°  0.0438>
””” Total 157~ 14t T T 255 T 7 720t T 7 345 T 7 1gs T
n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(6) 0.0093°  -0.0200°  -0.0035%  0.0027"  0.0087F  0.00292
RMSE(#) 00905  0.09212  0.1068°  0.0968*  0.1075°  0.0959%
Bias(a) 0.1675°  -0.0659'  0.09082  0.1252*  0.1885%  0.1235°
200 RMSE(a) 087242 080331 09604  0.9060*  1.0034°  0.8966%
Daps 0.0182"  0.01822  0.0189°  0.0184*  0.0189°  0.0184®
Doz 0.0305"  0.0306%  0.0321°  0.0311*  0.0322°  0.0310°
T T Total 157 =~ 14t 255 21t T T 348 T T 1T
Tabela 2.5: Resultados das simula¢des para 6 = 1.0 e o = 5.0.
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(0) 0.0840°  -0.0826°  -0.0382°  -0.0092T  0.06467  0.02442
RMSE(9) 028623 027001 0.3013° 0.2974% 031265  0.28112
Bias(a) 445626 0.6396'  1.66512  2.6590% 3.8004°  2.8700%
20 RMSE(a) 134363%  7.4136"  7.6407%  11.9698%  10.0108*  9.7100°
Daps 0.05821 0.0586> 0.05956 0.0590% 0.0591°  0.05832
Dmax 0.09873 0.0960'  0.0993° 0.0988* 0.1012°  0.09782
””” Total ~  25° 120 7 7 23T 7 T 213 T 7 U308 T 1520
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(0) 0.0316°  -0.0488%  -0.0120°  0.0017% 0.03107  0.00972
RMSE(#) 016761  0.1685%  0.1894°  0.1763* 0.1953¢  0.17203
Bias(a) 1.2940°  -0.0454' 073332 0.8626° 1.5143¢  0.9525%
50 RMSE(a)  4.0846% 3.01911  4.13885 3.99262 49254 391572
Daps 0.0367* 0.0370% 0.0379° 0.03714 0.03795  0.03692
Dmax 0.06202 0.0618* 0.0642° 0.0627* 0.0650°  0.0624>
””” Total 18 14T T 7 2557 7 T 19T T 7 T3S T 7 162
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(6) 0.0156°  -0.0295°  -0.0061°  0.0027% 0.01517  0.00482
RMSE(9)  0.1155%  0.1170*  0.1317°  0.1216* 0.1338°  0.11993
Bias(a) 0.5920°  -0.1052'  0.33192 0.42152 0.6741%  0.4402%
100 RMSE(a)  23165° 196490 24381°  2.3316% 2.6687° 230552
Daps 0.0259* 0.02612  0.0268°  0.0262* 0.0268°  0.02613
Dmax 0.04371 0.0437%  0.0455° 0.0443* 0.0458%  0.04413
””” Total 162 14% © 7 267 T 20T T 7 336 T 1B
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(6) 0.0078°  -0.0173°  -0.0029°  0.0022T 0.00767  0.00252
RMSE(#) 00806  0.08172  0.0924°>  0.0848* 0.0931°  0.08413
Bias(a) 0.2854°  -0.0936'  0.16042 0.21333 032135 021414
200 RMSE(a) 147252 13465 1.5872° 1.5070* 1.66216 149553
Dabs 0.0183" 0.0184>  0.0189°  0.0185* 0.0189°  0.01843
Daz 0.0308! 0.0309%2  0.0322° 0.0313% 0.0323%  0.03123
””” Total 152 14% T 7 2657 7 20T T 7 336 T 7 188
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Pelas simulacdes pode-se observar que para os diferentes «, 0 método MPS apresentou o menor
rank global. No entanto, a medida que o tamanho da amostra aumenta o método MLE apresenta o
segundo menor rank e algumas vezes o menor igualando-se ao MPS. Portanto, o método MPS pode ser
considerado como o melhor método para estimar os parametros da distribuicio MOEL, para amostras
grandes o método MLE também ¢ bom.

Uma observagdo importante € que para o > 1 e n = 20, o MLE apresentou o segundo maior
rank, melhor somente que o CM, desde que o método CM apresentou o maior rank em todos os casos.

Em geral, o método MPS apresentou a menor raiz do erro quadritico médio. Para o parametro a,
a estimativa da raiz do erro quadritico médio pelo método MPS foi a menor para todos os & € n. No caso
do parametro 6, essa estimativa pelo método MPS foi menor somente para n = 20,50 ¢ a = 0.5,0.8,
nos outros casos o método MLE obteve o melhor resultado. Por fim, todos os métodos foram eficientes

pois apresentaram vicios pequenos.

2.3 Distribuicao Lindley-Poisson Truncada no Zero

Suponha que os tempos até a falha T);, 7 = 1,..., M, possuam distribui¢do de Lindley de um
pardmetro como definida em (2.1.2). A distribuicdo proposta utilizando a ideia de riscos competitivos
e riscos complementares ¢ denominada distribui¢do Lindley-Poisson Truncada no Zero com fungdes

densidade de probabilidade dadas por:

A1+ gpe I (-(4 ) )
1+0)(1—e™) ’

frpmin (y | 0,2) 2.3.1)

\(1 1 e 01+ )=

frPmax (¥ 0,\) = =y : (2.3.2)

Note que, frpmin (0]0,A) = % e fLPmax (0|0, )\) = %. Por outro
lado, f7.pmin (00 | 0,A) = fLpmax (00 | 8, A) = 0. A fun¢io densidade de probabilidade da distribui¢do
Lindley-Poisson Truncada no Zero é unimodal e decrescente para ambos os casos, Y = min (77, ..., Thy)
e Y = max(Th, ..., Tas), (ver Figura 2.4 ¢ 2.5). Para valores de A préximo de 1, a curva assemelha-se ao
comportamento da distribuicdo de Lindley de um pardmetro. Se Y = min(77, ..., Th/), a curva tende a

ser simétrica para A — 0 e se Y = max(7T1, ..., Tjs) a curva tende a ser simétrica quando A — oc.

As fun¢des de distribuicao e as funcdes de sobrevivéncia considerando as estruturas latentes de
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Figura 2.4: Comportamento da funcdo densidade de probabilidade da distribuicdo Lindley-Poisson Trun-

cada no Zero para diferentes valores de A e § = 0.5 se Y = min(71,...,Tx).
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Figura 2.5: Comportamento da fun¢do densidade de probabilidade da distribui¢cdo Lindley-Poisson Trun-
cada no Zero para diferentes valores de A e § = 2.0 se Y = max(71,...,Ty).
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minimo e mdximo sdo dadas, respectivamente, por:

| A1 )e ]

Frpmin (y | 0,2) = T ox : (23.3)
A1) _
FLpmax (y | 0, )\) = PR , (234)

M- (2 )e™] _ -a

Sepmin (Y 6,2) = = : (2.3.5)
1_ 6—,\(1+%)e*99

SLPmax (y | 07 )\) = . (2.3.6)

1—e A

Consequentemente, as fungdes de risco para ambas as estruturas latentes sao:

2 —[oyA(1- (142 )e=™)]
hrpmin (y]0,A) = Ltk yii (14 by —ey+ ’ (2.3.7)
0+1) [e [1-(+135)e] _ 64}

A2(1 4 y)e~ [OvrA(+ 125 )]
641 [L— e ]

hipmax (y | 0,7) (2.3.8)

A func@o de risco hppmin (0 | 6, ) = % e hppmax (0] 0,)\) = %. Para

Yy — 00, hppmin (00 | 0, A) = hrpmax (00 | 8, ) = 6. Chechile (2003) e Glaser (1980) apresentaram

um estudo de que o comportamento da funcdo de risco pode ser estudado baseando-se em uma fungao

—f'(y)
fy)

apresentadas as funcdes 7) (y) para ambas as estruturas, minimo e maximo, sdo elas:

7 (y) e suas derivadas, em que 7 (y) =

. Devido a complexidade, nesse trabalho somente sdo

by {m W+ 1%+ (0 +1)e% (6 + 0y — 1)}
n (y)LPmin = (9 + 1) (y n 1) >

(2.3.9)

=0y [0% (y+ 12— (0 +1)e% (0 + 0y — 1)]

n(y)LPmax - - (0+1) (y+1) . (2310)
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As respectivas derivadas sao:

e~y [(e F1) e — 2N (y+1)% (0 + 0y — 1)}
0+1)(y+1)°

' (W) rpmn =

’

e (64 1) e 4+ 62 (y + 1) (9 + 0y — 1)
G+ 1)

nl(y)LPmax - =

Portanto, as formas da fun¢do de risco da distribui¢do Lindley-Poisson Truncada no Zero no
cendrio de riscos competitivos e de riscos complementares seguem dos resultados de Chechile (2003) e
Glaser (1980).

Graficamente, conclui-se que a fungao de risco (2.3.8) € sempre crescente para diferentes valores
de A, porém, a fung@o de risco (2.3.7) possui comportamentos crescente, decrescente (ver Figura 2.6).

Em ambos os casos, Y = min(77, ...,Ty) e Y = max(7Ty,...,Ty) , quando A — 0 o com-
portamento da funcdo de risco da distribuicdo Lindley-Poisson Truncada no Zero tende a ser crescente
como na distribuicdo de Lindley de um parametro. A medida que A aumenta a fungdo de risco (2.3.7)
torna-se decrescente. Observe que para Y = min(77, ..., 7)) a fungdo de risco apresenta uma forma

crescente-decrescente-crescente quando A = 1. Para melhor visualizagdo desse resultado ver Figura 2.7.

2.3.1 Funcao Quantil

Assim como a distribuicio MOEL, a distribuicdo Lindley-Poisson Truncada no Zero possui
inversa em termos da funcdo Lambert W.
Para a distribuicao Lindley-Poisson Truncada no Zero tem-se:

(04 1)In (u+e* —uer)e 071

—(14 0 + Oy)e~1+0+0v) — _ X ,

se Y = min(77,...,Ty) e,

(0 +1) [In (1 +ue* —u) — A] e 01

— (146 + fy)e” H0H) = T :

se Y = max(T1,...,Ty).

Portanto, a fun¢do quantil da distribui¢do Lindley-Poisson Truncada no zero € definida:

1 .
FHu)=—1— 5= oWo | =55 5

11 ((0+1)1n(u+6’\—ue>‘)
66

) para0 < u < 1,
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Figura 2.6: Comportamento da funcio de risco da distribuicdo Lindley-Poisson Truncada no Zero para
diferentes valores de A e 0 = 1.
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Figura 2.7: Comportamento da funcio de risco da distribuicdo Lindley-Poisson Truncada no Zero para
diferentes valores de A\, = 1e Y = min(77,...,Ty).

se Y = min(T1,...,Th) e,

_ 1 1 O+1) [In(1+ue—u)—A
Fl(u)——l——W_1<(€;r1)[ ( 3 ) ]

1
073 )para0<u< ,

se Y = max(7T1, ..., Tn).
A fungdo W_; () denota o ramo negativo da fun¢do Lambert W pois (1460 +60y) > 1e

) 0+1) In(ute—ue 0+1) [In(1+ue* —u)—A
também —(e;fl) n(u eA ue) € (—%,0) e (63—5-11) ind ue,\ u) = € (—%,0).

Para a distribuicdo Lindley-Poisson Truncada no Zero considerando as estruturas latentes de

ativacdo minimo e mdximo nao foi possivel obter o método dos momentos de forma explicita.

2.3.2 Simulacao

Nesta secdo apresentam-se alguns resultados de experimentos numéricos para comparar a per-
formace dos diferentes métodos de estimagao discutidos anteriormente. Para fins, tomou-se amostras de
tamanho n = 20,50,100 e 200, 0 = 1 e A = 0.5,1.0,2.0,3.0 e 5.0. Para cada combinagéo (n, 6, \)
gerou-se B = 500.000 amostras pseudo-aleatérias da distribui¢do Lindley-Poisson Truncada no Zero
usando o algoritmo de Newton-Raphson para resolver a equagéo ndo linear F'(y | #, \) — u = 0, em que
u € uma observagdo uniforme (0, 1).

As estimativas foram obtidas no Ox versao 6.20, ver Doornik (2007), usando a funcdo MaxBFGS
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nos métodos MLE, OLS, WLS, MPS, AD e CM. Para cada estimativa calculou-se o vicio (2.2.14), a raiz
do erro quadrético médio (2.2.15), a diferenca absoluta média entre as fungdes de distribuicdes verda-
deira e estimada (2.2.16) e a diferenca absoluta maxima entre as fungdes de distribui¢cdes verdadeira e
estimada (2.2.17).

As tabelas 2.6, 2.7, 2.8, 2.9 e 2.10 apresentam as estimativas dos pardmetros da distribui¢io
Lindley-Poisson Truncada no Zero no cendrio de riscos competitivos.

Pelas simulacdes, o0 método MLE mostrou-se ser o mais eficiente para estimar os pardmetros da
distribui¢éo Lindley-Poisson Truncada no Zero para Y = min(77, ..., Typs) quando A = 0.5 e A = 1.0.
Para A = 2.0,3.0 e 5.0, o método OLS, em geral, mostrou-se ser melhor.

Vale lembrar que o método CM foi o pior método para estimar os paradmetros da distribuicdo
Lindley Extendida Marshall-Olkin e aqui ele foi o melhor método em vérios casos. Enquanto que o
método MPS apresentou os piores resultados.

Astabelas 2.11,2.12, 2.13,2.14 e 2.15 apresentam as estimativas dos parametros da distribuicao

Lindley-Poisson Truncada no Zero no cendrio de riscos complementares.

Tabela 2.6: Resultados das simula¢des para @ = 1.0e A = 0.5.
n Qu MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(0)  -0.1270" 027045 02096 -0.2230° -0.16927 -0.1978°
RMSE(9) 02791 035495  02842°  03019°  0.2688'  0.2975*
Bias(\)  1.0086)  1.6417° 123243  13480° 11070 13152
20 RMSE(N) 160543  2.0924% 148742  1.6620*  14262'  1.7573°

Days 0.0472%  0.0469'  0.0501°  0.0489*  0.04975  0.0483°
Diax 0.0739%  0.0710'  0.0776°  0.0760*  0.0786°  0.0757°
- Total —  11Y —  26° 23 r5 12903
n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(0)  -0.1199T 024325 -0.1771° -0.1771% 0.14972  -0.1567°
RMSE(9) 024532  03336°  02475°  0.2580°  0.2337'  0.2487*
Bias(\)  0.8475' 152885  09810*  1.0301°  0.8742%  0.9570°

50  RMSE(N)  15436° 216275 131022  14556*  1.2433! 143543

Days 0.0309%  0.0306'  0.0323°  0.0316*  0.03225  0.0315°
Dias 0.0483%  0.0474'  0.0508°  0.0498*  0.0510°  0.0496°
- Total 13 26°  25% 26 17219
n Qid MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(0) -0.08971  -0.1926°  -0.1412°  -0.1263*  -0.1208%  -0.11492
RMSE(0) 0.20633 0.2941¢ 0.2163° 0.2129* 0.2046" 0.20532
Bias(\) 0.6062! 1.2199¢ 0.7576° 0.7138* 0.67223 0.6668>

100 RMSE(N) 13038 197126 113112 1.1714%  1.0695'  1.14183
Dape 002232 0.0223% 002335 00227 002325 002273
Donaz 003511 003522 0.03725  0.0362*  0.0371°  0.03623
ST Total ~— 13V~ 275 7 2060 T 24T T ig3 1527
n Qu MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(0) -0.0532!  -0.1255%  -0.0989°  -0.0770°  -0.0849*  -0.07182
RMSE() 0.1569! 0.2290° 0.1786° 0.16173 0.1701* 0.15802
Bias(\) 0.3469! 0.7737¢ 0.5174° 0.4219° 0.4576* 0.40022

200 RMSE(X)  0.9570° 1.53326 0.9079* 0.85082 0.8606% 0.8323!
Dy 0.01611 0.01622 0.0168°¢ 0.0164° 0.0167° 0.0164*

Dax 0.0257! 0.02612 0.0273¢ 0.0265* 0.0272° 0.02643

Total 10! 28° 316 183 254 142
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Tabela 2.7: Resultados das simulacdes para @ = 1.0e A = 1.0.

n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(6) -0.0539T  -0.2078%  -0.13147  -0.1538°  -0.08807  -0.1300%

RMSE(0) 02864 032745 02549  02787% 025512  0.2837*

Bias(\) 0.6371* 1.2563¢  0.8397°  0.9961° 071652  0.9710%

20 RMSE()\) 14101 177815 118412  14146*  1.1625'  1.5388°

Daps 0.0471%  0.0474%  0.0503°  0.0493*  0.0498°  0.04833

Doz 0.07322 00712 0.0769°  0.0755*  0.0778°  0.07493

””” Total 131~ 275 T 213 7 7255 77 Tqgr T 2017
n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(6) -0.0596T  -0.1953%  -0.1049%  -0.1218°  -0.0748%  -0.0980>

RMSE(0) 02496°  03128% 022082  0.2426*  02180"  0.24083

Bias(\) 055232 1.2346° 063222  0.7659°  0.5252'  0.6770%

50  RMSE(N) 14219° 19128°  1.0698%  1.3248*  1.0372'  1.2955°

Daps 0.03072  0.0307"  0.0322°  0.0316*  0.0322°  0.03143

Doz 0.0478%  0.0470"  0.0497°  0.0490*  0.0501°  0.04873

””” Total 172~ 265 2% T T 265 T 16t T 190
n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(6) -0.0439T  -0.1628%  -0.0781%  -0.0795°  -0.0555Z  -0.0670°

RMSE(9) 02223°  02896° 020312 02150  0.1998' 021193

Bias(\) 040632  1.0543°  04728*  0.5086° 03852 046173

100 RMSE()\)  1.2928° 1.8326°  0.98412 1.1213*  0.9536! 111113

Daps 0.02232  0.0222"  0.0231°  0.0227*  0.0231°  0.0226°

Doz 0.03512  0.0348"  0.0362°  0.0356*  0.0364°  0.03563

””” Total 172~ 265 237 T T 265 T 16t T 183
n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(6) -0.0245T  -0.1194%  -0.0508°  -0.0444%  -0.03407  -0.0383"

RMSE(0) 0.1894° 02513  0.1848%  0.1847°  0.1823'  0.18242

Bias(\) 024881 0.7783°  0.3208°  0.3012* 025292  0.27703

200 RMSE()\)  1.0876° 159695  0.88122  0.9308*  0.8560'  0.9233%

Dabps 0.01622  0.0162"  0.0167°  0.0164* 00167  0.01643

Doz 0.0259%  0.0258"  0.0267°  0.0262*  0.0268°  0.02623

””” Total 16"~ 265 26 23% T g3 T T 72T
Tabela 2.8: Resultados das simula¢des para = 1.0e A = 2.0.
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(0) 0.1166°  -0.0761°  0.0150>  -0.0271°  0.05467  -0.0085%

RMSE(9) 03954  03208% 027841 031962 031572  0.3352°

Bias(\) -0.01911  0.6555°  0.2555®  0.5789*  0.19112  0.5801°

20 RMSE(\)  1.4987° 1.6339% 1.0738* 1.6389° 12154 1.70526

Dabs 0.0477% 0.04873 0.0505° 0.0505°  0.0499*  0.0486>

Doz 0.07462  0.0742'  0.0776*  0.0777°  0.0782°  0.0759°

””” Total 192~ 7235 T 7 17tT T 7 258 T 7 208 T 2t T
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(0) 0.0734%  -0.0902°  0.0068%Z  -0.0474T  0.0346>  0.0042!

RMSE(#) 03316°  03046° 02465  02781% 027222  0.2920*

Bias(\) 0.05581  0.7365°  0.2347°  0.6228°  0.16772  0.3702*

50 RMSE(\)  15182° 1.6644° 1.1754! 1.7368°  1.2564%  1.5471*

Dabs 0.0313% 0.03152 0.0325° 0.0320*  0.0324>  0.0316°

Dimaz 0.0493%  0.0490! 0.0501*  0.0502°  0.0506°  0.0496>

””” Total 182~ 7255 T 7 q7t T T 278 T 7 0t T 193
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(0) 0.0572%  -0.0879°  0.0010T  -0.0335T  0.0206Z  0.0237°

RMSE(9)  02973%  0.2882° 024441  02781% 026332  0.2745°

Bias(\) 0.0525%  0.7127°  02638*  0.5225° 021533 0.19332

100  RMSE()\) 14109  1.6166°  1.2692 1.6619°  1.3338%2 135353

Daps 0.02271 0.02272 0.0232° 0.0232%  0.0233¢  0.0230°

Dimax 0.03612  0.0360! 0.0363%  0.0368°  0.0367°  0.0365*

””” Total 195~ 7255 T 7 15t T 7298 T 7 oot T g2
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(0) 0.0393%  -0.0813°  -0.0012T  -0.0084%7  0.0125°  0.03147

RMSE(9) 02584 02624  02393Y 02627 025383  0.24632

Bias(\) 0.05861  0.6369°  02570*  0.3263° 02243  0.07982

200 RMSE(X\) 12536 148625 125082  1.4170°  1.3038*  1.1280"

Daps 0.0164%  0.0164>  0.0167° 00167  0.01685  0.0167*

Doz 0.02621  0.0263%  0.0266>  0.0269°  0.0270°  0.0267*

””” Total 161 265 168 26° 25t T U
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Tabela 2.9: Resultados das simulacdes para § = 1.0 e A\ = 3.0.

n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(6) 0.1037°  -0.0823%7  0.0490%  -0.0358%  0.0226"  -0.1151°

RMSE(#) 05168%  03539° 03152 032662 03389  0.3473%

Bias(\) 0.7798*  0.9108°  0.0456'  0.6362>  0.3493%  1.2883

20 RMSE()\)  4.1180°  29045°  1.5550%  22861°  1.8862%2  2.7833%

Daps 0.0490%  0.0522°  0.0496°  0.0495*  0.0483'  0.04892

Dinas 0.0754°  0.0777°  0.0745%  0.0750*  0.0744'  0.07493

””” Total 295 315 7 320 7 T qgd 7 Tt 7 25t T
n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(6) -0.0200T  -0.1466%  -0.04777  -0.1856°  -0.0719°  -0.1845°

RMSE(0) 04429° 03381  02893'  0.3337° 030762  0.3346*

Bias(\) 13368 1.3400*  0.5880'  1.6653°  0.8170>  1.6955°

50  RMSE(\) 4.1031° 300495  1.9332'  29905* = 2.13632 = 2.9661°

Daps 0.0342*  0.0356°  0.0333%2  0.0345°  0.0330"  0.0334®

Doz 0.0535*  0.05435  0.0509"  0.0538°  0.0513>  0.0523*

””” Total 245 7 730 T 7T T 7 T 285 T 122 T o437
n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(6) -0.0825T  -0.1767*  -0.13677  -0.2656°  -0.1612°  -0.2358°

RMSE(0) 04027 03275 03044  03553° 031952 0.3409*

Bias(\) 141362 1.4163% 119631 2.2229% 14221 1.9891°

100  RMSE(N) 3.5852°  2.6768% 235281  32513° 253632  3.0507*

Daps 0.0272*  0.0278°  0.0256%  0.0280°  0.0255'  0.0266°

Doz 0.0431*  0.0432°  0.0402'  0.0448%  0.0406%  0.04263

””” Total 235 7 T23% T 7 7R T T T3S T T T4 T 7 45 T
n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(6) -0.12457 2019667  -0.2086%  -0.32725  -02270%  -0.2816°

RMSE(0) 03542° 030971 031752 037455  03290%  0.3482%

Bias(\) 1.2625! 138402  1.6517°  2.6237°  1.8255%  2.2034°

200 RMSE(N\)  27205% 22294 255452 334556 2.6941°  3.0007°

Dabps 0.0222%  0.0226*  0.0209'  0.0245°  0.02092  0.0233°

Dinax 0.0353%  0.0355*  0.0336"  0.0398°  0.0340>  0.0377°

””” Total ~ 17° ~ T 14* T 1217 365 7 18t T T 295 T

Tabela 2.10: Resultados

das simulagdes para # = 1.0 e A = 5.0.

n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(0) -0.18025  -0.10657  0.03062  -0.0661°  -0.0110T  -0.1363°

RMSE(9) 04768% 03699 038372 038572 04002  0.4139°

Bias(\) 3.03506  0.7518% 047892 035192  -0.0335'  1.1322°

20 RMSE(N)  6.6507°  3.8766° 24045  2.9953% 25465  3.3829%

Dabs 0.0745° 0.0790° 0.07022 0.07344 0.0668* 0.07313

Dmac 0.1078°  0.1108°  0.1026>  0.1076*  0.1004'  0.1059°

””” Total 345 © 7 7265 T 7 1227 7 T 195 T 7 10t T 25t
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(0) 033015 -0.2589%  -0.1945T7 028177  -0.2243%  -0.3043°

RMSE(9) 044315 035782 035111 0.3849% 03644  0.3947°

Bias(\) 4.1677° 21397 118581 2.2519*  1.5366%7  2.5026°

50 RMSE(N) 679316  44202°  28121'  3.7893* 30180  3.78733

Daps 0.06843 0.0700° 0.06632 0.0693° 0.0650* 0.0688*

Doax 0.09813 0.0983% 0.09772 0.1025° 0.0972* 0.1000°

””” Total 305~ 23 T T T T 7t T T2 T 27t
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(0) 040127 033717 -0.33551  -0.4015°  -0.3488%  -0.4153°

RMSE(0)  04506° 038231 038522 04336 03939  0.4450°

Bias(\) 4.8524% 30086 25884  37347* 279012  4.0287°

100 RMSE(\  69720°  4.8351%  3.4891'  47115%  3.6423%2  4.9055°

Daps 0.0679°  0.0682*  0.06672  0.0710°  0.0662'  0.0719°

Doz 0.09742 0.0962* 0.09903 0.1055° 0.0990% 0.1048°

””” Total ~  27F 7 152 10t T 27t T 152 T 328
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(6) 043117 -03783T1 043107 047435  -0.43707  -0.4649°

RMSE(0)  04542% 040001 044412 0.4848% 04492  04747°

Bias(\) 487495 335451 403762  5.0660°  4.1746  4.8398%

200 RMSE()\) 645265 462852 45121 57215° 4.6315°  5.3358%

Daps 0.0680*  0.0675%  0.0669%  0.0727°  0.0665'  0.0707°

Doz 0.09742 0.0957* 0.1005% 0.1086° 0.10033 0.1035°

””” Total 24T~ 7 T ot T T 1327 7 7356 7 7 Tyt T 7 agd
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Tabela 2.11: Resultados das simulagdes para = 1.0e A = 0.5.

n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(6) -0.2489°  0.12327 020897 020132 0.2767°  0.2025°
RMSE(#) 032152 02776"  03791° 03644  0.4401° 034703
Bias(\) 0.81892  0.7608'  1.0900°  1.0606*  1.3472°  1.0469°

20 RMSE(N) 153443 121231 1.6737° 16190 198926  1.53112

Daps 0.1510  0.0575%  0.0604*  0.0591%  0.0611°  0.05822

Dmax 0.2645%  0.0894'  0.0994*  0.0970°  0.1053°  0.09582

””” Total 24~ T 6* T T 275 7 T 20 348 T 7 1527
n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(6) 20.2229%  0.0599T  0.1118%  0.1068%  0.1412°  0.10682

RMSE(#) 02810 0.16731  0.2200* 02093 02428  0.20362
Bias(\) 051272 03925 0.5745°  0.5560*  0.6786°  0.55113
50  RMSE()\) 137745 074041 09340* 09037  1.0337°  0.89142

Daps 0.1190°  0.0352%  0.0369*  0.0361%  0.0374°  0.03582

Dmax 0.2046°  0.0557  0.0610%*  0.0594%  0.0634°  0.05892

””” Total 325~ T 6 T T 25T T T 193 T T 315 T T 1327
n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(6) -0.1806°  0.03057  0.0667F  0.0623%  0.0827°  0.06212

RMSE(9) 022265 0.11751  0.1514*  0.1422%  0.1624°  0.1394%
Bias()\) 0.14511 02106  0.3412°  0.3244*  0.3990°  0.3207°
100 RMSE(MN) 098126 05223 0.6462*  0.6216°  0.6946°  0.61407

Daps 0.0798%  0.0243'  0.0257*  0.0250>  0.0259°  0.02492

Doaz 0.1335°  0.0390"  0.0425*  0.0412%  0.0436°  0.04092

””” Total ~ 31° T 70 T T 25% T T 93T T T 315 T T 1327
n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(6) -0.1434%5 001157 0.0360%  0.0328%  0.0450°  0.03242

RMSE(#) 016425  0.0848"  0.1064*  0.0988%  0.1115°  0.0974%

Bias()\) -0.1500%  0.0900'  0.1836°  0.1708*  0.2172°  0.1670%

200 RMSE(M\) 054555 038201 04597 04397 04827° 043512

Daps 0.0463¢ 00170  0.0180*  0.0175%  0.0181°  0.01742

Doaz 0.0757¢ 00276  0.0298*  0.0289%  0.0303°  0.0288>

””” Total 3257 7 T 6 T T 25F T T 1937 T T 315 T T 1327

Tabela 2.12: Resultados das simulagdes parad = 1.0e A = 1.0.

n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(6) -0.3030°  0.05237  0.1225%  0.1195%7  0.1905°  0.12847
RMSE(#) 03587° 023171 03077* 02964 03603  0.2860%
Bias(\) 030351 043942  07778°  0.7559%  1.0902°  0.7692*

20 RMSE(M\)  1.4500% 11249 1.59845  1.5354*  1.9588°  1.4486>

Daps 0.14196 0.0556'  0.0585*  0.0571°  0.0596°  0.0567°

Dmas 0.2588%  0.0863'  0.0953*  0.0931°  0.1016°  0.0927°

777777 Total ~ 27° 7' 7 T 25T T g T T 338 T T 162
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(0) -0.2720°5  0.0059T  0.04817  0.0484%  0.0789°  0.05207
RMSE(#) 03156°  0.1479'  0.1820*  0.1740®  0.1990°  0.17072
Bias(\) -0.0562'  0.11322 02975 0.2934%  0.4289°  0.3039°

50 RMSE(M\) 13670  0.7181%  0.8698*  0.8449%  0.9642°  0.84012

Daps 0.10396 0.03441  0.0361*  0.0353%  0.0367°  0.03522

Dinaz 0.1900° 0.0552'  0.0597*  0.0583%  0.0620°  0.0581°

777777 Total ~ 31° 7' T T 222 T T gy T T 315 T T 1R
n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(6) -0.2281%5  -0.01077  0.0178%  0.0195°  0.0355°  0.02097
RMSE(9) 025445  0.11211  0.1312%  0.1240%  0.1376°  0.12232
Bias(\) -0.4776%  -0.0162'  0.1119%2  0.1161°>  0.1896°  0.1200*

100  RMSE()\) 10505 05602  0.6337*  0.6144®  0.6690°  0.61032

Daps 0.0623%  0.02451  0.0256*  0.0251°  0.0259°  0.0250°

Dinaz 0.11326 0.04011  0.0427*  0.0417°  0.0436°  0.0416°

777777 Total  36°  ~  6' 20* T T 18 T T 305 T 162
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(0) -0.1964°  -0.0158°  0.0019T  0.0049%7  0.0123T  0.0051°
RMSE(#) 02061 00865  0.0983* 0.0913%  0.1000°  0.09062
Bias(\) 4075455 -0.0663°  0.01641  0.0281%>  0.0633*  0.02782

200 RMSE(\) 086985 044781  0.4863%  0.4654%  0.4956°  0.46322
Daps 0.0340°  0.0178"  0.0184*  0.0180° 0.0185°  0.0180?

Dax 0.06326 0.02904' 00310  0.0301°  0.0313°  0.0301%
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Tabela 2.13: Resultados das simulagdes parad = 1.0 e A = 2.0.

n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(6) -0.5561°  -0.0306°  0.0246T  0.03057  0.0950°  0.0450%
RMSE(9)  0.60785  02018"  0.2452* 023743 02801°  0.22782
Bias()\) 26529 -0.04831  0.34882  0.3745°  0.8225°  0.4129%

20 RMSE(M\)  5.7000° 125981 1.8160*  1.7827°  2.2937° 157612

Dabs 0.2666°  0.0553'  0.0576* 005622  0.0589°  0.0562%

Dinaz 0.5405°  0.0872'  0.0940*  0.09192  0.0998°  0.0921°

””” Total ~ 36° 80 T T 19t T 1520 7 7305 7 18®
n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(6) -0.5441%5  -0.0400°  -0.0070%  0.0015T7  0.0261%  0.0074®

RMSE(#) 059565  0.1429'  0.1583*  0.1496%  0.1642°  0.14652
Bias()\) 246535 -0.1947* 00087  0.05022  0.2088°  0.0806°

50  RMSE(M\)  55220° 08887 09991  0.9519°  1.0661°  0.94132
Daps 0.23976 0.0360"  0.0372*  0.0363%>  0.0376°  0.03632

Dmax 0.51106 0.0588"  0.0619*  0.0603%>  0.0633°  0.06032

””” Total  36° 13T T T T 19f T T 1587 T T 295 T T 1427
n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(6) -0.6681°5  -0.0297°  -0.0087°  -0.0012Z  0.0094%  0.0007"

RMSE(9)  07091°  0.1062%2  0.1157* 01072  0.1164°  0.1057*
Bias(\) 576225 -0.1576°  -0.0328%  0.0077*  0.0757*  0.01812
100 RMSE(M\)  8.0531° 0.67141  0.7238%  0.6809°  0.7354°  0.67442

Daps 0.3302° 0.02601  0.0268%  0.0260>  0.0268°  0.02602

Dmax 0.7144° 0.04291  0.0448%  0.0434%  0.0452°  0.04332

””” Total 36° 152~ 22 T T 71527 T T 285 T T 10t
n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(6) -0.78715  -0.0176°  -0.0051%  -0.0002Z  0.0041>  0.0000"

RMSE(#)  0.8030°  00745'  0.0819° 00752  0.0818*  0.07472
Bias(\) 9.16526  -0.0938°  -0.0209>  0.0063'  0.0338*  0.00702
200 RMSE(M) 102663° 047291 05093 04757 0.5115° 047342

Daps 0.4214° 0.01841  0.0190°  0.0184%>  0.0190*  0.01842
777777 Dumaz  09089°  00305"  00318*  00307°  0.0319°  0.0307°
Total 36 147 254 15° 25% 11t

Tabela 2.14: Resultados das simulagdes para § = 1.0 e A = 3.0.

n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(0) -0.82475  -0.0589T  -0.0104%  0.00241  0.0624>  0.0179%
RMSE(9)  0.8338° 0.19341 022617 02156  0.2494°  0.20452
Bias(\) 922016  -03015%  0.1933' 027682  0.8875°  0.3340*

20 RMSE(M) 11.0600°  1.5584'  23313%  23513*  3.0018%  1.9532?
Daps 0.4286° 0.05721 0.05914 0.0577°  0.0598°  0.05742

Dmax 0.91996 0.09071  0.0965*  0.0942%  0.1010°  0.09372

””” Total ~ 36° 11T T 18t T 16 T 30° 0 157
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(6) -0.8720°  -0.0426°  -0.0125°  -0.0027"  0.0188T  0.00302

RMSE(9) 087395  0.1292%  0.1424*  0.1323%>  0.1452°  0.1284!
Bias(\) 1146985  -0.2674°  -0.0195"  0.04352  0.2370*  0.0825%
50  RMSE(M\) 124036° 09986  1.1754*  1.0898%  1.2636°  1.05992

Daps 0.48246 0.03682 0.0380* 0.0368%  0.0381°  0.0367"

Dax 0.98526 0.0599* 0.0630% 0.0608%  0.0638°  0.06052

777777 Total ~ 36° 165 20* ~ 1527 285 T 7 it
n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(6) -0.8932%5  -0.0256°  -0.0067°  -0.0002T  0.0089T  0.00112

RMSE(9)  0.89345  0.0905%  0.0990*  0.0914%>  0.0997°  0.0901*
Bias(\) 1434615 -0.1629°  -0.0153'  0.02702  0.1082*  0.0371®
100 RMSE()\) 150065  0.7038"  0.7908*  0.7334>  0.8150°  0.7240%

Daps 0.5000° 0.02602  0.0269°  0.0260°  0.0269*  0.0260*

Dax 0.99856 0.0426* 0.04474 0.0431%  0.0450°  0.04292

””” Total ~ 36° 165 21* T 1527 275 T 7 it
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(6) -0.9042%5  -0.0140°  -0.0032%  0.0007°  0.0045T  0.0007%

RMSE(9) 090425  0.0627'  0.0693*  0.0638%  0.0696°  0.06342

Bias()\) 17.4592%  -0.0880°  -0.0073'  0.0186%  0.0532*  0.0190%

200 RMSE(M) 17.93895 049131 054737 05074 0.5553°  0.50402

Daps 0.5016° 0.0183'  0.0190°  0.0184%>  0.0190*  0.01842

Doax 0.99976 0.0301* 0.03174 0.0305%  0.0318°  0.03042

147 214 16° 275

'




2.4 Distribuicdo Lindley-Poisson Size-Biased

60

Tabela 2.15: Resultados das simulagdes para = 1.0 e A = 5.0.

n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(6) -0.8996°  -0.0615°  -0.0154>  -0.00307  0.0543T  0.01232

RMSE(9) 090016  0.1756'  02061*  0.1973%  02240°  0.18262

Bias(\) 12.04836 045182 04199 058223  1.6382°  0.6302*

20 RMSE(M\) 13.6893°  24622' 387553 44187 5.1322°  3.32432

Daps 045726 0.0586%  0.0607°  0.0591°  0.0605*  0.0579!

Dinaz 0.9920°  0.0925'  0.0984*  0.0958%  0.1011°  0.09362

””” Total ~ 36° 1207 7 720t T 173 T 285 7 1320
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(6) -0.9176°  -0.0380°  -0.0070°  0.0007T  0.0203%  0.00382

RMSE(#) 091785  0.1085'  0.1240*  0.1142%>  0.1286°  0.1100%

Bias()\) 17.1703%  -0.3598*  0.09561  0.1594%  0.4949°  0.1863%

50  RMSE(M\) 184769  1.2917' 1.7876*  1.6126>  2.0372°  1.50732

Daps 047716 003672  0.0383°  0.0369°  0.0382%  0.0366"

Doz 099926 0.0589'  0.0628*  0.0602%  0.0635°  0.05952

””” Total  36° 147 T T T 21% T T 1587 T T 285 T 7 12t
n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(6) -0.9280°  -0.0228°  -0.0040°  0.0011T  0.0094%  0.00152

RMSE(#)  09280°  0.0750'  0.0858*  0.0782%  0.0872°  0.07672

Bias(\) 22.5263%  -0.2274°  0.0285'1  0.0759%  0.2131*  0.0803%

100  RMSE()\) 234630  0.8913! 1.1314*  1.0183%  1.2009°  0.98932

Daps 047816 002571 0.0270°  0.0260°  0.0270*  0.02592

Doaz 09999  0.0415'  0.0444* 004243  0.0447°  0.04212

””” Total  36° 147 T T T2 T T 1587 T T 275 T 7 1317
n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(6) -0.9396°  -0.0131°  -0.0022  0.0008 0.0044%  0.00057

RMSE(9) 093965  0.0523'  0.0600*  0.0544>  0.0604°  0.05392

Bias()\) 31.18416  -0.1367°  0.0051'  0.0364%  0.0943*  0.03312

200 RMSE(M)  31.3809°  0.62691  0.7660%  0.6866°  0.7875°  0.6766

Daps 0.4862° 001811 0.0191°  0.0183%  0.0191*  0.01832

Doaz 1.0000°  0.0203' 00314  0.0299°  0.0315°  0.02982

””” Total  36° 147 T To0f T T 1T T T 275 T T it T

Em geral, o método MPS mostrou-se ser o melhor método para estimar os parametros da dis-

tribuicéio Lindley-Poisson Truncada no Zero para Y = max(77, ..., Tas). O método MLE apresentou os

piores resultados mesmo para o tamanho amostral grande.

Para A = 0.5 e 1.0 o método MPS apresentou o maior rank e o método AD o segundo maior.

Para A = 3.0 e 5.0 o AD apresentou o maior rank e o MPS o segundo melhor, somente quando n = 20,

o MPS foi melhor. E, para A = 2.0, o MPS foi melhor para n = 20 e 50 enquanto que o AD foi melhor

paran = 100 e 200.

2.4 Distribuicao Lindley-Poisson Size-Biased

Suponha que os tempos até a falha T}, j = 1, ..., M, possuem distribuicao de Lindley de um

pardmetro como definida em (2.1.2). A distribuicdo proposta utilizando a ideia de riscos competitivos e

riscos complementares é denominada distribui¢do Lindley-Poisson Size-Biased com fun¢des densidade
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de probabilidade dadas por:

(1 +y) [T+ A(1+ Oy ) o~y e—[9y+,\(1_(1+%)€79y)]
s w108 = [ ( 1+0()1 + 9)} , (241

020 +0) [1 42 {1 = (14 L) et }] el ()

JLPSBmax (Y | 0,A) = 116 (2.4.2)

Note que, fr,psBmin (0| 0,A) = % e fLPsBmax (0| 0,0) = ?ii;; Por outro lado, a fun-

¢80 frLpsBmin (00 | 0,A) = fLPSBmax (00 | 8,A) = 0. A funcéo densidade de probabilidade da distri-
buicdo Lindley-Poisson Size-Biased é unimodal e decrescente para ambos os casos, Y = min(71, ..., Tas)
e Y = max(Th,..., Thr), (ver Figura 2.8 ¢ 2.9). Para valores de A préximo de 1, a curva assemelha-se ao
comportamento da distribuicdo de Lindley de um pardmetro. Se Y = min(7y,...,Tys), para A\ — 0 a
curva tende a ser simétrica mas se Y = max(71, ..., Th), a curva tende a ser simétrica quando A — oc.

Observe que as func¢des de densidade de probabilidade das distribui¢des Lindley-Poisson Trun-

cada no Zero e Lindley-Poisson Size-Biased apresentam os mesmos comportamentos.
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Figura 2.8: Comportamento da fun¢@o densidade de probabilidade da distribuicdo Lindley-Poisson Size-
Biased para diferentes valoresde Ae § = 0.5 se Y = min(T1,...,Th).



62

2.4 Distribuicdo Lindley-Poisson Size-Biased
v‘} - A=0.1 '; —
o © ]
= 7 1=03 =
S 10
o =1.
2 4r=05
<~
= A=07 s 3
c 9 3
> e >
= A=0.9 F o |
o
<
° o
o
A=2.0
o
o - 4
o
A=3.0
o ° A=4.0
2 - 2 =50
T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
y y

Figura 2.9: Comportamento da fungdo densidade de probabilidade da distribui¢do Lindley-Poisson Size-

Biased para diferentes valores de A e § = 2.0 se Y = max(T1,...,Th).

As fungdes de distribui¢do e as func¢des de sobrevivéncia considerando as estruturas latentes

minimo e maximo sdo dadas, respectivamente, por:

Frpspmin (¥ | 0,\) =

FrpsBmax (¥ | 0,\) = oy ,

1+ ) e
SLPSBmin (y ‘ 07 )\) = e)‘[l_(l""% e,gy] ’
(1= (1+) e ]
SLPSBmax (y | 0, )‘) = 1-

As fungdes de risco para ambas as estruturas latentes de ativacdo sio definidas como:

(2.4.3)

(2.4.4)

(2.4.5)

(2.4.6)
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02(1+y) (1 + A (1 + 1%) e*ey)
hrpspmin (¥ | 0,2) = e , (2.4.7)

P+ ye 142 (1= (14 25) )]
hrpsBmax (y | 0,A) = : (2.4.8)
)\(14_979) —0y
(0+1)e +0)¢ 7 4 Gye—0

A fungéo de risco hrpmin (0] 0,A) = % e hppmax (0] 0,0) = %. Nesse caso, ndo
foi possivel reescrever as fungdes 1) (y) e ' (y) em uma expressio sintética como na distribui¢do Lindley
Poisson Truncada no Zero e, portanto, as conclusdes quanto ao comportamento da fungao de risco serd
apenas baseado nos graficos.

Graficamente, conclui-se que a funcdo de risco (2.4.8) é sempre crescente para diferentes va-
lores de A, porém, a funcdo de risco (2.4.7) possui comportamentos crescente, crescente-descrescente-
crescente e decrescente (ver Figura 2.10).

Em ambos os casos, Y = min(71,...,Ty) ¢ Y = max(Th,...,Ty) , quando A — 0 o
comportamento da fungdo de risco da distribui¢do Lindley-Poisson Size-Biased tende a ser crescente
como na distribuicio de Lindley de um pardmetro. A medida que A aumenta, a funcio de risco (2.4.7)
torna-se decrescente.

A distribuicdo Lindley-Poisson Size-Biased ndo possui fungdo inversa expressa analiticamente
em termos da fun¢do Lambert W como no caso das distribui¢cdes de Lindley, Lindley Extendida Marshall-

Olkin e Lindley-Poisson Truncada no Zero. Os momentos da distribuicdo Lindley-Poisson Size-Biased

também ndo foram obtidos como no caso da distribuicio MOEL.

2.4.1 Simulacao

Nesta secdo apresentam-se alguns resultados de experimentos numéricos para comparar a per-
formace dos diferentes métodos de estimagdo discutidos anteriormente. Para fins, tomou-se amostras de
tamanho n = 20,50,100 ¢ 200, 0 = 1 e A = 0.5,1.0,2.0,3.0 e 5.0. Para cada combinagéo (n, 0, \)
gerou-se B = 500.000 amostras pseudo-aleatérias da distribuicdo Lindley-Poisson Size-Biased usando
o algoritmo de Newton-Raphson para resolver a equagéo néo linear F'(y | ,\) —u = 0, em que u é uma
observacao uniforme (0, 1).

As estimativas foram obtidas no Ox versdo 6.20, ver Doornik (2007), usando a fungdo MaxBFGS

nos métodos MLE, OLS, WLS, MPS, AD e CM. Para cada estimativa calculou-se o vicio (2.2.14), a raiz
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Figura 2.10: Comportamento da funcio de risco da distribuicdo Lindley-Poisson Size-Biased para dife-

rentes valoresde e 0 = 1.



2.4 Distribuicdo Lindley-Poisson Size-Biased 65

do erro quadratico médio (2.2.15), a diferenca absoluta média entre as fungdes de distribui¢des verda-
deira e estimada (2.2.16) e a diferenca absoluta méxima entre as fungdes de distribuicdes verdadeira e
estimada (2.2.17).

Astabelas 2.16,2.17, 2.18, 2.19 e 2.20 apresentam as estimativas dos parametros da distribuicao
Lindley-Poisson Size-Biased no cendrio de riscos competitivos.

Em geral, o método MPS ndo apresentou um bom desempenho como nos outros casos. Até o
método MLE nio foi tdo bom, mesmo para n grande, n = 100 e 200. E importante salientar que nio
existe um padrdo quanto a eficiéncia dos métodos como vinha acontecendo nos demais casos.

Um resultado que chamou a atencdo € que para @ = 1.0 e A = 1.0 o método MLE teve um bom
desenvolvimento mesmo para n pequeno. Para trabalhos futuros, a simulagcdo de Monte Carlo via Cadeias
de Markov (MCMC) pode ser uma boa opg¢do para avaliar a estimagdo dos parametros da distribui¢do

Lindley-Poisson Size-Biased no cendrio de riscos competitivos.

Tabela 2.16: Resultados das simulagdes para = 1.0e A = 0.5.

n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(0) -0.0538T  -0.1970°  -0.1184%  -0.1453°  -0.08167  -0.1254%
RMSE(0)  02740°  03099° 024011 026722 024142  0.2693%
Bias(\) 046741 0.8402° 055322 0.6965°  0.4991%2  0.6895%

20 RMSE()\)  1.0023% 119705 08102  1.0749* 081552  1.1083°
Daps 0.04681 0.04732  0.0504%  0.0492%  0.0501°  0.04843
Dimas 0.07262  0.0709! 0.0770°  0.0754*  0.0783%  0.07493
””” Total 130~ 7 7279 T 7 71927 T 255 T 7 192 T 3t T T
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(6) -0.0605T  -0.1950°  -0.10407  -0.1160°  -0.07777  -0.1030°

RMSE(f)  02418° 03001 020532  02253%  02034'  0.2290*
Bias(\) 04505 0.8831° 043892  0.5132° 038371  0.5029*

50 RMSE(\)  1.0354° 13356% 071632 0.8579%  0.7046'1  0.9005%
Daps 0.0303! 0.03042  0.0321°  0.0314*  0.0321° 003113
Domas 0.0469%2  0.0462! 0.04925  0.0483%  0.0497%  0.0480%
””” Total 177~ 279 T T 2137 T T 245 T 7 16t T 213
n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(6) -0.0565T  -0.1696°  -0.0796%  -0.0825°  -0.0604Z  -0.0736>

RMSE(0)  02202°  0.2846%  0.18842  0.2027°  0.1868'  0.2032*
Bias(\) 0.3653*  0.8044° 033682  0.3729° 02925  0.35983

100 RMSE(M)  09649°  1.3346°  0.6393% 07401 06274  0.7661*
Daps 0.02192  0.0218"  0.0229°  0.0224*  0.0229°  0.02233
Doz 0.03412  0.0338"  0.0355°  0.0348*  0.0357°  0.03473
””” Total 197 ~ 7 7265 T T 2127 T T 245 T 7 "6l T T 20°
n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(6) -0.0370T  -0.1317%  -0.0557°  -0.0513%  -0.04137  -0.0468>

RMSE(#)  0.1922° 02550  0.1734%>  0.1785* 017131  0.17823
Bias(\) 0.2548%  0.6393° 02460  0.2466* 02096  0.23882

200 RMSE()\)  0.8327° 121185 057202  0.6274®  05581'  0.6388%
Daps 0.01592  0.0159'  0.0165°  0.0162*  0.0165°  0.01613

Doz 0.02522  0.0251'  0.0260°  0.0255*  0.0261°  0.02553

20% 7 T 7 235 17t
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Tabela 2.17: Resultados das simulagdes para = 1.0e A = 1.0.

n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(6) 0.0728%  -0.0985°  -0.0265%  -0.0905°  0.0038T  -0.0497%
RMSE(9) 034665 03108  02802'  0.3368° 030562  0.3148%
Bias(\) 0.1967"  0.6732* 051162 1.0885%  0.5273%  0.8017°
20 RMSE(N\) 13927%  1.8658* 152942 275435  1.6871° = 2.1953°
Daps 0.0473'  0.0486>  0.0508°  0.0510°  0.0502*  0.0490%
777777 Dmas 00737 00736"  0.0777*  0.0786°  0.0785°  0.0763%
Total 157 20* 162 345 183 23°
n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(6) 0.0330°  -0.1110°  -0.0393%  -0.0476°  -0.0222T  -0.0330?
RMSE(#) 029385 02864 02549 025602  02737°  0.2770*
Bias(\) 023411 0.6694% 05540 053792 0.5750°  0.5474°
50  RMSE(N) 11889' 133257  1.6655* 15561  1.7909°  1.7068°
Dabs 0.0308' 003112 0.0323° 00316  00322°  0.0319*
,,,,,, Dimaz _ _ 004807 004781 0.0500° _ 0.0491° _0.0506°  0.0497!
Total 147 223 24° 187 268 223
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(6) 0.0268%  -0.1055°  -0.0312°  -0.0280%  -0.01827  -0.0006'
RMSE(#) 02681°  02760° 02476 024761 02627 025133
Bias()\) 0.19191  0.6439%  0.4784* 040043  0.4882°  0.28462
100 RMSE(\) 106648 1.2690°  1.5331°  12973* 16285  1.1394%
Daps 0.02231  0.0224>  0.0231° 00227 002325  0.0227%
,,,,,, Dimay _ _ 003517 _00350' 00363 _ 0035 _00368°  00356°
Total 13T 24* 26° 203 296 142
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(6) 0.0210°  -0.0931°  -0.0125%  -0.0014>  -0.0014T  0.0202%
RMSE(#) 02411*  02576° 02387 023402  0.2503°  0.2320%
Bias(\) 0.15362  0.5703%  0.3365° 02326  03324*  0.1410"
200 RMSE(N\) 094242  1.1773%  1.2576°  0.9846% 13217  0.8603!
Daps 001611 001612  0.0167°  0.0164* 00167  0.0163%
,,,,,, Dimay _ _ 00256 _ 002572 00266° _ 00260 _0.0269°  00259°
Total 157 26* 26% 185 286 137

Tabela 2.18: Resultados

das simulagoes para # = 1.0 e A = 2.0.

n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(0) 0.0501%  -0.02507  0.1237°  0.05597  0.0836°  -0.03882
RMSE(0)  0.5654° 039421 0.41612  0.40922 044415  0.4216%
Bias(\) 3.7568¢ 1.6456*  0.4265"  0.9758%  0.9485%  1.9304°
20 RMSE(M\) 104295 595945  2.6258"  3.6556> 327772  49113*
Daps 0.0498* 0.0508¢ 0.0504° 0.04972 0.04983 0.0495%
Doaz 0.07826 0.0769%  0.0771*  0.0764'  0.0782°  0.0769>
T T T Total - 315 T 7 7205 7 203 T 1st T 228 T 182 T
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(0) -0.0308%  -0.0775°  0.02617  -0.0532T  -0.01571  -0.0968°
RMSE(9) 047985 034641 03737 036852  0.3965°  0.3846%
Bias(\) 3.1308°¢ 15716 098531  1.5963*  1.4603%  2.0630°
50 RMSE(M\)  8.5429° 5.0018° 319261 4.1312% 374222 47112%
Daps 0.03336 0.0330° 0.03293 0.03281 0.0329* 0.03292
Dmax 0.0530° 0.0509! 0.05132 00515  0.0522°  0.0520*
T T T Total 33" 7 20t T T 12t T T 17 T T 198 T T 258 T
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(6) -0.0293%7  -0.08467  -0.0232T  -0.0888°  -0.0589°  -0.1078°
RMSE(0)  04155° 030801  0.3580% 034752  0.3745°  0.3537°
Bias()\) 177648 1.07571 1.20882 159074 1.57093 1.7557°
100  RMSE()\) 528045  3.1356" 329672  3.7888%  3.6796  3.9894°
Daps 0.0242° 0.02381 0.02402  0.0240°  0.0241°  0.0240*
Dmax 0.0387° 0.03721 0.03822  0.0384>  0.0388°  0.0385*
T T T Total - 315 T 7 ot T T 132 T 218 T T Tst T T v
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(6) -0.0198T  -0.08377  -0.04977  -0.0945°  -0.0766  -0.1005°
RMSE(9) 034745 027151 03330 03104 03448°  0.30932
Bias(\) 0.85062  0.7590! 11387 12133 1.3815%  1.2185°
200 RMSE(M\) 258107 177528 2.9293°  2.8006*  3.1783%°  2.7416°
Daps 0.01732 0.01721 0.0175° 0.0175% 0.0176° 0.01743
Daz 0.02792 0.02721 0.0285°  0.0283*  0.0290°  0.0282°
T T T Total 157 9t T T o4t T T o4t T T T3S T T 08 T
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Tabela 2.19: Resultados das simulagdes parad = 1.0 e A = 3.0.

n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(6) -0.05297  0.0359T  0.2242%  0.14817  0.1848°  0.0570%
RMSE(#) 059285  04650'  0.5498% 052222  0.5778°  0.53883
Bias(\) 5.5887¢ 1.7376*  0.0596' 07420  0.6296%  1.8174°
20 RMSE(M\) 13.0109¢ 724165  32708'  43917°  3.8298%2  5.6435%
Daps 0.0528°  0.0551°  0.0505%  0.0506  0.0490'  0.0516*
Donaz 0.08226  0.0822°  0.07752 00775 00772 0.0790*
T T T Total - 315 T T Tt T 16t T 18 T et T 238 T
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(6) -0.1624%5  -0.0835%7  0.0309 -0.0383%  -0.01477  -0.0860°
RMSE(9) 050185 03889  04701° 045192  04831°  0.4705%
Bias(\) 52030°  2.2838% 134200  2.0406% 188162  2.7027°
50  RMSE(N\) 11.7673% 727455  42483'  53130°  4.7282%  6.0277*
Daps 0.0386°  0.0391°  0.03612 00368  0.0354'  0.0374*
Doaz 0.0605°  0.0591°  0.0563>  0.0573%>  0.0561'  0.0581*
R R A A S
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(6) -0.2018%  -0.13797  -0.1267"  -0.1633%  -0.1628%  -0.1800"
RMSE(9)  04434* 034391 04434 043107 04530  0.4458°
Bias()\) 4.1080° 193811 255652 2.9368%  3.0023*  3.2886°
100 RMSE(M\)  9.0318° 5.4499% 507031 57431% 543452 6.2471°
Daps 0.0319°  0.0317°  0.03032 00312  0.0300'  0.0316*
Doaz 0.0500°  0.0482%  0.0481%2  0.0491*  0.0481'  0.0496°
R L R A
n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(6) 021237 017121 -02677°  -02571%  -0.2915°  -0.2525°
RMSE(9) 037702  03010'  04312° 04105 04400  0.4175%
Bias(\) 2.62702 1.49101  3.6800°  3.3866  4.0181°  3.4635%
200 RMSE(N\) 531222 321931 56856 558883 596416  5.9027°
Daps 0.02762  0.0273'  0.0279*  0.0286°  0.0278%  0.0286°
Doaz 0.04302  0.0416'  0.0447% 00452  0.0447*  0.0450°
T T T T rotal T T T 122 T T T 6T T T 26T T T 255 T T 73160 T T 26t T

Tabela 2.20: Resultados das simulagdes parad = 1.0e A = 5.0.

n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(6) -0.15705  0.0058T 0.1268° 0.0430° 0.0670T  -0.02717
RMSE(0) 0.6068° 0.50821 0.57673 0.55582 0.5959* 0.6002°
Bias(\) 7.50956 2.0995%  0.1759! 1.3080° 1.04812 2.5261°
20 RMSE()) 15.63635  8.9805° 4.6920* 6.1989° 5.29542 7.1655%
Daps 0.0770° 0.0810° 0.07402 0.07433 0.0700* 0.0743%
Doaz 0.1110° 0.11316 0.10843 0.1092* 0.1056* 0.10752
T T T T Total T 345 T 7 T35 T T s T T igs T 14t T 0t
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(0) -0.3663%  -0.2420°  -0.2153T  -0.2892%  -0.2558%  -0.3270°
RMSE(9) 0.5203° 0.42591 0.46972 0.47093 0.47524 0.5086°
Bias(lambda) — 9.8059° 5.0855% 3.3684! 4.86643 4.04822 6.0080°
50 RMSE()N) 16.85445  11.6456°  6.3785! 8.2611° 6.91292 9.3373%
Dabps 0.0734° 0.0747% 0.07112 0.07223 0.06921 0.0734*
Dmaz 0.10443 0.10402 0.1051* 0.1069° 0.1038* 0.1063°
T T T T Total T T3S T 7208 T Tt T 22t T 132 T 285
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(0) 045957 035467  -0.41857  -0.4601°  -0.4369°  -0.4780°
RMSE(9) 0.5221° 0.43411 0.47952 0.5058* 0.4894> 0.5251¢
Bias(\) 11.4074%  6.49802 6.27431 7.8409% 6.76003 8.8378°
100 RMSE()) 17.94335  12.2062°  8.1934'  10.1459%  8.58822  11.2617*
Daps 0.0734* 0.07333 0.07232 0.0740° 0.07141 0.07508
Dmax 0.10412 0.10241 0.1078* 0.1101¢ 0.10733 0.1091°
R A L VD R C L R ¥
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(0) -0.5057° -0.41641  -0.5306°  -0.5565°  -0.5394T  -0.5831°
RMSE(H) 0.53712 0.4559" 0.54433 0.5696° 0.5519*  0.5967°
Bias(\) 11.8494°  7.1507% 928202  10.9230%  9.71543  13.4044°
200 RMSE()N) 17.34465  11.9836% 1040211 12.3991*  10.79832  15.4289°
Daps 0.0736* 0.07282 0.07313 0.0759° 0.07251 0.07728
Dmaz 0.10452 0.1019* 0.1099* 0.1134° 0.10953 0.1128°
R G VA L
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Astabelas 2.21,2.22,2.23,2.24 e 2.25 apresentam as estimativas dos parametros da distribuicao
Lindley-Poisson Size-Biased no cendrio de riscos complementares.

Em geral, o método MPS apresentou o menor rank. E interessante observar que embora o
método MPS tenha apresentado o menor rank total, os métodos WLS e OLS apresentaram menor vicio
nos estimadores do pardmetro . Somente no caso A = 0.5 e n = 200, o método AD teve menor vicio.

Para os estimadores do pardmetro A\, o método MPS apresentou o menor vicio e o OLS ficou
em segunda posic¢do sendo menor que o MPS somente quando A = 0.5 e n = 200.

Além disso, os estimadores dos pardmetros obtidos via os métodos MLE, CM e AD sdo positi-
vamente tendenciosos, isto é, os estimadores excedem o verdadeiro valor dos parametros. Por outro lado,
os estimadores obtidos pelo método MPS sdo negativamente tendenciosos, isto €, o verdadeiro valor do
parametro é maior que o estimado. J4 os métodos OLS e WLS apresentam estimadores positivamente e

negativamente tendenciosos.

Tabela 2.21: Resultados das simula¢des para = 1.0e A = 0.5.
n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(f)  0.2571°  -0.0939%  0.0099'  0.04022 0.27275  0.0958*
RMSE(9) 063732 055171 0.7615°  0.7310*  0.89306  0.64433
Bias(\)  0.5192°  0.0988%  0.35052  0.3609* 0.75706 0.35343
20  RMSE()\) 130873 0.7940%  1.6955°  1.5746* 2.5401°  1.19412

Daps 0.0567%  0.0555'  0.0578>  0.0571%  0.05906  0.05662
Dmaz 0.09403  0.08851  0.0957°  0.0943% 0.10156  0.09292
T Total ~ 213~ 8L 7 7235 T 224 7 368 162
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias() 0.0967¢  -0.0875* -0.01972 0.01411  0.0901°  0.02743
RMSE(0) 034942 033931  04710° 04179* 049326 038773
Bias()\) 0.16715  -0.0123'  0.09912  0.1133% 0.21345 0.11313

50 RMSE()\) 046782 035681  0.5658°  0.5256* 0.66486  0.4780°

Daps 0.03532  0.0351  0.03685  0.0360% 0.0372¢  0.03583
Dmax 0.05812  0.0566*  0.0619°  0.0599*  0.0634¢  0.05913
R Total ~ 195 Ol "~ 345 "~ it~ 3 g -
n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(f)  0.0479° -0.06826 -0.01493 0.0116%  0.0412*  0.01292
RMSE(9) 02348" 024182  0.3335° 0.2810* 0.33856 0.26933
Bias(\)  0.0789°  -0.0284!  0.04412  0.0562* 0.0975¢  0.05363

100  RMSE()\) 027222 0.2349% 03480 03105 037905  0.29363

Dabs 0.02491  0.0249%2  0.0263°  0.0255% 0.02645  0.02533
Dmag 0.04072  0.04051  0.04435  0.0423% 0.04485 0.04193
T Total 162 131 7 7255 7 214 T 3460 T Q3
n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias() 0.0234>  -0.04395  -0.00873  0.00832  0.0193*  0.0059'
RMSE(0) 0.1615%  0.16752 023425  0.1924* 0.2353°  0.18823
Bias(\)  0.0377° -0.02372  0.0201'  0.0289* 0.0458%  0.02543

200 RMSE()\) 0.17392  0.1619%  0.2310°  0.2003* 024126 0.1937%
Daps 0.01751  0.01762  0.0186° 0.0180% 0.0186% 0.01793

Dimag 0.0286"  0.02872  0.0315°  0.0298* 0.03165 0.02963
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Tabela 2.22: Resultados das simulagdes para = 1.0e A = 1.0.

n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(6) 0.1687°  -0.0972%  -0.0279%2  0.00247  0.1668°  0.0555°
RMSE(0) 047052 042461  05558°  0.5252%  0.62145  0.47843
Bias()\) 0.8771°  0.1374" 053542 05595  1.1987°  0.5985*
20 RMSE(N) 24637 141261 283245 27797 4.1466°  2.24032
Daps 0.05712  0.0564'  0.0586°  0.0578*  0.0595°  0.0573%
_ Dmas__ 00958° 00912"  00981°  0.0964* 0.1028°  0.0953>
Total 217 9ol 247 20° 350 172
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(6) 0.0622°  -0.0779°  -0.0220°  0.00507  0.0562%  0.01712
RMSE(#) 02646% 026652  0.3384°  03021* 03484  0.2865%
Bias()\) 0.2701°  -0.0360'  0.1448%  0.1761%  0.3265°  0.1862*
50  RMSE(\) 081123  0.6244"  09101°  0.8612*  1.0663°  0.8097%
Daps 00357 0.0358%  0.0374°  0.0365*  0.0375°  0.0362%
o __ Dmas_ _ 0095°  00589"  00632° _00612'  00643° 00605
Total 177 13t 25° 20* 345 172
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(6) 0.0306°  -0.0513°  -0.0112%  0.0063T  0.0273%  0.0086>
RMSE(#) 0.1801%  0.1856  0.2337°  0.2042* 02367°  0.1983%
Bias()\) 0.1258%  -0.0452'  0.0656%  0.0875*  0.1484%  0.0875%
100 RMSE()\) 04774% 041471 05568° 05149  0.6042°  0.49783
Daps 0.0252'  0.0254>  0.0265°  0.0257*  0.0265°  0.0256°
777777 Diax _ 00419" 004197 00450  0.0431*  0.0453°  0.0428%
Total 152 141 25% 214 345 172
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(6) 0.0159°  -0.0303°  -0.0043T  0.0058%  0.0147%  0.00532
RMSE(9) 0.1257% 012892  0.1634°  0.1416*  0.1646°  0.13943
Bias()\) 0.0629°  -0.0327'  0.0345%  0.0480*  0.0742°  0.04513
200 RMSE(M\) 031032 02880  0.3728°  0.3389*  0.3889°  0.3319°
Daps 0.0178' 00179  0.0187°  0.0182* 0.0187° 0.0181%
777777 Dimax 002957 0.0296>  00318%  0.0304*  0.0319°  0.0303%
Total 157 141 23% 234 345 172

Tabela 2.23: Resultados das simulagdes para § = 1.0e A\ = 2.0.

n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(0) 0.1159%5  -0.09757  -0.0355°  -0.0090T  0.1133%  0.0350>

RMSE(9) 036402 034041  04226° 03973 045985 036773

Bias(\) 1.6474°  0.2113* 1.00142 1.0510%  2.2407%  1.1404%

20 RMSE(X\) 495482 269171  5.8481* 62846 839945 455662

Daps 0.05752  0.0574% 0.0594° 0.0585%  0.0598°  0.0579°%

Doz 0.0972%  0.0938'  0.0998°  0.0980*  0.1034°  0.09692

””” Total 215 7 7 9T T 7 T 245 T 7 T3 T 7 358 T 7 162 T
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(0) 0.0445°  -0.0622%°  -0.0171°  0.0027F  0.0405T  0.01272

RMSE(9) 02109 021372  02527°  02299* 02597 022193

Bias(\) 0.5068°  -0.0439' 027072  0.3291%  0.5903°  0.3583%

50 RMSE(M\) 15661  1.1947* 1.6574° 1.5790*  1.9511%  1.52272

Daps 0.0362%  0.03652 0.0377° 0.0368*  0.0377°  0.0366°

Doz 0.0609%  0.0606 0.0639° 0.0621*  0.0647°  0.0616°

””” Total 177~ 13t T T 255 T 7 720t T T 348 T T 12T
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(0) 0.0221°  -0.0384%  -0.0084%>  0.0040T  0.0199T  0.0064>

RMSE(9) 0.1448%  0.1478%2  0.1745°  0.1572* 017695  0.15423

Bias()\) 0.2368%  -0.0596'  0.12482  0.1646>  0.2678%°  0.1697%

100  RMSE()\) 09114% 07850  0.9981°  0.9441%  1.0849°  0.9256>

Daps 0.02551  0.02572  0.0266°  0.0259*  0.0266°  0.0259°

Dinax 0.0429'  0.04292 0.04525 0.0438*  0.0455%  0.0436°

””” Total 157 14t T 255 T 7 720t T 348 T 188 T
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD

Bias(0) 0.0107°  -0.0233%  -0.0044>  0.0028T  0.0097T  0.0030>

RMSE(#)  0.1009*  0.10292  0.1222°  0.1093*  0.1230°  0.10813

Bias(\) 0.1137°  -0.0502'  0.0599%  0.0837*  0.1279°  0.0818>

200 RMSE(\) 058742 05424  0.6609°  0.6174*  0.6896°  0.6095°

Daps 0.01811  0.01822  0.0189°  0.0184*  0.0189°  0.0183>

Dmax 0.0303'  0.03042 0.0321° 0.0310*  0.0322°  0.0309%

””” Total 157 14t T T 255 T 7 214 T T3S T T 1P
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Tabela 2.24: Resultados das simulagdes parad = 1.0 e A = 3.0.

n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(6) 0.0972%  -0.0941%  -0.0330°  -0.0101T  0.0967°  0.02962
RMSE(#) 032482  03082'  03690°  0.3473*  03993° 03261
Bias(\) 2.5329°  0.3200% 153062  1.6084% 34187  1.7872%
20 RMSE(M\) 82576  4.1980'  8.6988%  9.4400°  12.7687°  7.28322
Doy 0.0579'  0.05817  0.0598°  0.0588*  0.0600°  0.05823
777777 Dpas 00981 0.0952"  0.1004°  0.0986*  0.1037°  0.0976>
Total 20% 10 24% 217 356 162
n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(6) 0.0368°  -0.0561°  -0.0140°  0.0023"  0.0359%  0.01112
RMSE(#) 0.1888%  0.19112  02200°  0.2025*  02266°  0.1965%
Bias()\) 0.7479°  -0.0538' 041622  0.4967° 0.8827%  0.5436*
50  RMSE(M\) 23463* 17702 243715  23265°  2.8853% 227132
Daps 0.0364'  0.0368%  0.0379°  0.0370*  0.0379°  0.0368>
777777 Doz 00615%  00613%  00642°  0.0626*  0.0651°  0.0621°
Total 18% 131 25° 19% 345 172
n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(6) 0.0189°  -0.0334°  -0.0063 0.0041T  0.0183%  0.00622
RMSE(#) 0.1300" 013222  0.1522°  0.1390*  0.1545°  0.1366>
Bias(\) 0.3532°  -0.0723'  0.19592  0.2523% 04029 0.2606*
100 RMSE()\) 136782  1.1714! 1.4655°  1.3956* 1.5974%  1.3729°
Daps 0.02571  0.02592  0.0267°  0.0261*  0.0267°  0.0260%
777777 Doz 00433"  00434>  0.0454°  0.0441*  0.0457°  0.0439°
Total 152 141 25° 20% 345 183
n Qtd MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(6) 0.0095°  -0.0198%  -0.0032 0.0029T  0.0090%  0.00312
RMSE(#) 0.0904' 009182  0.1063°  0.0965*  0.1071°  0.0956>
Bias()\) 0.1686°  -0.0645'  0.09162  0.1258*  0.1894%  0.1240°
200 RMSE(M) 087172 0.80201  0.9570°  0.9031% 1.00006  0.8940%
Daps 0.0182'  0.01832  0.0189°  0.0184*  0.0189°  0.0184%
777777 Dmaz __ 00306"  00306>  00321°  00311*  00322°  0.0310°
Total 152 141 25° 21% 345 173

Tabela 2.25: Resultados das simulagdes parad = 1.0e A = 5.0.

n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(6) 0.0855°  -0.08327  -0.02692  -0.0073T  0.0850° 0.02793
RMSE(9)  0.28853 0.27241 0.3178° 0.3010% 0.3444° 0.28612
Bias(\) 4.5633° 0.6744" 273522 294263 6.1029° 3.2333*
20 RMSE(N) 16.0412°  19.6448°  14.52842  18.3800*  22.4466°  13.5087*
Daps 0.05821 0.0586> 0.0601° 0.05914 0.0602° 0.05852
Doaz 0.0988° 0.0962* 0.1006° 0.0990* 0.1038° 0.09812
””” Total 217 7 T 157 0 7 Tt T 7208 T 3580 T T 4t T
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(0) 0.0327°  -0.0477°  -0.0111°  0.0026" 0.03207  0.01072
RMSE(0)  0.1683' 0.16862 0.1904° 0.17714 0.1966° 0.1727%
Bias(\) 131435 -0.03041  0.76282 0.88632 155326 0.97424
50  RMSE()\)  4.1378* 3.0503! 4.3400° 4.0929% 5.2075° 3.99282
Daps 0.03671 0.0370% 0.0379° 0.0371* 0.03796 0.03692
Dmax 0.0620> 0.0618* 0.06435 0.0628* 0.0651° 0.0624>
””” Total 188 14l T 7 7255 T 7 9t T 348 T T T 62 T
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(0) 0.0164°  -0.0286°  -0.0053%  0.0035T 0.0160T  0.0056>
RMSE(9)  0.1158% 0.11712 0.1320° 0.1219% 0.1342° 0.12013
Bias(\) 0.60425  -0.0943'  0.34532 0.43452 0.6884° 0.45294
100 RMSE()\)  23229% 1.9679* 2.4526° 2.3456* 2.6858¢ 2.31362
Daps 0.02591 0.02612 0.0268° 0.0262% 0.0268° 0.02613
Dmax 0.04371 0.04372 0.0456° 0.0443* 0.0458° 0.04423
””” Total 162~ 14l 7 7245 T 7 720t T 345 7 7 8% T
n Qud MLE MPS OLS WLS CM AD
Bias(0) 0.0084°  -0.0167°  -0.00257  0.00262 0.00807  0.0029%
RMSE(9)  0.0808" 0.08172 0.0926° 0.0850* 0.0933° 0.08443
Bias(\) 029285  -0.0861'  0.1660° 0.21873 0.3270° 0.2200%
200 RMSE()\) 147422 134711 1.5907° 1.5101% 1.6663° 1.49873
Daps 0.0183" 0.01842 0.0189° 0.0185* 0.01896 0.0185%
Dmaz 0.0309! 0.03092 0.0322° 0.0313* 0.0323° 0.0313%
””” Total 152~ 1wt 7 7235 T 7 ot T 348 T T 9% T
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2.5 Comentarios

O método de estimacdo por médxima verossimilhanca possui propriedade de ser consistente,
assintoticamente normal e assintoticamente eficiente em condi¢cdes muito gerais. No entanto, em algumas
situacdes, tais como na estimagdo dos pardmetros de mistura de distribuicdes continuas, distribuicdes
com caudas pesadas com pardmetros de escala e de locacdo desconhecidos o estimador MLE pode ser
inconsistente ou nem existir.

Frequentemente o estimador MPS existe e € consistente mesmo quando o estimador MLE pode
ndo existir. Espera-se que o estimador MPS seja mais eficiente que o estimador MLE em pequenas
amostras, quando a fun¢éo de densidade € enviesada e/ou as caudas sdo pesadas.

Neste trabalho, o método de estimacdo via MPS mostrou-se ser um bom estimador para os para-
metros das extensdes da distribui¢do de Lindley de um parametro obtidas pelo processo de composicao.
Além disso, o estimador MPS apresentou-se ser mais eficiente que o estimador MLE para pequenas
amostras.

Pelas simulagdes, tem-se algumas conclusdes da estimag@o dos parametros das trés distribui¢des
apresentadas, sdo elas: distribuicdo Lindley Extendida Marshall-Olkin, Lindley-Poisson Truncada no

Zero e Lindley-Poisson Size-Biased.

(1) os vicios para todos os estimadores tendem a zero para n grande, isto €, os estimadores sdo assin-

toticamente ndo viciados;

(i) os RMSE para todos os estimadores dos parametros tendem a zero para n grande, isto €, todos os

estimadores sdo consistentes;

(iii)) o método MPS apresentou o menor rank total em quase todos estimadores dos pardmetros, exceto

para os estimadores da distribuicio Lindley-Poisson Size-Biased no cendrio de riscos competitivos;

(iv) as trés distribui¢des apresentam fungdo de densidade (f.d.p.) com comportamentos decrescente e

unimodal;

(v) as trés distribuicdes apresentam fungdo de risco com comportamentos crescente, decrescente e

CI'CSCCntC-dCCTCSCCI’ItC-Cl’CSCGl’lte;

Um fator relevante foi a eficiéncia do programa Ox nas simulacdes. Como mencionado anteri-
ormente, para cada distribuicao, foram geradas 500.000 pseudo-amostras e, o programa Ox apresentou

todas as estimativas. Dificilmente outro programa conseguiria um resultado tao satisfatério.
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Pode-se observar que as distribuicdes Lindley-Poisson Truncada no Zero e a Lindley-Poisson
Size-Biased apresentam expressdes mais complexas para as funcdes de densidade, de distribui¢do, de
sobrevivéncia e de risco, o que dificulta os estudos das suas propriedades matemadticas. E portanto,
nao foi possivel obter algumas expressdes analiticamente como aconteceu com a distribui¢do Extendida
Marshall-Olkin. Para trabalhos futuros, estudar essas expressdes mais delicadamente pode ser um boa

opc¢ao.



Capitulo

3

Consideracoes Finais

Nesse trabalho apresentou-se trés possiveis distribui¢des de probabilidade para a andlise de da-
dos de vida, sdo elas: a distribuicdo Extendida Marshall-Olkin, a distribuicdo Lindley-Poisson Truncada
no Zero e a distribui¢do Lindley-Poisson Size-Biased. Para a formulagdo dos modelos, utilizou-se da
teoria de processo de composigao.

Quando uma nova distribuicdo de probabilidade é obtida, geralmente apresenta mais de uma
forma para a fun¢do de risco, no entanto, pode tornar-se um modelo com muitos parametros, como
exemplo, na composicdo de distribuicdes de dois pardmetros cada, o modelo resultante terd quatro pa-
rametros. Se a funcdo de distribui¢cdo ndo possui forma fechada o gasto computacional pode ser muito
grande.

A vantagem em utilizar a distribui¢do de Lindley de um parametro na composicao de distribui-
¢d0 € que todas as distribui¢des propostas possuem apenas dois parametros e mais de uma forma para a
funcdo de risco. Mesmo ndo podendo ser expressas de forma fechada, elas possuem vérios comporta-
mentos para a funcdo de risco, sdo eles: comportamento crescente, decrescente e crescente-decrescente-
crescente.

O objetivo de extender a distribuicdo de Lindley de um parametro através do modelo de com-
posicao de distribuicdo foi alcancado. Mas vale ressaltar, que ainda hd muito o que estudar sobre tais
distribui¢des, por exemplo, obter outras propriedades matemadticas, utilizar outros métodos de estimagao,
aplicar a metodologia desenvolvida em dados reais da literatura e estudar via Simula¢do Monte-Carlo via

Cadeia de Markov (MCMC) algumas propriedades dos estimadores.
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