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“The road goes ever on and on,

down from the door where it began.

Now far ahead the road has gone,

and I must follow, if I can.”

— J. R. R. Tolkien, The Lord of the Rings
([24], 2004, p. 35).



RESUMO

Neste trabalho, lidamos com a equagéo linear ndo-homogénea de retardo infinito
dz
i Ax(t) + B(t, x) + F(1), (L)
na qual A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo (7'(t));>0 num espago de Banach F.
Assumindo que esta admite uma solucéo limitada, nosso objetivo é obter critérios para a existéncia
de solugdes periddicas para a equagdo em questio no espaco de fase abstrato 4.
Com esse propoésito, empregaremos a teoria de perturbagédo dos operadores denominados semi-
Fredholm, para mostrarmos que uma determinada aplicagao linear afim definida em % satisfaz o
teorema de ponto fixo estabelecido por Chow e Hale ([5], Theorem 4.1, pagina 36).
Provaremos que a existéncia de pontos fixos para a aplicagao linear afim supracitada é equivalente a
existéncia de solucao periédica para a equagdao em questao.

A elaboracao deste texto tem, em [22], sua primordial referéncia.

Palavras-chave: Equagao Abstrata. Operadores Semi-Fredholm. Solugdes Periddicas. Pontos Fixos.
Teoria de Perturbagéo.



ABSTRACT

In this work, we deal with the inhomogeneous linear equation with infinite delay
dx
i Ax(t) + B(t, x) + F(1), (L)
in which A is the infinitesimal generator of a Cy-semigroup (T'(t));> o on a Banach space E.
Assuming that it admits a bounded solution, our objective is to obtain criteria on the existence of
periodic solutions for the aformentioned equation in the abstract phase space 4.
Therefore, we will employ the perturbation theory of operators so called semi-Fredholm operators, to
show that a certain affine linear map defined in % satisfies the fixed point theorem by Chow and Hale
([5], Theorem 4.1, page 36).
We will prove that the existence of fixed points for the aforementioned affine linear application is
equivalent to the existence of a periodic solution for the given equation.

The development of this text has, in [22], its primary reference.

Keywords: Abstract Equation. Semi-Fredholm Operators. Periodic Solutions. Fixed Points. Perturba-
tion Theory.
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1 Introducao

Considerando um espaco de Banach F, seja a equacao diferencial abstrata com retardo

(ou delay) infinito

dx
% = Aa(t) + B(t, @) + F (1) (L)

em que A ¢é gerador de um Cy-semigrupo (7'(t))i>0 C Z(F), sendo Z(FE) a élgebra de
Banach dos operadores lineares limitados em E, e x;: (— 00, 0] — E a fun¢ao definida
por z,(0) = x(t + 0), para todo 6 € (— oo, 0], denominada histdria. Nessa, temos que
B:R x # — FE é uma funcao continua, sendo # o espaco de fase relacionado ao
problema, cujos elementos sao fungoes ¢: (— oo, 0] — E que satisfazem um determinado
conjunto de axiomas (ver Secao 2.5), e linear em sua segunda variavel, e F: R — F
continua. Se as fungoes B( -, ¥) e F'(-) na equagao (L) forem w-periédicas, com w > 0,
a denotaremos por (P, L) e, se F = 0, denotamos as equagoes (L) e (P, L) por (Lg) e
(P, Ly), respectivamente.

O intuito deste trabalho é, assumindo que a equacao (P, L) admite uma solugao
limitada, obter condi¢oes acerca da existéncia e unicidade de solu¢des w-peridédicas. Para
tanto, faremos uso da teoria de perturbacao de uma classe de operadores denominados
operadores semi-Fredholm, os quais gozam de vantajosas propriedades no que tange tal
teoria.

A elaboragdo deste trabalho tem, no artigo [22], de Shin e Naito, sua primordial
referéncia.

Chow e Hale (em [5], Theorem 4.1 e Corollary 4.1, pagina 36), com relagdo a este
assunto, obtiveram os seguintes teoremas de ponto fixo para uma aplicacdo afim T'= L+ z
num espaco de Banach E, com L € Z(FE) e z € E fixado:

Teorema A. Se Im(I — L) € fechado e existe xg € E tal que {xq, T(xo), T*(x0), ...}
limitado, entdo T admite um ponto fixo.

[N

Teorema B. Se existe 7y € F tal que {zg, T(zo), T?(x0), - - } ¢ relativamente compacto
em F, entao T" admite ponto fixo em E.

As demonstragoes dos Teoremas A e B acima se baseiam, respectivamente, nos teoremas
de Hahn-Banach e ponto fixo de Schauder.

Chow e Hale aplicaram o Teorema A a equagao (P, L), de retardo finito, no caso em
que A =0 e E = R" para provar que, se essa admite uma solucao limitada, entao existe
uma solucao w-periddica. Motivados por isso, enunciaremos uma propriedade similar para
a equagao (P, L) em nosso contexto:

(BP) Se a equacao (P, L) admite uma solugao limitada em 2, entdo existe uma solucao
w-periddica para a equacao (P, L).

11



Introducao 12

A propriedade (BP) exposta acima nao vale, em geral, para a equagdo com retardo
infinito. Nosso prop6sito primdrio é, pois bem, descobrir sob quais condigbes a equagao (L)
apresenta a propriedade (BP), em relacdo a soluges mild (ver Capitulo 3).

Na demonstragao de [5], é essencial a hip6tese de que L seja uma a-contragao (ver
Secao 2.4), para que a imagem Im(/ — L) seja fechada em E. Porém, no caso da equagao
(P, L), nem sempre o operador L € Z(F) serd uma a-contragao.

Mais recentemente utilizando o Teorema B, Hino, Murakami e Yoshizawa demonstraram,
em [12], que, se Z é um espago com memoria amortecida, se o Cy-semigrupo (T'(t))s>¢ é
compacto, para t > 0, entao a equagao (L) admite uma solu¢ao mild w-periddica, desde
que admita uma solucao mild que seja limitada em E; aqui, a compacidade do semigrupo
(T'(t))r>0 mostra-se essencial. Similarmente, Li, Lin e Li, em [13], obtiveram condigdes
para a existéncia de solugdes periédicas para a equagao (L) com retardo para o caso em
que A =0 e E =R". Contudo, o Teorema B mostra-se insuficiente até mesmo para o
caso em que B(t, -) é compacto, para cada t € R, ou quando o Cy-semigrupo (7'(t));>0 é
compacto para t > {3, em que ty > 0.

No presente trabalho, lidaremos com a propriedade (BP) para a (P, L), utilizando o
Teorema A, que se mostrara util, inclusive, nos casos mencionados no ultimo paragrafo
acima. E dificil, em geral, garantir que a imagem Im(/ — L) seja fechada em E, como
requerido no Teorema A, pois L pode nao ser uma a-contragdo, como mencionado acima.
Sendo assim, pode parecer que o Teorema A nao é 1til o suficiente para nosso propdsito.
Entretanto, aplicando a teoria dos operadores semi-Fredholm (Secao 2.6), provaremos que
o Teorema A é, de fato, eficaz no que tange a equagao (P, L).

O resultado principal desse texto é o Teorema 4.1, cujo enunciado lé-se:

Teorema 4.1 (Teorema de existéncia de solugoes periddicas). Suponha que (T'(t)):0
¢ um Cy-semigrupo compacto em E, ou que B(t, -) é um operador compacto, para cada
teR. Se7 <0 ea equagio (P, L) admite uma solucao B-limitada, entao ela admite
uma solucao w-periodica.

A demonstracao do teorema acima requer diversos pré-requisitos, os quais serao, de
maneira cuidadosa, consolidados ao longo da dissertacao.

Uma vez desenvolvida a teoria dos operadores semi-Fredholm, o Teorema A acima
reescreve-se na forma do Teorema 2.52:

Teorema 2.52. Seja T' = L + z uma aplicacao linear afim no espaco de Banach F|
em que L € Z(E) ez € E fixado. Se I — L € ®,(F) e existe gy € E tal que
{z0, T(x0), T?(x0), ...} é limitado, entdo .Z(T) # @ e dim(.Z (T)) < co.

Acima, I — L € &, (F) significa que o operador I — L pertence a classe dos operadores
semi-Fredholm em E, em que I é o operador idéntico em E, L € Z(E), e F(T) é o
conjunto dos pontos fixos de T'. Sendo assim, fornecida uma condicao inicial o = ¢ € £,
entdo a equagao (P, Ly) admite uma tnica solu¢do mild z( -, 0, ¢) (Teorema 3.4). Veremos
(Segao 3.3) que o operador solugio U(t, 0) da equagao (P, Lg), tal que U(t, 0) ¢ = (0, @),
para t > 0, pode ser decomposto na forma U(t, 0) ¢ = T(t)¢ + K(t, 0) ¢, em que
(T(t))i>0 C ZL(PB) é um Cy-semigrupo em A, definido por

T(t+0)(0),

t+6>0,
o(t+6), t+6<0

?

(T(t) 9)(9) = {
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e K(t,0): B — P é um operador tal que

/Ot—l-GT(t-l-@—S) B(s’ xs((l ¢)) ds, .

0
(K(t, 0) 9)(0) =
0, t+6
Provaremos, no Capitulo 4, que a existéncia de solugoes peridédicas para a equacgao
(P, L) sera equivalente a existéncia de pontos fixos para a aplicagao afim

YEBr—Uw, 0)¢+¢€ B,

em que ¢ € £ é uma funcao fixa, determinada por uma solucao especifica da equacao
(P, L). Seguira, portanto, do Teorema 2.52, que, se I —U(w, 0) € ¢, (A), entdo a equagao
(P, L) admite a propriedade (BP) enunciada anteriormente.

A teoria dos operadores semi-Fredholm implicard o Teorema 2.53 a seguir:

Teorema 2.53. Suponha que I —T'(w) € O, (AB). Entio:

1. Se K(w, 0) € um operador compacto, entio a equagio (P, L) admite a propriedade
(BP);

2. Existe n > 0 tal que, se ||K(w, 0)|| <n, entdo a equagao (P, L) admite a propriedade
(BP), e o conjunto de suas solugoes periodicas tem a estrutura de um espago linear
afim de dimensao < dim(Ker(I —T'(w))).

Sendo assim, temos dois problemas a nossa frente. O primeiro consiste em verificarmos
sob quais condic¢oes é valido que I —T(w) € &, (). Para tanto, utilizaremos a a-medida de
nao-compacidade no espacgo de fase abstrato #. Em particular, provaremos, na Se¢ao 2.6,
que, se o raio espectral essencial r.(L), de um operador L € Z(FE), for tal que r.(L) < 1,
entdo [ — L € &, (F). Diante disso, na Secao 3.3, utilizaremos este resultado em nosso
contexto, obtendo condi¢des para que I — T(w) € ., (A).

O segundo problema consiste na investigacdo de propriedades de perturbacdo do
operador K (w, 0). Caso os operadores T'(t) e B(t, - ) na equacao (P, L) sejam compactos,
veremos que K (w, 0) também o serd (vide a Proposi¢ao 3.10). Caso contrario, voltamo-nos
a norma ||K(w, 0)||, que é estimada em termos de ||T(¢)|| e || B(¢, -)]|.

Combinando estes resultados, estaremos aptos para a consolidagao da propriedade
(BP) para a equagao (P, L), que florescera na forma do Teorema 4.1.



2 Preliminares

A finalidade deste capitulo é estruturar o arcabouco tedrico necessario para a analise
da existéncia e unicidade de solugoes periddicas para a equacao (L). Nas segoes 2.1 e 2.2,
relembramos alguns resultados da teoria de Cy-semigrupos e operadores lineares compactos,
respectivamente.

As segoes 2.3 e 2.4 sao dedicadas ao estudo da medida de Kuratowski de néao-
compacidade de conjuntos limitados de espagos métricos e operadores em espacos de
Banach, nessa ordem. Por fim, nas se¢oes 2.5 e 2.6, introduzimos o espaco de fase %
relativo a equacao (L), e os operadores semi-Fredholm, cuja teoria de perturbacao sera
empregada para atingirmos nossos objetivos.

2.1 Teoria geral de semigrupos fortemente continuos

Para nossos fins, tratemos de algumas defini¢coes e resultados classicos da teoria de
Co-semigrupos de operadores lineares limitados, que podem ser encontrados em [19].

No que segue, E é um espago de Banach sobre o corpo C dos ntimeros complexos,
munido da norma || - ||.

Denotemos por .Z(FE) a dlgebra de Banach dos operadores lineares limitados em E, na
norma de operador || T[] ) = Hsrp1 T ()]
Definicao 2.1 (Semigrupo de operadores lineares limitados). Seja a aplicacao
t €0, +00) — T(t) € Z(F). Dizemos que a familia (T'(t)), ., C Z(FE) é um semigrupo
de operadores lineares limitados em E quando:

1. T(0) = I, em que I é o operador idéntico em F;
2. T(s)T(t) =T(s+t), para todos s, t € [0, +00) (propriedade de semigrupo).
Definigao 2.2 (Gerador infinitesimal). O operador linear A, definido por

AGw) =t TG
T(t)(z) —x

para x € Z(A) =z € E: existe lim

}, é chamado de gerador infinitesimal
t— 0t t

do semigrupo (T'(t)), -

Definigao 2.3 (Cy)-Semigrupo). Dizemos que um semigrupo de operadores lineares
limitados (T'(t)),-, C Z(E) é fortemente continuo (ou um Co-semigrupo) quando

Jim T(0)(x) = 7,

para todo z € E.

14



Teoria geral de semigrupos fortemente continuos 15

Teorema 2.4 (Limitagdo exponencial). Se (T'(t)),. , ¢ um Co-semigrupo, entdo existem
constantes w > 0 e M > 1 para as quais ||T(t)|| < Me**, para todo t > 0.

Demonstragao: Ver [19], Theorem 2.2, pagina 4. ]

Corolério 2.5. Se (T'(t)),-, € um Cy-semigrupo, entdio, para todo x € E, a aplicagio
te[0, +00) — T(t)(z) € E € continua.

Teorema 2.6. Se (T'(t)),., C ZL(E) é um Cy-semigrupo cujo gerador infinitesimal é A,
sao wvdlidas as afirmagoes:

1. Para todo x € F,

a) a aplicagao s € [0, +00) — T(s)(x) € E é Bochner-integrdvel em qualquer
intervalo compacto da forma [t, t + h], com t, h >0, e

im [ ) () ds = T(0));

h— 0t
N "T(s)(x) ds € D(A) ¢

A ( / "T(s)(2) ds) —T()(z) — 1.

2. Para todos © € D(A) et € [0, +00),

a) T(t)(z) € D(A) e a aplicagao t € [0, +00) — T'(t)(z) € E € diferencidvel,

ST = AT() () = T(1) A(e);
b)
T(0)(w) = T(s)(2) = | " AT () () du = / "T(w) Alz) du.
Demonstragio: Ver [19], Theorem 2.4, pagina 4. 0

Corolério 2.7. Se A ¢ o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo (T (t)), o, entdo o dominio
de A, D(A), € denso em E e A é um operador linear fechado.

Teorema 2.8. Sejam (T'(t)),-, e (S(t)),~, Co-semigrupos cujos geradores infinitesimais
sao A e B, respectivamente. Se A = B, entao T(t) = S(t), para todo t > 0.

Demonstragao: Ver [19], Theorem 2.6, pagina 6. ]
Teorema 2.9. Seja A o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo (T'(t)),-,. Se D(A")
denota o dominio do operador A", entdo (| D(A™) é denso em E.

n=1

Demonstragao: Ver [19], Theorem 2.7, pagina 6. [
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Definicao 2.10 (Valor regular, resolvente e espectro). Dizemos que A € C é um
valor reqular do operador T € Z(E, F) se T — A é bijetivae (T — X)"': F — E ¢
continua. O conjunto de todos os valores regulares de 1" é chamado de conjunto resolvente
de T, e é denotado por p(T).

O complementar de p(T'), C\ p(T'), é denominado espectro de T, e é denotado por o(T).

Quando F e F sao espacos de Banach, temos, do Teorema da aplicagio aberta (ver
Corolario A.5), que p(T') = {\ € C: (T'— \I) é bijetiva}. Assim sendo, o(7") é constituido
pelos escalares \ € C para os quais T — A\ nao é limitado ou bijetivo.

Definicdo 2.11 (Cy-Semigrupo de contragdes). Dizemos que um Cp-semigrupo

(T(t)),s, ¢ de contragdes se, na limitacdo ||T'(t)|| < Me*, ilustrada no Teorema 2.4,
se tem, para todot >0, que w =0e M = 1.

Definigao 2.12 (Familia resolvente). Seja A: D(A) C E — E um operador linear
em FE, ndo necessariamente limitado. A familia {R(X, A)}, 1) C Z(E), de operadores
lineares limitados em E, em que R(\, A) = (A — A)~ ' e X € p(A), é chamada familia
resolvente de A.

Teorema 2.13 (Hille-Yosida). Um operador linear A, de dominio D(A) C E, nao

necessariamente limitado, € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes
(T'(t)),s, se, e somente se:

1. A € fechado e D(A) é denso em E;

2. O conjunto resolvente de A, p(A), € tal que p(A) D RY (isso é, p(A) contém a
semirreta positiva, com exce¢io do 0) e, para todo X > 0, se tem

1
< —.
1RO, A)] < 5

Demonstracao: Ver [19], Theorem 3.1, paginas 8 (condigao necessaria) ¢ 10 (condicao
suficiente). O

Corolério 2.14. Se A ¢ o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo de contragoes (T'(t)),
entdo o conjunto resolvente de A, p(A), contém o semiplano direito aberto do plano
complezo, i.e., p(A) D {X € C: Re()\) > 0} e, para tais A, € vdlido que

1
1RO A< gy

Corolario 2.15 (Teorema de Hille-Yosida generalizado). Um operador linear A é
o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo (T(t)),-, satisfazendo ||T(t)]| < Me“", para
todo t > 0, se, e somente se:

1. A € fechado e D(A) é denso em E;

2. O conjunto resolvente de A, p(A), contém o intervalo (w, +o0) e, para A > w, se
tem

M

1RO AV < 5= e

para todo n € N.
Demonstracao: Ver [19], Theorem 5.3, pagina 20. O
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2.2 Operadores e semigrupos compactos

Sejam E e F espagos vetoriais normados, Br = {z € E: ||z|]| < 1} a bola unitéria
fechada em F e Z(F, F) o espago dos operadores lineares limitados de E em F'.

Defini¢do 2.16 (Operadores compactos). Um operador linear T': E — F'| em que
E e F sdo espagos vetoriais normados, é compacto se a imagem da bola unitaria fechada
Bp C E é um conjunto relativamente compacto de F' (isso é, T(Bg) é compacto em F).

Podemos estabelecer, de imediato, os seguintes resultados:

Proposicao 2.17. a) Todo operador compacto é continuo.

b) Todo operador linear continuo de posto finito' é compacto.

¢) O espago normado E possui dimensdo finita se, e somente se, o operador idéntico I em
E ¢ compacto.

Demonstracao: a) Sendo T': E — F compacto, segue que T(Bg) é compacto em F.
Entéao, T'(Bg) ¢é fechado e limitado em F', de modo que T'(Bg) também ¢ limitado.
Como um operador linear é continuo se, e somente se, leva subconjuntos limitados de

E em subconjuntos limitados de F', conclui-se que T é continuo.

b) Segue do fato que, em dimensao finita, os conjuntos compactos sdo precisamente aqueles

que sao fechados e limitados.

¢) Segue do fato que um espago normado é de dimensao finita se, e somente se, a bola

unitaria fechada nesse é compacta (Lema de Riesz, Teorema A.1). ]

Proposicao 2.18. Se E e F' sao espacos normados, as sequintes afirmacoes sao equiva-
lentes:

a) T é compacto.

b) T(A) é compacto em F, para todo A C E limitado.

c) Para toda sequéncia limitada (z,) em E, a sequéncia (T(x,)) admite subsequéncia
convergente em F'.

Demonstracio: (a) = (b) Seja A C F limitado, de modo que ||z|| < M, para algum
1 1 —+ 1
M > 0, para todo = € A. Logo, MA CBge MT(A) = MT(A) C T(Bg), de forma que

i (A) é compacto, pois é um subconjunto fechado do compacto T'(Bg).

(b) = (c) Segue, pois, em espagos métricos, toda sequéncia num conjunto compacto
admite subsequéncia convergente.
(¢) = (a) Considere (y,) uma sequéncia em T'(Bg). Logo, para cada n € N, existe
z, € Bg tal que ||T(z,) — yn|| < 1/n.

Seja (1'(xy;)) subsequéncia de (1'(x,)) tal que T'(z,;) — y, para algum y € F. Como

?

) ol < 1 1)

o, =] < o, =T

segue, fazendo j — oo, que y,, — y. Assim, a sequéncia (y,) em T(Bg) admite
subsequéncia (y,,) convergente, o que conclui a demonstragao de que 7' é compacto. [

1O posto de um operador linear T: E — F, entre espacos normados E e F, é definido como sendo a
dimenséo da imagem Im(T") C F.
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Veremos, a seguir, que o conjunto K(E, F'), dos operadores compactos entre os espagos
normados E e F', é um subespaco fechado de .Z(FE, F). Comecemos verificando que, de
fato, IC(E, F') é um subespaco vetorial de .Z(F, F).

Lema 2.19. Se T, S: E — F sdo operadores compactos, entdo T + S também o ¢,
para todo a € C. Sendo assim, o espago IC(E, F'), dos operadores compactos entre E e F,
constitui um subespago vetorial de £ (E, F).

Demonstracao: Sabemos que K(E, F) C Z(E, F), pelo item (a) da Proposicao 2.17.

Dito isso, é suficiente a verificagdo do lema para o = 1. Seja, entdo, (x,) uma sequéncia
limitada em FE.

Pela compacidade do operador T, a sequéncia (71'(z,)) admite subsequéncia (T'(x,,))
convergente; entao, a subsequéncia (S(z,,)) de (S(z,)) admite uma outra subsequéncia,
(S (xnkj)), digamos, convergente. Com isso, (T (:r:nk])) é subsequéncia convergente de
(T'(xy,)), de modo que ((T"+ S)(xnk])) é subsequéncia convergente de ((T'+ S)(x,)) e, por
conseguinte, 7'+ .5 é compacto, vide a Proposicao 2.18, o que conclui a demonstragao. [

Proposigao 2.20. Se F' é um espago de Banach, K(E, F) é fechado em £ (E, F).

Demonstracio: Seja uma sequéncia (7;,) de operadores em K(E, F') (ou seja, para cada
n € N, T,, é compacto), tal que T,, — T € Z(E, F); provemos que T € K(E, F).

Para tanto, seja uma sequéncia limitada (x,,) em FE, satisfazendo ||z,,|| < M, para
algum M > 0, para todo m € N. Em vista da Proposicao 2.18, basta verificarmos que
(T'(z,,)) admite subsequéncia convergente em F.

Pois bem, como T} é compacto, a sequéncia (71 (x1,,)) é de Cauchy em F, sendo (1 ,,)
subsequéncia de (z,,). Da mesma forma, a sequéncia (z1,,,) possui subsequéncia (s, ,,)
tal que (Tz(xg,m)) é de Cauchy em F.

Prosseguindo assim, indefinidamente, visto que, para cada n € N, a sequéncia (x,, ,,,) é
limitada e (7),(xn, 1)) ¢ de Cauchy em F', podemos considerar a sequéncia diagonal

(ym) = (.7}1,1, .T}Q’Q, .. )

Vemos que (y,,) é subsequéncia de (z,,) (satisfazendo ||y,,|| < M, para todo m € N,
portanto), e satisfaz, para cada n € N, que (T,,(y,,)) é uma sequéncia de Cauchy em F.
Portanto, uma vez que 7T,, — 7T, dado € > 0, existe ng € N para o qual

€

T, —T .
IToy = Tl < 5=

Além disso, como (7}, (ym)) é de Cauchy, existe n; € N tal que
5
“Tno(yj) - Tno(yk>|| < gu

sempre que j, k > ny. Por fim,

1T (ys) = Tl < T Cyz) = Tog (W) |+ 1T (03) = Toag (Wi [| 4 1T () — Tl

€ € € 9
ST =Tl lysll + 5 + 1T = Tllllyell < g7 - M+ 5+ 55, M =e,

3M 3 3M

para todos j, k < ny, o que verifica que (T'(y,,)) é de Cauchy e, portanto, convergente em
F, finalizando a demonstragao. [
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Exemplo 2.21 (Operador Integral de Hilbert-Schmidt). Sejam K C R" compacto e
k: K x K — C continua. Definamos T': C(K, C) — C(K, C) tal que

T(H) = [ s, y) f(z) da.

para todo y € K, em que C(K, C) é o espago das fungoes continuas de K em C, munido da
norma da convergéncia uniforme. Veremos que T' é compacto; antes, porém, verifiquemos
que T" esta bem-definido (isso é, que T'(f) € C(K, C), para toda f € C(K, C)).

Com efeito, seja dada f € C(K, C). Como K x K é compacto e k: K x K — C
¢ continua, temos que x é uniformemente continua. De maneira analoga, a funcao
(z,y) € Kx K+ k(x, y) f(z) € C também o é. Com isso, dado € > 0, existe d > 0 para
o qual |s(z, y) f(z) — w(e', o) f(2')] < 2/m(K) sempre que |[(z, ) — (, )ll, < 0, em
que m(K) denota a medida de Lebesgue do compacto K C R", (z, y), (2/, ) € K x K e
| - ||, denota a norma euclidiana em R™ x R".

Desse modo, se y, yo € K sao tais que ||y — yo|| < 0, entdo ||(z, y) — (x, yo)|l, < 0, do
que segue que

(1)) =T ww)| = | [ (5l 1) £(a) = w(a, o) (@) da

< /K (52, y) — K(x, v0)) f(2)] de < /Kg/m(K) dz = & /m(K) /]R NS

Concluimos, a luz do raciocinio acima, que, para toda f € C(K, C), a aplicacdo
T(f): K — C é continua, de tal maneira que 7" estd bem-definido.

A fim de demonstrarmos que T é compacto, langaremos mao do Teorema de Arzeld-
Ascoli (ver Teorema A.9 e Corolario A.10). Pois bem, utilizaremos a Proposigao 2.18
para verificar que, para toda sequéncia (f,,) na bola Bk, c), a sequéncia (T'(f,)) admite
subsequéncia convergente. Consideremos, entao, a sequéncia (f,) em Bek, ), tal que
I falle = sup |fu(z)] < 1, para todo n € N. Verifiquemos que a familia (7(f,)) é

zeK

equicontinua em C(K, C). Com efeito, como x é uniformemente continua, dado € > 0,
existe d > 0 para o qual |k(z, y) — k(z, yo)| < e/m(K), para todos z, y, yo € K tais que
ly — yol| < 9, de maneira que, para todo n € N,

T(U)) = T W) < falls [5G y) = £l o)l do < e/m(K) [ ywde=e.

Portanto, concluimos que (7'(f,)) é uma sequéncia equicontinua em C(K, C). Além
disso, paray € K en € N,

U)W < [ Ine, )l Ifa@)]de < Il [ 8 v)lde < [ Jn(, y)|de.

Como k: K x K — C ¢ continua num compacto, é limitada, de forma a existir M > 0
tal que |k(z, y)| < M, para todo (z, y) € K x K, de modo que podemos reescrever, para
todo n € N, a desigualdade acima como

()W) <M [ xcde = Mm(E).

Sendo (T'(f,)) equicontinua e uniformemente limitada, o Teorema de Arzela-Ascoli
garante que (7'(f,)) admite uma subsequéncia convergente. Enfim, pela Proposi¢ao 2.18,
podemos concluir que T é compacto.
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Finalizamos a secao introduzindo a nogao de semigrupo compacto:

Definicdo 2.22 (Semigrupo compacto). Um Cy-semigrupo (7'(t)),., C Z(£) chama-
se um Cy-semigrupo compacto para t > tq se existe to > 0 tal que, para todo t > to, T'(t) é
um operador compacto. O semigrupo é chamado compacto se T(t) é compacto para todo
t>0.

2.3 Medida de Kuratowski de nao-compacidade

Nessa segao, introduziremos a Medida de Kuratowski de nao-compacidade (ou a-medida
de nao-compacidade) de subconjuntos de um dado espago métrico. A discussao apresentada,
aqui, bem como seu devido aprofundamento, pode ser encontrada em [2].

Fixemos um espago métrico (M, d) arbitrario.

Definicao 2.23 (Medida de Kuratowski de ndo-compacidade). Seja B C M limitado.
A medida de Kuratowski de ndo-compacidade de B (ou simplesmente a-medida), denotada
por «(B), ¢ definida como

,
a(B) = inf {E > 0: existem S; C M, 1 <i < r, com diam(S;) < ¢, tais que B C [ J Si} :
i=1
Claramente, temos a(B) < diam(B), para cada B C M limitado; denotemos por Mpg
a classe de todos os subconjuntos limitados de M.
Facamos uma breve digressao, pois necessitamos reaver alguns fatos sobre compacidade,
no contexto dos espagos métricos. Comecemos, pois entao, recordando a definicdo, bem
como alguns resultados, sobre espagos métricos totalmente limitados.

Definicao 2.24 (Espago métrico totalmente limitado). Dizemos que M é totalmente
limitado se, para todo € > 0, existirem S; C M, com 1 < ¢ < r, para algum inteiro positivo
T
r, satisfazendo diam(S;) < ¢, tais que M C | J S..
i=1

A proposicao a seguir permite que, na Definicao 2.24, dado € > 0, utilizemos bolas
abertas de raio € ao invés de subconjuntos arbitrarios de M que possuem diametro inferior
ac.

Proposicao 2.25. A fim de que M seja totalmente limitado, € necessdrio e suficiente
que, para todo € > 0, existam pontos x; € M, com 1 < i < r, para algum inteiro positivo
r, tais que M C | B(wi, €), em que B(z;, ) = {x € M: d(z, z;) < €}.

i=1
Demonstragao: Como M é totalmente limitado, entao, em vista da Defini¢ao 2.24, dado

e > 0, temos que M C U S;, com diam(S;) < e, para todo 1 < i < 7.
i=1
Uma vez que diam(S;) < e, entdo d(z;, x;) < ¢, para todos z;, z; € S; e 1 <i < r, de
modo que =, € B(x;, €); ou seja, S; C B(x;, ).
T

Noutros termos, temos M C | B(z;, €).
i=1
Reciprocamente, dado ¢ > 0, existem x; € M, com 1 < i < s, para algum inteiro

positivo s, tais que M C | B(z;, €/3), e cada bola aberta B(z;, £/3) possui didmetro
i=1
menor do que €. Segue, portanto, que M é totalmente limitado. O
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O mesmo argumento da Proposicao 2.25 pode ser utilizado para reescrever, de uma
forma equivalente, a Defini¢ao 2.23. Isto é,

a(B) = inf {5 > 0: existem z; € M, 1 < i < r, tais que B C | B(w;, 5)} :
i=1
Proposicao 2.26. Se S C M ¢ totalmente limitado, entdo seu fecho S também o é.
Demonstragao: Como S é totalmente limitado, dado ¢ > 0, existem pontos x; € M,

T
1 <i<r, tais que S C U B(x;, €/2). Apds passagem para o fecho, ficamos com
i=1

B(z;, €/2) = O B(z;, €/2).

1 =1

=

S C

i

Como B(w;, €/2) C B(w;, €), segue que S C | J B(w;, €), do que resulta que S é
i=1
totalmente limitado, como desejado. 0

O préximo teorema é classico, e tera sua demonstracao omitida.

Teorema 2.27. O espag¢o métrico M é compacto se, e somente se, é completo e totalmente
limitado.

Demonstracao: Ver [14], Proposicao 7, pagina 222. O

Definigao 2.28 (Subconjunto _relativamente compacto). Dizemos que S C M é
relativamente compacto em M se S é compacto.

Proposicao 2.29. Seja S C M. Se S ¢ relativamente compacto, entdo S é totalmente
limitado.
Se M ¢é completo, entao S € relativamente compacto se, e somente se, S € totalmente
limitado.

Demonstragao: Claramente, devemos assumir S # &.

Comecemos provando que, se S ¢ relativamente compacto, entdao S é totalmente
limitado. Com efeito, dado € > 0, seja x1 € S arbitrario.

Se d(z, r1) < €, para todo z € S, entdao S C B(x1, €). Caso contrério, seja xo € S tal
que d(zq, 1) = €.

Se d(z, z;) < g, para todo x € S, com 1 < i < 2, entdo S C B(z1, €) U B(xg, €). Do
contrario, seja x3 € S tal que d(zs, x1) > € e d(x3, x2) > €.

3
Se d(z, z;) < &, para todo x € S e 1 <4 < 3, entdo S C | B(w, ¢).

i=1

Caso contrario, continuamos o processo selecionando x4 € S tal que d(z4, x;) > €, para
1 <17 < 3, e assim por diante. Afirmamos que deve existir um inteiro positivo r tal que
d(z, ;) < e, paratodoz € Sel <i<r.

De fato, se tal r ndo existisse, seria possivel obter uma sequéncia (z,) em S tal que
d(z;, xy) > €, para todos j, k € N, de modo que (x,) nao admitiria nenhuma subsequéncia
de Cauchy. Logo, (z,) ndo admitiria subsequéncia convergente, contrariando o fato de S
ser relativamente compacto, pois toda sequéncia em S admite subsequéncia convergente
em M.

Agora, resta provar que, considerando M completo, se S é totalmente limitado, entao
S é relativamente compacto. Como S é fechado e M é completo, segue que S é completo.

Assim, pelo Teorema 2.27, S é completo e totalmente limitado; compacto, portanto,
finalizando a demonstracao. O
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Terminada essa digressao, listamos algumas propriedades da medida de Kuratowski de
nao-compacidade.

Proposicao 2.30. Sejam B, By e By subconjuntos limitados de um espago métrico
completo M. Entao:

1. a(B) =0 se, e somente se, B é compacto (reqularidade);

2. a(B) = a(B) (invariancia mediante passagem para o fecho);
3. Se By C By, entao a(B;) < a(By) (monotonicidade);

4. a(By U By) = max{a(By), a(B2)} (propriedade do mdzimo);

5. a(B; N By) < min{a(By), a(B2)}.

Demonstragao: Evidentemente, o item (3) segue de imediato da Definigao 2.23.
(1) Temos que «(B) = 0 se, e somente se, para todo § > 0, existe € > 0 tal que £ < §, bem
como subconjuntos S; C M, com diam(S;) < ¢ e 1 < ¢ < r, para algum inteiro positivo

r, tais que B C | J Si. Logo, para todo 6 > 0, temos B C | J S;, com diam(S;) < 4, do
i=1 i=1

que segue que B é totalmente limitado e, em vista da Proposicao 2.29, segue que B é

compacto.

(2): Como B C B, temos que a(B) < a(B). Seja, entdo, ¢ > 0, de modo que existem

n
S; C M limitados, tais que diam(S;) < e, paral <i<n,e B C U S;.
i=1

Passando para o fecho, ficamos com B C (U Si> = U S; e, em vista do fato de que
i=1 i=1
diam(S;) = diam(S;), obtemos «(B) < a(B), o que demonstra a igualdade «(B) = a(B).
(4): Do item (3), temos a(B;) < «a(By U By) e a(B2) < a(B; U By), uma vez que
By, By C By U B,. Entao, temos max {a(By), a(Bs)} < a(By U By).

Por outro lado, suponha que B; e By podem ser cobertos por uma quantidade finita
de subconjuntos de didmetro menor que s + ¢, sendo s = max {«(B1), a(B2)} e > 0
arbitrario. Como a uniao dessas coberturas é uma cobertura finita de B; U B,, ficamos
com (B UBy) < s+e¢.

Em vista da arbitrariedade de ¢ > 0, concluimos que a(B;UBy) = max {«(By), a(Bs)}.
(5) De BiN By C Bl, BQ, temos que Oé(Bl ﬂBg) < Oé(Bl) e Oé(Bl OBQ) < Oé(BQ), de modo
que «(B1 N By) < min{«a(By), a(Bs)}, como queriamos.

Assim, esta completa a demonstracao. O

Lema 2.31 (Cantor-Kuratowski). Sejam (M, d) um espago métrico completo e (F},)
uma sequéncia decrescente (ou seja, F,, 1 C F,, para todo n € N) de subconjuntos nao-

oo
vazios, fechados e limitados de M, tais que lgn a(F,) = 0. Entdo, a intersec¢ao ﬂ F,
n o0
n=1
¢ um subconjunto nao-vazio e compacto de M.
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(0.)
Demonstracao: Seja F' = ﬂ F,,. Vemos que F' é fechado, pois ¢é interseccao enumeravel
n=1

de fechados. Além disso, como F C F,,, o item (3) da Proposi¢do 2.30 garante que
a(F) < aF,), para todo n € N, de modo que, fazendo n — oo, obtemos a(F') = 0, pois
nli_}rn@a(F@ = 0. Pelo item (1) da Proposicio 2.30, segue que F' é compacto, pois F' = F.

Verifiquemos, agora, que F' # @&. Consideremos z,, € F,, para n € N, e coloquemos
X, = A{xg: k=2 n}. Como X, C F,, para todo n € N, obtemos a(X,,) < «(F,); ainda,
como X,, C Xj, para todo n € N, entdo a(X,) < a(X;) e, uma vez que X; estd, a menos
de uma quantidade finita de pontos, contido em X,, (de fato, temos X, \ {z;}/~,' C X,,),
obtemos a(X7) < a(X,), j& que nao é dificil de verificar que, a menos de uma quantidade
finita de pontos, a a-medida nao se altera.

Temos, entao, que o(X;) = a(X,) < a(F,), para cada n € N. Fazendo n — oo nessa
ultima desigualdade, obtemos a(X;) = 0, do que segue, pelo item (1) da Proposi¢ao 2.30,
que X, é relativamente compacto.

Assim sendo, a sequéncia (z,) admite uma subsequéncia convergente (z,, ), tal que
x = limz,, € M. Como F, é fechado, temos que x € F},, para todo n € N, de maneira

que z € F = ﬂFn

n=1
[eS)

Concluimos, portanto, que ﬂ F,, é nao-vazio e compacto, como queriamos. O
n=1
Estudaremos, na sequéncia, a a-medida no contexto dos espagos normados, e veremos
que ela possui propriedades compativeis com a estrutura linear do espago.
Antes, porém, é necessario que revisitemos o conceito de convexidade, bem como seus
principais resultados.
Fixemos, por ora, um espaco vetorial real E.

Definig¢ao 2.32. Dizemos que o subconjunto S C E é convexo se, para todos =, y € S, o
segmento [z, y| = (1 —t) x + ty estd contido em S, para todo t € [0, 1].

E bem conhecido o fato de que, se (S)\)aea € uma familia qualquer de subconjuntos

convexos de F, entao a interseccao ﬂ Sy é um conjunto convexo. Também sabe-se que,
AeA
se (S))aen é a familia de todos os subconjuntos convexos de F tais que S C Sy, para todo
A € A, entdo ﬂ S\ é o menor subconjunto convexo de E que contém .S, no sentindo de
XEA
que, se S C C e C' é convexo, entao ﬂ S, cC.

AeA
Isso nos leva a importante definicao de envoltéria conveza:

Definigao 2.33 (Envoltdria convexa). Se S C E, a intersecgao de todos os subconjuntos
convexos de E que contém S é chamada de envoltoria convexa de S, e a denotaremos
por co(.S). Em nota¢do matematica, se se (Sy)rea € a familia de todos os subconjuntos

convexos de E tais que S C S\, para todo A € A, entdo co(S) = (] Sh.
AEA

2 Com efeito, se F é finito e F C B, em que B C M é um conjunto limitado qualquer, entéo a(F) =0,
pelo item (1) da Proposicao 2.30, pois F' é compacto. Logo, escrevendo B = (B \ F') U F, o item (4)
da Proposicao 2.30 nos dé a(B) = max{a(B\ F), a(F)} = a(B\ F), de maneira que, a menos de um
conjunto finito F' C B, a a-medida de B nao se altera.
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Apresentaremos, agora, o conceito de combinagdo convexa, para que possamos provar
o proximo resultado. Uma combinacio convera de elementos de S C E é uma soma finita
T

do tipo Z Aixi,com \; > 0ex; €95, paratodo 1 <i < r,em que r é um inteiro positivo
i=1 .
qualquer, tal que Z A= 1.
i=1
Denotemos por cvx(S) o conjunto de todas as combinagoes convexas de elementos de

S.

Proposicao 2.34. Se S, Sy, ..., S, r € N, sdo subconjuntos converos de £ e Q C FE é
qualquer, entao:

1. evx(S) C S;

2. co(Q) = cvx(Q);

3.CO<[J;$> :3{2:/Mf%ZAi>(L],<if§T,}:/&::1}.

i=1 i=1 i=1
Demonstragao: (1) E suficiente verificar que, para todo r > 2, é valido que, se z; € S,
T T

Ai=0e Z A = 1, entao Z A x; € S, 0 que sera feito por indugao matematica.
i=1 i=1

Suponha que o fato acima ocorra para algum r > 2. Se x; € S, \; > Z Ao=1,

,
temos dois casos a considerar: se Z A =0, entao \; = 0, para todo 1 < ¢ < r, de modo
i=1
r+1

que Z Nixi=x,41€S.

i=1

r+1

Se A = Z)\ # 0, entao Z)\ xl)\(Z)\ AT ) + Ai1x.01 €5, uma vez que
=1 1=1 1=1

A+ A1 =1¢e S éconvexo, finalizando a demonstracao de (1).

(2) Como @ C co(Q), entao cvx(Q) C cvx(co(Q)) C co(Q), em vista do item (1).
Para a inclusdo contraria, como co(Q)) é convexo, basta provarmos que cvx(Q) ¢é
convexo.
Pois bem, se z, y € cvx(Q), existem inteiros positivos r e s, sequéncias (z;);_; e (y;)’

i=1
de elementos de @, bem como sequenc1as (vi)i_q e (ﬁj) de escalares positivos, com

j=1

Zal—le Zﬁj—l talsquex—Zaleey— Zﬂjyl Seja A € (0, 1) arbitrario.

i=1 j=1 i=1 j=1

Como (1 —=A) > a;+AD>_ B =1, entdo (1 — A)z + Ay € cvx(Q), verificando que
i=1 i=1
cvx(Q) é convexo, como desejado.

(3) SejaT—{Z)\iSi:)\i>O, 1<i<r, Z)‘i_l}' VemosqueTQco(U Si>,pois,
i=1 i=1 i=1
dado X = Z A S, para certos A\; > 0,1 <1 <r, e Z)‘i =1, se z € X, entao existem

i=1 =1

x; €55, 1 <i<r, tais que x = Z)\Zx@ Logo, temostcvx(U Sl-> :co<U SZ->.

i=1 =1 i=1
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Para a inclusdo contraria, basta verificarmos que T' é convexo. Pois bem, sejam
A€ (0,1) ex,y € T, de modo que existem escalares positivos «;, 5;, 1 < 7 < r,
' T T T
satisfazendo Z a=1e Z b; = 1, tais que x = Z a; S; ey = Z Bi S;.
i=1 i=1 i=1 i=1
Coloquemos v; = Aa; + (1 = A\) B, 1 <@ < 7. Assim, v, > 0, paral <i<r, e

s

i=1 i=1 i=1
Logo,

)\x+(1—/\)y:)\iai5’i+(1—)\)iﬁisi

i=1 i=1

i=1

=1

T
Segue, portanto, que T é convexo, de maneira que co (U Sl-) = T, finalizando a
i=1
demonstracgao. O

Podemos, agora, apresentar as propriedades da a-medida de Kuratowski no ambito dos
espagos normados. Fixemos um espago vetorial normado (E, || - ||), sobre o corpo K =R
ou C. Além daquelas apresentadas na Proposigao 2.30, sao validas:

Proposicao 2.35. Sejam B, By e By subconjuntos limitados de E. Entao:

1. a(By + By) < a(By) + a(Bs) (sub-aditividade algébrica);
2. a(B+z) = a(B), para todo x € E (invariancia por translag¢do);

3. a(AB) = |\ a(B), para todo A € K (semi-homogeneidade).
Demonstracao: (1) Dado ¢ > 0, sejam S; C E, com diam(S;) < ¢, para todo 1 <i <7,
tais que By C U S;. Da mesma forma, dado § > 0, sejam 7; C E, com diam(7}) < 6,
i=1
para todo 1 < j < s, tais que By C U T;.
j=1

Entéo, By + B, C |J | (Si 4+ Tj), com diam(S; + T}) < € + 0.
i=1j=1
Logo, ficamos com «(By + By) < € + 0, de modo que a(B; + By) < a(By) + a(Bs2),
como queriamos.
(2) Seja z € E. Do item (1), temos a(B + z) < «(B) + o({z}) = a(B), bem como

a(B) =a((B+z)+ (-2)) B +z)+a({-z}) =a(B+2)

Portanto, temos a(B + z) < a(B) e a(B) < a(B + x), de modo que a(B + x) = a(B),
finalizando a demonstragao de (2).
(3) Para A = 0, claramente a igualdade desejada é verdadeira.
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Suponhamos, entao, A # 0 seja dado € > 0, e consideremos S; C F, para 1 <17 < r,

tais que diam(S;) <ee B C U S;. Entao, temos, para todo A € K, que AB C U AS; e

diam(AS;) = |A| diam(S;), resultando em o(AB) < |A\ a(B). =

Por outro lado, como A é ndao-nulo, temos a(B) = a(A\~(AB)) < ‘)\_1’ a(AB), ou seja,
A a(B) < a(AB).

Dessas desigualdades, concluimos que a(AB) = |A| a(B), como desejado, finalizando a
demonstracao da proposicao. O

Verifica-se, também, que a(B) = « (co(B)), ou seja, a a-medida de ndo-compacidade é
invariante mediante passagem a envoltéria convexa (ver [2], Lemma 5.7, pagina 152).

Terminado este exérdio sobre a medida de Kuratowski em espagos métricos e normados,
nosso proximo passo é traduzir este conceito para operadores em espacos de Banach.

2.4 Medida de Kuratowski de nao-compacidade de
operadores

Nesta secao, trataremos da medida de nao-compacidade para operadores em espagos
de Banach, e exploraremos suas principais propriedades, além de definirmos os conceitos
de operadores contrativos e condensantes.

Sejam, pois entao, espagos de Banach E e F, e medidas de nao-compacidade p; e po
definidas em Mg e Mp, em que Mg e Mp representam as classes de conjuntos limitados
em FE e F, respectivamente.

Definicdo 2.36 (Operadores contrativos e condensantes). Seja L: F — F um
operador entre E e F' (ndo-necessariamente linear). Dizemos que:

1. L é (uy, pe)-contrativo, com constante k > 0 (ou simplesmente k-(p1, u2)-contrativo)
se L é continuo e

p2(L(B)) < kpi(B), para cada B € Mg.

Em particular, se £ = F e u1 = ps = p, dizemos que L é k-u-contrativo ou,
simplesmente, que L é uma pu-contracao.

Dizemos, também, que L: E — F é k-(pu1, u2)-contrativo quando leva conjuntos
limitados de E' em conjuntos limitados de F'.

2. Lé(p1, pe)-condensante, com constante k > 0 (ou simplesmente k-(p1, pi2)-condensante)
se L é continuo e

p2(L(B)) < kpi(B), para cada B € Mg relativamente compacto.

Em particular, se E = F e u; = us = i, dizemos que L é k-u-condensante. Mais
ainda, se k = 1, entao dizemos que L é u-condensante.

Definigao 2.37 (Medida de nao-compacidade de um operador L). Se o operador
L: E— F é (1, j19)-contrativo, o nimero

a(L) =inf {k > 0: pa(L(B)) < k pu1(B), para todo B € Mg}

é chamado de (p1, p2)-medida de nao-compacidade de L.
Se E=F e py = ps = pu, dizemos que a(L) é a a-medida de nao-compacidade de L,
ou simplesmente medida de nao-compacidade de L.
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Para o resultado a seguir, diremos que o operador L: E — F (novamente, nao-
necessariamente linear) é compacto se leva subconjuntos limitados de £ em subconjuntos
relativamente compactos de F' (nos moldes da Defini¢ao 2.16, porém num possivel caso
nao-linear).

Proposigao 2.38. Se L: E — F € continuo e (u1, po)-contrativo, entao:

1. L é compacto se, e somente se, a(L) = 0;

2. Se L ¢ linear, entao a(L) < ||L]|.

Demonstracao: (1) Seja B € Mpg.

Como L é compacto, entdo, mediante a definigdo anterior, temos que L(B) C F é
relativamente compacto.

Assim, segue, pela Proposicao 2.30, que ps(L(B)) = 0, de modo que, para todo k > 0,
k1 (B) = 0, que é equivalente a afirmar que a(L) = 0.

Reciprocamente, como «(L) = 0, entdo, para todo n € N, existe k > 0, com k < 1/n,
tal que pa(L(B)) < kui(B) < (1/n) i (B), com B € Mg.

Fazendo n — 0o, obtemos pip(L(B)) = 0, de maneira que, pela Proposicao 2.30, L(B)
é compacto, finalizando a demonstracao.
(2) Suponhamos L linear e seja B € Mpg; tomemos ¢ > 0 tal que existam S; C E

limitados, com diam(S;) < ¢, para todo 1 < i < r, tais que B C U S;. Entao, temos
i=1

) C U L(S;), com diam(L(S;)) < ||L|| e, que nos da pus(L(B)) < ||L|| €.

Observando que pa(L(B))/ ||L|| é uma cota inferior para o conjunto

{8 > 0: existem S; C E, 1 < i < r, com diam(S;) < ¢, tais que B C U Sz},

=1

ficamos com s (L(B)) < || L|| p1(B).
Dessa ultima desigualdade, concluimos que a(L) < ||L||, como queriamos. O

Para operadores L € Z(F), serd de fundamental importancia a Férmula de Nuss-
baum, que relaciona o raio do espectro essencial com sua medida de nao-compacidade.
Exploraremos essa ideia na proxima se¢ao, em nosso tratamento da teoria dos Operadores
Semi-Fredholm.

Finalizamos nossa exposi¢ao sobre a medida de nao-compacidade de operadores com
dois lemas técnicos, que serao utilizados na demonstracao do resultado principal que
almejamos neste trabalho. Antes, porém, é necessario que introduzamos algumas notacoes
pertinentes.

Consideremos o espago C' ([a, b, E), das fungbes continuas f: [a, b) — E, na usual
norma da convergéncia uniforme || f||_ = sup ||f(¢)||, para toda f € C([a, b], E).

(l\\

Para um subconjunto limitado H C C ([a, b], E), e para t € [a, b], escrevemos

w(0; t, H) =sup{llg() —g(s)|[ : 7, s € [t =6, t+0], g € H},
w(t, H) = inf w(d; t, H) = lim w(d;t, H),
>0 6 — 0t

w(H) = sup w(t, H).

a<t<b
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Se ‘H é uniformemente equicontinuo, ou seja, se, para todo € > 0, existe § > 0 tal que,
para toda fun¢do g € H e z, y € [a, b], se tem ||g(z) — g(y)|| < € desde que |z —y| < 0,
entao w(H) = 0.

Para § >0 et € [a, b], colocamos «a(t, §; H) = a(H|[t — 6, t + §]), em que®

H|[t—0,t+06] = {glyp-s1+e9 €C(t—0,t+3), B): g€ M},
e definimos
alt; H) = 51I>1f004(15, 5 H) = 5E>I})+ a(t, §; H).

Lema 2.39. Sejam H C C ([a, b], E) limitado e o(t; H) estabelecido como acima.
Entao, a(H) = sup o(t; H).

a<t<b
Demonstragao: Ver [16], Lemma 1, pdgina 601. ]
Seja (T'(t))i>0 C Z(E) um Cy-semigrupo. Para u € C ([a, b], F), definimos

t
(T+u)(t) = [ T(t=s)u(s)ds,  t€]a,b] (2.1)
em que a integral (2.1) deve ser entendida no sentido de Bochner.
Para um subconjunto % C C([a, b], E), definimos T« % ={T xu: u € %}.

A luz dessas defini¢oes, sao validos:

Lema 2.40. Sejam % C C ([a, b], E) limitado e (T'(t))i>0 um Cy-semigrupo em E.
Entao,

1
—wt, T+«%)< sup a(T+U (1) <a((T*|[a,t])) <~vr sup a(T*%)(7)),
2r a<r<t a<r<t
(2.2)
para todo t € |a, b], em que yp = limsup ||T(¢)]|.
t— 0t

Em particular, se (T'(t))i>0 € um Cy-semigrupo de contragoes em E, entdo

a(T*%|[a, t])= sup a(T*x%)(T)). (2.3)

a<T<t

Demonstracdo: Como % é um subconjunto limitado de C ([a, b], E), existe L > 0 para
o qual ||f||,, < L, para toda f € %. Coloquemos K =T x % .
Para todos e > 0 et € (a, b], com t —e > a, existem subconjuntos /C;(t —e) C K(t —¢),
1<i<m,emque K(t —¢)={(T*u)(t—¢e): u € %}, para os quais
diam(K;(t —¢)) < a(K(t —¢)) +¢/6, 1<i<m, e K(t—¢)C |JKi(t—¢). (24)

i=1

Colocando

Killt—e, t+el={T*hly_cirqg €EK|[t—c t+el: Txh(t—e) € Ki(t—e)},

3 Mais geralmente, dado um subconjunto H C C ([a, b], E), bem como K C [a, b], escrevemos H | K para
denotar {f‘K eC(K, E): fe ’H}
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segue que

Kllt—e t+el= Ki|[t—e, t+el.

=1

Provaremos, agora, a primeira desigualdade em (2.2). Para qualquer 7' x f € IC, existe
JeE{L, 2, ...,m} talque T * fly 14 € Kj|[t —€, t +¢]

Seja, também, T'* g de modo que T'* glp_c 14 € K;|[t — ¢, t +¢]. Dado que T'x g é
uniformemente continua em [a, b], existe § > 0 tal que || T % g(7) — T * g(s)|| < £/3 sempre
que |1 —s| < 5. Logo, tomando § > 0, com & < min {5, 3/2}, para 7, s € [t — §, t + ],
temos

[T+ f(7) =T+ f(s)| < NTxg(r) =T+ f()l + |7+ g(s) =T f(s)[[ + /3. (2.5)

Para estimarmos o primeiro termo do segundo membro da desigualdade (2.5) acima,

prosseguimos da seguinte maneira. Se C' = sup ||7T(s)]|, entao
0<s<b—a

1T+ g() =T f(7)] =

t—e t—e
/ T(T—s T(r—s) f(s)ds

<

_|_

/T T(tr—3s)g T(t—s) f(s)ds
t—e

: (2.6)

T t—e¢ T
em que utilizamos a aditividade da integral, / = / +
a a t—e
Para a primeira norma da desigualdade acima, fazemos

t—e

/at—aT(T —5)g(s)ds — / T(1 —s) f(s)ds

a

t—e

/t_ET(T—t—f—s)T(t—s—s)g(s)ds—/ T(r—t+2)T(t—e—s) f(s)ds

a

t—e

<|T(r—t+2) H/;_ET(t—e—s)g(s)ds—/ T(t—c —s) f(s)ds].

a

(2.7)

Para a segunda,

| 1e=9gs)as— [ Ta=s)f)as| = | [ T =s)(gls) ~ f(5))ds

< [" Il las) ~ fs)lds <€ [T lgls) ~ )l ds < 20L G~ 42), (29

de modo que

[T+ g(7) =T * f(7)]

<|T(r—t+e) H/at_gT(t—e—s)g(s)ds—/ T(t—e—s)f(s)ds

a

+2CL(t—t+¢)
< sup TO)HIT +g(t —e) =T f(t —e)|| +2CL ey, (2.9)

0<vy<ea
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em que £; = € + d. Como o segundo termo da desigualdade (2.5) pode ser estimado de
maneira analoga, podemos reescrevé-la como

|T* f(r) =T * f(s)l| <2 sup [[T)[[T*g(t—¢e)—Tx*f(t—e)||+4CLer +¢/3.
O<y<ea (2.10)

Por (2.4) e pelo fato de 0 < e, temos, uma vez que 61 =€+ 0 < £ + & = 2¢,

T f(1) =T *f(s)|| <2 sup || T(7y)| diam(K;(t —¢))+4CLey +¢/3

0<vy<2e

<2 sup [|[T(y)|| sup a(K(7))+8CLe+¢/2,
2e

SYS as<TLt

de maneira que

w(o; t, K) <2 sup ||[T(y)|| sup «a(K(r))+8CLe+¢e/2.

0<y<2e a<T<t
Fazendo ¢ — 07 em ambos os membros da desigualdade acima, ficamos com

w(t, K) < 2yr sup a(K(7)),

a<r<t

como desejado.
A seguir, estabeleceremos a desigualdade do meio em (2.2). Notemos que, dados
t € [a,b] e € > 0 tal que existam W; C C([a, t], E), 1 < i < m, com diam(W;) < ¢ e

T |la, t] C | J W;, tomando W;(7) = {h(r): h € W;} C E, para T € [a, t], obtemos

i=1

T (T) C 6 Wi(T).

i=1
Além disso, como a norma em C'([a, t|, E) é a da convergéncia uniforme, ficamos com

diam(W;(7)) = sup {|[f(7) — g(7)[ : f, g € Wi}
<sup{||f —gllo : f, g € Wi} =diam(W;) <e, 1<i<m.

Desse modo, o (T'x % (7)) < €, qualquer que seja € > 0. Isso implica que
a(T+«% (1)) <a(T*«%]|la, t]), paratodo T € [a, t]
e, portanto, temos

sup a(T'«% (1)) <a(T*%||a,t]),

a<TLt

como queriamos.
Por fim, estabeleceremos a terceira desigualdade em (2.2). Em vista das desigualdades
(2.14) a (2.17), segue, para todos T * fly_c11a, T *hlp—ci4q € Ki|[t — €, t + €], que

sup{||T'* f(s) =T xh(s)]| :t—e<s<t+e}
=||T* f(r) =T« h(7)||, paraalgum € [t —¢, ¢+ €]
< sup T[T+ g(t —e) =T f(t —&)|| +2CLe

<v<er
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de tal modo que

alt, €; IC):a(ICHt—e,t—i—e]):oz(G ICi|[t—5,t—|—e]>

i=1
= max «o(K;|[t—e, t+¢])

1<i<m
< diam(fC; | [t — e, t +¢€])
< sup || T(7)] sup «a(K(s))+4CLe+¢€/6,
<s<

0<t<2e a<s<t

donde podemos concluir que

alt, K) <y sup a(K(s)).

a<s<t

Pelo Lema 2.39, obtemos

a(Klfa, t]) = sup afr, K) <yr sup a(K(7)),
a<T<t a<T<t
como queriamos.
Se T'(t) é um Cy-semigrupo de contragdes em F, entao temos que ||T'(t)|| < 1, para
todo t > 0, de forma que vr < 1 e, pela desigualdade (2.2), segue que v = 1, finalizando
a demonstracao. O

Lema 2.41. Seja W = ("), e n uma familia enumerdvel de fungoes fortemente mensurdveis
z": [a, b] — E, para todo n € N. Assuma que exista uma fungio pu = p(t), integravel em
la, b], tal que ||z"(t)|| < wu(t) quase sempre em [a, b].

Entao, a(W (t)) € integravel em |a, b] e

a ({/b Z(t)dt: n € N}) < 2/aba(W(t)) dt.

Demonstracao: Ver [9], Theorem 2.1, pagina 1357. ]

2.5 O espaco de fase &

Como mencionado na secao de introducgao, estamos lidando, neste trabalho, com a
equacao de retardo infinito

i‘: = Az(t) + B(t, z¢) + F(t). (L)

Consideremos a > 0. De posse da funcao z, a fungdo x;: (— 0o, 0] — E, para cada
t € [0, a), é definida por x;(0) = z(t + ), para todo 0 € (— oo, 0].

Descreveremos, nessa se¢ao, de maneira axiomatica, o espago %, sobre o qual ser feita
a andlise a respeito da equagao (L), que tem como elementos as fungoes x;, para cada
t €0, a).

Mediante isso, & sera denominado de espago de fase associado a equacao (L).

Definigao 2.42 (Espago de fase). Seja (4, || -||,) um espago normado, cujos elementos
sao fungdes 1: (— 0o, 0] — F, que satisfazem os seguintes axiomas introduzidos por Hale
e Kato em [§]:
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(B1). Se uma fungdo z: (— oo, 0 + a) — E ¢é continua em [0, 0 + a] e z, € A, entdo

1. 2y € A, para todo t € [0, 0 + al, e a fungdo t — x; é continua em [0, 0 + al;

2. H M el < lloellp < K(t = 0) sup |Ja(s)|| + M(t — o) ||25] 5, para todo

o<s<

t € [0, 04a), em que H > 0 é constante, K : [0, +00) — [0, + 00) é continua,
M: [0, 4+ 00) — [0, 4+ 00) é mensuravel, localmente limitada, e H e M ambas
independem de z.

(B2). A é completo.

Qualquer espago A satisfazendo os axiomas acima sera chamado de espaco de fase
associado a equagao (L), e os elementos de Z serao chamados de historias.

Em consonéncia com a Definigdo 2.42, a funcao t € [0, 0 +a] — z; € £ é chamada de
historia associada a funcdo x até o instante t. Assumimos, além disso, que a equagao (L)
sempre satisfaz as seguintes condigoes:

(H1). A: 2(A) C E — E ¢ o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo (7'(t))¢>o em E;
(H2). B: R x ## — E ¢é continua e, para cada t € R, B(t, - ): 8 — E ¢ linear;

(H3). F: R — FE é continua.

Se B(-, ¥) e F(-) naequagao (L) sdo fungoes periédicas, com periodo w > 0, denotamos
a equagao (L) por (P,L). Se F' = 0, denotamos as equagoes (L) e (P, L) por (Lo) e
(P, Ly), respectivamente.

Varios espacos de fungoes podem assumir o papel de %, como, por exemplo,

BC={peC((—o00, 0], E): ||[¢(0)] ¢ limitada em (— oo, 0]};
BU = {¢ € BC: ¢ é uniformemente continua em (— oo, 0]} ;
Coo = {¢ € BC: ¢ possui suporte compacto} ;

o0 — {¢GBC: lim_6(6) eE};
c°:{¢eBc: gggoogb(e):o},

estando, todos esses, munidos da norma ||¢[|, = ||¢||., = sup ||¢(0)]l.
9<0

Além disso, considerando um espaco de fase abstrato 4 qualquer, vemos que Coy C £,
vide o axioma (B1)(1) da Defini¢ao 2.42.

Agora, sob um axioma adicional (C), que serd exposto a seguir, temos que o espago BC
estd contido em . Na realidade, na presenca de (C), BC esta topologicamente mergulhado®

em A (BC — A):

(C). Se uma sequéncia uniformemente limitada (¢") em Cyy converge uniforme-
mente, em todo subconjunto compacto de (— oo, 0], para uma funcao ¢, entdo ¢ € A e

lim ||¢" — ¢l =0.

n— oo

4 Recordemos que, se X e Y sdo espacos topolégicos, um mergulho de X em Y é uma aplicacio continua
e injetiva p: X — Y tal que ¢ é um homeomorfismo sobre sua imagem Im(y) C Y’ se existe tal ¢,
escrevemos X — Y.
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Lema 2.43. Se o espago de fase B satisfaz o axioma C, entdo BC C A e existe uma
constante J > 0 tal que 2 < J 9|, para toda fungao ¢ € BC.

Demonstragao: Ver [11], Proposition 1.1, pagina 187. ]

Uma vez verificado que BC C %4, o Lema 2.43 estabelece que a inclusao ¢: BC — £ é
continua.

Agora, para cada b € E, definamos a aplicagao constante b() = b, para § € (— oo, 0], de
modo que HBH < J||b||, pelo Lema 2.43. Parat > 0, definamos operadores S(t): # — 4,
no espaco de fase A, da seguinte forma:

$(0), —t < 0 <0,
o(t+0),0< —t.

Seja Sy(t) a restrigao de S(t) a By = {¢p € B: $(0) = 0}. Se a fungdo z: R — F é
continua em [0, + ) e x, € A, consideramos a fungao y: R — E tal que

0= e

Note que, para cada t > o, y; € BC e, assim, do Lema 2.43, y; € 4, para todot > o
e podemos decompor x; como segue:

(5(t) ¢)(0) = {

=y + So(t —0)(z, — x(0)), te€][0,+00). (2.11)
De fato, fixado t € [0, +00) e tomando 6 € (— oo, 0], temos dois casos a analisar:

1. Set+60>0,entaot >20ef >0 —t=—(t— o). Desse modo,

yi(0) + [So(t = o) (w5 — 2(0)))(0) = y(t + 0) + [So(t — 0) (25 — 2(0))](F)

= x(t +0) + [2, — 2(0)](0) = 2:(0) + (25(0) — 25(0)) = :(6).
2. Set+0<o,entdo 0 <o —t=—(t—o0) e, assim,

Yi(0) + [So(t — 0) (x5 — 2(0))](8) = y(t +6) + [So(t — o) (x, — 2(0))](6)
= 2(0) + [ty — 2(0)](t — 0 +0) = 2(0) + 25(t — 0 + 0) — x(0)
=x(c+t—0+0)=x(t+0)=ux,0).

Portanto, vale a igualdade (2.11).
Ainda pelo Lema 2.43, temos

l1ll s = [ So(t = o) (@ — (o)), < N9elly < 7 l1llos
= Jsuplly(t+0)l| = J sup [|la(s)],
0<0

o<s<t

ou, ainda,

laelly <7 sup [lz(s)l]+[[So(t = 0) (o — 2(0)

o<s<t

(2.12)
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Se o espago de fase Z também satisfaz o axioma (C) e Sy(t)(¢) — 0, a medida que
t — o0, para cada ¢ € A, dizemos que & é um espaco de memdria amortecida (fading
memory space — FMS).

Se % é¢ um FMS, entao, pelo Principio da Limitagcao Uniforme (Teorema A.2), [|.So(%)]]
é limitada para t > 0, e

lzellp < 7 sup [lz(s)ll + M 2ol 5, (2.13)

em que M = (14 HJ)sup || So(t)]].
£>0
Com efeito, da desigualdade (2.12), temos que

ey < J_sup [la()] +[[Solt = o) ()

B

<J sup ||x< M+ 11S0(t = o) |25 — 2(o)

o<s<

B

<J sup_[lo(s)]| +suplISo(®) (ol + [20r)

o<s<t

)

< J sup [z(s)]| +SUP [So(®)l (H%HJ + JH H )
o<s<t
< JUS<LLp |lz(s)|| + Sup 150 (Ol (|25 + T llz(o)]l)

< J sup IIIE(S)||+Sup||50()||(||%||,@

o<s<

»)

=J s lle()ll + Mllzoll,

com M = (1+ HJ)sup ||So(t)]l-
t=0

Posto isso, estamos em condi¢do para estabelecer o ltimo resultado da secao.

Faremos, para tanto, uso das seguintes notacoes: se 2 ¢é um conjunto de fungoes
zr: (—00,04+a) — FE, em que 0 < a < o0, tal que, para todo o € (— o0, 0 +a), z, € B
e z é continua em [0, o + a], entdo

Zt)={z(t)e E:aec2}, Li={necPB: e te|o, o+al},
2 |le, d = {zjeaq € Clc, d], E):x € 2},

emque o <c<d<o+a.

Lema 2.44. Sejat > 0. Se Z, e Z | |0, t| sao limitadas em % e C ([0, t|, E), respecti-
vamente, entao:

1 H ' a2 (1) < alZ) < K(t—0)alZ | [0, 1]) + M(t — o) a(2);

2. Se o espago de fase B satisfaz o axioma (C), entao, estando J nos conformes do
Lema 2.43,

a(27) < Ja(Z | [0, t]) + (1 + HI) al(Solt - 0)) o 25).

Demonstracao: O item (1) segue da defini¢do da a-medida e do axioma (B1). Para a
demonstracao completa, ver [21], Theorem 2.1, pagina 21.

2. Pela decomposicio z; = y; + So(t — o) (x5 — () em (2.11), bem como pela estimativa
(2.12), isto é,

lzell, < J sup [lz(s)l| + | So(t = o) (o — 2())| . (2.12)
o<s<t
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temos, pelo Lema 2.43, que

ao(Z)<al{yy € B2 X))+ ({So(t —0)(zs —x(0)): 2 € 5&”}) (2.14)

< Ja(Z |[o, 1)) + a ({So(t — o) (s — 2(0)): 2 € 2}) (2.15)

< Ja(Z o, t]) + a(So(t — o)) (a(Z) + Ja(Z (0))) (2.16)

< Ja(Z o, t]) + (L+ HJI) a(Se(t — o)) a(Z5), (2.17)

como queriamos. O

2.6 Operadores semi-Fredholm

A ideia principal por tras deste texto é empregar a teoria de perturbacio dos chamados
operadores semi-Fredholm para que possamos demonstrar a existéncia de ponto fixo para
uma determinada aplicacao linear afim.

Grosso modo, a teoria de perturbacao, de maneira geral, consiste em, dado um
determinado problema, obter solu¢oes aproximadas deste por intermédio de problemas
correlatos mais simples.

Para tanto, esta se¢do sera dedicada ao estudo, direcionado para nossos fins, dos
operadores de Fredholm e Semi-Fredholm.

Os resultados desta se¢do podem ser encontrados em [20, 23].

Fixemos, portanto, espagos de Banach complexos E e F, e seja T € Z(F, F).

Definicao 2.45 (Operador de Fredholm). Dizemos que o operador T é de Fredholm se
Ker(T) e Coker(T) = F/Im(T') possuem dimensao finita e Im(7") é fechado em F.

Pode-se verificar que a condicao de que Im(T") é fechado em F' é, na verdade, redundante,
visto que é consequéncia do fato de Coker(7") = F/Im(T") possuir dimenséo finita.

Com efeito, podemos supor, sem perda de generalidade, que T é injetivo, visto que,
caso contrario, basta substituirmos 7 pela aplicacao induzida do quociente® E /Ker(T),
em vista do Teorema do isomorfismo:

E/Ker(T) = Im(T).

Seja C' um subespago complementar fechado de Im(7") (isto é, tal que F' = Im(T) @ C)
(para a existéncia de C, ver [23], Theorem 11.2, pagina 43), e definamos S: F x C — F
tal que S(z, ¢) =T () + ¢, para todos x € F e c € C.

Vemos que S é um isomorfismo linear limitado, logo, pelo Teorema de Banach da
aplicagao inversa (Corolario A.5), S é um isomorfismo topolégico.

Assim sendo, Im(7") = S(E x {0}) é fechado.

Definicao 2.46 (Operador Semi-Fredholm). Dizemos que o operador T' é semi-
Fredholm se Ker(T") possui dimensao finita e Im(7") é fechado em F.

Vemos que um operador semi-Fredholm 7" é de Fredholm se, e somente se, Coker(T)
possui dimensao finita, bem como todo operador de Fredholm é semi-Fredholm.

Denotemos por ¢, (F, F') o conjunto de todos os operadores semi-Fredholm entre E e
F, e coloquemos ¢, (FE) =®,(F, E).

® Para mais detalhes, ver a discussdo sobre operadores com imagem fechada da referéncia [23], pdgina 216.
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Se T é um operador de Fredholm, definimos seu indice, Ind(7T"), como sendo a diferenga
dim(Ker(7")) — dim(Coker(T)) € Z.
Se T é semi-Fredholm, definimos

dim(Ker(T)) — dim(Coker(7)), se dim(Ker(T)), dim(Coker(T)) < oo,
Ind(T") = { + oo, se dim(Ker (7)) = oo,
— 00, se dim(Coker(T")) = oo.
Exemplo 2.47. Consideremos o espaco £*, das sequéncias (,,) = (1, 29, ...) tais que

Z ]:z:n|2 < 0. Nesse, seja o operador S: > — (?, denominado shift unilateral a direita,
n=1
tal que S(z1, xg, ...) = (0, x1, X2, ...).

Temos que S é um operador de Fredholm e, por conseguinte, semi-Fredholm.

De fato, o nicleo de S é trivial, pois S € injetivo.

Agora, como Coker(S) = £%/Im(S), vemos que a classe [] € Coker(S), de um elemento
r = (1, 29, ...) € %, é formada pelas sequéncias y = (y1, ¥a, ...) € £* que possuem
primeiro termo igual a z;.

Logo, y = (a1, y2, ...) = (21, 0, ...) + (0, y2, ...) e [y] = [(z1, 0, ...)], 0 que nos
permite concluir que Coker(S) é gerado pelo elemento (1, 0, ...); dim(Coker(S)) = 1,
portanto.

O indice de Fredholm de S, entao, ¢ igual a Ind(S) =0—1=—1.

Um raciocinio analogo pode ser empregado para verificar que o operador de shift a
esquerda S*: (* — (2 tal que S*(x1, T, ...) = (13, 73, ... ) é de Fredholm, com indice
Ind(S*) =1

De fato, o nicleo de S* é unidimensional e S* é sobrejetivo.

E evidente que, se T € Z(E, F) é um isomorfismo, entdo Ind(7) = 0.

Do mesmo modo, se E e F possuem dimensao finita, qualquer 7: £ — F' linear ¢é
Fredholm, com indice igual a Ind(7) = dim(E) — dim(F"), em decorréncia do teorema do
nucleo e imagem.

Os operadores semi-Fredholm possuem vantajosas propriedades no que tange a teoria
de perturbacao, como veremos a seguir.

Todavia, para que possamos estabelecer aquelas que nos serao de maior utilidade, é
necessario que olhemos para alguns resultados intermediarios.

O préximo teorema, também cléssico, fornece condigoes necessarias e suficientes para
que um operador linear T': E — F' fechado possua imagem fechada em F"

Teorema 2.48. Se T: E — F ¢é um operador linear fechado, entao Im(T') é fechado em
F' se, e somente se, existe C' > 0 para o qual d(x, Ker(T)) < C||T(z)||, para todo x € E,

em que d(x, Ker(T)) = iélf(:r) |z — n| denota a distincia de x € E até Ker(T').
n € Ker
Demonstragao: Ver [20], Theorem 3.14, pagina 68. ]

Observemos que, se T': E — F' é injetivo, entao a desigualdade apresentada acima
reduz-se a ||z|| < C||T'(z)||, para todo = € E.

Lema 2.49. Consideremos T € Z(E, F) tal que dim (Ker(T)) < oo. Sejam X, um
subespago fechado de E tal que E = Xo @ Ker(T) e P linear tal que P =1 em Ker(T) e
P =0 em X,.

Entao, temos que Im(T) é fechado em F se, e somente se, existe C > 0 para o qual
(I — P)(z)|| < C||T(x)|, para todo x € E.
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Demonstracao: Se Im(T) é fechada em F', entdo a restrigdo de T' a X é injetiva e possui
imagem fechada®. Entdo, pelo Teorema 2.48, existe C' > 0 tal que ||z|| < C ||T(x)|, para
todo = € Xj.

Mas, para todo x € FE, temos que (I — P)(z) € Xy, pois (I — P)(zo + n) = xo, para
todos zg € Xy e n € Ker(T'), bem como T(I — P)(x) = T(z), de maneira que

(I = P) ()| < CIT(I = P)(x)|| = C T ()],

para todo xz € E.

Reciprocamente, se y € F' é tal que T(x,) — y, com z,, € F, para todo n € N, entdo
(T'(x,)) é de Cauchy em F; como |[(I — P)(x,,)|| < C||T(x,)||, entdo ((I — P)(z,)) é de
Cauchy em E, de modo a existir z € E tal que (({ — P)(z,)) — =.

Entao, T'(I — P)(z,) — T(x), porém, como T(I — P)(z,) = T(z,) — vy, temos
T(z) =y € Im(T), de maneira que Im(7") é fechado em F', como queriamos. O

Do Lema 2.49, temos, para T € ®, (E, F), que ||z|| < C||T(x)|| + || P(x)||. Colocando
|z||" == ||P(z)||, para todo z € E, segue que || -|* define uma semi-norma em E (pois
| P(z)|| = 0 implica que = € Xj, nao sendo, necessariamente verdade, que x = 0).

A semi-norma || - ||* apresenta a seguinte propriedade: se (z,,) ¢ uma sequéncia limitada
de elementos de F, entdo (z,,) admite uma subsequéncia de Cauchy (relativamente a || - ||*),
como consequéncia da compacidade do operador P (Proposicao 2.18).

Diremos, por essa razdo, que a semi-norma || - |* é relativamente compacta a norma
I de 5.

A luz disso, o Lema 2.49 pode ser parafraseado da seguinte maneira:

SeT € ®,.(E, F), entdo existe uma semi-norma ||-||*, relativamente compacta a
norma || -|| de E, tal que ||z|| < C||T(x)|| + ||=||", para todo x € E, para algum C > 0.

A reciproca do resultado mencionado anteriormente também é valida:

Teorema 2.50. SeT € Z(E, F), entioT € &, (F, F) se, e somente se, existe uma semi-
norma || - ||*, relativamente compacta a norma || -|| de E, tal que |z|| < C||T(2)| + =],
para todo x € E e para algum C' > 0.

Demonstracgao: A condigao necessaria é equivalente ao Lema 2.49, e a condigao suficiente
pode ser encontrada em [20], Theorem 5.21, pagina 118. O

Proposicao 2.51. Se T € &, (E, F) é um operador semi-Fredholm, entdo:
1. T+ K e d,(F, F), para qualquer K € K(E, F);

2. Ezxiste uma constante real positiva n > 0 para a qual, se S € L(E, F) € tal que
IS|| < n, entio T+ S € ¢, (E, F) e dim(Ker(T + 5)) < dim(Ker(7)).

Demonstracao: (1) Como T' € &, (F, F), temos, pelo Teorema 2.50, que
< CONT@) + =]

S CONT + K)(z) = K(@)| + [l

S CIT+ K) ()| + C K@)+ )"

]

6 Como E = Xy & Ker(T), entfio a restricio de T a X, T, é tal que T'(z) := T(z), para todo = € X,.
Agora, temos que Im(7") = Im(T'), pois, se y € Im(T), entdo y = T(x), para algum z € E; mas, como
x =120 +n, com g € Xg e n € Ker(T), entido y = T'(xo) = T(z0).

Logo, y € Im(T) e, como Im(T) é fechado em F, segue que Im(7") também o é.
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Coloquemos [z[ly := [lz]|" + C'| K ()]

Com isso, temos que ||z]|; ¢ uma semi-norma relativamente compacta a ||-|| (pois
K(E, F) é subespago vetorial de Z(FE, F'), vide o Lema 2.19).

Portanto, concluimos, a luz do Teorema 2.50, que 7'+ K € ¢ (E, F).
(2) Pelo Lema 2.49, temos, para todo = € E, que

z]] < C (T + S)(@) || + ClIS(@)[| + [[P(x)]]-
Assim, tomando n = 1/2C, segue que
2]l < C(T + S) (@) | + [|1P(@)] + 1/2 ]|,

ou, ainda,
]l < 2C (T + S) ()| + 2 (| P(2)]],
para todo = € E, o que nos permite concluir, pelo Teorema 2.50, que T+ S € &, (E, F).
Além disso, como P = 0 em X, (Lema 2.49), temos ||z| < 2C |[(T + S)(z)||, para
todo x € X, de maneira que Ker(7 4+ S) N Xy = {0}. Logo, visto que F = X, & Ker(T),
obtemos que Ker(7 + S) C Ker(T) e, entao, dim(Ker(T' + 5)) < dim(Ker(7")). O

Uma vez estabelecida a porcao da teoria de operadores semi-Fredholm da qual necessi-
tamos, podemos, enfim, entrar em detalhes sobre nossos métodos.

Sejam L € Z(E), z € E fixadoe T: E — FE a aplicagao afim T'= L + z.

Consideremos, ainda, #(T) = {z € E: T(xz) = x} (isso é, .Z (T) denota o conjunto
dos pontos fixos de T'). Se .Z(T') # &, entdo existe y € E tal que L(y) +z = y.

Se ' € Z(T) é outro ponto fixo de T', entdo

Yy =L(y) + 2

= L(y) + (y = L(y))
=y+ Ly —y)
Assim, segue que L(y —y) € Ker(I — L), pois
(I = L)Ly —y) =T - L)y —v)
=y —y—( —v)
=0.
Logo, .Z(T) = y + Ker(I — L), de modo que .%(T) possui a estrutura de espago afim’.

Coloquemos dim(# (7)) = dim(Ker(I — L)), e relembremos, por uma questao de
completude, o Teorema A, exibido na introducao deste texto:

Teorema A. Seja T' = L + z uma aplicagdo linear afim no espaco de Banach E,
em que L € L (F) e z € E fizrado. Se Im(I — L) é fechado e existe xqg € E tal que
{xo, T(x0), T*(z0), . .. } ¢ limitado, entao T admite um ponto fizo.

Se I — L € ®,(F), o Teorema A pode ser reformulado da seguinte forma:

" Um espaco afim sobre um corpo K é uma tripla V = (P, V, 4+), em que P é um conjunto cujos elementos
chamam-se pontos, V um espago vetorial sobre K, e (p, v) € P x V — p+ v € P uma operacio tal
que, para todosp e Pev,w e V: (I) (p+v)+w=p+ (v+w), (I) p+ 0 =p (0 sendo o vetor nulo de
V') e (III) para cada par de pontos p, g € P, existe um dnico vetor v € V tal que ¢ = p + v.

Definimos dim(V) := dim(V') e, se V = {p}, com p € P, temos que dim(V) = 0.
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Teorema 2.52. Seja T = L + z uma aplicacao linear afim no espaco de Banach FE,
em que L € L (E) e z € E firxado. Sel — L € & (F) e existe g € E tal que
{xo, T(x0), T*(z0), } ¢ limitado, entio F(T) # & e dim(F(T)) < oc.

E claro que a demonstracio do Teorema 2.52 segue de imediato do Teorema A.
Isso posto, se uma condigao inicial o = ¢ € A é fornecida, em que Z denota nosso
espaco de fase abstrato, a equagao

dx
5 = Ax) + B(t, z), t 20, (Pu Lo)
Ty = ¢7

em que B é w-periddica com relacao a sua primeira variavel, com w > 0, admite uma tnica
solugdo mild z(¢, ¢), como veremos no Capitulo 3.

O operador solugao da equagao (P, L), U(¢, 0), definido por U(t, 0) ¢ := x4( -, 0, ¢),
para t > 0, pode ser, entdo, decomposto® como U(t, 0) ¢ = T(t) ¢+ K(t, 0) ¢, em que

(T(t) 6)(0) = {
e K(t,0): B — % ¢ o operador

t+6
/ T(t+6 — s) F(s, 2,(0, §))ds, ¢+
0
0, t+

(K(t, 0)9)(0) =

A existéncia de solugoes periédicas para a equagao (P, L) serd equivalente a existéncia
de pontos fixos da aplicacao linear afim ¢ — U(w, 0) ¢ + ¢ no espaco de fase %, em que
Y € # é uma fungao fixa, determinada por uma solucao especifica da equacao (P, L).

Seguird, portanto, do Teorema 2.52, que, se I — U(w, 0) € ®,(A), entdo a equagao
(P, L) admite a propriedade (BP), isto ¢, se a equagao (P, L) admite uma solugao limitada,
entdo admite uma solugao periédica.

Nossas consideracoes tedricas anteriores sobre os operadores semi-Fredholm nos levam
naturalmente ao seguinte resultado:

Teorema 2.53. Suponha que I —T(w) € O, (AB). Entio:

1. Se K(w, 0) é um operador compacto, entao a equagio (P, L) admite a propriedade
(BP);

2. Ezisten > 0 tal que, se ||K(w, 0)|| <n, entdo a equagio (P, L) admite a propriedade
(BP), e o conjunto de suas solugoes periédicas tem a estrutura de um espago linear
afim de dimensdo menor ou igual a dim(Ker(I — T'(w))).

Voltaremos, no Capitulo 3, ao detalhamento de nosso procedimento.

Encerraremos esta se¢ao relembrando o conceito de raio do espectro essencial (ou
raio espectral essencial) de um operador linear L € Z(FE), r.(L), bem como a férmula
de Nussbaum, que relaciona seu raio do espectro essencial com sua a-medida de nao-
compacidade.

8 Ver a Secdo 3.3 para uma discussio mais aprofundada.
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Uma vez que existem varias definicdes” para o espectro essencial do operador L € Z(E),
no espaco de Banach E, adotaremos a seguinte, por ser aquela que mais se adequa as
nossas finalidades:

Definicdo 2.54 (Espectro Essencial). Seja L € Z(FE). O espectro essencial de L,
denotado por ges(L), é o conjunto de todos os A € C para os quais o operador \[ — L
nao é semi-Fredholm.

Em outras palavras,

Oess(L) ={AN€C: A\[— L ¢ . (E)}.
Definimos, agora, o raio espectral essencial do operador L:

Definigao 2.55 (Raio do Espectro Essencial). O raio do espectro essencial do operador
L, r.(L), é definido como o supremo do conjunto {|A| : A € gess(L)}:

Te(L) =sup {|A] : A\ € 0ess(L)} .
O lema a seguir é consequéncia direta da Definicao 2.55 acima:

Lema 2.56. Seja L € Z(FE). Se |\ > r.(L), para algum X\ € C, entao a imagem
Im(A — L) € fechada em E e dim(Ker(Al — L)) < oo (ou seja, N\ — L € & (F)).

Demonstracio: Se existe A € C para o qual |A| > 7.(L), entdo A ¢ 0es(L). Sendo
assim, segue que A\l — L € &, (F), de modo que a imagem Im(A — L) é fechada em E e
dim(Ker(A — L)) < oo. O

Corolario 2.57. Se L € Z(F) er.(L) <1, entio I — L € &, (F).

Enunciemos, agora, a formula de Nussbaum:

1/n

Teorema 2.58 (Férmula de Nussbaum). O limite nli_r}r&)&(L”) , em que a(L) denota

a a-medida de ndao-compacidade de L, existe e € igual ao seu raio espectral essencial, isto
é:
re(L) = lim a(L™)Y/".

n—r 00

Demonstragao: Ver [17], Theorem 1, pagina 477. ]

Pela Defini¢ao 2.37, vemos que «(L") < «(L)", para todo n € N, de modo que
re(L) < a(L), pelo Teorema 2.58.

9 Definicdes essas que, em sua maioria, ndo sao equivalentes (ver, por exemplo, [7], se¢io 2, pagina 122).



3 Equacoes diferenciais lineares
nao-homogéneas

Neste capitulo, faremos algumas consideracoes a respeito das solu¢oes da equacgao

if:A:):(t)JrF(t, ), t>o,
xU:qSE'@’

em que 0 > 0 e a aplicagdo F': R x # — E satisfaz uma determinada propriedade (ﬂ)
adicional, que sera exposta sem demora.

Nas Secoes 3.1 e 3.2, estabelecemos um resultado de existéncia e unicidade de solucao
do tipo mild para essa equagao, bem como estimativas para a norma dessa solug¢ao no
espaco de fase %, respectivamente.

Por fim, na Secao 3.3, introduzimos o chamado operador solugio da equacao, e apre-
sentamos uma notavel propriedade deste, que fornece uma expressao explicita para seu
raio espectral essencial.

3.1 Existéncia de solucao

Dada ¢ € £, em que Z é um espago de fase abstrato definido axiomaticamente, como
na Sec¢ao 2.5, consideremos um espaco de Banach E e a equagao (S) dada por

dx
E:Am(t)—f—F(t,xt), o<t<o+a, (S)
I0:¢7

com 0 < 0 < a, que satisfaz as seguintes hipdteses:
(H1). A: 2(A) C E — E ¢ o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo (7°(t)):>0 em E;

(ﬂ) F: R x % — FE é continua, lipschitziana com respeito a segunda variavel e, para
todo (t, 1) € R x A, existem fungoes continuas n, f: R — [0, + 00) tais que

LE (@, ) < n@) [[¢]l 5 + £ (). (3.1)

O fato da aplicagao F': R x 8 — FE ser lipschitziana em relacao a segunda variavel
significa que, para cada t € R, a funcdo F;: B — E, tal que F,(¢)) = F(t, ¢), é
lipschitziana.

Definamos, a seguir, o conceito de solugao no sentido cldssico (ou solugao cldssica)
para a equacao (S).

41
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Definigao 3.1 (Solugao cléssica). Uma fungao x: (— oo, 0 + a] — E é uma solugdo,
no sentido cldssico, da equacao (S), se: x é continua, x: (o, 0 + a) — E ¢é diferencidvel,
z(t) € Z(A), para todo t € [0, 0 + a], e x satisfaz a equacao (S), com z, = ¢.

Admitindo, entdo, que z seja uma solugao da equagao (S), a funcao g: [0, t| — E,

tal que g(s) = T(t — s)z(s), com 0 < t < 0 + a, é diferencidvel em (o, t), e satisfaz

d

d—g =T(t —s) F(s, xs) (), por intermédio da regra da cadeia, bem como do fato de que
s

dT

(t) = AT(t) = T(t) A (vide o Teorema 2.6). Integrando (x) no intervalo [o, t], obtemos
que

o(t) = T(t = 0)a(o) + [ Tt = ) (s, z.) ds, (3.2)

em que utilizamos o Teorema fundamental do Cdlculo (Teorema B.29).

Observamos que a férmula exibida acima estd bem-definida mesmo se x nao for
diferenciavel, o que faz de z uma espécie de solucao “fraca” da equagdo (S), sendo
requerida apenas sua continuidade; isso nos leva ao conceito de solucao mild, que sera
explorado a seguir.

Nosso papel, nesta sec¢do, é estimar a solugao mild dada pela férmula (3.2) acima.

Definicao 3.2 (Solugao mild). Uma funcao continua x: (— oo, 0+a] — FE, que satisfaz
a equacao integral

t

(t) :T(t—a)¢(0)+/ T(t— s) F(s, 2,)ds, o<t<o+a,
xaz¢€%7

é chamada de solu¢dao mild da equagao (S), com z, = ¢ € A, e a denotamos por z( -, o, ¢).
A histéria associada a x, x; € A, é denotada por z( -, o, ¢).

Uma vez que estamos assumindo a condi¢do x, = ¢, entdo z(o) = z,(0) = ¢(0), de
modo que a férmula (3.2) é consistente com a apresentada na Definigdo 3.2 acima.

Nosso proximo resultado consiste na existéncia e unicidade de solugoes mild, mediante
a condicao inicial z, = ¢ € A.

Antes, porém, é necessario que fagamos uma observacao a respeito da continuidade da
aplicagao s — T'(t — s) F(s, x,), para 0 < s < t, que figura na expressao da solugao mild
acima:

Lema 3.3. Se w: (— o0, 0 + a] — E é uma fungdo continua em [o, o + a|, entdo, para
todo 0 <t < o+a, afungio g: [0, t] — E, tal que g(s) =T (t —s) F(s, ws), € continua.

Demonstracao: Pela Defini¢ao 2.42, temos que, para todo s € [0, 0 + a], a fungao
s € [0, 0+ a] — ws € A ¢ continua.

Dessa maneira, a fungio s € [0, 0+ a] — (s, wy) € [0, 0+ a] X Z também é continua.

Similarmente, a fungao (s, ws) € [0, 0 + a] x B —— F(s, ws) € E é continua, haja
vista a continuidade de F'.

Resta verificarmos a continuidade de g. Pois bem, sabemos que, para cada x € E, a
fungao t € [0, +00) — T'(t)(x) € E é continua. Ou seja, para cada z € F, e para toda
sequéncia (t,,) em [0, + 00) tal que ¢, — t, temos que T'(t,)(x) — T'(t)(x). Sendo assim,
consideremos uma sequéncia (s,) em [o, t] tal que s, — s¢, para algum sy € [o, t].
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Pela continuidade de F', como (s,, w,,) é uma sequéncia de termos em [o, t| X 2 tal
que (S, ws,) — (S0, Wy, ), segue que F(s,, ws, ) — F(sg, ws,). Pela continuidade forte
do Cy-semigrupo (T'(t))s>0, bem como sua limitagao exponencial | T'(t)|| < M, e, vide o
Teorema 2.4, para todo t > 0, temos que

T(t = 50) F(s0, wsy) —> T(t = s0) Fs0, ws,) e [ T(t = s0)[| < My e =),
de modo que

19(sn) = g(s0)ll = 1Tt = sn) F(sn, ws,) = Tt = s0) F(50, ws, )|
= [[T(t = 8n)(F(sn, ws,) = F(s0, ws,)) + (Tt = sn) = T(t = 50)) F (50, ws,)) ]l
ST = sl 1 F(sn, ws,) = F(s0, wso)[| + (Tt = sn) = Tt = s0)) F (50, ws, )|
< My | F (50, wy,) = F(s0, weo )|+ (T = 50) = Tt — 50)) F(s0, wy,)|l-

Uma vez que F(s,, ws,) — F(so, ws,), T(t — s,,) F(s0, ws,) —> T(t — s0) F(s0, ws,)
e e t=sn) @ (t=50) yide a discussdo anterior, concluimos que g(s,) — g(so).
Segue, portanto, que g é continua, como queriamos. O

Teorema 3.4 (Existéncia e unicidade de solugao mild). A solugio mild da equagio (S),
com x, = ¢ € B, existe unicamente em (— oo, o + al, para todo a > 0.

Demonstragcao: Em vista do lema anterior, comecemos definindo

e, para cada n € N, coloquemos,

¢(t_0)7 t<
T(t—0)¢(0)+/tT(t—s)F(s, 2" Nds, o<t<o+ta.

z"(t) = 7

Como s — F(s, 2%) é continua, existe C' > 0 para o qual HF(S, 29|l < O, para
0 < s < 0+ a. Adicionalmente, sendo F' lipschitziana em relacdo a sua segunda variavel,
existe L > 0 tal que, para todost € R e ¢, ) € A,

IE@E, ¢) = F(t, )| < Ll =4

Desse modo, observemos que, para ¢ <t < 0 + a, temos

=" =) = <O [T = 5)lds < M. C (1 = 0) =),

/:T(t—S)F(S, 2Y)ds

em vista da limitacdo exponencial |T(t)|] < M, e** do Cy-semigrupo (T'(t));>o (Teo-
rema 2.4).
Agora, vejamos que

ds
2

1 0
Ty — Ty

W%w—ﬁ@w: <LLWT@—$M

ds.

/Ut T(t—s) (F(s, xl) — F(s, x?)) ds

<M, Le?t=9) /t’

1 0
Ty — Ty B
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Para estimarmos o termo Hxi — 2 P acima, utilizamos os axiomas do espago de fase

% (Definigao 2.42). Pelo axioma (B1)(2), temos

em que K: [0, +00) — [0, +00) é continua e M : [0, +00) — [0, + 00) é mensurdvel e
localmente limitada.

Coloquemos K= sup  K(h), e notemos que H - xOH =0, pois
0<h<o+a

2 %gK(s—a) sup

oc<h<s

z'(h) — H—l—Ms—o Ha:

B’

22(0) = 2°(0 4+ 0) = ¢p(o + 0 — o) = ¢(h),

da mesma forma que z7(0) = ¢(0), para todos n € N e § € (— o0, 0], donde segue que
zl — 2% =0.
Dito isso, ficamos com

=

de maneira que

0

<K swp ol (h) = 20| S KMo C (s = 0) e,

o< h<s

H$2(t) - $1(t)H < KM?CLe* (=9 /t(s —o)ds = 5

Repetindo esse procedimento, nao é dificil nos convencermos, via indu¢ao matematica,
de que

anlM:} CLr—1 (t _ O.)nenw(tfo')
n!

|ty =21 <

em que utiliza-se, também, a condicao x, = ¢, para que se tenha ’ xl
Assim sendo, dados m, n € N, com m > n,

|l (t) — 2" ()] < [l (1) — 2™ @) + [l 1) — 2 2O+ e ) — )
km—lM:}nCLm—l(t_O.)memw(t—a) Km 2M(Ln—ICLm 2( _O.)m e(m—l)w(t— o)
< +
m! (m—1)!
f(nM:}—&-l CL" (t — O.)n-i-le(n-i-l)w(t—a)
(n+1)!
&) kaleCkal(t_a)kekw(tfo) ) f(kfleCkalakekwa

w w
< 2 i < 2 i
k=n+1 k=n+1

+...+

A série acima converge por uma snnples aplicacao do teste da razao'. Assim sendo, a
sequéncia (2") é uniformemente Cauchy® em E e, portanto, unlformemente convergente.

kk‘—leCLk—l t — o)k ghw (t—0) [A(MNL t— w(t—o)
1 Com efeito, se ap = w (t—o)e , entdo Gk+1 _ (t—o)e e
k! A k’+1

Ak +1
ag

— 0, a medida que £ — 0o, de modo que a série em questao é absolutamente convergente.

2Se S é um conjunto nio-vazio e (M, d) é um espago métrico arbitrario, dizemos que a sequéncia
de fungdes (fn: S — M)y_, é uniformemente Cauchy se Sup d(fm (), fn(z)) — 0 a medida que

zE€S
m, n — c0. Se M é completo, entdo (f,) é uniformemente Cauchy se, e somente se, é uniformemente
convergente.
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Desse modo, coloquemos x(t) = lim 2" (t), em que x: (— 00, 0 +a] — E é continua
em [0, 0 + al.

A fungao x satisfaz a condigdo inicial z, = ¢ € A, pois, para todo 0 € (— o0, 0],
74(0) = 20 +0) = lim_a"(0+0) = 6(0 + 0 — 0) = $(0).

Posto isso, resta verificarmos que z satisfaz a igualdade apresentada na Definicao 3.2.
Com efeito, facamos

o(t) = Tl — ) 6(0) = [ Tt = 5) Fls, 2,)ds

t
(o(t) = 2" 71 (0) + (24 10) = T(t = 0) 6(0) — [ Tt = 5) F xs)ds>
— X

l

(&

<=+

/ (t—s)(F(s, 2%) — F(s, z5))ds| .

Sabemos que o primeiro termo acima tende a zero a medida que n — oo.
Para o segundo termo, fazemos

/tT(t — &) (F(s, a") — F(s, .)) ds

g

t
<ML [t~z ds.

Temos, novamente pelo axioma (B1)(2), que

25 = 2llp < K(s —0) sup [[2"(h) —z(h)|| + M(s — o) x5 — 26| 5

o< h<s

<K sup (k) —a(h)]| +M(s — o) l2f — 24l 4

o<h<t

donde segue que ||z} — z4|| , — 0, pois sup |z™(h) — xz(h)|| — 0, em decorréncia da

convergéncia uniforme, bem como do fato de que =} =z, = ¢, para todo n € N.
Assim, como

t

2(t) — T(t — o) (0) — / T(t — 5) F(s, 2,)ds

g

¢ uma diferenca arbitrariamente pequena, concluimos, como desejado, que
x(t)=T{t—o0)¢ +/ (t—s) F(s, x5)ds.

Por fim, para verificarmos que a solugdo x é tnica, suponhamos que y também satisfaz
t

a Defini¢do 3.2. Ou seja, temos y(t) = T(t — o) ¢(0) ~|—/ T(t — s) F(s, ys)ds, para
c<t<o+a, ey, =¢ € A, do que segue que 7

Jo(t) =y = | [ 7= ) (Fls, 20) = P(s, y) ds
< RM, Leot- 0>/ sup ||z(h) — y(h)|| ds
o o<h<s

= KM, Le? "7 o —y|, (t—0) < B(t - 0),
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em que 8 = KM, Le** ||z —y| ..
t
Observemos o seguinte, como T'(t — o) ¢(0) = x(t) — / T(t —s) F(s, zs)ds, entao

J#*(0) =y = 1T = ) 6(0) = 0l = | (200 = [ Tt = 5) Fls, ) ds) = o)

<o) =yl +| [ 70 = ) Fs, 22) s
<B(t—0)+ MyNe* "t —o) = (B + M, Ne* =) (t — ),

em que N > 0 é tal que ||F(s, z5)|| < N, para todo s € [o, t], pela continuidade de z, das
func¢oes s — x4 e F'. De maneira andloga,

ot =y = || [ 7 = )P (s, ) = P, ) ds

KM, Le? =) (3 + M, Ne¥t=2)(t — 5)2
2

t
<M Le @ [ ot —y,

ggdsé

1
Ts —Ys

[#2() ()| < Moz et [ _ds

_ R—2M3L2 e2w(t—0)(ﬁ+Mw New(t—a))<t_o.)3

De maneira geral, um processo de indug¢ao matematica nos revela que

KnMn )L enw(t—a)(ﬁ_i_ Mw New(t—a))(t _ O.)n+1
) — y(t)] < w ’
(1) — y(1) ) e

0 que nos permite concluir que y(t) = nli_r>noo z"(t).
Desse modo, temos que x = y e, portanto, a solu¢ao para a equacao (S) é tinica, como
queriamos, finalizando a demonstracao. O

O fato de obtermos existéncia e unicidade de solugao para a Equagdo (S), para qualquer
que seja a > 0, nos permite estender tal solucao para intervalos cada vez maiores e, assim,
garantimos a existéncia e unicidade de solucao “global”, isto é, definida em R, o que seréd
necessario para o estudo das soluc¢oes periddicas no Capitulo 4.

3.2 Estimativa da solucao em %4

Na secao anterior, demonstramos a existéncia e unicidade de solug¢ao mild para a
equagao (S), a qual denotaremos por z( -, o, ¢).

Na presente segdo, buscaremos estimar a norma ||z,( -, o, ¢)||,, da histéria associada a
essa solugao, obtida no Teorema 3.4.

Para tanto, lancaremos mao da conhecida Desigualdade de Gronwall, em sua versao
generalizada, a qual é denominada Desigualdade de Gronwall-Bellman.

A respeito de generalizagoes da desigualdade de Gronwall-Bellman, ver [18].
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Proposicao 3.5 (Desigualdade de Gronwall-Bellman generalizada). Suponha que
u(t), a(t), b(t) e G(t) sdo fungoes ndo-negativas tais que u(t), a(t) e b(t) sao continuas e
G(t) é absolutamente continua, satisfazendo, para t > o,

t

u(t) < a(t) G(t) + a(t)/ b(s)u(s)ds.

g
Entao, para t > o, vale que

t

u(t) < a(t) G(o) exp </J a(r) b(r) dr) + a(t) /t G'(s) exp </st a(r) b(r) dr) ds.

o

Proposicao 3.6. Sejam w € R e M,, > 1 para os quais | T(t)|| < M, e“*, comt > 0, para

o Cy-semigrupo (T(t))t>0 da hipétese (H1), e assuma que vale a condi¢ao (H). Entdo, a
solugio x( -, o, ¢) da equagao (S) existe e satisfaz

t

22+, 0, )l < K(t=0) [ Nt 5, 0) f(5)ds

+ 1|0l 4 (M(t—a)—i—K(t—a) (HN(t, o, 0)—!—/:]\7(15, s, gzﬁ)n(s)M(s—a)ds)), t>o,

em que
N(t, s, o) == M, exp {/: [wy + Myn(r) K(r—o)] dr}

e wy = max {w, 0}.
Demonstragao: Coloquemos, de inicio, u(t) == sup ||z(s)|, sendo = = x(-, 0, ¢) a

o<s<t
solucdo da equagao (S), com x, = ¢.

Como z(t) =T(t — o) ¢(0) + /tT(t —s) F(s, zg)ds, com x, = ¢ € A, temos

lz ()] = HT(t — ) 6(0) + /Utm — 8) F(s, ) ds

<7 = 6O+ [ N7 = 9 I1F (s, )] ds.

Visto que ||T'(t)|| < M, e**, para t > 0, ficamos com

t
()] < Mo e "= [|o(0)]| + Mw/ e’ | F(s, )|l ds.

A

Para estimarmos a norma || F'(s, x;)||, temos, pela condi¢ao (H), que existem fungoes
continuas n, f: R — [0, 4+ 00) tais que ||F(s, x,)|| < n(s) ||zs|| 4 + f(s), de maneira que

le(O)] < Moy e =7 [|o(0)]| + Mw/(f U7 [n(s) sl 5 + f(5)] ds.

Por intermédio do axioma (B1)(2), temos ||z,||, < K(s — o) u(s) + M(s — o) ||¢]| 4,
em que u(t) = sup ||z(s)||, o que nos permite escrever

(Il < My, = ||6(0)]
£ My [ fnls) [K (s — o) u(s) + M(s — o) 9] 5] + ()} ds.

g
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Substituindo w por w,, o segundo membro da desigualdade acima torna-se uma funcao
nao-decrescente de t, para t > o:

ult) < My e+ =7 g (0)]|
+Mw/g et {n(s) [K (s — ) u(s) + M(s — o) [|9]| 5] + f(s)} ds.

Reescrevendo a desigualdade acima, afim de que possamos identificar as fungoes
presentes na Proposicao 3.5, temos

ult) < Moet 0 9(0)]| + [ Mo et *n(s) K(s — o) u(s) ds
Myt [ o) M(s = 0) 0]+ £(5)] ds

Com isso, inferimos que a(t) = M, e“+%, b(t) = e “*'n(t) K(t — o) e

G(t) = e+ o)+ [ e+ (n(s) M(s — 0) 8], + £(5)) ds

de maneira que, pela Desigualdade de Gronwall-Bellman (Proposicao 3.5),

u(t) < My e+t e=+7 [|$(0)] exp (/t M, €7 e n(r) K (1 — o) dr)
F Mt [ (n(s) M(s = a) 0]l + /(5))
. ag
- exp </ M, e+ e " n(r) K(r — o) dr) ds

:Mweo.u(t*cr) ||¢(() ||exp (/thn T’—U dT)

e+ (n(s) M(s — 0) |6]lp + F(5)) exp (/ Myn(r) K(r — o) dr) ds
< H|¢||, M, e+~ "exp(/Mn K(r—o)dr

[ e ) (o) M (s = ) 0], + S exp ([ Mon(r) Kr = o) dr ) ds

= #]}¢]l, Moexp { [ s + Man(r) K- - o)lar

+ [ "M, exp {/ g + Myn(r) K(r — o) dr} (n(s) M(s = o) ]l 5 + f(s)) ds

S

t

+Mwe”+t/

o

-

= H6lls Nt 0.0+ [ Nt 5, 0)n(s) Mls = ) 8], + £(5)) ds

=H|¢||4 N(t, o,0)+ ||gz§||%/UtN(t, s, o)n(s) M(s—a)ds—l—/gtN(t, s, o) f(s)ds,

t
em que N(t, s, 0) = Mwexp{/ lwy + Myn(r) K(r — a)]d?"}, o< s<t.

Utilizamos, na passagem para a segunda desigualdade acima, a primeira desigualdade
presente no axioma (B1)(2), ||z(t)|| < H ||z4]|4, para todo t € [0, 0 + a), de modo que,
em nosso contexto, é valido que ||¢(0)|| < H ||¢]| ,-

Para que possamos passar para a norma ||z.(-, o, ¢)||,, aplicamos, novamente, o
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axioma (B1)(2), de maneira que
lz:(-5 0, D)l 5 < K(t = o) ult) + M(t = 0) |z,
<K(t=0) (H6l,N(t. 0. 0)+ [0l | Nlt, 5. 0)n(s) Mls = 0)ds+ [ N(t, 5, 0) f(5)ds
+M(t = o) [z
= K(t=0) H ¢l 5 N(t. 0, 0) + K(t = 0) 6]l [ N(t, 5, 0)n(s) M(s — o) ds

+K (=) [ Nit, 5, 0) f(5)ds + M(t = o) 6],

t

— K(t— a)/ N(t, s, o) f(s)ds

oz

+ 1|0l 4 (K(t—U)HN(t, o, 0)+K(t—0)/:N(t, s, a)n(s)M(s—o)ds—i—M(t—U))

t

— K(t— a)/ N(t, s, o) f(s)ds

oz

+ 19|l 4 (M(t—a) + K(t— o) (HN(t, o, 0) —i—/:]V(t, s, O')TL(S)M<S—O')dS>) .

Portanto, obtemos, para a norma ||z.( -, o, ¢)|| 4, a seguinte estimativa

(- 0, 6)ll < K(t =) [ N(t, 5, 0) f(5) ds

t
ol (M=) + K(t =) (HN(t 0, 0) + [ N(t, s, 9)n(s) M(s — o) ds ) ),
para t > o, como queriamos, concluindo a demonstracao. O

Corolario 3.7. Se a funcgio f presente na propriedade (A) é identicamente nula, entao
existe uma fungao localmente integravel m(-, o): [o, +00) — [0, + 00) tal que

th( 5 0, (b)H% < m(tv U) ”(b“%”
para todo t € [0, +0).

Demonstragao: Com efeito, se f = 0, a desigualdade que figura na Proposicao 3.6 é
equivalente a

[2:(+5 o, )l 5
<lloll, (M(t — o)+ K(t— o) (HN(t, o, o)+ /Ut N(t, 5, ) n(s) M(s — o) ds)> |

Considerando a aplicacdo t € [0, 4+ 00) — my € Li [0, 4+ 00), tal que my(c) = m(t, o),
para todo t € [0, + 00), com

mit, o) = M(t = o)+ K(t = o) (HN(t, 0, o) + /Ut N(t, 5, 0)n(s) M(s = o) ds )

segue o resultado. O
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3.3 Operador solucao

Na Segao 2.6 do Capitulo 2, fizemos mengao ao operador solug¢io U(t, o) da equa-
¢ao (P, Lo), bem como a decomposi¢ao

Ut, 0)p =T(t) ¢+ K(t, 0) ¢.

Faremos, agora, uma necessaria abordagem mais detalhada destes conceitos.
Sabemos, sob as hipdteses (H1) e (H), juntamente do Teorema 3.4 que, para cada
¢ € B, a equagao (S) admite uma tnica solugao z(-, o, ¢), que podemos considerar

definida em toda reta, o que motiva a seguinte defini¢ao:

Definicdo 3.8 (Operador Solugao). Para cada par (¢, o) € [0, +00) x [0, + 00),
definimos o operador solugao, U(t, 0): B — AB, por U(t, o) ¢ = x;( -, 0, ¢), para toda
o e B

Para cada (t, 0) € [0, +00) X [0, + 00), definamos o operador K (¢, 0): # — A tal
que, para ¢ € B e € (— o0, 0],

K o) — {Lt+9T(t+0 —5) F(s, z5(-, 0, ¢)) ds, fa -

>
NV
Q

0, £+
Entao, temos
Ult,o)=T(t—0)+K(t o), t>o,

em que a familia T(t), com t > 0, é um Cy-semigrupo em Z (ver Lema 3.9). De fato,
t

como z ¢ solucao mild da equacao (S), entdao x(t) = T'(t — o) ¢(0) +/ T(t—s)F(s, xs)ds,

parat = o. 7

Sendo (-, 0, ¢) a histéria associada a solucdo z( -, o, ¢), dado 0 € (— oo, 0], temos
(0, 0, ¢) = x(t + 0, 0, ¢) e, assim,

—— t+0T ; i ) ,
240, 6)(0) { (t+0—o0) ¢(0)+/ (t+0—s)F(s, z5(0, ¢))ds,  t+

0-7
o

=
P(t+0), t+0<o.

Como z¢(0, ¢)(0) = (U(t, o) ¢)(0), vide a Definigao 3.8, e levando em consideragao a
definicao do operador K acima, obtemos:

1. Set+6 > o, entdo
(U(t, 0)§)(0) = z(t + 0, 0, )
=T{t+60—0)¢(0)+ /UHGT(t + 60— ) F(s, z4(0, ¢))ds
= (I'(t = 0) 9)(0) + (K(t, 0) 9)(0).
2. Set+6 <o,

(U(t,o0)p)(0) =x(t+6,0,¢) =x(c+(t—0c+80), 0, ¢)
=2,(t—0+6,0,¢)=0¢(t—0c+0)

A

— (T(t - 0) §)(6).
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Portanto, segue que
Ut,o) =T(t—o0)+ K(t, 0),

em que (T(t))i>0 C Z(A) é um Cy-semigrupo em A tal que

para todo 6 € (— o0, 0]. R
Por uma questao de clareza, verifiquemos, de fato, que a familia (7'(¢)); > define um
Co-semigrupo em 2.

Lema 3.9. A familia (T(t));>0 C ZL(B), tal que

T(t+0)p(0), t+6>0,
t+60<0

Y

(T(t) 9)(6) = {

para todos ¢ € B e 6 € (— oo, 0], define um Cy-semigrupo em AB.

A

Demonstracao: Verifiquemos que (7'(¢));> ¢ verifica as condigdes da Definigao 2.1.
Com efeito, se t = 0, entdo (T'(0) ¢)(A) = ¢(6), para todos ¢ € & e 6 € (— o0, 0], de
maneira que T (0) = I, sendo I o operador idéntico em A.
Para comprovarmos que (T(t))t>0 satisfaz, de fato, a propriedade exponencial de
semigrupo, vejamos que

. | T(s+t+6)¢(0), s+t+6>0,
(s +8)9)(0) = {¢(s+t+9), s+t+60<0 (3:3)
Por outro lado,
A | T(s+0)(T(t)9)(0), s+6=0,
(T(s) T(1)) 01(0) = { PO B0 580 (3.4)

Provemos que as igualdades (3.3) e (3.4) s@o equivalentes.

No primeiro caso da igualdade (3.4), temos que (T(t) ¢)(0) = T'(t) ¢(0), de maneira
que
T(s+0)T(t) p(0) = T(s +t + 6) ¢(0) = (T'(s + 1) ¢)(0).

No segundo caso, temos que

R A
Se s+t+60 >0, entao
(T(t) §)(s +8) = T(s + 1 +8) $(0) = (T(s +1) $)(6)
e, se s+t+6 <0, entdo

(T(t)9)(s +6) = ¢s + 1 +6) = (I(s +1) 9)(6).
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Assim sendo, temos que as igualdades (3.3) e (3.4) acima sao, em ambos os casos,
equivalentes, o que nos permite concluir que

A

T(s)T(t) ¢ =T(s +1) ¢,

A

para toda funcdo ¢ € £, de forma que (7(t));> o satisfaz as propriedades da Defini¢ao 2.1.
Provemos, agora, que, para toda funcao ¢ € 4,

lim ||T(t) ¢ — ¢ , =0.

t— 0t

Pois bem, pelo axioma (B1)(2), temos que

|Ttye -9, < K() sw 1T()6(0) = 6(0)]| + M) [T(0) 6 - o],
<K sw [T()6(0) = 6(0)]], (3.5)

em que K = sup K(s).
0<s<t
Como ||T(t) #(0) — ¢(0)|| — 0, a medida que t — 0", concluimos, fazendo ¢t — 0"

na desigualdade (3.5) acima, que

lim
t— 0t

T(t)¢—¢

= O’
B

como queriamos. O

Se % é um espaco com memoria amortecida e ||T(t)|| < M, e, parat >0, w € Re
M, > 1, entao

|T#)| < (70 H + by e,

em que J > 0 estd nos conformes do Lema 2.43, M = (1+ H.J)sup ||So(t)]| e wy é tal que
>0

w; = max {w, 0}.
Com efeito, pela desigualdade (2.13) (Segao 2.5), vem

|7(t) ¢

L <7 5w [I7() 6(0)] + M 6]l < M e+ [9(0)] + M ]
Pelo axioma (B1)(2), temos que ||¢(0)|| < H ||¢|| 4, que nos fornece

|7 ¢

5 STIMu e H 6]l 5+ M |6l 5 = (JM, e H + M) [|6] 5.,

y

de maneira que
|T(#)]| < TMy e H + M < JMy, e H + Me*' = (JM,, H + M) e+,

como desejado.
Nosso préximo resultado diz respeito a compacidade do operador K(t, o).
Para tanto, é necessario que recordemos os Lemas 2.40 e 2.41, que foram vistos na
t
Segdo 2.3, bem como a notagoes (T * u)(t) = / T(t — s)u(s)ds, para t € [a, b] e
TsU ={T*u:ue}, paraZ CC([a,b],E).
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Lema 2.40. Sejam % C C([a, b, E) limitado e (T(t));>0 um Cy-semigrupo em E.
Entao,

1
—w(t, T+«%)< sup a(T+«U (1) <a(T*U|la,t])) <~vr sup a(T*%)(7)),

YT a<t<t a<t<t

para todo t € [a, b], em que yp = limsup ||T(¢)]|.
t— 07t
Em particular, se (T'(t))i>o € um Cy-semigrupo de contragoes em E, entdo

a(T =% |la, 1])) = sup a((T*%)(7)).
Lema 2.41. Seja W = (z"),en uma familia enumerdvel de fungoes fortemente mensurd-
veis " [a, b] — E, para todo n € N. Assuma que exista uma fun¢do p = u(t), integravel
em la, b], tal que ||z"(t)|| < p(t) quase sempre em |a, b).
Entao, a(W (t)) € integrdavel em [a, b] e

a ({/b ZM(t)dt: n e N}) < 2/aba(W(t)) dt.

De posse desses, temos:

Proposigao 3.10. Se (T'(t))i>o € um Cy-semigrupo compacto em E, ou, se F(t, ) é um
operador compacto, para cada t € R, entio o(K(t, 0)) =0, para todo t > o.
Em outras palavras, K(t, o) é um operador compacto.

Demonstragdo: Como vimos anteriormente, temos que U(t, o) = T(t — o) + K(t, o),
sendo (T'(t));>0 C .Z(#) um Cy-semigrupo em 2.

Comecemos observando que, se t = o, entao o resultado é trivial, pois, uma vez que
U(o,0)p = x,(-, 0, ¢) = ¢, para toda ¢ € A, entao U(o, o) = I, sendo I € L(A) o
operador idéntico em %, de modo que K (o, o) = 0.

Suponhamos, entao, que t > o, e seja {2 um subconjunto limitado de A.

Da Proposigao 3.6, segue que z4( -, o, ¢) é uniformemente limitada em [o, t], para toda
¢ € (.

Consideremos a familia .%, cujo parametro sao as fungoes ¢ € €2, e cujos elementos
sao as fungoes f(s) = F(s, zs(0, ¢)). Do Lema 2.44, temos

a(K(t, 0)Q) < K(t — o) a (T F)||o, t]) + Mt — ) o (K (0, o) Q)
=K(t—o)a(T*F)|[o,t]),

em que (T'x F)| o, t] = {T*f][mﬂ: [ e 93}
Do Lema 2.40, temos
a(TxF): o, t]) <yr sup a (T *F)(1)).
o<T<t

Entao, é suficiente verificarmos que, para todo t > o, a ((T' x F)(t)) = 0.

De maneira equivalente, pela Proposicao 2.30, isso é garantido com a compacidade do
conjunto (T'x .F)(t), em que (T'x F)(t) = {(T * f)(t) € E: f € .Z}. Mais ainda, dizer
que este é compacto é equivalente a provarmos que, para toda sequéncia (¢") em €2, a
sequéncia ((T * f™)(t)) admite subsequéncia convergente, em que f"(s) = F(s, zs(o, ¢")).

Dito isso, provemos que

a({T(t—s)F(s, xs(o, 9)): p€Q}) =0, o<s<Ht,
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pois, dessa forma, teremos, pelo Lema 2.41, que

o ({(T * f)(t 2/ {T(t - s) F(s, 2s(0, ¢")): n € N})ds =0,  (3.6)

de modo que o conjunto {(7 * f")(t): n € N} é relativamente compacto, o que equivale a
garantir que ((T * f™)(¢)) admite subsequéncia convergente, finalizando a demonstracao.

Suponhamos, inicialmente, que T'(t — s) é compacto, para todo o < s < t; verifiquemos
que {T(t — s) F(s, z5(0, ¢)): ¢ € Q} é relativamente compacto.

Uma vez que I': R x 8 — FE satisfaz a condicao (ﬂ) e xs( -, 0, ¢) é uniformemente
limitada em [o, t], para toda ¢ € £, conforme argumentamos inicialmente, obtemos que o
conjunto {F(s, zs(o, ¢)): ¢ € Q} é limitado em E. Logo, sendo T'(t — s) compacto, segue
que {T'(t — s) F(s, zs(o, ¢)): ¢ € Q} é relativamente compacto, em vista do item (b) da
Proposi¢ao 2.18 e, com isso, a ({T'(t — s) F(s, zs(0, ¢)): ¢ € Q}) = 0.

Assumamos, agora, que F(s, - ) é compacto, para cada s € R, e consideremos o conjunto
I'={zs(o, ¢): ¢ € Q}.

Temos que I' é limitado, em vista da limitacao apresentada na Proposi¢ao 3.6, de modo
que, para cada s € R, F(s, I') é relativamente compacto.

Sendo assim, como T'(t — s) é continuo, T'(t — s) F'(s, I') é relativamente compacto,
para cada s € R, o que nos permite concluir que {T'(t — s) F(s, z5(0, ¢)): ¢ € Q} é relati-
vamente compacto.

Temos, entao, que o ({T'(t — s) F(s, z5(0, ¢)): ¢ € 2}) =0, em ambos os casos consi-
derados.

Concluimos, portanto, por intermédio de (3.6), e pelo exposto acima, que K(t, o) é
compacto, como queriamos. O

Consideremos, agora, o caso em que 0 = 0 e F(t, ¢) = B(t, ¢) na equacao (S), isto é,
B(-, ¢) é w-periddica e B(t, -) é linear, e voltemos a nos referir a equagao por (L), devido
a linearidade de B; verifiquemos que K (¢, 0) é um operador linear em 2.

De fato, dadas ¢, ¥ € B e a € C, sejam z, y, z solugdes mild da equacao (L), tais que

To=¢+ay, yo= ¢ e z = ay.

Assim, para 0 € (— o0, 0], com t + 0 > 0, temos
(K (¢, 0)(¢ + arp))(0) — (K(t, 0) §)(0) — (a K (¢, 0) ¢)(0)
= [+ 8- 9 Bls. 2,0, 9+ ) — Bls, 34(0, 6)) @ Bls, (0, 1)) ds
_ /0”9 T(t 40— 5) Bls, 2,(0, 6+ ath) — 450, ¢) — az(0, ¥))ds.  (3.7)

Para facilitarmos as manipulagoes, escrevamos apenas x,, ¥, € 2, para denotarmos
xs( 50,0+ O‘w% ys( 5 0, ¢) € Zs( 5 0, w)v respectivamente.
Sabendo que x é solu¢ao mild da equagao (L), temos

x(t) =T(t)(¢+ ) (0 +/ (t —s) B(s, xs)ds, >0, (3.8)

com zy = ¢ + a).
Consideremos u: R — E dada por

_ Jo) +av(t), t<0,
Mﬂ_{mw+a4m t>0. (3:9)
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Como y e z sdo solugoes da equagao (L), para t > 0, obtemos

u(t) = (T(t) »(0) + /Ot T(t —s) B(s, ys) ds) + (a T(t)¥(0) + «

=T(t)(¢(0) + a1p(0)) + ; T(t—s)(B(s, ys) + aB(s, z5))ds

Ot T(t—s)B(s, zs) ds)

;
=T(t (t — s s) ds.
(t)(¢+ ap)(0 /0 s) B(s, ys + azs)ds
Notemos, ainda, que, para 0 < s <t e € (— oo, 0],
(ys + azs)(0) = ys(0) + a25(0) = y(s +0) + az(s +0) = u(s + 0) = uy(0),

e, desse modo, temos

u(t) =T(t)(¢+ ar)(0 —I—/ (t—s)B(s, us)ds, t=0.

Como ug(0) = u(f) = ¢(0) + a(8) = (¢ + a)(0), para 0 € (— oo, 0], concluimos que
u é uma soluc¢do mild da equagao (S), tal que ug = ¢ + a.

Temos, entdo, que x e u sdo ambas solugdes da equacao (L) tais que zp = ¢ + arp e
up = ¢+ arp. Como, pelo Teorema 3.4, é tinica a solugao da equacao (L) tal que zg = ¥+ ¢,
isso nos permite inferir que x = wu.

Assim, retornando a igualdade (3.7), ficamos com

(K (t, 0)(¢ + ap))(0) — (K (t, 0) 9)(0) — (K (¢, 0) ) (0)
_ /OHGT(t +0—5) B(s, (0, o+ 0v)) — 5.(0, ¢) — 2,0, ) ds

t+6
:/ T(t+6 — 5) B(s, 0)ds
0
:O’

pois B(t, - ) é linear, para cada t € R.
No caso em que 6 € (— o0, 0] e t + 6 < 0, temos

(K(t, 0)(¢ + arp))(0) — (K(t, 0)9)(0) — (e K (¢, 0) ¥)(0)
= (¢p+a)(t+0) — ot +0) —ap(t+0)
=0.

Segue, portanto, que K(t, 0)(¢ + arp) = K(t, 0) ¢ + a K(t, 0) 1, para todo t > 0, e
para todos ¢, 1 € Z e a € C, de maneira que K (t, 0) é um operador linear em %.
Coloquemos, pois entao,

1Bl = sup [[BE)],
t>0

em que ||B(t)|| denota a norma de operador de B(t, -). Assumindo que B(t, -) é w-
periddica, satisfazendo B(t + w, ¢) = B(t, ¢), para cada par (¢, ¢) € R x A, inferimos
que

1Bllo = sup || B(t)|| = sup [[B(#)]].

t=0 0<t<w

Pela continuidade de B, temos que sup || B(t)] < oo.

No caso em que £ ¢ um espag¢o com memoria amortecida, é valida a seguinte estimativa
para a norma de K (¢, 0):
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Proposigao 3.11. Suponha que |T(t)|| < M, €', para todo t > 0, e que B seja um
espago com memoria amortecida. Entao, para a equagao (P, L), temos, para todo t > 0,
que

t ~
1K (¢, 0)] < a/ e+ | F(s)]| ds,
0
em que a = JM, ||B||, ew; = max {w, 0}.
Demonstragao: Ver [22], Proposigio 3.4, pagina 417. O

O resultado que abordaremos a seguir, o ultimo desta se¢ao, é o ingrediente que faltava
para que possamos demonstrar nosso teorema principal, no préximo capitulo.

Estabelecido o semigrupo (T (t)):>0 no espago de fase A, para que possamos aplicar o
mencionado teorema, devemos ter I — T'(w) € ®, (%) (vide o Teorema 2.53), em que w é
o periodo de B(-, ¢) e F(-), na equagao (L).

Para que possamos analisar essa condigao, é necessario, antes, que tecamos algumas
consideracoes adicionais.

Dada uma fungao subaditiva e localmente limitada h: [0, + c0) — [0, 4+ 00) (isso é, h
h(t
satisfaz h(s +t) < h(s) + h(t), para todos s, t > 0), o limite lim (t) existe e ¢ igual® a

t —> 00
. h(t) e _
tm% —~ e esse valor, ou ¢é finito, ou, entao, — co.
>

Suponhamos, agora, que a fungao g: [0, +00) — [0, + 00) seja localmente limitada e
submultiplicativa (isso ¢, g(s +1t) < g(s) g(t), para todos s, t > 0).
Sendo assim, a funcao h(t) := log(g(t)) é subaditiva, de modo que

i loslg(®) _ . log(g(t))

t—s 00 t t>0 t

assume algum valor finito ou — co.
log(g(?)) _ .  log(g(?))

S >0
nimero de tipo (type number) da fungao g(t).

Denotemos por 7 o niimero de tipo da funcio a(T'(t)), ou seja,

L log(a(P) . log(a(T(1)

t — 00 t t>0 t

A quantidade tlim , possivelmente — 0o, daremos o nome de
—> 00

No artigo de Shin e Naito, [22], sdo feitos diversos computos acerca da a-medida de
T(t) Para nossos fins, faremos uso apenas da proposicao que vira a seguir.

Para a fungdo M: [0, + 00) — [0, + 00), mensurével e localmente limitada, que figura
no axioma (B1)(2) da Definicdo 2.42, definimos a funcio M: [0, 4+ 0o) — [0, 4 00) por

lim sup M (s), t >0,
M(t) — s—tt
max {M(O), lim sup M(s)} , t=0.
s— 07t

Sendo assim:

3 Para uma demonstracio rigorosa deste fato, ver [10], Theorem 7.6.1, pagina 244; para uma dicussao
profunda a respeito das fungdes subaditivas e suas propriedades, ver o restante do capitulo 7 (Chapter
VII) da mesma referéncia.
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Proposigao 3.12. Se (T(t)):>0 € um Cy-semigrupo compacto em E, entdo € vdlido que

a(T(t)) < Cy M(t), sendo Cy = HK(0) 67 4+ M(0), com 67 = max {1, lim sup ||T(t)||}

t— 07t
Demonstragao: Ver [22], Proposition 4.6, pagina 423. O
Posto isso, devemos ter 7 < 0 para que ocorra [ — T’ (w) € ,(A), em nosso teorema

principal.
A proposicao a seguir fornece condigoes para que se tenha 7 < 0:

Proposigao 3.13. Seja (T'(t))r=0 um Cy-semigrupo compacto em E, ou um Coy-semigrupo
compacto para t >ty em E. Se a fungio M do axioma (B1)(2) € tal que  Jim M(t) =0,
entao 7 < 0.

Demonstracio: Como T'(t — 0)" = T'(n (t — o)), para todos t > o e n € N, temos, pela
Proposicao 3.12; que

o (T(t—o)") = a(T(n(t—0)) <Ci Mn(t - o).

Uma vez que lim M(t) = 0, entao  Jim M(t) = 0, de modo que Cy M(n (t—0)) < 1,

para n suficientemente grande’.

log « (T(n (t— J))) 0

Sendo assim, ficamos com log a (T(n (t — 0))) <0e -

Como a desigualdade acima é valida para n suficientemente grande, segue que

log « (T(n (t — a)))

7 = inf <0,
n>1 n
como queriamos, finalizando a demonstragao. O
log(a(T'(t
De posse de 7 = tgn g<(t()))’ observamos que

T ) \1/n
o lEO@E0) L los(a(P)n)
n —» 0o nt n —> oo

de maneira que

exp(Ft) = exp (nli_qloolog (a(T(t)”))””) — lim (P

n— oo

Pela Férmula de Nussbaum (Teorema 2.58), concluimos que

A

exp(7t) = r.(T'(¢)), t>0.

Logo, se 7 < 0, entdo r.(T(t)) <1 e I —T'(w) € ®,(A), em vista do Corolario 2.57.

A 1ltima proposicao deste capitulo é a féormula para o raio espectral essencial do
operador solugao da equagao (P, Lg). Antes, porém, estabelecemos um lema técnico
auxiliar, que diz respeito ao produto de operadores compactos e ao comportamento da
a-medida em relacao a somas e poténcias de operadores compactos.

* £ conhecido o fato de que, dada uma funcéo f: S — E, com S C R tal que (s, +00) C S, para algum
s € R, e E um espago normado, se tem lim f(z) = L € E se, e somente se, para toda sequéncia
Tr —>r OO

(x5,) em SN (s, +00) tal que x,, — 00, se tem f(x,) — L. Desse modo, em nosso contexto, como
. lim M(t) =0, a sequéncia s, =n (t — o) é tal que s, — oo e M(n(t — o)) — 0, de forma a existir
— 00

N € N para o qual Cy M(n (t — o)) < 1 sempre que n > N, justificando a passagem em questao.
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Lema 3.14. Sejam E, F e G espagos de Banach, T € L(E, F) e S € Z(F, G).

1. Se S ouT for um operador compacto, entio ST = SoT € L(E, G) é compacto; por
consequinte, se K € ZL(E, F) é compacto, entao K" é compacto, para todo n € N.

2. Se E=F=G,Le Z(F), Kec Z(FE) écompacto e S = L+ K, entao o(S) = a(L)
e a(S™) = a(L"), para todo n € N.

Demonstracao: (1) Suponhamos, inicialmente, que T' € Z(FE, F) seja compacto.

Logo, dada uma sequéncia limitada (x,,) em E, a sequéncia (T'(x,,)) admite subsequéncia
convergente; seja (T'(x,, )) tal sequéncia, com T'(z,, ) — y € F.

Como S € Z(F, G) é continuo, temos S(T(z,,)) — S(y) € G, de maneira que
a sequéncia (S(T(x,))) = ((S o T)(x,)) admite subsequéncia convergente e, portanto,
ST =S oT é compacto.

Suponhamos, agora, que S € Z(F, G) seja compacto.

Dada uma sequéncia limitada (z,) em E, consideremos a sequéncia (T'(x,)) em F.

Como (T'(z,)) ¢é limitada, a sequéncia (S(T'(x,))) = ((SoT)(z,)) admite subsequéncia
convergente em G, pois S € Z(F, G) é compacto.

Sendo assim, segue que ST = SoT € Z(E, G) é compacto.

(2) Pelo item (1) da Proposicao 2.35 e a defini¢do de a-medida para operadores, segue
que a(S) < a(L) + a(K) = a(L), pois K é compacto (a(K) = 0). Por outro lado, como
a(L) = a(S — K) < a(S) + a(K) = «(S), em vista do item (3) da Proposigao 2.35,
concluimos que «(S) = a(L + K) = a(K).

Sendo assim, como S" = (L+K)" = L"+ K"+ R(L, K), em que R(L, K) é o operador
linear formado pelas somas das permutacoes das poténcias dos produtos do tipo L' K’
e /K com1<1i,j<n-—1,temos que R(L, K) é compacto pois K" o é, para todo
n € N, em vista do item anterior.

A luz disso, ficamos com a(S") = a((L + K)") = (L™ + K" + R(L, K)) = o(L"),
como queriamos. O

Proposicao 3.15. Suponha que (T(t));so € um Cy-semigrupo compacto em E, ou que
B(t, -) é um operador compacto, para cada t € R. Se U(t, o) é o operador solugio da
equagao (L), entao
re(U(t7 U)) = TE(T(t - U)) = exp(f'(t - U))a >0

Demonstragao: Comecemos percebendo que, em razao da Proposicao 3.10, o operador
K(t, o) é compacto. Sendo assim, temos a(K (¢, o)) = 0.

Como U(t, o) =T(t — o)+ K(t, o), para t > o, entdo

(X(U(tu 0.)71) = a(T<t - U)n)a

para todo n € N. Pela Férmula de Nussbaum (Teorema 2.58), ficamos com

re(U(t, 0)) = lim_a(U(t, o))" = lim_a(T(t — o))" = r(T(t - 0)).

Como r.(T(t — ) = exp(#(t — ¢)), em vista das consideracdes da pagina anterior,
segue que
re(U(t, 0)) = r(T(t - 0)) = exp(#(t — 0)),
como desejado, finalizando a demonstracao. O

No préximo capitulo, demonstraremos, enfim, o teorema que motivou o desenvolvimento
deste trabalho.



4 Existéncia de solucao periodica

4.1 Preliminares

No presente capitulo, estabeleceremos o resultado principal deste texto: o teorema de
existéncia de solucdo® w-periédica para a equacao (P, L).

Apresentaremos, sem demora, o enunciado do Teorema de existéncia de solugoes
periodicas; em seguida, faremos algumas considera¢des convenientes, bem como certos
resultados auxiliares, para que possamos elaborar sua demonstracao de maneira clara e
concisa:

Teorema 4.1 (Teorema de existéncia de solugdes periddicas). Suponha que (T(t))¢>0
¢ um Cy-semigrupo compacto em E, ou que B(t, -) é um operador compacto, para cada
t eR. Se7 <0 ea equagio (P, L) admite uma solugio AB-limitada, entao ela admite
uma solucao w-periodica.

Enunciado o Teorema 4.1, voltamos, agora, nossa atengao a equagao (P, L),

((iij = Ax(t) + B(t, ) + F(t), t> o, (P, L)

e consideremos as seguintes hipoteses:

H1 P(A) — E é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo (7(t));>o em E;

H3). F: R — E é continua;

(H1). A
(H2). B: R x 8 — E é continua e, para cada t € R, B(t, - ): 8 — E é linear;
(H3).
(Ho).

B(-, 1) e F(-) sao w-periddicas, com w > 0.

Vemos que a funcdo G: R x & — F, tal que

G(t, v) = B(t, v) + F(0).

¢ lipschitziana em relagao a ¢ € %, pois ||G(t, ¢) — G(t, V)| = ||B(t, ¢) — B(t, ¥)|| e
como B(t, -) é um operador linear limitado, sabemos que é lipschitziano, donde segue que
G é lipschitziana em relacao a sua segunda variavel.

Também, G satisfaz a propriedade (H) da equacio (S) (ver Secio 3.1), pois

G D) < B DI+ [1FEOI < 1Bl 1915 + 1 E@I

! Lembrando que, ao dizermos “solucio”, estamos considerando uma solucéo do tipo mild (Definicio 3.2).

29
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em que |[B|| ., = sup [|B(t)| denota a norma do operador B(t, -), como visto na Se-
It W

¢ao 3.3 do Capitulo 3.

Desse modo, os resultados vistos no Capitulo 3 se aplicam, ipsis litteris, a equa-
¢ao (P, L). Em particular, vamos considerar as solugoes globais, ou seja, definidas em R.

Para que possamos diferenciar as solugoes das equagoes (P, L) e (P, Lg), buscando
facilitar nossa notagao, uma vez que a equacao (P, L) possui o termo funcional F' nao-nulo,
dada uma fungdo u: R — E, escrevemos u(-) = z(-, o, ¢, F') para dizermos que u é a
solucao da equagao (P, L) tal que z, = ¢.

Se F' = 0, que é o caso da equacao (P, Lg), escrevemos u(-) = z(-, o, ¢, 0) para
indicarmos a soluc¢ao da equagao (P, Ly) tal que z, = ¢.

Quanto as histérias associadas a essas fungoes, escrevemos, respectivamente, z( -, o, ¢, F)
ez, o, 0, 0).

Nosso procedimento, como ja elucidado anteriormente, consiste em, de posse de uma
solucdo z( -, 0, 0, F') da equagao (P, L), tal que 2y = 0, analisar a existéncia de pontos
fixos da aplicacao linear afim V: 8 — £ tal que

V() =U(w, 0)Y+z,(- 0,0, F),

em que U(w, 0) é o operador solugao da equagao (P, L), para toda fungao ¢ € A.

Veremos que a existéncia de ponto fixo para a aplicacao V' serd equivalente a existéncia
de solugao w-periédica para a equagao (P, L).

Passaremos, agora, a alguns resultados suplementares que nos serao tteis na demons-
tragao do Teorema 4.1.

Denotemos por (L) a equagao (P, L) quando as fungdes B( -, 1) e F' forem gerais, isto
é, sem assumirmos sua periodicidade. A proposicao a seguir, cuja validade independe
da w-periodicidade de B(-, 1) e F, ilustra como uma solugao z(-) = z(-, o, ¢, F) da
equagao (L) pode ser decomposta, em termos das solugoes y( - ) = z( -, g, ¢, 0), da equagao
(Lo), com a solugao z(-) = z(-, o, 0, F'), da equacao (L), com condigao inicial nula em o.

Proposicao 4.2. A solugio z(-) = z(-, o, ¢, F') da equacao (L) pode ser decomposta na
forma

Z’(', g, ¢7 F) :ZU(', g, ¢7 O)—{_J"(a g, 07 F)
Ou seja, a solugdo z( -, o, ¢, F'), da equacao (L), é a soma da solugao y(-) = x(-, o, ¢, 0),
da equacgao (Lg), com a solugio z(-) = z(-, 0, 0, F'), da equacao (L), tal que z, = 0.
Demonstracao: De fato, como
t

2(t) = T(t — o) $(0) + / T(t — ) (B(s, z,) + F(s))ds, parat> o,

(e

e T, = ¢, consideremos as solugdes y(-) = z(-, 0, ¢,0) e z(+) = z(+, 0,0, F), das
equagoes (Lg) e (L), respectivamente, dadas, para t > o, por

y(t) =T(t — o) p(0) + /:T(t —$)B(s, ys)ds e z(t) = /:T(t —5)(B(s, zs) + F(s))ds,

com y, = ¢ e z, = 0. Sendo assim, observemos que, pondo u = y + z, ficamos com
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u(t) =Tt — o) ¢( +/ (t—s) B(s, ys)ds—i-/tT(t—s) (B(s, z5) + F(s))ds
=T({t—0)¢ +/ (t—s) sys)—i-B(s,zs))ds—l—/tT(zﬁ—s)F(s)ds
=T(t—0)¢ +/ (t —s)(B(s, ys + 2z5) + F(s))ds, t>o.

Uma vez que u = y + z, entdo us = ys + 25, para todo s € [0, +00), bem como
Uy = Yo + 2o = ¢+ 0 = ¢. Desse modo, u é solucao da equagao (L), com u, = ¢.

Pelo Teorema 3.4, devemos ter, via a unicidade de solug¢ao, que r = u, o que nos
permite concluir que

x('a g, ¢> F):QZ'(, g, ¢7 O)+$(7 g, 07 F)a
como desejado. O

Corolario 4.3. Nas condicoes da Proposicao 4.2, tem-se

wt('7 g, ¢7 F) :xt('a g, qba 0)+ajt(a g, 07 F)a
para todo t > o

A préxima proposicao, que consiste de dois itens, diz respeito a perturbacao de solu-
¢oes das equagoes (L) e (P, L). A argumentacao da demonstragao, para ambos os itens,
baseia-se na unicidade de solugao (Teorema 3.4) para a equacao (P, L).

Ao contrério da Proposicao 4.2, o item (2) da vindoura proposi¢ao exige a w-periodicidade
das fungoes B(t, - ) e F, sendo valida, portanto, apenas para a equagao (P, L).

Proposicao 4.4. Acerca das equagioes (L) e (P, L), sao vdlidos os itens:
1. Seo <1 ex(: g ¢, F) € solugio da equacao (L), entao

ZL'(', g, ¢7 F):l'(, T, x‘r('a g, ¢a F)7 F)
2. Sex(-, 0, ¢, F) € solugao da equagao (P, L), entdo
(- +w, o4+w, ¢, F)=x(- 0 ¢, F).

Demonstracao: (1) Consideremos n € £ tal que n = z.(-, o, ¢, F), de maneira que
n(0) = z.(0, o, ¢, F), para todo 6 < 0.

Sejam u(t) = z(t, o, ¢, F) e v(t) = x(t, 7, z.(-, 0, ¢, F'), F') solugoes da equagao (L).
Supondo, inicialmente, que 6 < o (de maneira que § — o < 0), e usando que o < T, entao

v@)=v(r+O—-7)=0v,0—-7)=2,0—71,0,0, F)=2(0, 0, ¢, F).

Como 6 < o, temos z(0, 0, ¢, F) = x(c + (0 —0), 0, ¢, F) = 2,(0 — 0, 0, ¢, F), 0

que nos permite concluir que
v(0) =2,(0 —0, 0, ¢, F)=¢(0 —0), paratodof <o. (4.1)

Disso, decorre que v,(0) = v(o 4+ 0) = ¢((0 + 0) — o) = ¢(0), para todo 6 € (— oo, 0],
pois, neste caso, 0 + 0 < o, donde segue que v, = ¢.
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Em seguida, investiguemos o que acontecera quando t > o; nesse caso, temos duas
possibilidades: o <t <7 (i) e t = 7 (ii).
Em (i), se 0 <t < 7 (de modo que t — 7 < 0), entao

vit)=v(tr+(t—7)=v.(t—7)=nlt—7)=2.(t =7, 0, ¢, F) =x(t, 0, ¢, F) = u(t).

Em (ii), se t > 7, entao, uma vez que 1n(0) = z,(0, o, ¢, F') = x(7, 0, ¢, F),
vt)=T(t—71)x(r, 0, ¢, F) + / (t — s)(B(s, vs) + F(s))ds. (4.2)

Como z(7, 0, ¢, F) = u(r) = T(1 — o) $(0) + /U T(r — s)(B(s, us) + F(s))ds, a

igualdade (4.2) acima reescreve-se como

v(t) =Tt — o) —I—/ (t —s)(B(s, us)—I—F(s))ds—i—/TtT(t—s)(B(s, US)+F(8231C;?

Temos que us(f) = u(s + 6), para § € (—o0,0]; para o < s < 7e 0 € (— o0, 0],
inspecionemos os casos s + 0 < o (a) e 0 < s+ 6 (b).
Para (a), temos s + 0 < ¢ (0o que nos d& s + 6 — 0 < 0), de modo que

us(0) =u(s+60)=u((s+0—0)+0) =u,(s+6—o0)
=2,(s+0—0,0, ¢, F)=¢(s+60—0).

Como ¢(s+0—0c) = v(s+6) = vs(0), vide a igualdade (4.1), obtemos que u,(0) = vs(0),
para todo 6 € (—o00, 0l e < s<7,com s+ 6 < o.

Para (b),se 0 < s+ 6, entao o <s+0 < s< 7.

Posto isso, temos, pelo caso (i), que

us(0) =u(s+60) =v(s+6) =vs0),
para todo 6 € (— o0, 0], com 0 < s+ 6. De (a) e (b), concluimos que us; = v, para
o<s<T.
Voltando a igualdade (4.3), como us = v, para o0 < s < 7, entao
t

v(t) =T(t — o) $(0) +/ T(t —s)(B(s, vs) + F(s))ds, paratodot > o. (4.4)

o

Além disso, como visto anteriormente, v, = ¢, o que significa que v é solugao da
equagao (L) com condigao inicial ¢ em o. Portanto, pela unicidade de solugao (Teorema 3.4),
concluimos que v(-) = z(-, 0, ¢, F) = u(-), de maneira que, de fato, é vilido que

ZL’(', g, ¢, F) ::B('7 T, x‘r('a g, ¢a F)7 F)
(2) Seja z(-) = z(-, 0, ¢, F) solugao da equacao (P, L).
Para t > o, sabemos que

x(t)=T{t—0)¢ +/ (t —s)(B(s, xs) + F(s))ds. (4.5)

Consideremos, agora, u(-) =z(-, 0 +w, ¢, F) e v(-) = u(- + w).
Desse modo, temos que v(t) = z(t + w, 0 + w, ¢, F'); verifiquemos que v = z.
Com efeito, comegamos observando que, como u, 1, = ¢, entao, para 6 < 0,

$0) =tg10(0) =u(c+w+b)=2(c+w+0,0+w, ¢, F)=v(oc+0)=uv,(0),



Existéncia de solucao periédica 63

o que nos leva a v, = ¢.
Resta verificarmos que v satisfaz a equagao integral da Definicao 3.2.
De fato, temos, para t > o, que

v(t) =ult+w)=z(t+w,o+w, ¢, F)
t+w

=T(t—o0)¢(0)+ s T(t+w—s)(B(s, us) + F(s)) ds. (4.6)

Fazendo r = s — w, e utilizando que B( -, ¥) e F(-) sao w-periddicas, reescrevemos a
igualdade (4.6) acima como

t

o) =T(t = 0)6(0) + [ T(t = r)(B(r, ur 1) + F(1)) do. (4.7)

oz

Agora, como, para # < 0, temos
v(0) =v(@+71)=ull+r+w) =u 4,00),

segue que U, 4, = U,; assim, temos

t
v@:T@—®M®+/Tﬁ—M@wwﬁ+ﬂﬂMn
bem como v, = ¢, 0 que significa que v é solugao da equagao (P, L) com condigao inicial
¢ em o.
Pela unicidade de solug¢ao do Teorema 3.4, segue que v = x, como desejado, finalizando
a demonstracao da proposicao. O

Estabelecidas as proposigoes 4.2 e 4.4, estamos aptos para demonstrarmos o Teorema 4.1,
na secao a seguir.

4.2 Existéncia de solucao peridédica

Consideremos validas as hipé6teses (H1), (H2), (H3) e (H,), e relembremos, vide o final
da Secao 3.3, que

L losla(P®) - og(a(P()
t— 00 t t>0 t

Teorema 4.1 (Teorema de existéncia de solugées periddicas). Suponha que (T(t))i>0
¢ um Cy-semigrupo compacto em E, ou que B(t, -) é um operador compacto, para cada
teR. Se7 <0 ea equagio (P, L) admite uma solugao B-limitada, entao ela admite
uma solucao w-periodica.

Demonstragao: Coloquemos P = U(w, 0), o operador solugao da equagao (P, Ly).

Uma vez que U(w, 0) = T(w) + K (w, 0), segue que U(w, 0) ¢ linear, visto que T'(w) e
K (w, 0) sdo ambos lineares (com efeito, (T7'(t))¢s o é um Co-semigrupo em 2 e a linearidade
de K (t, 0) foi verificada na Secao 3.3, pagina 50).

Como 7 < 0, temos, pela Proposigao 3.15, que r.(P) = exp(Tw) < 1, em que r.(P)
denota o raio espectral essencial de P. Posto isso, temos, pelo Corolario 2.57, que
I — P e ®,(A), garantindo parte das exigéncias do Teorema 2.52.

Consideremos, agora, a aplicacao linear afim V': 28 — £ tal que

V() =Ulw, 0)¢p+2,(+ 0,0, F) = Pp+,(-,0,0, F), e
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Observemos que, como U(t, o) ¢ = x,( -, g, 1, 0), em vista da Definigdo 3.8, para todo
(t, 0) € [0, +00) x [0, + 00), temos que

V() =U(w, 0)Y+x,(-, 0,0, F) =x,(-, 0,9, 0)+z,(-, 0,0, F).
Logo, pelo Corolério 4.3 da Proposicao 4.2, podemos escrever

VW) = SCU_,(', 07 w: F)

Agora, analisemos as poténcias V*, k € N, da aplicacdo linear afim V', com o propésito
de aplicarmos o Teorema 2.52.

Dessarte, vejamos, de inicio, que V(1)) = 29,( -, 0, 9, F).

Sabemos que V() = V(V(¥)) = V(z,(-, 0, ¥, F)) = 2,(+, 0, 2,(-, 0, ¢, F), F), de
modo que, se u(-) =z(-, 0, ¥, F'), a Proposi¢do 4.4 nos permite escrever

(0,0, F)=z(, w, z,(,0,¢, F),; F) (1) e z(-,0,¢, F)=z(-+w, w, ¥, F) (2).
De (2), tomando z,( -, 0, ¢, F) € £, temos que
(0, 2,(, 0,0, F), F)=z(-+w,w, 2,(+, 0, ¢, F), F).
Entao, para 0 € (— oo, 0], adicionando w, essa tltima igualdade é equivalente a
(@ +w,0,2,(-,0,0, F), F)=x(0 + 2w, w, z,(-, 0, ¥, F), F).
Por (1), obtemos que
(0 4 2w, w, x,(-, 0, Y, F), F) =x(0 + 2w, 0, ¢, F),

de modo que z(6 +w, 0, z,(-, 0, ¥, F), F) = x(0 4+ 2w, 0, ¢, F), para todo 6 € (— oo, 0].
Portanto, concluimos que z,( -, 0, z,(+, 0, ¥, F), F) = x9,(+, 0, ¢, F), de onde segue
que

V2(¢) = xw('v 07 $w(07 ¢7 F)v F) = wa('a 0, @07 F),

como desejado.
De maneira analoga, verifica-se, via um argumento indutivo, que V*(1)) = 2, (-, 0, 4, F),
para todo k € N.
Consideremos, agora, uma solugao -limitada z(-) = z(-, 0, ¢, F') da equacao (P, L).
Como V¥(¢) = 4u(-, 0, ¢, F), vemos que (VF(4)) é uma sequéncia limitada em 2.
Pelo Teorema 2.52, segue que V' admite ponto fixo n em A, tal que

V(U) :l’w(', 0, n, F) =1

Resta verificarmos que a solu¢ao v(-) = z(-, 0, n, F') da equagao (P, L), tal que vy = 7,
é w-periddica. Com efeito, supondo, inicialmente, que t +w < 0 (ou seja, t < —w < 0),
ficamos com

v(t+w)=z(t+w,0,n F)=u1x,(t 0,n, F)=n(t) =uv(t) =v(t),

pois t < 0, de modo que v é w-periddica em (— oo, w].
Supondo, agora, que t + w > 0, temos dois casos: —w <t <0 (a) e —w <0 <t (b).
Para (a), como t < 0, temos

v(t+w)=z(t+w, 0,n F)=ux,(t 0,n F)=n(t) =uv(t) =v(t).
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Suponhamos que —w < 0 < t, e consideremos 0(t) := v(t + w), para todo t > 0, com
Up = 1; desse modo, temos

(t) =v(t+w) =T(t+w)n0) + /OHWT(t%—w —5)(B(s, vs) + F(s))ds
= T(#) T(w) 7(0) —l—/th—{—w—s)(B(s, vs) + F(s)) ds
—l—/tﬂ) (t+w—s)(B(s, vs) + F(s))ds
:T(t)( +/ (w—1s) svs)+F(s))ds>

t+w
n /w T(t+w— s)(B(s, vy) + F(s)) ds. (4.8)

Como v(-) ==z(-, 0, n, F), temos v(w) = —I—/ B(s, vs)+ F(s))ds.
Adicionalmente, observamos que, para todo 9 € (
vo(f) = v(0 +w) =z(0+w, 0,1, F) = %(9, 0,1, F) = n(0),
de modo que v, = 7 e, particularmente, v(w) = v,,(0) = n(0).
Posto isso, a igualdade (4.8), apés a mudanga r = s — w, torna-se
t
o(t) =v(t+w) =T(t) v(w) + /o Tt —7)(Br+w, vyyy)+ F(r+w))dr
t
— T(t) 0,(0) +/ T(t — ) (B(r, vy10) + F(r)) dr

0

0) + /OtT(t — ) (B, vy 1) + F(r)) dr.
Agora, uma vez que
Urtw(@) =v@+1r+w)=00+71)="10.(0),

para todo 6 € (— oo, 0], concluimos que v, y, = ¥,.
Sendo assim, 0( - ) é solugdo da equagao (P, L), satisfazendo 9y = n; pela unicidade de
solugdo do Teorema 3.4, segue que 0(-) = z(-, 0, n, F') = v(-), de maneira que v = v.
A luz disso, temos que

o(t +w) = v(t),

para todo t € R, de modo que a solugao v(-) =z(-, 0, n, F) da equacao (P, L), tal que
vp = 1, € w-periddica, como queriamos, finalizando a demonstracao do teorema. O

Como consequéncia dos Teoremas 2.52 e 4.1, temos:

Corolario 4.5 (Equivaléncia entre existéncia de ponto fixo e solugido w-periédica).
Suponha que (T'(t))i>0 € um Co-semigrupo compacto em E, ou que B(t, -) é um operador
compacto, para cada t € R, e seja V: B — B a aplicagdo linear afim tal que

V(¢):Pw+xw(a07OaF)7 ¢€@7
em que P =U(w, 0).

Se 7 < 0 e a equagao (P, L) admite uma solu¢io w-pericdica, entdo V admite ponto
fizo, e o conjunto F(V'), dos pontos fixos de V', possui a estrutura de espaco afim, com

dim(Z#(V)) < oc.
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Demonstracdo: Com efeito, uma vez que (7(t)):>0 ¢ um Cy-semigrupo compacto em E,
ou B(t, -) é um operador compacto, para cada t € R, entao, pela Proposigao 3.15, temos
que ro(P) = r.(T'(w)) = exp(7w). Como 7 < 0, entdo r.(P) = exp(fw) < 1, de maneira
que, pelo Corolario 2.57, obtemos que I — P € ¢, (4A).

Seja v(-) = x(-, 0, n, F) a solugdo w-periddica (#-limitada, portanto) da Equa-
cao (P, L), tal que vy = v, = .

Assim, uma vez que Pn=U(n, 0)n = z,(-, 0, n, 0), obtemos que
V(n)=Pn+z,(-,0,0, F) =x,(-,0,n,0)+x,(-0,0, F).

Pelo Corolario 4.3, ficamos com

V(n) :{L‘w(', 07 7, O)+$w(, 0: 07 F) :xw('v 07 m, F)>

e, COMo v, = vy = 1), segue que

Vin) =mn,

de maneira que V' admite ponto fixo.
Pelo Teorema 2.52, segue que dim (% (V) < oo, como queriamos.
Demonstramos, com isso, que a existéncia de solugoes periddicas para a equagao (P, L) é,

de fato, equivalente a existéncia de pontos fixos para a aplicacdo linear afim V' considerada,
finalizando nosso trabalho. m



5 Consideracoes finais

Neste trabalho, obtivemos critérios para a existéncia de solugoes periddicas para a
Equacao (L), com base na teoria de perturbacao dos operadores semi-Fredholm. Esses
critérios culminaram nos Teorema 4.1 e Corolario 4.5, que sintetizam as propriedades
fundamentais discutidas ao longo do texto e apresentam um notavel grau de generalidade,
permitindo sua aplicacdo em uma variedade de cendarios e sistemas.

Embora nao tenhamos explorado as especificidades de certos espacos de fase concretos,
como ¢ feito no artigo original [22] para o espaco # = UC,, o conjunto das fungoes
continuas ¢ : (—o00,0] — E, munido da norma

[w(9)]
[[]] =sup Ty

em que g: (—oo, 0] — (0, +00) satisfaz g(f) — oo conforme § — — oo, demonstrou-se
suficientemente abrangente para acomodar uma ampla gama de aplica¢des potenciais.

Assim sendo, a teoria de perturbacao dos operadores semi-Fredholm mostra-se uma
ferramenta valiosa para a andlise das solug¢oes periddicas, tanto no ambito tedrico quanto
em suas aplicagoes.

A area de equagoOes abstratas se confirma como um campo rico para investigagoes
futuras, com conexoes relevantes em areas como sistemas dinamicos, teoria de controle e
modelagem matematica. Pesquisas futuras poderiam explorar a aplicabilidade dos critérios
apresentados em contextos mais especificos, incluindo espagos de fase com perturbacgoes
nao-lineares e memoria amortecida, além de investigar suas consequéncias em equagoes
diferenciais parciais.

Além disso, a exploracao das generalizagoes dos resultados obtidos para solugoes
quase periddicas (almost periodic solutions) e quasi-periddicas, estabilidade, processos
evolucionarios continuos e afins podera ampliar ainda mais as perspectivas dessa pesquisa.

67



Referéncias

1]

[11]

[12]

ARENDT, W.; BATTY, C. J. K.; HIEBER, M.; NEUBRANDER, F. Vector-Valued
Laplace Transforms and Cauchy Problems. Monographs in Mathematics. 2 ed. Berlin:
Birkhauser, 2011.

BANAS, J.; MURSALEEN, M. Sequence Spaces and Measures of Noncompactness
With Applications to Differential and Integral Fquations. 1 ed. New Delhi: Springer-
Verlag, 2014.

BOTELHO, G.; PELLEGRINO, D.; TEIXEIRA, E. Fundamentos de Andlise Funcio-
nal. 1 ed. Rio de Janeiro: SBM, 2015.

CARTAN, H. Differential Calculus on Normed Spaces: A Course in Analysis, Crea-
tespace Independent Publishing Platform, 2017.

CHOW, S. N; HALE, J. K. Strongly limit-compact maps. Funkcial. Ekvac, v. 17, n. 1,
p. 31-38, 1974.

DIESTEL, J.; UHL, J. J. Vector Measures. Mathematical Surveys and Monographs,
vol. 15. Providence: AMS, 1977.

GUSTAFSON, K.; WEIDMANN, Joachim. On the essential spectrum. Journal of
Mathematical Analysis and Applications, v. 25, n. 1, p. 121-127, 1969.

HALE, J.; KATO, J. Phase space for retarded equations with infinite delay, Funkcial.
Ekvac. v. 21, n. 1, p. 11-41, 1978.

HEINZ, H. P. On the behaviour of measures of noncompactness with respect to
differentiation and integration of vector-valued functions. Nonlinear Analysis: Theory,
Methods & Applications, v. 7, n. 12, p. 1351-1371, 1983.

HILLE, E. C.; PHILLIPS, R. S. Functional Analysis and Semi-Groups. 2 ed. Provi-
dence: AMS, 1996.

HINO, Y.; MURAKAMI, S.; NAITO, T. Functional Differential Equations With
Infinite Delay. New York: Springer-Verlag, 1991.

HINO, Y.; MURAKAMI, S.; YOSHIZAWA, T. Ezistence of almost periodic solutions
of some functional differential equations with infinite delay in a Banach space. Tohoku
Mathematical Journal, Second Series, v. 49, n. 1, p. 133-147, 1997.

68



Referéncias 69

[13] LI, Y.; LIN, Z.; LI, Z. A Massera type criterion for linear functional differential
equations with advance and delay. Journal of mathematical analysis and applications,
v. 200, n. 3, p. 717-725, 1996.

[14] LIMA, E. L. Espagos Métricos. 6 ed. Rio de Janeiro: SBM, 2020.
[15] MUNKRES, J. R. Topology. 2 ed. Pearson, 2014.

[16) NUSSBAUM, R. D. A generalization of the Ascoli theorem and an application to
functional differential equations. Journal of Mathematical Analysis and Applications,
v. 35, n. 3, p. 600-610, 1971.

[17) NUSSBAUM, R. D. The radius of the essential spectrum. Duke Mathematical Journal,
v. 37, n. 3, p. 473-478, 1970.

[18] PACHPATTE, B. G. 4 note on Gronwall-Bellman inequality. Journal of Mathematical
Analysis and Applications, v. 44, n. 3, p. 758-762, 1973.

[19] PAZY, A. Semigroup of Linear Operators. 1 ed. New York: Springer-Verlag, 1983.
[20] SCHECHTER, M. Principles of Functional Analysis. 2 ed. Providence: AMS, 2002.

[21] SHIN, J. S. An existence theorem of functional differential equations with infinite
delay in a Banach space. Funkcial. Ekvac, v. 30, p. 19-29, 1987.

[22] SHIN, J. S.; NAITO, T. Semi-Fredholm operators and periodic solutions for linear
functional differential equations. Journal of Differential Equations, v. 153, n. 2, p.
407-441, 1999.

[23] TAYLOR, A. E; LAY, D. C. Introduction to Functional Analysis. 2 ed. Florida:
Krieger Publishing Co., Inc., 1986.

[24] TOLKIEN, J. R. R. The Lord of the Rings. 50th Anniversary ed. London: Harper-
Collins, 2004.



Apéndice A: Analise funcional e
topologia

Neste primeiro apéndice, estao reunidos os principais resultados de Anélise Funcional
e Topologia que foram utilizados no preparo deste trabalho.

Fixemos espagos normados E e F', os quais, a depender das hipéteses dos resultados,
podem ser espacos de Banach.

Teorema A.1 (Lema de Riesz — [3], Teorema 1.5.4, pagina 17). Se o espago vetorial
normado E possui dimensao infinita, entdo a bola unitaria fechada Bg nao é compacta.

Teorema A.2 (Principio da limitagdo uniforme — [3], Teorema 2.3.2, pagina 38).
Consideremos E um espago de Banach e F = (T\)xea € uma familia de operadores lineares
limitados em £ (FE, F), em que A é um conjunto indexador arbitrdrio.
Se, para cada x € E, tem-se sup ||Tx(x)|| < oo, entdo sup ||Ty|| < oo.

AEA xeA

Ou seja, se F € pontualmente limitada, entdo, necessariamente, é uniformemente limitada.

Corolario A.3 (Teorema de Banach-Steinhaus — [3], Corolario 2.3.3, pagina 39).
Consideremos E um espago de Banach e (T,,)7°_, uma sequéncia em L (E, F), pontual-
mente convergente em F'.

Definindo T: E — F por T(x) = lim Tn(x), entao T € L (E, F).

Teorema A.4 (Teorema da aplicagdo aberta — [3], Teorema 2.4.2, pagina 42). Sejam
E e F espagos de Banach. SeT € Z(E, F) é sobrejetivo, entdo T é uma aplicagcao aberta.

Corolario A.5 (Teorema de Banach da aplicagao inversa). Sejam E e F' espacos
de Banach. Se T € Z(E, F) € bijetivo, entao, T € isomorfismo topoldgico.

Teorema A.6 (Teorema do isomorfismo para espagos de Banach ). Sejam E e F
espagos de Banach e T € L(E, F). Se T(E) € fechado em F, entdo

E/Ker(T) = Im(T).

Definicao A.7 (Equicontinuidade). Sejam X um espago topoldgico, (M, d) um espago
métrico, e C'(X, M) o conjunto das fungoes continuas f: X — M.

Dizemos que um subconjunto F C C(X, M) é equicontinuo em xy € X se, para todo
e > 0, existe uma vizinhanca U de x tal que, para todos x € UN X e f € F, se tem

d(f(x), f(x0)) <e.

Se F é equicontinuo em todo zy € X, dizemos simplesmente que JF é equicontinuo.



Referéncias 71

Definicio A.8 (Topologia da convergéncia compacta). Seja M~ o conjunto de todas
as fungoes f: X — M, entre o espaco de topologico X e o espago métrico M.
Dados f € M*, K C X compacto e € > 0, denotemos por Bg(f, €) o conjunto de todas
as fungoes g: X — M tais que sup d(f(x), g(z)) < e.

rzeK

Os conjuntos Bg(f, ) formam uma base para uma topologia em M X denominada
topologia da convergéncia compacta, ou topologia da convergéncia uniforme nas partes
compactas.

Pode-se provar que uma sequéncia (f,,), fn: X — M, para todo n € N, converge para
uma fungdo f na topologia da convergéncia compacta se, e somente se, a sequéncia (f,|x)
converge uniformemente para f|f.

Teorema A.9 (Teorema geral de Arzela-Ascoli — [15], Theorem 47.1, pagina 290).
Consideremos o espago C(X, M) na topologia da convergéncia compacta e F C C(X, M).
Se F € equicontinuo e o conjunto F, = {f(a): f € F} é relativamente compacto, para
cada a € X, entao F estd contido num subconjunto compacto de C(X, M).

A reciproca € vdlida se X € um espaco de Hausdorff localmente compacto.

Corolario A.10 (Teorema de Arzela-Ascoli). Consideremos a dlgebra C(X, C), das
fungoes continuas f: X — C, munida da norma || f|| . = sup |f(x)].
rzeX

Entao, um subconjunto F C C(X, C) é relativamente compacto se, e somente se, F é
equicontinuo e pontualmente limitado.

Em particular, se F = {f,: n € N}, com f,: X — C, para todo n € N, temos
que (f,) admite uma subsequéncia convergente se, e somente se, (f,) é equicontinua e
pontualmente limitada.



Apéndice B: Calculo diferencial e
integral

Este tltimo apéndice tem como objetivo apresentar uma parcela funcional do Célculo
diferencial e integral em espacos de Banach, necessaria para a compreensao deste trabalho.

A saber, exploraremos os conceitos da derivada de Fréchet, que generaliza o conceito
de derivada para fungoes entre espacos de Banach, e da integral de Bochner-Lebesque, que
trata da integragao de fungoes a valores vetoriais num espago de Banach, bem como alguns
de seus resultados primordiais.

Comecemos, como de praxe, fixando espagos de Banach E e F'.

Defini¢ao B.11 (Fréchet-diferenciabilidade). Dizemos que a fungdo f: U — F
é Fréchet-diferencidvel (ou, simplesmente, diferencidvel) em a € U, em que U é um
subconjunto aberto de E, se existe L € Z(E, F) tal que

At )~ fla) = L)

h—0 7]

=0, (B.1)

em que h € E é tal que a+h € U. O operador L € Z(FE, F), quando existe, é chamado
de diferencial ou derivada de Fréchet de f em a, e o denotaremos por D f(a).

Definicido B.12 (Aplicacgio derivada e classe C'). Nas condicoes da Definicao B.11,
dizemos que a funcao f: U — F' é Fréchet-diferenciavel em U quando para todo x € U,
existe Df(x) € Z(E, F). Em outras palavras, f: U — F' é Fréchet-diferencidvel em U
quando o é em todos os pontos desse.

Nesse caso, fica bem-definida a aplicagao

Df:U — Z(E, F)
x+— Df(x),

que associa, a cada x € U, sua diferencial Df(z) € Z(E, F).
Tal aplicacao é denominada aplicagao derivada de f.
Quando a aplicacao derivada de f é continua, dizemos que f é uma funcio de classe C'.

Algumas consequéncias elementares da Definicao B.11 sao: se f: U — F, U C E
aberto, é Fréchet-diferenciavel em a € U, entdo f é continua em a.

Além disso, a diferencial D f(a) é tinica, no sentido de que, se B € Z(F, F) satisfaz a
Definigao B.11, entdo B = D f(a).

Adicionalmente, a derivada de Fréchet é linear, de modo que, se f, g: U C E — F
sao Fréchet-diferenciaveis em a € U, entao f + ag é Fréchet-diferenciavel em a € U e
D(f + ag)(a) = Df(a) + a Dg(a), para todo escalar a € K, em que K representa o corpo
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dos niimeros reais ou dos niimeros complexos.

Facamos alguns exemplos classicos.

Consideremos a aplicagdo constante f: E — F' tal que f(z) = v, para algum v € E.

Entao, f é Fréchet-diferenciavel em F e Df(x) = 0, para todo z € E; com efeito,
temos f(z + h) — f(x) = 0.

Agora, se L € Z(E, F) um operador linear continuo, entdo L é Fréchet-diferencidvel
em F e DL(x) = L, para todo « € E. Isso é claro, pois L(xz + h) — L(z) — L(h) = 0.

Por fim, seja (H, (-,-)) um espago de Hilbert real e consideremos f: H — R tal que
f(x) = ||z||* = (z, x). Pela bilinearidade do produto interno, escrevemos

flx+h)— f(x)=(x+h,z+h)—(x, z) = (x, h) + (h, x) + (h, h)
=2{(x, hy + (h, h) .

Verifiquemos que Df(z) = 2 (x, h).

Com efeito,
h) — f(z) — Df(x)(h h, h h|®
o 40 = f@) = DO _ P
h—0 il h—o Al r—o A
de maneira que D f(z) = 2 (z, h).
De maneira geral, se (Ey, ||-||;) e (E2, ||-||) sdo espacos de Banach, pode-se verificar
que a aplicagao bilinear B: Ey x Ey — F, definida no espago produto (E; x Es, || -]),
tal que ||(z, y)| = ||lz||, + ||lyll,, para todo (z, y) € E; X E,, é Fréchet-diferencidvel em

todo ponto (z, y) € Ey X Ey e

Como, na equagao (L), lidamos com fungoes f: I C R — E, em que [ é um aberto, é
prudente mostrarmos como a noc¢ao da derivada de Fréchet se relaciona com a defini¢cao
classica, do Calculo elementar.

Pois bem, seja f: I — E, em que I C R é aberto, Fréchet-diferencidvel em a € I.

Logo, existe Df(a) € Z(R, E) tal que
_lfla+h) = fa) = Df(a)(h)]

lim

h—0 1| =0

Temos uma identificagdo natural Z (R, E) = E por intermédio da aplicagao
Le R, E)— L(1) € E,

pois L(h) = h L(1).
Logo, Df(a)(h) = h Df(a)(1); chamemos D f(a)(1) de f'(a).
Retornando a igualdade acima, temos

i |[flath) = fla) — f’(a)hH — lim
h h—0

h—0

fla+h) = f(a)
h

— f'(a)

=0,

0 que nos permite escrever, considerando a topologia da norma em F,

fla) = tim L@t =Sl df

h—50 h - dx

(),
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em concordancia com a notacao usual do Calculo em uma variavel.
Podemos aplicar um raciocinio anélogo a fungoes do tipo f: U — E, em que U C R".
Com efeito, se f: U — E é Fréchet-diferenciavel em a = (aq, ..., a,) € U, entao
Df(a) € Z(R", E).
Dizemos que f admite derivada parcial com relagdo a x; em a se a fungao

i —
f (.IZ) = f(al, ey Ly oeny CLn),
na variavel real x;, é Fréchet-diferenciavel em a;, conforme o caso anterior.

of (a) € Z(R, E) = E o operador linear D f'(a;).

Denotemos por

0xi
Escrevendo h = Z h; e;, sendo {ei}?: , @ base candnica de R", temos

i=1

Df(a)(h) = }_ hi Df(a)(e;).
i=1
f e of :
Nao ¢é dificil constatar que D f(a)(e;) = 5 (a), de maneira que
T

D) = X il (a)

=1

Utilizando dz; para denotar os funcionais lineares da base candnica de (R")* (tais que
dz;(h) = h;, para todo h = (hq, ..., h,) € R", estabelecemos a férmula

"0
Df@) =Y o (a)dz,

como é feito no Célculo em vérias varidveis!.

Pode-se mostrar que, para que f seja Fréchet-diferenciavel em a, é suficiente que E

L
1 <7 < n, sejam continuas em a.

Encerramos o apéndice sobre a derivada de Fréchet apresentando, nesse contexto, as

conhecidas regra da cadeia e desigualdade do valor médio:

Teorema B.13 (Regra da cadeia — [4], Theorem 2.2.1, pagina 27). Sejam E, F e
G espacos de Banach, U e V abertos em E e F, respectivamente, e f: U — F e
g: V. — G aplicagoes, com f(U) C V. Se f é Fréchet-diferencidvel em a € U e g é
Fréchet-diferencidvel em f(a) € V, entao go f: U — G € Fréchet-diferencidvel em a e

D(g o f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a).

Teorema B.14 (Desigualdade do valor médio — [4], Proposition 3.3.1, pagina 40).
Sejam U C E aberto e f: U — F uma aplicacao Fréchet-diferencidvel.
Se o0s pontos xy € xo de U sdo tais que £ = {tx1 + (1 —t)z2: 0 <t < 1} C U, entao

1 (x2) = fz1)] < sup IDf ()|l w2 — 2l

n
1 As notacoes aqui estabelecidas continuam vélidas para funcdes do tipo f: U C H E; — F, em que
i=1
cada E; é um espago de Banach, para 1 < ¢ < n; para mais detalhes, ver [4].
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Corolario B.15. Seja U C E aberto e conexo. Se f: U — F € uma aplicagio Fréchet-
diferenciavel tal que, para todo x € U, Df(x) =0, entdo f é constante.

A seguir, faremos um breve tratamento acerca da integral de Bochner-Lebesgue, bem
como suas principais consequéncias.
Fixemos um espago de medida (X, 3, p) o-finito (isso é, existe uma familia enumerével

{A,}, cn € B, com p(A,) < oo, para todo n € N, tal que X = [ J A,) e um espago de
neN

Banach real E.

Nosso intuito é construir uma teoria de integragao para funcoes do tipo f: X — FE;
essa teoria serda chamada de integragdo vetorial.

* Recordemos que: uma certa propriedade P vale p-quase sempre em X se existe
N € ¥, com pu(N) = 0, tal que P é valida para todo x € X \ N, e que uma fungao
f: X — R é chamada mensurdvel se {f > a} ={x € X: f(z) > a} é mensuravel, para
todo o € R.

Definicao B.16 (Fungées simples e fungées mensuraveis). Uma fungao f: X — F

é chamada de simples vetorial (ou, simplesmente, simples) se existem Aj, ..., A, € 3,
disjuntos dois a dois, com p(A;) < 0o, para todo 1 < i < n, e vetores vy, ..., v, € E para
0s quais
n
f - Z XA; Vi

=1

Pode-se verificar que, se f e g sao simples, entdo f + ag também o é, para todo a € R.
Assim, as funcoes simples formam um subespaco vetorial de EX (0 espago de todas as
fungoes f: X — E), denotado por S(X, E, u).

Definicao B.17 (Mensurabilidade fraca e forte). A funcao f: X — F é dita ser
fortemente mensurdvel (ou simplesmente mensurdvel) se existe uma sequéncia (f,,) de
funcoes simples tais que f, — f p-quase sempre.

Dizemos que f é fracamente mensurdvel se p o f: X — R é mensuravel, para todo
p el

Se E =K (R ou C), a defini¢do acima coincide com a mensurabilidade vista em teoria
classica da medida.
Como no caso escalar, o limite p-quase sempre de fungoes mensuraveis é mensuravel.

Proposicao B.18. Seja (f,)5°_, uma sequéncia de fungoes mensurdveis de X em E e

f: X — FE. Se f, — f p-quase sempre, entao f é mensurdvel.

O proximo resultado, conhecido como Teorema da mensurabilidade de Pettis, estabelece
equivaléncias para a mensurabilidade de uma funcao f: X — FE.

Teorema B.19 (Teorema da Mensurabilidade de Pettis — [3], Teorema 9.7.3, pagina
279). Para f: X — FE, sao equivalentes:

1. f € mensurdvel;
2. [ € fracamente mensurdvel;

3. |If]] - X — R é mensurdvel.
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Corolario B.20. Seja X é um espaco topolégico e p wma medida nos borelianos de X.
Se f: X — E € continua, entao [ é mensurdvel.

n

Dada uma funcgao simples f = Z X4,i, nas condicoes da Definicao B.16, definimos
i=1
sua integral de Bochner-Lebesgue como

[ Fw= 3 u(A) v

=1

Definicdo B.21 (Fungao Bochner-integravel). Dizemos que a fungdo mensuravel
f: X — FE é Bochner-integravel quando existe uma sequéncia de fungoes simples
fn: X — E, n €N, tal que f, — f p-quase sempre e

tim [ fu = £l dye =0, (B.2)

n— oo

Nesse caso, definimos, para cada A € X,

A= lim [ xa fudis
/Afu L X fudp

[e.e]

O limite acima esta bem-definido, pois ( / XA fn du) é uma sequéncia de Cauchy
X n=1
em F; convergente, portanto, pois £ é Banach.

Além disso, o limite da Definicdo B.21 independe da escolha da sequéncia de fungoes
simples mensuréveis que satisfazem a igualdade (B.2).

O elemento / fdu € E é denominado integral de Bochner-Lebesgue (ou, simplesmente,
A

integral de Bochner) da fungao f em relagdo a medida p. No caso em que f: I CR — F,
isso é, quando f estd definida num subconjunto mensuravel I da reta real, em relagao a

medida de Lebesgue m, escrevemos, para denotar a integral / fdm = / xr fdm,
I R

J s
I
como de costume.

Teorema B.22 (Bochner — [6], Theorem 2, pagina 45). Uma fungio f: X — E
mensurdvel é Bochner-integrdvel se, e somente se, || f|| : X — R € Lebesque-integrdvel.

Corolario B.23. Se f: X — E € uma fung¢ao Bochner-integravel e A é um conjunto
mensurdavel, entdo

[ < [ s

Com efeito, sendo f Bochner-integrével, existe uma sequéncia de fungoes simples (f,,)
tal que f, — f p-quase satisfazendo a Definigdo B.21.
Logo,

[ s = i [[f faau] < i 15l = [ 51

O préximo teorema retine alguns fatos elementares sobre a integral de Bochner, os
quais possuem analogos conhecidos na integral de Lebesgue:
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Teorema B.24 ([6], Theorem 4, pagina 46). Se f é uma fungao Bochner-integrdvel e
A €Y, entdo:

1L / dp = 0;
im L fw

2. Se (A,) € uma familia de subconjuntos de %, disjuntos dois a dois, e A = U A,
n=1
entao

/Afduz i/Anfdu,

e a série do sequndo membro é absolutamente convergente;

3. Se F(A) = / fdu, entao F possui variacao limitada e
A

F1(4) = [ £l du.

Corolario B.25 ([6], Corollary 5, pagina 47). Se f e g sio fungoes Bochner-integrdveis e
/ fdu= / gdu, para cada A € 32, entao f = g p-quase sempre.
A A

A integral de Bochner admite uma generalizacao natural do Teorema da convergéncia
dominada de Lebesgue:

Teorema B.26 (Teorema da convergéncia dominada para a integral de Bochner
— [6], Theorem 3, pagina 45). Seja (f,,);_, uma sequéncia de fungoes Bochner-integraveis
de X em E tal que f, — f p-quase sempre, com f: X — E. Suponhamos que exista
uma fungdo Lebesque-integravel g: X — R tal que || fn(2)|| < |g(x)|, para todos n € N e
reX.

Entao, f é Bochner-integravel e nli_r)rloo/x | fo — fllde = 0.

Em outras palavras, lim / fndp :/ fdu.
n—r oo X X

Ha uma harmoniosa relacao entre a integral de Bochner-Lebesgue e operadores lineares
limitados e fechados:

Teorema B.27 (Integral de Bochner-Lebesgue e operador continuo — [3], Proposi-
¢a0 9.7.8, opagina 283). Sejam T: E — F um operador linear continuo, em que F é um
espago de Banach, e f: X — E uma fung¢do Bochner-integravel. Entao, To f: X — FE

¢ Bochner-integravel e
/ (Tof)du:T(/ fdp).
X X

Teorema B.28 (Lema de Hille — Integral de Bochner-Lebesgue e operador
fechado — [6], Theorem 6, pagina 47). Sejam T: D(T') C E — E um operador linear
fechado e f: X — E wuma fun¢io Bochner-integrdavel. Suponhamos que f(x) € D(T),
para todo x € X, e que T o f: X — E seja Bochner-integravel.

Entdo,/de,ueD(T) e
/)((Tof)dM:T</)(fdu>.
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Uma aplicagdo do Teorema B.27 é a seguinte: consideremos que F tenha dimensao
finita, e seja {e;}; .; ., uma base desse.
Sendo f: X — FE mensuravel, temos f = (fi, ..., fu), de maneira que

/)(fdu:(/)(fldu,...,/andu>.

De fato, sendo 7;: £ — R a projecao na i-ésima coordenada, temos que

mi( [ rdu) = [ mopyan= [ fian,

deformaque/xfdu:</Xf1d,u,...,/xfndu).

Unindo os conceitos da derivada de Fréchet e da integral de Bochner-Lebesgue, pode-se
estabelecer uma versao generalizada do Teorema fundamental do Calculo:

Teorema B.29 (Teorema fundamental do cédlculo — primeira versao — [1], Propo-
sition 1.2.2, pagina 16). Sejam f: I — E continua, em que I €é o intervalo compacto

t
[a,b) CR e FF: I — E tal que F(t) = / f(u)du, para cada [s, t] C [a, b]. Nessas
condicoes, € valido que: ’

1. F ¢é Fréchet-diferencidvel em Int(I) = (a, b) e F'(t) = f(t);

1 t+h
2, h“i%ﬁ/t 1F(w) — F(&)| du=0, [t, t + k] C [a, b].

Teorema B.30 (Teorema fundamental do Célculo — segunda versao — [1], Proposi-
tion 1.2.3, pagina 18). Nas condigoes do Teorema B.29,

t
| fwydu=F@) - Fs),
para quaisquer s, t € [a, b], s < t.

Definamos, por fim, os espacos L? no contexto da integral de Bochner: os denominados
espacos de Bochner-Lebesgue.

Como na teoria de Lebesgue, dadas fungoes f, g: X — FE, a relagao f ~ g se, e
somente se, f = g pu-quase sempre, ¢ de equivaléncia, e denotamos a classe de equivaléncia
da fungao f atréves da relacao descrita por [f].

Definicao B.31 (Espagos de Bochner-Lebesgue). Para 1 < p < oo, denotamos por
LP(X, ¥, u, E) (ou, quando a medida u esta subentendida, LP(X, E)) o espaco de todas
as classes de equivaléncia de fun¢oes Bochner-integraveis f: X — F, mediante a relagao
acima, tais que

S dp < o,
X

1/p
Posto de outra forma, temos que, mediante a norma || f||” = </ 1£1l, du) , 0 espaco
X

LP(X, 3, p, E) torna-se Banach, cuja verifica¢do é andloga a do caso escalar.

Para p = oo, denotamos por L>=(X, ¥, u, E) (ou L>(X, E)) o espago de todas as
classes de equivaléncia de fungoes Bochner-integraveis f: X — E que sao essencialmente
limitadas.

Mediante a norma || f||, = esssup || f|| = inf {C > 0: || f(z)| < C p-quase sempre}, o
espago L>(X, ¥, u, E) torna-se Banach, cuja verificagdo também é andloga a do caso
escalar classico.
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