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Resumo

A Construgdo de Limites de Tolerancia Unilaterais em Modelos Lineares de Efeitos
Aleatérios com um fator tem sido aplicada em diversas areas de pesquisa. Neste trabalho
abordamos alguns métodos de determinagio desses limites, considerando tanto os delineamentos
balanceados como os ndo-balanceados. Estes métodos sdo comparados entre si através da
apresentagdo de exemplos numéricos, utilizando-se o pacote computacional SAS.
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Abstract

The Construction of One-sided Tolerance Intervals for the One-way ANOVA with
random effects has been applied in several areas of research. In this work we broach some
methods of determining these limits, considering both the balanced and unbalanced designs.
These methods are compared to each other through the presentation of numerical examples, using
the SAS computer package.
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Capitulo 1

Introducio

O problema da construgio de limites de tolerancia em modelos de efeitos aleatdrios tem
sido estudado nas tltimas décadas por diversos autores. Basicamente a idéia € determinar um
limite (limites) tal (tais) que, pelo menos uma proporgdo 3 da populag@o exceda o limite ( ou
esteja entre os limites) com probabilidade y.

Consideremos um exemplo (dado por Bhaumik e Kulkarni, 1996, [2]) que ilustra o uso
de tais intervalos:

Considera-se o interesse em estudar a intensidade de relampagos na regido sul dos
Estados Unidos, perto do Golfo do México, muito comuns durante os meses de verdo. Em tal
situag@o o modelo de efeitos aleatérios € o mais apropriado, pois, devido a vasta area considerada,
pode-se selecionar aleatoriamente k localidades na regido e instalar estagdes para rastrear a
intensidade causada pelo relampago. Também € natural que o nimero de relampagos observados
em cada uma dessas k estagdes de rastreamento seja diferente. Desse modo, o delineamento sera
ndo-balanceado. Além disso, tem-se interesse em predizer a intensidade desses relampagos com
alta precis@o.

Para o caso de uma distribuigdo normal com média e variancia conhecidas, Wilks (1942)
[26] definiu e construiu limites de tolerancia, que foram posteriormente estendidos para o caso
bivariado por Paulson (1943) [17].

Fertin e Mann (1974) [4] trataram da estimagdo pontual de percentis para o modelo

balanceado com um fator aleatério. Eles discutiram em termos reais do dia-a-dia um exemplo,
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o qual envolveu uma estimagio do primeiro percentil da resisténcia material, avaliadas em testes
realizados em amostras de varios grupos diferentes. Eles também se reportaram a situagdes
industriais, genéticas e agricolas.

Fraser e Guttman (1956 e 1970) [5] [6] definiram e construiram "bons" limites de
tolerancia. Muitos autores se preocuparam com procedimentos para construir tais limites ( por
exemplo Wallis (1951) [24], Liberman e Miller (1963) [10] , Lemon (1977) [11], Mee e Owen
(1983) [13], Beckman e Tietjen (1989) [3] , Bhaumik e Kulkarni (1991) [1], Kulkarni e Kushary
(1991) [9], e Wang e Iyer (1994) [25]).

Na maioria dos trabalhos mencionados acima, os autores usaram uma aproximagao
estabelecida por Satterthwaite (1946) [21] para deduzir intervalos de tolerancia para a razdo das
variancias, R (a ser definida a seguir) conhecida. Para R desconhecida, Mee e Owen (1983) [13]
sugeriram métodos condicionais de constru¢do de intervalos com R estimada, e estudaram o
efeito da estimagdo na cobertura desses intervalos. Seus estudos de simulagdes indicaram que o
nivel de confianga atingido foi menor do que o nivel efetivo quando uma estimativa pontual de
R foi usada. Dessa forma eles construiram limites de tolerancia para R, € usaram o limite superior
como a estimativa de R para obter intervalos de tolerancia conservativos (ou seja, intervalos que
mantivessem a confianga igual ou maior do que a confianga especificada).

Mee e Owen (1983) [13] investigaram varias técnicas para determinar limites de
tolerdncia inferiores para modelos de efeitos aleatdrios balanceados (mesmo niimero de repetigdes
em todos os niveis do fator). Beckman e Tietjen (1989) [3] generalizaram os resultados de Mee
e Owen [13]. Eles construiram limites de tolerancia bilaterais para modelos de efeitos aleatérios
para varios fatores. Ambos os trabalhos, como ja mencionado anteriormente, sdo baseados em
uma aproximagcao da distribuigfio %’ de Satterthwaite (1946) [21]. A aproximagdo de Satterthwaite
aplica-se apenas para o caso balanceado, ndo podendo ser estendida para casos ndo-balanceados.
Na pratica, contudo, muitas vezes ndo é possivel obter exatamente o0 mesmo numero de

observagdes para cada tratamento. Para casos ndo-balanceados, Thomas e Hulthquist (1978) [23]

deduziram uma estatistica M, cuja distribuig@o é aproximada por uma y’ Central. Eles utilizaram

essa distribuigio para construir limites de tolerancia tanto para a razdo das variancias como para
a correlagdo intraclasse. Bhaumik e Kulkarni (1991) [1] forneceram um método para constru¢io
de limites de tolerancia para modelos ndo-balanceados de efeitos aleatérios com um fator. Eles
deduziram limites de tolerancia como uma fung@o dos n;'s, isto €, dos nimeros de repeti¢es nos

niveis do fator. As técnicas basicas de construgio dos limites de tolerancia sdo praticamente as
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mesmas das de Mee e Owen (1983) [13], porém, utiliza-se a aproximagdo ¥’ de Thomas e

Hultquist (1978) [23] ao invés da de Satterthwaite (1946) [21].

Mee e Owen (1983) [13] também discutiram a constru¢do de limites de tolerancia
quando R ¢ desconhecida. A literatura tanto da estimag3o pontual como da estimagio por
intervalo de R é bem ampla. Como referéncia, podemos citar, dentre outros, Sahai, Khuri e
Kapadia (1985) [20].

O artigo mais recente , de Bhaumik e Kulkarni (1996) [2], serve a dois propdsitos:

O primeiro deles, fornecer um procedimento direto para construir intervalos de
tolerancia quando R é conhecida. Diferentemente dos procedimentos de outros autores
mencionados anteriormente que usaram uma aproximagdo para construirem um intervalo de
confianga, esse procedimento ¢ exato e retém um nimero de graus de liberdade para a
distribuic@o t envolvida, que ¢ o maximo possivel. Também fornece intervalos de tolerancia
incondicionais, diferentemente daqueles sugeridos por Mee e Owen (1983) [13]. Mais ainda, esse
método ¢ geral, ou seja, serve tanto para os casos balanceados como para os n3o-balanceados.

O segundo, quando R € desconhecida, consiste em substituir R por um estimador ndo
viesado aproximado e estuda-se o comportamento dos intervalos de tolerdncia através de
simulag@o. Quando esse estimador de R ¢ usado, a simulagdo mostra o nivel de confianga atingido
com menor valor que o nivel efetivo, tal como foi também observado por Mee e Owen (1983)
[13] Entretanto, 4 medida que o nimero de niveis do fator aumenta, o estimador de R ¢ melhor,
¢ dessa forma o nivel de confianga atingido fica mais proximo do nivel efetivo. Isto também foi
verificado através de simulag@o.

No capitulo 2 sdo dadas algumas defini¢des iniciais do modelo e de limites de
tolerancia, considerando os casos balanceados e ndo-balanceados. Os métodos de construgdo
desses limites para o modelo balanceado s#o tratados, de modo especial, no capitulo 3, onde esses
métodos sdo comparados através de um mesmo exemplo numérico. No capitulo 4 é tratado o caso
ndo-balanceado. E, finalmente, no capitulo 5 discute-se um método simples e exato que se aplica

tanto para os casos balanceados como para os casos ndo-balanceados.
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Capitulo 2

Definicoes Iniciais

2.1 DEFINICAO DO MODELO

Suponhamos que uma populagio seja constituida de muitos grupos independentes.
Escolhemos aleatoriamente 1 desses grupos, e do i°® grupo retiramos uma amostra aleatéria
consistindo de J observagdes ( caso balanceado ) ou de n; observagdes ( caso ndo-balanceado ).

O modelo com um fator aleatério a ser considerado ¢ dado por:

X; =u+b+ &y
i=1,2,..,1;
j=1,2,..,J: caso balanceado;

j=1,2,..,n;: caso ndo-balanceado;

onde x; denota a j* observagdo do i° grupo, p é a média geral, p +b; ¢ amédia do i° grupo e £ ;
€ o correspondente erro aleatério ndo observavel. Assumimos que os b/'s € & ;s sdo variaveis

aleatérias independentes identicamente distribuidas com média zero e variancias 0'% e crg

respectivamente; ou seja , este modelo apresenta duas fontes de variag@o aleatéria: a primeira

delas ¢ geralmente referida como variagéo entre grupos e a segunda como variag@o intra grupos.
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Entéo, sob o modelo (2.1) temos que a variavel aleatéria x;; tem média p e variancia
igual a soma das variancias entre e intra grupos, isto ¢, considerando-se x uma observag@o futura,

tem-se:

Ex)=pn e
var(x) = Gi = 0'% + crg

ou ainda

+ 0% =02 (1+R)

¢ a raz3o entre as variancias entre grupos e intra grupos.

Das equagdes (2.2) temos que x;; tem distribuigdo N ( p, crg + cg) :
2.2 O CASO BALANCEADO

Considerando o modelo definido em (2.1) para o caso balanceado, definimos:

=1.]

|
x —
J

J
szij

i=1 j=1

1J " 2
-1 ZZ(Xij"X)

i=1j=1

E, em consequéncia das defini¢des acima, temos:

J.G% + 0'%

var(f) = @7

A analise da variancia (ANOVA) para esse modelo é bem conhecida e é fornecida na
tabela 2.1 a seguir. Equacionando os quadrados médios dessa tabela, as estimativas de

0}2( ; cﬁ e crg sdo obtidas.
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Tabela 2.1 - ANOVA para o modelo balanceado com um fator aleatério

Fonte de

Variagio

Graus de
Liberdade

Soma de

Quadrados

Quadrado Médio

Esperanc¢a do
Quadrado Médio

Entre Grupos

I-1

B

si=B/(-1)

J.crg +0'§

Intra Grupos

W

s2=W/(1(J - 1))

F

Total

s2 = T/(I-1)

Além disso:

A

[

B

2

5 T XI-l
Jc% + 0'3

— ~X1-
o2 IJ-1)

@11)

@.12)

Como W e B sido independentes, e consequentemente (2.11) e (2.12) também o sdo, tem-se que:

sﬁ ;"'(J.O‘tz) + Gg)

2
Se /G

2
e

OGBS

(2.13)

A inferéncia sobre os componentes da varidncia, baseada nestas propriedades

distribucionais, bem como o método de constru¢do dos limites de tolerancia para esse caso

balanceado, serdo vistos no capitulo 3.
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2.3 O CASO NAO-BALANCEADO

Considerando o modelo definido em (2.1) para o caso ndo-balanceado, definimos:

(2.14)

@.15)

(X;-X)?>  ou entdo:
1

1
I[-1

I

A andlise da variancia para esse modelo é fornecida na tabela 2.2 a seguir.
Analogamente ao caso balanceado, equacionando os quadrados médios dessa tabela, as

estimativas de 0';7“ ; cr% e cg sdo obtidas.
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Tabela 2.2 - ANOVA para o modelo nio-balanceado com um fator aleatério

Fonte de

Variagdo

Graus de

Liberdade

Soma de
Quadrados

Quadrado Médio

Esperanga do
Quadrado Médio

Entre Grupos

E

s2 = EA1-1)

r.c% +cr§

Intra Grupos

P

s2=P/(n-1)

o

Total

s2 = G/(n-1)

(224)

Neste caso E/ (r.cﬁ + 0'3 ) tem uma distribuiqﬁoxlz_l se, € somente se, o‘g = 0. Uma

2

vez que os métodos para construir estimativas dos intervalos para og , para o caso balanceado,

fazem uso do fato de que B/ (J Uﬁ + c§ ) tem uma distribui¢go %*, aqueles métodos n#o sdo

aplicaveis as estatisticas provenientes da analise da varidncia nesse caso. Para alguns

delineamentos ndo-balanceados E / (r. 0'% + 0'% ) terd uma distribuig@o %12—1 aproximada e as

mesmas férmulas dos dados balanceados poderdo ser utilizadas; entretanto, a aproximagdo dada

por Thomas e Hultquist [23] fornece uma aproximagdo consideravelmente melhor para

delineamentos n3o-balanceados com um fator, como veremos no capitulo 4.
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2.4 LIMITES DE TOLERANCIA UNILATERAIS

Na literatura estatistica encontram-se varias tabelas de fatores para limites de tolerancia
unilaterais. Essas tabelas referem-se ao caso onde uma amostra aleatéria (x,, X,, ..., X,) €
considerada com média amostral X , média geral estimada [i (definida em (2.5) € (2.15)) , e
desvio padrdo amostral s (definido em (2.6)) ou s; (definido em (2.18)) , e deseja-se obter um
limite de tolerancia inferior unilateral de forma:

g — ks (225)

para o caso balanceado.

ou entdo:

p - ksg

para o caso nio-balanceado.

Os fatores k =k (n, y, ) sfo estabelecidos tais que, a probabilidade seja y de que no

minimo uma propor¢do P da populag@o esteja acima de (2.25) ou (2.26).

Quando nosso interesse for o limite de tolerancia superior, as expressoes (2.25) e (2.26)
serdo substituidas por i + k.s (caso balanceado) e i + k.sz (caso ndo-balanceado). E os
fatores k =k (n, y, B ) serdo estabelecidos de modo que, a probabilidade seja y de que no minimo

uma propor¢ao 3 da populagdo esteja abaixo desses valores.

Esses limites de tolerancia seguem uma forma padrio do tipo:

(Média Populacional Estimada) + (Fator de Tolerancia).( Desvio Padrdo Populacional Estimado) (2.27)
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Capitulo 3

Métodos de Construcio de Limites de Tolerancia em

Modelos Balanceados com um fator aleatorio

3.1 METODO DE LEMON (1977)

3.1.1 DESCRICAO DO METODO:

Como citado anteriormente, a questdo € encontrar k de tal modo que a probabilidade
seja y de que no minimo uma dada propor¢do P da populagdo amostrada esteja acima da

quantidade
fL -ks (3.1)

onde s ¢ uma medida da variag@o total, dada por:

( B ]l!"Z
s=|—
I-1

sendo B definido em (2.8).

Da tabela 2.1 vemos que s; é uma estimativa da quantidade (Jc% + cg )1 2

19
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p-ks-

2 2 112
(o, +0¢c)

Se chamarmos Y = ~ N(0,1)

entdo devemos obter o fator k tal que:

Pr{l-o(Y)2p} =y

onde ¢ denota a fungdo de distribui¢io da variavel normal padronizada.

Definamos K, tal que ¢(K,) =

Entdo (3.5) pode ser reescrita como Pr {Y <-K, } =y

Apos certo algebrismo (3.7) pode ser reescrita como

1/2
1/2

(ﬁ—u)(U)”z 12 (62 b+0 &)
7 +K (IJ
<(Jc p+o’ e) (Jc b+0C e)

B/1 -1)!/2
1/2

<k@?} =

(Jsz + Uze)

A forma analitica de (3.8) é a mesma de uma variavel t ndo-central com I - 1 gl, uma

- 1/2
(“2 ”)(I‘:? 5 tem distribuigdo N(0,1), e 3 3 .
oy roke) (Jo“b +0%)

vez que a quantidade
distribui¢io qui-quadrado com I - 1 gl, como definido em (2.11). ( Os célculos para se obter
valores da t ndo-central sdo um tanto trabalhosos, e serdo utilizadas as tabelas de Pearson e
Hartley [18], do apéndice 2).

Como [ e B s#o independentes, Owen [16], observou que a expressio (3.8) poderia

ser reescrita na seguinte forma:

)l/2 .
1/2 =7

Pr {t-ndo central < k(IJ)"?|5 = (IJ) 172 (6%b +0? ‘
(Jo?b +02e)

onde J ¢ o parametro de ndo-centralidade.

20
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Se B = 0.50, o parimetro de nio-centralidade em (3.9) é zero, e os fatores k podem
ser facilmente encontrados usando tabelas da distribuig@o t.
Se B # 0.50, o parametro de ndo centralidade 8 pode ser expresso na forma

1/2

1/2
8 =K,.(1))

Pois:

7 112
)1/2 (6%p +02¢)
(Jo2p +02e)

pela equag@o (3.9) temos que : d = Kp.(IJ 75

1/2
2 2 2
5=K, 142 (Jo b+JG o K _11;2{J02b+ce + Jo“e —ce]

(Jcr b +02 )”2 o2y +oe

e, portanto: -

5=K,Il/?2 41

p

J0'2b + 0'26

o

9 2 2 /2
(I-1o? +J6b+0’cJ . g =D

chb +cze Jcrzb +02e

8 = K,.(n"2

Relativamente a tabela 2.1, temos:
E(s;) = Jo} + o,

E(s}) =o’

s; — s

Entdo, pode ser usado como estimador de 2 ¢ g2 como estimador de 2.
€

1Rl
Portanto, propde :
2 2
S, — S, ol
. b
J como estimador de —- .

2 e
Se

Mas, da tabela 2.1 temos:
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B W

_I-1 10-) _I¢-DB-(I-DW _IJ-DB 1
W J(I-1)W CJA-DW ]
10 -1)

(3.11)

Sendo JU-DB
JI-1)W

>0 entio 0 >-1/J.

Logo um estimador & de & ¢ obtido substituindo cﬁ / cg por slz) / sg em (3.10).

. J.sg J.cﬁ .
Usando (2.13) e (3.11), o quociente S 1|/ T 1| tem uma distribui¢do
Se Ce

FcomI-1el(J - 1) graus de liberdade, pois:

B.I(J -1 1 :
Da equagdo (2.13) resulta ¢ ). ~ Fry1g-1 » pois da
(I-D).W J.cg + 0'5

F

2
Jsy i BL(J-1)

equagdo (3.11) temos =
sg (I-1).w

, logo :

2
] Jo
+ 1}![-——2}1 + IJ ~ FI—I,I(J—I}
Se Ce

s ey 1 B
Lemon [11] utilizou-se deste fato para que o viés no termo fosse eliminado

para I > 3, resultando em :

1/2

o 12 J—l(l—-3)!‘(1—l)+l

& * =K, (1)) (3.12)
’ Togs2/s2)+1

Nota-se que E(8*)< E(8) e uma vez que 52 = E(8*?) > E(§ *), entdo E(&*) < &.

O estimador & € usado pelo fato de que fornece fatores de tolerancia, os quais sdo apenas
levemente mais conservativos para I > 3 do que aqueles obtidos usando os viés ajustados dos

estimadores.

Se usarmos entdo & ao invés de § em (3.9) o valor esperado e a variancia dos fatores

k= k(é) deduzidos, podem ser formulados usando a distribui¢io de sﬁ / sg , a qual pode ser

estabelecida a partir da distribui¢io F mencionada acima.

22
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Uma integra¢do numérica aproximada foi realizada por Lemon [11], onde s% / sg =
02,1,5paraJ=2,5,10;1=5,10; B =0.90;y=0.95; ¢ 67 /62 = 1. Em todos os casos,

ele obteve 0.99 < E[k (3 )’k (8) < 1.0, e o coeficiente de variagdo foi menor que 2 %. Isto
indica que a variabilidade em & n3o ¢ um fator significante.
Os fatores de tolerancia k foram obtidos por Owen [16] , encontrando t tal que:
Pr { tndo central < t5 |8 } = . (3.13)
Podemos encontrar k ajustando k(IJ)'? = t, . (3.14)

A forma do limite de tolerancia resultante pode ser expressa como

(3.15)

1
onde s ( definido em (3.2) ) estima (Jcﬁ + 05)2 e, sx definido por:

Sy = Jsﬁ 3 sg ou entao

2 2
[sbﬂe
Sy = .8

Se

e, pela tabela 2.1, temos:

1/2

2
S =
o =|[% 41 W.(I-1) B

52 ' "1J-1).B (I-1)

e, usando (3.11) tem-se:
/22 Js?
sx=(i] . —g+1f—2b+1
I-1 $2 sa
que estima o desvio padrdo total da populagdo o, = (o‘f} + Gg)”z.

O lado direito de (3.15) pode ser escrito como [i - k'sy (3.17)
onde k’ = ks/s,.

O fator amostral de tolerancia ajustado k’ é usado porque fornece um limite de

tolerancia dado por (3.17) que ¢ da forma padrio de (2.27).

Algumas tabelas selecionadas, dos fatores de tolerancia k' foram apresentadas por

Lemon [11], usando (3.14) e (3.17), e encontram-se no apéndice 2 (tabela 3.1). Essas tabelas
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sdo dadas como uma fungdo de I, J para varios valores de y,p e sﬁ r’sg. Podem ser usadas

extrapolagdo e interpolagdo logaritmica para varios valores de J e I (exceto para I igual a 2).
Valores intermediarios de k' para J e I ndo fornecidos podem ser obtidos interpolando

linearmente em 1/J e 1/(1 -1)"2.

3.1.2. ALGUMAS CONSEQUENCIAS DOS RESULTADOS :

Da tabela 3.1, do apéndice 2, nota-se que o fator tabelado k' varia levemente com

mudangas em J ou em sﬁ z’sg para valores fixados de I, mas a medida que I aumenta, k'

diminui exponencialmente. Isto implica que um limite de tolerdncia mais significativo possa
ser obtido aumentando-se o nimero de grupos (I) comparado com o aumento do tamanho das
amostras (J), dentro de cada grupo. Desse modo, se alteragdes sdo permitidas entre o tamanho
das amostras nos grupos e o numero de grupos, deve ser vantajoso (dependendo dos custos
relativos) selecionar mais grupos do que obter grandes amostras intra-grupos.

Percebe-se que o caso J = 1 reduz-se a situag@o discutida anteriormente, onde aqui a
unica observagdo de cada grupo € considerada para constituir uma amostra de tamanho I de

uma popula¢do homogénea, isto é; no caso degenerado, estimativas separadas de o'g e c§

ndo podem ser obtidas, e a variancia das observagdes estima cg + 0'3. Isto é devido ao fato

de que a primeira linha de todas as partes da tabela 3.1 (do apéndice 2) coincidem, paray e

fixados, ou seja, esta linha é completamente independente de sﬁ / sg.

3.2 METODO DE MEE-OWEN (1983)

3.2.1 DESCRICAO DO METODO:
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Mee e Owen [13] encontraram fatores considerados melhorados em relagio aos
fatores apresentados por Lemon [11]. Vimos anteriormente que Lemon encontrou limites de
tolerancia unilaterais ( para uma populagdo consistindo de muitos grupos) baseando-se no
quadrado médio entre grupos, diferentemente de Mee e Owen [13] que utilizaram uma

combinagio linear dos quadrados médios dada por:

(3.18)

A principio a idéia ¢ a mesma que a de Lemon [11], isto é, determina-se um limite

de tolerancia inferior [i — ks, tal que a probabilidade seja y de que no minimo uma

propor¢do B da populagdo exceda esse limite, ou seja:
Prisy Pry {x > i - ksy|fLsy }2 B =y (3.19)

onde x € normalmente distribuida com média p e variancia c:ri :

Descreveremos o Método de Mee-Owen [13] em duas se¢des; na primeira (3.2.2)

sera deduzido o fator para o limite de tolerancia quando a razdo da variancia R = cg / o-g é

desconhecida, e na se¢do 3.2.3, quando R € conhecida. Na segdo 3.3 aplicaremos os métodos

estudados nas se¢des 3.1 e 3.2 para um mesmo exemplo.

3.2.2 LIMITES DE TOLERANCIA QUANDO R E DESCONHECIDA:

Determinaremos agora o fator k = k; tal que a equacgio (3.19) seja satisfeita.
Usando K, para denotar o 100P° percentil para a distribuigdo normal padronizada,

podemos reescrever a equagdo (3.19) como sendo:

Prie, {;l —kgSy <p- Kp-Ux}= Y

i~ VnK, o
Definindo Z _n-p) o oo X
[e) [e)

, ks deve satisfazer:
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Z+5d S i
} =Y onde tem distribui¢@o t-nao central

Sx/ox

Sy /Oy c

~ { Z+35 _kelno,

com f graus de liberdade e pardmetro de ndo centralidade &, indicada por t¢ (5, v).
Usando o resultado de Satterthwaite [21] , tem-se que s‘,?‘{ / 0')2( ¢ aproximadamente

distribuido como uma variavel x% , onde:
f=R+D¥[R+IHY/A-1D)+@1- Tm] (3.21)
Dessa forma, a distribuigdo de probabilidade em (3.20) pode ser aproximada por
uma distribui¢do t ndo-central com graus de liberdade dados por (3.21) e parametro de ndo

centralidade & . Assim temos (aproximadamente)
ki=t; (VvnBK,,y)/ VnB (3.22)
onde B= o, /o = {(R+1)/(JR+1)}"?

Pois:

c
se chamarmos —* = B , teremos: t¢ (J;.B.Kp,y) = kS.JH.B ou entdo:
c

_ te(VnBK,,y)

k. =
2 JnB

2, 2
oy + O¢

2 2
Jo,, + o

Ox _

o)
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Ge

R +1
JR +1

B =

onde, para constantes arbitrdrias, a,f3, e v, t, (o, B) denota o 1008 percentil para uma

distribuig¢@o t ndo central com v graus de liberdade e pardmetro de ndo centralidade o.
E interessante investigar k, como uma fung¢o de R. A medida que R tende para o

infinito, ks se aproxima de :
Ky () = tj_1(KpvLy) /4T

que € o fator de tolerdncia para uma amostra aleatéria de tamanho L.
Pois:

tf WnBK,,7)
temos R — o . ks=f J_BPY
n.

- (R +1)*
(R+1fJ)2+1—1fJ
I1-1 n

, comoJ =1, entdo:

(R +1)?
(R +1)? R o0

f (=1 e  portanto: lim f=1-1

JR+1 P ]
kg = , logo: ks(m)=t1_|(ﬁ.Kp,Y)fﬁ

\/ﬁ R +1

JR +1

t]_l[‘\/ﬁ. R+1

Desse modo, quando essencialmente toda a variacdo estd entre grupos (sg )s
observagdes adicionais dentro de um grupo nao fornecem informagao complementar.
Para R =0, kg (0) = t,_j_¢ (Kpv/n,y)/n ,onde e = (T = 1)/ (I -T +1)

Pois, uma vez que R =0, temos:
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- R +1)? ~ 1

[(RH!J)Z +1—1!J] I, @-p/7

el Iy 12(1-1) Y

JZ
T 1 _J-1] 1+0-Da-D
12 I(I-1)

-1 1
o wAa-n . ia-n  wia-y
I+(J-1).(I-1) I+LJ-J-I+1 LI-J+1
s LPI-p+1-1]  LIPA-1)+1]-11+J-]
LJ-J+1 LJ-J+1

CLIPA-p+1] -1+ 1411
L] -J+1

f

e DIT-T+1] @-T+D __@-1
Ll—=J#1 J—J+1 IJ-J++1

=JJ-1-¢

logo f=n-1-¢.

Temos ainda que KP.JE.B = Kp.«f;.,l’ et e, como R = 0, temos
JR +1

Kpa/n.1=K,4n

(Nota-se que 0 <e <lparal>1). Desse modo, exceto para o termo €,comR =0, a
aproximagao (3.22) corresponde ao fator de tolerancia para uma amostra aleatéria de tamanho
nigual aLJ.

Quando 0<R <o, ks ¢ maior do que ky(0) e menor do que kq(«). Valores
selecionados de k, , determinados por Mee e Owen [13] sdo fornecidos na tabela 3.2, do
apéndice 2.

A equagdo (3.22) sugere que o fator ki deva ser aproximado por
tn-_l(\/;.Kp, Y)/ Jn , com n' = nB? que € visto como “tamanho amostral efetivo”, onde:

n’ = nB’

0= LI(R +1) . IJR+I1J+1-1

JR +1 JR +1

Gt IOR+1) + IJ -1

JR +1

L _IOR+D I0-D)
JR+1  JR+1

, € portanto:
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IJ -1)
JR +1

n-1=I-1+

Entretanto, n'-1 = (I- 1) +I(J - 1 )/(JR + 1) tende a ser menor do que f, e desse modo
a analogia nao € inteiramente adequada.
O fator de tolerancia ks depende da razdo das varidncia R. Quando R € desconhecida,

deve-se substitui-la em (3.22) por uma estimativa, por exemplo,
R = max{0, (F — 1)/}, sugerida por Mee ¢ Owen [13] , onde F denota a razio
sg / sg‘. (Se F<l1, na prética geralmente se procede como se n observagdes compusessem uma

amostra aleatéria simples da populagio.)

Considerando-se R , a probabilidade da expressado (3.19) passa a ser dada por:

Ys(R) =Prg ¢ {Prx [x > fi — kg(R).sy[fl,s, ,R] > B|F21 } (3.23)

com a finalidade de investigar a taxa de cobertura efetiva para fi — ks(ﬁ)sx :

Uma vez que a probabilidade y¢(R)pode ficar abaixo de y, Mee e Owen [13]

propoem que se use o fator k((R*), onde R* denota um limite de confianga superior n para R;

1sto é,

R" = max {0,(FF,] - l)fJ}

onde F, é0100n percentil de uma distribuicdo F com graus de liberdade
vi=IJ -1) e v, =1-1 (Searle [22] ). Isto €, entramos na tabela 3.2, do apéndice 2, com
o limite de confianga superior para R, ao invés do estimador pontual de R. Uma vez que kq(.)
¢ uma fungdo crescente de R, usando k¢(R*) ao invés de ks(ﬁ) , acarreta em um
procedimento mais conservativo. O problema aqui € escolher um valor razodvel para 7.

E necessério variar 1 de acordo com os valores de y e B que estdo sendo usados.

Para as combinagdes seguintes de y e B, os valores necessarios de m, fornecidos

por Mee e Owen [13] sdo:

i~
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Lemon [11] também deduziu fatores para limites de tolerancia unilaterais da forma

ft — k's,, sendo o fator k' (aqui denotado por ki) definido como :

kp =t;_; (¥nBKy,y)//nB (3.24)
Percebe-se que k;. coincide com ks exceto para graus de liberdade I - 1 < f. Lemon
[11] propds avaliar o fator k. com R =R, isto ¢, ele propds o limite de tolerancia

n- kL(R).Sx. Sua justificativa para esse procedimento foi que a variabilidade R tinha um
efeito desprezivel no fator de tolerancia proposto. (Lemon [11] aproximou o coeficiente de
variagdo (CV) para o fator de tolerancia e obteve CV< 2% para seis casos investigados).
Embora o CV realmente exceda o que Lemon encontrou com uma integracio numérica
aproximada (o CV obtido ficou entre 6% e 21% ), avaliando ki em R na verdade obtem-se
um procedimento extremamente conservativo.

Calcula-se (3.23) para varias combinagdesde I, , R, B ¢ v.

Para B=0.90, y = 0.95, e R = 1, a taxa de cobertura y[ (R), conforme Mee e
Owen [13], é dada por: ‘

) J
\

-

Nota-se que o procedimento de Lemon [11] é mais conservativo quando os graus de
liberdade I - 1 sdo pequenos e diferem-se substancialmente de f, isto é, quando I e R sdo
pequenos e J é grande.

Uma vez que k¢(R*) e kL(Ii) sdo fungdes de I, J, B, y e R,é possivel comparar
esses fatores para determinarmos qual € o menor.

Em cada uma das situagdes que foram investigadas por Mee e Owen [13] (I> 5,

B(ey) = 0.90,0.95, 0.99, R < 25), k(R*) foi menor do que ky (R), com uma grande
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diferenca para valores deR pequenos, mas uma diferenca muito pequena para valores

deR > 5.

3.2.3 LIMITES DE TOLERANCIA QUANDO R E CONHECIDA:

Se a razdo das varidncias € conhecida, essa informagdo adicional pode ser usada para
obter um fator de tolerdncia que é geralmente menor do que ky(R*). Conhecendo R, somos
capazes de reunir os dois quadrados médios e, desse modo, obter um desvio padrdo estimado

que tem n - 1 graus de liberdade.

A quantidade (sﬁlcz) [d-1)+IJ - DJR + 1)/F] , estabelecida por Mee e Owen

[13] € equivalente a:

2
S—g.[(l—l) LJ0-DOR + 1)} _

o F

i(l_l) . sg 10 -D.Jop/og +1)
2" ' 2 7.2
c c Sy, /se

S gip e L 10-DUsg+cdyl
c’ Jcﬁ-i-cz 1153

2 2

s
= —g.(l -1+ 1IJ - 1).5—‘°'2 , a qual é distribuida como uma varidvel qui-quadrado
c C¢

comn - | graus de liberdade.
Portanto, (s%f o %) é distribuida como uma varidvel xﬁ_l conhecida.
Usando este resultado, a probabilidade condicional
Prﬁ,le{l:’rx [x > - ks|ﬁ,s,F] > B|F}= Y

¢ vilidapara k = ct,_j(Vn BK,,y) /¥n e = [(I-1)+IJ - IR + 1)/Fl/(n-1).

O limite de tolerdncia [i — ks pode ser expresso na forma fi — kgc'sy , onde
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k _ tn—l('\/HBKp ,Y)
R /nB
e ¢'=cBsysy= {JR+ D/(F+J-D]IJ-1)+(-DF/IR+ 1))(n-1)}'* (3.26)

Pois:

2
e IJ -1).(JR + 1)} 1 (R+1) S

F n-U(R+1) (52 +s27-s2)/7

I-DF+IJ-1D).0R+1) 1 R+1J
F ‘n-1(JR+1 g

oo [(-DF+I0-DOR+D 1 JR+D _F
- F mn-10JR+1)F+J-1

C,z\/{(l—l)f“(]_l)} 1 IR +1)
(JR +1) n-1F+J-1

ou entdo:

R I1-1).F 1 L
cf:{u.[m_lm—)-] }

F+1J-1 (JR+1)[n-1
O fator kg niio depende de F, e alguns valores selecionados s3o dados na tabela 3.3,

apéndice 2. O coeficiente ¢' pode ser visto como um ajustamento para sy (¢' € uma fungao

decrescente de F , que vale 1 se R = R).
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3.2.4. DETERMINACAO DE K E Kz POR INTERPOLACAO:

As tabelas 3.2 e 3.3, do apéndice 2, fornecem fatores de tolerncia ks e kg,
respectivamente, para y = 0.95, f=0.90 ¢ 0.99,1 <10, e para valores selecionados de J e R.
Para combinagdes de J e R que ndo aparecem nas tabelas, os fatores de tolerancia kg e kg
podem ser obtidos por interpolag@o linear em 1/J e por interpolagdo linear em R para 0 <R <
0.2, interpolagdo logaritmica para 0.2 < R < 10, e interpolagdo linear em 1/R para R > 10.
(Para R = 0 o fator de tolerancia apropriado € o fator para uma amostra aleatéria de tamanho

1J). Este esquema de interpolag@o € similar ao sugerido anteriormente por Lemon.

3.3 EXEMPLO DE APLICACAO DOS METODOS:

Para ilustrarmos os procedimentos apresentados, para a determinacdo de
um limite de tolerdncia através dos dois métodos anteriores, utilizaremos os dados descritos
em Kaminski, Lemon, ¢ McKague [8] que considera a forga estatica padrdo permissivel, para
um sistema de um material composto. Nesse problema s3o avaliados cinco grupos separados e
independentes desse material, usando seis amostras de cada grupo. Trata-se de um modelo de

efeitos aleatorios balanceadoonde [=5¢e J =6.

As seguintes estimativas foram obtidas dos dados do teste: p = 186 ksi, s, = 6.87,

se = 5.86, resultando em:

sy = \/sﬁ +s2 =V6.87% + 5862 = 9.04

sg/s? =6.87%/5.86% =1.37

Um material B permissivel € definido como um limite de tolerancia inferior com

B=0.90ey=0.95.
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Método de Lemon:

Usando a parte b da tabela 3.3, do apéndice 2, e a interpolagdo logaritmica para

s% / sg entre 1 e 5, o fator de tolerincia apropriado k' é 3.285.

Desse modo, o material B permissivel sera xg = 186 - 3.285(9.04) = 156,3 ksi.

O valor exato de k calculado para sﬁf sg = 1.37 é 3.290, o qual fornece

aproximadamente o mesmo resultado.
A interpretagdo desse "B" permissivel ¢ que com um intervalo de confianga de 95%,

no minimo uma propor¢do B = 0.90 da populagio desse material, consistindo de muitas

espécimes, provenientes de muitos grupos, tenha forga estatica acima de 156.3 ksi.
Método de Mee-Owen:

Para determinar ks como descrito na se¢do 3.2.2, como B=090 e y=0.95

computamos um limite superior de 85% para R,
o, 9:22(2.96) - 1}
’ 6

R" = max {0,(FF, -1)/J = max {

= 4.38

R* = 9.22(2696) -1

O fator de tolerancia kg(R*) obtido da tabela 3.2, do apéndice 2, € igual a 2.88, ¢

portanto: i — kS(R’").sx =186 - 2.88(9.04) = 160 ksi.
Desse modo podemos estar no minimo 95% confiantes de que pelo menos 90%

desse material na populag@o tem forga estatica acima de 160 ksi.

E, para ilustrarmos o procedimento da se¢do 3.2.3, suponhamos que, em adig@o a
informag¢@o amostral, sabe-se que R < 1.

Entdo, da tabela 3.3, do apéndice 2, obtemos kg = 2.0 e, usando (3.26), c¢' = 0.9385.

Portanto, krc' = 1.877 e o limite de tolerancia € igual a 169 ksi. Como mencionado
na se¢do 3.2.3, kgc' pode ser menor do que ki ou ks (como nesse caso o €), ainda a validade

do limite de tolerancia depende do valor adotado R.
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Capitulo 4

Métodos de Construcido de Limites de Tolerancia em

Modelos Nao-balanceados com um fator aleatorio

4.1 RESULTADOS E DEFINICOES

Usando as defini¢des (2.15), (2.16), (2.17), (2.18), (2.19) e (2.20) apresentamos a

seguir alguns resultados que serdo utilizados na se¢do 4.2 .

Resultado 1: (Thomas e Hultquist [23] )

(-1)s%

2

—=— entdo a distribui¢do de M ¢é aproximadamente X%—l , onde Xi?—l
oy + Aoe

Seja M =

denota uma variavel aleatéria qui-quadrado central com I — 1 graus de liberdade.

A distribui¢do de M seria exatamente X%—l se os n;’s fossem todos iguais.

Resultado 2:

VI -p)
JM/(I-1)

t,_, aproximada, onde t,_, denota uma distribuigdo t-central com I — 1 graus de liberdade.

As variaveis aleatorias [L e s% sdo independentemente distribuidas e
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Resultado 3:

Seja t(o,3) o 100p percentil de uma distribuigdo t-néo central com y graus de liberdade
e parametro de ndo centralidade a.. Entdo, t (a,) ¢ uma fungao crescente de o quando y e P sdo
mantidos fixos; e € uma fun¢ao decrescente de y quando o e B sdo fixos.

As seguintes defini¢des sdo fornecidas por Marshall e Olkin [12].

Definicédo 1:

Parax,ye R'el <k <(n-1),

2

onde x; € o i-ésimo componente ordenado de x. Quando x <y, x € dito ser majorizado por y.

Defini¢do 2:

Uma fungio valor real ¢ definida em um conjunto 4 < R" é dita ser uma Schur -
convexaem Ase,emA, X<y = §(x)<¢(y). Similarmente, ¢ ¢ dita ser uma Schur-
concavaem Ase,emAd, X <y = 6(x) = ¢(y).

Sdo definidos também os vetores de alocagdo A, = (0, -0y, A; = (0,0,...,0) € A,

=(J,....J), onde n > CIn i € Zn; = n =1J. (Nota-se que A, <A, <A)).

Resultado 4:

_ I
(i) A= L ZL ¢ uma fung¢do Schur-convexa.
i=11i

(ii) A >1/J eaigualdade é valida quando A= A, , €

(iii) max A = ((n—I+l)ﬂ1 +1-1)/1, onde o maximo é tomado em fun¢do dos n;'s.
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Nota-se que o vetor de alocagdo A,( o qual aloca todas as observagdes em um tnico
tratamento) ndo é permissivel para A .

Dessa forma, A assume seu valor maximo quando A = ((n-1+ ) Yo S

4.2 O METODO DE BHAUMIK-KULKARNI (1991)

4.2.1 DESCRICAO DO METODO

As técnicas basicas de construg@o dos limites de tolerancia sdo praticamente as mesmas
das de Mee e Owen [13]. Sera construido o limite de tolerancia inferior i — k¢.sx tal que no
minimo uma propor¢do B da populagdo exceda esse limite com probabilidade v , ou seja:

Pasg (Pr x> - ke sxlisg |2 B=7 .1)

Desse modo, o objetivo ¢ determinar k; tal que a equagdo (4.1) seja satisfeita. Nota-se
que usa-se sx para construir o limite devido a ndo disponibilidade de se ter um estimador
apropriado da variancia. Portanto os limites aqui construidos podem n@o ser os melhores.

A equagdo(4.1) implica em:

o 2 2
Pisg (R —Kks.sg Sp—-Kpyfop +0e =7

onde K, denota o (100 p) percentil da distribui¢do normal padronizada.

Definimos
1
n 2 2
ZZ(H—M) e SZKP'(Gb+Ge)2
G O]
_Jo, + ol

, onde oy ¢ definido em (2.19)

g
(aqui o) = —
n

n
Entdo temos :

P~

P‘rsi

{Z+6<ks.s§fcl}=y

Consequentemente:
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Z+9d
Pﬁ,s; {T<ks.ﬁ}=y, onde Z denota uma variavel aleatoria normal
x /01

padronizada.
Desse modo, uma vezque Z € M/(I-1) = s /o$do independentes (resultado 2), temos:
ks = t1_1(5,y)/1 42)
Bhaumik e Kulkarni [1] estudaram as propriedades de k,como uma fung@o de R e n;'s.

Primeiro eles pesquisaram os valores de n,'s para os quais k; ¢ minimo, para R fixa.

O & da equag@o (4.2) pode ser reescrito como:
. =Kp.1l0'§ + Ug _ qufcg pog .

%1 ’cﬁ + xgg
I

R+1
R 43

5 =+IK,. (4.3)

Apresentamos agora o limite de tolerancia para R conhecida na segdo 4.2.2, e para R

desconhecida na segdo 4.2.3, segundo Bhaumik e Kulkarni [1].

4.2.2 LIMITES DE TOLERANCIA QUANDO R E CONHECIDA

Como & ( equagio (4.3) ) é uma funcdo decrescente de A , temos que & atinge o seu

méaximo quando A atinge o seu minimo. Portanto, para o caso balanceado (quando n, =J), o valor

maximo de & sera obtido de:

Pela equacgio (4.3) temos & = «/f.Kp. ’};L:%— e,se A = % (resultado 4 (i1) ) e
+

n
como I = = ( caso balanceado ), entdo:
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R+ -

R +1
Omax = JH"Kp'”ﬁ @44

Dessa maneira, um delineamento balanceado nos fornecera o valor maximo de k,
(resultado 3). Temos ainda o fato que § atinge seu minimo quando o vetor de alocagdo é A = ((n-
I+1),1...,1). Esse vetor de alocagdo nos fornece o valor minimo para k,, e, consequentemente,
o melhor limite de tolerancia para esse procedimento.

Para o caso balanceado, em geral, ndo existe comparag@o direta entre os limites aqui
deduzidos e os limites obtidos por Mee e Owen [13]. Isto se deve ao seguinte:

Seja Lj=kgsy e L, =Ks,,

onde kg € deduzido substituindo & pord,,,, K= t;(8,..Y) (obtido por Mee e Owen
[13]) e % ¢édado em (2.17).

Para vérias combinagdes de I, J e R, Bhaumik e Kulkarni [1] tabularam os valores de
k, e K, esses valores encontram-se na tabela 4.1, do apéndice 2. Temos k, >[K, e os valores sio

proximos para grandes valores de R, porém temos sz < s,. Assim, nenhum método ¢é

uniformemente melhor do que o outro. Entretanto, a comparagdo dos dois métodos para o caso

extremo de R — oo, resulta em:

Li >szc e Ly, &> s,c, onde c=t1_1(\/I_.Kp,}')f«ﬁ

Isso mostra que L, < L,. Desse modo, esse método fornece limites de tolerancia
melhores para valores maiores de R. Para o outro caso extremo de R— 0, novamente nenhum

método é uniformemente melhor.

4.2.3 LIMITES DE TOLERANCIA QUANDO R E DESCONHECIDA

Nos casos onde R ¢ desconhecida, deve-se usar uma estimativa de R para construir o

39

AVA
ATAVA

1 2 3 4 5 6 7 unespwl 120 13 214 15 16 17

18



limite de tolerincia. Para esses casos existem tanto estimadores pontuais de R como estimadores

por intervalo de R.

Tendo R , (4.3) passa a ser:

e @5)
R+A

Antes de se sugerir uma estimativa apropriada de R devem ser considerados os seguintes

pontos sobre o comportamento de ks em relagdo a R.
Para valores fixos n;'s, 6 € uma fungao crescente de R se A >1. Portanto para A > 1,
ks € uma fung@o crescente de R. Para minimizar ks quando A > 1, estimamos R como um limite

inferior da estimativa por intervalo de R. Por outro lado, se A < 1, tomamos o limite superior.

Thomas e Hulthquist [23] fornecem as seguintes estimativas para R:

- estimativa pontual de R:

(s% - sg )t
2
Se

R = , com r definido em (2.24)

- estimativa por intervalo de R:

<R <

onde |; € o limite inferior e s € o limite superior.

F .1
Fi-1,n-1),(1-a/2)

I, =A. £ -1
Fn-11-1) ,(a/2)

onde A é definido em (2.20), o =1 —y e F* é dado por:

AVA
AVAVEY
a¥v

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp 1 122 23 314 15 Te 17 18



4.3 EXEMPLO: (Ostle e Mensing (1975),p.296, [15])

Um experimento foi conduzido para estudar o efeito das condi¢des de armazenagem de
madeira branca de pinheiro em relagdo a sua umidade. Cinco das condigdes de armazenagem
foram estudadas com um niimero variado de blocos amostrais sendo armazenados sob cada uma
das condigdes, € observou-se a porcentagem de umidade obtida. Os dados sio fornecidos abaixo
natabela 4.2 .

Tabela 4.2

Condi¢des de Armazenagem
3
8.1
6.4

Nesse caso, uma vez que estamos tratando do conteiido de umidade na madeira, temos

o interesse em construir um limite de tolerancia superior ao invés de um limite inferior. O limite
de tolerancia superior € dado por [i + k.55, onde [i, k¢ e si sdo definidos como anteriormente.
Trabalharemos com B = 0.90,y = 0.95

Primeiramente calculamos a ANOVA, utilizando o pacote computacional SAS

(apéndice 1), onde os seguintes resultados foram obtidos:

Fonte de Graus de SQ

Variag@o liberdade

Entre grupos 4

Intra grupos 9

Total 13
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Usando o estimador pontual de R (4.6) temos:

(s% —sg)a‘r

2
e

R =
S

2.67 - 0.8
% = 0.8854166

_J7.982 +6.63% +7.252 +9.132 + 7.12 —38.0932/5
5-1

=+/0.95 = 0.97

Usando (4.5) temos:

AR+ 337566
x

Entio kg = t4(3.37566, 0.95)/,/5 =0.7094
Portanto o limite de tolerancia superior para o conteiido da umidade na madeira é dado

por i + kgsx = 7.62 + 0.7094(0.97) = 8.31.

Nesse caso, A = 0.4733 <1 e, como foi discutido anteriormente, na secdo 4.2.2, 0
limite superior do estimador por intervalo de R pode ser usado na constru¢do do limite de
tolerancia para o conteido da mistura. Usando Thomas e Hulthquist [23] o limite superior do

estimador por intervalo, dado por (4.9), é:

L =% 2 -1
Fn-1,1-1) ,(a/2)
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F* | dado por (4.10), seré:

B ad,
A

2
pr__ Ll 097

= : = 2.487
0.4733 0.796

1

F._11_ =F =——=021
(n=LI-1),0/2 (9,4),(0.025) 472

Logo,

R = 0.4733{3@ - 1] =5.1116
0.21

Desse modo, & = 2.9977 e kg =14(2.9977,0.95)/,/5 =0.5621 e o limite de

tolerancia superior serd i + k¢.sx = 7.62 + 0.56(0.97) = 8.17.
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Capitulo 5

Um Meétodo Exato de Construcio de Limites de

Tolerancia em Modelos com um fator aleatorio

5.1 CONSIDERACOES INICIAIS

Este método, desenvolvido por Bhaumik e Kulkarni [2], apresenta varias vantagens em
relagdo aos anteriores, especialmente pelo fato de ndo apresentar quaisquer aproximagdes, bem
como o de reter o maximo possivel de graus de liberdade para a distribuigio t envolvida. Além
disso, esse método se aplica tanto para delineamentos balanceados como para os ndo-
balanceados.

Na se¢do 5.2 descrevemos esse método quando R é conhecida; e na se¢do 5.3, quando R
¢ desconhecida, substitui-se R por um estimador ndo viesado aproximado e estuda-se o
comportamento dos limites de tolerancia através de simulagZo.

Na secdo 5.4, apresentamos exemplos que ilustram esse método.
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5.2. CONSTRUCAO DE LIMITES DE TOLERANCIA QUANDO R E
CONHECIDA:

Consideremos novamente o modelo (2.1) e as equagdes (2.3) e (2.19).

Seja

1 &
Xi = — 2%
n; o

ij=

a média amostral do i° grupo.

Temos ainda que var(X;) =

Desse modo :

X; ~N(p, 0%/ wy),

n.
onde w, = i

1+n,R

Defini-se:

A seguir s3o apresentados dois resultados para o caso de R conhecida.
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Resultado 5.
s;‘; e s , definidos na tabela 2.2, sfo independentes e distribuidas como ce XI 1 €
cg .xﬁ_l, respectivamente, onde %°; é uma qui-quadrado central com a graus de liberdade.

Consequentemente s% ) sg ¢ distribuida como cg.xﬁ_l onde n ¢ definido em (2.14).
Resultado 6.

As variaveis aleatérias X e s> = (s;‘; + sg )/ (n-1) s3o independentes e «/;(i—p)z’s ~t,

;» onde t , denota uma distribuig@o t central com n-1 graus de liberdade.

A seguir fornecemos um procedimento para construir um limite de tolerancia inferior da
forma X — K .s+4/1+R para uma observagdo futura x. O fator Kg € obtido tal que no minimo

uma propor¢ao B da populagio exceda esse limite com confianga 7y, ou seja:

P{P x> X = Kgs./(1+R) X ]>|3}

B TN

Ox

{—x+p+K 511(1+R)>z }
2 4L1-8

y=P[02Z; gox +X —p - Kg.5.4/(14+R) ]

. P[ Zy_g. 051+ R)w LK on Ks.s.,/(1+R)]

Ox Ox Ox

como c§ = c%.w € Oy = \fcg .1+R) entdo oy = \lc%.w.(l +R) = ci.\f(l +R).w

desse modo vy = P(Z +8<Kgsa/(1+ R).N]
GC
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Z+39d
e, portanto y = P 7
s

SK AU+ R).w]

€

onde Z, ; denota o 100(1-B)° percentil da distribuigdo normal padronizada e

8 =2Z)_pJU+R)w (5.9)

Usando a expressdo acima, o fato de que 0‘% = 0'% .(I+R) e c% = O'g /w , a equagdo

(5.8) se reduz a:

X—u Zi- .\}i1+Riw Kl £ B
y:P{x kb eyt W}—P[@s}(s (1+R)w} (5.10)
Ox X S

Ox (0]

[+

onde Z ¢ uma variavel aleatéria normal padrdo. Do resultado 6 temos que a distribuigdo

Z+9d , v ek " : i
de ; ¢ uma distribui¢do t ndo-central com n-1 graus de liberdade e parametro de ndo
s/

centralidade &.

Portanto:

K P tn—l(S’Y)

" Ja+R)w
Assim o limite inferior para esse caso ¢ dado por:
X - ty_1(5,7)s/w
Pois:

KsA+R)w =t,,_1(3,7)
Ko JA+R) =t,_1(5,y)//w , entdo:

X - KgsJ(I+R) =X —s.t,_1(8,7)/+w (5.13)

Nota-se que os resultados, obtidos nesta se¢do 5.2, sdo exatos e fornecem intervalos de
tolerancia incondicionais. Como vimos anteriormente, Mee e Owen [13] sugeriram um método de
reunir as somas de quadrados para obter intervalos de tolerancia condicionais sobre uma

estatistica F. Aqui esse procedimento € feito incondicionalmente. QOutra vantagem desse

procedimento € que encontra-se um estimador nio viesado de G)z‘ , que € s’ nesse caso, € usa-se s
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para estimar o,. Por outro lado, Mee e Owen [13] encontraram um estimador ndo viesado de c%

e usaram a raiz quadrada deste para estimar o,.

5.3. ESTUDOS DE SIMULACOES QUANDO R E DESCONHECIDA

Quando R ¢ desconhecida é extremamente dificil obter qualquer resultado tedrico para
estudar o comportamento dos intervalos de tolerancia. Geralmente substitui-se um estimador de R
e obtem-se os limites de tolerancia como se R fosse conhecida. Ao se fazer isso, ¢ importante
saber o quanto de precisdo se perde em termos da cobertura de probabilidade e o nivel de
confianga. Por isso Bhaumik e Kulkarni [2] fizeram um estudo de simulag@o para verificar o
efeito da estimativa de R sobre a probabilidade de cobertura e o nivel de confianga.
Primeiramente, estabelece-se uma estimativa aproximada ndo viesada de R dada por Thomas e
Hultquist [23] ; entdo, usando-a como uma estimativa pontual de R, s@o apresentados estudos de

simulagdo como descrito abaixo.

Sejam X , X, s ¢ X ,definidos em (2.15), (2.16), (2.18) e (2.20), respectivamente.
X

A seguir apresentamos alguns resultados que serdo utilizados nesta se¢@o.

Resultado 7 (Thomas e Hulthquist [23])

2
(I-1)s%

op + Ao

2

A distribui¢do de M = ¢ aproximadamente XI2—1 e a distribuigdo de sg ,

definida no resultado 5, ¢ cg.xg_l .Temos também que M e sg‘ sdo independentes, o que
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implica em:

M/(I-1)
s2/o2(n-1)

ter uma distribuig¢@o F aproximada com (I - 1, n - I') graus de liberdade.

Portanto verifica-se que um estimador n3o-viesado de R € dado por:

c2(n-1) (n-1-2)

.(c% £562) — &

s2 (o2 +%o?) o2 (n-1)

= (“;ﬁ.(cﬁ +1.02).E(F) - &
oe (n—=1)

Usando este estimador n3o-viesado aproximado no lugar de R, Bhaumik e Kulkarni [2]
conduziram um estudo de 1000 simulagdes. Eles generalizaram numeros aleatérios de uma
distribui¢do normal com uma média 3.0 e conduziram simulagdes para varias combinagdes de I,
R, B, y e tamanhos amostrais. Para todas essas combinagdes, eles trabalharam = 0.90 e y = 0.95.
A escolha desses valores foi para ilustrar o efeito do estimador R visando uma cobertura () ao

nivel de confianga (y) dos intervalos de tolerdncia. Ao final de cada simulagdo o limite de
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tolerancia foi encontrado, calculou-se a cobertura (B), através da suposigio da distribuigio normal
das observagdes feitas nesse modelo, e foi verificada se esta cobertura era maior ou igual a B
especificado. Uma vez que as 1000 simulagdes foram completadas, foram obtidos a média e o
desvio padrdo de todas as coberturas (denotadas por Avg-B e Std-B nas tabelas 5.1 e 5.2 do
apéndice 2), e encontrou-se a proporgdo das vezes que as coberturas simuladas foram maiores ou
iguais a [ especificado (denotada por Sim-y nas tabelas 5.1 e 5.2).

Bhaumik e Kulkarni [2] concluiram que quando o numero de grupos é pequeno,
desconsiderando o tamanho amostral, ha poucas observagdes para estimarmos R. Com um unico
resultado pode-se ndo atingir a cobertura especifica e o nivel de confianga. Todavia, 4 medida que
o numero de grupos aumenta uma estimag@o mais préxima de R é possivel e, desse modo, a perda
no nivel de confianga e na cobertura deve ser menor. Nota-se dos resultados de simulagio (tabelas
5.1 e 5.2) que este parece ser o caso. Pode-se também perceber que a medida que o nimero de
grupos aumenta, o tamanho amostral total também aumenta, resultando em uma melhor
estimagdo dos parametros envolvidos.

>

A cobertura simulada (Avg-p) ¢ no minimo B para todos os casos estudados. Para um

pequeno nimero de grupos, o desvio padrdo das coberturas simuladas (Std-B) é grande, mas

diminui rapidamente a medida que o numero de grupos aumenta. Desse modo, a probabilidade de
cobertura ndo ¢ grandemente afetada pela estimagdo de R, se existe um moderador para um
grande numero de grupos. Por outro lado, o nivel de confianga atingido (por exemplo Sim-y),
depois de se estimar R, ¢ em média 20% mais baixo do que o nivel especifico, se 0 numero de

grupos € pequeno.
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54. EXEMPLOS

5.4.1 EXEMPLO 1 (caso balanceado)

Consideremos o exemplo fornecido por Wang e Iyer (1994) [25], onde duas réplicas
foram tomadas de cada uma das quatro garrafas de carvdo para conter enxofre, selecionadas
aleatoriamente. Os dados estdo na tabela abaixo:

Garrafa ID

Réplica

Enxofre (peso %)

12217

1

4.70

1227

4.70

0410

4.56

0410

4.68

0241

4.66

0241

4.55

0809

4.61

0809

4.69

Desse modo, 0 modelo com um fator aleatério considerado sera:

x,-j=p,+bi+§,-j com j=1,2 e 1=1,23,

4.

onde x; ¢ a " medida da i* garrafa. Neste exemplo tem-se quatro grupos e duas réplicas

em cada grupo. O limite de tolerancia inferior para os conteudos de enxofre com B =0.90 e y =

0.95, apos alguns célculos, € dado por 4.47.

Neste exemplo R ndo é conhecida, e portanto o efeito de se estimar R na cobertura e o

nivel de confianga devem ser levados em considera¢@o antes de se interpretar esse limite. As

simula¢des de Bhaumik e Kulkarni [2] da se¢do anterior indicam que o nivel de confianga poderia

ser apenas em torno de 0.80 e a cobertura no minimo 0.90. Dessa maneira, estamos mais ou
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menos 80% confiantes de que o contetido de enxofre, de no minimo 90% das garrafas de carvao,

seria mais do que esse valor obtido (4.47).

5.4.2 EXEMPLO 2 (caso nido-balanceado)

Aplicaremos também a teoria deste capitulo ao mesmo exemplo que foi utilizado no
capitulo 4, com a finalidade de posteriormente compararmos os resultados.

Os dados s3o fornecidos na seg¢do 4.3, e os resultados, obtidos através do SAS,

encontram-se no apéndice 1.
Primeiramente estimamos R, usando a equag@o (5.15).

. g2 _
R=2mn-1-2)-A
2
Se

R = Eﬁ.(m — 4 -2) - 0.4733 = 9.07443896

0.796
Usando (5.3) € (5.7) temos:

4 -~
w = Z[L + RJ = 0.524119305

nj

=1

E da equagido (5.9):
0= Zl_ﬁ\lil +R H =1.285(2.297870267) = 2.952763293

Determinamos s usando o resultado 6:

g = ,f—zw = 05163481235

Utilizando as tabelas de Pearson e Hartley [18], do apéndice 2, calculamos a t ndo-central:

t(2.952'?63293, 0.95) _ o
13 ’
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Para isso, devemos calcularu e £.

_ I4 = -0.5011251636
2(n—1)

u= .

J2(n-1)

Com esse valor, entramos na tabela de Pearson e Hartley [18], do apéndice 2, e,
interpolando, determinamos £ = 1.621717642.

Portanto:

= 1.2808677182

((2.952763293,0.95) _ [-0 _—A+ {1+ A2 /2(n—-1) + 22 /2(n -i/2
= 1-¢%2/2(n-1)

E, finalmente, teremos:

I, = 7.6186 + St /W = 8.62
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Capitulo 6

Conclusao

Apresentamos neste trabalho métodos de constru¢do de limites de tolerdncia unilaterais,
para modelos balanceados e ndo-balanceados, com um fator aleatdrio (2.1). Vimos que esses
limites seguem a forma padrdo (i + k.s, e o problema basico é determinar os valores de k, de tal
modo que a probabilidade seja y de que, no minimo uma dada propor¢do B da populagdo
amostrada, esteja abaixo (limite superior) ou acima (limite inferior) desse limite.

Viérios autores estudaram essa questdo, porém pareceu-nos mais conveniente nos ater aos
métodos mais comumente discutidos e utilizados que s@o: para o caso balanceado, Lemon [11]
e Mee-Owen [13]; e, para o caso ndo-balanceado, Bhaumik e Kulkarni [1]. Estudamos também
um método mais geral, pois aplica-se aos dois tipos de delineamentos, que ¢ o de Bhaumik e
Kulkarni [2]. E, posteriormente, fizemos uma comparag@o entre eles.

Primeiramente, para o modelo balanceado foram descritos o0 Método de Lemon [11] e o
Método de Mee-Owen [13]. Lemon [11] utilizou-se de uma populag@o, consistindo de muitos

grupos e baseou-se no quadrado médio entre esses grupos. Ele trabalhou com uma distribui¢éo

t ndo-central e com 512) / sg (3.11) para estimar cﬁ fcg , € construiu tabelas para o fator k' (tabelas

3.1),em fungiode L, J, v, e s% fsg . Diferentemente, Mee e Owen [13] utilizaram-se de uma

combinagio linear dos quadrados médios (3.18) para deduzir o limite de tolerancia em quest&o.

Mee e Owen [13] primeiramente trabalharam com R desconhecida, usando uma aproximagdo
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fornecida por Satterthwaite [21], obtendo fatores k (denominados por Kg), € construiram tabelas
para esses valores (tabelas 3.2), em fungdo de I, J, v, B e R. E, posteriormente, com R conhecida,
deduziram e construiram fatores k (denominados por kg ). Para compararmos esses dois
métodos citados acima foi utilizado um exemplo de um delineamento balanceado (seg#o 3.3).
Usando o Método de Lemon [11] obtivemos o intervalo [156.3 , €0 ] e, utilizando o de Mee-Owen
[13], foi determinado o intervalo [160.0 , © ]; ou seja, para este exemplo, observa-se que o

procedimento de Lemon [11] € mais restrito do que o necessario. Ainda nesse exemplo, sendo R

conhecida, determinou-se o limite através da segio 3.2.3, ¢ obteve-se [169.0, ] , 0 que nos

leva a crer que, se conhecemos R, temos maiores condigdes de melhorarmos o limite de
tolerancia.

No capitulo 4 estudamos o Método de Bhaumik e Kulkarni [1], aplicado a delineamentos
nao-balanceados, determinado em fung¢do dos n;’s. As técnicas basicas de construgdo sdo
praticamente as mesmas das Mee e Owen [13]. A diferenga maior entre esse método e o de Mee
e Owen [13] é que a aproximagdo deduzida por Satterthwaite ndo pode ser usada para
delineamentos ndo-balanceados; logo, Bhaumik e Kulkarni [1] usaram uma aproximagao
deduzida por Thomas e Hultquist [23]. Bhaumik e Kulkarni [1] trabalharam também com R
conhecida e; posteriormente, R desconhecida. Nessa tiltima situagido pode-se estimar R por ponto
ou por intervalo. Aplicando esse método ao exemplo 4.3, obtivemos, usando o estimador pontual
de R, o limite superior igual a 8.31 e, utilizando o estimador por intervalo de R, encontramos o
limite superior igual a 8.17. Logo, nesse caso, verifica-se que é mais aconselhavel utilizarmos a
estimativa pontual de R.

Foi descrito, no capitulo 5, um método exato, estabelecido recentemente (1996) por
Bhaumik e Kulkarni [2], que propicia varias vantagens em relagdo aos métodos descritos nos
capitulos anteriores. Uma delas ¢ que este método pode ser aplicado tanto aos delineamentos
balanceados, quanto aos ndo-balanceados. Para R conhecida, os autores deduziram um método
direto. Eles ndo usaram a aproximagio de Satterthwaite [21], nem a de Thomas e Hultquist [23],
uma vez que o método por eles desenvolvido é exato, além de reter o maximo de graus de
liberdade possivel para a distribui¢do t envolvida. Para R desconhecida, Bhaumik e Kulkarni [2]
deduziram um estimador ndo viesado aproximado de R (5.14), e estudaram o comportamento dos
limites de tolerancia através de simulagdes. Conclui-se que quando tal estimador de R ¢ usado,
o método mostra o nivel de confianga atingido, com menor valor que o nivel efetivo. Entretanto,

a medida que o nimero de grupos aumenta estima-se R mais facilmente, e dessa forma o nivel
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de confianga atingido fica mais proximo do nivel especificado. Foi trabalhado também nesse
capitulo o exemplo 5.4.2, que utiliza os mesmos dados do exemplo 4.3, e o limite superior

encontrado foi 8.62. Comparando esse valor com os valores obtidos na se¢io 4.3, que foram 8.31

(com R pontual) e 8.17 (com R por intervalo), concluimos que, em relagdo ao exemplo em

questdo, esse método, apresentado no capitulo 5, mostrou-se melhor do que o método do capitulo
4, uma vez que o limite superior foi maior que os anteriores.

E salutar salientar que, em relagdo a resolugo dos exemplos aqui propostos, para o
célculo das variancias e outros, utilizamos o pacote computacional SAS, o qual oferece resultados
confiaveis e facilidade de programagio.

Como o conhecimento, gragas a Deus, se prolifera a cada milionésima fragdo de segundos,
ficam aqui outros pontos ( por exemplo, o estudo de métodos para construgdo de limites de
tolerancia em outros modelos como os de dois fatores, cruzados, mistos, hierarquicos, ... ) para
se aprofundar essa linha de pesquisa, outros desafios, que fugiram ao nosso escopo, os quais
poderdo ser explorados posteriormente por alguém interessado e preocupado com o saber

enquanto ciéncia em promogdo do ser humano.
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Apéndice 1:

Resultados do SAS

para os exemplos 4.3 ¢ 5.4

PROGRAM EDITOR

DATA EX1SAS;
INPUT TRAT Y;
CARDS;
1 T3
1 8.3

7.6
8.4
8.3
5.4
7.4
Tl
8.1
6.4
T
9.5
1

M= s B W W N NN =




TITLE
PROC PRINT

DATA = EX1SAS;
PROC GLM;

CLASS TRAT;

MODEL Y = TRAT;

RUN;

OUTPUT

RESULTADOS DO SAS - EXEMPLOl1l - CAP.4

14:51 Tuesday,

January 20,

6

1998 13

"RESULTADOS DO SAS - EXEMPLOl - CAP.4";
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General Linear Models Procedure

Class Level Information

Levels Values

Number of observations in data set = 14

Dependent Variable: Y

Source
Sum of Squares Mean Square F Value

Model
10.66223810 2.66555952

Error
7.16633333 0.79625926

Corrected Total
17.82857143

R-Square
Root MSE

0.598042
11.48223 0.89233360 7.77142857

Source
Type I SS Mean Square F Value

TRAT
10.66223810 2.66555952

Source
Type III SS Mean Square F Value

TRAT
10.66223810 2.66555952 3.35
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LOG

NOTE:

104
105
106

NOTE:
NOTE:

The PROCEDURE GLM used 1 minute 0.84 seconds.

DATA EX1SAS;
INPUT TRAT Y;
CARDS;

The data set WORK.EX1SAS has 14 observations and 2 variables.
The DATA statement used 0.11 seconds.

TITLE "RESULTADOS DO SAS - EXEMPLCl1l - CAP.4";
PROC PRINT
DATA = EX1SAS;

PROCEDURE PRINT used 0.05 seconds.

GLM;
CLASS TRAT;
MODEL Y = TRAT;
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Apéndice 2:

Tabelas

Tabela 3.1
Fatores de Tolerancia Unilaterais k’para Efeitos Aleatorios com um fator

Partea) y = 0.90, B = 0.95

I
2 [ 3. ] 4] 5 | 6] o8] 9]0 ]e [ e

sﬁ / sg = 0.2
13.090 [ 5.311 | 3.957 | 3.400 | 3.092 | 2.894 | 2.754 | 2.650 | 2.568 | 2.272 | 2.028 | 1.821 | 1.645
13.100 | 5.210 | 3.864 | 3.316 | 3.016 | 2.823 | 2.688 | 2.588 | 2.509 | 2.227 | 1.997 | 1.806 | 1.645
13.100 | 5.160 | 3.816 | 3.273 | 2.975 | 2.786 | 2.653 | 2.555 | 2.478 | 2.203 | 1.981 | 1.798 | 1.645
13.100 | 5.134 | 3.792 | 3.250 | 2.955 | 2.766 | 2.635 | 2.537 | 2.462 | 2.191 | 1.972 | 1.794 | 1.645
13.100 | 5121 | 3.779 | 3.239 | 2.944 | 2.757 | 2.626 | 2.529 | 2.453 | 2.184 | 1.968 | 1.791 | 1.645
13.100 | 5.108 | 3.767 | 3.227 | 2.933 | 2.747 | 2.616 | 2.520 | 2.445 | 2.178 | 1.964 | 1.789 | 1.645

s2 /s2 =10
2.894 | 2.754
2.852 | 2.715
2.831 | 2.695
2.820 | 2.685
2.814 | 2.680
2.808 | 2.674

sg / 53_ =5.0
2.894 | 2.754
2.880 | 2.742
2873 | 2.735
2.870 | 2.732
2.868 | 2.730
2.866 | 2.729

sg /55 =100
2.894 | 2.754
2.886 | 2.747
2.883 | 2.744
2.881 | 2.742
2.880 | 2.741
2.879 | 2.740
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Tabela 3.1
Fatores de Tolerdncia Unilaterais k’para Efeitos Aleatorios com um fator

Parteb) y = 0.95, g = 0.90

I
[ 4 [ 5] 6 [ 7 ] 8 9 [10]17]37 [185]

sg /55 =02
3.006 | 2.755 | 2.582 | 2.454 | 2.355 | 2.002 1.481 | 1.282
2.881 | 2.642 | 2.477 | 2.356 | 2.262 | 1.933 1.459 | 1.282
2.813 | 2.579 | 2.419 | 2.302 | 2.212 | 1.895 1.446 | 1.282
2777 | 2.547 | 2.389 | 2.273 | 2.185 | 1.875 1.439 | 1.282
2759 | 2530 | 2373 | 2.259 | 2.171 | 1.864 1.436 | 1.282
2.740 | 2512 | 2.357 | 2.243 | 2.156 | 1.853 1.432 | 1.282

sﬁ /s
2.755
2.689
2.654
2.636
2.627
2.617

2 ;5.2
sy, / Se
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Tabela 3.1
Fatores de Tolerancia Unilaterais k’para Efeitos Aleatorios com um fator

Partec) y = 0.95, p =095

I
[ 4 [ 5 [ 6 | 7 ] 8 [ 9 [10] 1737 [145] o

s% / sg =02
3.708 | 3.399 | 3.187 | 3.031 | 2911 | 2.486 | 2.149 | 1.874 | 1.645
3.601 | 3.302 | 3.097 | 2.947 | 2.832 | 2.427 | 2.109 | 1.854 | 1.645
3.545 | 3.251 | 3.049 | 2.902 | 2.789 | 2.395 | 2.088 | 1.844 | 1.645
3516 | 3.224 | 3.024 | 2.879 | 2.767 | 2.378 | 2.077 | 1.838 | 1.645
3.501 | 3.210 | 3.012 | 2.867 | 2.756 | 2.369 | 2.071 | 1.835 | 1.645
3.486 | 3.196 | 2.999 | 2.854 | 2.744 | 2.361 | 2.065 | 1.832 | 1.645

5}2) / sg =1.0
3399
3342
3312
3297
3.290
3.282

2 5.2
sy, / Se
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Tabela 3.1

Fatores de Tolerdncia Unilaterais k’ para Efeitos Aleatorios com um fator
Parted) y = 0.95, =099

I

T8 A s 64 T8 |9 | 0] 10 5% 85 ]

sg f'sg =0.2

4.642 | 4.354

3.981

3.415

2.972

2.617

2.326

4567 | 4.284

3.920

3.368

2.941

2.601

2.326

4.528 | 4.248

3.888

3.344

2.924

2.593

2.326

4.509 | 4.230

3.871

3.331

2.916

2.589

2.326

4.497 | 4.221

3.863

3.325

2912

2.587

2.326

4.487 | 4.211

3.855

3.319

2.908

2.585

2.326

s% !sg =1.0

4.642

4.597

4.575

4.563

4.557

4.552

s% fsg =5.0

34567Ul'leSp
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Tabela 3.2
Fatores kg para Limites de Tolerdncia Unilaterais

Partea) y =0.95 e [ =0.90
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Tabela 3.2

Fatores ks para Limites de Tolerdncia Unilaterais

Parteb) y =0.95 e =099
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Tabela 3.3
Fatores kg para Limites de Tolerancia Unilaterais

Partea) y =0.95 e [ =090
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Tabela 3.3
Fatores kr para Limites de Tolerancia Unilaterais

Parte b) y =0.95 e [ =0.99
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Tabela 4.1
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Tabela 5.1

Resultados de Simulag¢ao Usando Variaveis Aleatorias Normais Gerais Com
u=30,=09,y=095,eR=4

=]
()

4
4
4
12
4
4
18
21
4
4
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Sim -7y |Avg—B | Std -

0.832

0.948

0.0630

0.825

0.945

0.0617

0.820

0.944

0.0602

0.819

0.944

0.0600

0.821

0.944

0.0591

0.852

0.950

0.0635

0.839

0.948

0.0641

0.844

0.947

0.0640

0.846

0.9490

0.0641

0.861

0.952

0.0627
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Tabela 5.2

Resultados de Simulag¢ao Usando Variaveis Aleatorias Normais Gerais Com
u=30,=09,y=095,eR=1

=]
L]

| ne [Sim-y[Avg-B[Std—p

0.813 | 0.947 | 0.0808
0.808 | 0.943 | 0.0799
0.814 | 0.942 | 0.0799
0.811 0.942 | 0.0794
0.811 0.942 | 0.0798
0.816 | 0.943 | 0.0780
0.818 | 0.944 | 0.0772
0.824 | 0.945 | 0.0765
0.791 0.938 | 0.0765
0.781 0.936 | 0.0786

B S I I I I - I =

b =
(] BV,

0.820 | 0.947 | 0.0698
0.807 | 0.944 | 0.0715
0.814 | 0.942 | 0.0716
0.816 | 0.942 | 0.0723
0.812 | 0.944 | 0.0715
0.813 | 0.939 | 0.0733
0.811 0.941 | 0.0675
0.812 | 0.941 | 0.0665
0.803 | 0.940 | 0.0671
0.803 | 0.941 | 0.0661

wn

0.806 | 0.942 | 0.0728
0.797 | 0.939 | 0.0711
0.785 | 0.939 | 0.0711
0.776 | 0.938 | 0.0699
0.796 | 0.939 | 0.0708
0.802 | 0.943 | 0.0701
0.805 | 0.939 | 0.0635
0.803 0.939 | 0.0620
0.802 | 0.940 | 0.0593
0.807 | 0.940 | 0.0588

B3| ol =l ™o 0o tof vof rof o i

(o]
B

-~
Il
(=)

~]
W
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Sim-y | Avg—B | Std—p

(=)}

0.821

0.944

0.0654

0.812

0.941

0.0649

0.813

0.941

0.0650

0.815

0.941

0.0661

0.814

0.941

0.0656

0.818

0.943

0.0655

0.827

0.942

0.0516

0.830

0.942

0.0500

et e By NSTRNTISTRNTENST ST I P

0.834

0.943

0.0483

[ye]
w

0.839

0.943

0.0483
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6
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Tabelas de Pearson e Hartley [18] - ( t nfio-central)
Fatores, /, para a determinagiio de pontos percentuais de t'
Pr{t'>t |A}=a =0.50.Parav=c0> todos os valores de / siio zero.

3 1 5 6 7 8 9 16 36 144

—0339 —0-2742 —0-2374 -02128 ~0-1038 —0-1701 -0-1876 —O01578 ~0-1182 —(-0TRT —0-0393
3140 — 2667 - 2217 — 1970 — 1804 - 1088 -~ -1B58 -~ ‘1468 — .1087 - 0730 - 0364
43— .2391 - 2002 - 1838 078 - 1ME ~ -1446 1360~ 1017 678 -0337
42734 - 2218 - P11 - 1702 1550 -~ -1431 - ‘13 <1266 - -0939 0824 0311
A5G — AMT -~ 1783 - (1570 1428 - 1319 -~ -1232 -1180 - -0BG5 05674 -(1286

_ 9124 —01722 —0-1482 —{-1320 —01201 -0-1109 —0-1035 ~0-0974 —00728 —00482 —0-0240
- 1750 - -1420 — 1223 <~ -10BR — 0991 - -ORI5 - 0854 - 'OBOM ~ 050D - 0308 ~ 0108
— 1407 - 1142 - 0984 - -OBT? - -OTHR - 0737 — -0G88 - D648 - 043 - 0320 - 0160
— .1000 - -D8B6 - 0784 ~— -O081 - 0620 - -0573 - -0335 -~ 0503 — 0376 - 02490 - 0124

= 0-0707 034D =00558 —-00499 —0{454 ~00420 -0-0382 -00389 —00275 00183 —0:0091
- {152l 0425 — 0368 — 0327 - 0208 - 0276 - 0257 - 0342 - 0180 0120 ~ -0060
- 0158 {210 — 0181 - 0162 — 0147 = 0136 — D127 - 0120 - 008 - -0050 ~— -0030

0000 (000 0000 -0000 0000 (K000 00 0000 0000 «0000 -0000

Para u positivo, os valores de / sio os mesmos, porém com o sinal positivo.
Pr{t> t'n | A} = a = 0.25.Para vs= todos os valores de / valem 0.67449

2 3 4 5 6 7 B 9 16 36

04069 0-5007
5103 -6228
52406 56357
-5383 -h482
5617 5004

0-6789 0-6B32
5888 0041
6206 8231
6306 8404

06570 08564
6731 0712
0883 6853
~7028 6986

0-7164 0-7116
71298 1240
‘7420 7383
7587 (7454
‘7485 7005

07814 0-7727
7044 -T851
‘B078 7879
‘B215 <8110
‘8356 ‘8245

Para determinar um ponto perce:lltual 100 ¢ superior, t'(a|v,A) :

A A
(1) calcular u= 1+— (2) interpolar /na tabela® apropriada

m 2v g
(3) determinar . _A+/(1+ (A% /2v) = ( /% 2v))?
. 1-( %% 2v)
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Tabelas de Pearson e Hartley [18] - ( t ndo-central)
Fatores, /, para a determinacgfo de pontos percentuais de t'
Pr{t'>t |A}=o =0.10.Parav=o0> todos os valores de / valem 1.28155

144

1-0348 10464 11140 » 1:1608 12575
10549 11001 1-1268 . 1-1872 . 1-2583
10797 1:1165 1-1388 " 1-1747 X 1:2681
1-108) 1:1351 1-1530 11831 1-2001
1:1336 1-15581 11681 4 1:1023 4 1-2811

1-1993 1-1962 1-1997 2 12117 1:2434
1-2535 12354 1-2307 » 1-2313 . 1-2480
1-2077 1-2702 1:2583 L 1:2508 - 1-2638
1-3304 1-2996 1-28458 ’ 12689 1-2718

(B8 LA |

1-3623 1-3228 1:3080 ¥ 12853 1-2748
11660 1-3408 1-3236 : 1-3000 1-8778
1-3700 13531 13374 : 13127 1-2808
1-3720 13616 1-3479 ’ 1-3236 1-2838

Bmtal G

o 2

SCO®IT PhW—

1-:3701 1:3645 13555 ' 1:3324 1- 2860
1-:3866 1.3692 1-3008 x 1-3386 1:2B04
1-3625 1-3701 1-3442 ) 1-3453 12018
1-2583 1-:3699 1:3402 3 1-3408 12043
1:3546 1:3691 1-3473 : 1:3531 1: 2085

1:3516 1-3682 1-3678 . 1-3556 12084
1:3408 1-3674 1-3681 . 1-3574 : 1-3002
1-3401 1-3672 1-3044 J 1-3588 1-3018
1:3408 1:3676 1-3890 ' 1-3801 1-3028
1-3508 1-3064 1-3599 1-3613 1-3038

= o, = 0.05.Para v = o , todos os valores de / valem 1.64485

- - gy

3 4 5 [ 7 8 9 16 6 144

1-4616 15038 15977 15542 15025 1'5744 16052 16141 10307
14648 16037 15262 1:5519 15001 1.5720  1-5830 15124  1-B208
1-4798  1-6108 15302 16534 15010 15721 1-502% 16116 1.0208
15047 15248 15384 1-5580  |.5448 1.5746 15881 16115 1-0290
15302 16422 1:5511 16651 15704 1-5788  1:5051 16121  1-6200

1-5707 1-5631 1:5858 1:-5742 1:5770 1-6543 1-5980 1-6133 1-8293
1:8049 1:5853 1-5318 1-5846 1-5867 1-6010 1-6017 1-6148 1-6297
1-8364 1-6076 1-5986 1-5957 1-5963 1-6885 1-8060 1-6170 1-8304
1-8631 1-6286 1-a152 1-6072 1-6083 1:6{H5 1-6108 1-6194 1-6312

1-6084 1-6441 1-64560 1-0300 16205 1-6230 1-6213 1-3251 136333
1-T1I01 1-6B88 16701 1-8505 1:-8453 1-6390 1-6322 1-4313 1-6350
1-7046 17023 1-BR74 118675 16614 146536 15437  1.8378  1-63B7
1-8B02 1-7085 16979 10808 10744 1-6A5B 1-6328 1-6442 16417
16700 17040 1-7028 18804  1.8899 16756  1-8611 18503  1-0447
1-a501 1-APT0 1-7024 1-147 1-08%)2 1-6328 1-6852 1-65568 16477

1-4312 1-08748 1:A9891 1-6968 1-09a7 1-6878 1-0738 1'8807 1-0504
1-6141 1-H769 10034 18965 18047 1-6801 1-6780 1-0647 1-6529
1- G0 1-00460 1-0864 1-4841 16936 1-6607 1-B807 1-84878 1-6551
1-K8A1 1-A663 1785 1-8902 1-A909 1-6E97 1:6818 1-3699 1-6588
1-:56751 1452 10705 1-4353 1-68%0 1-86873 1-6818 14711 1-6681

]
=

Eittlsr Tat
SENGAG &

2

e Ala S o T S
(=2 -N- <R N U e G0 i o=

I-54i61 1-4361 1-8625 1-6708 1-5623 16638 1-08405 1:6714 1-8688
1-5590 1-6G280 1:4549 1-8736 1-8768 1-3795 1:6782 14707 1-8680
1-6536 16210 15479 1-6674 16712 16746 16750 1-6892 11680
1-5497 1-G183 1-8416 10613 1-Aa54 1-A803 1-6710 1-6647 1-4578
1-6470 1-GLDG 1-3302 16556 1-6597 1-6638 1-66804 1-A035 1-A580

Para v > 9, interpole usando argumento 12/4v .
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Tabelas de Pearson e Hartley [18] - ( t ndo-central)
Fatores, /, para a determinacgfio de pontos percentuais de t'
Pr{t'>t |A}=o =0.025Parav= o todos os valores de / valem 1.95996

] 9 16 36 144

16413 1-8746 1-4024 1-803K : 1-2174 1-92)9 19255 19386 1-8490 19563
1-R204 1-8553 1H751 1'EBED y 10040 19003 1-9135 1-9298 1-8430 1-0536
1229 1-8500 |-4687 - RBAH ’ 18967 1-9021 19066 19239 18302 1-9516
B450 1-8587 1-8713 181 -BRRT 1-8847 1-8997 1-9038 14206 1+ 03HH 1-9494
1-HRO4 1:B757 1-4809 16844 4 18071 1.po1l 1-9045 19195 1-B348 1-9485
19213 18085 1-3985 18071 s 1-8028 1-9055 1:9080 19203 1342 1-9480

1-9589 19237 1-9130 1-9101 § 1010 1122 1-8137 1-8226 18346 1-8477
1-9800 19484 1-8314 1-9248 a2 19206 205 i-0200 1-8260 141367 1:8477
2-0080 1-9704 1-8407 1-9394 . 1-9313 1- #2448 1-92p0 1-5304 191375 1-94K1
20132 1-087@ 1-9681 1-9537 J 1-942] 11304 19377 1-8354 14397 1-0487
2-0073 2.0003 1-5801 1-9668 4 19527 18490 10404 1-B408 161424 1-B485
19833 20074 1e912 1:9781 . 19427 19582 10550 1-D404 1-9453 1- 8606

19742 2-0098 1-bpp2 1-0B74 ¥ 1-:4716 1-96R7 1-4430 120 1-9488 105617
1-9207 2-0030 2:0004 10008 1-902 1-8860 1-9809 19748 -2y 1-9551 1644
1-8687 1-8R41 2040 2-0038 x 1-8951 1-9p08 1-9871 10722 1-9616 1574
1:8407 1-9643 10947 20016 g 1-8992 1-9863 1-49934 19787 1-9676 1 i04
18130 1-8411 10814 1-0047 ’ 1-B980 1-9578 1-9981 14451 1-0726 1-0433

1748101 10183 1 9658 14340 922 1-tHal 19059 1-8056 1-9882 ‘B786 1-8659
1-7433 1-8A70 1-9484 1-9724 C 1 Hasg 19812 1-9923 1-0892 5702 1-9641
17444 18775 1-9330 1-9592 B727 111801 19443 1-BB47 1-9881 A 19697
17289 1:8A00 19171 1-8486 ¢ 1:8703 10750 107905 1-9852 1.9707
17140 L4444 1-9021 1-8320 ¢ 111596 19403 10700 1-8H0G ¥ 1-9710

1-7056 14307 1-8ER2 1-RIBB Y 194B3 1-8580 141113 1-6740 A 1-9704
1-6971 1-8188 1-8753 1-8061 . 1-9308 1-9451 19511 1-BG74 ‘ 1-9600
1-6908 1-3085 1:BB37 1:BR42 ] 19254 1-8341 1-4404 1-0501 ! 1-8887
1-68556 1-7998 1-8533 1-B831 r 1-9141 1-8230 19296 14t ) 10634
16818 1:7935 1-B4d] 16728 d 13032 1-8121 19187 1 40 : 1-9082

1
2

3
4
5
06
7
8
9
10

Pr{t >t |A}=o=0.01LParav=o  todos os valores de / valem 2.32635

v 32 16 16 144
u

22910 2:3139 222 L " . . 23431 - 2-3424
22308 2.2635 2 i ; o X - 23242 23307
22182 22417 2 2T ¢ # . 2.2 2.3105 23216
2 2380 2-2432 i 5 2 b - 2- 23014 3140
2-2844 22817 i " 27 z ¥ ; 2-2982 2-3102
2-3338 2:2809 : " 2 £ " 2-2042 2-3073

23654 23200 2 2- A ! 2-2877 2-2048 2:3000
2-3675 23454 4 " o = 2 J 2.2074 23058
2:3420 23417 : g 2- - : d 23015 2:3009
2-2988 2-3673 " . = . b 23088 23087
2:2476 2-3820 4 . " = ‘ d 23123 23111

21983 2-3604 g * 2 g 2 3182 23140
2-14B2 2:3322 3 " i & " . 23241 2-3172
21050 23104 2 A 0 2 . 23297 23206

20870 2-2860 N 2 a7 . 23248 2.2240

Para determinar um ponto percentual 100 ¢ superior, t'(a|v,A) :

A R
(1) calcular u= \E— 1+ o (2) interpolar /na tabelaC. apropriada
\Y v 1
(3) determinar . _ A+7@Q+ (A2v) = (£ 2v))?

y 1-( 4% 2v)
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Tabelas de Pearson e Hartley [18] - ( t ndo-central)
Fatores, /, para a determinagiio de pontos percentuais de t'
Pr{t'>t |A}=a=0.01LParav=o (cont.), todos os valores de / valem 2.3263

s e e

3 4 5 6 7 8 9 16 3 144

SO6T0 o293 t94sé 23893 28403 23576 23M0 23504 2348 23240 232M
3008  sosay  »ai1el 23465 23586 23578 23672 23665 23430 23304 23244
9581  2.0950  o2e%6 23232 28430 23512 23541 23m49 23481 23360 232U
Lge03  mass  2o5TS 23044 23276 23390 23460 2346 23500 25401 23302

13845 21220 2-227% 2-2B008 2-3086 23246 13342 2-3401 2. 3487 2.3425 2-3320
1-8727 2-0430 2000 22503 1-2383 23076 13199 23280 2:3446 23431 23043
1-8583 2.0681 21748 2:2332 2.2677 2:29%% 1-3039 23139 2-3379 2:3418 23351
1:8413 20450 2.]1520 22112 2474 22710 12870 2.2935 23201 2.3385 23150
1-8269 20287 24316 2-1007 - ihr Y &2524 23697 22423 231845 233345 2-3338

1-8208 20130 2-1131 21710 1-2088 22342 22522 22456 23063 2.3267 23315
1-8134 1-8996 2-0965 2-1540 21910 22163 1.2349 22488 2.2930 23181 23270
1-8075 1-4882 2-0820 2-1378 21741 2.1994 22179 22320 22786 43080 23230
1-8030 1-8784 20580 21220 2.1582 21530 32004 22154 2.2433 2-2064 23106
1.7885 19703 20576 2:1084 21434 21675 2-1853 2:1992 22474 2.2832 23089

Pr{t'>t

N ey 3 4 5 6 7 8 3 16 S 144

'
Y -

X

| A} = o= 0.005.Para v = « , todos os valores de / valem 2.57583.

o

217 26126 2-8077
942 25050 2:6003
42 2-BR2B 20641
604 2:5730 24791
2-6050 2.51561
481 2:5612 25720

26036 24177 &1232 26256 240265 202407 2.4285 24260
54080 2:5308 2.04578 2-5684 2.5765 2.5804 25439 25866
2-4731 2043 55226 26352 25441 25508 2.5580 2.5600
1.5083 25028 3.5121 2.5212 25288 25350 25401 2:5442
1-564) 2:5251 &.G5199 25222 25261 2.5302 2-5339 2-5372
26095 2.5548 25394 2-5338 25326 2-5334 8.5352 25370

-

ty L

LERER NN R

v in
[1.]
3

T.G0188 25004 2034 25506 25449 2:5425 25417 25418 25476 2:5586 25098
2-5535 24004 2. G857 25693 2-5099 2:5545 255106 2.5498 2-5408 25477 25083
2.4725 24110 S 018 2-5881 20749 2:5675 2-5627 2.5585 2:5539 2-5681 2.5074
23483 25003 21104 2.5987 2:5880 2:-5799 25740 25685 2.5503 265607 25071
23071 25005 6083 2G0E0 2-5879 25003 3.5841 2.57TRd 2.5653 2-5621 2:5073

00930 5366 25094 26078 26040 25080  0.5928 25877 25716 23650 24079
50418 24081  D0845 26044 26061 20028 15085 25944 25736 26083 2AGES
51344 24604 05055 6067  2A045 20048 26021 25980 25830 25717 24700
s.0a5] 24240 26438 D855 25996 26084 26033 26016 25677 26762 25713
hOG24 23000  ©6208 26718 25921 25098 26021 24021 25015 18785 24728

20350 2-3680 24876 2:55404 2:5823 2-5030 2-6BRE 20007 2:50M3 25816 2-5743
20118 2-32ep 24744 2534 25700 2-5863 2:5630 26070 2:6001 2:5843 =-07TGB
16421 2:3030 2-4518 2:5228 25884 2:5771 2-5873 2-5029 2-hb68 2.5866 25773
1-8752 2.2803 2-4304 2.5055 264560 2-5889 2:6705 26870 2:6085 2.5884 26787
1-8G08 22680 24100 24483 2:5311 2:66068 2:5707 2.5709 2:5053 2.5807 2:5801

1:0308 $2220 24115 2-4580 18028 2:532) 25508 2.5633 2.5499 2.5907 Z.5822
LBIRd 21915 23308 24238 24749 2:5074 2:5202 20442 25414 2-5804 2-6R34
B4 21602 23108 23961 24479 24827 2:5067 2.5238 2:5702 2-5868 258148
L:BP2G 21450 2:2851 23389 24224 24556 24841 2:5027 2-5468 2-5788 2:5828
1+BE32 2127 22028 23481 2.3985 24353 24817 2-4814 25418 2:5719 2:5803

1-RY63 21118 2:243) 2320 £.3762 2-4131 24380 24602 2-5251 45620 25705
LROBY 20080 2.0258 2-3037 2-3554 2.3919 2-4166 2-4304 2-5074 2-5501 2.5712
1-84650 20879 22104 2.2858 2-3361 2-3718 23985 24180 24688 26305 5042
18013 SU786 2.198p 22006 2-31R2 2-3520 2-178R 2-3601 2-4687 2.5211 28557
1-4584 241707 2:1850 22548 23016 2-3351 23602 23700 24400 26042 2:5453

Para v > 9, interpole usando argumento 12/ Jv
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