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Resumo

A Construção de Limites de Tolerância Unilaterais em Modelos Lineares de Efeitos
Aleatórios com um fator tem sido aplicada em diversas áreas de pesquisa. Neste trabalho
abordamos alguns métodos de determinação desses limites, considerando tanto os delineamentos
balanceados como os não­balanceados. Estes métodos são comparados entre si através da
apresentação de exemplos numéricos, utilizando­se o pacote computacional SAS.
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Abstract

The Construction of One­sided Tolerance Intervals for the One­way ANOVA with
random effects has been applied in several areas of research. In this work we broach some
methods of determining these limits, considering both the balanced and unbalanced designs.
These methods are compared to each other through the presentation ofnumerical examples, using
the SAS computer package. 2

FVY
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



Índice

1 Introdução

2 Definições Iniciais

2.1 Definição do Modelo
2.2 O caso balanceado

2.3 O caso não­balanceado

2.4 Limites de Tolerância Unilaterais

3 Métodos de Construção de Limites de Tolerância em Modelos Balanceados

3.1 Método de Lemon
:

3.1.1 Descrição do Método

3.1.2 Algumas Consequências dos Resultados
3.2 Método de Mee­Owen

3.2.1 Descrição do Método

3.2.2 Limites de Tolerância quando R é desconhecida

3.2.3 Limites de Tolerância quando R é conhecida

3.2.4 Determinação de Ks e Kg por Interpolação

3.3 Exemplo de aplicação dos métodos

FVY
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



4 Métodos de Construção de Limites de Tolerância em Modelos Não­balanceados 35

4.1 Resultados e Definições
4.2 O Método de Bhaumik­Kulkarni

4.2.1 Descrição do Método

4.2.2 Limites de Tolerância quando R é conhecida

4.2.3 Limites de Tolerância quando R é desconhecida

4.3 Exemplo

5 Um Método Exato de Construção de Limites de Tolerância em Modelos com

fator aleatório

5.1 Considerações Iniciais

5.2 Limites de Tolerância quando R é conhecida

5.3 Estudos de Simulações quando R é desconhecida

5.4 Exemplos

5.4.1 Exemplo 1

5.4.2 Exemplo 2

6 Conclusão

7 Apêndices:
7.1 Resultados do SAS

7.2 Tabelas

8 Bibliografia

FVY
AVAVAY

cem 1 2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



Capítulo 1

Introdução

O problema da construção de limites de tolerância em modelos de efeitos aleatórios tem

sido estudado nas últimas décadas por diversos autores. Basicamente a idéia é determinar um

limite (limites) tal (tais) que, pelo menos uma proporção B da população exceda o limite ( ou

esteja entre os limites) com probabilidade y.

Consideremos um exemplo (dado por Bhaumik e Kulkarni,1996, [2]) que ilustra o uso

de tais intervalos:

Considera­se o interesse em estudar a intensidade de relâmpagos na região sul dos

Estados Unidos, perto do Golfo do México, muito comuns durante os meses de verão. Em tal

situação o modelo de efeitos aleatórios é o mais apropriado, pois, devido à vasta área considerada,

pode­se selecionar aleatoriamente k localidades na região e instalar estações para rastrear a

intensidade causada pelo relâmpago. Também é natural que o número de relâmpagos observados

em cada uma dessas k estações de rastreamento seja diferente. Desse modo, o delineamento será

não­balanceado. Além disso, tem­se interesse em predizer a intensidade desses relâmpagos com

alta precisão.

Para o caso de uma distribuição normal com média e variância conhecidas, Wilks (1942)

[26] definiu e construiu limites de tolerância, que foram posteriormente estendidos para o caso

bivariado por Paulson (1943) [17].

Fertin e Mann (1974) [4] trataram da estimação pontual de percentis para o modelo

balanceado com um fator aleatório. Eles discutiram em termos reais do dia­a­dia um exemplo,
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o qual envolveu uma estimação do primeiro percentil da resistência material, avaliadas em testes

realizados em amostras de vários grupos diferentes. Eles também se reportaram à situações

industriais, genéticas e agrícolas.

Fraser e Guttman (1956 e 1970) [5] [6] definiram e construíram "bons" limites de

tolerância. Muitos autores se preocuparam com procedimentos para construir tais limites ( por

exemplo Wallis (1951) [24] , Liberman e Miller (1963) [10], Lemon (1977) [11], Mee e Owen

(1983) [13] , Beckman e Tietjen (1989) [3] , Bhaumik e Kulkarni (1991) [1], Kulkami e Kushary

(1991) [9], e Wang e Iyer (1994) [25] ).

Na maioria dos trabalhos mencionados acima, os autores usaram uma aproximação

estabelecida por Satterthwaite (1946) [21] para deduzir intervalos de tolerância para a razão das

variâncias, R (a ser definida a seguir) conhecida. Para R desconhecida, Mee e Owen (1983) [13]

sugeriram métodos condicionais de construção de intervalos com R estimada, e estudaram o

efeito da estimação na cobertura desses intervalos. Seus estudos de simulações indicaram que o

nível de confiança atingido foi menor do que o nível efetivo quando uma estimativa pontual de

R foi usada. Dessa forma eles construíram limites de tolerância para R, e usaram o limite superior

como a estimativa de R para obter intervalos de tolerância conservativos (ou seja, intervalos que

mantivessem a confiança igual ou maior do que a confiança especificada).

Mee e Owen (1983) [13] investigaram várias técnicas para determinar limites de

tolerância inferiores para modelos de efeitos aleatórios balanceados (mesmo número de repetições

em todos os níveis do fator). Beckman e Tietjen (1989) [3] generalizaram os resultados de Mee
e Owen [13]. Eles construíram limites de tolerância bilaterais para modelos de efeitos aleatórios
para vários fatores. Ambos os trabalhos, como já mencionado anteriormente, são baseados em

uma aproximação da distribuição x? de Satterthwaite (1946) [21]. A aproximação de Satterthwaite

aplica­se apenas para o caso balanceado, não podendo ser estendida para casos não­balanceados.

Na prática, contudo, muitas vezes não é possível obter exatamente o mesmo número de

observações para cada tratamento. Para casos não­balanceados, Thomas e Hulthquist (1978) [23]

deduziram uma estatística M, cuja distribuição é aproximada por uma x? Central. Eles utilizaram

essa distribuição para construir limites de tolerância tanto para a razão das variâncias como para

a correlação intraclasse. Bhaumik e Kulkarni (1991) [1] forneceram um método para construção

de limites de tolerância para modelos não­balanceados de efeitos aleatórios com um fator. Eles

deduziram limites de tolerância como uma função dos n;'s, isto é, dos números de repetições nos

níveis do fator. As técnicas básicas de construção dos limites de tolerância são praticamente as
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mesmas das de Mee e Owen (1983) [13], porém, utiliza­se a aproximação xº de Thomas e
Hultquist (1978) [23] ao invés da de Satterthwaite (1946) [21].

Mee e Owen (1983) [13] também discutiram a construção de limites de tolerância

quando R é desconhecida. A literatura tanto da estimação pontual como da estimação por

intervalo de R é bem ampla. Como referência, podemos citar, dentre outros, Sahai, Khuri e

Kapadia (1985) [20].

O artigo mais recente , de Bhaumik e Kulkarni (1996) [2] , serve a dois propósitos:

O primeiro deles, fornecer um procedimento direto para construir intervalos de

tolerância quando R é conhecida. Diferentemente dos procedimentos de outros autores

mencionados anteriormente que usaram uma aproximação para construírem um intervalo de

confiança, esse procedimento é exato e retém um número de graus de liberdade para a

distribuição t envolvida, que é o máximo possível. Também fornece intervalos de tolerância

incondicionais, diferentemente daqueles sugeridos por Mee e Owen (1983) [13]. Mais ainda, esse

método é geral, ou seja, serve tanto para os casos balanceados como para os não­balanceados.

O segundo, quando R é desconhecida, consiste em substituir R por um estimador não
viesado aproximado e estuda­se o comportamento dos intervalos de tolerância através de

simulação. Quando esse estimador de R é usado, a simulação mostra o nível de confiança atingido

com menor valor que o nível efetivo, tal como foi também observado por Mee e Owen (1983)

[13] Entretanto, à medida que o número de níveis do fator aumenta, o estimador de R é melhor,

e dessa forma o nível de confiança atingido fica mais próximo do nível efetivo. Isto também foi

verificado através de simulação.

No capítulo 2 são dadas algumas definições iniciais do modelo e de limites de

tolerância, considerando os casos balanceados e não­balanceados. Os métodos de construção

desses limites para o modelo balanceado são tratados, de modo especial, no capítulo 3, onde esses

métodos são comparados através de um mesmo exemplo numérico. No capítulo 4 é tratado o caso

não­balanceado. E, finalmente, no capítulo 5 discute­se um método simples e exato que se aplica

tanto para os casos balanceados como para os casos não­balanceados.
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Capítulo 2

Definições Iniciais

2.1 DEFINIÇÃO DO MODELO

Suponhamos que uma população seja constituída de muitos grupos independentes.

Escolhemos aleatoriamente I desses grupos, e do iº grupo retiramos uma amostra aleatória

consistindo de J observações ( caso balanceado ) ou de n, observações ( caso não­balanceado ).

O modelo com um fator aleatório a ser considerado é dado por: o

x;=Nn+bt+E;
i=1,2,.., 1;

j=1,2,...,J : caso balanceado;

j=1,2,..., n;: caso não­balanceado;

onde x; denota a jº observação do 1º grupo, u é a média geral, hu + b; é a média do iº grupo e E ;

é o correspondente erro aleatório não observável. Assumimos que os b;'s e E ;'s são variáveis

aleatórias independentes identicamente distribuídas com média zero e variâncias o? e o!
respectivamente; ou seja , este modelo apresenta duas fontes de variação aleatória: a primeira

delas é geralmente referida como variação entre grupos e a segunda como variação intra grupos.
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Então, sob o modelo (2.1) temos que a variável aleatória x. tem média 4 e variância
igual à soma das variâncias entre e intra grupos, isto é, considerando­se x uma observação futura,

tem­se:

E(x)=n e

var(x) = e = o? + o
ou ainda

= Db. 2 + o? = o? (1+R)

é a razão entre as variâncias entre grupos e intra grupos.

Das equações (2.2) temos que x; tem distribuição N ( 4, os + 02) :

2.2 O CASO BALANCEADO

Considerando o modelo definido em (2.1) para o caso balanceado, definimos:

n=1J

1 1)
=Xx=— >;

UV iaja

1 LJ 1S [5 8804):
E, em consequência das definições acima, temos:

2 2Joy + o;
var(À) = Q7)

A análise da variância (ANOVA) para esse modelo é bem conhecida e é fornecida na

tabela 2.1 a seguir. Equacionando os quadrados médios dessa tabela, as estimativas de

ol, o? e o? são obtidas.
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Tabela 2.1­ ANOVA para o modelo balanceado com um fator aleatório

Fonte de

Variação

Graus de

Liberdade

Soma de

Quadrados

Quadrado Médio Esperança do

Quadrado Médio

Entre Grupos I­1 B sê =B/(I­1) 1.07 + oê
Intra Grupos W sã=W/(IGS­D)) o?
Total st%=T/(U­1)

B. DEDOS )­
i=1 =

IJW=">>xi­ x!
i=1j=] ia!)

Além disso:

B

Jo? + Os
W

e

(O Dx;
i=1/ j=l

L&x5
j=l

2”

2
2 7 XIO­D

11)

212)

Como W e B são independentes, e consequentemente (2.11) e (2.12) também o são, tem­se que:

se Io? + 02)
sê /o? ­ FLuIG­D (2.13)

A inferência sobre os componentes da variância, baseada nestas propriedades

distribucionais, bem como o método de construção dos limites de tolerância para esse caso

balanceado, serão vistos no capítulo 3.
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2.3 O CASO NÃO­BALANCEADO

Considerando o modelo definido em (2.1) para o caso não­balanceado, definimos:

L14)

215)

À análise da variância para esse modelo é fornecida na tabela 2.2 a seguir.

Analogamente ao caso balanceado, equacionando os quadrados médios dessa tabela, as

estimativas de o, o? e o? são obtidas.
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Tabela 2.2 ­ ANOVA para o modelo não­balanceado com um fator aleatório

Fonte de

Variação

Graus de

Liberdade

Soma de

Quadrados

Quadrado Médio Esperança do

Quadrado Médio

Entre Grupos E s5= E/(I­1) r.62 +62
Intra Grupos P sê=P/(n­lI) o?
Total st= G/(n­l)

(224)

Neste caso E/(r. os + o ) tem uma distribuição EA se, e somente se, o = 0. Uma
2vez que os métodos para construir estimativas dos intervalos para 05 , para o caso balanceado,

fazem uso do fato de que B/ (J o7 + o? ) tem uma distribuição x? , aqueles métodos não são
aplicáveis às estatísticas provenientes da análise da variância nesse caso. Para alguns

delineamentos não­balanceados E / (r. o? + o? ) terá uma distribuição xe aproximada e as
mesmas fórmulas dos dados balanceados poderão ser utilizadas; entretanto, a aproximação dada

por Thomas e Hultquist [23] fornece uma aproximação consideravelmente melhor para

delineamentos não­balanceados com um fator, como veremos no capítulo 4.

5 6
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2.4 LIMITES DE TOLERÂNCIA UNILATERAIS

Na literatura estatística encontram­se várias tabelas de fatores para limites de tolerância

unilaterais. Essas tabelas referem­se ao caso onde uma amostra aleatória (XX, Xx, ..., X,) É

considerada com média amostral x , média geral estimada À (definida em (2.5) e 2.15)) , e

desvio padrão amostral s (definido em (2.6)) ou sz (definido em (2.18)) , e deseja­se obter um
limite de tolerância inferior unilateral de forma:

À — ks (225)

para o caso balanceado.

ou então:

À — ksz

para o caso não­balanceado.

+

Os fatores k = k (n, y, BB) são estabelecidos tais que, a probabilidade seja y de que no

mínimo uma proporção da população esteja acima de (2.25) ou (2.26).

Quando nosso interesse for o limite de tolerância superior, as expressões (2.25) e (2.26)

serão substituídas por à + k.s (caso balanceado) e à + k.sz (caso não­balanceado). E os

fatores k = k (n, y, à) serão estabelecidos de modo que, a probabilidade seja y de que no mínimo
uma proporção À da população esteja abaixo desses valores.

Esses limites de tolerância seguem uma forma padrão do tipo:

(Média Populacional Estimada) + (Fator de Tolerância).( Desvio Padrão Populacional Estimado) (2.27)
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Capítulo 3

Métodos de Construção de Limites de Tolerância em
Modelos Balanceados com um fator aleatório

3.1 MÉTODO DE LEMON (1977)

3.1.1 DESCRIÇÃO DO MÉTODO:

Como citado anteriormente, a questão é encontrar k de tal modo que a probabilidade

seja y de que no mínimo uma dada proporção À da população amostrada esteja acima da

quantidade

À ­ks (3.1)

onde s é uma medida da variação total, dada por:

É)s=|——
1­1

sendo B definido em (2.8).

Da tabela 2.1 vemos que s; é uma estimativa da quantidade (Jo? + o? ' P2
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A ­ks­uSe chamarmos Y =
NTE(o? + 02)

­ N(0,1)

então devemos obter o fator k tal que:

Pril ­ AY)>= Bj) =7y

onde à denota a função de distribuição da variável normal padronizada.

Definamos K, tal que 9(K,) =B

Então (3.5) pode ser reescrita como Pr (Y <­K, |) =7y

Após certo algebrismo (3.7) pode ser reescrita como

1/2E,x(1)1/2 CET)172 * 2 1/2| de?p+oºe) (Jo“p+o2)

E ­D”21/2(Jo?p+o?e)

A forma analítica de (3.8) é a mesma de uma variável t não­central com I ­ 1 gl, uma

Gm" B
tem distribuição N(0,1), e tem

(Jo?p +o?e)? (Jo? +O e)vez que a quantidade

distribuição qui­quadrado com 1 ­ 1 gl, como definido em (2.11). ( Os cálculos para se obter

valores da t não­central são um tanto trabalhosos, e serão utilizadas as tabelas de Pearson e

Hartley [18], do apêndice 2).

Como à e B são independentes, Owen [16], observou que a expressão (3.8) poderia

ser reescrita na seguinte forma:

1/21/2 (0ºb+0%e) ­CNSTER A)Pr ft­não central < k(1))º|ô= Kp(1) (Jo?b + o?e)
onde ô é o parâmetro de não­centralidade.

20
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Se B = 0.50, o parâmetro de não­centralidade em (3.9) é zero, e os fatores k podem

ser facilmente encontrados usando tabelas da distribuição t.

Se B * 0.50, o parâmetro de não centralidade ô pode ser expresso na forma
1/2

ô =K,.(11)? ED

Pois:

1/21/2 (0º+00)(17) 1/2(Jo?p +oº? e)pela equação (3.9) temos que :ô = K,

2
1/2

1/2 ' 2J +8 = K, 17? (Jo2, +Joe) = KR 72 O p+oOs
(Jo?p+oºe)

+ Jo?e — o?
Jo? +:

4

+1
Jo? + oe

o?

2 a 2Jo“p+o : = pg 1/2 0)Jo? +o%e

1/2

então 8 =K,.(1)?

Relativamente a tabela 2.1, temos:
2 2 2E(s,) = Jo, + oz
2% o?

Então, So — Se pode ser usado como estimador de o? e s2 como estimador de 5? .e

J
Portanto, propõe :

2
p — Se o?

J como estimador de — .
o

e
S

Mas, da tabela 2.1 temos:
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BY
ce 11 I0­D IN­DB­(I­)WI0­DB 1

JW IA­DW IA DW
IU­1)

311)

o 1O­DB
JA­DW

Send > O então Ô >­1/J.

Logo um estimador ô de 5 é obtido substituindo of /o por se / s2 em (3.10).

Se Se

2 2Js JoUsando (2.13) e 3.11), o quociente É+ (4+ | tem uma distribuição
FcomI­1elI(J­1) graus de liberdade, pois:

B.IL.(J­D)

(I­D.W | |
2Js

—­» +1= BL(J­1)
sé (I­D.W

2
:

Jo=+(=+ | — FI)Se Se

Lemon [11] utilizou­se deste fato para que o viés no termo fosse eliminado

Da equação (2.13) resulta ­ Fri » pois da

equação (3.11) temos , loga :

para I >3, resultando em :

1/2

J­1(1­3)/(­D 1
J Is? /s2)+1 "7

p/Se
ô*=so
Nota­se que E( d*)< E(ô ) e uma vez que = E(ô *” > EX *), então E(Ô *)<o.

O estimador ô é usado pelo fato de que fornece fatores de tolerância, os quais são apenas

levemente mais conservativos para I > 3 do que aqueles obtidos usando os viés ajustados dos
estimadores.

Se usarmos então ô ao invés de ô em (3.9) o valor esperado e a variância dos fatores

k= k(Ô) deduzidos, podem ser formulados usando a distribuição de se / sê , à qual pode ser
estabelecida a partir da distribuição F mencionada acima.

22
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Uma integração numérica aproximada foi realizada por Lemon [11], onde sê / s2 =

0.2, 1, 5 para J=2,5,10;1=5,10; 98 =0.90;7=0.95;e of /o2 = 1. Em todos os casos,
ele obteve 0.99 < E[k (ô )/k (6) < 1.0, e o coeficiente de variação foi menor que 2 %. Isto
indica que a variabilidade em ô não é um fator significante.

Os fatores de tolerância k foram obtidos por Owen [16] , encontrando t, tal que:

Pr (tnão central < 16 |ô) = y. (3.13)

Podemos encontrar k ajustando k(1))'? = t. G.14)

A forma do limite de tolerância resultante pode ser expressa como

3.15)

1

onde s ( definido em (3.2) ) estima (Jo? + o! )? e, s, definido por:

SK = sé + s? ou então
1/2

SAS
Ss, = 2 se

Se

e, pela tabela 2.1, temos:

2
1/2

2
1/2

Spy W Sp W.(I­1) BSs,=| +1|. = tl .s? IJ —D) sê IU­1)B (I­D) "
e, usando (3.11) tem­se:

1/2

B 1/2 se Jst
Ss, =| —— | = +1///I22+1

x 2 2I­1 sã E

2)1/2que estima o desvio padrão total da população 0, = (o? + Os
O lado direito de (3.15) pode ser escrito como [À ­K'sx 3.17)

onde k* = ks/s,.

O fator amostral de tolerância ajustado kº é usado porque fornece um limite de

tolerância dado por (3.17) que é da forma padrão de (2.27).

Algumas tabelas selecionadas, dos fatores de tolerância k' foram apresentadas por

Lemon [11] , usando (3.14) e (3.17), e encontram­se no apêndice 2 (tabela 3.1). Essas tabelas
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são dadas como uma função de 1, J para vários valores de y,B e sé / s2. Podem ser usadas
extrapolação e interpolação logarítmica para vários valores de J e I (exceto para I igual a 2).

Valores intermediários de k' para J e I não fornecidos podem ser obtidos interpolando
linearmente em 1/J e 1/(1­1)'?.

3.1.2. ALGUMAS CONSEQUÊNCIAS DOS RESULTADOS :

Da tabela 3.1, do apêndice 2, nota­se que o fator tabelado k' varia levemente com

mudanças em J ou em se / sê para valores fixados de I, mas à medida que I aumenta, k'
diminui exponencialmente. Isto implica que um limite de tolerância mais significativo possa

ser obtido aumentando­se o número de grupos (1) comparado com o aumento do tamanho das

amostras (J), dentro de cada grupo. Desse modo, se alterações são permitidas entre o tamanho

das amostras nos grupos e o número de grupos, deve ser vantajoso (dependendo dos custos

relativos) selecionar mais grupos do que obter grandes amostras intra­grupos.

Percebe­se que o caso J = 1 reduz­se à situação discutida anteriormente, onde aqui a

única observação de cada grupo é considerada para constituir uma amostra de tamanho 1 de

uma população homogênea, isto é; no caso degenerado, estimativas separadas de o? e o?

não podem ser obtidas, e a variância das observações estima o7 + ol. Isto é devido ao fato
de que a primeira linha de todas as partes da tabela 3.1 (do apêndice 2) coincidem, para y e À

fixados, ou seja, esta linha é completamente independente de se / sê.

3.2 MÉTODO DE MEE­OWEN (1983)

3.2.1 DESCRIÇÃO DO MÉTODO:
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Mee e Owen [13] encontraram fatores considerados melhorados em relação aos

fatores apresentados por Lemon [11]. Vimos anteriormente que Lemon encontrou limites de

tolerância unilaterais ( para uma população consistindo de muitos grupos) baseando­se no

quadrado médio entre grupos, diferentemente de Mee e Owen [13] que utilizaram uma

combinação linear dos quadrados médios dada por:

(3.18)

A princípio a idéia é a mesma que a de Lemon [11], isto é, determina­se um limite

de tolerância inferior À — k.s, tal que a probabilidade seja y de que no mínimo uma

proporção à da população exceda esse limite, ou seja:

Prós. Pr, & >À­ ksx|& sx) > p j = (3.19)

onde x é normalmente distribuída com média u e variância o? :
Descreveremos o Método de Mee­Owen [13] em duas seções; na primeira (3.2.2)

e.

será deduzido o fator para o limite de tolerância quando a razão da variância R = o? / o? é
desconhecida, e na seção 3.2.3, quando R é conhecida. Na seção 3.3 aplicaremos os métodos

estudados nas seções 3.1 e 3.2 para um mesmo exemplo.

3.2.2 LIMITES DE TOLERÂNCIA QUANDO R É DESCONHECIDA:

Determinaremos agora o fator k = k, tal que a equação (3.19) seja satisfeita.

Usando K, para denotar o 100Pº percentil para a distribuição normal padronizada,
podemos reescrever a equação (3.19) como sendo:

Prós, fá — ks, <p — Kp.ox)= Y
8 = VnKp­ox

o
, k, deve satisfazer:Definindo Z ­Vnl­n) e

o
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o

G­nm  KpoxVn
+ o < ks/n.ox

o

k,.Vn.o Z+ô as
= <— no, =y onde tem distribuição t­não central

sx/Ox o Sx lox
com f graus de liberdade e parâmetro de não centralidade ô, indicada por tf (8,7).

Usando o resultado de Satterthwaite [21] , tem­se que s2 / o! é aproximadamente

distribuído como uma variável xi , onde:
f=(R+1)/[(R+17Y/A­D+(1­ Yo] (3.21)

Dessa forma, a distribuição de probabilidade em (3.20) pode ser aproximada por

uma distribuição t não­central com graus de liberdade dados por (3.21) e parâmetro de não

centralidade ô. Assim temos (aproximadamente)

k; =tr (Vn BK, ,y)/ VnB (3.22)

onde B= o, /o=((R+1)/IR+1)Y'?
Pois:

ose chamarmos —*­ = B , teremos: tr (VnBK,,v) = k,./n.B ou então:
o

te Q/nBKp,v)
Ss
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o? + o?
o?

Jo? + o?
o?

R +1

IR +1
B=

onde, para constantes arbitrárias, o, B,ev,t, (a, B) denota o 1008 percentil para uma

distribuição t não central com v graus de liberdade e parâmetro de não centralidade a.

É interessante investigar k; como uma função de R. À medida que R tende para o
infinito, k; se aproxima de :

k, (co) = tr(KQVLy)/VI
que é o fator de tolerância para uma amostra aleatória de tamanho [.

Pois:

tr QmBK,
“VB

temos R — co a Ks

fr
(R + D?

(R+1/D2 1­1]
I­1 n

, comoJ = 1, então:

(R+D2 R—»

f I1I­D e portanto: lim f=I1I­1

t [o R+1 1)| VP 4TR poJR +1
k; = , logo: ks (0) = tr LKp,y)/VI

O R +1
JR +1

Desse modo, quando essencialmente toda a variação está entre grupos (sã),
observações adicionais dentro de um grupo não fornecem informação complementar.

Para R =0,k,(0) =tn1­e(KpvVn,y)/Vn, ondes=(J­1)/(U­J+1)
Pois, uma vez que R = O, temos:
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fre (R + 1)?
.

1

(R+1/D2 an) 1  (0DO
+ 2 U1­1 vv Jº(I­l)

1
­

3?

=) 1 = —I+(1­D(I­D)? IA­1)1­1 |

LED  L120D 120)
IFI­DOA­D I+1J­J­I+H1 LJ­J+1

fe LIVA­D+1­1] LDE­D+1)­10+1­57
LU—=J+1 LU —­J+1

fe LIDA­D+1)­1)+I­1+1­D
L1J­J+1

e DIA (S­I+D (JD)
L1V­J+1 I1D­J+1 L1J­J+1 =] ­

logo f=n­1­e.

Temos ainda que Kp/nB = Kp/n.| R+1 e, como R = O, temos
JR +1

Kp/n.l=K,n
(Nota­se que O <e < 1 para I >1). Desse modo, exceto para o termo e, com R=0,a

aproximação (3.22) corresponde ao fator de tolerância para uma amostra aleatória de tamanho

nigualalLJ.

Quando O0<R <%, k, é maior do que k.(0) e menor do que k;(co). Valores

selecionados de k, , determinados por Mee e Owen [13] são fornecidos na tabela 3.2, do

apêndice 2.

A equação (3.22) sugere que o fator k, deva ser aproximado por

tu 1(Q/n'K 2)Von , com n' = nBº que é visto como “tamanho amostral efetivo”, onde:n'­1 pr q

n' = n.B?

CLJ(R+1) ILIJR+1J+1I­1
JR +1 JR +1

CIOR+1) +1I0­1)
"

JR +1

CIORA+O) + I0U0—1)
JR +1 JR +1

, e portanto:
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I0U —1)
JR +1

n'­l=I­1+

Entretanto, n'­1 = (1­1) +IOU ­ 1 /(JR + 1) tende a ser menor do que f, e desse modo

a analogia não é inteiramente adequada.

O fator de tolerância k, depende da razão das variância R. Quando R é desconhecida,

deve­se substituí­la em (3.22) por uma estimativa, por exemplo,

R = max(0, (F­1/1, sugerida por Mee e Owen [13] , onde F denota a razão
sé / Ss. (Se F<I1, na prática geralmente se procede como se n observações compusessem uma
amostra aleatória simples da população.)

Considerando­se R , a probabilidade da expressão (3.19) passa a ser dada por:

Ys(R)=ProsR ÍPr, [x > ­k(R)silis,.RI>B| F>1| (3.23)

com a finalidade de investigar a taxa de cobertura efetiva para Àl — k; (R)s x.
Uma vez que a probabilidade y,(R) pode ficar abaixo de y, Mee e Owen [13]

propoem que se use o fator k;(R*), onde R* denota um limite de confiança superior n para R;
+

isto é,

R =max (0,(FF, —1)/J)
onde F, éol100n percentil de uma distribuição F com graus de liberdade

vi =IJ0­1D e v,=I1I­1(Searle [22] ). Isto é, entramos na tabela 3.2, do apêndice 2, com

o limite de confiança superior para R, ao invés do estimador pontual de R. Uma vez que ks(.)

é uma função crescente de R, usando KkÓ.(R*) ao invés de k,; (À) , acarreta em um
procedimento mais conservativo. O problema aqui é escolher um valor razoável para n.

É necessário variar n de acordo com os valores de y e Bº que estão sendo usados.

Para as combinações seguintes de y e BB, os valores necessários de n, fornecidos

por Mee e Owen [13] são:

Ra
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Lemon [11] também deduziu fatores para limites de tolerância unilaterais da forma

À — k's,, sendo o fator K' (aqui denotado por k1) definido como :

kr, =t1] Q/nBK,p,y)/VnB (3.24)

Percebe­se que kr, coincide com k; exceto para graus de liberdade I ­ 1 < £f. Lemon

[11] propôs avaliar o fator kh com R=R, isto é, ele propôs o limite de tolerância

À­ k1 (Rs, . Sua justificativa para esse procedimento foi que a variabilidade R tinha um
efeito desprezível no fator de tolerância proposto. (Lemon [11] aproximou o coeficiente de

variação (CV) para o fator de tolerância e obteve CV< 2% para seis casos investigados).

Embora o CV realmente exceda o que Lemon encontrou com uma integração numérica

aproximada (o CV obtido ficou entre 6% e 21% ), avaliando k, em À na verdade obtem­se
um procedimento extremamente conservativo.

Calcula­se (3.23) para várias combinações de 1, J, R, à e q.

Para B=0.90, y = 0.95, e R=1, a taxa de cobertura y7 (R), conforme Mee e
Ed

Owen [13], é dada por:

Nota­se que o procedimento de Lemon [11] é mais conservativo quando os graus de

liberdade I ­ 1 são pequenos e diferem­se substancialmente de f, isto é, quando I e R são

pequenos e J é grande.

Uma vez que k;(R*) e k1L (À) são funções de 1, J, B, y e R,é possível comparar
esses fatores para determinarmos qual é o menor.

Em cada uma das situações que foram investigadas por Mee e Owen [13] (I>5,

B(ey) = 0.90, 0.95, 0.99, R < 25), k.(R*) foi menor do que k1 (À), com uma grande
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diferença para valores deR pequenos, mas uma diferença muito pequena para valores
deR >5.

3.2.3 LIMITES DE TOLERÂNCIA QUANDO R É CONHECIDA:

Se a razão das variâncias é conhecida, essa informação adicional pode ser usada para

obter um fator de tolerância que é geralmente menor do que k.(R*). Conhecendo R, somos

capazes de reunir os dois quadrados médios e, desse modo, obter um desvio padrão estimado

que tem n ­ 1 graus de liberdade.

A quantidade (s$/6?) E­ 1) +IO0­ DIR +1)/F], estabelecida por Mee e Owen
[13] é equivalente a:

2
Spao + IO — D.(JR +

­

” F

NS sp 17 ­1.0og/02+1)PB (I­D+—. 17
o o Sp /Se

: stana IO — D.(Jof + 02)/o2
o? Jo? + o 1/s?
2 2Sq—­D+1I0­ De , a qual é distribuída como uma variável qui­quadradoo? oi

com n ­ 1 graus de liberdade.

Portanto, (sã! o?) é distribuída como uma variável E conhecida.
Usando este resultado, a probabilidade condicional

Pra sie (Prx [x >f­ ks|ú,s,F] > BIF) = Y
é válida para k =cthn1(VnBK,,y)/Vn e = [(1­1)+HI0­ DOR +1)/F/O­)).

O limite de tolerância fi — ks pode ser expresso na forma À — kKgce's,, onde
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—ti1(/nBK,,y)
" VnB

e c'=cBsys,=([(R+1)/(FE+J­ DIO ­1)+(1­ DER +1)/(0­1)3'"? (3.26)

KR

Pois:

— 2

a­neDoRio) 1 RD ; 3 ­
L F n—1 (IR +1) (sé +seJ—so)/]

A­DF+IG­DQOR+D 1 (R+1D)J
F nX1 (R+1) 82

+

s?
Ed e

ce [CDFYIGIDOR+D 1 IR+D E
"

F n­1 (IR+1) F+J­1

ee Geno] 1 IR+D(IR +11) n­—­1 F+J­—1

ou então:

F+J­1 (IR +Djn­l
IR +1 tenDFE] a |?e EDio ­n+ E |

O fator kg não depende de F, e alguns valores selecionados são dados na tabela 3.3,
apêndice 2. O coeficiente c' pode ser visto como um ajustamento para s, (c' é uma função

decrescente de F , que vale 1se R = R).
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3.2.4. DETERMINAÇÃO DE K; E Kg POR INTERPOLAÇÃO:

As tabelas 3.2 e 3.3, do apêndice 2, fornecem fatores de tolerância ks e kr,

respectivamente, para y = 0.95, B= 0.90 e 0.99, 1 <10, e para valores selecionados de Je R.

Para combinações de J e R que não aparecem nas tabelas, os fatores de tolerância ks e kr

podem ser obtidos por interpolação linear em 1/J e por interpolação linear em R para O <R <

0.2, interpolação logarítmica para 0.2 < R < 10, e interpolação linear em 1/R para R > 10.

(Para R = O o fator de tolerância apropriado é o fator para uma amostra aleatória de tamanho

IJ). Este esquema de interpolação é similar ao sugerido anteriormente por Lemon.

3.3 EXEMPLO DE APLICAÇÃO DOS MÉTODOS:

Para ilustrarmos os procedimentos apresentados, para a determinacão de

um limite de tolerância através dos dois métodos anteriores, utilizaremos os dados descritos

em Kaminski, Lemon, e McKague [8] que considera a força estática padrão permissível, para

um sistema de um material composto. Nesse problema são avaliados cinco grupos separados e

independentes desse material, usando seis amostras de cada grupo. Trata­se de um modelo de
efeitos aleatórios balanceado onde I=5 eJ=6.

As seguintes estimativas foram obtidas dos dados do teste: à = 186 ksi, sy = 6.87,
se = 5.86, resultando em:

sx = 52 +s2 =V6.872 + 5.86? =9.04
só /sã =6.877 /5.86” =1.37

Um materialB permissível é definido como um limite de tolerância inferior com
B =0.90 ey=0.95.
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Método de Lemon:

Usando a parte b da tabela 3.3, do apêndice 2, e a interpolação logarítmica para

se / s2 entre 1 e 5, o fator de tolerância apropriado k' é 3.285.
Desse modo, o material B permissível será xp = 186 ­ 3.285(9.04) = 156,3 ksi.

O valor exato de k calculado para se/ sê = 1.37 é 3.290, o qual fornece
aproximadamente o mesmo resultado.

A interpretação desse "B" permissível é que com um intervalo de confiança de 95%,

no mínimo uma proporção À = 0.90 da população desse material, consistindo de muitas

espécimes, provenientes de muitos grupos, tenha força estática acima de 156.3 ksi.

Método de Mee­Owen:

Para determinar k., como descrito na seção 3.2.2, como B=0.90 e y=0.95

computamos um limite superior de 85% para R, ­

9.22(2.96) — )|

6R =max (0,(FE ­1)/J = max fo
» 9.22(296)­1

R = 4,38

O fator de tolerância ks(R*) obtido da tabela 3.2, do apêndice 2, é igual a 2.88, e

portanto: 1 — k,(R ).s, =186­ 2.88(9.04)= 160 ksi. Ei

Desse modo podemos estar no mínimo 95% confiantes de que pelo menos 90%

desse material na população tem força estática acima de 160 ksi.

E, para ilustrarmos o procedimento da seção 3.2.3, suponhamos que, em adição à

informação amostral, sabe­se que R < 1.

Então, da tabela 3.3, do apêndice 2, obtemos kr = 2.0 e, usando (3.26), c' = 0.9385.

Portanto, kgc' = 1.877 e o limite de tolerância é igual a 169 ksi. Como mencionado

na seção 3.2.3, krgc' pode ser menor do que k, ou ks (como nesse caso o é), ainda a validade

do limite de tolerância depende do valor adotado R.
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Capítulo 4

Métodos de Construção de Limites de Tolerância em

Modelos Não­balanceados com um fator aleatório

4.1 RESULTADOS E DEFINIÇÕES

Usando as definições (2.15), (2.16), (2.17), 2.18), 2.19) e (2.20) apresentamos a

seguir alguns resultados que serão utilizados na seção 4.2 .

Resultado 1: (Thomas e Hultquist [23] )

(I­D)st
2 ——

, então a distribuição de M é aproximadamente xi , onde E
O + A.Os

Seja M =

denota uma variável aleatória qui­quadrado central com I — 1 graus de liberdade.

A distribuição de M seria exatamente xi se os n;'s fossem todos iguais.

Resultado 2:

VI =D
JM/­D

t,., aproximada, onde t,,denota uma distribuição t­central com I — 1 graus de liberdade.

As variáveis aleatórias À e sê são independentemente distribuídas e
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Resultado 3:

Seja t,(o.,B) o 100B percentil de uma distribuição t­não central com y graus de liberdade

e parâmetro de não centralidade a. Então, t,(o.,B) é uma função crescente de a quando y e B são
mantidos fixos; e é uma função decrescente de y quando a e B são fixos.

As seguintes definições são fornecidas por Marshall e Olkin [12].

Definição 1:

Para x, ye Rel <k <(n­— 1),
r k

2X]
i=]1

2X]
i=1

k

< >]
i=1l

= DO
L i=]1

onde x, é o i­ésimo componente ordenado de x. Quando x < y , x é dito ser majorizado por y.

Definição 2:

Uma função valor real à definida em um conjunto 4 ec R" é dita ser uma Schur ­
convexa em dA se,emd, x+<y =>>+(x)<o(y). Similarmente, à é dita ser uma Schur­

côncava em ÀA se,em Ad, x <y =>o(x) > 0(y).

São definidos também os vetores de alocação A, = (Nr Npp­­In); À = (1,0,...,0) e A,
=(JJ,...,J), onde n., 2Ln n.1, é Enç= n =1J. (Nota­se que A, <A, <A).

Resultado 4:

IE 1
(1) À =— X) — é uma função Schur­convexa.

i=101

(ii) À >1/J e a igualdade é válida quando A,= A,, e

(li) maxi = (M=1+1)"! +I—1)/1, onde o máximo é tomado em função dos n;'s.
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Nota­se que o vetor de alocação A,( o qual aloca todas as observações em um único

tratamento) não é permissível para À .

Dessa forma, à assume seu valor máximo quando A = ((n­I+1),1,....,1)

4.2 O MÉTODO DE BHAUMIK­KULKARNI (1991)

4.2.1 DESCRIÇÃO DO MÉTODO

As técnicas básicas de construção dos limites de tolerância são praticamente as mesmas

das de Mee e Owen [13]. Será construído o limite de tolerância inferior fi — k, sz tal que no

mínimo uma proporção B da população exceda esse limite com probabilidade y , ou seja:
Pó sz (P, x > A­kçs.Sz A,sx)> Bj= Y (4.1)

Desse modo, o objetivo é determinar k, tal que a equação (4.1) seja satisfeita. Nota­se

que usa­se sx para construir o limite devido à não disponibilidade de se ter um estimador

apropriado da variância. Portanto os limites aqui construídos podem não ser os melhores.
A equação(4.1) implica em:

A 2 2Pa sz th k(,.sx Su­Kp 0, +tost=Y
onde K, denota o (100 p) percentil da distribuição normal padronizada.

Definimos

1

72 5. Kp.(05 + 02)?
S1 S1

? ­ Jot + o? )
, onde go; édefinidoem (2.19)

n

so 2 O(aqui o) =—
n

Então temos :

P­
Ê.sx (Z+ô<k.sx/01)=7

Consequentemente:
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Z+ôPi sz [E < ks VI | =7, onde Z denota uma variável aleatória normalSx/O]

padronizada.

Desse modo, uma vez que Z e M/(I­1)= sº /oçsão independentes (resultado 2), temos:
ks = tr 1(8,9)/VI (4.2)

Bhaumik e Kulkarni [1] estudaram as propriedades de k, como uma função de R e n;'s.

Primeiro eles pesquisaram os valores de n;'s para os quais k, é mínimo, para R fixa.

O ô da equação (4.2) pode ser reescrito como:

2 2 2 25 KpWjor + Os ­ Kpog +oê
o 2 121 Oy + AOL

I

R+1d=S/LK, . 2 4.3
PURA (4.3)

Apresentamos agora o limite de tolerância para R conhecida na seção 4.2.2, e para R

desconhecida na seção 4.2.3, segundo Bhaumik e Kulkarni [1].

4.2.2 LIMITES DE TOLERÂNCIA QUANDO R É CONHECIDA

Como ô ( equação (4.3) ) é uma função decrescente de à , temos que ô atinge o seu

máximo quando * atinge o seu mínimo. Portanto, para o caso balanceado (quando n, = 5), o valor
máximo de ô será obtido de:

Pela equação (4.3) temos ô = YVIK,. o. e,se À = | (resultado 4 (11) ) e+

n

como I= T ( caso balanceado ), então:
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R +1
ma, = Vn.K.. 4.4max PÚIR +1 9)

Dessa maneira, um delineamento balanceado nos fornecerá o valor máximo de k,

(resultado 3). Temos ainda o fato que ô atinge seu mínimo quando o vetor de alocação é A = ((n­

IF1),1...,1). Esse vetor de alocação nos fornece o valor mínimo para k,, e , consequentemente,

o melhor limite de tolerância para esse procedimento.

Para o caso balanceado, em geral, não existe comparação direta entre os limites aqui

deduzidos e os limites obtidos por Mee e Owen [13]. Isto se deve ao seguinte:

Seja Li =k,s; e L;=Ks,,

onde k, é deduzido substituindo ô por ô K= tr(Sna?) (obtido por Mee e Owen

[13)) e s; é dado em (2.17).
Para várias combinações de 1, Je R, Bhaumike Kulkarni [1] tabularam os valores de

k, e K, esses valores encontram­se na tabela 4.1, do apêndice 2. Temos k, >LIK, e os valores são

próximos para grandes valores de R, porém temos s; < s,. Assim, nenhum método é

uniformemente melhor do que o outro. Entretanto, a comparação dos dois métodos para o caso

extremo de R —> co, resulta em:

Ly >sxc e L; >s,c, onde e=tr 1Q1.KQ,9/1
Isso mostra que L, € L,. Desse modo, esse método fornece limites de tolerância

melhores para valores maiores de R. Para o outro caso extremo de R—> 0, novamente nenhum

método é uniformemente melhor.

4.2.3 LIMITES DE TOLERÂNCIA QUANDO R É DESCONHECIDA

Nos casos onde R é desconhecida, deve­se usar uma estimativa de R para construir o
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limite de tolerância. Para esses casos existem tanto estimadores pontuais de R como estimadores

por intervalo de R.

Tendo R , (4.3) passa a ser:

8 =VIKp 2 as)
R+»*

Antes de se sugerir uma estimativa apropriada de R devem ser considerados os seguintes

pontos sobre o comportamento de k; em relação a R.

Para valores fixos ns, ô é uma função crescente de R se à >1. Portanto para À >|,
k,; é uma função crescente de R. Para minimizar k, quando à >1, estimamos R como um limite
inferior da estimativa por intervalo de R. Por outro lado, se à <1, tomamos o limite superior.

Thomas e Hulthquist [23] fornecem as seguintes estimativas para R:

­ estimativa pontual de R:

(sá —sã)/rÀ =
2

, com r definido em (2.24)
sê

­

­ estimativa por intervalo de R:

Il <RÊR<I,

onde |; é o limite inferior e l; é o limite superior.

*

=. F ­1

F(1­1,n­1) ,­a/2)

l; =. ­1

F(n­1,1­1) (0/2)

onde À é definido em (2.20), a =1­7y e F* é dado por:

E
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4.3 EXEMPLO: (Ostle e Mensing (1975),p.296, [15])

Um experimento foi conduzido para estudar o efeito das condições de armazenagem de

madeira branca de pinheiro em relação à sua umidade. Cinco das condições de armazenagem
foram estudadas com um número variado de blocos amostrais sendo armazenados sob cada uma

das condições, e observou­se a porcentagem de umidade obtida. Os dados são fornecidos abaixo
na tabela 4.2.

Tabela 4.2

Condições de Armazenagem

3 4

8.1 7.9

6.4 9.5

+
...

Nesse caso, uma vez que estamos tratando do conteúdo de umidade na madeira, temos

O interesse em construir um limite de tolerância superior ao invés de um limite inferior. O limite

de tolerância superior é dado por À + k,.sx, onde À, k, e sz são definidos como anteriormente.

Trabalharemos com [3 = 0.90,y = 0.95

Primeiramente calculamos a ANOVA, utilizando o pacote computacional SAS

(apêndice 1), onde os seguintes resultados foram obtidos:

Fonte de Graus de SQ

Variação liberdade

Entre grupos 4

Intra grupos 9

Total 13
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Usando o estimador pontual de R (4.6) temos:

­ Es + 6.63? + 7.25? +9.13º +7.1º — 38.093?/55­1
.

= /0.95 = 0.97

Usando (4.5) temos:

ô=YIK,. A A 2337566
R +»

Então k, =t4(3.37566, 0.95)//5 =0.7094
Portanto o limite de tolerância superior para o conteúdo da umidade na madeira é dado

por À + k..sx = 7.62 + 0.7094(0.97) = 8.31.

Nesse caso, À = 04733 <1 e, como foi discutido anteriormente, na seção 4.2.2, o
limite superior do estimador por intervalo de R pode ser usado na construção do limite de

tolerância para o conteúdo da mistura. Usando Thomas e Hulthquist [23] o limite superior do

estimador por intervalo, dado por (4.9), é:

l; = *. F
­1

F(n­11­1) ,(0/2)
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F* , dado por (4.10), será:

*

F=

Ee 1 o (oo?
0.4733 0.796

= 2.487

1
Fn­11­ =F = — = 0.2](n­LI­D,a/2 (9,4),(0.025) 472
Logo,

RR = 04733 E ­ 1| =5.11160.21

A

Desse modo, ô = 2.9977 e kQ=t4(2.9977,0.95)/,/5 =0.5621 e o limite de
tolerância superior será À + k..sx = 7.62 + 0.56(0.97) = 8.17.
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Capítulo 5

Um Método Exato de Construção de Limites de

Tolerância em Modelos com um fator aleatório

5.1 CONSIDERAÇÕES INICIAIS

Este método, desenvolvido por Bhaumik e Kulkami [2], apresenta várias vantagens em

relação aos anteriores, especialmente pelo fato de não apresentar quaisquer aproximações, bem

como o de reter o máximo possível de graus de liberdade para a distribuição t envolvida. Além

disso, esse método se aplica tanto para delineamentos balanceados como para os não­
balanceados.

Na seção 5.2 descrevemos esse método quando R é conhecida; e na seção 5.3, quando R

é desconhecida, substituisse R por um estimador não viesado aproximado e estuda­se o

comportamento dos limites de tolerância através de simulação.

Na seção 5.4, apresentamos exemplos que ilustram esse método.
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5.2. CONSTRUÇÃO DE LIMITES DE TOLERÂNCIA QUANDO R É
CONHECIDA:

Consideremos novamente o modelo (2.1) e as equações (2.3) e (2.19).

Seja
— 1
XxX. = =— XxX:1 n 2 y

a média amostral do 1º grupo.

52 2 o, 2% 2Temos ainda que var(X;) === + o = — +oí — = of.
n; n; os

Desse modo :

x; — N( H, %/ Wi),

onde Ww; = ­
l1+n;R

Defini­se:

I

i=1

I
2 = 2s5=>, Wi­(X;­X)

1i=1

A seguir são apresentados dois resultados para o caso de R conhecida.
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Resultado 5.

se e sê , definidos na tabela 2.2, são independentes e distribuídas como o? Úú. e
coxa, respectivamente, onde yº, é uma qui­quadrado central com a graus de liberdade.

Consequentemente 2se + s? é distribuída como o<&STE onde n é definido em (2.14).

Resultado 6.

As variáveis aleatórias X es = (s? + sê ) / (n­1) são independentes e Sw(ku)/s ­t.
1, onde t,, denota uma distribuição t central com n­1 graus de liberdade.

A seguir fornecemos um procedimento para construir um limite de tolerância inferior da

forma x — K..svVI+R para uma observação futura x. O fator K, é obtido tal que no mínimo

uma proporção (3 da população exceda esse limite com confiança y,ou seja:

="x > XxX — K..sV/(HR) xs|> Bj =x ­u­ K;sy/(HR) ã > À .OxNASR), |
y=P[02Z1 8.0, +Xx­U1p­ Ks.sV/(H+R)]

= i Zi poxfA+RIW : asaox ox

como o? = ow e Ox = Jo2.d +R) então 0, = Joê.w.( +R)= ozx­VU +R).w

desse modo y4y = Nz+5sK, s/(1+R).oSe
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zZ+ô

e, portanto y = P 7S <K,N/(1+o
e

onde Z, ; denota o 100(1­B)º percentil da distribuição normal padronizada e

ô=2, g9/(+R)w (5.9)

Usando a expressão acima, o fato de que o2 = o? (1+R) e o? = o? /w, a equação
(5.8) se reduz a:

x­u ZigV0+R)wW KA ASR.ren PB EN ente, | (5.10)Ox Oz Ox Ssx x e

onde Z é uma variável aleatória normal padrão. Do resultado 6 temos que a distribuição

Z+ô, vas
: a >de 7 é uma distribuição t não­central com n­1 graus de liberdade e parâmetro de não

s/o.

centralidade o.

Portanto:

K
* /A+R)w

Assim o limite inferior para esse caso é dado por:

x ­ ti(8,9)s/Vw
Pois:

K,JA+R)w =tn 18,7)

K;V/I+R) =th1(8,1)/Vw ,então:

x­K,sJ/(I+R) =X­sth1(8,9)//w (5.13)

Nota­se que os resultados, obtidos nesta seção 5.2, são exatos e fornecem intervalos de

tolerância incondicionais. Como vimos anteriormente, Mee e Owen [13] sugeriram um método de

reunir as somas de quadrados para obter intervalos de tolerância condicionais sobre uma

estatística F. Aqui esse procedimento é feito incondicionalmente. Outra vantagem desse

procedimento é que encontra­se um estimador não viesado de o! , Que é Sº nesse caso, e usa­se s
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para estimar o,. Por outro lado, Mee e Owen [13] encontraram um estimador não viesado de ot
e usaram a raiz quadrada deste para estimar 6,.

5.3. ESTUDOS DE SIMULAÇÕES QUANDO R É DESCONHECIDA

Quando R é desconhecida é extremamente difícil obter qualquer resultado teórico para

estudar o comportamento dos intervalos de tolerância. Geralmente substitui­se um estimador de R

e obtem­se os limites de tolerância como se R fosse conhecida. Ao se fazer isso, é importante

saber o quanto de precisão se perde em termos da cobertura de probabilidade e o nível de

confiança. Por isso Bhaumik e Kulkarni [2] fizeram um estudo de simulação para verificar o
efeito da estimativa de R sobre a probabilidade de cobertura e o nível de confiança.

Primeiramente, estabelece­se uma estimativa aproximada não viesada de R dada por Thomas e

Hultquist [23] ; então, usando­a como uma estimativa pontual de R, são apresentados estudos de

simulação como descrito abaixo.

Sejam XxX, X, st ex , definidos em (2.15), (2.16), (2.18) e (2.20), respectivamente.x

A seguir apresentamos alguns resultados que serão utilizados nesta seção.

Resultado 7 (Thomas e Hulthquist [23])

(I­D.sê
A distribuição de M = é aproximadamente xi e a distribuição de sê ,

o? + 2.62
definida no resultado 5, é ox «Temos também que M e sê são independentes, o que
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implica em:

M/(I­1)

s/a (n­D

ter uma distribuição F aproximada com (I­ 1, n­1) graus de liberdade.

Portanto verifica­se que um estimador não­viesado de R é dado por:

( 2Sx

VSe
E A

oê(n­D (n—­1­2)
Se (o? +X.02) o (n­D (of +X.02É) — 7

NS

E(Ê)=To(02 +X.08).E(F) ­oc (n­D)

52392 Dà) (52 47.5d): —.

Usando este estimador não­viesado aproximado no lugar de R, Bhaumik e Kulkarni [2]

conduziram um estudo de 1000 simulações. Eles generalizaram números aleatórios de uma

distribuição normal com uma média 3.0 e conduziram simulações para várias combinações de |,

R, B, y e tamanhos amostrais. Para todas essas combinações, eles trabalharam (3 = 0.90 ey = 0.95.

A escolha desses valores foi para ilustrar o efeito do estimador R visando uma cobertura (BB) ao

nível de confiança (y) dos intervalos de tolerância. Ao final de cada simulação o limite de
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tolerância foi encontrado, calculou­se a cobertura (BB), através da suposição da distribuição normal

das observações feitas nesse modelo, e foi verificada se esta cobertura era maior ou igual a B
especificado. Uma vez que as 1000 simulações foram completadas, foram obtidos a média e o

desvio padrão de todas as coberturas (denotadas por Avg­B e Std­B nas tabelas 5.1 e 5.2 do
apêndice 2), e encontrou­se a proporção das vezes que as coberturas simuladas foram maiores ou

iguais a À especificado (denotada por Sim­y nas tabelas 5.1 e 5.2).

Bhaumik e Kulkarni [2] concluiram que quando o número de grupos é pequeno,

desconsiderando o tamanho amostral, há poucas observações para estimarmos R. Com um único

resultado pode­se não atingir a cobertura específica e o nível de confiança. Todavia, à medida que

o número de grupos aumenta uma estimação mais próxima de R é possível e, desse modo, a perda

no nível de confiança e na cobertura deve ser menor. Nota­se dos resultados de simulação (tabelas

5.1 e 5.2) que este parece ser o caso. Pode­se também perceber que à medida que o número de

grupos aumenta, o tamanho amostral total também aumenta, resultando em uma melhor

estimação dos parâmetros envolvidos. 2

A cobertura simulada (Avg­B) é no mínimo B para todos os casos estudados. Para um

pequeno número de grupos, o desvio padrão das coberturas simuladas (Std­B) é grande, mas

diminui rapidamente à medida que o número de grupos aumenta. Desse modo, a probabilidade de

cobertura não é grandemente afetada pela estimação de R, se existe um moderador para um

grande número de grupos. Por outro lado, o nível de confiança atingido (por exemplo Sim­y),
depois de se estimar R, é em média 20% mais baixo do que o nível específico, se o número de

grupos é pequeno.
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5.4. EXEMPLOS

5.4.1 EXEMPLO 1 (caso balanceado)

Consideremos o exemplo fornecido por Wang e Iyer (1994) [25], onde duas réplicas
foram tomadas de cada uma das quatro garrafas de carvão para conter enxofre, selecionadas
aleatoriamente. Os dados estão na tabela abaixo:

Garrafa ID Réplica Enxofre (peso %)
1227 1 4.70
1227 4,70

0410 4.56

0410 4.68
0241 4.66

0241 | 4.55
0809 4.61

0809 4.69

Desse modo, o modelo com um fator aleatório considerado será:

x; =Nn+b;+Ej com j=1,2 e i=1,2,3,4

onde x; é a jº medida da iº garrafa. Neste exemplo tem­se quatro grupos e duas réplicas
em cada grupo. O limite de tolerância inferior para os conteúdos de enxofre com (8 = 0.90 ey =

0.95, após alguns cálculos, é dado por 4.47.

Neste exemplo R não é conhecida, e portanto o efeito de se estimar R na cobertura e o

nível de confiança devem ser levados em consideração antes de se interpretar esse limite. As

simulações de Bhaumik e Kulkarni [2] da seção anterior indicam que o nível de confiança poderia

ser apenas em torno de 0.80 e a cobertura no mínimo 0.90. Dessa maneira, estamos mais ou
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menos 80% confiantes de que o conteúdo de enxofre, de no mínimo 90% das garrafas de carvão,

seria mais do que esse valor obtido (4.47).

5.4.2 EXEMPLO 2 (caso não­balanceado)

Aplicaremos também a teoria deste capítulo ao mesmo exemplo que foi utilizado no
capítulo 4, com a finalidade de posteriormente compararmos os resultados.

Os dados são fornecidos na seção 4.3, e os resultados, obtidos através do SAS,

encontram­se no apêndice 1.

Primeiramente estimamos R, usando a equação (5.15).

E

À = 22 14­4­2)­04733 = 9.07443896
0.796

Usando (5.3) e (5.7) temos:

4W = > (— + é = 0,524119305i=1N0i

E da equação (5.9):

õ= Z1gV0+Bky = 1,285(2.297870267) = 2.952763293
Determinamos s usando o resultado 6:

s = ELA = 0.5163481235
Utilizando as tabelas de Pearson e Hartley [18], do apêndice 2, calculamos a t não­central:

(2.952763293, 0.95)
t13 =7/

E
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Para isso, devemos calcular u e £.

= ­ 0.5011251636
2 —1/2

u= =A J1+ ­1 2(n­—1) | E
Com esse valor, entramos na tabela de Pearson e Hartley [18], do apêndice 2, e,

interpolando, determinamos £ = 1.621717642.

Portanto:

C­A+4e[1+A?/20n=1)+02/20n 0]?(295276329, 0.95) t
1­4º /20n —D)

= 1.2808677182
13 7 o”

E, finalmente, teremos:

l; = 7.6186 + St3/VW = 8.62
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Capítulo 6

Conclusão

Apresentamos neste trabalho métodos de construção de limites de tolerância unilaterais,

para modelos balanceados e não­balanceados, com um fator aleatório (2.1). Vimos que esses

limites seguem a forma padrão À + k.s, e o problema básico é determinar os valores de k, de tal

modo que a probabilidade seja y de que, no mínimo uma dada proporção B da população

amostrada, esteja abaixo (limite superior) ou acima (limite inferior) desse limite.

Vários autores estudaram essa questão, porém pareceu­nos mais conveniente nos ater aos

métodos mais comumente discutidos e utilizados que são: para o caso balanceado, Lemon [11]

e Mee­Owen [13]; e, para o caso não­balanceado, Bhaumik e Kulkarni [1]. Estudamos também

um método mais geral, pois aplica­se aos dois tipos de delineamentos, que é o de Bhaumik e

Kulkamni [2]. E, posteriormente, fizemos uma comparação entre eles.

Primeiramente, para o modelo balanceado foram descritos o Método de Lemon [11] eo

Método de Mee­Owen [13]. Lemon [11] utilizou­se de uma população, consistindo de muitos

grupos e baseou­se no quadrado médio entre esses grupos. Ele trabalhou com uma distribuição

t não­central e com se / sê (3.11) para estimar o? / o? , e construiu tabelas para o fator k' (tabelas
3.1), em função de 1, J, v, B e se / s? . Diferentemente, Mee e Owen [13] utilizaram­se de uma
combinação linear dos quadrados médios (3.18) para deduzir o limite de tolerância em questão.

Mee e Owen [13] primeiramente trabalharam com R desconhecida, usando uma aproximação
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fornecida por Satterthwaite [21] , obtendo fatores k (denominados por kg), e construíram tabelas

para esses valores (tabelas 3.2), em função de 1, J, y, À e R. E, posteriormente, com R conhecida,

deduziram e construíram fatores k (denominados por kr ). Para compararmos esses dois

métodos citados acima foi utilizado um exemplo de um delineamento balanceado (seção 3.3).

Usando o Método de Lemon [11] obtivemos o intervalo [156.3 , co | e, utilizando o de Mee­Owen
[13], foi determinado o intervalo [160.0 , oO ]; ou seja, para este exemplo, observa­se que o
procedimento de Lemon [11] é mais restrito do que o necessário. Ainda nesse exemplo, sendo R

conhecida, determinou­se o limite através da seção 3.2.3, e obteve­se [169.0 , co ] , O que nos
leva a crer que, se conhecemos R, temos maiores condições de melhorarmos o limite de

tolerância.

No capítulo 4 estudamos o Método de Bhaumik e Kulkarni [1], aplicado a delineamentos

não­balanceados, determinado em função dos ns. As técnicas básicas de construção são

praticamente as mesmas das Mee e Owen [13]. A diferença maior entre esse método e o de Mee

e Owen [13] é que a aproximação deduzida por Satterthwaite não pode ser usada para

delineamentos não­balanceados; logo, Bhaumik e Kulkarni [1] usaram uma aproximação
deduzida por Thomas e Hultquist [23]. Bhaumik e Kulkarni [1] trabalharam também com R

conhecida e; posteriormente, R desconhecida. Nessa última situação pode­se estimar R por ponto

ou por intervalo. Aplicando esse método ao exemplo 4.3, obtivemos, usando o estimador pontual

de R, o limite superior igual a 8.31 e, utilizando o estimador por intervalo de R, encontramos o

limite superior igual a 8.17. Logo, nesse caso, verifica­se que é mais aconselhável utilizarmos a

estimativa pontual de R.

Foi descrito, no capítulo 5, um método exato, estabelecido recentemente (1996) por

Bhaumik e Kulkarni [2], que propicia várias vantagens em relação aos métodos descritos nos

capítulos anteriores. Uma delas é que este método pode ser aplicado tanto aos delineamentos

balanceados, quanto aos não­balanceados. Para R conhecida, os autores deduziram um método

direto. Eles não usaram a aproximação de Satterthwaite [21], nem a de Thomas e Hultquist [23],

uma vez que o método por eles desenvolvido é exato, além de reter o máximo de graus de

liberdade possível para a distribuição t envolvida. Para R desconhecida, Bhaumik e Kulkarni [2]

deduziram um estimador não viesado aproximado de R (5.14), e estudaram o comportamento dos

limites de tolerância através de simulações. Conclui­se que quando tal estimador de R é usado,

o método mostra o nível de confiança atingido, com menor valor que o nível efetivo. Entretanto,

à medida que o número de grupos aumenta estima­se R mais facilmente, e dessa forma o nível
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de confiança atingido fica mais próximo do nível especificado. Foi trabalhado também nesse

capítulo o exemplo 5.4.2, que utiliza os mesmos dados do exemplo 4.3, e o limite superior

encontrado foi 8.62. Comparando esse valor com os valores obtidos na seção 4.3, que foram 8.31

(com R pontual) e 8.17 (com R por intervalo), concluímos que, em relação ao exemplo em
questão, esse método, apresentado no capítulo 5, mostrou­se melhor do que o método do capítulo

4, uma vez que o limite superior foi maior que os anteriores.

É salutar salientar que, em relação à resolução dos exemplos aqui propostos, para o
cálculo das variâncias e outros, utilizamos o pacote computacional SAS, o qual oferece resultados

confiáveis e facilidade de programação.

Como o conhecimento, graças à Deus, se prolifera a cada milionésima fração de segundos,

ficam aqui outros pontos ( por exemplo, o estudo de métodos para construção de limites de

tolerância em outros modelos como os de dois fatores, cruzados, mistos, hierárquicos, ... ) para

se aprofundar essa linha de pesquisa, outros desafios, que fugiram ao nosso escopo, os quais

poderão ser explorados posteriormente por alguém interessado e preocupado com o saber

enquanto ciência em promoção do ser humano.
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Apêndice 1:

Resultados do SAS

para os exemplos 4.3 e 5.4

PROGRAM EDITOR

DATA EXI1SAS;

INPUT TRAT Y;

CARDS;

1 7.3

1 8.3

17.6

1 8.4

1 8.3

2 5.4

2 7.4

2 7.1

3 8.1

3 6.4

4 7.9

4 9.5

4 10.0

E
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TITLE "RESULTADOS DO SAS ­ EXEMPLO1l ­ CAP.4";

PROC PRINT

DATA = EX1SAS;

PROC GLM;

CLASS TRAT;

MODEL Y = TRAT;

OUTPUT

RESULTADOS DO SAS ­ EXEMPLOl ­ CAP.4

14:51 Tuesday, January 20, 1998 13

OBS

E
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General Linear Models Procedure

Class Level Information

Class Levels Values

Number of observations in data set = 14

Dependent Variable: Y

Source

Sum of Squares Mean Square F Value

Model

10.66223810 2.66555952 3.35

Error

7.16633333 0.79625926 ,

Corrected Total
17.82857143

R­Square
Root MSE

0.598042

11.48223 0.89233360 7.77142857

Source

Type I SS Mean Square F Value

TRAT

10.66223810 2.66555952

Source

Type III SS Mean Square

TRAT

10.66223810 2.66555952

FVY
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LOG

NOTE: The PROCEDURE GLM used 1 minute 0.84 seconds.

DATA EXI1SAS;
INPUT TRAT Y;
CARDS;

The data set WORK.EX1SAS has 14 observations and 2 variables.
The DATA statement used 0.11 seconds.

TITLE "RESULTADOS DO SAS ­ EXEMPLOl ­ CAP.4";
PROC PRINT

DATA = EX1SAS;

The PROCEDURE PRINT used 0.05 seconds.

PROC GLM;
CLASS TRAT;
MODEL Y = TRAT;

RUN;
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Apêndice 2:

Tabelas

Tabela 3.1

Fatores de Tolerância Unilaterais k'para Efeitos Aleatórios com umfator
Parte a) y = 0.90, PD = 0.95

I
2 [3  [ 4[5]6 [T[8& II 9 TNIMT[37[E]

se / s2 = 02
13.090 | 5.311 [ 3.957 ] 3.400 | 3.092 | 2.894 | 2.754 | 2.650 | 2.568 | 2.272 | 2.028 | 1.821 | 1.645
13.100 [ 5.210 [3.864 | 3.316 [ 3.016 | 2.823 | 2.688 | 2.588 | 2.509 | 2.227 | 1.997 [ 1.806 | 1.645
13.100 | 5.160 | 3.816 | 3.273 | 2.975 | 2.786 | 2.653 [2.555 | 2478 | 2.203 | 1.981 [ 1.798 | 1.645
13.100 [ 5.134 | 3.792 | 3.250 [ 2.955 | 2.766 | 2.635 | 2.537 [ 2462 | 2191 [ 1.972 [ 1.794 [| 1.645
13.100 [ 5.121 [| 3.779 [| 3.239 [ 2.944 [| 2.757 | 2.626 | 2.529 [ 2.453 | 2.184 | 1.968 | 1.791 | 1.645
13.100 | 5.108 | 3.767 | 3.227 | 2.933 [ 2.747 | 2.616 | 2.520 | 2.445 | 2.178 | 1.964 | 1.789 | 1.645

se Is? =1.0
2.894

2.852

2.831

2.820

2.814

2.808

sé /sc=5.0
2.894

2.880

2.873

2.870

2.868

2.866

sé /se=10.0
2.894

2.886

2.883

2.881

2.880

2.879
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Tabela 3.1

Fatores de Tolerância Unilaterais k'para Efeitos Aleatórios com umfator
Parte b) y = 0.95, PP = 0.90

I

14 /5 [6 |/7|[/8 [9 [10/17 [37 [145] o
sé /sê=02

3.006 | 2.755 | 2.582 | 2.454 | 2.355 | 2.002 | 1,717 | 1.481 | 1.282
2.881 | 2.642 | 2.477 | 2.356 | 2.262 | 1.933 | 1.672 | 1.459 | 1.282
2.813 | 2.579 | 2.419 | 2,302 | 2.212 | 1.895 | 1.646 | 1.446 | 1.282
2.777 | 2.547 | 2.389 | 2.273 | 2.185 | 1.875 | 1.633 | 1.439 | 1.282
2.759 | 2.530 | 2.373 | 2.259 | 2.171 | 1.864 | 1.626 | 1.436 | 1.282
2.740 | 2.512 | 2.357 | 2.243 | 2.156 | 1.853 | 1.618 | 1.432 | 1.282

se / s? =1.0
3755

2.689

2.654

2.636

2.627

2.617

sé /se=5.0
2.755

2.734

2.723

2.717

2.714

2.712

sé /sá=10.0
2.755

2.744

2.738

2.735

2.733

2.732

FVY
AVAVAY

cem 1 2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



Tabela 3.1

Fatores de Tolerância Unilaterais k'para Efeitos Aleatórios com um fator
Parte c) y = 0.95, DP =0.95

I

[as [6] 7[8 [| 91 INMN[M[ 37 [MB]
se / s2 =0.2

3.708 | 3.399 | 3.187 | 3.031 | 2.911 | 2.486 | 2.149 | 1.874 | 1.645
3.601 | 3.302 | 3.097 | 2.947 | 2.832 | 2.427 | 2.109 | 1.854 | 1.645
3.545 | 3,251 | 3.049 | 2.902 | 2.789 | 2.395 | 2.088 | 1.844 | 1.645
3.516 | 3.224 [3.024 | 2.879 | 2.767 | 2378 | 2.077 | 1.838 | 1.645
3.501 | 3.210 | 3.012 | 2.867 | 2.756 | 2.369 | 2.071 | 1.835 | 1.645
3.486 | 3.196 2.854 | 2.744 | 2.361 | 2.065 | 1.832 | 1.645

se Is? =1.0
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Tabela 3.1

Fatores de Tolerância Unilaterais k'para Efeitos Aleatórios com umfator
Parte d) y = 0.95, PD = 0.99

I

[a 5 [6 [7T[8 [| 9 [/ D[ 1 [3 [[s
se / s? =0.2

5.062 | 4.642 | 4.354 | 4.143 | 3.981 | 3.415 [ 2.972 | 2.617 | 2.326
4.981 | 4.567 [ 4.284 [ 4.078 | 3.920 | 3.368 | 2.941 | 2.601 | 2.326
4.939 | 4.528 | 4.248 | 4.044 | 3.888 | 3.344 | 2.924 | 2.593 | 2.326
4.917 | 4.509 [ 4.230 | 4.027 [ 3.871 | 3.331 [ 2.916 | 2.589 | 2.326
4.906 [ 4.497 [| 4.221 | 4.018 | 3.863 | 3.325 | 2.912 | 2.587 | 2.326
4.896 | 4.487 | 4.211 | 4.009 [3.855 | 3.319 [ 2.908 | 2.585 | 2.326

se / s? =1.0
4.642 | 4.354
4.597 | 4.313”
4.575 | 4.292
4.563 | 4.281
4.557 | 4.276
4.552 | 4.270

se / sê =5.0
4.642

4.627

4.620

4.616

4.614

4.612

sé /se =10.0
4.642

4.634

4.630

4.628

4.627

4.626
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Tabela 3.2

Fatores k, para Limites de Tolerância Unilaterais

Parte a) y =0.95 e P =0.90
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Tabela 3.2

Fatores k, para Limites de Tolerância Unilaterais

Parte b) y =0.95 e PDP =0.99
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Tabela 3.3

Fatores krpara Limites de Tolerância Unilaterais

Parte a) y =0.95 e PB =0.90
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Tabela 3.3

Fatores kg para Limites de Tolerância Unilaterais

Parte b) y =0.95 e PD =0.99
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Tabela 4.1
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FVY
AVAVAY

7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



5 6

FVY
AVAVAY

| unesp* 12 13 14 15 16 17 18



Tabela 5.1

Resultados de Simulação Usando Variáveis Aleatórias Normais Gerais Com
u=30,0=0.9,7y=095,eR=4

| &
S

E
N

P
S

IP
N

E
S

IS
P

N
FE

S
E

S
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Sim—y | Avg—B| Std —­B
0.832 0.948 0.0630
0.825 0.945 0.0617

0.820 0.944 0.0602

0.819 0.944 0.0600
0.821 0.944 0.0591
0.852 0.950 0.0635

0.839 0.948 0.064]

0.844 0.947 0.0640
0.846 0.9490 0.0641
0.861 0.952 0.0627
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Tabela 5.2

Resultados de Simulação Usando Variáveis Aleatórias Normais Gerais Com
u=3.0,0=0.9,7=095,eR=1

­ & n6 Sim — y | Avg—B | Std —B
0.813 0.947 | 0.0808
0.808 | 0.943 | 0.0799
0.814 | 0.942 | 0.0799
0.811 0.942 | 0.0794
0.811 0.942 | 0.0798
0.816 | 0.943 | 0.0780
0.818 | 0.944 | 0.0772
0.824 | 0.945 | 0.0765
0.791 0.938 | 0.0765
0.781 0.936 | 0.0786

R
R

R
R

J
R

I
A

R
I
R A

bo
]
=

O
t
a

0.820 | 0.947 | 0.0698
0.807 | 0.944 | 0.0715
0.814 | 0.942 | 0.0716
0.816 | 0.942 | 0.0723
0.812 | 0.944 | 0.0715
0.813 0.939 | 0.0733
0.811 0.941 | 0.0675
0.812 | 0.941 | 0.0665
0.803 0.940 | 0.0671
0.803 0.941 | 0.066]

A

0.806 | 0.942 | 0.0728
0.797 | 0.939 | 0.071]
0.785 0.939 | 0.0711
0.776 | 0.938 | 0.0699
0.796 | 0.939 | 0.0708
0.802 | 0.943 | 0.0701
0.805 0.939 | 0.0635
0.803 0.939 | 0.0620
0.802 | 0.940 | 0.0593
0.807 | 0.940 | 0.0588

b
e

[S
IS

IS
IS

ES
ES

B
LS

)
+

­ I! [=
>

)
a
)
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Sim—y | Avg—B| Std—B

(O
s)

0.821 0.944 0.0654

0.812 0.941 0.0649

0.813 0.941 0.0650

0.815 0.941 0.0661

0.814 0.941 0.0656

0.818 0.943 0.0655

0.827 0.942 0.0516

0.830 0.942 0.0500=
|

—
DE

S
G

S
Si

m
VN

V
i
1

0.834 0.943 0.0483

[N
S]

[S
) 0.839 0.943 0.0483
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Tabelas de Pearson e Hartley [18] ­ (t não­central)

—­.
..

Fatores, 4 para a determinação de pontos percentuais de t'
Prít'>t, | A) = 0 =0.50.Para v=c0> todos os valores de / são zero.

EN 3 4 5 6 7 $ 4 16 36 14

—U: 3340
e FA
— “sus
— 27

250

AFI)
1780
47
41em

— "oo?
— 52)
— 0154

1000

—­ 0­3742
— 2607
e RD]
— 2218
2 mi

— 01722
= 1420
— 1142
— 0886

— GUDOAD
= 425
— 0210

000

— 02374
2817

— 2:
= 1ml
­— «1783

— 1482
— «1223
— 0984
= 0754

< D­0559
— 08
= 118)

0000

— 021223
— 17
— 1838
= 1702
— «570

—1­1320
us JOBB8
= DEBT7
— 108)

00499
— 03387
= 0163

“0000

— 0­1
— JlIM
— 78
— «1850
— 1428

— 01201
= 099]
= *D7TBR
— 'L36

— DMA
— 0298
= 047

0000

— 0 17TDR
= “10658
— 1;
= 143)
vw «1318

­(H1109
— “Opl5

1737
­ 087

— 00420
— 0276
= 0136

«Ko

—ir
= Anos
— 14186
— 197
= ­1232

= D­10385
— 065t
= 0a88
= «0535

— Q­DIB2
ve DEST
— 117

00

— 01578
= 14658
— 1361
= 1268
m 1160

= 00874
— 0h
—­ 0H
— ­ 1503
— D­N989
"UA
= 120

0000

= 01182
— 1097
= 11
— «0939
= *OBAS

— 00728
= 05600
mm OBA
— 0875

— 00278
= 0180
— 0088

“0000

= (FOTRT
=. 0780
— 0678
= 08604
+— 574

= 0482
==" 0308
= 0920
— 0249

—­ 00183
— 010
— «0059

0000

= 10993
— 03864
a 0837
— “03117
= “US68

— d­0240
= “DID
­ 180

1124.

O UOL
= 0060
» “0030

“No6o

Para u positivo, os valores de / são os mesmos, porém com o sinal positivo.
Prít>t |A)=a=0.25.Para v,= co todos os valores de / valem 0.67449

3 4 6 7 9 16 3AN 2
D:I548
3830
121
44165
47065

8247
ECT
f133
«6484

DU: ERA
082
Dresho
1059

07065
­TBS7
"ELA
810
um

D:8528
­87ad
"046
fl14
V273

D­4170
4300
4611
4830
soss

0­5447
5608
0128
6409

0:64483
803
108
1301

0:1485
­“TB5B
IB24
“TERA
ISO

D0:8293
8448
“805
­nT64
­su22

04534
4716
4902
5082?
5257

0:6587?
885
'BI5L
439)

0­5008
807
os?
“7165

TIO
ABI
Ia
TB
IB?

N­8077
8223
asTt
8523
“8075

0:4780
4940
­50BD
5255
"6406

05089
6947
180
390

1­5582
760
5926
TOB2

07232
TaT6
“7516
T65A
7790

TRZA
“6004

EM
E1D4

q49n59
151053
eso
5383
S617

06786
*fees
1208
S396

06570
731
ts33
“TDZ8

07164
“ata
7429
“557
“7685

07814
TO4á
078
E2t5
8350

05007
“no28
Ssã7
4892
“5604

O: EB32
"4041
“BR8t
1404

0­5564
4712
8853
“6986

031116
1240
3038
7484
605

0­1727
+TB51
TETO
"810
"B245

0­5203
8329
3
ss
soTE

9­5864
“6077
252
“64138

O: 6581
IO
ARS
19586

07077
“TID5
“T311
42%
T541

D:Ta5B
FIT6
187B
“B024
“S155

05299
sa 12
5523
5630
5733

0­58B298
107
277
42)

D­6581
059
“6814
"6933

0­I047
Ia
“TT
FIT
7489

07801
TI
“TROX
"TD53
so7o

05471
“s7852
“5430
“5906
"597TR

O­B1L7
10244
f362
447)

04573
6690
6762
“6850

0­06937
08
“UIos
TIA
7281

9­T7370
“T4BL
*“TG65
"TOA
“TI5B

16036
6086
“6136
6133
228

0:0318
6397
EDE
15432

0:B808
0072
“673%
6792

UBE5O
TODO
97
TR
«TOS

0­T149
TI
“T2B1
“TS52
428

Para determinar um ponto percentual 100 o superior, t'(a|v,A) :
ARE(1) calcular u=. 1+ Ex (2) interpolar / na tabela& apropriada

2v V
1

 A+Z(14+ (8/20) = (2/20)?
e 1­(É*/2v)

(3) determinar t

E
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Tabelas de Pearson e Hartley [18] ­ (t não­central)
Fatores, 4 para a determinação de pontos percentuais de t'

Prít>t |A4)=0a=010.Para v=c0> todos os valores de / valem 1.28155

6 36 144

HFOSAS 1OUGA PINGO 113657 1­149D 11608 ind 1­1765 12919 12575

ELSE 1100) pi26S  PlA2 1iGT2 11672 11761 11817 1USST 12583

POST ti16S 1189R 11544  2P1OS8 11747 VHEBI8 VISTA 12358 1Z5B1
1199) 1151 VISSO VLOSA 11755 113891 1­16D4 11848 12163 12001
11346 11551 1169) 11781 185 11923 1ESTO 11­20 12408 12811

1­1993 1­1962 11997 12040 [1208] 121? 12148 12178 12484 SAIA
12535 12354 12307 12249 12304 118 12328 1234) a

12524 12080
1­2987? 1­2702 12593 12543 12510 12508 1:25 12H48 2 12580 12688
1­3404 12996 12548 12785 12718 12639 1:2870 12057 12656 12718

1­3823 13228 1­3060 1­298D 1­2907 12653 1:2823 1:2801 2 13721 1­2748

13865 13408 1­32368 13128 1­3082 1­3600 1­298) 1203 12784 1ºBTTB

13708 13531 13474 13284 13188 13127 1­3042 PAIRA 12946 12808

14720 13815 13479 1­3374 132906 1­3235 13187 13149 1­2903 1­2836

13Tol 13645 13555 1VR46O 2384 1334 13878 1­3236 12B57T 1­2888
1:3468 13692 13008 1:3524 1U 13904 13349 1­3309 13007 12BDA
1­3525 18701 13842 1as7l 135097 1:3653 1IAOB 1­3368 1ansa 12819

1­9483 13699 VRHIOS 19004 13547... 13408 13456 13417 13093 12043

1­3546 15691 13073 130280 1957 13531 1349) 1­34568 13128 12065

135168 1­3682 1­3678 1­3640 1­3587 1­3556 13518 13485 13109 12884

13408 13674 1­3581 1­3450 13612 13574. 13539 13508 [8188 1­3002
13498 136572 1­3684 1­3856 136238 1­3588 1­3556 13526 13207 1­3916
13406 13675 1­3690 1­3886 15634 13801 1­3569 1:3540 1­3224 1­3028

13508 1­3084 1­5590 1­88677 1­3845 1­3633 173582 18554 1:5288 1­3038

0.05. Para v = co , todos os valores de / valem 1.64485
me me qi Ea

4 5 [Li T
:

9 16 26 144

PAGIG Bodas Po9TTo  ENMSLO U65420 15025 1574 PDDS2O. 2BIATOOO 10307

14aGaH — D6OST D5062 — 1BD4l1)1 O BSS1000DAAOLO 15720 — L5030/2.. 10104 DAH

14798 D6lIO8 — B53I028  1MMS5 POSNM O 15010 1592 15094 D6ITG O 10203
THOST 165948 RSRS CC BO4D7 — EBS580  LAB4B : 157465 1581 615 102990

15302 15422 SS 15588 1:5451 15704 : 1­5786 VEDSA 1:6121 16290

15T0OT  BG691 LO6S8 15TOO  D5748 0 15770 ' 16843 — LO08O 0 721:013300 18203

164049 — 158538 L5AlB 1582 14946. 0 1­5867 ISO 10017 26148 1­6297
183684 —ELGO7TS 150986 CC 15960 18957  1­5963 p 1SURS O 14060 0 10170 1­6304
186381 — 162856. 18152 14008 — 16072 16088 1604. 101068 1AIOA 1­5312

16984 — 16841 10484 16357 — 10300 O 10203 16230 1021372. 14881 10338

17101 1­BBB8 1670 175582 1­8505 16453 1­6390 1­6328 1­6313 PSA5D
17044 17023  16RTA4 LB75B  PB0OTSO. 10014 — L1G50D// 16536. 16427 16378  1­63B71:8B08 — 1 7DAS — PGU7B O C1O0BB3 BOBOS 0 107442 16000 0 6648 LBS250 146482 1o4T716700 — 196040 17028  — PARSO — DOROS 0 BB8SO 17H30 16755 195621 0008508000 Boat

1ASDIO  LADTO 17004 DOBDA — 1ORST 72:0M0IS — EBOBOO  1GBIR O 16882  L65582 104797

19912 — E08T9 1AO9)  RO004 0 LORGBO BROMAT  LO00S 21667 10708 6607 050418141 — LA7GO Leds — B69TO CC LO065/2 lAbaT — 16024 16001 16780 0 10047. 1652916000 LONGO  10R84 BDO08T [094 010036 16923 16007 — PBROT 16078 O 16551ESSAL O  LARSS O BOT85 o DOATO lA902 LADOS O Led0e — 16BD7  1GNIOO POGHHS LESS

1575) EVBADO 10708 — PasOs 10983 10870 10975 16679 20818 167110 1­6583

pGSS) 0361 le624 LETALO O 16T7TOG O 16623 16834 0 B0BI9 O 1:0A0S — BG7IA 1­OGBB15590 16280  las4o — LDG673S 16798 L8760 16786 0 2B7BS 16792 DO707 O 16500L5S38 — L621D 16470 = 16607 — 16074 0 16712 — POTBA O P6O7TAG  10TSO — D698 0 DO6SO1:5497 — LGIS8o 14IA  D6GAS — ENGIRO O B6RSAo lAATA 166030 1967100 P6007 0 13578LHITO  DGUOS  DOAHS EndaTo DON5S BOSATO 16022 00 16538 0 10004 PBABAS 1­6560C
R

—
G

ob
rE

ua
d&

d
h

á
d

k
d

iu
is

DR mM RA eme ss " " aÃ +

Para v > 9,interpole usando argumento 12/Nm .
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Tabelas de Pearson e Hartley [18] ­ ( t não­central)
Fatores, 4 para a determinação de pontos percentuais de t'

Prít'>t [A)=0=0.025.Para v = co todos os valores de / valem 1.95996
Y 2

u

3 + 5 [ 7? 9 16 se 1H :
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À
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1­8553
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19237
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1­9248
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18871
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ERI ÃO
1:0803

1­9580
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Fono
1voOTT
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Prít'>t, A) =0a=0.01.Para v= 0 todos os valores de / valem 2.32635
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Para determinar um ponto percentual 100 À superior, t'(a|v,A) :
ra

(1) caleular u=—==|1+ —) V2v 2v

ARE
(2) interpolar / na tabela apropriada

1

(3) determinar A +/(1+ (2/20) — ( 212)?
1­(É*/2v)o
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Tabelas de Pearson e Hartley [18] ­ (t não­central)

RN 4, para a determinação de pontos percentuais de t'Prít'>t [A4j=0=0.01. Para v = co (cont.), todos os valores de / valem 2.3263
aa.qo e mpteroo e ane Tr.

NX ro 3 4 1 p” 144
u NX
—­ 03 I0ETO 228598 23465 2­38593 E$003 29578 AO  2TNMO 2084 pagbio il 2321420050 32303 91910 3165 49556 2578 23572 2355 3AADOO 2ASDA FRA

1­9581 23­1950 HISSGO O 230TR 28138 23512 245441 2337 248) 2: 2480 2­327419223 IIS FITAS 2304 232976 2 II 33440 DTABA CRIIMOO BSD) 23302AEE=
.

=
e

s

18645 21220 32977 3­2805 23086 23H 12.3542 ­2401 28487 D425 233
1­8327 0030 — 22000 — 22503 20488. 2A0T6 23199 23290 2346 2343) 234431­8553 2:0681 F1TAR O 2­2332 42677 22405 13039 23139 3379 23418 ESSES18413 2456. TASTOD 0 220102 22474 229710 DISTO 22945 23201 23385 2501­8299 9S09RT O  2AJIGO 21007 2­2277 22524 2:2697 224238 23185 23335 23338

—
—

=
=

e
s
t
a

s
d
a
d
o
s

1RSO8 2­0)30 SET 24718 22089 329342 22533 foS6 23063 232607 23315
180834 16096 20467 2­1540 F1910 221065 22349 TPSIR O 29930 2­318t 23970
1­8075 1­n8588 20890 237 1174 219904 1217 DOSID  32TB6 3080 2:301­8030 187A4 = DG6O DADO 21582 21830 22004 22154 22639 2­2964 2:41161­7985 18708 20O8T6G — 2­10BE 214394 2107TA O DISSA 21992 2:247A 2­2638 SRS

a
a

Prít>t | Aj= a = 0.005. Para v=co, todos os valores de / valem 2.57583.
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Para v > 9,interpole usando argumento 12/ dv .
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