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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre estabilidade do equilibrio nulo de
equagoes diferenciais ordinarias auténomas através do Segundo Método de Liapunov
e do Método das Fungoes Dicotomicas, que é uma extensao do Segundo Método de

Liapunov.

Palavras-chave: Equacgoes Diferenciais Ordinarias, Estabilidade, Funcoes de Lia-

punov, Funcoes Dicotdémicas.



Abstract

This work presents a study about stability of the null equilibrium of autonomous or-
dinary differential equations by Liapunov’s Second Method and Method of Dichotomic

Maps, which is an extension of the Liapunov’s Second Method.

Keywords: Ordinary Differential Equations, Stability, Liapunov Functions, Dichotomic
Maps.
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1 Introducao

O estudo das equagoes diferenciais ordinarias comegou com os proprios criadores
do Calculo, Newton e Leibniz, no final do século XVII, motivados por problemas fisi-
cos. Atualmente, além dos problemas fisicos conseguimos modelar muitos fendémenos
biologicos, econémicos, ecologicos, quimicos, entre outros.

No inicio era natural tentar expressar as solugoes de uma equacao diferencial ex-
plicitamente; entretanto, logo se verificou que o nimero de equagoes que podiam ser re-
solvidas desta forma era muito pequeno, até mesmo quando introduzidas novas fungoes.
Mediante as dificuldades em obter solugoes por métodos confidveis, surgiram os teore-
mas de existéncia e unicidade, tornando-se justificavel a busca de solugoes através de
processos informais, uma vez que obtida, podia ser verificada posteriormente. A partir
dai, iniciou-se no século XIX, com Henri Poincaré (1854 — 1912), a fase moderna, que
é marcada pelo interesse nas questoes qualitativas, ou seja, é marcada pela atitude de
retirar das equacgoes diferenciais informagoes sobre o comportamento de suas solugoes,
sem a preocupacao de escrevé-las explicitamente. Por exemplo, podemos analisar qua-
litativamente o comportamento oscilatério do sistema massa-mola que é dado por um
bloco de massa m, sobre uma superficie horizontal sem atrito, preso a uma das ex-
tremidades de uma certa mola, enquanto a outra extremidade esta ligada a um ponto
fixo, observando que o seu estado inicial é estavel, pois & medida que afastamos o bloco
do seu estado inicial (chamado de ponto de equilibrio) e o soltamos, vemos iniciar um
movimento continuo e oscilatério ao redor do seu ponto de equilibrio.

Assim, no presente trabalho nos propomos a estudar as equagoes diferenciais or-
dinéarias de modo qualitativo, buscando informagoes que permitam concluir algo sobre
o comportamento de suas solugoes ao longo do tempo. Mais especificamente, estudare-
mos o comportamento assintético do equilibrio nulo das equacgoes diferenciais auténo-
mas
através do Segundo Método de Liapunov e, também, através do método das Fungoes
Dicotémicas, que é uma extensao do Segundo Método de Liapunov.

Para tanto, no Capitulo 1 apresentaremos elementos bésicos para o desenvolvimento
da teoria subsequente, garantindo as condigoes necessérias para a existéncia e unicidade

de solugoes, bem como os principais resultados das equagoes autonomas e as defini¢oes
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de ponto de equilibrio, de estabilidade e estabilidade assintotica.

No Capitulo 2, desenvolveremos a teoria do Segundo Método de Liapunov, definindo
funcao de Liapunov através da qual demonstraremos os teoremas que determinam as
condigoes suficientes para que o equilibrio nulo de um sistema auténomo seja estével
ou assintoticamente estéavel.

Por fim, no Capitulo 3, estabeleceremos o Método das Funcoes Dicotémicas, onde
definiremos funcao dicotdémica e estritamente dicotdémica, e demonstraremos os teo-
remas que garantem a estabilidade e a estabilidade assintotica do equilibrio nulo da
equacao autonoma.

A maioria dos exemplos apresentados neste trabalho sao de sistemas lineares que
foram analisados através de Funcoes de Liapunov ou Funcoes Dicotomicas. Embora
existam ferramentas mais simples para estes casos, o objetivo principal deste trabalho
é explorar as teorias que envolvem Func¢oes de Liapunov e Fungoes Dicotomicas.

Observamos que todos os graficos apresentados no decorrer do texto, foram esboca-

dos com o software Maple 12.



2 Preliminares

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos fundamentais da teoria de Equagoes

Diferenciais Ordinarias, os quais sao necessarios ao longo deste trabalho.

2.1 Equacgoes Diferenciais Ordinarias

Nesta secao introduzimos o conceito de equagao diferencial ordinaria e solugao desta
equacao; vemos também o que é um problema de valor inicial e mostramos que o estudo
das equacoes de ordem superior se reduz a um sistema de equacoes de primeira ordem.

Para isso, seja D um subconjunto aberto do espaco euclidiano R"*! = R x R,
onde R ¢é a reta real e R” o espaco euclidiano n-dimensional, onde um elemento de D
¢ denotado por (t,z), comt € R ez = (z1,29,...,2,) € R™

Considere agora, f : D — R"” uma funcao continua, x : I — R" uma funcao

diferenciavel definida em um intervalo I dos reais e © = d—f a derivada de x com
relacao a variavel independente t.

Assim, uma Equacao Diferencial Ordinaria de primeira ordem é uma relacao da
forma:

x(t) = f(t,x(t)) ou, simplesmente, & = f(t, z). (2.1)

Definicao 2.1. Dizemos que uma funcao diferencidvel x : I — R™, onde I C R, €
solugao da equagao (2.1) em I se:

(1) (t,z(t)) € D, para todot € 1, e

(11) x satisfaz a equagao (2.1) para todo t € 1.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 2.1. Considerando a fungao
z, sex >0
Fltry =4 Y
0, se r < 0,

temos que a equagao diferencial & = f(¢,z) admite como solugao a fungao z(t) =
(t + c)?

para t € [—¢,+00) ou a fungao z(t) = —k, onde k é uma constante positiva

qualquer.

11



Equagoes Diferenciais Ordindrias 12

De fato, para x = 0, a funcao nula é solugao da equacgao e para x > 0, a equagao
x
T = +/x & equivalente a x_%g = 1. Integrando ambos os membros da tltima equagao

com relagao a t, obtemos:

1 d 1 t+c)?
/x2—xdt:/dt<:>2a:2:t+c<:>x(t):< +) :

dt 4
onde ¢ é uma constante real arbitraria.
‘ (t+c)? | _
Assim, para t € [—¢, +00), x(t) = ¢ uma solucao.
Agora, para x < 0 temos & = 0, logo a fun¢ao z(t) = —k para t € R, onde k é uma

constante positiva, é solu¢ao. Veja as figuras abaixo, onde estao ilustradas as familias

de solugoes:

Figura 2%/1: Grafico  da  solugao Figura 2.2: Grafico da  solucao
o(t) = % () = —k, onde k > 0.

Exemplo 2.2. Seja a funcao f(z) = 22, definida em D = R. Logo, considerando a

equagao diferencial & = x? temos que a fungao z(t) = t_lc é uma familia de solucoes
parat € (—c¢,+00) se ¢ > 0, e para t € (—oo0, —c) se ¢ < 0, sendo ¢ uma constante real.

De fato, para z = 0, a funcao nula é solucao da equacao e para x # 0, sendo & = z?
uma equacao do tipo separavel, é interessante re-escrevé-la como z2i = 1.

Logo, integrando ambos os membros da tltima equacao com relagao a ¢, obtemos:

—1
t+c

Y

/x_gztdt = /dt@ —rl=ttesalt)=

onde ¢ é uma constante real arbitraria.

Veja as figuras a seguir, onde estao ilustradas as familias de solugoes:
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34
2
24
1_
1_
T T T —> IE———-————
¢ -4 -3 -2 1 0 1 2
_1_
_2_
Figura 2.3: Grafico da solucao para Figura 2.4: Grafico da solugao para
c> 0. c<0.

Agora, considere (tg, o) € D um ponto dado arbitrariamente. Resolver um pro-
blema de valor inicial para a equagao (2.1) consiste em encontrar um intervalo / con-
tendo tp e uma solugado z da equagao (2.1) satisfazendo x(ty) = zo. Simbolicamente, o

problema de valor inicial é denotado por:
T = f(t,x), x(ty) = xo, t € I. (2.2)

Observamos que, se existir um intervalo I contendo ¢y e uma solugao x satisfazendo
(2.2), entao dizemos que x(t) é uma solu¢ao da equagao (2.1) passando por (tg, o). A
notagao usual para as solugoes de (2.2) é z(t, to, zo), entretanto somente a utilizaremos

quando for indispensével.

A seguir, analisaremos um problema de valor inicial para cada exemplo anterior.

Exemplo 2.3. Considerando um problema de valor inicial para o Exemplo 2.1, onde
z(0) = 0 ¢ a condigao inicial, temos que z(t) = 0 para t € R, ¢ uma solugao e que a
funcao

(t—c)’
1

0 set<c

> c >
2(t) = set>c>0

é também uma solucao.

Exemplo 2.4. Considerando o problema de valor inicial & = 22, z(0) = ¢, e ad-

mitindo a solugao encontrada no Exemplo 2.2, para a equacao, precisamos ter ¢ = —
Lo

para que x(t, xg) = seja solugao do problema dado. Observemos que a solugao

1—:1:016
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1
1 ; torna-se ilimitada quando t — —, de modo que o intervalo de exis-
— X T

0
téncia da solucao é (—oo, %), sexg>0,eé (%, +00), se xy < 0. Logo, este exemplo

x(t, z) =

ilustra que o intervalo I pode depender da condicao inicial e podendo nao ser toda a
reta.

Observemos que, nos Exemplos 2.1 e 2.2 as fungoes [ dadas sao continuas, mas isso
nao nos garantiu solugoes tnicas. Mais adiante veremos que a continuidade da funcao
f garante a existéncia de solug¢ao, mas nao a unicidade. Veremos, também, condicoes

para a unicidade.

Agora, tomando a base candnica do R" e escrevendo x(t) = (z1(t), z2(t), ..., z,(t))
e f(t,x) = (fi(t,x), fo(t,z), ..., fu(t,x)), observamos que a equagao (2.1), em R" nada
mais ¢ que uma equacao diferencial vetorial. Logo, podemos interpreta-la como um

sistema de equacgoes diferenciais escalares, como segue:

J]l(t) = fl(t,l'l(t),...,{[‘n(t))
Ps(t) = folt,21(b), ..., 2n(t))

Pnt) = folt,z1(t), ... 2a(t)).

Assim, uma condigao inicial para esse sistema é dada por (2¥,...,2%) onde z(ty) =

20, zo(te) = 29, ..., za(to) = 2%, Uma solucdo em I C R consiste em n fungoes reais

diferenciaveis z; : I — R tais que, para cada t € I,

ti(t) = fi(t,x1(t), ..., z,(t)), com j =1,2,....n,

enquanto que a n-upla z(t) = (z1(t), z2(t),. .., x,(t)) dada por estas fung¢oes constitui
uma solugao da equagao (2.1) em R™.

A equagao vetorial & = f(¢,x2) em R"™ ¢ classificada como sendo de primeira ordem,
por envolver apenas a derivada primeira. Como nosso estudo inclui, pelo menos no
aspecto tedrico, equagoes de ordens superiores, podemos considerar uma equacao dife-
rencial 2" = g(t,z,2,...,2(""Y), de ordem n em R, dada por uma funcio g : D — R
onde D é um aberto de R™™!, que pode ser estudada admitindo-se um sistema associado

com uma equacao diferencial de primeira ordem em R", como dado abaixo:

(w(t) = ()

y(t) = n) = ()

ys(t) = () = §u(t) = i)

L un(t) = Gua(t) = .. = 2070,

onde temos ¢, (t) = 2™ (t) = g(t, z(t), 2(t), ..., 2" V() = g(t, yi(t), ya(t), ..., yn(t)).



Existéncia e Unicidade de Solugoes 15
Logo, como y(t) = (41(£), y2(¢), . .-, ya(#)), entao
y(@) = (@), 92(t), - -, 4a(1))
= (y2(t)7 y3(t)7 s 7yn(t)7g(t?yl<t)7 yQ(t)J s 7yn<t))>
= (v2(t),y3(t), - -, yn(t), 9(t, y(1)))-
Portanto, para obtermos uma solucio de z(" = (t,x, &, ... ,x("_l)) basta obtermos
uma solugao (yi(t), y2(t), ..., y,(t)) do sistema associado, dado acima, pois se z(t) é

uma solucao da equagao de ordem n, entao necessariamente

(W11, 92(8), - ya(t)) = (2(1), 8(1), ..., a0 (2))

é solucao do sistema associado.
Observamos, portanto, que nao é necessario estabelecer um estudo separado para as
equacoes de ordem n e que por isso vamos trabalhar somente com equacoes de primeira

ordem.

A partir de agora vamos nos ater as condi¢oes que garantem existéncia e unicidade

de solugao para o problema de valor inicial (2.2).

2.2 Existéncia e Unicidade de Solugoes

Nesta secao o objetivo principal é apresentar a demonstracao do teorema de exis-
téncia e unicidade de solucoes, mas antes disso, apresentamos o Lema que relaciona a
equagao diferencial com uma equagao integral e a definicao de funcao Lipschitziana na

segunda variavel, pois desempenham papel fundamental na demonstragao.

Lema 2.1. Seja f : D — R™ uma funcao continua no aberto D C R™. Entdo, uma
fungao diferencidqvel x : I — R™ € solugao do problema de valor inicial (2.2) se, e

somente se, for solu¢ao da equacao integral
t
x(t) = xo + /f(s,x(s))ds, para todo t € I. (2.3)
to

Demonstragao. Se = : I — R™ & solugao do problema de valor inicial (2.2), isto é,

z(tg) = xg e @(t) = f(t,z(t)) para t € I, entao integrando de ¢y a ¢ ambos os membros
de (t) = f(t,z(t)) obtemos z(t) = xo + /f s,x(s))ds, para todo t € I.
Reciprocamente, se :c I —-R"é solugao da equacgao (2.3), entao necessariamente

temos z(ty) = o + f(s,:v(s))ds = x9. Como z(t) é diferenciavel em I, podemos

derivar z(t) = zo + / f(s,x(s))ds, e usando o Teorema Fundamental do Calculo (per-
mitido pois f é contlnua) obtemos #(t) = f(t,z(t)), para t € I. O
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Definicao 2.2. Uma funcio f : D C R x R* — R" chama-se Lipschitziana em
D relativamente a seqgunda varidvel ou, simplesmente, Lipschitziana, se existir uma

constante L tal que:
1f(t,z) — f(t,y)| < Lz —yll

para quaisquer (t,x), (t,y) em D. A constante L é chamada de constante de Lipschitz
de f.

Teorema 2.1. (Picard — Lindel6f) Seja f uma fungao continua e Lipschitziana em
relagao a sequnda varidvel em um cilindro D = 1, X By, onde I, = {t € R : [t—to| < a}
e By ={r € R": ||z — x| < b}. Se ||f(t,x)]| < M em D, para algum M € R, entio
existe uma unica solugao para o problema de valor inicial (2.2) no intervalo I,, onde

o = min{a, Z}.

Demonstracao. O raciocinio utilizado é conhecido como Método Iterativo de Picard,
que consiste em definir uma sequéncia de fungoes (z,,(t)) que convergira para a solugao

procurada do problema de valor inicial. Definimos em [tg, tg + o] as fungoes

xo(t) = wo, x1(t) = xo + /tf(s, xo(s))ds, ..., xni1(t) = o + /tf(s, zn(s))ds, ...

As funcgoes z,,11(t) satifazem a desigualdade

| Zns1(t) — 2ol <0

para todo t € [tg,to + «]. De fato,
t

f(s,xn(s))ds

to
t
1f(s,2n(s))llds
to
Mt — o]
b
< Maoa< M— =hb.
< o < i b

[ 11 (t) = ol =

IN

IN

Por indugao finita é possivel mostrar que

MLn<t _ to)nJrl

|Zns1(t) — zn(t)]] < (n+1)!

n=0,1,2.. (2.4)

para todo t € [ty,to + af, sendo L a constante de Lipschitz de f. De fato, suponha

n = 0, entao
t

f(s,20(s))ds

la1(t) = ol] = \
to

< Mt —tol.

Suponha que a desigualdade (2.4) seja verdadeira para n = k, mostraremos que

também ¢ valida para n = k + 1.



Existéncia e Unicidade de Solugoes 17

|lzes2(t) = R (B =

Lﬁﬂauﬂﬁﬁ—fﬁwd$wk

< [ﬂﬂamﬂwn—f@wA$mw
< /mwﬂm@—xuﬁws

to
/tLML'f(s — to)F+1
. (k+ D)

ds

0

Lk+1M t el
= ——— [(s—ty)"ds
(k+ ]‘)' to ’
MRt — 1)
(k+2)!

e assim, a prova de (2.4) esta concluida.

Agora, defina a série
oo

S lena(6) = ()] (25)

n=0

Note, por (2.4), que

MLnan+1

[ 41(t) — 2n(t)]] < CESE

em [to,to + «]. Por outro lado, temos pelo Critério da Razao que a série de termos

positivos
(o9}

Z ML an+1

—~ (n+1)

¢ convergente. Entao, segue do Teste de Weierstrass que a série (2.5) converge uniforme-
mente em [to, to + a. Seja Si(t) a sequéncia das somas parciais da série (2.5), entao
Sk(t) converge uniformemente para alguma fungao uniformemente continua definida no

intervalo [to, to+«]. Além disso, a série dada em (2.5) representa uma série telescopica,

uma vez que
Sk(t) = (w1(t)—wo)+ (w2 (t) =21 (8)) 4+ - A+ (24 (D) =2p-1 (1)) + (hs1 () =2k (t)) = Trp1 () —0-
Assim, existe uma fun¢ao uniformemente continua z(t) em [to, to + ] tal que
Tr1(t) = z(t)

uniformemente em [t, to + .

O proximo passo consiste em provar que a fungao x(t) satisfaz a equagao integral
(2.3).

Afirmamos que f(s,x,(s)) = f(s,x(s)) uniformemente em [tg,ty + a]. Como f é
Lipschitziana em relagao a segunda variavel, e se L denota a constante de Lipschitz,
entao || f(s, x,(s)) — f(s,2(s))|| < L||zn(s) —z(s)|. Como x,(t) — x(t) uniformemente
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em [tg,to + «], dado ¢ > 0, existe ng tal que se n > ng, entao ||z, (t) — z(t)]| < <

para todo t € [tg,to + ). Logo, ||f(s,zn(s)) — f(s,2(s))|| < e para todo n > ng e
to <t <ty+ a. Temos ainda que

h

lim /t:f(s,xn(s))ds: / }(s,x(s»ds. (2.6)

n—-+00 to

Para demonstrar a convergéncia (2.6) obtemos a seguinte estimativa

(5., ())as = / f(s,2(s)ds| < / 1 (5 2a(s)) — F(52()) s
< sup 7G5, (s)) = Fls, 5D~ o
S 5‘;:t0|
< c«x

para todo n > ng. Assim, como a igualdade (2.6) implica na identidade (2.3) temos o
resultado.

Agora vamos provar a unicidade de solugao e para isso suponhamos que o problema
de valor inicial (2.2) admita uma outra solugao z(t) em [to, ¢y + .

Provemos que z(t) = z(t) para t € [to, to + a].

Temos que

x(t) = xo + /tf(s,:v(s))ds e z(t) = +/tf(s,z(s))ds.

0

Subtraindo essas duas equacoes membro a membro, obtemos

Hﬂﬂ—Z®H==’ZV@w@D—f@J@M%

ou seja,
HMQ—Z@HSLZﬁNQ—ZSWMa (2.7)

onde L ¢é a constante de Lipschitz de f.
Seja U a funcao definida por

U(t) = /tH:E(s) — z(s)||ds, t € [to,to + af.

Entao, segue imediatamente que
U(to) = 0, e (28)

U(t) > 0, para t € [to, to + . (2.9)
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Além disso, U é diferenciavel e U'(t) = ||z(t) — z(t)||.
Logo, pela equagao (2.7), temos

U'(t)— LU(t) <0. (2.10)
Considerando o fator integrante, e~ da equacdo (2.10), obtemos

[elo=Dy )] < 0. (2.11)

Entao, integrando a equagao (2.11) de ¢ a t e usando a equagao (2.8) obtemos
eHto=DU(t) < 0 para t € [to, to + al.

Portanto, U(t) < 0 para t € [ty,to + & e, considerando a equagao (2.9) temos
que U(t) = 0 para t € [to,to + «|. Assim, U'(t) = 0 e, entdo, x(t) = z(t), para
te[to,to—l-Oé]. ]

Exemplo 2.5. A solugao do problema de valor inicial

t=y, x(0)=1
pode ser dada pelo Método Iterativo de Picard. Com efeito, observamos que o sistema

pode ser escrito na forma matricial
Y = f(t,Y),
Y(to) = Yo

se considerarmos Y = | ,fY) = 4 eYy = #(0) . Note que f é uma
y — y(0)

funcao que independe da variavel t.

Mostremos que f é Lipschitziana em relagao a segunda variavel. De fato,

1£62) ~ F@ Yl = f(t,(zi»—f(t(yg )H
) - ()l
_ “‘“)H‘( ) (Z)‘ﬂ%—nw

Logo, ||f(t, Y1) — f(t,Ys)| < ||Y1 — Ys||, sendo K = 1 a constante de Lipschitz, e

portanto f satisfaz as hipoteses do Teorema de Picard. O Método Iterativo de Picard

é dado pelas seguintes fungoes

Yo(t) = Yo, t€R
¢
Yo(t) = Yo+ [f(s, Y 1(s))ds, teR,n=1,2,...

to
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Note que,

Dali, para t € R, temos

Vi(t) = Yo+t /fs,Yo

t
Yt = Yot [Fsviis
to
1 t 1
1 0 1—s5
1 o1
= + / * ) as
1 0 —1-—s
t2
1+t——
_ * 2
= I
1—t——
2
Continuando este processo obtemos, para t € R,
t2 3 t4 5 tn
14t——=—=+—=+=— —
Y. (t) — + 2 3! * 4! 5' + n!
" L t2 N ot tn
2 31 4 5! n!

Fazendo n — +o0o obtemos, para t € R,

x(t) \ [ cost+sent
yt) |\ cost—sent )’

que é a solucao procurada do problema de valor inicial dado.

2.3 Equacgoes Autonomas

O estudo desenvolvido neste trabalho se daré para equagoes em que a funcao f nao
depende explicitamente da variavel independente ¢, ou seja, equacoes autonomas, que

sao estudadas a seguir.
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Definicao 2.3. Uma equacao da forma

i = f(z), (2.12)

onde a fungao f depende somente de x e nao explicitamente da varidvel independente

t, € chamada de equacao auténoma.

As equacoes dos Exemplos 2.1, 2.2 e 2.5 sao exemplos de equagoes autoénomas.

Agora vamos estudar alguns resultados importantes sobre as equagoes autéonomas.

Proposigao 2.1. Se z(t) € uma solugdo da equagao (2.12) com dominio I e se h é um

nidmero real, entao x(t+ h) € uma solugao de (2.12) com dominio I, = {t—h :t € I'}.

Demonstragao. Seja T(t) = z(t + h). Entao, considerando s = t + h, temos:
d_ d d d
930 = Ladst) = Tafs) = ()
= fat+h)
= f@@)
e isto completa a demonstracao. O]

Observemos que o argumento usado na prova da Proposicao 2.1 nao é verdadeiro

se a equagao (2.12) é nao autdénoma pois
_ d
—T(t) = Ex(t +h) = f(t+hx(t+h))
= f(t+h,z(t)).
Portanto, concluimos que, se transladarmos uma solu¢ao da equagao (2.12) no eixo
t, obteremos ainda uma solugao da equagao (2.12).
O proximo resultado evidencia que o comportamento da solugao de uma equagao

diferencial auténoma independe do valor inicial dado.

Proposicao 2.2. Supondo existéncia e unicidade de solug¢ao para o problema de valor
micial
= f(x), xz(ty) =xo (2.13)

podemos afirmar que x(t) € solugao de (2.13) se, e somente se, x(t +ty) € solugdo de

&= f(z), z(0)= x. (2.14)
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Demonstragao. Se z(t) é solugao do problema de valor inicial (2.13), entao pela Proposi-
¢ao 2.1 temos que T(t) = x(t + ty) ¢ solucao da equagao & = f(x).

Como Z(0) = z(ty) = o temos, portanto, que z(t + o) é solucdo do problema de
valor inicial (2.14).

Reciprocamente, se z(t + tg) é solugdo do problema de valor inicial (2.14), entao

considerando Z(t) = x(t + t9) e s =t + ty teremos que T(s — ty) = x(s), logo

d

d _ _
%x(s) = E.’ﬂ(s — to) = f(.il?(S - Z50)) = f(.%’(S)),

ou seja, z(s) ¢ solucao da equagao & = f(x).

Agora, como z(ty) = T(ty — tg) = T(0) = xo temos, entao, que x(t) é solugao do

problema de valor inicial (2.13). O

A partir deste resultado podemos estudar todas as solugoes das equagoes autdono-

mas (2.12) tomando sempre a condigao inicial ¢, = 0.

Notemos que, pela unicidade de solugoes, vale a igualdade
x(t + to, o) = z(t, z(to, o))

para todo ty > 0, lembrando que a notagao x(t, zo) indica o instante z(¢) com a condigao

inicial 2(0) = z(. De fato, as fungoes

O1(t) = z(t +to,x0) e  dolt) = x(t, x(to, x0))

sao solugdes da equacao © = f(z) e coincidem em t = 0, pois ¢1(0) = x(to, zo) €

®2(0) = x(0, z(tg, x0)) = z(to, zo) e portanto, as fungdes coincidem para todo ¢ > 0.

Também, pela unicidade de solu¢oes, podemos garantir que os graficos das solucoes
distintas da equagao auténoma (2.12) em R ndo irdo se cruzar e assim, as solugoes
constantes desempenham um papel importante na analise do comportamento das solu-
¢oes em geral, que deverao se aproximar ou se afastar das solugoes constantes. Situagao
analoga ocorre com as equagoes autoénomas no R", onde as solucoes em geral deverao se
aproximar ou se afastar, ou até mesmo oscilar em torno das solugoes constantes. Ilus-
traremos este fato, em R, analisando o modelo de Dindmica Populacional de Verhulst;

para maiores detalhes ver [1].

Exemplo 2.6. O modelo de Verhulst é dado pela equacao

dP P
P11 -—=— 2.1
dt A ( Poo>’ (2.15)

onde P = P(t) é o total da popula¢do num instante ¢, A é uma constante positiva e

Py, é o limite méximo sustentavel, dado por P, = tlim P(t).
—00
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Vamos analisar o comportamento de suas solucoes, sem encontra-las efetivamente

e para isso vamos estudar s como uma func¢ao de P.

P
Sabemos que o grafico da funcao o ¢ uma parabola de concavidade para baixo
com raizes P =0 e P = P,. Assim, as fungoes constantes P(t) = 0 e P(t) = P, sao
solugoes de (2.15).

dP
dt

Figura 2.5: Esbogo do grafico de g como uma fungao de P.

dP Py
Como A > 0, teremos que a funcao ’ é crescente para 0 < P < -5 © decrescente

Py
para - < P < P.
. ar , . . Py ) .
O valor maximo de 0 ¢ atingido quando P = - que é o valor onde a derivada

da funcao ’r se anula. Isto é, a maior taxa de variacao populacional é dada quando
a populagao for igual & metade da populacao limite.
Salientamos que, dada a condicao inicial P(0) = Fp, temos que a solugao da equagao

(2.15) ¢
Py

2 .
2 1le My
{Po ]e +

P(t) =

Py . )
Logo, substituindo o valor - na expressao P(t), poderemos obter o instante de

maxima, variagao:

Poo o P()Poo
2 (POO—PQ)B_’\t—I—PO
ou
(P — Py)e ™ =2P - Py
e portanto
At Py — F
e = ——

Fy
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o que implica
1

tyy = —1In M .
A Py
Assim, t); é o instante em que a variagao da populacao é maxima, considerando
Py < %
Neste instante tj;, verificamos que
AP APy P
dt 4 dt?

Logo, temos que em ¢ = t,; ocorre um ponto de inflexdo de P(t). Desta forma, se

Py _
Py = N entao ty; = 0.

P,
Se Py > —=, a curva nao tem ponto de inflexdo, e a populagao cresce (ou decresce)
para P,, sem mudar de concavidade.
Verificamos assim que as solugoes P(t) se afastam da solucao constante P(t) =0 e

se aproximam da solugao constante P(t) = Py; vejamos a ilustra¢ao no gréfico abaixo.

P

A=0

Figura 2.6: Esbogo do comportamento das solugoes P(t).

A proxima definicao caracteriza as solugoes constantes.

Definigao 2.4. Se T é um zero de f, isto é, f(T) = 0, entao x(t) = T € solugao da
equagao (2.12) e é chamada de solugao de equilibrio ou estaciondria de (2.12) e o ponto

T € chamado de ponto de equilibrio ou singularidade de (2.12).

Desta forma notamos que basta f(Z) ser zero para que a fungao constante z(t) =T
seja solugao da equagdo (2.12). E reciprocamente, se x(t) = T para t > 0 é solugao da
equagao (2.12), entao f(z) = 0.
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Observamos que a fung¢ao constante nula, isto é, z(¢) = 0 é solu¢ao de equilibrio da
equagao (2.12), quando temos f(0) = 0, e ¢ chamada de equilibrio nulo de (2.12).

Agora, quando uma solugao com valor inicial préximo ao valor de um ponto de
equilibrio T, permanecer proxima da solugao x(t) = T com o passar do tempo, daremos

uma denominacao especial ao ponto de equilibrio, a saber:

Defini¢ao 2.5. O ponto de equilibrio T da equacao (2.12) € estavel, se dado € > 0,

existe 0 > 0 tal que, para |zo — T|| < a solu¢ao do problema de valor inicial
&= f(x), x(0) = xg
é tal que ||z(t,x0) — T|| < & para todo t > 0.

Defini¢ao 2.6. O ponto de equilibrio T da equacao (2.12) é assintoticamente estdvel
se for estavel e se existir p > 0 tal que, para ||xg — T|| < p, a solugao do problema de

valor inicial
i = f(x), z(0) = zo

é tal que x(t,xg) — T, quando t — +0o0.

Exemplo 2.7. Toda solucao da equacao x = 0 é estavel, mas nemhuma solugao é
assintoticamente estavel.

De fato, vemos claramente que x(t) = ¢, onde ¢ é uma constante real arbitraria, é
solucao da equagao = = 0.

Mostremos que z(t,c) = ¢ é estavel, para todo ¢ € R™.

€
Dado € > 0, podemos tomar § = 5 de modo que se ||zg — c|| <, entao ||x(t,zo) —
€
z(t, o) =|lzo—c|| <d == <e.
Para todo ¢ € R", a solugao z(¢, ¢) = ¢ nao é assintoticamente estavel pois, para xg

proximo de ¢, temos que x(t, z9) - ¢, quando t — +00.

Notamos que, sem perda de generalidade, podemos nos limitar ao estudo da estabi-
lidade do equilibrio nulo de (2.12) pois, se Z(t) é qualquer solu¢ao da equacao = = f(x),

definida em [0, +00) entdo com a mudanca de variavel y = x — T obteremos

Yy = T—7T

I
=
&
|
=
8
S~—

Assim, fazendo

obtemos
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de modo que ¢(0) = 0.
Logo, podemos afirmar que T(t) é estavel ou assintoticamente estavel se a solugao
nula da equagao y = g(y) é estavel ou assintoticamente estavel, respectivamente.

Vamos agora entao definir a estabilidade do equilibrio nulo.

Defini¢ao 2.7. O equilibrio nulo da equacao (2.12) € estavel, se dado € > 0, existe

0 > 0 tal que, para ||zo|| < 0 a solugao do problema de valor inicial
¢ tal que ||x(t,zo)|| < € para todo t > 0.

Defini¢ao 2.8. O equilibrio nulo da equagao (2.12) é assintoticamente estdvel se for

estdvel e se existir p > 0 tal que, para ||xo|| < p, a solu¢do do problema de valor inicial

T = f(x), x(0) =z

€ tal que x(t,x9) — 0, quando t — +o00.

Encerramos este capitulo discutindo o conceito de estabilidade do equilibrio nulo
de (2.12), que é nosso principal foco. Entretanto, como em geral este conceito nao
é de facil verificacao, via definicao, e também por nao conhecermos as solugoes para
todas as equagoes, vamos no proximo capitulo estudar um método eficiente que permite
investigar a estabilidade do equilibrio nulo de (2.12), sem o prévio conhecimento de suas

solucoes, conhecido como Segundo Método de Liapunov.



3 Estabilidade Segundo Liapunov

O matematico e engenheiro russo Aleksandr M. Liapunov (1857-1918), em sua tese
de doutorado, "General problem of stability of motion"(Problema geral de estabilidade
de movimento) publicado em 1892, encontrou um importante critério que avalia a
estabilidade de pontos de equilibrio. Este critério ficou conhecido como Método Direto
ou Sequndo Método de Liapunov.

O seu primeiro método, também conhecido como Método Indireto ou Método da
Linearizacao, permite investigar a estabilidade local de um sistema nao linear através
de seu modelo linearizado.

O segundo método surgiu com a tentativa de estudar a estabilidade de pontos de

equilibrio sem qualquer conhecimento das solugoes da equagao autéonoma

T = f(x), (3.1)

ou seja, sem usar a forma explicita das solugoes. Neste método, as conclusoes sobre a
estabilidade sao obtidas através de uma funcao auxiliar apropriada, chamada funcdao
de Liapunov.

Assim, neste capitulo, continuamos a estudar a estabilidade e a estabilidade assin-
totica de pontos de equilibrio da equagao diferencial autéonoma (3.1), mas agora atraveés
de funcgoes de Liapunov.

Para isso, consideremos as defini¢oes abaixo que sao de grande importancia para
que possamos, posteriormente, estabelecer a teoria de Liapunov.

Vamos supor que f(0) = 0 para que a fungao nula seja solugao e, também, ponto
de equilibrio da equagao (3.1).

Consideremos €2 como sendo uma vizinhanga da origem do R".

Definicao 3.1. Dizemos que uma funcao escalar V : Q0 — R € semi definida positiva
(negativa) em Q quando:

o VV ¢ continua e

o V(z) >0 (V(x) <0), para todo = € .

Definicao 3.2. Dizemos que uma funcao escalar V : Q — R € definida positiva
(negativa) em Q quando:

o V' ¢ semi definida positiva (negativa) em S,

27
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e V(0)=0ce¢
e V(z) >0 (V(x) <0), para todo x € '\ {0}.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.1. A fungao V : R? — R dada por V (21, 25) = 212+ 232+ 1 é semi definida

positiva em R?, pois V' é continua em R? e V (1, 79) > 0, para todo (1, xs) € R2

Exemplo 3.2. A fungao escalar V definida por V(zy,x9, 23) = —223 ¢ semi definida
negativa em R3.

De fato, temos que V é continua em R3 e V (1, 29, 73) < 0 para todo (21, z9, 23) € R3,
pois para todo ponto (xy,rs, x3) € R? com x5 # 0 temos V (1, 22, 23) < 0 e se a3 = 0,

teremos entao V(x1,x,0) = 0.
Exemplo 3.3. Temos que a fungao
V(z1,29) = ami® + bryxy + o’
¢ definida positiva se, e somente se,
a>0edac—b* >0,
e ¢ definida negativa se, e somente se,
a<0edac—b>0.
De fato, como podemos observar
V(zy,m9) = ax® + briws + cxo?

2 bQ
= ar? +brimy + —x9% + cwy? — —1)?

= a :c2+b:1:x—|—b2:c2 +x2 (¢ &
— 1 CI,12 4@22 2 4CL

N b 2+ , ((4ac —b?
= alz+—x x| —— ).
1 9g™? 2 4a

Assim, se V ¢ definida positiva em R? temos entao que

2a 4a

2

Logo, como | zy + 2q %2 > 0 e 292 > 0 para todo (z1,72) # (0,0) entao para
a

obtermos V' (z1, x2) > 0 para todo (z1,x3) € R?\{(0,0)} devemos ter a > 0 na primeira

b\’ dac — b*
a (9:1 + —xg) + 192 (ac—) > () para todo (z1,z3) # (0,0) e V(0,0) = 0.

parcela e 4ac — b*> > 0 na segunda parcela, ou seja, devemos ter necessariamente a > 0
e 4ac — b* > 0.
Reciprocamente, se a > 0 e 4ac — b*> > 0 temos entao que

b 2 , ((4ac —b?
V(zy,z0) =a | x1 + 2q %2 + x9 e R 0 para todo (z1,x2) # (0,0)
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e V(0,0) = 0, ou seja, V ¢é definida positiva em R?.

Agora, se V é definida negativa em R? entdao temos que

b 2 5 [ 4ac — b2
al @it oy |+ (o ) < 0 para todo (z1,22) # (0,0) e V(0,0) = 0.
a a

b 2
Logo, como (a:l + 2—$2) > 0 e 222 > 0 para todo (z1,22) # (0,0) entao para
a

obtermos V' (z1,x3) < 0 para todo (x1,22) € R*\{(0,0)} devemos ter a < 0 na primeira

2
parcela e 4ac — b* > 0 na segunda parcela para que tenhamos a (ml + Q—mg) <0e
a

5 [ 4ac — b? 5
To VRS < 0. Portanto, devemos ter a < 0 e 4ac — b* > 0.
a

b 2
Reciprocamente, se a < 0 e 4ac — b*> > 0 entao V(zy,72) = a (131 + 2—x2) +
a

4ac — b?
T92 ( ac4 > < 0 para todo (z1,72) # (0,0) e V(0,0) = 0, ou seja, V' é definida
a

negativa em R2.

Exemplo 3.4. Dada a fungao V : R?* — R definida por V(zy,7) = a3 + 23 — 3,
delimitemos a maior regido 2 do R? onde V seja definida positiva.

Para isso, devemos determinar a regiao 2 do R? onde V seja continua em ),
V(0,0) =0 e V(xy,29) > 0, para todo (x1,22) € Q\ {(0,0)}.

Vemos claramente que V' é continua em R2.

Agora, para que tenhamos V' (z1,x5) = 0 somente para (x1,z5) = (0,0), devemos

excluir os demais pontos onde, possivelmente, V' se anula, e para isso observamos que:

V(zy,m9) =06 1y = +4/a3 — a3,

de onde, analisando x3 — 3, seguem as possibilidades:

(a3 —23=0 e (2)a5—22>0.
Caso (1): 23 — 22 =0 23(r2— 1) =0 29 =0o0uxy = 1.

Assim, além do ponto (0,0) temos o ponto (0,1) onde V' se anula.

Caso (2): a3 — 23 > 0 & 23(xy — 1) > 0 & 23 > 1. Neste caso, para termos

V (1, x2) = 0, devemos analisar os pontos (z1,zs) tais que

@un=vid- e (b)n=-Vi 5

com xy > 1, e que nao devem ser incluidos na regiao §2.

No caso (a), considerando a fungao h : (1,+o00) — (0,+00) definida por

h(xs) := 1y = /a3 — 23, temos que
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3x3 —2 3w3 —2 3T9 — 2
B (xq) = R W Rt B , pois xy > 1.

213 — 22 2wo|Vra—1 2y, — 1

Logo, temos h'(xe) > 0, o que implica que h é estritamente crescente no intervalo

(1, +00).
Agora,
W (a) = 32va: —1) = (Br2 = 2)(57=)  3wm,—4 3w, —4
v A(zy — 1) Az — 1)V — 1 A —1)32

e assim h"(x2) < 0 no intervalo (1, 3) e ”(x2) > 0 no intervalo (5, 400), o que implica

que h tem a concavidade voltada para baixo no intervalo (1, %) e a concavidade voltada

para cima no intervalo (3,+00); sendo (3, h(3)) o ponto de inflexao.

Graficamente, temos:

Figura 3.1: Grafico da fungao x1 = h(xs).

Agora, no caso (b), considerando a func¢do g : (1,4+00) — (—00,0) definida por
g(13) =1y = —\/x3 — 23, temos que
313 —2xy 313 —2xy  —3wp+2
2 x%—x% 2|£L’2|\/JZ2—1 2\/1’2—1‘

g'(w2) =

Como x5 > 1, temos ¢'(z2) < 0, 0 que implica que g é estritamente decrescente no
intervalo (1, +00).

Agora,

g"(a;g) _ _3(2\/I2 - 1) - (_31’2 + 2)(2\/3%) _ —3x9 +4 _ —31y+ 4
4($2 - 1) 4(3:‘2 — 1) To — 1 4(x2 — 1)3/2

o que implica ¢”(z2) > 0 no intervalo (1,3) e ¢"(22) < 0 no intervalo (5, +00), isto €, g

tém a concavidade voltada para cima no intervalo (1, 2

'3
%, g(%)) como ponto de inflexao.

) e a concavidade voltada para
baixo no intervalo (%, +00); e, ainda, (

Graficamente, temos:



31

Figura 3.2: Gréafico da fungao x; = g(x2).

Assim, além dos pontos (0,0) e (0,1) a fun¢ao V' também se anula nos pontos dados
pelas fungoes h e g, de modo que nao devemos inclui-los, exceto o ponto (0, 0), na regiao
Q.

Agora, para V satisfazer a condigao V(x1,22) > 0 para todo (x1,22) € 2\ {(0,0)}
devemos ter

V(z1,79) >0 & 25 > a5 — 13,

e deste fato seguem as possibilidades:
i)z >0exd—23 >0,
(i) <0exd—23>0ce
(iii) a3 — 22 < 0.
Em (i) temos a regiao formada pelos pontos (z1,22) tais que z; > +/x3 — 3.
Graficamente, temos:

Figura 3.3: Regiao A = {(wq, ;) € R?*/z; > /a3 — 23}, onde V ¢ positiva.
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O caso (ii) estabelece a regiao formada pelos pontos (1, 23) tais que 71 < —\/x3 — 3.

Graficamente, temos:

Oi T T T -

Figura 3.4: Regiao B = {(x9,71) € R*/zy < —/x3 — 23}, onde V ¢ positiva.
E finalmente, no caso (iii), temos:
s —15 <0 1i(rs—1) <0 29 < 1emxy #0,

o que implica em uma regiao do R? onde z; € R, x5 < 1 e 25 # 0. Graficamente,

temos:

— e e e

I ! !
[o¥ [ — D
[0 P P
o
w4
-y

|
N

Figura 3.5: Regiao C' = {(z9,71) € R*/xy < 1, 25 # 0}, onde V ¢ positiva.

Assim, a regiao onde a fungao V é estritamente positiva é composta pela uniao das
regioes A, B e C.
Concluimos, portanto, que a regiao 2 do R? procurada, onde V' é definida positiva,

¢ a regiao representada graficamente a seguir:
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Figura 3.6:  Regiao Q = {(z9,71) € R*/xy > 1, h(zs) < 71 < g(x9)} U

{(wg,21) € R? [y < 1}.

3.1 Funcgao de Liapunov

Nesta secao vemos como Liapunov, em seu método, definiu a fun¢ao auxiliar ade-
quada, chamada Funcao de Liapunov.

Para isso, vamos considerar uma funcao escalar diferenciavel
V:QCcR"—R,

que deve ser escolhida de tal modo que seja definida positiva em () e a sua derivada
V. a0 longo de qualquer solucio z(t) da equacio (3.1), seja semi definida negativa em
), sendo que V(m) ¢ dada pelo produto escalar do gradiente de V', VV', com a fung¢ao
f(z), ou seja,

e V(0) =0,

e V(z) > 0 para todo z € Q\ {0} e, além disso,

o V(z) = (VV, f(x)) < 0 para todo z € Q.

Observamos que as notagoes (,) e VV representam, respectivamente, o produto
interno usual do R", chamado de produto interno euclidiano, e o vetor gradiente de V',

que é dado por

VV (21, T2y oon, Tn) = (av($1,$2>-~-,l‘n) oV (z1, 22, ..., Tp) 8V(1:1,x2,...,1:n)>.

0x; ' Oxs T ox,,

Agora, se z(t) é solugao da equacao (3.1), entdo temos que

d .
SV (a(t) = V(a(t),

isto ¢, V(a:(t)) ¢ a derivada de V' ao longo das solugoes da equagdo (3.1).
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De fato, se z(t) é solugao da equacao (3.1), entao @(t) = f(z(t)).

Logo, utilizando a regra da cadeia, temos que

Ly (elt)) =

dt <
(

As condigoes exigidas refletem que V' (x) é nao crescente ao longo de qualquer solugao
z(t) da equagao (3.1), e que como V' é limitada inferiormente por zero, temos que existe
o limite de V(z(t)) quando t — +o00. Temos também que a derivada de V' (z(t)) em
relacdo a t é chamada de taxa de variagao de V' ao longo das solugoes da equagao (3.1).

Logo, uma defini¢ao formal de fun¢ao de Liapunov pode entao ser dada, como segue.

Definicao 3.3. Seja V : Q — R uma funcao diferencidvel em Q. Dizemos que V €
uma fungao de Liapunov para a equagao (3.1) em Q se V' é definida positiva em € e,

além disso, V' é semi definida negativa em €.

E importante observar que, em qualquer ponto x € €, a taxa de variacdo de V(z)
ao longo da solugao nele definida, é calculada sem que seja necessario resolver a equagao
(3.1). E precisamente este fato que nos permite usar o segundo método de Liapunov
para equacoes cujas solucoes nao conhecemos e esta ¢ a principal razao de sua im-
portancia.

Notemos que nao foi estabelecida qualquer técnica para obtermos uma funcao de
Liapunov. Infelizmente, nao existe método geral para construi-las; entretanto, ja foi
feito um extenso trabalho de construcao de fungoes de Liapunov para classes especiais
de equacgoes. Em geral, elas estao relacionadas com a norma do R ou com a energia
do sistema quando damos uma interpretacgao fisica para o mesmo. Neste ultimo caso,
as condigoes V=0ouV<0 significam, respectivamente, conservagao ou dissipagao

de energia.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.5. O oscilador harménico é o modelo mateméatico para o movimento
retilineo de uma particula sujeita a uma forca atratora que tende a trazer ou man-
ter a particula no seu ponto de equilibrio e com magnitude igual ao deslocamento da
particula vezes um multiplo k& (constante positiva), sendo o ponto de equilibrio aquele
onde a forca exercida sobre a particula é nula.

Designando a origem como o ponto de equilibrio, por m a massa da particula e por

x o deslocamento da particula, obtemos da Segunda Lei de Newton mi = —kx, ou seja
ma + kx =0,

que é a equagao do oscilador harmonico simples.
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Um sistema conhecido que se comporta dessa maneira é o sistema massa-mola, que
consiste em um bloco com uma massa de valor m sobre uma superficie horizontal sem
atrito, preso a uma das extremidades de uma certa mola com fator de restauragao k
(também chamado constante de deformagcao), enquanto a outra extremidade, da mola,
estd ligada a um ponto fixo. A posicao A representa a mola comprimida, enquanto que

a posicao B representa a mola estendida.

Figura 3.7: Sistema massa-mola.

Toda vez que tentamos tirar o sistema da origem, surge uma forga restauradora
que tenta trazé-lo de volta a situacgao inicial, assim, & medida que afastamos o bloco
de massa m da posicao de equilibrio, a forca restauradora vai aumentando.

Analisando a energia do sistema massa-mola podemos definir que a energia potencial
E,(z) no ponto z é o trabalho necessario para levar o bloco de massa m da posigao 0
até a posicao x, ou seja, ¢ o trabalho necessario para distender ou comprimir a mola

até a posicao r. Assim,
* 1
E,(z) = /k;sds = —ka®.
0 2

A energia cinética E.(x) é o trabalho necessario para colocar o corpo de massa m
em movimento. Assim,

1
E.(z)= §mj:2.

Logo, a energia total sera

1 1
E(x) = E,(z) + E.(z) = §kx2 + §m¢2.

Calculando a derivada de E com relagao a t, obtemos

dFE o
— = (kz +mi)z

dt

que ¢é igual a zero uma vez que x satisfaz a equagao do oscilador harmoénico simples.
Consequentemente, a energia total do sistema massa-mola é constante, tendo-se assim
conservacao de energia, ou seja, uma reducao no valor da energia cinética é acompa-
nhada de um aumento na energia potencial e vice-versa permanecendo a soma desses
dois valores sempre constante. Assim, se puxarmos o bloco de massa m e, em seguida,

o soltarmos, veremos o sistema oscilando.
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Podemos analisar o nosso sistema massa-mola encontrando uma funcao de

Liapunov, e para isso vamos considera-lo como um sistema do R?,

Tomando como uma possivel fun¢ao de Liapunov a energia total do sistema, ou seja,
1
a fungao V(x,y) = 5/{:1:2 + —my?, observamos facilmente que a funcao V ¢é definida

2
positiva em R? e que

V(o) = (VV (), Fw,0)) = (ke my), (5, 0)) = kay — key =0,

ou seja, V(z,y) = 0 para todo (x,y) € R?, isto &, V é semi definida negativa em R2.

Portanto, a funcao V' é uma fungao de Liapunov para o sistema massa-mola.

Exemplo 3.6. Considerando o sistema
Ty = —11|T|
iy = —a|21|7,
onde @ > 0 e # > 0, notamos que F(z1,x2) = (&1,42) tem a origem como ponto de
equilibrio, pois F'(0,0) = (0,0).
Tomando a fungio V (1, xs) = 23 + 23, temos que
e I/ ¢ diferenciavel em R2,
¢ V(0,0)=0e
o V(xy1,25) > 0, para todo (xq,25) € R*\{(0,0)}.
Logo, V ¢é definida positiva em R2.

Temos ainda que

(VV (21, m0), F(x1,32)) = ((221, 212), (—a1|22|®, —22|21]7))
—27|wo|* — 23|21 |°

= —2(af|za| + 23|21 ]%),

ou seja, V(xy, 29) = —2(x2|xy|® + 22|21]%). Assim, V é semi definida negativa em R?,
pois V (z1, ) < 0 para todo (z1,z,) € R

Portanto, V' é uma funcao de Liapunov para o sistema em R2.

Exemplo 3.7. Considerando o sistema do R?

[tl = —$1[$2]4h(t, Ty, 1'2),
g = malx1|*h(t, 21, x2)

vemos que f(x1,2s) = (&1, T2) tem a origem como ponto de equilibrio, pois f(0,0) =

(0,0).
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1
4

e I/ ¢ diferenciavel em R? e, portanto, continua em R2,
¢ V(0,0) =0 ¢
e V(xy,23) > 0, para todo (xq,z2) € R*\{(0,0)}.

Assim, temos que V' ¢ definida positiva em R2.

Tomando a funcdo V (z1, x2) = +[x1]* 4 §[2]*, temos que

Temos ainda que

(VV(21,22), flen,ma)) = (1], [wa), (—aalaa] 'hlt, 21, 22), @afwn] it 21, 22))
= —[z] o] hlt, 21, 20) + [z [2o] At 21, 22)
0,

ou seja, V (21, x2) = 0 para todo (x1,25) € R?. Logo, V é semi definida negativa em
R2.

Portanto, V' é uma funcao de Liapunov para o sistema em R2.

A existéncia de uma fung¢ao de Liapunov para a equacao (3.1) nos da informagoes
importantes a respeito da estabilidade e da estabilidade assintoética do equilibrio nulo
de (3.1), sem requerer diretamente a obtencao da solugao.

Assim, na proxima se¢ao, apresentaremos os principais resultados para o estudo do

comportamento assintotico das solugdes da equagao (3.1).

3.2 Teoremas sobre o Segundo Método de Liapunov

Nesta secao, enunciamos e demonstramos os teoremas do método.

Teorema 3.1. Se existir uma fun¢ao de LiapunovV para a equagao (3.1) em ), entao
a solu¢ao nula, x(t) = 0, é estavel. Se, em adi¢ao, V é continuamente diferencidvel

em ) eV é definida negativa em §2, entao a solucao nula € assintoticamente estdvel.

Demonstragao. Estabilidade: Seja B(r) a bola aberta do R™ de raio r e centro na
origem tal que B(r) C Q.

Para 0 < ¢ < r, seja k = min{V(x); ||z|| = €} que existe pois V' ¢é continua e
OB(g) C Q & compacto e além disso k > 0 ja que V(z) > 0, para = € Q\{0}.

Novamente pela continuidade de V' e como V' (0) = 0, segue que existe § = §(¢) com
0 <0 < e tal que se ||z|| < 0 entao V(z) < k.

Nessas condigoes, podemos mostrar que as solugoes da equagao (3.1), com condigoes

iniciais na bola de raio ¢, sao estaveis, isto é,
|lzol] < & = ||z(t, zo)|| < &, para todo t > 0. (3.2)

Para isso, suponhamos que ||z(t,zo)|| > €, para algum ¢ > 0.
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Seja t = min{s € [0, ¢]; ||x(s,xo)|| > }. Temos entao que
V(z(t, x0)) > k. (3.3)

Como por hipotese V(z(t)) < 0, ou seja, V é nao crescente ao longo das solucoes
da equagao (3.1), temos que V(z(¢,z0)) < V(2(0,20)) = V(x¢); logo por V(xg) < k
segue que V(z(t,z9)) < V(xg) < k, contradi¢ao com (3.3).

Portanto, a solugao nula da equacao (3.1) é estavel.

Estabilidade Assintotica: Por (3.2), e para R > 0 temos 6 = §(R), tal que
|lzo|| < 0(R) = ||=(t,z0)|| < R, para todo t > 0,

isto é, a solucao permanece dentro do dominio da funcao de Liapunov V. Provemos
que essa solucao tende a zero, quando ¢ — +00, no caso em que V é definida negativa.

Dado € > 0, vamos mostrar que existe tq = to(g) > 0, tal que
|lz(t, z0)|| < e, set > to.
Tome §(¢) definido em (3.2). Se existir ¢y = ty(e) > 0 tal que
[ (to, zo)[| < d(e),
temos por (3.2) que
lx(t, z(to, x0))|| = ||z(t + to,x0)|| < € para todo t >0

e o teorema estaria demonstrado, usando na tltima igualdade o fato de que a equacgao

¢ autbnoma, e portanto
x(t + to, xo) = x(t, x(to, x0)).
Suponhamos, por contradi¢ao, que nao exista um tal tg, isto é,
[l (t, zo)|| = d(e)
para todo t > 0. Entao, a solugao permanece durante todo o tempo na coroa circular
d(e) < ||z(t,x0)]| < R, para todo t > 0.
Como V & estritamente negativa, e a coroa ¢ um conjunto compacto, temos que
V(x(t, o)) < —¢, com ¢ > 0, para todo ¢ > 0.
Entao, integrando os dois membros de 0 a ¢, obtemos
V(z(t,zo)) < V(xg) — ct, para todo t > 0,

que é uma contradi¢ao, pois V teria que assumir valores negativos.

E isso completa a demonstragao. O]

Vejamos alguns exemplos.
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1 1
Exemplo 3.8. No Exemplo 3.5, vimos que a fungao V(z,y) = 51{332 + §my2, que é a

energia total do sistema massa-mola

T=1y

. k

Yy=——1I,
™m

¢ uma funcao de Liapunov. Logo, temos pelo Teorema 3.1 que o seu ponto de equilibrio

é estavel.
Exemplo 3.9. Quando discutimos o sistema
{ T = —5U1|56'2’a
Ty = — |z ],
onde a >0e >0,

apresentado no Exemplo 3.6 foi possivel definir uma funcao de Liapunov, logo, pelo

Teorema 3.1 o equilibrio nulo desse sistema é estavel.
Exemplo 3.10. No Exemplo 3.7 discutimos o sitema

iii’l = —$1[$2]4h(t, Ty, 1'2),
iy = malx1|*h(t, 21, x2)

onde foi possivel definir uma fun¢ao de Liapunov; agora, temos pelo Teorema 3.1 que

seu equilibrio nulo é estéavel.

Exemplo 3.11. Seja & + g(z) = 0, onde a fungdo g : R — R é diferenciavel. Se
zg(x) > 0 para x # 0, entao a origem é um ponto de equilibrio estavel.

De fato, considerando a equagao diferencial vetorial & + g(x) = 0 temos o sistema

{zﬁ:y,
= —g(x).

Observamos que, se x = 0 temos & = 0 e como y = & e § = —g(z) logo temos que

associado a ela, dado por:

g(0) = 0. Assim, vemos que a origem é ponto de equilibrio.
Tomando a funcdo V(z,y) = 2y* + G(z), onde G(z) = /Z](s)ds, temos que
e IV & continua e diferenciavel em R?, ’
e /(0,0) =0, pois G(0) =0 e
e V(z,y) > 0, para todo (z,y) # (0,0), pois se x > 0 temos que g(x) > 0, logo
g(s)ds > 0 o que implica G(z) > 0; agora se x < 0 temos que g(x) < 0, logo

xT

0
g(s)ds = —/ (s)ds > 0 o que implica G(x) > 0.

J
Je

Logo V ¢ definida positiva em R2.
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~ Temos ainda que V(z,y) = ((9(x).). (v, —9(x))) = g(x)y — yg(x) = 0, ou scja,
V(z,y) = 0. Assim, V & semi definida negativa em R2.
Portanto, pelo Teorema 3.1 temos que a origem é um ponto de equilibrio estavel,

pois a fungao V(x,y) é uma funcdo de Liapunov.
O proximo exemplo pode ser encontrado em [3].

Exemplo 3.12. Considerando o sistema

(r=se o
y=1y(0,75 —y — 0, 5z)
mostraremos que o ponto de equilibrio (0,5; 0,5) é assintoticamente estéavel, encon-
trando uma funcao de Liapunov adequada.
Para isso, encontremos um sistema equivalente que tenha a origem como ponto de
equilibrio. Assim, sejam
r=0,5+u, y=0>5+w. (3.5)

Logo, substituindo = e y nas equagoes (3.4), obtemos o novo sistema

{a:—0,5u—0,5v—u2—uv, (3.6)

v = —0,25u — 0,50 — 0, buv — v

Para manter os calculos relativamente simples, considere a fungao V (u,v) = u?+v?
como uma func¢ao de Liapunov possivel. Essa funcao é claramente definida positiva, de
modo que s precisamos determinar se existe uma regiao contendo a origem no plano
uv onde a derivada de V' em relagao ao sistema (3.6) é sempre definida negativa.

Calculando V (u,v) encontramos

V(u,v) = a—vu—i—a—vv = 2u(—0, 5u—0, 5v—u?—uv)+2v(-0, 25u—0, 5v—0, buv—v?),
ou  Ov

ou
Viu,v) = —[(u? + 1, 5uv 4+ v?) + (2u® + 2u?v + ww? + 20%)], (3.7)

onde agrupamos os termos quadraticos e os cubicos. Queremos mostrar agora que a
expressao entre colchetes na equagao (3.7) é definida positiva, pelo menos para u e v
suficientemente pequenos. Observe que os termos quadraticos podem ser escritos na

forma
u? 4 1, 5uv 4 v? = 0,25(u? + v*) + 0, 75(u + v)? (3.8)

de modo que esses termos sao definidos positivos. Por outro lado, os termos ciibicos
na equagao (3.7) podem ter qualquer sinal. Precisamos mostrar, entdo, que em alguma
vizinhanga da origem, os termos cubicos sao menores, em modulo, do que os termos

quadréaticos, ou seja,
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12u® + 2u*v + uv? + 20%| < 0,25(u® + v?) + 0, 75(u + v)>. (3.9)

Para estimar a express@o a esquerda do sinal de desigualdade na equagao (3.9),

vamos introduzir coordenadas polares u = rcosf, v = rsenf. Entao,

1203 + 2uv + uv? + 203| = 3|2 cos® 0 + 2 cos? O sen 0 + cos O sen? O + 2 sen® 0|
< r3[2] cos® 0| + 2 cos? 0| sen O + | cos O] sen? 6 + 2| sen® 0]
<,

ja que |senf| <1 e |cosf| < 1. Para satisfazer a equagao (3.9) ¢ certamente suficiente

satisfazer a condigao mais forte

7r3 < 0,25(u® + v?) = 0, 2572,

que fornece r < %. Logo, pelo menos nesse disco as hipoteses do Teorema 3.1 sao
satisfeitas, de modo que a origem é um ponto critico assintoticamente estavel do sistema
(3.6). O mesmo ¢ verdade, entdo para o ponto critico (0,5;0,5) do sistema original
(3.4).

Para obtermos uma melhor estimativa do disco, os termos na equagao (3.9) teriam
que ser estimados de modo mais preciso, teria que ser usada uma funcao de Liapunov

melhor (e, possivelmente, mais complicada), ou ambos.

Exemplo 3.13. Considerando o sistema

T =y,
y=—2x—2y

vemos que a equagao (z,7) = g(x,y) = (y, —2x — 2y) do R? tem a origem como ponto
de equilibrio, pois ¢(0,0) = (0,0).
Tomando a funcao V(z,y) = z* + 1y?, notamos que
e I/ ¢ diferenciavel em R2,
o V(0,0)=0e
o V(x,y) > 0, para todo (z,y) € R?\{(0,0)}.
Assim, temos que V é definida positiva em R2.

Temos ainda que

(VV(z,y),9(z,y)) = ((22,9),(y, 2z — 2y))
= 2y — 2xy — 2y?
= -2y

ou seja, V(z,y) = —2y2, para todo (z,y) € R?; de modo que V ¢ semi definida negativa
em R2.
Logo, a funcdo V' é uma funcao de Liapunov para o sistema em R2.

Portanto, pelo Teorema 3.1, temos que a origem é ponto de equilibrio estavel.
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Exemplo 3.14. Considerando o sistema

T =y,
Y=

vemos que a origem ¢é ponto de equilibrio.
Tomando a fungao V(z,y) = 2 + %yQ, notamos que V ¢ definida positiva em R?;

temos ainda que

<VV($,y),g(.T,y)> = <(2x?y)7<ya_x>>
= 2zy—2xy

= Ty,

ou seja, V(z,y) = zy, para todo (z,y) € R2.
Logo, néo existe vizinhanca da origem do R? onde V é semi definida negativa.

Portanto, nao podemos concluir nada com respeito a estabilidade do sistema.

Com estes dois ultimos exemplos, 3.13 e 3.14, encerramos a discussao sobre o Se-
gundo Método de Liapunov. No Exemplo 3.13, a funcao de Liapunov definida nos
permitiu verificar a estabilidade do equilibrio nulo, entretanto nao foi possivel veri-
ficar a estabilidade assintotica, com o uso dessa funcao. Ja no Exemplo 3.14, nao
conseguimos definir uma funcao de Liapunov e, portanto, nao chegamos a qualquer
conclusao sobre a estabilidade do sistema.

No préoximo capitulo, introduziremos uma nova teoria que se baseia nas fungoes
chamadas dicotomicas, que podem ser utilizadas, por exemplo, nos casos em que nao
foi possivel encontrar uma funcao de Liapunov. Para as fungoes dicotomicas V' nao
¢ exigido que V(x(t)) tenha sinal constante ao longo das solucdes x(t), para se ter
estabilidade.

Teremos, com esta teoria, condigoes de retomar aos exemplos 3.13 e 3.14.



4 Funcoes Dicotomicas

Neste capitulo, apresentamos uma extensao do Segundo Método de Liapunov apre-
sentado no capitulo anterior, que também garante a estabilidade e a estabilidade as-

sintotica do equilibrio nulo da equacao autonoma

i = f(x), (4.1)

através de Fungoes Dicotomicas.

No Segundo Método de Liapunov é exigido que uma determinada funcao V so
decresca ao longo das solugoes. No método que agora apresentamos, usaremos uma
funcao V', chamada de Fungao Dicotomica que, ao longo das solugoes, pode apresentar
uma variagao no seu comportamento, da seguinte maneira: se em uma vizinhanca de
um instante ¢ a funcdo V(z(t)) for nao decrescente, basta que, exista um instante
anterior (¢t —T') tal que V' (z(t)) néo cresga ou permaneca constante, do instante (t —7)
ao instante .

O Método das Fungoes Dicotémicas teve origem no trabalho de doutorado que
resultou no artigo de referéncia [5], trabalhando com equagoes discretas. Tal método
assemelha-se ao Principio de Razumikhin, que se aplica a equagoes diferenciais com
retardamento, mas nao se aplica a equacoes diferenciais ordinérias e equacoes discretas.

Salientamos que a solu¢ao do problema de valor inicial

= f(x), x(0) =z (4.2)

sera denotada por z(t,y), para simplificar a notagao.

Vamos supor que f(0) = 0 para que a fungao nula seja solugao e, também, ponto
de equilibrio da equagao (4.1).

Ressaltemos que, dada uma funcgao escalar diferenciavel

V:QCR >R,

definimos a sua derivada ao longo de qualquer solugao z(t) da equagao (4.1) como

sendo a funcgao

V(z) = (VV, f(2)),

43
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como ja apresentada no terceiro capitulo.
As defini¢oes que se seguem sao de extrema importancia para o desenvolvimento

da presente teoria.

Sejam T' > 0 uma constante dada e €2 uma vizinhanca da origem. Vamos assumir
que, para y € Q, a solucdo z(t,y) esteja definida para todo t entre —7" e T, passamos
entao a definir os seguintes subconjuntos do R", que caracterizam as diferentes variagoes

do comportamento da fungao V' (z(t)), como segue

QO (T)={yeQ:V(y) <V(e(-T,y))}
Q(T) ={y e Q:V(y) =V(z(-T,y))},
Y, ={yeQ:V(y) >0},

QO ={yeQ:V(y) =0},

sendo que Q° (T) = Q_(T) U Qo(T).

Observamos que dado um subconjunto A do R™ que contém a origem, A* representa
o conjunto {z € A:x # 0}, A o fecho de A e B(r) representa a bola aberta do R" de

centro na origem e raio r.

Definicao 4.1. Dizemos que uma funcgao diferencidvel V : R™ — R € dicotémica em

relagao a equagao (4.1) (em Q) se existir uma constante T > 0 tal que
QL c Q).

Definicao 4.2. Dizemos que uma funcao V € estritamente dicotomica em rela¢ao a
equagao (4.1) (em Q) se é dicotomica em relagao a esta equacao e, além disso, satisfaz

a condicao suplementar:

Q) CcQ(T) e Q(T)NQ, = {0}.

Coloquialmente, a Defini¢ao 4.1 nos diz que V' é uma funcao dicotéomica em relagao
a equagao (4.1) em €, se para todo y € €, onde existir um crescimento de V' ao longo
da solucao, exige-se que exista um instante 7" tal que V nao cres¢a ou permaneca
constante do instante —7T" ao instante zero.

E, no caso da Defini¢ao 4.2, V' é uma funcao estritamente dicotémica em relacao a
equagao (4.1) em €, se para todo y € '\ {0}, onde existir um crescimento de V' ao
longo da solucao, exige-se que exista um instante 7' tal que V' decresca do instante —7T
ao instante zero e no caso em que a funcao V" ao longo da solu¢ao permanece constante,

necessariamente y = 0.

Vejamos alguns exemplos.
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Exemplo 4.1. O sistema

T =y,
y:_x7

foi apresentado no Exemplo 3.14, onde verificamos que a funcao V (x,y) = 22+ 1

2
¢ uma funcao de Liapunov e, portanto, nada concluimos com respeito a estabilidade;

y? nao

agora, vamos provar que a mesma funcao V' é uma funcao dicotomica.
Dada a condigao inicial z(0) = x¢ e y(0) = yo vemos, por técnica de resolugao, que
a solugao deste sistema ¢ x(t) = zgcost + ypsent, y(t) = —xgsent + yo cost.
Temos pelo Exemplo 3.14 que V(x, y) = xy, para todo (z,y) € R?. Logo, tomando
T = 2m, vemos que
V(z(—2m),y(—2m)) — V(xg,y0) =0

e considerando Q = B(1), obtemos

Q_(2m) =0,
Qo(27) = B(1) e
Y, ={(z,y) € Q: V(z,y) >0} ={(x,y) € : zy > 0},

ou seja,
Q0 (21) = Q_(2r) UQ(21) = B(1) e Q, = {(z,y) € Q: zy > 0}.

Como §/+ C Q° (27) temos, portanto, que V' ¢ uma fungao dicotdémica em relagao

ao sistema dado inicialmente em B(1).

Exemplo 4.2. Seja o sistema

T =y,
y=—2x—2y

apresentado no Exemplo 3.13, em que provamos estabilidade do equilibrio nulo através
da Funcao de Liapunov V(z,y) = 2%+ %yQ. Agora vamos provar que V' também é uma
funcao estritamente dicotémica para esse sistema.

Dada a condigao inicial z(0) = xy e y(0) = yo vemos, por técnica de resolugao,
que a solucao deste sistema é x(t) = e '[zgcost + (zg + yo)sent], y(t) = x(t) =
e Hyo cost — yosent — 2xgsent].

Pelo Exemplo 3.13 temos que V(x,y) = —2y2, para todo (z,y) € R Logo,

tomando 1" = 2w, temos que
V(x(=2m),y(—=2m)) — V (20, y0) = 70> + € "yo* — (z0® + y0°) = (€' — 1) (w0 + 10?)
e, considerando €2 = B(1), teremos consequentemente que

Q(2m) ={(0,0)} e Q_(27) ={(z,y) € Q: (z,y) # (0,0)} = B(1)"
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logo Q° (27) = Q_(27) U Qu(27) = B(1).
Como Q) = {if,y) €Q:—2y% > 0} = 0 entdo 2, = 0, em B(1).
Assim, como Q, C Q7 (27) entao temos que V & dicotdmica.
Temos ainda que Q) = {(z,y) € Q: —2y* =0} = {(z,y) € Q: y = 0}.
Logo, notamos que (ﬁ;)* C Q_(2m) e Qo(2m) N QY = {(0,0)}.
Portanto, V' é estritamente dicotomica em relacao ao sistema dado inicialmente, em

B(1).

Observamos que toda fungao de Liapunov é dicotémica em relagao a equagao (4.1).
Com efeito, seja V uma fungao de Liapunov em 2. Como jé sabemos V' é uma fungao
néo crescente ao longo de qualquer solucdo x(t), da equacio (4.1), pois V(z) < 0 para
todo = € 2, logo temos que Q_'+ = (); consequentemente, V' satisfaz a Definicao 4.1.

Assim, V' é uma funcao dicotémica em (2.

Para provar os teoremas que garantem estabilidade e estabilidade assintotica do

equilibrio nulo, sao necessarios algumas notacgoes e resultados, como veremos a seguir.
Dado y € R", define-se

c; =max{V(z(t,y)): (j —1)T <t <jT}, jeN

ti=min{t € [(j — )T, jT) : c; = V(z(t,y))},

ou seja, ¢; ¢ o maximo valor que V' assume, ao longo da solugdo z(t,y), no inter-
valo [(j — 1)T,jT] para j variando em {0,1,2,...}, e t; ¢ o menor valor do intervalo

[(j — )T, jT] no qual V(z(t,y)) assume o valor maximo, para j € N.

Lema 4.1. Se V ¢ dicotomica e x(t,y) estd definida para 0 <t < jT, entdo Cj—1 = Cj.

Demonstragao. Para t € [(j — 1)T, jT] temos dois casos a serem analisados, quando:
(@) t;=0G—DTe
(i1) t; > (7 — )T

No caso (i), temos por definigdo que
¢j-1 = max{V(x(t,y)) : (j=2)T <t < (j—1)T} =2 V(z((i—1)T,y)) = V(z(t;,y)) = ¢,

ou seja, ¢j_1 = ¢j.
Agora, no caso (i), considere g(t) = V(z(t,y)) e note que g(t) = V(z(t,y)) <
V(x(t;,y)) = g(t;), para (j — 1)T" < t < t;, pois t; ¢ o menor valor do intervalo

[(j — 1T, jT] no qual V(x(t;,y)) = g(t;) assume valor méaximo.

9(t;) —9() _ =~

Logo, pelo Teorema do Valor Médio existe ¢ € (¢,;) com T g'(t), onde
-

g'(t) > 0. Entao, ¢'(t) = (VV(z(t,y)), f(x(t))) > 0.
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Agora, por z(t,y) — x(t;,y) quando t — t;, segue que ¢'(t;) > 0, ou seja, x(t;,y) €
V. e como V ¢ dicotomica em €2 temos entdo que x(t;,y) € Q0 (T), isto &, V(z(t;,y)) <
Vet~ Ty). (]

Como t; —T € [(j —2)T,(j — 1)1, entdo temos V(x(t; — T,y)) < c;—1. ({I)

Logo, por (I) e (I1) temos que ¢; = V(z(t;,y)) < ¢j—1. E a prova esta completa. [

Lema 4.2. Se V ¢é estritamente dicotomica, x(t,y) estd definida para 0 < t < jT, e
t; > (j— 1T, entdo cj_1 > c¢;.

Demonstracao. Repetindo o mesmo raciocinio da demonstragao do Lema 4.1, vemos
que z(t;,y) € .. Considerando y # 0 e sendo V' estritamente dicotomica em € temos
que x(tj,y) € Q_(T), isto &, V(x(t; = T,y)) > V(x(t;,y)) e assim ¢; < ¢;j_1. O

Lema 4.3. Se V ¢ estritamente dicotomica e definida positiva em €, x(t,y) estd
definida para 0 <t < jT', e cj_1 # 0, entao c;—y > c;.

Demonstracao. Sob as hipoteses acima, sabemos do Lema 4.1 que ¢;—o > ¢;—1 > ¢;.
Além disso, sabemos que existem dois casos a serem analisados, a saber:

) t;>(G—-1Te

(2)t; = (- T.

No caso (1), sabemos do Lema 4.2 que ¢;_; > ¢;, e entdo temos que ¢j_5 > ¢;_1 > ¢;j,
ou seja, ¢j_g > Cj.

Agora, no caso (2), temos duas possibilidades a serem consideradas

(i) ¢j_1 > ¢j ou

(1) ¢j—1 = ¢j.

Em () temos novamente que ¢;j_o > ¢;—1 > ¢;, OU seja, ¢j_o > ¢;.

E em (i) notemos que Qo(7) N Q) = {0} e ¢j_1 # 0, ese t;_; = (j — 2)7T, entdo
para g(t) = V(z(t,y)), analisemos ¢'(¢;):

(a) Se ¢'(t;) = 0, entdo V(x(t;,y)) = 0 e temos que V(z(t;,y)) = V(z(t;_1,y)) e
portanto z(t;,y) € QyNQ(T) = {0}, ou seja, z(t;,y) = 0, logo V(z(t;,y)) = V(0) =0
e como ¢j_; = ¢; = V(z(tj,y)) = 0 segue que ¢;_; = 0, que contraria a hipotese de
¢j—1 7 0.

(b) Se ¢'(t;) > 0comt; = (j—1)T, entéo ¢'((j —1)T") > 0 (V(z(¢,y)) é crescente) e
como t; é, por defini¢do, o menor valor do intervalo [(j — 1)7’, 7] em que g(t) assume
valor maximo, entao t; > (j — 1)T, o que é uma contradigao.

(c)Se ¢g'(tj) <O0comt; = (j—1)T, entao ¢'((j—1)T) < 0 (V(z(t,y)) é decrescente)
e como t;_y é, por defini¢do, o menor valor do intervalo [(j —2)T, (j —1)T] em que g(t)
assume valor maximo, entao t;_; > (j —2)7, o que é uma contradicao.

Concluindo entao que t;_1 > (j — 2)7T. E portanto temos c;_s > c¢;. O

Teorema 4.1. Se V' é uma fungao definida positiva e dicotomica (em ) em relagao

a equagao (4.1), entao o equilibrio nulo de (4.1) é estdavel.
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Demonstragao. Seja r > 0 arbitrario, considere R > r tal que Q D {y € R" : ||y|| < R}
e sup{[lz(t,y)l : Iyl <m0 <t <T} < R. (1)

Fixado § = inf{V(y) : » < ||y|]| < R}, note que § > 0, pois V ¢ definida positiva em
Q.

Agora, se ||y|| < Re V(y) <6, entao |ly|| <r. (2)

Como V' é continua em zero, temos que para 0 > 0, existe v > 0 tal que se ||y|| < v
entdo V(y) <d. (3)

E pela continuidade da funcao (¢t,y) — xz(t,y) para t € [0,T], temos que para
v > 0, existe > 0 tal que, se ||y|| < p entdo ||z(t,y)|| < v. E por (3), segue que
Vi(z(t,y)) < 0.

Vamos supor p < r. Logo, para |ly|]] < p < r et € [0,7] temos que ||z(t,y)]| <
sup{l|lz(t,y)[| : lyll < 7,0 <t <T} < R, ouseja, [[z(t,y)|| < R.

Para t € 0,77, ||z(t,y)|| < Re V(z(t,y)) < 0, segue por (2) que ||z(t,y)| < r.

Considerando x(t,y) definida para t € [(j — 1)T, jT], para algum j > 1, temos que
2(jT+¢&,y) = z(& 2(jT,y)) para £ € [0,T].  (4)

Se ||lz(t,y)|| < r parat € [(j — 1)T,jT], entao ||x(jT,y)|| < r e, por (1), temos
|lz(&, (T, y)|| < R; e assim, por (4), temos ||z(t,y)|| < R para t € [jT,(j + 1)T].

E visto que ¢;(y) < 6 e que V' é dicotdmica em relagao a equagao (4.1) em €2, pelo
Lema 4.1 temos que ¢j11(y) < 6. Assim, V(z(t,y)) < d para j7 <t < (j+ 1)T, e por
(2) segue que ||z(t,y)|| < r para jT <t < (j+ 1)T.

Deste argumento indutivo no indice j > 1, vemos que ||z(t,y)|| < r para todo t > 0.

Portanto, para r > 0 arbitrario é possivel encontrar > 0 tal que se ||y|| < p, entéo
|z(t,y)|| <r parat > 0. O

Teorema 4.2. Suponha, em adi¢cao as hipoteses do Teorema 4.1 que V' seja conti-
nuamente diferencidvel e estritamente dicotomica em relagao a equagao (4.1) (em Q).

Entao, o equilibrio nulo de (4.1) é assintoticamente estdvel.

Demonstracao. De acordo com a demonstragao do Teorema 4.1, podemos tomar 0 <
p < r tal que |ly|| < p implica que V' (z(t,y)) < ¢ para t € [0,T] e V(z) < 0 implica
que ||z|| < r. Suponhamos que y € B(u)*.

Sejam c¢; e t; como nas definigoes acima. Logo, pelo Lema 4.1 temos que ¢;—1 > ¢;
para j =1,2,.....

Desejamos provar que ¢; — 0 quando j — +o00. Visto que V' ¢é definida positiva
em (2, isto implicard que z(t,y) — 0 quando j — o0, pois caso z(t,y) — d temos
V(z(t,y)) = V(d) e como ¢; — 0, V(d) = 0, o que implica que d = 0.

Para simplificar a nota¢ao nesta demonstrac¢ao, denotaremos a solucao x(t,y) por
apenas "z(t)". Relativo a x(t), existem duas alternativas:

(1) (t;) € &, para infinitos indices j e

(2) 2(t;) € Q\Q, para j > jo > 0 para algum inteiro jo.

Entao, suponhamos que exista ¢ > 0 tal que ¢; — ¢ quando j — +o00, pois (¢;) é

uma sequéncia decrescente e limitada, logo convergente.



49

Devido a continuidade de V e pelo fato de V ser estritamente dicotémica em relacio
a equagao (4.1), existe uma constante a > 0 tal que V(z(=T,2)) — V(z(0,2)) > a se
z € Q_’Jr e V(z) > c. De fato, se existir 2* € Q_’Jr, V(z*) > ¢ tal que para todo a > 0,
em particular para « = 1/n com n € N, temos 0 < V(x(—T,2*)) — V(z*) < 1/n,
entao teriamos que V(x(=T,2*)) — V(z*) = 0. E sendo V estritamente dicotomica e
V(x(~T,2*)) = V(2*), entdo V(z(-, 2*)) é constante para t € [~T,0]. E como z* € .,
necessariamente V(z*) =0, ou seja, z* € . Assim, z* € Qy(T) N €Y, ou seja, z* = 0.
Por consequéncia, V' (z*) = 0; contradigao, pois V(z*) > ¢ > 0.

Assim, no caso (1) temos infinitas relagdes do tipo ¢;» < ¢;; — «, para quaisquer
dois consecutivos indices j' < j” da sequéncia (z(;)) tal que z(t;) € . De fato, em

tal caso, temos a seguinte sequéncia
ey =V(aty)) = V(@(ty)) = 2 . > V((ty-1)) = ¢ > V(z(ty)) = ¢

Consequentemente, visto que V(z(t;v_1)) — V(z(t;»)) > a, segue que ¢j — ¢jn >
cjn—1—cjn > a, o que implica que ¢;» < ¢y —, como afirmado anteriormente. Observe-
mos que, para um indice genérico j da referida sequéncia temos que GG <c¢_—a<

79— 20 < ... < ¢, —na, ou seja, ¢; — —oo quando j — +o0o. Contradigao da su-
posicao inicial de existéncia do limite positivo ¢ para a sequéncia (¢;). E considerando
que ¢; > 0 para todo j € N entao, necessariamente, ¢c; — 0 quando j — +00.

Agora, para a alternativa (2) suponhamos, sem perda de generalidade, que j, =
0, visto que a equagdo (4.1) é auténoma. Assim, z(t;) € Q\Q, para todo j > 0.
Suponhamos, também, que t; = (j — 1)7 para j =0,1,2,.. ..

Como V ¢ continuamente diferenciavel em (2, existe uma vizinhanga de t; suficien-
temente pequena tal que V(z(t)) < 0 para ¢ nesta vizinhanca.

Temos dois casos a considerar:

(1) existem infinitos indices j tais que o intervalo ((j — 1)7, j7") contém ao menos
um ponto s com z(s) € U, e,

(i1) x(t) € O\, parat >t onde t é uma constante nio negativa.

No caso (i), sejam s; = mazA, onde A = {s € ((j — V)T, jT) : z(s) € U .} e
d; = V(z(s;)), e para os infinitos indices j do caso (i) vale ¢;41 < d; < ¢;. De
fato, se s; ¢ o valor maximo de A entdo, para todo t € (s;,tj11), z(t) & Q_Qr, ou seja,
V(z(t)) < 0. Assim, V(x(t)) é ndo crescente ou constante em (s;,t;41) e portanto
d; > cji1, e pela defini¢ao de ¢; temos d; < ¢;, e segue o resultado.

Sejam ¢ e o como anteriormente.

Como x(s;) € Qe V(x(s;)) > ¢, V(x(s;—T)) =V (x(s;)) > o, isto &, V(x(s;~T)) >
a+V(x(s;) epors; —T € ((j —2)T,(j — 1)T) temos V(z(s; —T)) < ¢;j—_1, logo
cj-1 > a+ V(x(sj)) = a+d; e como d; > c¢jy1, segue que ¢j_; > « + Cjy1, OU
seja, cjy1 < ¢j—1 — « para infinitos indices j. Consequentemente, ¢; — —o0o quando
J — +00; que é uma contradicao. Logo, ¢ = 0, isto ¢, ¢; — 0 quando j — +00, que ¢é

o resultado desejado.
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Agora, no caso (ii), temos V (z(t)) < 0 para t > t'.

Afirmamos que V(z(t)) — ¢ quando ¢ — +o0o pois, caso contrario terfamos a
existéncia de € > 0 tal que: VM > 0, 3ty, > 0tal que V(x(tyr)) € (¢c—2, c+E). (x) Como
¢; — ¢, para € > 0, existe j, € N tal que para j € N, j > j,, ¢; € (¢ —&,¢+E). Para
M > (jo—1)T, por () segue que existe ty; > M tal que V(z(tyr)) &€ (c—E,c+E). (xx)
Temos que ty € [(7*—1)T, j*T|, para algum j* > j,, e assim por (%), ¢; € (c—¢, c+e).
Assim, deve existir um instante t € [(j*—1)T, 5*T] tal que V (z(t)) > 0. Se (jo—1)T >t/
temos uma contradi¢ao. E se (jo —1)T < t/, basta tomar M > t/, para obter, também,
uma contradigao.

Assim, V(z(t—T))—V(z(t)) — 0 quando t — 400 e isto significa que V (z(t—T")) =
V(z(t)) quando t — +o0, ou seja, x(t) — Qy(T") quando t — +o0.

Se V(z(t)) — 0 quando t — +o0, temos que z(t) — Qf e assim z(t) — Q(T) N,
que pela definigao de dicotomia estrita, necessariamente x(t) — 0 quando t — +o0 e
temos o resultado desejado.

Se V(z(t)) - 0 quando t — 400, sendo V' (z(t)) < 0 para t > t', entdo existe 8 > 0

tal que V(z(t)) < 3 para t > t'.
t

Entao, visto que V (z(t)) = V(x(t’))+/ V(x(s))ds parat > t', temos que V (z(t)) =
t/
t t

V(a(t')) — / =V (2(s))]ds > V(x(t')) — / Bds = V(x(¥')) — Bt + B¢’ para t > #'. Dai,
t! t’

quando t — +oo temos que V(z(t)) — —oo; contradigao, pois V' é definida positiva

em €, e portanto, V' (z(t)) — 0 quando t — 400 e temos assim que o equilibrio nulo

de (4.1) é assintoticamente estavel. O

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 4.3. Quando discutimos o sistema

T =y,
y=-—x

apresentado no Exemplo 3.14, verificamos que a funcao V(z,y) = x* + %yZ nao é
uma funcao de Liapunov e, portanto, nao chegamos a qualquer conclusao sobre a
estabilidade do sistema; agora, no Exemplo 4.1 conseguimos provar que a mesma fung¢ao

V' é dicotdomica, logo, temos pelo Teorema 4.1 que seu equilibrio nulo é estéavel.

T =y,
Y= —2x—2y

foi abordado no Exemplo 3.13, no qual foi possivel definir uma fun¢ao de Liapunov que

Exemplo 4.4. O sistema

nos permitiu verificar somente a estabilidade do equilibrio nulo; agora, no Exemplo 4.2
conseguimos provar que a mesma fungao ¢ definida positiva e estritamente dicotomica

e, portanto, temos pelo Teorema 4.2 que seu equilibrio nulo é assintoticamente estavel.



51

Vamos agora trabalhar com uma nova fungao, V(z,y) = %(31‘2 +1?), provando que
V' ¢ estritamente dicotomica.

Observamos que V' ¢ diferenciavel em R?, V(0,0) = 0 e que V(x,y) > 0, para todo
(z,y) € R*\{(0,0)}, ou seja, V ¢ definida positiva em R?.

Temos ainda que

= 3axy — 2xy — 2u°
= xy — 27

ou seja, V(:U,y) = xy — 2y?, para todo (z,y) € R%
Considerando T' = 27 e que a solugao do sistema é dado por:

z(t) = e Hzgcost + (g + yo) sent], y(t) = (t) = e *[yp cost — ypsent — 2xq sen t]

onde z(0) = zg e y(0) = yo, temos:

V(z(=2m),y(=2m)) = V(zo,50) = 5[Bzo’e"™ + yo’e™] —

e, tomando €2 = B(1), obtemos
Q_(27) = {(z,y) € Q: %[(e‘17r —DBx*+y?)] >0} =B(1)* e Qo27) = {(0,0)},

ou seja, Q% (27) = Q_(27) U Qp(27) = B(1).

Temos ainda, que

Q= {(z,y) € Q:ay—2y* >0}
= {(z,y) €Q:(y>0ex>2y)ou(y<0ex<2y)}
e que
QG = {(z,y) €Qray -2 =0}
= {(z,y) € Q:y=0o0ux =2y}

Como temos ﬁ:r C Q° (27) entdo, V é uma fungao dicotomica em B(1).
Observamos, ainda, que (ﬁ:r)* C Q_(27) e que Q(2m) N QH = {(0,0)} logo, V ¢é
uma fun¢ao estritamente dicotémica em rela¢ao ao sistema dado inicialmente em B(1).

Portanto, pelo Teorema 4.2 o equilibrio nulo é assintoticamente estavel.

Exemplo 4.5. Seja o sistema
T=1y
) k
Yy=——z,
m
apresentado no Exemplo 3.8, em que provamos estabilidade do equilibrio nulo através
de Funcao de Liapunov. Agora vamos provar o mesmo resultado utilizando Funcao

Dicotomica.
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Dada a condigao inicial z(0) = x¢ e y(0) = yo vemos, por técnica de resolugao, que

a solugao desta equacao é x(t) = xgcoswol + P sen wot, y(t) = @(t) = yocoswot —
Wo
, k
Towo sen wot, onde wy* = —.
" 1,1

Vamos considerar a fungao V(z,y) = —kx2+§my2, que ¢é a energia total do sistema,
como uma possivel fungao dicotdémica. Notamos que V' é uma fungao definida positiva
em R? e que V(x, y) = 0, para todo (r,y) € R?.

s .
Tomando 7' = — a constante positiva, notamos que
Wo

()2 (5) o

e, considerando 2 = B(1), teremos consequentemente que

) o (2)-
logo 00 (i—:) _qo @—Z) U, (i—Z) — B(1).

Como €, = ) entdo €, =, em B(1).

— 27

Assim, como temos Q/Jr cQl (—) entdo V' é uma funcao dicotémica em B(1).
Wo

Portanto, pelo Teorema 4.1, temos que o equilibrio nulo do sistema massa-mola é

estavel em B(1).

Encerramos este capitulo observando que foi possivel obter melhores resultados de
estabilidade através de fungoes dicotomicas, apesar de termos necessitado da solucao

para calcularmos o periodo T exigido na defini¢ao de funcao dicotomica.



5 Consideracoes Finais

Ao estudar a estabilidade de equagoes diferenciais ordinérias através do Segundo
Método de Liapunov e, também, através do Método das Fung¢oes Dicotomicas, nota-
mos que em alguns casos pode ser dificil concluir algo a respeito da estabilidade do
equilibrio nulo, pois nem sempre é facil encontrar uma funcao de Liapunov adequada
para a equacao, como também avaliar as condi¢oes necessarias para que uma fungao
seja dicotomica, mesmo sendo esta, em geral, mais simples se comparada com as de
Liapunov.

A utilizagao de Fungoes Dicotomicas na teoria de Equagoes Diferenciais Ordinérias
serviu de base para, posteriormente, estender o conceito no estudo de Equagoes Dife-
renciais Funcionais, particularmente para equacoes com retardamento; teoria que pode

ser encontrada nas referéncias 2] e [6].
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