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MACHADO, M. A. G. Graficos de controle para o monitoramento de processos
multivariados. 2009. 158f. Tese (Doutorado em Engenharia Mecanica) — Faculdade de
Engenharia do Campus de Guaratinguetd, Universidade Estadual Paulista, Guaratinguetd,

20009.

RESUMO

Esta tese oferece algumas contribuicdes a drea de monitoramento de processos
multivariados. Com respeito ao monitoramento do vetor de médias, investigou-se o
desempenho dos grificos de T* baseados em componentes principais € também o
desempenho dos graficos de médias utilizados em conjunto, sendo que cada grafico
monitora a média de uma das caracteristicas de qualidade. Com respeito ao
monitoramento da matriz de covariancias, foi proposta uma nova estatistica baseada nas
variancias amostrais (estatistica de VMAX). O grifico de VMAX ¢é mais eficiente do que

o grafico da varidncia amostral generalizada |S

, que é o grafico usual para o

monitoramento da matriz de covariancias. Uma vantagem adicional dessa nova estatistica
€ que o usudrio ji estd bem familiarizado com o cdlculo de variancias amostrais; 0 mesmo

ndo pode ser dito em relagdo a varidncia amostral generalizada |S| O desempenho do

grafico de VMAX foi também avaliado quando se utiliza a amostragem dupla, quando se
variam os parametros do griafico de controle, quando se adota o esquema de EWMA e
quando se aplicam regras especiais de decisdo. Investigou-se também o desempenho dos
grificos de controle destinados ao monitoramento simultaneo do vetor de médias e da

matriz de covariancias.

2

PALAVRAS-CHAVE: Grifico de T*de Hotelling, varidncia amostral generalizada |S

processos multivariados, vetor de médias, matriz de covaridncias, componentes

principais, estatistica de VMAX, monitoramento simultaneo



MACHADO, M. A. G. Control charts for monitoring multivariate processes. 2009.
158f. Thesis (Doctorate in Mechanical Engineering) — Faculdade de Engenharia do
Campus de Guaratinguetd, Universidade Estadual Paulista, Guaratinguetd, 2009.

ABSTRACT

This thesis offers some contributions to the field of monitoring multivariate processes.
Regarding to the monitoring of the mean vector, we investigated the performance of the
T* charts based on principal components and also the performance of the mean charts
used simultaneously, where each chart is assigned to control one quality characteristic.
Regarding to the monitoring of the covariance matrix, we propose a new statistic based on
the sample variances (the VMAX statistic). The VMAX chart is more efficient than the
generalized variance |S| chart, which is the usual chart for monitoring the covariance
matrix. An additional advantage of this new statistic is that the user is already well
familiar with the calculation of sample variances; we can’t say the same regarding to the
generalized variance |S| statistic. We also studied the performance of the VMAX chart
with double sampling, with adaptive schemes, with the EWMA procedure and also with

special run rules. We also investigated the performance of the control charts designed for

monitoring the mean vector and the covariance matrix simultaneously.

KEYWORDS: Hotelling’s T°control chart, generalized variance |S| chart, multivariate

processes, mean vector, covariance matrix, principal components, VMAX statistic,

monitoring simultaneously



LISTA DE FIGURAS

FIGURA 1 — Grafico de controle ..........ccocceevieiiiiieiiiieniienieceieeeeee e 31
FIGURA 2 — Grifico de X - ocorréncia de um alarme falSo ............ccccoveveeueuenne... 33
FIGURA 3 — Grifico de X - ocorréncia de um alarme verdadeiro.......................... 33
FIGURA 4 — Grafico scree-plot (K=2) ...eeeeeeeeeeeeiieeeiee ettt 48
FIGURA 5 — Grifico de controle 77 de HOtelling .........ccccevveveerevieeiereieiereieeeereaes 57
FIGURA 6 — Grafico de controle de VMAX .....c.cccoviiimiiiniiiiiieniiceieceieesee e 73
FIGURA 7 — Griéfico de controle de VMAX com amostragem dupla..................... 76
FIGURA 8 — Griéfico de controle de VMAX com amostra de tamanho variavel ...78
FIGURA 9 - Grifico de VMAX com regra especial de decis@o ..........cceevveeruuennnee. 82
FIGURA 10 — Grifico de [S| com amostra de tamanho varidvel............c...cccccoo...... 87

FIGURA 11 — Diagrama de probabilidades ...........ccccccoeveiriiiiniiniiiniiiinieeniecne 89



LISTA DE TABELAS

TABELA 1 — Limites de CONtrole .........ccocuiiiiieiniiiniiiiiieeieeeeeeeeeee e 61
TABELA 2 — Autovalores (A) para o caso bivariado...........ccecveevveeinieenieennieeennnen. 62
TABELA 3 — Autovetores para 0 caso bivariado........c...cceevveevieeniieniieenieenieeeenn 62

TABELA 4 — Valores de NMA para os graficos de T tradicional e de 7 baseado

em componentes principais (p=2€ P=10,3) .ccccccceeerriirrrriirieerrieeenns 63

TABELA 5 — Valores de NMA para os gréficos de T’ tradicional e de T~ baseado

em componentes principais (p=2¢€ P=10,5) .cccccceeriirrervenneeneennne. 64

TABELA 6 — Valores de NMA para os gréficos de T tradicional e de T baseado

em componentes principais (p=2¢€ P=10,7 ).ccccccceereirerienneeneennne. 65
TABELA 7 — Autovalores (A) para o caso trivariado ..........ccocceevveeenieenieenneeeennnen. 66
TABELA 8 — Autovetores para 0 caso trivariado ...........ceevveerieerniieineeenieenieeeenenn 66

TABELA 9 — Valores de NMA para os graficos de T tradicional e de T baseado

em componentes principais (p=3 € 0, =p;; =0, =0) ccceerrrrennnn. 66

TABELA 10 — Valores de NMA para os graficos de T tradicional e de T~ baseado

em componentes principais (p=3 € p,,=p;;=p,,=0,3) cccceriiinen 67

TABELA 11 — Valores de NMA para os graficos de T *tradicional e de T° baseado
em componentes principais (p=3 e p,,=0,8, p,,=0,5, p,;=0,2)........ 68

TABELA 12 — Valores de NMA para o gréifico de T tradicional e para os graficos
SU X €PC (0 20,0) it 69

TABELA 13 — Valores de NMA para o grifico de T tradicional e para os graficos

SU X € PC (0 0.0)emmeeeoeoeoeooeeoeeeeeeeeeoeoeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeee oo 70
TABELA 14 — Valores de NMA para o grafico de VMAX (p=2, n=5) ..cc..cceeuven... 97
TABELA 15 — Valores de NMA para os gréficos de VMAX e de [S|

N X Y, 97

TABELA 16 — Valores de NMA para o grafico de VMAX



(p=2; p=0,5; n=5; LC=3,608) .....eeoeerreeriiniinieeieeieeneeseeeee e 97
TABELA 17 — Valores de NMA para o grifico de VMAX
P=2,n =4, n,=2, n,=8, P=0,5) ceeeriiriiririeieee 98

TABELA 18 — Valores de NMA para os graficos de VMAX e de [S| com

amostragem dupla (p=2, n =4, P=0,5) ..ccevviiiiiiiiiiiieeieeee, 99
TABELA 19 — Valores de NMA para os gréficos de VMAX e de [S| com

amostragem dupla (p=2, n =4, n,=3, P=0,5) .cccoverriiriiiiiinees .100
TABELA 20 — Valores de NMA para os gréficos de VMAX e de [S| com

amostragem dupla (p=2, n =5, n,=3, p=0,5) .ccceverriiriiiiiineee 100
TABELA 21 — Valores de NMA para os graficos de VMAX e de [S| com

amostragem dupla (p=2, n =5, n,=4, p=0,5) .ccceverriiiriiiiiiineens 101
TABELA 22 — Valores de NMA para os graficos de VMAX e de [S| com

amostra de tamanho varidvel (p=2, n =4, 7,=3).ccccccevriiiiieineene 102
TABELA 23 — Valores de NMA para os graficos de VMAX e de [S| com

amostra de tamanho varidvel (p=2, n =5, 7,=3).ccccceeriiiiiiiieen. 103
TABELA 24 — Valores de NMA para os graficos de VMAX e de [S| com

amostra de tamanho varidvel (p=2, n =5, 1, =4)..cccvceriiiiniinees 104

TABELA 25 — Valores de NMA para os gréficos de |S , VMAX-EWMA e

V-EWMA (p=2, n=4, r=0,2) ceeerieriiiiiiiteeeeeeeeeeeeeeeeee 106
TABELA 26 — Valores de NMA para o grifico de VMAX-EWMA (p=2, n=4)..... 107
TABELA 27 — Valores de NMA para o grafico de VMAX-EWMA (p=2, n=5).....107
TABELA 28 — Valores de NMA; para o grafico de VMAX

(p=2; p=0,5,1=5, CASO ) ceerrriieeiieee e 109
TABELA 29 — Valores de NMA, para o grifico de VMAX

(p=2; p=0,5,1n=5,casOII) ....ccccerriiiiiriiiie e, 109



TABELA 30 — Valores de NMA,; para o grafico de VMAX

(P=23L=5; P=0,5) e 110

TABELA 31 — Valores de NMA para o grifico de VMAX (p=3, n=5) ..c.ccceeeuveeen.. 111
TABELA 32 — Valores de NMA para os graficos de VMAX e de [§|

(p=3, ,0]2=p13=p23=0,5) .................................................................... 111

TABELA 33 — Valores de NMA para os graficos de VMAX e de [§|

(=3, P === 0,5, 1=5, LC=3,851)orrrrrrroeoorrrrrooeorrrrrsoooe 111
TABELA 34 — Valores de NMA para o grafico de VMAX (p=4, n=5) ......ccccveen.... 112
TABELA 35 — Valores de NMA para os graficos de VMAX e de [§|

(=4, n=5, P\, = P13= P12 =P =P2u=P3=0,5) ceieriiiiiiie e 112
TABELA 36 — Valores de NMA para os grificos de 7° e [S| e T°e VMAX

em uso SIMUltANeo (P =0,0).....ccceuriiriiiiiieiiiiiee e 120
TABELA 37 - Valores de NMA para os grificos de T° e [S| e T°e VMAX

em uso SIMUIANEO (P =0,5) ...ccceiieeiriiiieieeeiiieeee e 120
TABELA 38 — Influéncia do pardmetro L no desempenho do grafico MCMAX

( p=0,5; matriz de covariancias mudade X, para X,) ...cccccovuveenneen. 121
TABELA 39 — Valores de NMA - grificos simultdneos de 7° e |§| e grifico MCMAX
( p=0,0; matriz de covariancias mudade X, para X,) ...cccccevuveennen. 123
TABELA 40 — Valores de NMA - grificos simultaneos de 7° e |§| e grafico MCMAX
( p=0,5; matriz de covariancias mudade X, para X,) ...cccccevuveennnen. 123
TABELA 41~ Valores de NMA - graficos simultineos de T~ e |§| e grafico MCMAX
(p=0,7; matriz de covariancias muda de X, para X,) ....ccccccevueennee 124
TABELA 42 - Valores de NMA - gréficos simultaneos de T° e |§| e grafico MCMAX

(p=0,5; matriz de covariancias muda de X, para X, )....cccccecueeunee 124

TABELA 43 — Valores de Pv para o grafico de MCMAX (%) ..c.ccvvevveeeivennneanen. 125



TABELA 44 — Valores de NMA - gréficos simultneos de 7~ e [S| e grafico de R
(0=0,5; D =0,8; D1=1,0; LC=29,4) ....eereiaiiiiiiiieeeeieeceeeene 126

TABELA 45 — Valores de NMA - gréficos simultineos de T~ e |S| e grafico de R
(0=0,5; D =1,2; D1=0,75; LC=32,6) ..ccetrvemirrininiineeecneceeneeeenn. 126

TABELA 46 — Valores de NMA - gréficos simultneos de 7~ e [S| e grafico de R

(0 =0,7; D =2,0; D1=0,7; LC=45,75) c.eeecteiienieniieeeeeneeeeeieeene 127
TABELA 47 — Influéncia do parametro D no desempenho dos graficos de R

(D=0, 5) et 128
TABELA 48 — Influéncia do parametro D; no desempenho dos gréficos de R

(020, 5) e 129

TABELA 49 — Valores de Pv para os gréficos de R (%)
(0=0,5; D =1,2; D1=0,75; LC=32,6) .cccuveveirriariaeenicnieeeeeieeeene 130



PC
PCA

SUX
VMAX
EWMA

LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

Componentes principais

Andlise de componentes principais (do inglés, Principal Components
Analysis)

Simultdneos univariados de X

Miéxima variancia

Média mével ponderada exponencialmente (do inglés, Exponentially

Weighted Moving-Average)



LISTA DE SIMBOLOS

Variavel de interesse i

Média da variavel X,

Média da varidvel X, em controle

Vetor de médias do processo

Vetor de médias com o processo em controle

Vetor de médias do processo apds a ocorréncia da causa especial
Desvio-padrao da varidvel X,

Covariancia entre X, e X,

Variancia de X,

Coeficiente de correlagcao

Matriz de covariancias com o processo em controle

Estatistica de Hotelling com distribui¢dao de Qui-Quadrado
Deslocamento da média da varidvel X, em relac@o ao seu valor-alvo
Numero de varidveis do processo

Limite de controle

Probabilidade de alarme falso — erro do tipo I

Probabilidade de ndo-detec¢do — erro do tipo II

Raiz quadrada da soma dos quadrados dos deslocamentos das médias das

varidveis X,

Parametro de ndo-centralidade do grafico de controle de T
Média amostral

Erro total do tipo I



flz.2,) - Funcao densidade conjunta de uma distribui¢do normal bivariada com
correlacdo p

A - Autovalor
e, - Autovetor
LSC - Limite superior de controle
LIC - Limite inferior de controle
S| - Variancia amostral generalizada
) - Matriz de covariancias apds a ocorréncia da causa especial
X - Matriz de covariancias ap6s a ocorréncia da causa especial
X, - Matriz de covariancias ap0ds a ocorréncia da causa especial e com alteracdo
de p
a - Aumento do desvio-padrdao
/4 - Magnitude da perturbacio
’ . . ~ L ~ . .
P - Coeficiente de correlagdo apds a ocorréncia da causa especial
S? - Variancia de X,
n, - Tamanho de amostra no primeiro estdgio para os graficos de VMAX e de

S| com amostragem dupla
Tamanho da menor amostra para os graficos de VMAX e de |S| com

amostra de tamanho varidvel
n, - Tamanho de amostra no segundo estdgio para os graficos de VMAX e de
S| com amostragem dupla

Tamanho da maior amostra para os graficos de VMAX e de |S| com

amostra de tamanho variavel

n - Tamanho da amostra considerando os dois estdgios da amostragem
n - Nimero médio de itens inspecionados por amostragem
S?2 - Variancia amostral de X; no primeiro estdgio da amostragem

S? - Variancia amostral de X, no segundo estidgio da amostragem



VMAX,

VMAX,

LC,

LC,

Po

NMA

NMA,

Mixima variancia amostral no primeiro estagio
Miéxima variancia amostral no segundo estagio
Limite de adverténcia para o grafico de VMAX com amostragem dupla

Limite de controle do primeiro estigio para o grafico de VMAX com
amostragem dupla

Limite de controle para o grafico de VMAX com amostra de tamanho
varidvel quando a amostra de tamanho menor estd em uso

Limite de controle do segundo estdgio para o grafico de VMAX com
amostragem dupla

Limite de controle para o grafico de VMAX com amostra de tamanho
varidavel quando a amostra de tamanho maior estd em uso

Probabilidade de que a amostragem seja interrompida no primeiro estagio
Probabilidade condicional de um ponto cair na regido central dado que ele
ndo caiu na regido de acdo quando o grafico de VMAX com amostra de
tamanho varidvel estd em uso

Probabilidade de alarme falso no primeiro estigio

Probabilidade de alarme falso no segundo estigio

Probabilidade de alarme verdadeiro no primeiro estigio para o grafico de
VMAX com amostragem dupla

Probabilidade de alarme verdadeiro no segundo estdgio para o grafico de
VMAX com amostragem dupla

Probabilidade de alarme verdadeiro

Limite de adverténcia para o grafico de VMAX com amostra de tamanho
varidavel quando a amostra de tamanho menor estd em uso

Limite de adverténcia para o grafico de VMAX com amostra de tamanho
varidvel quando a amostra de tamanho maior estd em uso

Constante de amortecimento para os graficos de VMAX-EWMA e V-
EWMA

Estatistica do grafico de VMAX-EWMA

Vetor de probabilidades iniciais para o graifico VMAX-EWMA
Matriz de probabilidades de transicdo para o graifico VMAX-EWMA
Numero médio de amostras até o sinal

Numero médio de amostras até o sinal durante o periodo em controle



NMA

s

NMA

NA

2

Zl‘l

2
X o(phr)

NMA que mede o tempo necessdrio para se detectar uma causa especial
que esteja presente desde o inicio do monitoramento

NMA que mede o tempo necessdrio para se detectar uma causa especial
que ocorre apds um longo e indeterminado periodo de operacdo em
controle

Numero de amostras conformes entre ocorréncias de amostras nao-
conformes

Nuimero midximo de amostras entre amostras ndo-conformes para que se
tenha um alarme no grafico de controle de VMAX com regra especial de
decisao

Fator de abertura dos limites de controle

Fator de abertura do limite de controle LC,

Fator de abertura do limite de controle LC,

Matriz de probabilidades de transicdo

Matriz de probabilidades de transicdo dos estados transitorios

Vetor de probabilidades iniciais do gréfico de |S| com amostra de tamanho

variavel
Matriz identidade

Probabilidade de se retirar uma amostra de tamanho n,, calcular a
estatistica |S| e o valor obtido ser inferior ao limite LA,, ou seja, a proxima
amostra deve ser de tamanho

Probabilidade de se retirar uma amostra de tamanho 7, , calcular a
estatistica |S| e o valor obtido estar entre os limites LA, e LC,, ou seja, a
proxima amostra deve ser de tamanho n,

Distribuicdo de qui-quadrado com n graus de liberdade

- Distribui¢ao de qui-quadrado com n graus de liberdade e com o parametro

de ndo-centralidade dado por (p? /1-p’ ¥ .



SUMARIO

LISTA DE FIGURAS

LISTA DE TABELAS

LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

LISTA DE SIMBOLOS

1 INTRODUQGAO ......ooooioiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 22
1.1 CONSIDERACOES INICIAIS ......coovivimeeeieeeeeeeeeeeesrseeseee e eseenesneseneas 22
1.2 JUSTIFICATIVA E IMPORTANCIA.........coovovoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeesenid 26
1.3 OBJETIVOS ..ot 27
1.3.1 ODbjetivo Geral ............cccoooiiiiiiiiiieeiieeeee e 27
1.3.2  Objetivos ESPecificos.............ccccciiiiiiiiiiiiiiieieieeteee et 27
1.4 DELIMITACOES DO TRABALHO ........coooooveieeieeeeeeeseeeeseeeee s 27
1.5 CARATER INEDITO ........coooiiiieieeeeeeeeeeeeeeeeeseeeeesesss s eseeses s 28
1.6 ORGANIZACAO DO TEXTO ......ooioeeeeeeeeeeeeeeeeeeevee e 29
2 GRAFICOS DE CONTROLE.............ccoocovvimrimoereieeiereeeeeeeseeeeeseneen. 31
2.1  CONSIDERACOES INICIAIS ......coovivimiieeeeeeeeeeeeeeeesssees e 31
2.2 ALARMES NO GRAFICO DE CONTROLE ...........cccooovvviriereesesesrenans 32
2.3 DESEMPENHO DOS GRAFICOS DE CONTROLE..........ccccccevvvurverinnan, 34
2.4  GRAFICOS DE CONTROLE UNIVARIADOS.........ccocvvovvvrrririrerrnrnnnn. 36
2.5 GRAFICOS DE CONTROLE MULTIVARIADOS .......cc.cccvovveimirerrrrnnan 40
2.5.1 O Vetor de médias e a matriz de covariancias amostrais..................... 41

2.5.2 Estimacio de parametros: vetor de médias, matrizes de

covariancias e de correlaciao populacionais ...................c.ccooiniininne. 43
2.5.3 Distribuicao normal multivariada ...................ccoccoeiiiiiiiini . 45
2.5.4 Analise de componentes princCipais...................cccceeeiiiiiiiicieccie e, 46

2.6 GRAFICOS DE CONTROLE PARA O MONITORAMENTO
DO VETOR DE MEDIAS ... 49



2.7 GRAFICOS DE CONTROLE PARA O MONITORAMENTO

DA MATRIZ DE COVARIANCIAS.........ooviveeeeeieeeeeeeeeeeee e 52
3 DESCRICAO DO GRAFICO DE T*PADRAO E DOS

GRAFICOS PROPOSTOS PARA O MONITORAMENTO

DO VETOR DE MEDIAS DO PROCESSO ...........cocooiiniororeereereenn. 56
3.1 CONSIDERACOES INICIAIS .....ccccoooviieereeeeeeeeieeeeeeeeees e 56
3.2 GRAFICO DE CONTROLE DE 72 DE HOTELLING ...........ccccevurunnn... 56
3.3 GRAFICOS DE CONTROLE DE 72 BASEADOS

EM COMPONENTES PRINCIPAIS .........cocoiviuieeeeeeeeeeeeeeeeeseeeseeesenes 58
3.4 GRAFICOS DE X UNIVARIADOS PARA O MONITORAMENTO

DE PROCESSOS BIVARIADOS..........ooovovieieeeeeeeeeeeeeeeeeseee s 59
4  ANALISE DE DESEMPENHO DO GRAFICO DE T*PADRAO

E DOS GRAFICOS PROPOSTOS PARA O MONITORAMENTO

DO VETOR DE MEDIAS DO PROCESSO .......oocooviomioeeeeeeeeeeeeeeenn. 61
4.1  CONSIDERACOES INICIAIS ......c.coooivieieeeeceeeeeeeeeeeeeeeeee e, 61
42  PROPRIEDADES DOS GRAFICOS DE CONTROLE DE T

BASEADOS EM COMPONENTES PRINCIPAIS..........cccocoveeerrrerernnne. 61
4.3  ANALISE DE DESEMPENHO DOS GRAFICOS DE X

UNIVARIADOS PARA O MONITORAMENTO DE PROCESSOS

BIVARIADOS ....cooouoiieeiieeeeeieeeeeeeeeeeees e 68
5  DESCRICAO DOS GRAFICOS PROPOSTOS PARA O

MONITORAMENTO DA MATRIZ DE COVARIANCIAS

E DE ALGUNS ESQUEMAS CONCORRENTES. ............cccccooovnvernnne. 71
5.1 CONSIDERACOES INICIAIS ......ceooviieereeeeeeeeeeeeeeeeeee e 71
5.2 GRAFICOS DE CONTROLE PROPOSTOS - CASO BIVARIADO ......... 72
5.2.1 Grafico da maxima variancia (grafico de VMAX)...........cccceevvieeirennen. 72
5.2.2 Descricao do grafico de VMAX com amostragem dupla........................ 74

5.2.3 Descricao do grafico de VMAX com amostra de tamanho variavel...... 77



5.2.4 Grafico de EWMA baseado na estatisticade VMAX .........cccoeveeeeeeeeeee... 79

5.2.5 Grafico de VMAX com regra especial de decisao .................ccoccueuenneee. 81
5.3 ESQUEMAS CONCORRENTES — CASO BIVARIADO .......cccoeeveeeeennnnn. 84
5.3.1 Grifico da varidncia amostral generalizada|S| ..., 84

5.3.2 Grafico de |S| com amostragem dupla proposto por

Grigoryan e He (2005) .......c...oooiiiiiiieeee e 84

5.3.3 Grafico de |S| com amostra de tamanho variavel proposto por

Aparisi et al. (2000)........ooooiiiiiiiie e 86
534 Grafico V-EWMA ...t 90
54 GRAFICO DE VMAX — CASO MULTIVARIADO ...o.oooeeeeeeeeeeesnn. 92

5.5 GRAFICO DA VARIANCIA AMOSTRAL GENERALIZADA 8] -

CASO MULTIVARIADO ..o, 94
6  ANALISE DE DESEMPENHO DOS GRAFICOS PROPOSTOS
PARA O MONITORAMENTO DA MATRIZ DE COVARIANCIAS

E DE ALGUNS ESQUEMAS CONCORRENTES ..........cccooiiiiiine 95
6.1 CONSIDERACOES INICIAIS .....c.coouevieieeiieeeeeeeeieeeee e 95
6.2 DESEMPENHO DOS GRAFICOS PROPOSTOS - CASO BIVARIADO .96
6.2.1 Grafico de VMAX ..ottt 96
6.2.2 Desempenho do grafico de VMAX com amostragem dupla .................. 98
6.2.3 Desempenho do grafico de VMAX com amostra de tamanho

VATTAVEL ...cooiiiiiiiiiic ettt e 101

6.2.4 Desempenho do grafico de VMAX-EWMA ................cccoiiiiieiiiecieeen. 105
6.2.5 Desempenho do grafico de VMAX com regra especial de decisao ........ 108
6.3 DESEMPENHO DO GRAFICO DE VMAX - CASO

MULTIVARIADO ..ottt 110

7  DESCRICAO DOS GRAFICOS PROPOSTOS PARA O
MONITORAMENTO SIMULTANEOS DO VETOR DE MEDIAS E
DA MATRIZ DE COVARIANCIAS ..o, 113



7.1  CONSIDERACOES INICIAIS ......coouivieeeeeeeeieceeseeeeeieeee s, 113

7.2 GRAFICOS DE T2 E VMAX EM USO SIMULTANEO .......cccocvvuevnnan 114
7.3 GRAFICO DE MCMAX ......oooomiioeeeeieeeeeeeeeeeeeeeeeseseesesseseesaes s 115
7.3.1 Propriedades do grafico de MCMAX...........cccooovieeiiiecieeceeee e 116
7.4  GRAFICOS DE CONTROLE BASEADOS NA ESTATISTICA DE
QUI-QUADRADO NAO CENTRAL......ouoteeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 117

8 ANALISE DE DESEMPENHO DOS GRAFICOS DE CONTROLE
DESTINADOS AO MONITORAMENTO SIMULTANEO DO
VETOR DE MEDIAS E DA MATRIZ DE COVARIANCIAS

DE PROCESSOS BIVARIADOS ...........cocooiimiiiieeneeeeeeeeeee s 119
8.1 CONSIDERACOES INICIAIS .......oooovivioreeeeeeeeeeeeseeeieeeeeeeeeeeseseesseeseenns 119
8.2 DESEMPENHO DOS GRAFICOS DE 72 E VMAX ....cocoovvveeeeieeennna. 119
8.3 DESEMPENHO DO GRAFICO DE MCMAX ........ccccoovvvereereeeirsrsesnnnan. 121
8.4 DESEMPENHO DOS GRAFICOS DE R........ccccoovuiiuirieseeeeeeeeeeirsrsenenann. 125
9  CONCLUSOES E SUGESTOES PARA PESQUISAS FUTURAS......... 131
9.1  CONCLUSOES .......oeiitieeeeeeeeeee et eeee e 131
9.2 SUGESTOES PARA PESQUISAS FUTURAS ......coovviviiieeeeereeeerseennns 133
REFERENCIAS .....coooviiiiieieieeeeeeeeeeeeee e sssnessensan s 134

APENDICE A — Obtencdo do NMA para o grafico de VMAX — caso bivariado.... 146
APENDICE B - Obtencio do NMA para o grifico de VMAX com amostragem

APENDICE C - Obtencio do NMA para o grifico de VMAX — caso trivariado.... 150
APENDICE D - Obtengao da probabilidade p,de W, e/ou W,

exceder o limite de controle .........c..ccoceevieeieenienieniicniececeeee. 153
APENDICE E - Obtencio da probabilidade p,de R, e/ou R,

exceder 0 limite de CONIOLE .....oveeeeemeeeeeeeeeeee e 156



1 INTRODUCAO
1.1 CONSIDERACOES INICIAIS

O inicio formal do controle estatistico de processo se deu por volta de 1924, quando
Walter A. Shewhart desenvolveu e aplicou os graficos de controle na Bell Telephone
Laboratories (SHEWHART, 1931). No inicio, como era de se esperar, poucos
acreditaram no potencial desta nova técnica. Pouco a pouco, no entanto, os graficos de
controle ganharam a fama de serem ferramentas poderosas de monitoramento.

Quando o grafico de Shewhart estd em uso, amostras de tamanho fixo sdo retiradas
do processo em intervalos regulares. De acordo com os fundamentos estabelecidos por
Shewhart, sempre que um ponto é plotado na regido de acdo do gréfico, o responsavel
pelo processo deve iniciar uma investigacdo, visando encontrar causas especiais que
afetam a qualidade dos produtos, como por exemplo, um desgaste de ferramenta que
altera a dimensao dos eixos que estdo sendo manufaturados. Em geral, o desempenho dos
graficos de controle tem sido medido pelo nimero médio de amostras, NMA, que o
grafico de controle precisa para sinalizar uma alteracio no processo (COSTA;
EPPRECHT; CARPINETTI, 2005).

O grafico de Shewhart € uma ferramenta de monitoramento simples que nao
demanda recursos computacionais, portanto bastante oportuna para a época que surgiu.
As facilidades computacionais de hoje t€ém alimentado alteracdes a idéia original de
Shewhart. No caso do monitoramento de processos univariados, as estratégias que vém
sendo propostas, visando melhorar o desempenho dos graficos de controle, consistem em
variar os seus parametros de projeto (esquemas adaptativos), alterar o esquema de
amostragem e as regras de decisdo.

A idéia do esquema adaptativo consiste em variar os parametros de projeto dos
graficos de Shewhart (tamanho da amostra n, intervalo de tempo entre retirada de
amostras & e fator de abertura k dos limites de controle), entre um valor minimo ¢ um

maximo, com base nas informagdes obtidas apds a inspecdo da tltima amostra retirada do
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processo. Os esquemas adaptativos melhoram o desempenho dos grificos de controle,
quanto a sinalizacdo de desajustes no processo (ver Reynolds et al. (1988); Runger e
Pignatiello (1991); Reynolds e Arnold (1989); Runger e Montgomery (1993); Prabhu;
Runger e Keats (1993); Costa (1994, 1997, 1998, 1999, 1999a); Costa e De Magalhaes
(2006); De Magalhaes et al. (2001, 2002, 2006); De Magalhdes e Moura Neto (2005);
Epprecht e Costa (2001); Epprecht; Costa e Mendes (2003, 2005); Michel e Fogliatto
(2002)).

Uma segunda estratégia para melhorar o desempenho dos graficos de controle adota
esquemas alternativos de amostragem, tais como a amostragem dupla (DAUDIN, 1992)
ou a amostragem em dois estdgios (COSTA; RAHIM, 2004). Do mesmo modo que os
esquemas adaptativos, a amostragem dupla melhora o desempenho dos gréficos de
controle. Quando o grafico de X com amostragem dupla estd em uso, a amostragem &
realizada em dois estigios, sendo que as amostras de tamanho n sdo divididas em sub-
amostras de tamanho n, e n,, tal que n=n,+n,. Uma média amostral da sub-amostra de
tamanho n, distante do valor-alvo da média do processo, leva ao segundo estidgio da
amostragem, onde as n, unidades restantes sdo inspecionadas e a média amostral
considerando a amostra de tamanho »n € calculada e comparada com os limites de
controle.

De acordo com Costa e Rahim (2004, 2006), quando se tem um processo bastante
estavel, o monitoramento se torna moné6tono, pois raramente um valor amostral € plotado
fora dos limites de controle. A ado¢ao do grafico de controle tradicional, neste contexto,
tem como conseqii€éncia natural (e negativa) uma tendéncia do usudrio prestar cada vez
menos aten¢do aos procedimentos necessdrios a obtencdo dos valores das estatisticas
utilizadas no monitoramento. A média, a variancia e a amplitude amostral sdo exemplos
destas estatisticas. Ressalta-se que tal falta de atencdo pode levar ao uso indevido do
grifico de controle. Visando a minimizag¢do deste problema, Costa e Rahim (2004)
propuseram um esquema alternativo de amostragem, isto €, o esquema de amostragem em

dois estdgios. A amostragem em dois estdgios € um caso particular da amostragem dupla,
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onde n,=1. A grande vantagem da amostragem em dois estdgios € que, durante o periodo
em que o processo permanece isento de causas especiais, a amostragem na maioria das
vezes se reduz a inspecdo de um tnico item que, sendo feita por atributos, se torna mais
simples € menos mondtona.

Em uma terceira estratégia, a tomada de decisdes é diferente daquela baseada em um
unico ponto na regido de acdo do gréifico de controle. O gréafico de Shewhart sinaliza uma
deterioracdo do processo sempre que um ponto cai em sua regido de acdo.
Alternativamente, Wu e Spedding (2000) propuseram um grafico de controle com regra
especial de decisdo conhecido como Synthetic Control Chart. O Synthetic Control Chart
sinaliza somente quando um segundo ponto cai na regido de a¢do, e sob a condi¢do de que
o numero de amostras entre os dois pontos que cairam na regido de a¢do ndo seja superior
a um valor inteiro L. O Synthetic Control Chart tem sido objeto recente de pesquisa, ver
Wu e Spedding (2000, 2000a), Wu e Yeo (2001), Wu; Yeo e Spedding (2001), Calzada e
Scariano (2001), Davis e Woodall (2002), Machado e Costa (2005,2005a), Costa e Rahim
(2006a), Costa e Machado (2007) e Costa et al. (2008).

O aumento da complexidade e dos niveis de automacao dos processos industriais € a
crescente disponibilidade de suporte computacional t€ém alimentado o interesse pelo
monitoramento simultineo de vdrias caracteristicas de qualidade, também chamadas de
varidveis do processo (LOWRY; MONTGOMERY, 1995). Pouco a pouco as novas
estratégias de monitoramento, originalmente propostas para melhorar o desempenho dos
graficos de controle univariados, estdo sendo aplicadas ao monitoramento de processos
multivariados.

Desde que foi criado, o gréfico de controle T> (HOTELLING, 1947) passou a ser o
dispositivo estatistico mais utilizado no monitoramento do vetor de médias de duas ou
mais caracteristicas de qualidade correlacionadas. Lowry e Montgomery (1995) fazem
uma revisdo dos graficos de controle multivariados. Mason e Young (2002) discutem

exaustivamente as aplica¢des do gréfico de controle T>.
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O gréfico de controle 72 de Hotelling é andlogo ao grafico X de Shewhart, sendo
ambos pouco sensiveis a pequenas alteragdes no processo. Desta forma, métodos
estatisticos tais como o esquema CUSUM e o grifico de EWMA, ver Costa; Epprecht e
Carpinetti (2005), tém sido utilizados para o caso multivariado em que o vetor de médias
estd sujeito a pequenas alteracdes (ver Woodall e Ncube (1985); Crosier (1988);
Pignatiello e Runger (1990); Lowry et al. (1992); Lowry e Montgomery (1995); Prabhu e
Runger (1997); Qiu e Hawkins (2001)). A idéia de se variar os parametros dos graficos de
controle multivariados (graficos adaptativos multivariados), tais como o tamanho da
amostra e/ou o intervalo de tempo entre retiradas de amostras, tem sido explorada em
artigos recentes (ver Aparisi (1996), Aparisi e Haro (2001), Aparisi e Haro (2003), Chou;
Chen e Chen (2006)). A amostragem dupla para processos multivariados também tem
sido objeto de estudo ((GRIGORY AN; HE, 2005) e (HE; GRIGORY AN, 2005)).

Grigoryan (2003) estudou o caso dos graficos multivariados com amostragens
multiplas obtendo o NMA por meio de simulacdo. Alternativamente, Machado (2006) e
Costa e Machado (2007) obtiveram as propriedades dos gréaficos de controle bivariados
com amostragem dupla e com regra especial de decisdo por meio de desenvolvimentos
tedricos.

Assim como € importante monitorar o vetor de médias de um processo, € também
importante monitorar a sua matriz de covariancias £ (YEH et al., 2003, 2004, 2005;
SURTIHADI et al., 2004; GRIGORYAN e HE, 2005).

O primeiro grafico de controle utilizado no monitoramento da matriz de
covariancias X se baseou na estatistica obtida do teste da razdo de mdxima
verossimilhanga generalizada (ALT, 1985). Para o caso bivariado, Alt (1985) propos o

uso da variancia amostral generalizada |S| para controlar a matriz de covariancias X.

Aparisi et al. (1999) estenderam a aplicac¢do da estatistica |S| para o caso em que O

z

nimero de varidveis do processo sob monitoramento € maior do que dois (p>2) e,
considerando esta mesma estatistica, propuseram um grafico de controle bivariado com

amostra de tamanho varidvel (APARISI et al., 2001). Grigoryan e He (2005) propuseram
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o grifico de controle multivariado com amostragem dupla para o monitoramento da
matriz de covariancias. Uma revisdo recente de gréaficos de controle para o
monitoramento da matriz de covariancias foi elaborada por Yeh et al. (2006). Chang e
Zhang (2007) apresentaram uma metodologia para o monitoramento da variabilidade de
processos multivariados autocorrelacionados.

Artigos que tratam do monitoramento simultaneo do vetor de médias e da matriz de
covariancias sao poucos e recentes, ver Khoo (2005), Chen, Cheng e Xie (2005) e Zhang

e Chang (2008).
1.2 JUSTIFICATIVA E IMPORTANCIA

O avango computacional tem impulsionado o reprojeto dos gréficos de controle.
Neste contexto, tem se variado os parametros dos graficos de controle. Seus parametros
de projeto, em especial o tamanho das amostras, antes fixos, passaram a variar de maneira
inteligente, acelerando assim a deteccao de mudancgas no processo. Nesta mesma linha,
visando melhorar o desempenho dos gréficos de controle, novos esquemas de amostragem
e critérios de decisdo vém sendo propostos. Surgiu assim uma nova geracao dos graficos
de Shewhart. Em se tratando de processos univariados, a literatura sobre este tema é
bastante rica. Esta tem sido a linha de pesquisa de Costa (1994, 1997, 1998, 1999, 1999a),
Costa e Claro (2007), Costa e Machado (2003, 2003a, 2007, 2008, 2008a), Costa ¢ De
Magalhaes (2005, 2007), Costa e Rahim (2001, 2004, 2004a, 2006, 2006a) e Costa; De
Magalhdes e Epprecht (2008).

Os trabalhos voltados a processos multivariados sdo poucos e recentes - ver Bernard
(2001), Skinner (2002), Thomas (2002), Konrath (2002), Grigoryan (2003) e Testik
(2003) - e, em geral, a complexidade dos modelos tem levado ao uso de técnicas de
simulagdo para a obtencdo das propriedades dos grificos de controle. Por exemplo,
Grigoryan (2003) utilizou simulagdo para estudar o desempenho dos gréficos

multivariados com amostragens multiplas.
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Esta tese trata do monitoramento de processos multivariados. O foco principal do
presente trabalho se voltou para o monitoramento da matriz de covariancias. Este tema de
pesquisa € recente e estd em evidéncia (YEH et al., 2003, 2004, 2005; SURTIHADI et al.,
2004; GRIGORYAN e HE, 2005).

1.30OBJETIVOS
1.3.1 Objetivo Geral

Encontrar estatisticas de monitoramento mais eficientes que as de T* e da variincia

generalizada |S| na sinalizacdo de desajustes no vetor de médias e na matriz de

covariancias de processos multivariados.
1.3.2 Objetivos Especificos

1. Propor novas estatisticas para o monitoramento do vetor de médias e da matriz de
covariancias de processos multivariados.

2. Para as estatisticas do item (1) estudar o desempenho dos esquemas EWMA,
adaptativos, com amostragem dupla ou com regras especiais de decisao;

3. Comparar a eficiéncia dos graficos de controle estudados no item (2) com a

eficiéncia dos graficos multivariados tradicionais.

1.4 DELIMITACOES DO TRABALHO

Os resultados obtidos sdo validos apenas para o caso de processos que seguem uma
distribui¢do normal multivariada.
Além disso, os valores do vetor de médias e da matriz de covariancias sao supostos

conhecidos.
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1.5 CARATER INEDITO

Em relagdo aos graficos de controle destinados ao monitoramento do vetor de
médias, ndo hd na literatura consultada trabalhos que estudam o desempenho dos gréficos
de 7? baseados em componentes principais, ou dos graficos de controle univariados de X
em uso conjunto para o monitoramento de processos multivariados. Nesta tese estudou-se
o comportamento de tais graficos em relacdo a diferentes tipos de perturbacdes e
correlagdes.

Para o caso do monitoramento da matriz de covariancias, propde-se uma nova
estatistica de monitoramento baseada nas variancias amostrais, que ¢ muito mais simples
de se trabalhar se comparada com a estatistica tradicional utilizada no monitoramento da

matriz de covariancias, isto €, a estatistica da variancia generalizada |S| .

Em relacdo ao monitoramento simultineo do vetor de médias e da matriz de

covaridncias, propdem-se estatisticas alternativas as estatisticas de 77 e |S| .

Esta tese vem gerando vdrios artigos nacionais e internacionais. Vale salientar que,
até o momento, do total de 11 artigos submetidos, oito ja foram aceitos para publicacdo
(COSTA; MACHADO, 2008a, 2009; MACHADO; COSTA, 2008, 2008a; MACHADO;
DE MAGALHAES; COSTA, 2008; MACHADO; COSTA, 2008d; MACHADO;
COSTA; RAHIM, 2008; MACHADO; COSTA; MARINS, 2009) e os outros trés artigos
ainda se encontram em processo de revisio (MACHADO; COSTA, 2008e; COSTA;
MACHADO; CLARO, 2008; MACHADO; COSTA; CLARO, 2008).

Os artigos aceitos serdo publicados nas seguintes revistas internacionais (I) e
nacionais (N): International Journal of Production Economics, International Journal of
Advanced Manufacturing Technology, Pesquisa Operacional, Communications in
Statistics e Produgdo, que segundo a avaliacdo Qualis-Engenharia III da Capes, sdo

classificadas como A (I), A (I), B (I), B (I) e A (N), respectivamente.
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1.6 ORGANIZACAO DO TEXTO

A tese estd estruturada em nove capitulos. Neste primeiro capitulo foi apresentado
um breve histdrico sobre os graficos de controle, as justificativas para a escolha do tema,
os objetivos, as delimitagdes do trabalho, seu cardter inédito e a seguir descreve-se a
organizacao do texto.

O Capitulo 2 é dedicado aos grificos de controle univariados e multivariados,
apresentando de forma detalhada as pesquisas realizadas até o momento na drea de
controle estatistico de processo.

O Capitulo 3 é dedicado a descri¢do dos graficos de 7> baseados em componentes
principais e, dando continuidade ao estudo dos graficos de controle para o monitoramento
do vetor de médias, neste mesmo capitulo sdo apresentados os graficos univariados de X
para o monitoramento de processos multivariados.

Os principais resultados obtidos com a utilizagdo dos gréficos de 7> baseados em
componentes principais e dos graficos univariados de X se encontram no Capitulo 4.

O Capitulo 5 trata dos gréaficos de controle baseados na estatistica da maxima
variancia, VMAX, proposta para o monitoramento da matriz de covariancias de processos
multivariados.

No Capitulo 6 o desempenho dos graficos de controle propostos € comparado com o
dos esquemas concorrentes.

O Capitulo 7 trata dos gréficos de controle destinados a0 monitoramento simultaneo
do vetor de médias e da matriz de covariancias de processos bivariados.

No Capitulo 8 o desempenho dos graficos de controle propostos para o
monitoramento simultdneo do vetor de médias e da matriz de covariancias é comparado
com o dos graficos de 7° ¢ |S].

No Capitulo 9 estdo as conclusdes e sugestdes para futuras pesquisas.

No Apéndice A estd o desenvolvimento matemadtico necessdrio para a obtencdo do

NMA do grafico de VMAX para o caso de processos bivariados.
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O Apéndice B apresenta o desenvolvimento matemadtico necessdrio para a obtencao
do NMA do grifico de VMAX com amostragem dupla para o caso de processos
bivariados.

No Apéndice C estd o desenvolvimento matematico necessdrio para a obtencao do
NMA do grafico de VMAX para processos trivariados. Esse desenvolvimento pode ser
facilmente estendido para o caso em que p > 3.

O Apéndice D apresenta o desenvolvimento matemético necessdrio para a obtengao
do NMA do griafico de MCMAX, cujos pontos amostrais correspondem ao maior valor em
moédulo de quatro medidas das duas caracteristicas de qualidade sob monitoramento, isto
¢, as suas médias e variancias amostrais padronizadas.

No Apéndice E estd o desenvolvimento matemadtico necessdrio para a obtengdo do
NMA dos gréficos de controle baseados na estatistica de monitoramento proposta por

Costa e Rahim (2004a), denominados gréficos de R.
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2 GRAFICOS DE CONTROLE

2.1 CONSIDERACOES INICIAIS

Os gréficos de controle sdo dispositivos que operam em um estado de controle
estatistico (processo sob controle), contudo estdo sujeitos a causas especiais que O
desajustam.

O esquema de monitoramento de Shewhart (1931) para varidveis mensuraveis X,

consiste em se retirar, a intervalos de tempos regulares de comprimento 4,, amostras de
tamanho n,. Para cada amostra € determinado o valor de uma estatistica G adequada.

Entao estes valores sdo plotados em cartas onde estdo especificados limites de controle
(LIC é o limite inferior de controle e LSC é o limite superior de controle), cujo
espacamento em relacdo a linha central, LC, é estabelecido com base na variabilidade
natural das medidas de X de uma caracteristica de qualidade de produto estimada com o

processo em controle (vide Figura 1).

LSC

LIC

Numero da amostra

Figura 1: Grafico de controle
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As causas especiais alteram a distribui¢do da varidvel aleatéria X, tirando sua média
do valor-alvo e/ou aumentando a sua variabilidade (COSTA; EPPRECHT;
CARPINETTI, 2005). Maquinas ajustadas ou controladas de maneira inadequada, erros
do operador, ou matéria-prima defeituosa sao exemplos de causas especiais.

As causas especiais fazem com que os valores da estatistica G se afastem da linha
central do gréifico de controle. Deste modo, a presenca de uma causa especial € sinalizada
por um valor de G além dos limites de controle.

Neste capitulo serdo estudadas as propriedades dos gréaficos de controle de Shewhart
univariados e multivariados. Antes, porém, serdo definidos os riscos estatisticos inerentes
ao monitoramento de processos por meio de graficos de controle. As figuras da préxima

secdo foram adaptadas de Costa; Epprecht e Carpinetti (2005).

2.2 ALARMES NO GRAFICO DE CONTROLE

Considere o gréfico de controle das médias X . Quando o processo estdi em um
estado de controle estatistico, tem-se o risco & de um valor de X cair fora dos limites de
controle, sinalizando indevidamente uma causa especial (“‘alarme falso”). A Figura 2
retrata a ocorréncia de um alarme falso no grafico de X . Quando o processo estd fora de
controle, portanto sob a influéncia de uma causa especial, tem-se o risco fde um valor de
X cair dentro dos limites de controle, nio sinalizando assim a existéncia da causa

especial. A Figura 3 retrata a ocorréncia de um alarme verdadeiro no gréifico de X .
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X ~ N(t5:05) ~ N(1y:6, /)

7 Alarme falso
LSC = u, + ko, / \n

h=15min

LIC = p, — ko, / \n

1 1 1 1 1 1 |
15 30 45 60 75 90 105 Minutos

Figura 2: Grafico de X - ocorréncia de um alarme falso

X~ N(us;05) ~ Ny, + 800;00/\/5)|

Alarme verdadeiro

N M=y +60,
y
LM =, .// 60'0

LSC =y, +ko, /\Jn

LIC =y, — ko, I\n

1 1 A 1 A 1 1
15 30 45 60 75 90 Minutos

Figura 3: Grafico de X - ocorréncia de um alarme verdadeiro

A conseqiiéncia de ordem prética associada ao erro do tipo I (alarme falso) € de uma

intervencao no processo na hora errada, quando o mesmo estd isento de causas especiais
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(0 que em si j& acarreta um custo — de interrupcdo do processo, de mao-de-obra — além de
um risco de desajustar um processo que estava ajustado); e a conseqiiéncia de ordem
pratica associada ao erro do tipo II (“ndo-deteccdo”) € a ndo intervengdo no processo ha
hora certa, quando o mesmo estd sob a influéncia de causas especiais. Em geral, as causas
especiais comprometem a qualidade dos itens produzidos, portanto quanto antes forem

descobertas e eliminadas melhor.
2.3 DESEMPENHO DOS GRAFICOS DE CONTROLE

Com base na relacdo entre os custos de operacdo e a habilidade do dispositivo
estatistico em detectar causas especiais, pode-se determinar a melhor combinacdo dos
parametros dos graficos de controle, ou seja, o tamanho da amostra n, o intervalo de
tempo A entre retirada de amostras e o fator k de abertura dos limites de controle - ver
Costa; Epprecht e Carpinetti (2005).

O desempenho dos gréficos de controle é medido pelo nimero médio de amostras
at¢é o sinal (NMA), para intervalo de tempo fixo entre amostras. Esta medida de
desempenho, por sua vez, depende dos parametros de projeto do gréfico de controle n, h e
k. Os parametros de projeto influenciam de forma diferente no desempenho dos gréficos

de controle, nos riscos e Se no custo de inspegcdo (COSTA; MACHADO, 2003, 2003a).

Durante o periodo em controle 0 NMA=1/¢ e é denominado NMA, e, durante o

periodo fora de controle, NMA=1/p,, sendo p; = 1- . Quando um processo estd sob
controle, é desejdvel que o nimero médio de amostras retiradas do processo desde o
inicio do monitoramento até o sinal (NMA,) seja grande, de modo a garantir poucos
alarmes falsos. Quando um processo estd fora de controle, é desejavel que o nimero
médio de amostras retiradas desde a ocorréncia de uma causa especial até o sinal (NMA)
seja pequeno, de modo a garantir uma rapida detec¢do da causa especial. Para n=2 e
k=3,00, sdo necessdrias 17,81 amostras em média para detectar uma causa especial que

desloca a média do processo de um desvio-padrio (0=1).
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Por exemplo, no processo de empacotamento de leite, se o volume X de cada pacote

tem média u, de 1000 ml e desvio-padrdo o, de 10 ml, trata-se entdo de uma causa

especial que desloca a média para 990 ml ou 1010 ml. Se aumentarmos n para 5 o NMA
se reduz a 4,47 (ver detalhes em Costa; Epprecht e Carpinetti (2005)).

Desta forma, observa-se que o aumento do tamanho da amostra melhora o
desempenho do gréfico, ou seja, aumenta o poder em se detectar um desajuste do
processo. Conseqiientemente, o risco £ diminui. Porém, o custo de inspecéo se eleva com
o aumento do tamanho da amostra. O risco & independe de n.

Ja 0 aumento de k tem um impacto negativo sobre o desempenho dos graficos, pois
diminui o seu poder. Em contrapartida, reduz-se a incidéncia de alarmes falsos, ou seja, o
risco & diminui.

Quanto ao h, deve-se ter sempre em mente o seguinte: valores pequenos de h
implicam em custos elevados com amostragens € maior incidéncia de alarmes falsos.

Antes de se aprofundar na escolha dos valores dos parametros do grifico de controle
¢ preciso investigar se as condicdoes do processo a ser monitorado satisfazem as
suposicdes necessdrias para a utilizacdo do grafico, isto é, se as observagdes da
caracteristica de qualidade de interesse sdo independentes e normalmente distribuidas.

A suposi¢do mais importante relativa aos graficos de controle € a de independéncia
das observacoes, porque os graficos de controle convencionais ndo funcionam bem se a
caracteristica de qualidade apresenta niveis, ainda que baixos, de autocorrelagdo ao longo
do tempo. Especificamente, esses graficos de controle dardo resultados enganosos sob a
forma de demasiados alarmes falsos se os dados sdo autocorrelacionados
(MONTGOMERY, 2004). Este aspecto tem sido enfatizado por vérios autores, incluindo
Russo e Camargo (2004), Moreira e Echeveste (2004), Moreira e Caten (2004), Machado
(2005), Claro; Costa e Machado (2007) e Costa e Claro (2007).

Infelizmente, a suposi¢do de observacdes independentes nem sempre € satisfeita em

alguns processos de fabricacdo. Como exemplo podem-se citar processos quimicos em
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que medidas consecutivas de uma varidvel do processo, ou uma caracteristica do produto,
apresentam ndo raramente alto nivel de autocorrelagio (MONTGOMERY, 2004).

De fato, Shewhart ao criar os gréficos de controle, estava considerando industrias de
partes discretas, com nenhum ou quase nenhum grau de automac¢do. Em tais processos, a
condicdo de independéncia das observacdes geralmente € satisfeita. Hoje em dia, porém,
processos continuos e por batelada sdo extremamente freqiientes e, muitos desses
processos, raramente produzem observagdes independentes, de modo que ndao podem ser
monitorados pelos graficos convencionais. Este problema nio se restringe a processos
continuos e por bateladas: processos discretos altamente automatizados também
costumam produzir dados autocorrelacionados (COSTA; EPPRECHT; CARPINETTI,
2005).

Portanto, é importante antes de iniciar o monitoramento de um processo, identificar
se ele produz itens nos quais as observacdes da caracteristica de qualidade de interesse
sdo independentes ou autocorrelacionadas, pois um grifico de controle inadequado, que
produza alarmes falsos em excesso, acabard sendo descartado, ou pior, mantido apenas
para cumprir alguma exigéncia formal. Os alarmes sdo simplesmente ignorados pelo
pessoal envolvido com o processo.

Vale ressaltar também a importincia de se analisar a capacidade de um processo,
isto é, sua capacidade de produzir itens conformes, ou seja, de acordo com as
especificagdes do projeto. Essa capacidade depende dessas proprias especificagdes e da
variabilidade do processo; portanto, ela ndo estd apenas vinculada a presenca ou auséncia
de causas especiais, embora seja evidente que desajustes e/ou falta de estabilidade do
processo (provocados por causas especiais) reduzem sua capacidade e aumentam o

nimero de itens ndo conformes produzidos (COSTA; EPPRECHT; CARPINETTI, 2005).

2.4 GRAFICOS DE CONTROLE UNIVARIADOS

Os gréficos de controle t€m sido a principal ferramenta estatistica utilizada no

monitoramento de processos, gragas a sua simplicidade operacional. De acordo com os
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fundamentos de Shewhart, sempre que um ponto € plotado na regidao de acdo do grafico, o
responsavel pelo processo deve iniciar uma investigacdo, visando encontrar causas
especiais que afetam a qualidade dos produtos. Por exemplo, a ocorréncia de um desgaste
de ferramenta alterard o didmetro X dos eixos que estdao sendo manufaturados. Entretanto,
essa simplicidade torna o gréifico de controle lento na detec¢do de pequenas e moderadas
alteracdes nos parametros dos processos que estdo sendo monitorados, isto é, na média
e/ou na variancia da varidvel aleatéria X. Diante disso, ndo t€m sido poucas as propostas
de alteracdo a idéia original de Shewhart como, por exemplo, variar os parametros dos
graficos de controle, alterar o esquema de amostragem e as regras de decisdo (Wu e
Spedding (2000) e Machado e Costa (2005, 2005a)).

A idéia de variar os parametros dos graficos de controle univariados (graficos
adaptativos), tais como o tamanho de amostra e/ou o intervalo de tempo entre retirada de
amostras, tem sido bastante explorada. Reynolds et al. (1988), Reynolds e Arnold (1989),
Runger e Pignatiello (1991), Runger e Montgomery (1993) e Reynolds e Stoumbos
(2001) estudaram o caso em que o intervalo entre retirada de amostras € varidvel (VSI —
Variable Sampling Interval).

Quando os graficos de controle com intervalo varidvel de tempo entre retirada de
amostras estdo em uso a ocorréncia de uma observagdo na regido central do grafico ndo
levanta suspeitas de que o processo esteja desajustado; conseqiientemente, o
monitoramento € relaxado e um intervalo de tempo maior que o usual é adotado para a
retirada da préxima amostra. Por outro lado, a ocorréncia de uma observagao na regido de
adverténcia do grafico de controle levanta suspeita de que o processo se desajustou;
conseqiientemente, a proxima amostra € retirada o mais breve possivel visando confirmar
ou ndo tal suspeita. Mantendo a mesma freqiiéncia de inspecdo durante o periodo em que
o processo permanece ajustado, o griafico VSI demanda, em média, menos amostras para
sinalizar um desajuste. De forma andloga é possivel variar os demais parametros dos
gréficos de controle.

A 1déia do gréfico de controle com amostra de tamanho varidvel (VSS — Variable

Sample Size) foi introduzida por Prabhu; Runger e Keats (1993) e Costa (1994). Prabhu;
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Montgomery e Runger (1994) e Costa (1997, 1999) abordaram também o caso em que
tanto o tamanho de amostra como o intervalo entre retiradas de amostras sdo varidveis
(VSSI — Variable Sampling Size Interval). Costa (1998,1999a) estendeu o estudo do
grifico de controle VSSI e incluiu limites de agdo varidveis, sendo este grafico
denominado grafico de controle VP (Variable Parameters).

Assim como o esquema adaptativo, o grafico de controle com amostragem dupla
proposto por Daudin (1992), foi criado para atender a necessidade de se ter uma
ferramenta estatistica dgil na deteccdo de alteragdes nos parametros do processo. Quando
o grifico de controle X com amostragem dupla estd em uso a amostragem é realizada em
dois estdgios com amostras de tamanho n, sendo n=n,+n,. Se para a sub-amostra de
tamanho n, obtém-se um valor de X distante de M,, a amostragem vai para o segundo
estagio, onde as n, unidades restantes sao inspecionadas e a média amostral considerando
a amostra de tamanho n € calculada e comparada com os limites de controle. Caso
contrdrio, a amostragem € interrompida no primeiro estagio.

A amostragem em dois estdgios é um caso particular da amostragem dupla, onde
n,=1. Quando se tem um processo bastante estdvel, isto €, com média e varidncia que
permanecem longos periodos de tempo sem se alterarem, 0 monitoramento se torna
bastante mondtono, pois raramente um valor de Y, ou de R, cai fora dos limites de
controle. A conseqiiéncia natural é de o usudrio dar cada vez menos aten¢do aos passos
necessdrios para a obtencdo dos valores de X e de R. Esta falta de atencdo pode, em
alguns casos, levar a sérios enganos.

A amostragem em dois estdgios (COSTA; RAHIM, 2004, 2006) torna o
monitoramento mais simples € menos mondétono. No primeiro estidgio, um item da
amostra € inspecionado e seu valor de X € comparado com os limites do grifico de
Shewhart para observacdes individuais. Deste modo, se o ponto X cair dentro dos limites
de controle a amostragem € interrompida; caso contrdrio, segue-se para o segundo estagio,
quando entdo toda amostra é inspecionada e sua média X é agora comparada com 0s

limites do grafico de Shewhart para médias (podendo também ser calculada a sua
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amplitude R, para entdo ser comparada com os limites do grafico de Shewhart para as
amplitudes). Quando a amostragem em dois estdgios estd em uso, no primeiro estagio é
possivel trabalhar com atributos e, desta forma, reduzir o esfor¢co com inspecao.

O grifico de controle das médias méveis ponderadas exponencialmente (EWMA)
foi introduzido por Roberts (1959) com o objetivo de se ter uma ferramenta 4gil na
deteccdo de pequenas perturbagdes na média do processo. Desde entdo, o gréfico de
controle de EWMA vem sendo muito estudado (ver Lucas e Saccucci (1990), Saccucci e
Lucas (1990), Domangue e Patch (1991), Chen et al. (2001), Costa e Rahim (2006b)).

O gréfico de Shewhart sinaliza uma deterioracdo do processo quando um ponto cai
em sua regido de acdo. Alternativamente, Wu e Spedding (2000) propuseram um grafico
de controle com regra especial de decisdo conhecido como Synthetic Control Chart. O
Synthetic Control Chart sinaliza somente quando um segundo ponto cai na regido de
acdo, e sob a condi¢do de que o nimero de amostras entre os dois pontos que cairam na
regido de a¢c@o ndo seja superior a um valor inteiro L. O Synthetic Control Chart tem sido
objeto recente de pesquisa, ver Wu e Spedding (2000, 2000a), Wu e Yeo (2001), Wu;
Yeo e Spedding (2001), Calzada e Scariano (2001), Davis e Woodall (2002), Machado e
Costa (2005,2005a), Costa e Rahim (2006a) e Costa et al. (2008).

E comum o uso de dois gréficos de controle, um para o monitoramento da média do
processo e outro para o monitoramento da variabilidade, ver Costa (1993), Gan (1995),
Albin; Kang e Sheha (1997), Costa (1998 e 1999), Costa e Rahim (2000, 2001), Rahim e
Costa (2000), Costa e Rahim (2004) e Costa; Epprecht e Carpinetti, (2005). A principal
conclusdo que pode ser tirada de todos esses estudos é que graficos conjuntos nao sio
confidveis na identificagcdo do tipo de causa especial.

Na pratica, a velocidade com a qual os gréficos de controle detectam mudancas no
processo parece ser mais importante do que a habilidade destes em identificar o tipo de
mudanca. Deste modo, faz sentido considerar um tnico gréfico de controle, baseado em
uma Unica estatfstica, para o monitoramento simultineo da média e da varincia do

processo, ver Domangue e Patch (1991), Chen; Cheng e Xie (2001, 2004), Costa e Rahim
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(2004a, 2006), Costa e De Magalhaes (2005), Costa; Epprecht e Carpinetti (2005),
Barbosa; Machado e Costa (2005).

A combinagdo da regra de decisdo de dois pontos na regido de acdo e de uma
estatistica Uinica para o monitoramento da média e da variabilidade do processo tem sido
objeto de estudo de varios pesquisadores, ver Machado e Costa (2005,2005a). O objetivo
¢ monitorar o processo de forma a detectar qualquer causa especial que altere a sua média

u de y, para u, = u, * éo,, onde 8 #0, e/ou altere o seu desvio-padrdo o de o, para
o, =y0,, onde y>1. Sejam X, i=123,..,e j=12,..n as observacdes da varidvel X
organizadas em sub-grupos de tamanho n > I, com i indexando o numero do grupo. Seja
X;=(X, +..+X,)/n ai-ésima média amostral, e seja ¢, = X; -z, a diferenga entre a i-ésima

D, see 20

-D, see <0

média amostral e o valor alvo da média do processo. Entdo para ¢ :{ , tem-se

que:
R, = Z](XU —Hy +§1O-0)2’ i=12,..
=

onde D é uma constante positiva. Quando D=0, R, /(y0,)’ tem distribuicio de qui-
quadrado nao-central com n graus de liberdade e um pardmetro de ndo-centralidade
A, =nd%1y*, ou seja R, /(yo,)* ~ x2(4,), ver Chen; Cheng e Xie (2004). O uso da
estatistica de Qui-quadrado ndo-central para controlar a média e a variancia do processo
tem sido também objeto de estudo de Costa e Rahim (2004a, 2006, 2006a, 2006b), Costa
e De Magalhdes (2005, 2007), Machado e Costa (2005, 2005a), Barbosa; Machado e
Costa (2005) e Costa; De Magalhaes e Epprecht (2008).

2.5 GRAFICOS DE CONTROLE MULTIVARIADOS

Até agora foram discutidos os gréificos de controle univariados. Porém, o aumento
da complexidade e dos niveis de automacgdo dos processos industriais e a crescente
disponibilidade de suporte computacional, t€m aumentado o interesse pelo monitoramento
simultdneo de vdrias caracteristicas de qualidade, também chamadas de varidveis do

processo (LOWRY; MONTGOMERY, 1995). Pouco a pouco as novas estratégias de
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monitoramento para processos univariados estdo sendo estendidas ao monitoramento de
processos multivariados.

Antes de discutir as estratégias de monitoramento para processos multivariados, sao
apresentadas na secdo 2.5.1 algumas notacdes e definicdes de vetores aleatdrios, matrizes
de covaridncia e de correlacdo utilizados no controle estatistico de processos
multivariados. Na secdo 2.5.2 estdo as equagdes para estimacdo das matrizes de
covariancias e de correlagdo através de dados amostrais; na secdo 2.5.3 apresenta-se a
distribuicdo normal multivariada e na se¢do 2.5.4 estdo alguns conceitos relacionados a

técnica de andlise de componentes principais.

2.5.1 O vetor de médias e a matriz de covariancias amostrais

Seja X um vetor contendo p componentes, onde cada componente € uma varidvel
aleatdria, isto é, X; é uma variavel aleatéria onde i = 1, 2, ..., p. Entdo, X é chamado de

vetor aleatério e é denotado por:

O vetor transposto de vetor aleatério X € denotado por X' =[X, X, X,... X 1.

O vetor 4 = E(X)é chamado de vetor de médias do vetor X '=[X, X, X5.. X, 1,

sendo
EX) ] -
E(X,) M,
M,
p=EX)=| | |=
_E(Xp)_ - ﬂp_

onde x4, = E(X,)denota a média, ou esperanga, da varidvel aleatéria X;, i = 1, 2, ..., p.
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A variancia do i-ésimo componente do vetor X é denotada por Var(X,) = o} = o,

i i *

O desvio-padrdo € denotado por o, ou./o, e fornece a informagdo sobre a dispersdo dos

u

valores das varidveis X; em relacdo a g, isto €, indica se os valores de X; estdo proximos
ou distantes da média x,. Assim, valores grandes de o, indicam uma maior dispersdo de
valores de X; em relacdo a média ;.
A covariancia entre os valores da i-ésima e j-€sima varidveis do vetor X é definida
por:
Cov(X,;,X,) =0,; = E[(X;, — )X, — ;)] (2.1)
A covariancia serve para medir o grau de relacionamento linear entre duas varidveis
aleatdrias. De acordo com a expressao (2.1), quando os valores de X; acima (abaixo) da

média 4, tendem a estar associados aos valores de X; acima (abaixo) da média u;, a
covariancia o;tende a ser positiva. Portanto, a medida que a varidvel X; cresce (decresce)
numericamente, a varidvel X; também cresce (decresce) linearmente. Quando os valores
de X; acima da média x; tendem a estar associados com valores de Xj abaixo da média
U, ou vice-versa, a covariancia o tende a ser negativa. Neste caso, a medida que a
varidvel X; cresce (decresce) numericamente, a varidvel Xj decresce (cresce) linearmente.
Embora a covaridncia tenha informacdo sobre o relacionamento linear entre duas

variaveis, € dificil julgar se a relacdo € forte ou ndo, observando-se apenas os seus valores

numéricos uma vez que ndo se tem um valor de referéncia minimo ou méximo para

7z

comparagdo dos valores o;. Assim, uma medida mais util na pratica € a correlagao.

(MINGOTI, 2005).

E pratica comum apresentar os valores de o, em uma matriz chamada matriz de

covariancias. A matriz de variancias e covariancias do vetor aleatério X € denotada por:

0, Op oy,

O, Oypn - 62[1
COV(X):ZI’XP - : : ", :

(o} o (o}



43

8§ -2

A titulo de ilustracdio, a matriz ¥, , = [_ 5 TS

}representa a matriz de

covariancias de um vetor aleatério X’ = [X, X,], tal que o0,=0'= 8; 0,,=0;=5;
Op=0,=-2.

O coeficiente de correlacdo entre a i-€sima e j-ésima varidveis do vetor X € definido

por:
o, (o
— y _ U
Pj =
O-” O-ij O-iO-J
onde —1< p. <1,i=1,2,.., p. Acorrelagdo € uma medida mais adequada para avaliar

o grau de relacionamento linear entre duas varidveis aleatdrias do que a covariancia, pois
seus valores estdo sempre entre -1 e 1. Assim quanto mais proximo de 1, maior € o
relacionamento linear positivo entre as varidveis X; e X; e quanto mais proximo de -1,
maior o relacionamento linear negativo entre as varidveis. Uma correlagdo préxima de
zero € uma indicacdo numérica de um nao-relacionamento linear entre as varidveis em
questdo. Quando se t€ém muitas varidveis, o procedimento mais comum € apresentar 0s

valores de p, em uma matriz chamada de matriz de correlag@o.

2.5.2 Estimacdo de parametros: vetor de médias, matrizes de covariancias e de

correlacao populacionais

Na prética, as matrizes de covaridncias e de correlagdo tedricas precisam ser
estimadas através de dados amostrais. Assim, supondo que se dispde de uma amostra
aleatéria de tamanho n, onde, para cada elemento da amostra, tenha-se observado os
valores de p-varidveis aleatdrias de interesse, ou seja, t€m-se n vetores aleatdrios

independentes e identicamente distribuidos da forma:
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Xll X12 Xln

X X X
Xl — 21 X2 — .22 , , Xn — .211

Xpl XpZ Xpn

sendo que o primeiro indice indica a varidvel e o segundo o elemento amostral.

O vetor de médias u sera estimado pelo vetor de médias amostrais X definido por:

| 3]

Y:l[xl +X,+..X,]=
n

| ...

p

onde X; é a média amostral da i-ésima varidvel, i = 1, 2, ..., p. A matriz de covariancias

> ,,, serd estimada pela matriz de covariancias amostrais S, definida por:

11 S12 Slp
S21 Szz SZp

SPXI’ : : . .
Spl SP2 Spp

sendo S, = S, j # i e S, definidos respectivamente por:

¢ - E(Xil _ii)z

n—1
que € a variancia amostral da i-ésima varidvel,

i(Xil _Yixle _YJ')
S«- — =1

iy

n—1
que € a covariancia amostral entre a i-ésima e j-ésima varidveis. A matriz de correlacio

tedrica P, serd estimada pela matriz de correlagdo amostral R, , definida por:

Rll R12 Rlp

R21 Rzz R2]7
RP"P - : : : :

R R . R

pl p2 pp



45

i

S.S

i jj

onde R, , =

¢ o coeficiente de correlacdo amostral entre as i-ésima e j-ésima
varidveis, conhecido como coeficiente de correlagdo de Pearson (MINGOTI, 2005).
2.5.3 Distribuicao normal multivariada

A distribui¢ao normal multivariada € uma generalizacdo da normal univariada para o
caso no qual se trabalha com duas ou mais varidveis aleatérias simultaneamente. A

2

distribuicdo normal univariada com média x e varidncia o° tem densidade de

probabilidades dada por:

fu>=J%%ew{g[X;ﬂY}

No caso de um vetor aleatério de dimensdo p, ou seja, X' =[X, X, X,.. X | diz-se

que este vetor tem uma distribui¢do normal p-variada, e denota-se X ~ N (,u,Z pw), se a

funcdo densidade de probabilidade de X for dada por:

1 -1 =
f(‘xl’XZ""’xp):Wexp{?(x_ﬂ) 2 (x—ﬂ)}-

A quantidade (x — #) X 7'(x — ) é referida como a distdncia de Mahalanobis do
vetor x ao vetor de médias u. Ela também é denominada de distancia padronizada ou

distancia estatistica (MINGOTI, 2005).
Quando p = 2, tem-se a distribuicdo normal bivariada. Nesse caso, a funcio

densidade do vetor X’ = [X, X, ]é dada por:

—;ex _—lx— , x -
laes) = s el el 37—
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sendo p o coeficiente de correlagdo entre X, ¢ X5, - 1 < p < 1, [2| = o/0; (1 - p?).

Quando p=0, a fun¢io f(x,x,) é o produto de duas densidades normais

univariadas e, logo, as varidveis X; e X, sdo independentes, isto €,

f(xp xz) = g(x1)g(x2)

onde,
g(x) = —— exp _—1[x‘ — ﬂljz
(2r)o, 2 o,
>
) = o7 )

Portanto, no caso da distribuicdo normal bivariada, se X; e X, forem ndo

correlacionadas também serdo independentes (MINGOTI, 2005).

2.5.4 Analise de componentes principais

O objetivo principal da técnica de andlise de componentes principais (PCA —
Principal Components Analysis) é o de explicar a estrutura de variancia e covariancia de

um vetor aleatério, composto de p varidveis aleatérias X,,X,,...,X,, através da

o
construcdo de combinacdes lineares das varidveis originais. Estas combinagdes lineares
sdao chamadas de componentes principais e sdo ndo correlacionadas entre si. Se existem p
varidveis originais € possivel obter p componentes principais. No entanto, em geral
deseja-se obter reducdo do nimero de varidveis a serem avaliadas e interpretacdo das
combinagdes lineares construidas, ou seja, a informacao contida nas p varidveis originais
¢ substituida pela informagdo contida em k (k < p) componentes principais nao
correlacionadas (MINGOTI, 2005).

Considere as seguintes combinagdes lineares:

7
Y=e X=¢,X,+¢,X, +---+elep
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Y2=e'2X=621X1+622X2+---+e2po (2.2)

Y,=¢ X=¢,X +te,X,++e, X,

onde
Var(y,)=e/XZe, =4 i=12,....p (2.3)
Cov(Y.,Y,)=eZe, =0 ik=12,...,p (2.4)

sendo X a matriz de covaridncias do vetor aleatério X'=[X,,X,,....,X ] e (4:.¢,;), os
autovalores-autovetores de X, com 4, >4, >--->1,>0.
As componentes principais sdo aquelas combinagdes lineares V,,Y,,...,Y, ndo

correlacionadas entre si cujas variancias em (2.3) sdo as maiores possiveis. Desta forma, o
sistema de variabilidade do vetor aleatério composto das p varidveis originais é
aproximado pelo sistema de variabilidade do vetor aleatério que contém as kK componentes
principais. A qualidade da aproximac¢do depende do nimero de componentes mantidas no
sistema e pode ser medida através da avaliacdo da propor¢do de variancia total explicada
por elas (MINGOTI, 2005).

Suponha que X € um vetor normal p com média e matriz de covariincias dadas por
np e X, respectivamente, ou seja, N, (n, ). A densidade de X é constante no elipséide

centrado em p

4

(x—p) T (x—p)=¢’ (2.5)
o qual tem eixos iguais a * C\/Ze,-, i=12,...,p, sendo
2 -1 1 ’ 2 1 ’ 2 1 (/ )2
2=x'Y"'x=—(e/x) +/1—(e2x) +oet—le) X (2.6)

2 4

onde eix,e’zx,...,e’px sdo as componentes principais de x (Johnson e Wichern (2002)).

S _ ’ _ 4 _ ’ t
ey =€X,y, =€)X,...,y, =€ X tem-se
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=g O+ OO )

Desta forma, a distAncia estatistica (¢*) pode ser expressa em funcdo dos valores de
X (expressao (2.6)) ou em funcao dos valores de Y (expressao (2.7)).

Quando o objetivo é a reducdo de dimensionalidade, é necessédrio estabelecer
critérios para escolher o nimero k de componentes principais. Os critérios mais utilizados,

segundo Mingoti (2005), sdo:

1) Escolher k de maneira que f/li > O,9Zp‘,/1 ;-
i=1 j=1

A,

J

M~

2) Escolher k de maneira que A >4 ,onded ==
P

ei=12,....k.

3) Plotar A, em funcdo de i, i=12,...,k, e selecionar o dltimo valor de k antes do

“cotovelo” da curva. No exemplo ilustrado na Figura 4, k = 2.

2,0

1,0

0 » (i)

Figura 4 - Gréfico scree-plot (k= 2)

Entretanto, em se tratando do uso de gréficos de controle baseados em componentes
principais, um critério interessante € investigar o desempenho do grifico de controle em

funcdo de k.
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2.6 GRAFICOS DE CONTROLE PARA O MONITORAMENTO DO VETOR DE
MEDIAS

Desde que foi criado, o grafico de controle baseado na estatistica 7> para o
monitoramento de processos multivariados (HOTELLING, 1947) passou a ser o
dispositivo estatistico mais usual no monitoramento do vetor de médias de duas ou mais
caracteristicas de qualidade.

O grifico de controle T* é utilizado no monitoramento simultaneo de p varidveis de

interesse. Quando o vetor das médias e a matriz de covariancias, g, € 2,, de um

processo p-variado distribuido normalmente sdo conhecidos, a estatistica T de Hotelling

para a i-ésima amostra € dada por:

T2 =n(X: - p,) T3 (X - 1),

onde n é o tamanho da i-ésima amostra ¢ X; € o vetor das médias amostrais dos p

parAmetros para a amostra i. Quando o processo estd sob controle, 7> segue uma

distribui¢do de qui-quadrado com p graus de liberdade.

Quando o vetor das médias e a matriz de covariancias sao desconhecidos, costuma-

se utilizar os estimadores /1, e X, baseados em m amostras:

onde X,e S, sdo respectivamente o vetor das médias da amostra e a matriz de

covariancias da i-ésima amostra aleatdria e independente de uma distribuicao normal p-

variada com vetor das médias u, e matriz de covaridncias Y ,. Assim, a estatistica

utilizada no monitoramento do processo para o caso em que 0os parametros sdo estimados,

¢ dada por:

’

T’ = ”(Y' - ﬂo) z(_)l(Yi - :ao)’
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neste caso, 7,” segue uma distribui¢io F ndo-central. Champ, Jones-Farmer e Rigdon

(2005) estudaram as propriedades do grafico de controle 72quando os pardmetros sdo
estimados.

O gréfico de controle T?de Hotelling é andlogo ao grifico X de Shewhart, sendo
ambos pouco sensiveis a deslocamentos pequenos e moderados no vetor das médias.
Desta forma, métodos estatisticos univariados tais como, o esquema CUSUM e o grafico
de EWMA, ver Costa; Epprecht e Carpinetti (2005), tém sido estendidos para o caso
multivariado em que o vetor de médias estd sujeito a pequenas alteracdes (ver Woodall e
Ncube (1985); Crosier (1988); Pignatiello e Runger (1990); Lowry et al. (1992); Lowry e
Montgomery (1995); Prabhu e Runger (1997); Qiu e Hawkins (2001); Runger et al.
(1999)).

A idéia de variar os parametros dos graficos de controle multivariados (gréaficos
adaptativos multivariados), tais como o tamanho da amostra e o intervalo de tempo entre
retiradas de amostras, tem sido explorada em artigos recentes (Aparisi (1996), Aparisi e
Haro (2001), Aparisi e Haro (2003), Chou; Chen e Chen (2006)).

A adoc¢do da amostragem dupla para o caso de processos multivariados tem sido
estudada por Grigoryan (2003), Grigoryan e He (2005) e He e Grigoryan (2005). Eles
estudaram o caso dos graficos multivariados com amostragens multiplas obtendo o NMA
por meio de simulacdo. Alternativamente Machado (2006), Machado e Costa (2006,
2006a), Costa e Machado (2007, 2008) desenvolveram expressdes analiticas para a
obtenc¢do do NMA de gréficos de controle bivariados com amostragem dupla.

Uma dificuldade encontrada ao se lidar com qualquer gréifico de controle
multivariado € a interpretacdo pratica de um sinal de fora de controle. Especificamente,
ndo se sabe ao certo qual das k varidveis (ou qual subconjunto delas) € responsavel pelo
sinal. A prética padrio consiste em plotar grificos X univariados para as varidveis

X, X, X,...X,. Woodall e Ncube (1985) e Pignatiello € Runger (1990) sugeriram o uso

de griaficos CUSUMs univariados para cada caracteristica de qualidade. Serel et al. (2000)
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utilizaram grificos X univariados para controlar cada caracteristica de qualidade de um
processo normal multivariado sob uma perspectiva econdmica.

Mason e Young (2002) discutem como o método da decomposi¢do ortogonal pode
auxiliar na interpretacdo de um sinal no grafico 7>. Thomas (2002) estendeu os estudos
realizados por Mason et al. (1995) sobre a decomposi¢do da estatistica 7>de Hotelling
para identificacdo das varidveis fora de controle quando em uso um esquema de
monitoramento multivariado. Konrath (2002) estudou o grafico de controle multivariado
T*de Hotelling, decompondo a estatistica 7> por meio de um algoritmo computacional,
também baseado na abordagem proposta por Mason et al. (1995).

Jackson (1980) sugeriu o uso dos gréaficos de controle de 7> baseados em
componentes principais. Schall e Chandra (1987) apresentaram um método baseado nas
propriedades das componentes principais e da andlise de regressdo multivariada para
prever causas de variagdo. Souza e Rigdo (2005) apresentaram procedimentos para
identificar as varidveis responsdveis pela instabilidade do processo. Eles utilizaram,
inicialmente, o grifico de T* para verificar o estado do processo. Quando o processo é
considerado fora de controle, outra investigacdo é realizada. Para varidveis fracamente
correlacionadas, um grafico de X com limites de Bonferroni € utilizado e, para varidveis
fortemente correlacionadas, considera-se um grafico de X baseado em componentes
principais.

Antes de se utilizar um esquema de monitoramento multivariado deve-se investigar
se os vetores de observacdes sdo independentes, assim como para o caso univariado. As
observacdes de um processo multivariado sdo p-dimensional e as componentes sdo, em
geral, autocorrelacionadas. Para o caso univariado, uma abordagem que se tem revelado
util quando se lida com dados autocorrelacionados consiste em modelar diretamente a
estrutura correlacional com um modelo apropriado de série temporal, usar esse modelo
para remover a autocorrelagdo dos dados e aplicar grificos de controle aos residuos

(MONTGOMERY; MASTRANGELO, 1991 e LU; REYNOLDS, 1999).
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Sao poucos, até o0 momento, os esquemas de monitoramento existentes para 0 caso
multivariado quando as observacdes do processo sdo autocorrelacionadas. Kalgonda e
Kulkarni (2004) propdem um esquema para o monitoramento da média de um processo
multivariado autocorrelacionado. Eles consideram que as observacdes do processo
seguem um modelo de série temporal vetorial de primeira ordem estaciondrio, VAR (1), e
investigam o desempenho do esquema de monitoramento proposto em diagnosticar o

sinal.

2.7 GRAFICOS DE CONTROLE PARA O MONITORAMENTO DA MATRIZ DE
COVARIANCIAS

Assim como € importante monitorar o vetor de médias de um processo, ¢ também
importante monitorar a sua matriz de covariancias X (YEH et al., 2003, 2004, 2005;
SURTIHADI et al., 2004; GRIGORYAN e HE, 2005).

O primeiro grafico de controle utilizado no monitoramento da matriz de
covaridancias X se baseou na estatistica obtida do teste da razdo de méaxima

verossimilhanca generalizada (ALT, 1985):

A =-pn+ pnlnn—nln{%}+tr(ﬁgl -S) (2.8)
0

onde S € a matriz de covariancias,

N

N N

pl p2 rp |

sendo s, a varidncia amostral da i-ésima varidvel e s; a correlagdo amostral entre a i-

ésima e a j-ésima varidveis. |S| ¢ o determinante da matriz S e (S) € o traco da matriz S

(a soma dos elementos da diagonal).
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Quando o processo esta sob controle, isto é X=X, A, € assintoticamente distribuido
como uma qui-quadrado com p(p +1)/2 graus de liberdade.
Para o caso bivariado, Alt (1985) propds o uso da varidncia amostral generalizada

|S| para controlar a matriz de covariancias X. S € a matriz de covariancias amostral
Sz{sn 512} .
Si2 S22
) 2-(n-1)-8|
Quando o processo estd sob controle,

x |1/2 tem distribuicdo de qui-
0

quadrado com 2n—4 graus de liberdade (ALT (1985)).

E importante salientar que os testes estatisticos para igualdade de matrizes de
covariancias foram propostos bem antes de serem utilizados no monitoramento de
processos. Em Anderson (2003), os leitores interessados encontrardo detalhes destes
testes.

Tang e Barnett (1996) apresentaram procedimentos para o monitoramento da
dispersdo de processos normais bivariados baseados em dados subgrupados. Eles deram
atencdo especial para as situagdes onde informacdes a priori sobre X ndo estdo
disponiveis, como ocorre freqiientemente em corridas de produgdo curtas. Entretanto,
uma abordagem alternativa foi também proposta para os casos em que X é especificada
ou assumida como conhecida, a qual envolve a decomposi¢do da matriz de covariancias e
utiliza componentes independentes resultantes. Tang e Barnett (1996a) compararam as
técnicas propostas por Tang e Barnett (1996) com vérias técnicas concorrentes. Por meio
de simula¢des, mostraram que as técnicas propostas sdo mais eficientes do que as ja
existentes em detectar alteracdes na matriz de covariancias em diversas situagdes.

Aparisi et al. (1999) estenderam a aplicag¢do da estatistica |S| para o caso em que O
nimero de varidveis do processo sob monitoramento € maior do que dois (p>2) e,

considerando esta mesma estatistica, propuseram um grafico de controle bivariado com

amostra de tamanho variavel (APARISI et al., 2001).
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Yeh et al. (2003, 2004, 2005) estudaram os graficos de controle de EWMA
destinados ao monitoramento da matriz de covariancias de processos multivariados. Yeh
et al. (2003) propuseram um grifico, denominado V-EWMA, projetado para detectar
pequenas perturbacdes na variabilidade de caracteristicas de qualidade multivariadas
correlacionadas. Através de exemplos e simulacdes, eles verificaram que o grafico
proposto € superior ao grifico de IS|I na deteccdo de pequenas perturbacdes na
variabilidade do processo. Em Yeh et al. (2004, 2005) o monitoramento foi baseado em
observacdes individuais. Em todos esses trabalhos utilizaram-se técnicas de simulagdo
para obter as propriedades dos graficos de controle.

Grigoryan e He (2005) propuseram o grifico de controle multivariado com
amostragem dupla para o monitoramento da matriz de covariincias. Eles obtiveram as
propriedades do grafico proposto por meio de simulacdes. Uma revisdao recente de
grificos de controle para o monitoramento da matriz de covariincias foi elaborada por
Yeh et al. (2006).

Garcia-Diaz (2007) propds um grafico de controle multivariado baseado na raiz p da

variancia amostral generalizada ‘S para monitorar a matriz de covariincias de

|
processos com dados faltantes. A este grafico deram o nome de gréifico de controle da
variancia eficaz. Como dados faltantes sdo problemas freqiientes na manufatura, o grifico
da variancia eficaz parece ser uma ferramenta de monitoramento bastante interessante.

Chang e Zhang (2007) introduziram uma metodologia para o monitoramento da
variabilidade de processos multivariados com observagdes autocorrelacionadas, adotando
um grafico de EWMA multivariado. Para filtrar a autocorrelagdo, eles consideraram um
modelo linear dindmico multivariado (DLM) ao invés dos modelos de séries temporais
cléssicos, tais como os modelos ARIMA (do inglés, autoregressive integrated moving
average).

Artigos que tratam do monitoramento simultidneo do vetor de médias e da matriz de

covariancias sdo poucos e recentes.
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Khoo (2005) propds um grafico de controle baseado nas estatisticas de 7° e de IS
para o monitoramento de processos bivariados. A habilidade do griafico proposto em
sinalizar alteragdes no vetor de médias e/ou na matriz de covariancias foi avaliada por
meio de simulagdes. Os resultados obtidos ndo s@o animadores, pois o dispositivo é por
demais lento na sinaliza¢cdo de desajustes do processo.

Chen et al. (2005) propuseram um grafico de EWMA que é mais eficiente que os
graficos conjuntos de 7° e IS| na sinalizagdo de pequenas mudangas no processo.

Zhang e Chang (2008) propuseram dois graficos de EWMA baseados em
observacdes individuais que sdo capazes ndo sO de detectar alteragdes no processo, mas
também diagnosticar, com um bom indice de acerto, o tipo de alteracao, se apenas no
vetor de médias ou apenas na matriz de covariincias, ou em ambos. A performance destes
graficos ndo foram comparadas com a performance dos graficos conjuntos de 77 e ISI.

De acordo com a literatura consultada, muitas estratégias utilizadas para melhorar o
desempenho dos gréficos para o caso univariado foram também propostas para o caso
multivariado, com excecao dos graficos com regras especiais de decisdo que s6 foram
desenvolvidos para o caso univariado. Com base na pesquisa bibliografica efetuada ndo se
tem conhecimento de outro trabalho similar ao de Costa e Machado (2007), que tratou de
um gréfico de controle com regra especial de decisdo e amostragens em dois estadgios para
o monitoramento do vetor de médias de processos bivariados.

No préximo capitulo serdo detalhados os graficos de controle utilizados no

monitoramento do vetor de médias.
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3 DESCRICAO DO GRAFICO DE 7> PADRAO E DOS GRAFICOS
PROPOSTOS PARA O MONITORAMENTO DO VETOR DE MEDIAS DO
PROCESSO !

3.1 CONSIDERACOES INICIAIS

Este capitulo se dedica a descricdo dos graficos de controle propostos para o
monitoramento do vetor de médias de processos multivariados. Sdo eles: gréfico de T
baseado em componentes principais (grafico de PC) e os grificos simultaneos de X
univariados (graficos SU X ), ver Machado e Costa (2008).

Antes disso, descreve-se o grafico de T7 tradicional com o qual os graficos

multivariados propostos concorrem.
3.2 GRAFICO DE CONTROLE DE T* DE HOTELLING

O grafico de controle baseado na estatistica 7> para o monitoramento de processos
multivariados foi criado por Hotelling (1947). Semelhante ao gréfico de X , o grafico de
T* é pouco sensivel a deslocamentos pequenos a moderados dos pardmetros do processo.

A Figura 5 apresenta o grafico de 7> de Hotelling.

! Extratos deste capitulo foram aceitos para publicacio na Revista Pesquisa Operacional, artigo intitulado “The use
of principal components and univariate charts to control multivariate processes'', dos autores Machado e Costa
(2008).
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v
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Numero da amostra (i)

Figura 5: Gréfico de controle T de Hotelling

A estatistica T? tem distribui¢do de qui-quadrado, 7> ~ ;(1,2 . Portanto:
2
LC =%,,.

onde a € a probabilidade de alarme falso e p é o nimero de varidveis sendo monitoradas.
Os estudos que seguem neste € no proximo capitulo se restringem aos casos bivariados e
trivariados, isto é, p=2 e 3, respectivamente.

Durante o periodo em controle o nimero médio de amostras até o sinal €

denominado NMA, e € igual ao inverso de «, isto €, NMA,=1/c. Durante o periodo fora

de controle, a causa especial gera alteracdes de magnitude d nos pardmetros do processo,

sendo d =\/(ll—llo) >'(u-n,), onde p é o vetor de médias das p caracteristicas de

qualidade apds a ocorréncia da causa especial. Apds a ocorréncia da causa especial, T,
tem distribuicio de qui-quadrado ndo-central com parametro de nao-centralidade
A, =nd*, sendo n o tamanho da amostra, isto é, T,” ~ 7, (4,), ver Aparisi (1996).

O NMA ¢€ dado por:

1

NMA = ——
1-p

(3.1)

onde = Pr(y*(4,)<LC).
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3.3 GRAFICOS DE CONTROLE DE T? BASEADOS EM COMPONENTES
PRINCIPAIS

Esta secdo se dedica a descricdo dos graficos de controle de T* baseados em
componentes principais, empregados para o monitoramento de duas ou trés caracteristicas
de qualidade.

Quando p=2, assume-se que as varidveis originais t€ém uma distribui¢io normal

bivariada com o vetor de médias e a matriz de covariincias dados respectivamente por

O-l 1 0-12

u':u;:(O;O)e EO:( j Com o processo em controle, assume-se que
0-2] 0-22

0, =0, =1.
Quando p=3, as varidveis originais tétm uma distribuicio normal trivariada com o
vetor de médias e a matriz de covariincias dados, respectivamente por p’ =p, =(0;0;0) e
all 0-12 013

X,=|0, 0, 0, |. Como processoem controle, assume-se que o,, =0C,, =0, =1 .

o, 0, O
Apo6s a ocorréncia da causa especial, o vetor de médias p do processo se altera de
n,=(0,0) para p|=(u, +60,;:u,+560,) se p=2 e de pn,=(0,0,0)para
W = (g, + 6,0, 1y, + 6,0, fy, +6,0,) se p=3.
Os graficos a serem comparados com o grafico de 7> de Hotelling sdo: o gréfico de
T? baseado na primeira componente principal (grafico de PC1), na segunda componente
principal (grafico de PC2), na terceira componente principal (grafico de PC3), na primeira
e na segunda componentes principais (grafico de PC12), na primeira e na terceira
componentes principais (grafico de PC13), na segunda e na terceira componentes
principais (grafico de PC23).

2

O limite de controle (LC) para diferentes valores de p € dado por LC=y,,,

lembrando que p € o ndmero de varidveis consideradas para obter a estatistica de T’ e a €

o erro do tipo L.
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34 GRAFICOS DE X UNIVARIADOS PARA O MONITORAMENTO DE
PROCESSOS BIVARIADOS

Como um exemplo de como controlar diferentes varidveis com gréficos de X,
considere duas caracteristicas de qualidade, representadas pelas varidveis normalmente

distribuidas X, e X,. Primeiramente considere o caso em que as duas caracteristicas sao

independentes e monitoradas separadamente por dois grificos de X univariados com
limites de controle de 3 desvios-padrdo. Cada ponto amostral tem uma probabilidade do
erro do tipo I igual a 0,0027 (ou seja, @=0,0027) de exceder os limites de controle de 3
desvios-padrdo. A probabilidade de que as médias amostrais estejam dentro dos limites
quando o processo estd em controle € igual a (1-0,0027)(1-0,0027). Entao a probabilidade
do erro total do tipo I (denotada por «’) para este caso € dada por o' = 1-(1-0,0027)(1-
0,0027)=1-0,994607=0,005393. No caso de p caracteristicas de qualidade estatisticamente

independentes a probabilidade do erro total do tipo I serd dada por,

a=1-(l-a)". (3.2)

Caso se deseje manter controlada a probabilidade do erro do tipo I para um processo
p-variado com varidveis aleatérias independentes, a equacao (3.2) pode ser utilizada para
calcular a probabilidade do erro do tipo I de cada grifico (MONTGOMERY, 2004).
Conseqiientemente, obtém-se o coeficiente de abertura dos limites de controle de cada
grafico.

Se as varidveis sdo dependentes, que € o caso mais comum, a obtencao dos limites
de controle de cada grafico deixa de ser trivial. Para  simplificar, considere o caso
bivariado em que as varidveis seguem uma distribuicdo normal onde, com o processo em
controle, o vetor de médias é dado por p|, = (4,,. 4, )€ a matriz de covariancias é dada por

ZO :[O-ll po—lo-Z

, sendo o coeficiente de correlacdo entre as variaveis X, e
1
po,0, o,
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X,. Se graficos de X univariados sdo utilizados para controlar cada caracteristica de

qualidade, entdo @ sera dado por:

, X1 — iy, X2 =
a=1-Prl-a<—F——=<an—-a<———<a
( o,/\n o,/n
=1-P(-a<Z <an-a<Z,<a) (3.3)

=1- J..[f(z1’z2 )dzldzz

onde n € o tamanho da amostra € f(z,z,) € a fun¢do densidade conjunta de uma

distribui¢do normal bivariada com correlagiao p.
Entdo os limites de controle sio dados por u, +aoc,/n para X e py, *ao,/\n

para X.. Por exemplo, utilizando a expressio (3.3), se as varidveis X, e X, sdo ndo
correlacionadas ( p= 0), @=3,2005. Por outro lado, se X, e X, sdo correlacionadas (p=
0.7), a=3,1828.

Neste trabalho estudou-se o uso simultdneo de dois grificos de X univariados
(graficos SU X ) para controlar processos bivariados. Alternativamente, considerou-se
também o uso de dois gréficos simultidneos univariados baseados em componentes
principais (graficos de PC). A sub-rotina para calcular os limites de controle e o poder
conjunto dos graficos SU X ¢ baseada no algoritmo de Serel et al. (2000). O limite de

controle para cada um dos graficos de PC é dado por LC = ;(;a, ondep=1e a € o erro

do tipo I para cada grifico dado pela expressdo (3.2). Por exemplo, considerando um erro
tipo I total &” de 0,005, tem-se que o limite de controle para cada um dos gréficos de PC é
dado por LC = 27 o005 -

No préximo capitulo faz-se uma comparagdo de desempenho entre o grafico de 72

padrdo e os graficos propostos.
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4 ANALISE DE DESEMPENHO DO GRAFICO DE 1? PADRAO E DOS
GRAFICOS PROPOSTOS PARA O MONITORAMENTO DO VETOR DE
MEDIAS DO PROCESSO

4.1 CONSIDERACOES INICIAIS

Neste capitulo sdo feitas comparagdes entre o desempenho do grifico de T* baseado
em componentes principais para 0 monitoramento de processos bivariados e trivariados e
dos grificos de X univariados para o monitoramento de processos bivariados com o
desempenho do grifico de T* tradicional. A compara¢do de desempenho dos esquemas é
feita pelo NMA, sob iguais taxas de alarmes falsos. Adota-se NMA,=200,0, ou seja,

a=0,005.

42 DESEMPENHO DO GRAFICO DE CONTROLE DE 7° BASEADO EM
COMPONENTES PRINCIPAIS

Nesta secdo compara-se a eficiéncia do grafico de 7° tradicional baseado nas
varidveis originais com a do gréfico de 7 baseado em componentes principais.

Na Tabela 1 estdo os limites de controle (LC) para diferentes valores de p.

Tabela 1 — Limites de controle

P LC= Z,Z;,a=0,005

1 7,8787
2 10,5977
3 12,8384

A andlise de componentes principais requer o calculo de autovalores e autovetores

da matriz de covariancias. Esses valores dependem do coeficiente de correlagdo p, ver

Tabelas 2 e 3 (p=2) e 7 e 8 (p=3). Os valores de NMA estdo nas Tabelas 4, 5e 6 (p=2 ¢
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£=0,0,£0,3;+£0,5£0,7) e nas Tabelas 9, 10, e 11, onde p=3 e (p,,P5,P») =
(0,0;0,0;0,0); (0,3;0,3;0,3); (0,8;0,5;0,2). Nas tabelas deste capitulo adotou-se J,, J, € &,
e {0,5; 1,0; 1,5}, que sdo os valores usuais encontrados na literatura para a magnitude da
perturbacdo na média do processo de cada uma das varidveis originais em unidades do
desvio-padrao.

Tabela 2 - Autovalores (4) para o caso bivariado
P
0,0 +0,3 +0,5 +0,7

variavel 1 1,0 1,3 1,5 1,7
variavel 2 1,0 0,7 0,5 0,3

Tabela 3 — Autovetores para o caso bivariado
P varidvel 1 varidvel2 P varidvel 1 varidvel 2

e 1,0 0,0 03 @ 0,7071  -0,7071
e 0,0 1,0 ey 0,7071 0,7071

e; 0,7071 0,7071 e; 0,7071  -0,7071

0,0

0,3 0,5

e; 0,7071  -0,7071 i e; 0,7071 0,7071
05 © 0,7071 0,7071 07 © 0,7071  -0,7071
ey 07071  -0,7071 ey 0,7071 0,7071

er 0,7071 0,7071

0.7 & 07071  -0.7071

As Tabelas 4, 5 € 6 comparam o gréifico de T* tradicional baseado nas varidveis
originais com o grafico de PC1 e com o grafico de PC2. De acordo com os resultados, o
uso do grafico de PC1 ou do grafico de PC2 em substitui¢do ao grafico de T tradicional
¢ arriscado, especialmente quando o usudrio ndo conhece a natureza da perturbacdo.
Runger e Alt (1996) também lidaram com critérios para a escolha de componentes
principais para o controle de processos multivariados. Eles consideraram perturbagdes
especificas no vetor de médias. Os gréficos de 7> baseados em componentes principais
sdo eficientes em detectar perturbacdes no vetor de médias para as quais eles foram
projetados. Entretanto, existem outras perturbacdes para as quais esses graficos sdo

insensiveis.
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Das Tabelas 4, 5 e 6 observa-se que quando as duas varidveis originais sdo nao
correlacionadas ( p =0), o gréfico de PC1 ¢ insensivel a qualquer perturbacio na varidvel
X, e o grifico de PC2 € insensivel a qualquer perturbagdo na varidvel X, .

Quando as duas varidveis originais sao correlacionadas ( o >0), o grafico de PC2 é
insensivel a perturbacdes de mesma magnitude em g, e u,, ou seja, para 6,=0,.

Quando a correlacdo é negativa ( p< 0), observa-se que para correlacdes moderada e
alta correlagdo, o grafico de PC2 € o que tem melhor desempenho. Este resultado j4 havia
sido observado em estudos anteriores, ver Wang (2005). Dependendo da perturbagdo, um

dos trés gréficos, T* tradicional, PC1 ou PC2, tem o menor NMA (valor em negrito).

Tabela 4 — Valores de NMA para os graficos de 77 tradicional e de T* baseado em
componentes principais (p =2e p= £0,3)
0
-0,3 0 0,3
o, 0, PCl1 PC2 T’ PC1 PC2 T? PC1 PC2 T?

0,0 0,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0  200,0 200,0 200,0
0,0 0,5 13935 109,04 110,44 200,0 90,93 115,54 139,35 109,04 110,44
0,0 1,0 68,12 3997 37,96 2000 28,21 41,92 68,12 3997 37,96
00 15 3293 16,16 13,85 2000 1046 15,78 3293 16,16 13,85

0,5 0,0 139,35 109,04 110,44 90,93 200,0 115,54 139,35 109,04 110,44
0,5 05 2000 39,97 57,78 90,93 90,93 76,87 68,12 200,0 91,64
0,5 1,0 13935 16,16 22,75 90,93 28,21 32,95 32,93 109,04 40,09
0515 6812 7,57 939 9093 10,46 13,64 17,06 39,97 15,75

1,0 0,0 68,12 3997 37,96 28,21 200,0 41,92 68,12 3997 37,96
1,0 0,5 13935 16,16 22,75 28,21 90,93 3295 32,93 109,04 40,09
1,0 1,0 200,0 7,57 11,28 28221 28,21 1849 17,06 200,0 25,81
10 1,5 13935 4,10 5,65 2821 10,46 9,36 9,57 109,04 13,03

L5 00 3293 16,16 13,85 1046 200,0 15,78 3293 16,16 13,85
1,505 6812 7,57 939 10,46 90,93 13,64 17,06 39,97 15,75
5 1,0 13935 4,10 5,65 10,46 28,21 9,36 9,57 109,04 13,03
1,5 1,5 2000 254 340 1046 10,46 5,76 5,82 200,0 8,53
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Tabela 5 - Valores de NMA para os gréficos de T* tradicional e de 7> baseado em
componentes principais (p =2 e p=20,5)

S,

0,0
0,0
0,0
0,0

0,5
0,5
0,5
0,5

1,0
1,0
1,0
1,0

1,5
1,5
1,5
1,5

9,

0,0
0,5
1,0
1,5

0,0
0,5
1,0
1,5

0,0
0,5
1,0
L5

0,0
0,5
1,0
1,5

0
-0,5 0 0,5
PCl PC2 717 PCl1 PC2 717 PCl PC2 712
200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0  200,0 200,0 200,0
145,43 90,93 99,72 200,0 90,93 115,54 145,43 90,93 99,72
75,53 28,21 30,60 200,0 28,21 41,92 75,53 28,21 30,60
38,10 10,46 10,51 200,0 1046 15,78 38,10 10,46 10,51
145,43 90,93 99,72 90,93 200,0 115,54 145,43 90,93 99,72
200,0 28,21 41,92 90,93 90,93 76,87 75,53 200,0 99,72
14543 10,46 15,01 90,93 28,21 32,95 38,10 90,93 41,92
75,53 4,77 6,10 90,93 1046 13,64 20,30 28,21 15,01
75,53 28,21 30,60 28,21 200,0 41,92 75,53 28,21 30,60
14543 10,46 15,01 28,21 90,93 3295 38,10 90,93 41,92
200,0 4,77 6,88 28,21 2821 1849 20,30 200,0 30,60
14543 2,64 3,48 2821 10,46 9,36 11,58 90,93 15,01
38,10 10,46 10,51 10,46 200,0 15,78 38,10 10,46 10,51
75,53 4,77 6,10 10,46 90,93 13,64 20,30 28,21 15,01
14543 2,64 3,48 1046 28,21 9,36 11,58 90,93 15,01
2000 1,73 2,16 10,46 1046 5,76 7,08 200,0 10,51




65

Tabela 6 - Valores de NMA para os gréficos de 7 tradicional e de 7> baseado em
componentes principais (p=2ep=10,7)
P
-0,7 0 0,7
o, 0, PC1 PC2 T1° PC1 PC2 T1° PCl1 PC2 T1°?

0,0 0,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0  200,0 200,0 200,0
0,0 0,5 150,40 64,09 77,97 200,0 90,93 115,54 150,40 64,09 77,97
0,0 1,0 82,17 15,44 18,98 200,0 28,21 4192 82,17 15,44 1898
00 1,5 43,02 521 594 2000 10,46 1578 43,02 521 594

0,5 0,0 150,40 64,09 77,97 90,93 200,0 115,54 150,40 64,09 77,97
0,5 0,5 200,0 15,44 23,38 90,93 90,93 76,87 82,17 200,0 106,69
0,5 1,0 150,40 521 7,35 90,93 28,21 3295 43,02 64,09 38,73
0515 8217 243 3,04 9093 10,46 13,64 23,50 15,44 11,36

1,0 0,0 82,17 15,44 1898 28,21 200,0 41,92 82,17 15,44 18,98
1,0 0,5 150,40 5,21 7,35 28,21 90,93 3295 43,02 64,09 38,73
1,0 1,0 200,0 243 3,23 2821 2821 1849 23,50 200,0 35,25
1,0 1,5 150,40 1,51 1,80 28,21 10,46 9,36 13,63 64,09 15,73

L5 00 43,02 521 594 1046 200,0 15778 43,02 5,21 594
L5 05 82,17 243 3,04 1046 90,93 13,64 23,50 15,44 11,36
L5 1,0 150,40 1,51 1,80 1046 28,21 9,36 13,63 64,09 15,73
1,5 1,5 2000 1,17 1,29 1046 1046 5,76 8,40 200,0 12,58

As Tabelas 9, 10 e 11 comparam o grafico de T* tradicional baseado nas varidveis
originais com o grafico de PC1 , grafico de PC2, grafico de PC3, gréfico de PC12, grifico
de PC13 e grafico de PC23, sendo p >0,0. As conclusdes em relacdo ao desempenho dos
graficos baseados em componentes principais sdo similares as do caso bivariado. Os casos
em que p < 0,0 também foram investigados. A principal conclusio € que o grafico de PC3
tem, em alguns casos, um melhor desempenho geral, como por exemplo, quando
(P25 P13» Py ) €igual a (-0,3;-0,3;-0,3) ou a (-0,8;-0,5;-0,2).

Atualmente, com a automatizacdo do processo de coleta de dados, é comum lidar
com um numero grande de varidveis (p > 3). Desta forma, a reducdo das p varidveis
originais para k componentes principais ¢ vantajosa. Entretanto, o que se pode concluir
deste estudo onde se considerou p = 2 e 3, é que antes de adotar o grafico de T* baseado
em componentes principais, o usudrio deve investigar como esse grafico se comporta em

relacdo a diferentes tipos de perturbagdes.
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Tabela 7 - Autovalores (4) para o caso trivariado

(Pr2s P13+ Pa3)
(0,0,0,0,0,00  (0,5;0,5;0,5  (0,8;0,5;0,2)

variavel 1 1,0 2,0 2,041
varidvel 2 1,0 0,5 0,822
varidvel 3 1,0 0,5 0,137

Tabela 8 — Autovetores para o caso trivariado

(pIZ’pl3’p23)
(0,050,050,0) (0,5:0,5:0,5) (0,8;0,5:0,2)
€1 (%) €3 €1 (%) €3 €1 € €3

variavel 1 1,0 0,0 0,0 05774 0,8165 0,0 0,6706 -0,0996 0,7351
variavel2 0,0 1,0 0,0 0,5774 -0,4082 0,7071 0,5993 -0,5113 -0,6159
varidvel3 0,0 00 1,0 05774 -0,4082 -0,7071  0,4372 0,8536 -0,2832

Tabela 9 - Valores de NMA para os graficos de 7* tradicional e de 7> baseado em
componentes principais (p =3 € p;,=p;=p,,=0)

gréfico
6 o, o, PCl pC2 PC3 PCl2 PCI3 PC23 T?

0,0 0,0 0,0 2000 2000 2000 2000 2000 2000 200,
00 0,0 1,5 2000 2000 1046 200,0 15,78 15,778 20,41
00 05 1,5 2000 9094 1046 11555 15,78 13,64 17,65
00 1,0 1,5 200,0 2821 1046 4192 1578 936 12,07
00 1,5 1,5 2000 1046 1046 15,78 200,0 15,78 20,41

0,5 1,0 0,0 9094 28,21 2000 3295 11555 41,92 41,76
0,5 1,0 05 9094 2821 9094 3295 7687 3295 34,05
0,5 1,0 1,0 90,94 28,21 28,21 3294 3295 1849 2041
05 1,0 1,5 9094 2821 1046 3295 13,64 936 10,79

1,0 0,0 0,0 28,21 2000 2000 4192 4192 2000 5241
1,0 0,5 05 2821 9094 9094 3295 3295 76,87 34,05
1,0 1,0 1,0 2821 28,21 28,21 1849 1849 1849 13,58
1,0 1,5 1,5 2821 1046 1046 936 936 576 535

L5 0,0 00 1046 200,0 2000 15,78 15,78 200,0 20,41
L5 00 05 1046 2000 9094 15,78 13,64 115,55 17,65
L5 0,0 1,0 1046 2000 2821 1578 936 41,92 12,07
L5 00 1,5 1046 2000 1046 15,78 5,76 15,778 7,33
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Tabela 10 - Valores de NMA para os graficos de 7 tradicional e de 7> baseado em
componentes principais (p =3 e p,,= ;=P = 0,3)

S,

0,0
0,0
0,0
0,0
0,0

0,5
0,5
0,5
0,5

1,0
1,0
1,0
1,0

1,5
L5
1,5
1,5

S,

0,0
0,0
0,5
1,0
1,5

1,0
1,0
1,0
1,0

0,0
0,5
1,0
1,5

0,0
0,0
0,0
0,0

J,

0,0
1,5
1.5
1,5
1,5

0,0
0,5
1,0
1,5

0,0
0,5
1,0
1,5

0,0
0,5
1,0
1,5

gréfico

PC1

200,0
58,34
34,25
20,88
13,29

58,34
34,25
20,88
13,29

100,80
34,25
13,29
6,13

58,34
34,25
20,88
13,29

PC2

200,0
12,07
23,60
50,61

113,25

43,17
131,43
185,14
69,98

150,54
185,14
200,0
185,14

113,25
196,11
82,37
27,30

PC3

200,0
52,12
29,75
17,77
11,16

200,0
158,05
93,58
52,11

29,75
93,58
200,0
93,58

11,16
17,77
29,75
52,12

PC12

200,0
13,73
18,42
20,39
18,01

36,91
44,27
30,95
15,82

109,10

49,17

20,12
8,94

64,00
49,94
24,69
11,01

PC13

200,0
41,73
21,43
11,67
6,83

80,48
46,97
25,78
14,35

35,78
39,01
20,12
8,14

12,82
15,12
15,73
14,35

PC23

200,0
13,23
17,05
17,98
15,24

61,90
133,87
114,19
46,27

40,84
114,19
200,0
114,19

15,24
26,78
33,08
25,26

T2

200,0
13,43
13,87
11,56
8,21

46,50
52,04
32,56
15,16

42,34
48,16
25,94
10,39

15,21
19,50
17,19
11,07
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Tabela 11 - Valores de NMA para os graficos de 7 tradicional e de 7> baseado em
componentes principais (p =3 e p,,=0,8, p,,=0,5, p,;,=0,2)

gréfico
6 o, o, PCI pC2 PC3 PCl12 PCI13 PC23 T2

0,0 0,0 0,0 2000 2000 2000 2000 200,0 200,0 200,0
00 0,0 1,5 100,18 12,26 20,61 16,21 26,05 9,10 10,69
00 05 1,5 6060 21,35 491 2239 6,04 4,65 5,14
00 1,0 1,5 37,02 39,68 1,99 2680 2,26 228 2,40
00 1,5 1,5 2332 77,57 1,25 2651 1,32 1,39 1,42

0,5 1,0 0,0 62,76 68,33 6033 51,50 47,76 50,22 41,37
0,5 1,0 05 43,65 18243 25,14 60,79 21,82 36,80 27,64
05 1,0 1,0 30,80 135,82 11,75 40,82 10,60 16,63 13,02
05 10 1,5 22,13 4508 6,20 20,21 5,68 7,05 5,89

1,0 0,0 0,0 97,78 190,00 4,86 11941 6,48 7,00 8,24
1,0 0,5 0,5 41,20 194,73 47,49 5891 31,86 66,80 40,24
1,0 1,0 1,0 18,69 151,38 104,04 26,63 24,15 111,82 2941
1.0 1,5 1,5 945 100,79 8,00 12,66 4,68 10,75 5,54

L5 0,0 0,0 5569 178,67 1,76 7439 2,06 2,19 2,40
L5 00 05 3889 140,50 240 5049 2776 3,12 3,28
L5 0,0 1,0 27,60 46,87 3,62 24,16 384 427 4,10
1,5 00 1,5 1995 16,82 6,08 1099 539 506 4,37

4.3 ANALISE DE DESEMPENHO DOS GRAFICOS DE X UNIVARIADOS PARA O
MONITORAMENTO DE PROCESSOS BIVARIADOS

Nesta secdo apresenta-se o estudo do desempenho de dois graficos de X
univariados (graficos SU X ) utilizados para o monitoramento de processos bivariados.
Alternativamente, considerou-se também o uso de graficos simultineos univariados
baseados em componentes principais (graficos de PC). Nas Tabelas 12 e 13 os valores de
NMA para os graficos propostos sdo comparados com os valores de NMA para o grafico
de T?,onde 6, € 6,=0,5;1,0; 1,5¢ p = 0,0,£0,3;£0,5,£0,7. Nessas tabelas, considera-
se somente 0s casos em que J, > 9,. A condi¢do contriria (0, < J,) leva aos mesmos

valores de NMAs.
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Quando a correlagdo € positiva (o > 0), os graficos de X univariados tém, em
geral, um melhor desempenho, ver Tabela 12. Quando a correlacio € negativa (o < 0), os
gréficos de PC tem, em geral, um melhor desempenho, ver Tabela 13. Se é conhecida a
informacdo de que a causa especial altera apenas uma varidvel de cada vez, entdo o
grifico de T? é a melhor opgdo, exceto quando p =0,0. Entretanto, mesmo neste caso, a
reducdo no NMA fornecida pelos graficos SU X ou graficos de PC é muito pequena.

Para o caso em que as varidveis sdo ndo correlacionadas ( 0 =0,0), o grifico de PC e
os gréficos individuais de X tém o mesmo desempenho para qualquer perturbagio.

A idéia de se utilizar grificos de X univariados para o monitoramento de processos
trivariados também foi explorada. Quando comparado com o dos graficos de Hotelling, o
desempenho dos grificos de X univariados em uso conjunto foi insatisfatério. Deste
modo, a autora deste trabalho se sentiu desmotivada em dar continuidade a esses estudos.
Dedicou-se, entdo, ao estudo dos graficos de controle para 0 monitoramento da matriz de

covariancias de processos multivariados. Os principais resultados obtidos se encontram

nas proximas segoes.

Tabela 12 - Valores de NMA para o grafico de T tradicional e para os graficos SU X e
PC (p20,0)
o
0,0 0,3 0,5 0,7

SUX 7> |SUX SUPC 712 SUX SUPC 1% |SUX SUPC 71?2
LSC| 3,023 10,597 3,021 9,138 10,597| 3,015 9,138 10,597 2,996 9,138 10,597
LIC | -3,023 - -3,021 - - -3,015 - - -2,996 - -

0,0 0,0 200,0 2000|2000 200,0 200,00 | 200,0 200,0 200,0|200,0 2000 200,0
00 05| 1174 1156 | 1174 1151 110,5| 117,5 1042 99,7 | 1158 81,5 78,0
0,0 10| 41,6 419 | 416 436 38,0 | 415 347 30,6 | 403 208 19,0
00 15| 151 15,8 | 151 17,5 13,9 15,0 12,8 10,5 | 145 6,65 594

05 05| 832 769 | 840 930 91,7 | 854 1013 99,7 | 87,0 1084 106,7
05 10| 364 33,0 | 369 433 40,1 | 375 465 419 | 378 447 387
05 15| 144 136 | 145 194 158 | 146 193 150 | 145 150 114

1,0 1,0 2344 185 | 241 252 258 | 2493 30,0 30,60 | 2596 34,8 3525
10 15] 11,89 936 | 123 133 130 | 12,65 159 1501 | 13,01 17,8 1573

15 15| 809 576 | 850 802 853 | 891 994 1051 | 942 120 12,58
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Tabela 13 - Valores de NMA para o grafico de T tradicional e para os graficos SU X e

PC (p<0,0)
P
0,0 -0,3 -0,5 -0,7
SUX 7> |SUX SUPC 712 |SUX SUPC 712 SUx SUPC 7?
LSC| 3,023 10,597] 3,021 9,138 10,597 3,015 9,138 10,597| 2,996 9,138 10,597
LIC| -3,023 - -3,021 - - -3,015 - - -2,996 - -
5 o,
0,0 0,0| 200,0 200,0 |200,0 2000 200,0|?200,0 2000 200,0/| 200,0 200,0 200,0
00 05| 1174 1156 | 1174 1151 110,5 | 1175 1042 99,7 | 1158 81,5 78,0
0,0 10| 41,6 419 | 41,6 43,6 38,0 | 41,5 3477 30,6 40,3 20,8 19,0
0,0 1,5 15,1 158 | 151 17,5 13,9 | 150 12,8 105 145 6,65 594
0,5 0,5 83,2 76,9 | 82,6 580 57,8 | 81,7 41,6 419 78,3 22,7 234
05 1,0 36,4 33,0 | 36,1 23,1 228 | 357 149 150 341 7,06 7,35
05 1,5 14,4 13,6 | 143 10,1 939 | 141 627 6,10 13,6 299 3,04
1,0 1,0 | 2344 18,5 | 23,1 10,7 11,3 | 22,8 6,44 6,88 21,8 3,02 3,23
10 15| 11,89 936 | 11,7 542 565 | 11,5 330 348 | 11,1 1,72 1,80
1,5 15| 809 576 | 785 3,18 340 | 7,71 2,03 2,16 | 743 125 129

No capitulo seguinte serdo detalhados os grificos de controle utilizados no

monitoramento da matriz de covariancias.
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5 DESCRICAO DOS GRAFICOS PROPOSTOS PARA O
MONITORAMENTO DA MATRIZ DE COVARIANCIAS E DE ALGUNS
ESQUEMAS CONCORRENTES

5.1 CONSIDERACOES INICIAIS

Este capitulo se dedica a descricdo dos graficos de controle propostos para o
monitoramento da matriz de covariancias. Esses graficos se baseiam em uma nova
estatistica de monitoramento, a estatistica da maxima varidncia ou estatistica VMAX.
Primeiramente sdo descritos os grificos destinados ao controle de processos bivariados.
Sao eles: o grifico de VMAX (MACHADO; COSTA, 2008), o grafico de VMAX com
amostragem dupla (MACHADO; DE MAGALHAES; COSTA, 2008), o grafico de
VMAX com amostra de tamanho varidvel (COSTA; MACHADO, 2008), o grifico de
EWMA baseado na estatistica de VMAX (MACHADO; COSTA, 2008a) e o grafico de
VMAX com regra especial de decisito (MACHADO; RAHIM; COSTA, 2008). Além
disso, descreve-se também o grafico de VMAX destinado a0 monitoramento de processos
multivariados (COSTA; MACHADO, 2009).

Sdo descritos também alguns graficos de controle existentes na literatura com os
quais os graficos propostos concorrem. Para o caso particular de duas varidveis, os

graficos concorrentes sdo: o griafico da variancia amostral generalizada (grafico de |S|)
objeto de estudo de Alt (1985); o gréfico de |S| com amostragem dupla proposto por

Grigoryan e He (2005); o grafico de [S| com amostra de tamanho varidvel estudado por

Aparisi et al. (2001) e o grafico de V-EWMA proposto por Yeh et al. (2003). Para o caso

multivariado, o grafico proposto concorre com o grafico de |S| proposto por Aparisi et al.

(1999).
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5.2 GRAFICOS DE CONTROLE PROPOSTOS — CASO BIVARIADO
5.2.1 Grafico da maxima variancia (grafico de VMAX)

Nesta secdo apresenta-se o grafico de controle proposto para o monitoramento da
matriz de covariancias X de um processo bivariado.
A estatistica de monitoramento corresponde ao maior valor das varidncias amostrais
n 2 n 2
2 Xy 2 X,
j=1 j=1

padronizadas S = " e S: = o onde X = (le - aul)/o-l €

X, = (x, ;A )/ o,, sendo X, e X, duas caracteristicas de qualidade que seguem uma

distribuicdo normal, ou seja, VMAX=max{S,S;}. Faz-se uso das varidncias amostrais
padronizadas devido ao fato de, na prética, as varidveis possuirem variancias diferentes.
Supde-se que com o processo em controle, a matriz de covariancias € dada por
O-ll 0-12 . . . .
X, = ,sendo o,, € 0, asvarianciasde X, e X, e 0, =0,,, as covariancias
0-21 022
entre X, e X,. O grafico proposto € denominado grifico de VMAX.
Analogamente a Surtihadi et al. (2004), assume-se duas possiveis maneiras de uma
causa especial alterar a matriz de covaridncias, resultando na matriz
a -a -0, a -a,: 0y,

X = ,sendo p =
a, - a, - 0, a,-a, Oy 0,0,

0-12

A primeira possibilidade (caso I) supde que a causa especial afeta somente a

varincia da varidvel aleatéria X, isto é, a, = ¥ € a, = 1, ou somente a varidncia da
varidvel aleatdria X,, neste caso a, = ¥ € a, = 1. A segunda possibilidade (caso II)

supde que a causa especial altera tanto a varidncia de X, quanto a de X,, isto &,

a, = a, = \/}—/, sendo y>1 a magnitude da perturbacdo. Em ambos os casos, a
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0-12

correlagdo p = entre X, e X, ndo ¢ afetada pela causa especial. Se o, = 0, =1,

0-102
entdiop = 0,, = 0,,.
Considera-se também outro tipo de causa especial que altera a matriz de

a, - a, o (o2
A e e 174104 12 ..
covariancias inicial para X, = j Neste caso, o coeficiente de
0 ay - dy 0y

O
a,a,0,0,

correlagdo € alterado de p para p’= . Por exemplo, se p=0,5, a/ =13 ¢ a] =

1,0, a causa especial nao s6 altera as varidncias de X, e X, como também reduz a
correlacdo entre as variaveis, isto é, p’=0,4385.

Quando o grifico de VMAX estd em uso, amostras de tamanho n sdo retiradas do
processo em intervalos de tempo regulares. As duas caracteristicas de qualidade X, e X,
das n unidades da amostra sdo medidas e a estatistica VMAX € calculada. Se a estatistica
VMAX for maior do que o limite de controle LC, o grafico sinaliza um desajuste do
processo. Apds a ocorréncia do sinal, o usudrio pode imediatamente examinar as
variancias amostrais de X, e X, para descobrir quais varidveis foram afetadas pela causa
especial, ou seja, aquelas cujas varidncias amostrais sdo maiores que LC. O limite de
controle LC do grafico de VMAX ¢€ obtido utilizando a expressdo (A6) do Apéndice A. A
Figura 6 apresenta o grifico de VMAX.

VMAX
A

Lc ?

v

1 23 45 6 7 8 91011 12 13

Nuamero da amostra (i)

Figura 6 - Gréfico de controle de VMAX
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A eficiéncia do grafico de VMAX em detectar uma alteracao no processo € medida
também pelo NMA, nimero médio de amostras até o sinal. A expressdo do NMA para o
grifico de VMAX estd no Apéndice A.

Neste estudo considerou-se o caso de uma distribui¢do normal bivariada com matriz

z

de covariancias conhecida. Na pratica, essa matriz ndo € conhecida. Para o caso
univariado, Maravelakis et al. (2002) estudaram o grafico de §* quando a variincia é
estimada. Como o grafico de VMAX combina dois graficos de S* em um tnico gréfico,
pode-se considerar a abordagem de Maravelakis et al. (2002) para obter as propriedades
do grifico de VMAX quando S; e S sdo estimados. Além disso, é necessério estimar o

coeficiente de correlacdo. No préximo capitulo serd verificado que o coeficiente de
correlagdo tem influéncia, porém pequena, nos valores de NMA; conseqiientemente, ele

ndo precisa ser estimado com precisao.
5.2.2 Descrigao do grafico de VMAX com amostragem dupla2

Esta secdo € dedicada ao grafico de VMAX com amostragem dupla empregado no

monitoramento da matriz de covariancias X de duas caracteristicas de qualidade X,
e X, descritas por uma distribuicao normal bivariada.

Similar ao grafico de controle de Shewhart, amostras de tamanho n=n,+n, sio
retiradas do processo em intervalos de tempo regulares. A amostragem € realizada em
dois estdgios. No primeiro estigio (indice p) n, unidades sdo inspecionadas, duas
caracteristicas de qualidade X, e X, sdo medidas e a estatistica VMAX,=max{S;,S;,} é
calculada, sendo S/ e S; as varidncias amostrais de X, e X, da sub-amostra de tamanho
n,.

Se VMAX, for menor do que o limite de adverténcia, LA, a amostragem €

interrompida e o processo € julgado em controle. Se VMAX,, for maior do que o limite de

? Extratos desta secdo foram aceitos para publica¢io na Revista Producio, artigo intitulado “Grafico de controle de
VMAX para o monitoramento da matriz de covariancias”, dos autores Machado; De Magalhaes e Costa (2008).
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controle do primeiro estagio, LC,, o grafico de controle sinaliza um desajuste do
processo. Se LA< VMAX, <LC,, a amostragem vai para o segundo estdgio (indice s),
onde as n, unidades restantes sdo inspecionadas e a estatistica VMAX=max{S.,S; } €
calculada, sendo S, e S, as varidncias amostrais de X, e X, levando em consideragéo a
amostra de tamanho n. O grifico também sinaliza um desajuste do processo quando
VMAX>LC,, sendo LC, o limite de controle do segundo estdgio.

A regido dada por (LA, LC,) corresponde a regido de adverténcia. A regido acima de
LC, € aregido de acdo do primeiro estdgio e a regido acima de LC, é a regido de acdo do
segundo estagio.

Se um ponto cai na regido de acdo com o processo em controle, isto é, quando
X=X, tem-se um alarme falso. Em outras palavras, o grifico de controle sinaliza
erroneamente a existéncia de uma causa especial. No primeiro estdgio a probabilidade de
se ter um alarme falso é dada por ¢, e, no segundo estagio, por «, .

Se um ponto cai na regido de agdo apds a ocorréncia da causa especial, isto é,
quando X # X, tem-se um alarme verdadeiro. No primeiro estdgio a probabilidade de se
ter um alarme verdadeiro € dada por p, e, no segundo estdgio, por p,.

Deste modo, a=a, +«, € a probabilidade de se ter um alarme falso quando a
amostragem dupla estd em uso e p, =p,+p, € o poder de deteccio do gréifico de
VMAX.

Durante o periodo em controle, o nimero médio de itens inspecionado por
amostragem, 7, € dado por

n=n, +n,(1-p,) (5.1)
onde p € a probabilidade de que a amostragem seja interrompida no primeiro estagio.

A Figura 7 mostra um grafico de VMAX com os valores de VMAX, e VMAX

plotados. O grafico de controle dd um sinal quando VMAX,>LC, ou quando
VMAX;>LC,. Os pontos amostrais VMAX,, ao cairem na regido de adverténcia,

disparam a inspe¢do de toda a amostra, e, nestes casos, a estatistica VMAX € calculada e
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comparada com LC,. Para evitar o uso de dois graficos, um para o primeiro estigio e
outro para o segundo estigio, o usudrio pode construir o grafico de VMAX com duas
escalas, uma do lado esquerdo e uma do lado direito, como ilustrado na Figura 7. Os
valores VMAX,, correspondem aos pontos pretos que sdo plotados considerando a escala
da esquerda, e os valores VMAX; correspondem aos pontos brancos que sdo plotados
considerando a escala da direita. A idéia de construir griaficos de controle com duas

escalas foi sugerida por Costa (1999).

VMAX, VMAX,
A A
LCI LC2
LA
>
1 23 45 6 7 8 9 10 11 12 13
Numero da amostra (i)
® Valores de VMAX O  Valores de VMAX|

Figura 7 - Gréfico de controle de VMAX com amostragem dupla

Com a amostragem dupla, a eficiéncia do gréifico de controle em detectar uma
alteracdo no processo, € medida também pelo NMA, nimero médio de amostras até o
sinal. A expressdao do NMA para o grafico de VMAX com amostragem dupla encontra-se

no Apéndice B.
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5.2.3 Descricao do grafico de VMAX com amostra de tamanho varidvel’

Esta secdo € dedicada ao grafico de VMAX com amostra de tamanho varidvel. Os
valores de VMAX=max{S,S;}sdo plotados no grafico de controle, o qual possui limites
de adverténcia LA, e limites de controle LC;. Os limites do gréfico, por sua vez,
dependem do tamanho da amostra n,, i=1, 2, onde n,> n,.

Para evitar o uso de dois graficos, um para amostras pequenas e outro para amostras
grandes, o usudrio pode construir o grafico de controle com duas escalas, uma do lado
esquerdo e uma do lado direito, como ilustrado na Figura 8. Os valores de VMAX
procedentes de amostras pequenas correspondem aos pontos pretos que sdo plotados
considerando a escala da esquerda e, os valores de VMAX procedentes de amostras
grandes, correspondem aos pontos brancos que sdo plotados considerando a escala da
direita.

O tamanho de cada amostra depende do que é observado na amostra anterior. Se o
ponto amostral cai na regido central, isto ¢, VMAX< LA,, entdo o tamanho da proxima
amostra deve ser n, e, se o ponto amostral cai na regido de adverténcia, ou seja,
LA,<VMAX<LC,, entdo o tamanho da préxima amostra deve ser n,. O grifico de
controle da um sinal quando um ponto amostral cai na regido de a¢do. Se o processo esti
em controle com X=X, entdo o sinal é um alarme falso. Para facilitar os calculos, LA, e
LC,, i=1, 2, s@o especificados sob a condicdo de que durante o periodo em controle a
probabilidade condicional, p,, de um ponto cair na regido central, dado que ele ndo caiu
na regido de acdo € dada por:

po =PI[VMAX < LA, In=n,,VMAX < LC, |=

=Pr[VMAX < LA, In=n,,VMAX < LC, | (5.2)

3 Extratos desta secdo foram aceitos para publicacgio em Communications in Statistics - Simulation and
Computation, artigo intitulado “A new chart for monitoring the covariance matrix of bivariate processes", dos
autores Costa e Machado (2008a).
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VMAX VMAX

1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13
nimero da amostra (i)

amostras de tamanho n; —» @  amostras de tamanho n, — O

Figura 8 - Gréifico de VMAX com amostra de tamanho varidvel

A primeira amostra retirada do processo logo no seu inicio, ou apds a ocorréncia de
alarme falso, é escolhida para ser pequena com probabilidade p, ou grande com
probabilidade (1- p,). Durante o periodo em controle, todas as amostras tem uma
probabilidade p,de serem pequenas e uma probabilidade 1- p, de serem grandes.

Com a amostra de tamanho varidvel, a eficiéncia do grafico de controle em detectar
uma alteragdo no processo, ¢ medida também pelo NMA, nimero médio de amostras até o
sinal.

Supde-se que o processo permanece em controle com X=X, por um longo periodo.
Apés a ocorréncia da causa especial a matriz de covariancias se altera, isto é, £=X,.
Durante o periodo em controle o nimero médio de itens inspecionados por amostragem,
n, € dado por

ﬁ:n1p0+n2(l—p0) (5.3)
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Quando o processo estd fora de controle, 0 NMA é obtido utilizando cadeias de

Markov (ver Costa (1994) para detalhes):

l-p, +p, :| 1-p,, + py
NMA = p +(1-p,) (5.4)
0{(1_1711)(1_1’22)_17121721 ‘ (l_pll)(l_p22)_pl2p21

onde
p, =Pr[VMAX < LA In=n,,2=X,]
P, =Pt[LA, < VMAX < LC, In=n,,2=%,]
P, =Pt[VMAX <A, In=n,,2=X]

Py, =Pr[LA, < VMAX < LC, In=n,,L=X,]
5.2.4 Grafico de EWMA baseado na estatistica de VMAX *

Esta secdo € dedicada ao grafico de EWMA baseado na estatistica de VMAX

(grafico de VMAX-EWMA). O grafico VMAX-EWMA se baseia na seguinte estatistica:

Z =rVMAX, +(1-r)Z._,, i=1.2,..., (5.5)
onde VMAX, =max{S;,S; }, sendo S’ e S as varidncias amostrais de X, eX, e r, a
constante de amortecimento (0<r<1).

Valores pequenos de r fazem com que os dados histéricos (observacdes anteriores a
ultima disponivel) tenham peso grande no célculo de Z,, (veja a féormula recursiva (5.5))
e, inversamente, valores grandes de r fazem com que a ultima observagdo tenha peso
grande no célculo de Z,. Para r=1, o grifico de VMAX-EWMA se reduz ao gréfico de
VMAX e os dados histéricos deixam de ter influéncia no célculo de Z,. O valor inicial Z,

¢ geralmente igualado ao valor-alvo (ver Lucas e Saccucci (1990)). Um sinal € dado

quando Z, > LC, onde LC ¢é o limite de controle do grafico de VMAX-EWMA.

* Extratos desta secdo foram aceitos para publicacio em International Journal of Production Economics, artigo
intitulado “The double sampling and the EWMA charts based on the sample variances", dos autores Machado e
Costa (2008a).
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Assume-se que o NMA ¢é obtido apds o processo alcancar o regime permanente
(NMA steady-state ou NMA;;), ou seja, considera-se que a causa especial ocorre apds um
longo periodo em operagdo, alterando a matriz de covariancias. O NMA, para o gréfico de
VMAX-EWMA ¢ obtido utilizando-se a cadeia de Markov descrita por Saccucci e Lucas
(1990).

A regido em controle no grafico é dividida em [t=2m+1] subintervalos de largura
2A. O estado absorvente da cadeia € alcangado sempre que a estatistica Z; tiver seu valor
fora dos limites de controle. O j-ésimo estado transiente € alcancado sempre que a
estatistica Z; tiver seu valor no intervalo:

S,-A< Z, <SS, +A (5.6)
onde S; representa o ponto médio do j-€simo intervalo e —m <j <m. O nimero médio de
amostras até o sinal (NMA,,) é dado por:

NMAss=p"(I-R)™'1 (5.7)
onde p € o vetor de probabilidades iniciais apds o processo ter alcancado o regime
estaciondrio (steady state probabilities), 1¢ a matriz identidade (¢ x ), 1 € um vetor

coluna unitdrio (tx 1) e R € a submatriz de probabilidades de transi¢ao, isto é:

I p—m,—m p—m,—mH . . p—m,m
p—m+l,—m p—m+1,—m+1
R =
pm—l,m—l pm—l,m
L pm,—m . ° pm,m—l pm,m n
onde:
py =Prir (s, —A)-(1-r)s, ]< VMAX, < r7[(S, +A)-(1-7)s, ]} (5.8)

O vetor de probabilidades iniciais p é obtido resolvendo o sistema p = P'psujeito a

R (I-R)1
or ( ) ] . Durante o periodo em controle, o

1"p=1 (ver CINLAR ,1975), onde P = [

nimero médio de amostras até o sinal é dado por
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NMA, =pT(1-R)™1 (5.9)
onde p" = (p’, pi.....p. ), sendop’, . =0e p., =1. Neste estudo o intervalo

[0;LC] foi dividido em 101 intervalos iguais, isto é, m=>50.
5.2.5 Grafico de VMAX com regra especial de decisio °

O gréfico de VMAX com regra especial de decisdo é empregado no monitoramento

da matriz de covariancias de duas caracteristicas de qualidade X, e X,, descritas por uma

distribui¢do normal bivariada.

Quando o grifico de controle com regra especial de decis@o estd em uso, a decisdo
sobre o estado do processo € baseada no nimero de amostras conformes entre ocorréncias
de amostras ndo-conformes, NA. Uma amostra serd ndo-conforme quando seu valor
amostral gerar um ponto fora dos limites de controle. No inicio do monitoramento, o
primeiro NA corresponde ao numero de amostras retiradas do processo antes da
ocorréncia da primeira amostra ndo-conforme. Se o NA for menor ou igual a L, onde L é
um ndmero inteiro positivo especificado, o processo € considerado fora de controle e um
sinal é gerado.

A Figura 9 mostra um grafico de VMAX com regra especial de decisdo, onde uma
amostra € classificada como ndo conforme sempre que VMAX; > LC e o grafico de
VMAX da um sinal quando NA<L. O primeiro ponto amostral na regido de acdo é o da
nona amostra, portanto trata-se de amostra ndo-conforme. A préxima amostra nao-
conforme é a 13". O NA neste caso € igual a quatro, ou seja, hd trés amostras conformes
entre a nona e a 13* amostras. Como o NA é menor do que L (=cinco), o grifico de

VMAX sinaliza uma alteragdo no processo.

> Extratos desta secdo foram aceitos para publicacdo em Quality and Reliability Engineering International, artigo
intitulado “The synthetic control chart based on two sample variances for monitoring the covariance matrix ",
dos autores Machado; Costa e Rahim (2008).
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VMAX

LC

L=

1 23 45 6 7 8 910 11 12 13

Nuimero da amostra (i)

Figura 9 - Gréfico de VMAX com regra especial de decisdao

Quando o intervalo de amostragem € fixo, o NMA mede o tempo necessdrio para se
detectar uma causa especial que esteja presente desde o inicio do monitoramento ou desde
a ocorréncia da causa especial. No primeiro caso o NMA é obtido com o processo em
regime transiente (NMA zero-state ou NMAys), enquanto que no segundo caso o NMA é
obtido apds o processo alcancar o regime permanente (NMA steady-state ou NMAyy).
Entretanto, € mais provavel que a causa especial ocorra apds um longo e indeterminado
periodo em operacao, alterando a matriz de covariancias. Assim, a causa especial ocorre
entre duas amostras ndo-conformes.

De acordo com Wu e Spedding (2000) tem-se:
1,1
0 1-(1-0)°

ondeQ =1—Pr|(S? < k) (53 <k)]. Durante o periodo em controle, Q=ce durante o

NMA,, = (5.10)

periodo fora de controle Q =1- 5.
O NMA, mede o tempo que o grafico de controle com regra especial de decisao leva

para sinalizar uma alteracdo no processo. O NMA,, para o grafico de VMAX com regra
especial de decisdo foi obtido utilizando-se o modelo de cadeia de Markov descrito por
Davis e Woodall (2002). A probabilidade Q é obtida através da expressao (A6) do
Apéndice A. Utilizou-se a sub-rotina DCSNDF da biblioteca IMSL FORTRAN (1995)
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para o célculo da funcdo de distribuicdo de qui-quadrado ndo-central. O procedimento
utilizado para obter o NMA, para o griafico de VMAX com regra especial de decisdo €

descrito abaixo:
1) Especificar p, NMA,, n, L, a, e a;

2) Com L e NMA,encontrar o valor de Q,que satisfaca

sy XxMx1= NMA, (5.11)

onde M € uma matriz de zeros exceto para my;= Qq; mi,=—Qo; m; i+1 = Qo—1, i=1, 2,...,L;
e myy 1= Qo—1; 1 é um (L+1)x1 vetor unitario; e S € um (L+1)x1 vetor com s;=[1+(L-1)

Qol " e 5= Qos1,j=2,....L+1,

3) Com a;=a,=1, p, n e equacdo (A6), ver Apéndice A, encontrar o valor de k que

satisfaca O=0Qy;
4) Com p, ne ke os valores de a, e a, especificados, calcular Q pela equagdo (A6);

5) Com L e Q recalcular M e entdo o NMA,;
NMA,, =s, xMx1
onde M € agora a matriz de zeros exceto para my = Q; mp,= —-Q; m; 41 = 0-1, i=1,

2,....Lyempy = 0-1; 1 é um (L+1)x1 vetor de uns; e sy permanece um vetor (L+1)x1

com s;=[1+(L-1)Qo]" € 5= Qps1, j=2,...,L+1.
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5.3 ESQUEMAS CONCORRENTES - CASO BIVARIADO

5.3.1 Grafico da variancia amostral generalizada ISI

Esta secdo € dedicada a descri¢do do grifico da variancia amostral generalizada |S| .

2n-1)8]"

Segundo Alt (1985), quando p=2 e o processo estd sob controle, tem

distribuicao de qui-quadrado com 2n —4 graus de liberdade. A matriz de covariancias S é

St S

dada por S :{ ], sendo s, e s, as varidncias amostrais de X, e X,

S Sm
respectivamente e s,, = s,, as covariancias amostrais. O limite de controle para o grafico

de [S| ¢ dado por:

(Zzzn—ét,a )2 |ZO|

LC =
4(n-1)°

(5.12)

A magnitude da perturbagdo é dada por »°, onde »’¢ a razdo entre [T, e |Z,|.
Sendo assim, o grafico de |S| terd o mesmo poder de detec¢do para qualquer perturbacao
na matriz de covaridncias que resulte no mesmo valor de »°, independente da causa
especial afetar apenas a varidvel X, ou apenas a varidvel X, (caso I), ou ambas (caso II).

De acordo com a expressdo (5.13) do NMA para o gréfico de |S , 0 desempenho deste

gréfico independe da correlagao (APARISI et al., 2001):

1

NMA = 5 5 (5.13)
Pr(12n74 2 (ZZn74,a )/ 7)

5.3.2 Grafico de |S| com amostragem dupla proposto por Grigoryan e He (2005)

Grigoryan e He (2005) propuseram um grifico de controle multivariado com

amostragem dupla baseado na estatistica |S| Nesta tese foram utilizados os resultados
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obtidos por esses autores apenas para o caso bivariado. Os limites de controle do primeiro
estagio sdo dados por V| e V, e, no segundo estagio, por V5. As constantes by, b,, by, by

dependem de n,, n, e de p e sdo dadas por:

A
by =1/, 1001} 100 = 420 100, )

~
i

~.
X

b, = [1/(”1 +n, _l)p]ﬁ(nl +n, _i)
p

i=1 Jj=l1 Jj

by, = [1/(711 +n, -1)*" ’ (”l—i){ﬁ(m +n, - j+2)-

(”1 +n,—j )}
O esquema de decisdo baseado na amostragem dupla é descrito por Grigoryan e He

(2005) em 5 passos:

Passo 1: Retire a primeira sub-amostra de tamanho n, e calcule a estatistica

Y = qsl|_b1|20|)/b;/2 |Zo

, sendoS, a matriz de covariancias amostral.

Passo 2: Se Y estiver no intervalo [-V,,V,] entdo o grifico de controle indica que o

processo estd em controle.

Passo 3: Se Y estiver no intervalo [V,,e] ou [-e,~V,], entdo o gréfico de controle indica

que o processo esta fora de controle.

Passo 4: Se Y estiver no intervalo [-V,,-V,] ou [V,,V,], entdo retire a sub-amostra de

tamanho 7, e calcule a seguinte estatistica:

Y, = q512| _b11|20|)/b;/22 |Zo

, sendo S, a matriz de covaridncias amostral da amostra

n=n,+n,.
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Passo 5: Se Y, estiver no intervalo [-V,,V,] entdo o grifico de controle indica que o

processo estd em controle; caso contrdrio, o grafico de controle sinaliza um desajuste do

Processo.

Para um @ =0,5% e uma determinada perturbacdo na variabilidade do processo,
medida por y°, Grigoryan e He (2005) determinaram os valores 6timos de n, € n,que

minimizam o NMA. Os limites de controle Vi, V, e V5 foram obtidos por simulacdo, para

um determinado risco « . Os valores de ¢, e «, ndo foram apresentados.

5.3.3 Grafico de |S| com amostra de tamanho variavel proposto por Aparisi et al.
(2001)

Aparisi et al. (2001) estudaram o grafico de |S| com amostra de tamanho varidvel

para o monitoramento de processos bivariados.

Os valores de |S| sdo plotados no gréafico de controle, o qual possui limites de
adverténcia LA, e limites de controle LC,. Os limites do grafico, por sua vez, dependem
do tamanho da amostra n,, i=1, 2, onde n,> n,, conforme ilustrado na Figura 10.

Quando o grafico de |S| com amostra de tamanho varidvel estd em uso, n;,, 0O

tamanho da 1-€sima amostra dependem do valor de |S|l,_1:

n, se |S|l,71 < LA,

n, se LA < |S|i_1 <LC,

l
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IS
A
LC, LC LC,
2
| I
1,

LAI LA]

A |

nl nl

1 2 3456 78 9 10 11 12 13

numero da amostra (i)

Figura 10 - Grafico de |S| com amostra de tamanho varidvel

Por meio de um modelo de cadeia de Markov € possivel obter medidas de

desempenho do grafico de |S| com amostra de tamanho varidvel. A cada instante de
amostragem um dos seis estados da cadeia € alcancado de acordo com a posicdo de |S|,~_1:

Estado 1: |S|

Estado 2: |§] e (L4, LC)

€ (0,24
(
Estado 3: [S| | € (LC,,), isto &,
€ (0,24
e (

> LC,.
Estado 4: [S| € (0,14,).
Estado 5: [S| | e (LA,,LC,).
Estado 6: [S| | € (LC,,), isto &, |S| > LC,.

Os estados 1, 2, 4 e 5 sdo transitorios. Os estados 3 e 6 sdo estados absorventes.

A matriz de probabilidade de transi¢do € dada por:



88

R, Bs P, 0 0 0
0 0 0O P, Ps P,
0 0 1 0 0 0
Py Py Py O 0 0
0 0 0 P, P, P

0 0 0 0 0 1

onde P, ; € a probabilidade de transi¢éo do estado i para o estado j. Por exemplo, P, € a
probabilidade de transi¢cdo do estado 1 para o estado 1, isto é, com uma amostra de
tamanho n,, o valor de [S|e (0,A,).
A velocidade com que o grafico de |S| com amostra de tamanho varidvel detecta
uma alteracdo no processo € dada por:
NMA=D(1-P" )1 (5.14)
onde D'=(d,.d,.d,,d;) é o vetor de probabilidade iniciais, sendo d,+d,=1 e
d,=d,=0. P° é a matriz 4x4 de probabilidades de transi¢io onde os elementos

associados com o estado absorvente foram eliminados. 7 € a matriz identidade de ordem 4
e 1 é o vetor unitdrio, isto é, 1'=(1,1,1,1).
Estando em uso o esquema de amostragens com amostra de tamanho varidvel tem-
se que o numero médio de itens inspecionados por amostragem € dado por:
Pr(n,)xn, +Pr(n,)xXn, =n. (5.15)
Os valores de Pr(n;)s3o calculados a partir do diagrama de probabilidades do

gréifico de |S| com amostra de tamanho varidvel, ver Figura 11.
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Figura 11 — Diagrama de probabilidades

Tem-se que b, = Pr(S|< LA, /n,) e b, =Pr(LA, <|S|< LC, /n,). Para calcular Pr(n,)e

Pr(n,) uma cadeia de Markov foi utilizada baseada no diagrama da Figura 11:

b, 1-b,
{Pr(nl),Pr(nz)}:{Pr(nl),Pr(nz)}x(l_b ) J (5.16)

Da equagdo (5.16) e da condi¢do Pr(n,)+Pr(n,)=1, seguem que:

1- 1-
Pr(n) = ——22 ¢ pr(n,)=— 01
2-b, —b, 2—b, —b,

Assim, a equacgdo (5.15) pode ser reescrita:

1-b, 1-b,
Xl’ll‘l‘ Xn2
2—b, —b, 2—b, —b,

n=

[1-Pe(za, <|8|< LC, /n, )Jxn, +[1-Pr(S| < L4, /1, )|xn,

" 2—Pr(S[< L4, /n,)-Pr(LA, <[S|< LC, /n,)

(5.17)

Da equagdo (5.14) tem-se que:
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NMA(y*,n,,n,, LA, LA, )= (Pr(S| < 4,), 1- Pr(S| < L4,).0,0)

-1

1000 1
S|P I (5.18)
0010 1
000 1 1
Pr(s|< LA,) Pr(za, <|s|<LC)) 0 0
onde - 0 0 Pr(s| < 14,) Pr(z4, <|s|< LC,)
Pr(s|< L4,) Pr(za, <|s|<LC)) 0 0
0 0 Pr(s|< L4,) Pr(za, <|s|< Lc,)

De 5.17 segue,

PrQS| Sx/}/z,n)= F,

X )
ZZn—4[ _2'2'(’1_1)’7 ,nJ

1 /7 2(n-1) S
= 22—/1 r(n_z) y 'ey dy (519)

sendo F, a funcdo de distribuicdo de uma varidvel qui-quadrado com 2n - 4 graus de

X2n—4

liberdade.
Aparisi et al. (2001) encontraram os valores de n; € n, que minimizam os NMAs

para valores de 77 e y”.

5.3.4 Grafico V-EWMA

O gréfico de V-EWMA foi proposto por Yeh et al. (2003). Esses autores consideram
X=(X,.X,.....X p) um vetor aleatdrio p-variado, onde p é o nimero de caracteristicas de

qualidade correlacionadas. Quando o processo estd em controle a distribuicdo de X ¢é

N,(ny.Z,), isto é, uma distribui¢do normal p-variada. O vetor de médias p, e a matriz de

covariancias podem ser estimados por um conjunto de k amostras de tamanho 7, retiradas
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— k
do processo em controle. Com base nas k amostras eles calculam S =35, /k, onde
i=1

’

n —_— ~, . .« A . o« 4 .
S; = {Z(X =X ,-)(X w—X ,-) /n} € a matriz de covariancias amostral da i-€sima amostra,
k=1

i=j=12,..,k.
Para monitorar a qualidade do processo, a cada ponto amostral ¢ calcula-se a

probabilidade:

D — —7 S
v —P{len, s(ﬁN kxl ’jx'" :'J, (5.20)
i=1 ’ i=1 n—i ‘NS

onde |nS,|(similarmente ‘N§‘) ¢ o determinante da matriz nS,, N=nxk € F, y_ ., tem

uma distribuicdo F com n-i e N — k + 1 — i graus de liberdade.
O gréfico de V-EWMA se baseia na seguinte estatistica:
S, (t)=rx(v, —=05)+{1-r)xS (t-1), (5.21)
onde 0<r<1le S, (0)=0.

Para +>1 e um dado valor de r, os dois limites de controle e a linha central do

grafico de V-EWMA sdo dados por:

LSC = Lx\/i( ! j(l—(l—r)z‘)

12\2—-r
LC=0
1 r 2t
LIC =-LX_|— 1-{1-
\/12(2—rj( (1=r")

onde L é escolhido em fungao do valor do riscoa desejado.
Para o caso bivariado, os valores de L sdo obtidos por simulacdo de Monte Carlo,
assumindo que o processo em controle tem distribuicdo normal bivariada e parametros

conhecidos, sendop, =0e X, =7, onde I € uma matriz identidade de ordem 2.
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5.4 GRAFICOS DE VMAX — CASO MULTIVARIADO °

Analogamente ao caso bivariado, a estatistica de monitoramento corresponde ao

4 2
> X
. o« A . . . i=1 .
maior valor das varidncias amostrais padronizadas S,.2 = J i =12,..., p, onde
n

X, = (x i~ M )/O'l. com X, X,,...,X sendo p caracteristicas de qualidade que seguem

p

uma distribuicdo normal, ou seja, VMAX=max{S, S, ..., S [2, }.

Supde-se que com o processo em controle a matriz de covaridncias é dada por

_0-11 O, - Glp_
O, Oypn - O-Qp
X, = . ) |, sendo 0,1 =j=12,..,pas variancias de X, X5, X,
1Opn Opa 0 Oy |
eo;, comi# j=12,..,p,as covariancias entre X, e X;.
Admite-se p possiveis maneiras de uma causa especial alterar a matriz de
covariancias, resultando na matriz
_al'al'o-u a - a, -0, - al'ap'o-lp_
a, - a, - 0y Ay ~ Ay * 0y =+ Ay -4, 0y,
X =
\a,-a, 0, a,-a, -0, = a,-a, 0, |
A primeira possibilidade (caso I) supde que a causa especial afeta somente a
variancia da varidvel aleatdria X,,istoé, a, = y e a,, =1,i,j=12,...,p. Asegunda

possibilidade (caso II) supde que a causa especial altera tanto a variancia de X, e X, isto

€ a, =a;, = \/; € a.; =1, j,k=12,.., p. Analogamente, definem-se também

1

os casos III, IV,...,p-1. O caso p considera que a causa especial altera as variancias de

% Extratos desta se¢do foram aceitos para publicacdo em International Journal of Advanced Manufacturing
Technology, artigo intitulado “A new chart based on the sample variances for monitoring the covariance
matrix of multivariate processes”, dos autores Costa e Machado (2009).



93

X, X550 X,, isto é, a;, = ’\/; i =12,..., p, sendo y>1 a magnitude da perturbagdo.

Em todos os casos as correlagdes p; = , ,bj=12,...,p,com i # j, nao sao

afetadas pela causa especial.

Considera-se também outro tipo de causa especial que altera a matriz de

a,-a; -0y O (P
A e 03 ay Ay Oy - Osp
covariancias inicial para X, = ; ) . Neste caso, os
2
O 02 o ad,a, 0oy,
(0}

coeficientes de correlagdo sdo alterados de Py para p,.'j = l ,i,j=12,..., p,com

a;a,0,0;
i j.
Quando o griafico de VMAX estd em uso, amostras de tamanho n sdo retiradas do

processo em intervalos de tempo regulares. As p caracteristicas de qualidade

X, X,,..., X, das n unidades da amostra sdo medidas e a estatistica VMAX € calculada.

Se a estatistica VMAX for maior do que o limite de controle LC, o grafico sinaliza
um desajuste do processo. Apds a ocorréncia do sinal, o usudrio pode imediatamente

examinar as variancias amostrais de X, X,,..., X, para descobrir quais varidveis sdo

responsaveis pelo desajuste do processo, ou seja, aquelas cujas variadncias amostrais sao
maiores que LC. O limite de controle LC do grafico de VMAX ¢€ obtido utilizando a
expressao (C4) do Apéndice C para p=3. A expressao (C4) pode ser facilmente estendida
para os casos em que p>3. A expressao do NMA para o griafico de VMAX também estd no

Apéndice C.
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5.5 GRAFICO DA VARIANCIA AMOSTRAL GENERALIZADA ISI - CASO
MULTIVARIADO

Quando se tem p varidveis para controlar, a distribuicdo de |S| ¢ dada por (Anderson

(2003)):

-1y 8 .,
ngxn—l'

Aparisi et al. (1999) obtiveram a expressdo para calcular a funcdo densidade de

-1) -8

probabilidade de J, , = % Baseado em J, ,, o limite superior de controle

0
para o gréfico de 9] é:

LSC = ~nr [ (5.22)
(n=1)’
e o poder do gréfico é dado por:
I,
1-pg="PJ,, > | (5.23)

No préximo capitulo serd comparado o desempenho dos graficos propostos com o

de esquemas concorrentes.
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6 ANALISE DE DESEMPENHO DOS GRAFICOS PROPOSTOS PARA O
MONITORAMENTO DA MATRIZ DE COVARIANCIAS E DOS
ESQUEMAS CONCORRENTES

6.1 CONSIDERACOES INICIAIS

Neste capitulo compara-se o desempenho dos graficos de VMAX propostos com o
desempenho dos esquemas concorrentes. Assim, o grafico de VMAX com ou sem regra
especial de decisdo foi comparado com o grifico da varidncia amostral generalizada

(grafico de |S

); o grafico de  VMAX com amostragem dupla foi comparado com o
grifico de |S| com amostragem dupla, o grafico de VMAX com amostra de tamanho

varidvel foi comparado com o grafico de |S| com amostra de tamanho varidvel e o grafico

de EWMA baseado na estatistica de VMAX é comparado com o grafico de V-EWMA.

Para poder utilizar os resultados existentes na literatura quando da comparagao dos
esquemas de monitoramento, adotou-se NMA, de 200,0, ou seja, a =0,005. Uma alteracdo
no processo é medida por y°. Nas tabelas deste capitulo adotou-se para y* os valores 1,1;
1,2; 1,3; 1,4; 1,5; 2,0; 3,0 e 5,0. Especificamente, nas Tabelas 15 e 33, uma altera¢do no
processo ¢ medida por af, i=12,3, com af 1S {1,2; 1,5; 2,0} e na Tabela 24, por a,, i=12,
com a, € {1,1;1,25;1,5}.

Nas Tabelas de 14 a 30 estdo os valores de NMA para o caso bivariado, ou seja,
p=2. Nas Tabelas de 14 a 16 estdo os valores de NMA para o grafico de VMAX. Nessas
tabelas p = 0; 0,3; 0,5; 0,7. Nas Tabelas de 17 a 21 estdo os valores de NMA para o

grafico de VMAX com amostragem dupla para p =0,5, n=4 e 5 e diversos valores de n, e
n,.Na Tabela 17, «,=0, 0,001 e 0,0025. Observa-se desta tabela que o grafico de VMAX
com amostragem dupla tem melhor desempenho quando ¢, =0. Desta forma, nas Tabelas
de 18 a 21 adota-se o, =0.

Os valores de NMA para o grifico de VMAX com amostra de tamanho varidvel

estdo nas Tabelas de 22 a 24. Para este grafico adotou-se p=0,5, n=4 e 5 e diversos
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valores de n, e n,. Nas Tabelas de 25 a 27 estdo os valores de NMA para o grafico de
EWMA baseado na estatistica VMAX, em que p=0,5,n =4 e 5e re {0,2,0,5,0,7}.

Os NMAs para o grafico de VMAX com regra especial de decisdo estdo nas Tabelas
28,29 e 30,em que p=0,5,n=4e5,L=1,2,3,4,5, 10, 20 e 50.

Nas Tabelas 31, 32 e 33 estdo os NMAs para o grafico de VMAX para p =3 e
(P P P3)=(0,5:0,5:;0,5), (0,7; 0,7; 0,7), (0,7; 0,5; 0,2). Nas Tabelas 34 e 35, p=4 e
(P12 P13 Pras Pass Pas s P34)=(0,550,5;0,5:0,5;0,5;0.5), (0,7;0,7;0,5:0,5;0,2;0,2).

6.2 DESEMPENHO DOS GRAFICOS PROPOSTOS — CASO BIVARIADO
6.2.1 Grafico de VMAX

De acordo com a Tabela 14 o coeficiente de correlacdo t€m uma certa influéncia nas
propriedades do grafico de VMAX. Para o caso I, o grifico de VMAX é menos sensivel a
influéncia da correlagdo. Para o caso II, o NMA sempre aumenta a medida que a
correlacdo aumenta. Da Tabela 15 observa-se que o grafico de VMAX € sempre mais

eficiente que o grafico da varincia amostral generalizada |S| Essa tabela foi construida

para p=0,5. Para o caso I, em que a causa especial afeta apenas uma das varidveis, o
grifico de VMAX tem um desempenho bem superior ao do grafico de controle proposto
por Alt (1985). Da Tabela 16 observa-se que os valores de NMA sdo praticamente iguais

considerando X, ou X,.



Tabela 14 - Valores de NMA para o grafico de VMAX (p=2,n =15)
caso | caso II
4 14
0,0 0,3 0,5 0,7 0,0 0,3 0,5 0,7
y> LC 3,677 3,675 3,668 3,646 3,677 3,675 3,668 3,646

1,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0
1,1 132,1 1323 1325 1328 139,1 139,3 139,7 140,5
1,2 86,5 86,6 86,8 86,8 101,6 101,8 102,4 103,6
1,3 58,1 58,2 583 58,1 71,1 71,4 78,0 79,3
1.4 40,6 40,7 40,7 404 60,5 60,8 61,4 62,6
1,5 295 296 296 293 48,7 49,0 49,6 50,8
2,0 9,62 953 9,62 9,50 21,6 219 223 232
3,0 3,38 3,38 3,38 3,34 8,64 880 9,09 959
5,0 1,67 1,67 1,67 1,66 3,73 3,82 398 425

Tabela 15 - Valores de NMA para os grificos de VMAX e de |S| (p=2, p=0,5)

n

4 5
IS VMAX IS VMAX

casol casolIl casol casoll
y? LC 6,134 4,094 4,094 5,375 3,668 3,668
1,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0
1,1 146,8 136,6 143.,0 141,4 132,5 1397
1,2 112,5 92,4 107,0 104,6 86,8 102,4
1,3 89,1 63,9 82,9 80,5 58,3 78,0
1,4 73,3 45,7 66,1 64,1 40,7 61,4
1,5 60,4 33,9 54,1 51,9 29,6 49,6
2,0 30,2 11,6 25,4 24,1 9,62 22,3
3,0 13,6 4,09 10,7 10,2 3,38 9,09
5,0 6,37 1,95 4,77 4,58 1,67 3,98

Tabela 16 - Valores de NMA para o grafico de VMAX
(p=2; p=0,5; n=5; LC = 3,668)

2 2 2 2
a a, 21 22 a a, 21 22

1,0 1,0 200,0  200,0 2,0 2,0 5,50 5,22
1,2 1,0 86,8 86,4 3,0 1,0 3,38 3,37
1,2 1,2 56,2 55,5 3,0 3,0 2,13 2,00
1,5 1.0 29,6 29,4 5,0 1,0 1,67 1,67
L5 1,5 16,8 16,3 5,0 5,0 1,24 1,19
20 1,0 9,62 9,58
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6.2.2 Desempenho do grafico de VMAX com amostragem dupla

As tabelas desta sec@o foram obtidas fixando LC, = e, ou seja, &, =0. Neste caso, o
grifico de controle dd um sinal somente quando VMAX > LC,. Os pontos amostrais
VMAX,, ao cairem na regido de adverténcia, que para o caso em que LC, =c

corresponde a regido acima de LA, disparam a inspecdo de toda a amostra, e, nestes casos,

a estatistica VMAX| € calculada e comparada com LC,. Em geral, o desempenho do

griafico de VMAX tende a piorar sempre que se adota valores de &, >0, ver Tabela 17.

Tabela 17 - Valores de NMA para o grafico de VMAX com amostragem dupla
(p=2, n =4, n,=2, n,=8, p=0,5)

o,=0 «,=0,001 «,=0,0025
caso I caso II caso I caso II caso I caso II
LA 1,928 1,928 1,923 1,923 1,917 1,917
LC, oo oo 7,593 7,593 6,672 6,672
7/2 LC, 2,571 2,571 2,590 2,590 2,636 2,636
1,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0
1,1 121,6 130,2 125,5 133,4 132,8 139,8
1,2 73,3 90,1 76,5 93,4 83,2 100,4
1,3 46,1 65,5 48,1 68,2 52,7 74,3
1,4 30,6 49,5 31,8 51,7 34,8 56,7
1,5 21,5 38,7 22,3 40,4 24,2 44 .4
2,0 6,68 15,7 6,88 16,3 7,17 17,7
3,0 2,58 6,01 2,61 6,16 2,65 6,54
5,0 1,53 2,70 1,53 2,74 1,54 2,83

A Tabela 18 compara os graficos de VMAX e de |S| com amostragem dupla. Os
valores da Tabela 18 para o grafico de |S| com amostragem dupla foram obtidos por

Grigoryan e He (2005) por meio de simulacdes, ver se¢do 5.3.2. De acordo com a Tabela
18, observa-se que quando a amostragem dupla estd em uso o grafico proposto tem, em

geral, um desempenho superior ao do gréifico de |S| .
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Tabela 18 - Valores de NMA para os graficos de VMAX e de |S| com amostragem dupla
(p=2, n =4, p=0,5)

VMAX IS

;/2 n ny LA LC, caso | caso II

1,1 3 23 3,175 1,701 108,6 118,9 102,0
1,2 3 23 3,175 1,701 59,7 76,9 72,6
1,3 3 23 3,175 1,701 35,6 53,2 49,5
1,5 3 24 3,207 1,678 16,2 29,3 29,4
2,0 3 19 3,031 1,818 5,62 11,9 14,0
3,0 3 19 3,031 1,818 2,59 4,85 6,45
5,0 3 11 2,613 2,193 1,50 2,47 3,59

As Tabelas de 19 a 21 contém os valores do NMA para o griafico de VMAX com

amostragem dupla. Nestas tabelas n, € fixo enquanto n, assume diferentes valores.
Quando n, aumenta, o grafico de VMAX se torna mais 4gil na deteccdo de pequenas
alteracdes; porém, se torna lento na deteccdo de grandes alteracdes. Por exemplo, da
Tabela 19 observa-se que para > = 1,3 0 NMA diminui de 44,7 para 38,0 quando n,
aumenta de 8 para 16 (caso I). Por outro lado, para 7/2 = 5,0, o NMA aumenta de 1,47 para
1,58 quando n, passa de 8 para 16 (caso I).

O efeito da escolha de n, na velocidade com que o grafico de VMAX sinaliza o
desajuste pode ser observado comparando os NMAs das Tabelas 20 e 21. Quando n, é
pequeno e n, aumenta de 3 para 4 o grafico de VMAX se mostra mais agil. Por exemplo,
observa-se que para 72 =1,2e n,=10, o NMA diminui de 65,6 para 65,0 quando n, passa
de 3 para 4 (caso 1). Para a mesma perturbacdo, porém para n, grande (n,=20), o NMA
aumenta de 55,6 para 57,4 quando n, passa de 3 para 4. As Tabelas de 19 a 21 apresentam
também os NMAs para o grafico de |S| com amostragem dupla. Quando a amostragem
dupla estd em uso e apenas umas das varidveis € afetada pela causa especial (caso I), o
grafico de VMAX € sempre mais eficiente na detec¢do da perturbagdao do que o gréfico de

|S| . Porém, se as duas varidveis sdo afetadas pela causa especial (caso II) e o valor de n, é

grande, o grafico de VMAX tem desempenho inferior ao do grafico de |S

, exceto para
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grandes perturbagdes. Vale salientar que nesses casos, os desempenhos dos dois graficos
ndo sao substancialmente diferentes e que o grafico de VMAX € bem mais simples de ser
utilizado, pois o usudrio estd muito mais familiarizado com o cdlculo das variincias

amostrais do que com o do determinante de uma matriz de covariancias.

Tabela 19 - Valores de NMA para os graficos de VMAX e de |S| com amostragem dupla
(p=2, n =4, n,=3, p=0,5)

n,
8 12 16
N VMAX IS VMAX S| VMAX
casol casoll casol casoll casol casoll

LA 1,076 2,363 2,363 1,544 2,680 2,680 1,925 2,901 2,901
a LC, 2489 2450 2,450 2,207 2,127 2,127 2,039 1923 1,923

1,0 200,0 200,0 2000  200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 2000
1,1 131,1 120,3 129,1 126,5 115,7 1252 119,7 1125 1223
1,2 93,8 71,7 88,8 86,0 66,7 84,0 79,1 63,3 80,7
1,3 70,3 44,7 64,2 62,3 40,6 59,6 55,9 38,0 56,5
1.4 55,2 295 48,3 46,3 264 44,2 41,7 24,7 41,6
1,5 439 20,6 37,6 37,3 18,4 34,0 322 17,2 31,8
2,0 19,8 6,38 15,1 16,0 5,81 13,3 13,7 5,62 12,4
3,0 9,09 248 5,76 7,19 243 5,13 6,39 2,50 4,89
5,0 4,68 1,47 2,60 4,04 1,52 2,46 3,64 1,58 2,48

Tabela 20 - Valores de NMA para os graficos de VMAX e de [S| com amostragem dupla
(p=2, 7 =5, n,=3, p=0.5)

n,
10 15 20
ISI VMAX ISI VMAX N VMAX
casol casoll casol casoll casol casoll

LA 0,644 1984 1,984 1,025 2,312 2,312 1,328 2,538 2,538
7 LC, 2326 2334 2334 2,064 2,038 2,038 1,922 1,855 1,855

1,0 200,0  200,0  200,0 200,0 200,0  200,0 200,0  200,0  200,0
1,1 128,1 115,1 1249 120,0 109,3  119,9 114,1 1052 1164
1,2 89,4 65,6 83,6 79,6 59,6 77,8 75,6 55,6 73,8
1,3 65,2 394 59,1 56,6 34,7 53,7 51,2 31,8 50,1
1.4 50,0 25,3 43,6 423 219 38,9 37.4 20,0 35,9
1,5 39,9 17,4 33,4 32,5 149 29,4 28,4 13,6 26,9
2,0 18,0 5,21 12,8 14,0 4,63 10,9 12,1 4,43 9,88
3,0 7,87 2,10 4,76 6,48 2,07 4,12 5,71 2,14 3,87

5,0 4,23 1,34 2,19 3,73 1,40 2,05 3,51 1,46 2,07
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Tabela 21 - Valores de NMA para os graficos de VMAX e de |S| com amostragem dupla
(p=2, n=35, n,=4, p=0,5)

n,
10 15 20
ISI VMAX ISI VMAX IS VMAX
casol casoll casol casoll casol casoll

LA 1,694 2319 2319 2,151 2,574 2,574 2,507 2,750 2,750
7 LC, 2487 2240 2,240 2,193 1,963 1,963 2,028 1,787 1,787

1,0 200,0  200,0  200,0 200,0 200,0  200,0 200,0  200,0  200,0
1,1 1273 1145 1244 116,3 1099  120,4 111,6  106,8 117,6
1,2 85,9 65,0 83,0 73,6 60,3 78,4 66,7 57,4 75,3
1,3 60,3 39,0 58,5 51,0 354 54,3 44,5 33,4 51,5
1.4 44,3 25,0 43,2 36,4 225 39,5 31,6 21,2 37,2
1,5 34,5 17,2 33,1 27,6 154 29,9 23,8 14,6 28,1
2,0 13,9 5,17 12,7 10,9 4,83 11,2 8,98 4,79 10,6
3,0 5,66 2,09 4,71 4,54 2,12 4,30 3,95 2,21 4,21
5,0 2,92 1,32 2,19 2,54 1,38 2,14 2,35 1,42 2,21

6.2.3 Desempenho do grafico de VMAX com amostra de tamanho variavel

As Tabelas 22, 23 e 24 comparam os valores de NMA para o grafico de VMAX com

amostra de tamanho varidvel com os valores de NMA para o grifico de [S| com amostra de

tamanho varidvel. As tabelas foram construidas fixando p=0,5.



102

Tabela 22 - Valores de NMA para os graficos de VMAX e de [S| com amostra de tamanho
variavel (p=2, n =4 e n,=3)

n,
8 12 16
|S| VMAX |S| VMAX |S| VMAX
casol casoll caso I caso Il casoI casolIl

LA, 0,632 1,968 1,968 1,164 2425 2,425 1,571 2,697 2,697
Lc, 7,018 47758 4,758 7,018 4,758 4,758 7,018 4,758 4,758
LA, 1,262 1,612 1,612 1,591 1,685 1,685 1,687 1,676 1,676
LC, 4,086 2,966 2,966 3,305 2,523 2,523 2,889 2,276 2,276

1,1 1493 136,7 1433 150,1 136,9 143,6 150,6 137,0 143,88
1,2 1144 91,4 106,6 1151 91,1 106,7 1155 90,9 1069
1,3 89,7 61,7 81,7 89,8 609 81,6 89,9 603 81,5
1.4 71,6 42,8 64,3 71,2 41,6 638 70,8 40,6 63,6
1,5 58,2 30,7 51,7 572 29,2 51,0 56,5 28,1 50,6
2,0 25,4 9,22 22,2 233 8,23 209 21,9 7,66 20,0
3,0 9,53 3,23 8,31 823 3,01 7,36 7,710 297 6,82
5,0 4,23 1,78 3,58 392 1,79 3,23 398 1,83 3,11
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Tabela 23 - Valores de NMA para os graficos de VMAX e de [S| com amostra de tamanho
variavel (p=2, n =5 e n,=3)

n,
10 15 20
S| VMAX S| VMAX S| VMAX
casol casoll casol casoll casol casoll

LC - - - - - - - -
LA, 0,385 1,673 1,673 0,781 2,113 2,113 1,106 2382 27382
LC, 7,018 4,758 4,758 7,018 4,758 4,758 7,018 4,758 4,758
LA, 1,069 1408 1408 1,364 1,500 1,500 1,468 1,510 1,510
LC, 3,624 2707 2,707 2974 2327 2327 2626 2114 2114

1,1 1439 132,7 140,2 145,2 133,0 140,7 146,0 1333 141,0
1,2 106,0 852 1019 106,9 84,6 102,1 1074 84,2 1023
1,3 79,8 55,1 76,3 79,7 53,6 76,0 79,6 525 75,8
14 61,3 36,7 58,7 60,3 34,7 57,9 59,4 333 57,3
1,5 48,1 254 46,2 46,3 234 45,0 50,0 21,9 44,1
20 185 7,15 18,4 16,2 6,18 16,6 14,8 5,70 15,4
30 658 2,67 6,56 5,65 2,54 5,60 5,38 2,56 5,13
50 3,15 1,62 2,94 3,08 1,68 2,68 332 1,73 2,63
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Tabela 24 - Valores de NMA para os graficos de VMAX e de [S| com amostra de tamanho
variavel (p=2, n =5¢ n,=4)

n,
10 15 20
|S| VMAX |S| VMAX |S| VMAX
caso | caso II caso I caso Il caso I caso Il

Lc - - - - - -

LA, 1,140 1,971 1,971 1,732 2,349 2349 2,135 2,569 2,569
LC, 6,134 4,094 4,094 6,134 4,094 4,094 6,134 4,094 4,094
LA, 1,388 1,615 1,615 1,635 1,659 1,659 1,692 1,639 1,639
LC, 3,624 2,707 2,707 2,974 2327 2327 2,626 2,114 2114

1,1 142,1 1323 139,8 142,6 132,5 140,0 1429 132,6 1401
1,2 1045 854 101,8 104,7 85,1 101,8 104,8 84,8 1019

1,3 79,0 55,9 76,6 78,7 549 764 78,5 54,2 763
14 612 37,7 59,3 60,4 364 5838 59,8 354 585
1,5 485 26,4 47,0 47,2 250 46,3 46,3 239 458
20 194 7,53 19,2 17,5 6,72 18,0 164 6,30 17,1
30 693 2,71 6,92 6,01 2,58 6,12 5,71 2,58 5,71
5,0 3,17 1,58 3,02 3,00 1,60 2,78 307 1,63 2,72

De acordo com as Tabelas 22, 23 e 24 o grifico de VMAX com amostra de tamanho

varidvel é sempre mais eficiente que o gréifico da varidncia amostral generalizada [S| com

amostra de tamanho varidvel, exceto em alguns casos em que o tamanho de amostra é

alternado entre um tamanho pequeno e um tamanho muito grande.

A escolha de n, e n, influi, porém de forma moderada, na velocidade com que o
grafico detecta perturbagdes, tanto para o caso I quanto para o caso II. Por exemplo, se n
=5, n,=10e y* =1,4, a medida que n, aumenta de 3 para 4 (caso I) o NMA aumenta de
36,7 para 37,7. E,se n =5, n,=4 ¢ y*=1,4, 0o NMA diminui de 37,7 para 36,4 a medida

que n, aumenta de 10 para 15 (caso I).
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6.2.4 Desempenho do grafico de VMAX-EWMA

A Tabela 25 compara o grifico de VMAX-EWMA com o griafico de V-EWMA
proposto por Yeh et al. (2003). Detalhes sobre o grifico de V-EWMA podem ser
encontrados na se¢do 5.3.4.

De acordo com a Tabela 25, o grafico de VMAX-EWMA tem, na maioria dos casos,
um desempenho superior ao do grifico de V-EWMA. Nessa tabela estio também os

valores de NMA para o grifico de [S|. O grifico d¢ VMAX-EWMA ¢ sempre mais
eficiente do que o gréfico de [S|. Porém, o mesmo ndo ocorre quando se compara o

grifico de V-EWMA com o grifico de [§|, principalmente nos casos em que se tem

grandes perturbacdes e coeficiente de correlacio elevado.

Observa-se que p tem grande influéncia nas propriedades do grafico de V-EWMA.
Por exemplo, quando (a, ;02) = (1,10; 1,00), o NMA para o grafico de V-EWMA reduz de
114,1 para 25,0 quando p passa de 0,0 para 0,8 (caso I). Por outro lado, para uma
perturbagio maior, por exemplo (a,;a,) = (1,50; 1,00), o NMA para o grifico de V-
EWMA aumenta de 20,4 para 125,1 quando p passa de 0,0 para 0,8 (caso I). Em resumo,
se o processo € altamente correlacionado o grafico de V-EWMA se torna mais lento na
sinalizacdo a medida que a magnitude da perturbacdo aumenta (caso I). Trata-se de um
comportamento totalmente adverso ao do esperado de um grafico de controle. Embora p
também tenha influéncia nas propriedades do grafico de VMAX-EWMA, observa-se, da
Tabela 25, que essa influéncia é pequena. Por exemplo, quando (a,;a,) = (1,10; 1,00), o
NMA para o grifico de VMAX-EWMA aumenta de 58,5 para 61,3 quando p passa de 0,0
para 0,8 (caso I). E, quando (g,;a,) = (1,50; 1,00), o NMA para o grifico de VMAX-
EWMA reduz de 5,86 para 5,80 quando p passa de 0,0 para 0,8 (caso I).
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Tabela 25 - Valores de NMA para os grificos de |S|, VMAX-EWMA e V-EWMA
(p=2, n=4, r=0,2)
p =0,0 p =0,5 p =0,8
|S| VvV  VMAX VvV  VMAX V.  VMAX
(012%) LC 6,134 * 2,054 * 2,013 * 1,921

(1,00, 1,00) 200,0 200,0 200,0  200,0 200,0  200,0 200,0

caso
(1,10, 1,00) 146,8 114,1 58,5 141,3 59,9 25,0 61,3

I (1,25,1,00) 99,4 51,7 16,8 126,8 17,2 46,6 17,1
(1,50,1,00) 60,4 204 5,86 41,7 5,92 125,1 5,80
(1,10, 1,10) 110,7 64,4 29,8 1339 31,3 394 343

I (1,25,1,25) 549 174 8,16 33,0 8,68 138,8 9,66
(1,50,1,50) 23,8 7,03 3,34 9,31 3,53 32,6 3,90

*L=2,490

De um modo geral, menores valores de » melhoram o poder de detec¢ao do grafico.
Por exemplo, da Tabela 26 quando 72 = 1,4 o NMA diminui de 40,8 para 27,6 quando r
passa de 0,7 para 0,2 (caso I).

O efeito de n na velocidade com que o grifico de VMAX-EWMA sinaliza o
desajuste do processo pode ser observado comparando os NMAs das Tabelas 25 e 26.
Quando n aumenta, o poder de deteccdo do grafico também aumenta. Por exemplo,

quando ¥*>=1,3, 0 NMA diminui de 52,5 para 46,6 quando n aumenta de 4 para 5 (caso ).



Tabela 26 - Valores de NMA para o grifico de VMAX-EWMA (p=2,n=4)

caso I caso II
r r
0,2 0,5 0,7 0,2 0,5 0,7
}/2 LC 2,013 2,783 3,292 2,013 2,783 3,292
1,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0
1,1 106,8 125,2 131,3 111,6 131,2 137,6
1,2 62,8 79,5 86,0 71,5 91,7 99,6
1,3 40,1 52,5 58,1 49,8 67,4 75,2
1,4 27,6 36,4 40,8 36,9 51,6 58,7
1,5 20,3 26,5 299 28.8 40,9 47,2
2,0 7,81 9,07 10,1 12,9 17,8 21,1
3,0 3,53 3,56 3,74 6,30 7,58 8,81
5,0 1,98 1,88 1,89 3,57 3,74 4,09

Tabela 27 - Valores de NMA para o grifico de VMAX-EWMA (p=2, n =5)

caso I caso II
r r
0,2 0,5 0,7 0,2 0,5 0,7
72 LC 1,891 2,549 2,982 1,891 2,549 2,982
1,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0
1,1 100,3 119,7 126,4 105,8 126,3 1334
1,2 56,4 72,9 79,8 65,4 85,8 94,2
1,3 34,9 46,6 52,2 44,4 61,6 69,6
1,4 23,6 31,5 35,7 32,4 46,3 53,5
1,5 17,2 22,5 25,6 25,0 36,1 423
2,0 6,59 7,47 8,32 11,1 15,1 18,1
3,0 3,04 2,98 3,10 5,45 6,35 7,37
5,0 1,74 1,64 1,63 3,14 3,18 3,44

107
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6.2.5 Desempenho do grafico de VMAX com regra especial de decisao

Nas Tabelas 28, 29 e 30 estdo os valores de NMA,, para o grafico de VMAX com

regra especial de decisdo.

As Tabelas 28 e 29 mostram o efeito de L na velocidade com que o grafico de
VMAX com regra especial de decisdo sinaliza o desajuste do processo. Da Tabela 28
observa-se que a medida que L aumenta de 1 para 20, todos os valores de NMAg
diminuem. Por exemplo, se y*= 1,3, 0o NMA,, diminui de 59,5 para 46,2, o que significa
em termos percentuais, uma reducio de aproximadamente 22%. O efeito de variar L de 20
para 50 quase ndo afeta a velocidade com que o grifico detecta pequenas ou grandes
alteracdes. Por exemplo, se y>= 1,3, o NMA,; aumenta de 46,2 para 46,3 ¢, se °= 3,0, o
NMA;; aumenta de 2,81 para 2,83, o que representa um aumento percentual de 0,22% e

0,71%, respectivamente.

Nas Tabelas 28 e 29 estdo também os NMAs dos graficos de |S| e de VMAX, ja que

ndo existem na literatura consultada graficos multivariados com regra especial de decisdo
para fazer esta comparagdo. O grafico de VMAX com regra especial de decisdo é sempre

mais eficiente do que o gréfico de |S| Observa-se o0 mesmo quando o grafico de VMAX

com regra especial de decisdo é comparado com o grifico de VMAX, exceto para os

casos em que L € pequeno (L =1 ou 2) e a causa especial afeta apenas uma varidvel (caso

D).
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Tabela 28 - Valores de NMA,, para o grafico de VMAX (p=2; p=0,5; n=5; caso I)

S| VMAX L

1 2 3 4 5 10 20 50
LC 5,375 3,668 2,339 2,507 2,602 2,668 2,718 2,869 3,011 3,181

2

/4

1,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0
1,1 1414 1325 130,5 126,4 124,3 123,1 122,2 120,2 119,0 119,1
1,2 104,6 86,8 86,7 81,3 787 772 76,1 73,6 723 724
1,3 80,5 583 59,5 54,3 51,9 50,5 49,5 473 46,2 463
1.4 64,1 40,7 42,5 379 358 34,6 33,8 32,0 31,2 314
1,5 519 29,6 31,5 27,6 259 249 242 229 223 225
2,0 24,1 9,62 11,0 920 850 8,13 7,89 744 7,29 7,38
30 10,2 3,38 4,16 349 3,24 3,11 3,04 2,88 281 283
5,0 458 1,67 224 193 181 1,74 1,70 1,60 1,55 1,54

Tabela 29 - Valores de NMA,; para o grifico de VMAX (p=2; p=0,5; n=5; caso II)

|S| VMAX L

1 2 3 4 5 10 20 50
LC 5,375 3,668 2,339 2,507 2,602 2,668 2,718 2,869 3,011 3,181

2

v

1,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0
1,1 141,4 139,7 1349 1314 129,6 128,6 127,9 126,3 125,6 126,0
1,2 104,6 1024 96,4 91,9 89,7 88,5 87,6 859 851 858
1,3 80,5 780 72,0 67,5 654 642 634 61,7 61,2 620
1.4 64,1 61,4 559 51,7 49,7 48,77 479 46,5 46,1 47,0
1,5 519 49,6 447 40,8 39,1 38,2 37,5 363 36,0 369
20 24,1 223 198 17,5 16,5 16,0 157 152 15,2 15,8
30 10,2 9,09 831 7,19 6,777 656 643 6,24 627 6,52
5,0 458 398 396 343 324 3,14 3,09 3,00 2,99 3,08

A Tabela 30 mostra o efeito de n nos valores de NMA; do grafico proposto. Dessa
tabela observa-se que a medida que n aumenta de 4 para 5, todos os valores de NMAg
diminuem. Por exemplo, se = 1,3 e a causa especial afeta somente uma das varidveis
(case I), 0o NMA; diminui de 55,4 para 49,5, o que representa uma redugdo percentual no

NMA;; de aproximadamente 10%. A Tabela 30 apresenta também os NMAs para o



110

gréifico de |S| . O grafico de VMAX com regra especial de decisao é sempre mais eficiente

do que o grafico de |§].

Tabela 30 - Valores de NMA,, para o grafico de VMAX (p=2; L=5; p=0,5)
n
4 5
VMAX VMAX
|S| casol casoll |S| casol casoll

y* LC 6,134 2,964 2,964 5,375 2,718 2,718

1,0 200,0  200,0 200,0 200,0  200,0 200,0
1,1 146,8 127,3 1323 141,4 1222 1279
1,2 112,5 824 93,1 104,6 76,1 87,6
1,3 89,1 55,4 68,9 80,5 49,5 63,4
1,4 73,3 38,9 53,0 64,1 33,8 47,9
1,5 60,4 28,5 42,1 51,9 24,2 37,5
2,0 30,2 9,67 18,4 24,1 7,89 15,7
3,0 13,6 3,67 7,70 10,2 3,04 6,43
5,0 6,37 1,95 3,67 4,58 1,70 3,09

6.3 DESEMPENHO DO GRAFICO DE VMAX — CASO MULTIVARIADO

Analogamente ao caso bivariado, os coeficientes de correlacdo tém uma certa
influéncia nas propriedades do grafico de VMAX, ver Tabelas 31 e 34. Das Tabelas 32 e
35 observa-se que o grafico de VMAX € sempre mais eficiente que o grafico da variancia
amostral generalizada |S| Essas tabelas foram construidas fixando os coeficientes de
correlagdo iguais a 0,5. Da Tabela 33 observa-se que os valores de NMA sdo praticamente
iguais considerando X, ou X,. O mesmo pdde ser observado considerando p>3. Para o

caso I, em que a causa especial afeta apenas uma das p variaveis X,,X,,..., X, o grafico

de VMAX tem um desempenho bem superior ao do grifico de |S

, para qualquer valor de

p.



Tabela 31 - Valores de NMA para o grafico de VMAX (p=3, n=5)

0,5

P 0,7 0,7 0,5 0,7 0,7 0,5 0,7 0,7
P 05 0,7 0,5 0,5 0,7 0,5 0,5 0,7 0,5
Py 0,5 0,7 0,2 0,5 0,7 0,2 0,5 0,7 0,2
caso I caso II caso III
y* LC 3851 3810 3,843 3,851 3,810 3,843 3,851 3,810 3,843
1,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0
1,1 146,3 146,9 1474 153,0 154,1 154,1 155,2 156,3 155,3
1,2 101,9 101,9 102,8 118,6 119,9 120,2 123,8 125,5 1239
1,3 70,5 70,1 71,1 93,5 94,9 953 101,3 103,3 101,5
1.4 49,7 49,2 50,0 75,1 76,4 76,9 84,7 86,9 84,9
1,5 36,1 35,6 36,3 614 62,6 63,1 72,3 74,5 72,5
2,0 11,3 11,0 11,3 27,8 28,6 29,1 38,6 40,5 38,7
3,0 3,72 3,65 3,71 10,9 11,4 11,6 18,2 19,6 18,2
5,0 1,75 1,73 1,75 4,55 4,80 4,88 8,35 9,20 8,34
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Tabela 32 - Valores de NMA para os graficos de VMAX e de [S| (p=3, p,,=p;;=p,;=0.,5)

n

4 5
IS VMAX IS VMAX
casol casoIl caso III casol casoIl casoIIl

72 LC 4,050 4,313 4,313 4,313 4,620 3,851 3,851 3,851
1,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0
1,1 160,4 149,9 155,9 157,8 155,2 146,3 153,0 155,2
1,2 135,3 107,7 123,0 127,7 125,3 101,9 118,6 123,8
1,3 116,9 76,8 98,7 105,8 103,5 70,5 93,5 101,3
1,4 102,9 55,6 80,4 89,5 87,3 49,7 75,1 84,7
1,5 89,4 41,3 66,6 77,1 74,5 36,1 61,4 72,3
2,0 54,6 13,7 31,7 42,6 41,6 11,3 27,8 38,6
3,0 29,8 4,55 12,9 20,9 20,7 3,72 10,9 18,2
5,0 15,8 2,06 5,49 9,86 9,93 1,75 4,55 8,35

Tabela 33 - Valores de NMA para o grifico de VMAX
(=3, p,=p;=p»=0,5,n=5, LC=3,851)

a a, 032 X, X, alz azz 032 X, X,
1,0 1,0 1,0 200,0 200,0 1,5 1,5 1,0 20,73 20,63
1,5 1,0 1,0 36,14 35,82 1,0 1,5 1,5 20,72 20,87
1,0 1,5 1,0 36,13 36,26 1,5 1,0 1,5 20,73 20,79
1,0 1,0 1,5 36,13 36,73 1,5 1,5 1,5 1495 14,95
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Tabela 34 - Valores de NMA para o grafico de VMAX (p=4,n =15)

Pn=pPs 05 0,7 0,5 0,7 0,5 0,7 0,5 0,7
Pu=pyn 05 05 05 05 05 05 05 05
Pru=py 05 0,2 0,5 0,2 0,5 0,2 0,5 0,2
caso | caso II caso III caso IV
7/2 LC 3,980 3,970 3,980 3,970 3,980 3,970 3,980 3,970
1,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0
1,1 152,7 158,6 160,0 1629 162,5 1649 164,5 166,0
1,2 112,9 1169 128,8 130,1 134,77 138,8 135,8 139,1
1,3 79,4 82,1 105,2 108,1 114,6 114,8 118,0 115,0
1,4 56,9 57,9 854 879 97,3 99,9 99,6 102,7
1,5 414 41,9 70,9 73,7 82,9 84,7 88,7 899
2,0 126 12,8 32,5 337 453 48,3 52,9 54,3
3,0 3,95 392 12,4 13,1 209 228 279 284
5,0 1,80 1,80 5,05 5,37 9,49 10,1 13,5 14,2

Tabela 35 - Valores de NMA para os grificos de VMAX e de |3

P=4,n=5,p,=pP3= P, =Pr=P2=pP3,=0,5)

IS VMAX
caso I caso II caso III caso IV

y* LC 2,000 3,980 3,980 3,980 3,980
1,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0
1,1 166,8 152,7 160,0 162,5 164,5
1,2 145,6 112,9 128.,8 134,7 135,8
1,3 127,9 79,4 105,2 114,6 118.,0
1.4 108,5 56,9 85,4 97,3 99,6
1,5 96,9 414 70,9 82,9 88,7
2,0 61,1 12,6 32,5 45,3 52,9
3,0 35,7 3,95 12,4 20,9 27,9
5,0 19,2 1,80 5,05 9,49 13,5

No proximo capitulo serdo detalhados os graficos de controle utilizados no

monitoramento simultineo do vetor de médias e da matriz de covariincias de processos

bivariados.
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7 DESCRICAO DOS GRAFICOS PROPOSTOS PARA O
MONITORAMENTO SIMULTANEO DO VETOR DE MEDIAS E DA
MATRIZ DE COVARIANCIAS

7.1 CONSIDERACOES INICIAIS

Este capitulo trata do monitoramento simultidneo do vetor de médias e da matriz de
covariancias de processos bivariados. Os graficos de controle considerados no
monitoramento sdo: os graficos de 7> ¢ de VMAX (MACHADO; COSTA, 2008b,
2008C); o gréfico de controle MCMAX, cujos pontos amostrais correspondem ao maior
valor em moédulo de quatro medidas das duas caracteristicas de qualidade sob
monitoramento, isto €, as suas médias e varidncias amostrais padronizadas (COSTA;
MACHADO; CLARO, 2008); e dois graficos de controle baseados na estatistica de
monitoramento proposta por Costa e Rahim (2004a), denominados grificos de R

(MACHADO; COSTA, 2008d). Estes graficos concorrem com os graficos de 77> e |S|

encontrados em Chen, Cheng e Xie (2005).
Os gréficos propostos sdo utilizados no monitoramento de duas caracteristicas de

qualidade, X, e X,, que seguem uma distribuicdo normal com vetor de médias p e

matriz de covaridncias X. Quando o processo estd em controle, m, = (u,:4,) €

O-ll 0-12
x, = .
021 622
A causa especial desloca o vetor de médias de p, para p/ =(u,, +6,0,: 4y, +5,0,)

. . a -a -0, a -a,- 0y,
e/ou altera a matriz de covariancias de X, para X, = ou
a, - a, -0y 4y -~ d; - Op

y - a,-a, oy Op N . . 1 .
para = . O primeiro €aso, €m que o S€ a tera para 1> a

O a, a, 0y
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. ~ ~ . O
causa especial ndo afeta a correlacdo entre X, e X,, que é dada por p=—"2-. No
0-162

612

segundo caso, no entanto, a causa especial reduz a correlagdo de p para p’'=—">2—.
a,a,0,0,

7.2 GRAFICOS DE 7> E VMAX EM USO SIMULTANEO ’

Esta se¢do se dedica a descri¢do dos graficos de T e de VMAX em uso simultaneo
para o monitoramento do vetor de médias e da matriz de covaridncias de um processo
bivariado.

As estatisticas de 7> e de VMAX para processos bivariados sdo dadas,

respectivamente, por:

T? =(f- o) I3 O )

VMAX=max{S},S;}.
né,
@; 1- (ﬁz

2
n,A4

Quando &, =0e a,=a,, T* ~ g2, sendo A, = A probabilidade p,, do

grafico de T? sinalizar é dada por:
pmz Pr [T2 >kchi]'

onde ,, € o fator de abertura do limite de controle do gréafico de 7°.

chi

A probabilidade p; do grafico de VMAX sinalizar é dada pela expressdo (D7) do
Apéndice D. Com base na propriedade de que alteracdes no vetor de médias do processo
ndo afetam a matriz de covariancias, segue a expressao de py, isto €, da probabilidade do

grafico de T* e/ou do grifico de VMAX sinalizarem:

pd:pm+ps_pmps

7 Extratos desta se¢do foram aceitos para apresentacio oral em dois congressos internacionais: o International
Symposium on Business and Industrial Statistics (ISBIS-2008) e o International Conference on Reliability and
Quality in Design, ver Machado e Costa (2008b, 2008c).
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7.3 GRAFICO DE MCMAX

Quando o griafico MCMAX estd em uso, amostras de tamanho n s@o retiradas do
processo em intervalos regulares de tempo 4 e as duas caracteristicas de qualidade X, e
X, das unidades que compde a amostra sao medidas.

Com os dados da amostra, sd@o calculadas as médias amostrais padronizadas,
Z = Jn(X, U)o, , Z,= Jn(X» —My,)/0,, € as varidncias amostrais ponderadas e
padronizadas, W, =kS} /o] e W, =kS; /o3 . O ponto no grafico MCMAX corresponde ao
maior  valor, em moédulo, das quatro medidas amostrais, isto é,
MCMAX =max (1Z, ,1Z, |,W,,W,). A constante de ponderacdo k € determinada de tal
sorte que, durante o periodo em controle, as quatro estatisticas (1Z, I,1Z, |, W,,W,) tenham
todas a mesma probabilidade de assumirem valores maiores que LC, isto €, de excederem
o limite de controle do grifico MCMAX.

O grafico proposto sinaliza um desajuste no processo quando ao menos um dos
valores amostrais das quatro estatisticas (1Z, 1,1 Z, |, W,,W,) exceder o limite de controle,
LC.

Como o grafico proposto requer apenas o célculo de estatisticas ja familiares do
usudrio, isto é, médias e variancias amostrais, ele ¢ muito mais simples de ser utilizado
se comparado com os gréficos de 72 e ISI. Além disso, com base em qual, ou quais, das
estatisticas 1Z, 1, 1Z,1, W,, W, excederam os limites de controle, € possivel saber as

varidveis que foram afetadas pela causa especial.
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7.3.1 Propriedades do grafico de MCMAX ®

A probabilidade p,,, de | Z, le/ou | Z, | exceder o limite de controle é dada por:

Cc-8\n
Pn=1-
Jn

C-8)In
[ ) £(Z,,2,)d, d,, (7.1)

LC-6 LC—-85n

A probabilidade p;, de W, e/fou W, exceder o limite de controle é dada pela
expressao (D7) do Apéndice D. O fato das varidveis Z, e Z, serem independentes de W,
e de W, facilita a obtencdo das propriedades do grafico MCMAX, isto €, o risco & de um

alarme falso e o poder py de detec¢do do gréfico:

pd :pm +ps _pmps

Quando a regra especial de decisdo estd em uso, o NMA,; mede o tempo que o
grifico de controle com regra especial de decisdo leva para sinalizar uma alteracdo no
processo. O NMA,, para o grifico de MCMAX com regra especial de decisdo foi obtido
utilizando-se o modelo de cadeia de Markov descrito por Davis e Woodall (2002),
lembrando que com a regra especial de decisdao o sinal € dado quando ocorrem dois
pontos na regido de acdo, ndo necessariamente vizinhos, porém nao distantes um do outro
por mais de L intervalos 4. O procedimento utilizado para obter o NMA, para o grifico de
MCMAX com regra especial de decisdo € descrito abaixo:

Com L e NMA, dados, encontrar o valor de Q, tal que:

s'0><M><1=(1-1/1—1/NMA0 )_1 (7.2)

¥ Extratos desta se¢do foram submetidos para publicacio na Revista Gestdo & Producdo, artigo intitulado “Grifico
de controle MCMAX para o monitoramento simultineo do vetor de médias e da matriz de covariiancias”, dos
autores Costa, Machado e Claro (2008).



117

onde NMA, ¢ nimero médio de amostras entre alarmes falsos (especificado
quando da construcdo do grafico de controle), M é uma matriz de zeros exceto
my 1= Qo; mip=—Qo; m; i1 = Qo—1, i=1, 2,....L; e my,; 1= Qp—1; 1 € um (L+1)x1
vetor de uns; e Sy € um vetor (L+1)x1 com s;=[1+(L-1) QO]'1 e si= Qosi,
Jj=2,....L+1. O limite de controle do grifico proposto, LC, ¢é obtido da

expressdo (7.1), fazendo o,=0,=0 e p,=1-,1-Q,. A constante de

ponderacdo k € obtida pela expressio (D7) fazendo a,=a,=1 e

ps=1-1-0, .

Com q,, a,, 0, € §, dados tem-se:

NMA=s,xMx1 (7.3)
onde M € agora uma matriz de zeros exceto para my = Q; my;=—-Q m; ;1| =
0-1,i=1,2,...,L; e my,, ;= O-1, sendo O=1- p4 com p4 dado pela expressao

(7.2); e 1 € um vetor (L+1)x1 de uns.

7.4 GRAFICOS DE CONTROLE BASEADOS NA ESTATISTICA DE QUI-
QUADRADO NAO-CENTRAL °

Esta secdo se dedica a descricdao de dois graficos baseados na estatistica R de qui-
quadrado utilizados no monitoramento simultineo do vetor de médias e da matriz de
covariancias de processos bivariados. Eles sdo denominados gréficos de R.

Quando os graficos de R estdo em uso, amostras de tamanho n sdo retiradas do

processo em intervalos regulares de tempo. Seja X, e X,,, i=123,..,n as medidas das

° Extratos desta secdo foram aceitos para publicacio na Revista Brazilian Journal of Operations and Production
Management, artigo intitulado “Monitoring the mean vector and the covariance matrix of bivariate processes”,
dos autores Machado e Costa (2008d).
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varidveis X, e X,. Seja X1=(X,, +..+X,)/n € X2=(X, +..+X,,)/n as médias
amostrais das varidveis X, e X, eseja ¢, =X1 -4, € e, = X»—u,, as diferencas entre
as médias amostrais e os valores alvo das médias do processo. Os pontos amostrais R, e

R, sdo dados por:

R, :;l(Xli —Hy +§1O-1)2’

R, :g(xﬂ ~ Hop +£,0,)%, (7.5)
sendo
§=De,=-D see =20ee, <0
& =& =DxD, see,20¢ee, >0
& =&, =-DxD, se e, <0ee,<0
§=-De&, =D se e, <0ee, >0

onde os parametros D e D, sdo constantes positivas. Se R, e/ou R, exceder o limite de
controle LC, os graficos de R sinalizam um desajuste no processo. A expressdo para obter
a probabilidade dos gréficos de R sinalizarem estd no Apéndice E.

O uso dos gréficos de R é uma alternativa ao uso dos graficos simultaneos de 77> e
ISI e € recomendado para aqueles que consideram importante identificar a varidvel
responsavel pelo desajuste do processo.

No proximo capitulo serd comparado o desempenho dos graficos propostos com o

dos gréficos de 77 e |S| em uso simultaneo.
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8 ANALISE DE DESEMPENHO DOS GRAFICOS DE CONTROLE
DESTINADOS AO MONITORAMENTO SIMULTANEO DO VETOR DE
MEDIAS E DA MATRIZ DE COVARIANCIAS DE PROCESSOS
BIVARIADOS

8.1 CONSIDERACOES INICIAIS

Neste capitulo compara-se o desempenho dos graficos propostos para o

monitoramento simultdneo do vetor de médias e da matriz de covaridncias com o
desempenho dos graficos de T e |S| em uso simultineo.

Uma alteragdo no vetor de médias do processo é medida por o,, i=12, com
5, €{0,25;0,5;0,75;1,0;1,25;1,5;2,0} e na matriz de covariincias por a,, i=12, com
a, € {1,25:1,5;1,75;2,0}. Adotou-se NMA, de 200,0, ou seja, a =0,005.

Nas tabelas 36 ¢ 37 estdao os valores de NMA para os graficos de 7> e VMAX em
uso simultdneo. Nas Tabelas de 38 a 42 estdo os valores de NMA para o gréifico de
MCMAX. Nas Tabelas de 44 a 48 estdo os valores de NMA para os graficos de R. Nas
Tabelas 43 e 49 estdo os valores da probabilidade dos grificos de MCMAX e de R,
respectivamente, sinalizarem erroneamente que a causa especial afetou a média e/ou a

variancia da varidvel X; quando na verdade ela afetou a média e/ou a variancia da varidvel

X5.

8.2 DESEMPENHO DOS GRAFICOS DE 72 E VMAX

As Tabelas 36 e 37 comparam os graficos simultineos de 7> e VMAX ede 7% e ISI.
A probabilidade total do erro do tipo I para os gréaficos de 7> e ISl ou de 7° ¢ VMAX é
de 1-(1-0,0025)’ = 0,005, ou seja, a probabilidade do erro do tipo I de cada grafico é de
0,0025. Isto € equivalente a um NMA, = 200.0. O gréfico de 7° combinado com o grafico

de VMAX ou com o gréfico de ISI leva praticamente aos mesmos valores de NMA.
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Tabela 36: Valores de NMA para os graficosde 72> e ISI e 7> e VMAX em uso
simultaneo ( p =0,0)
n=5 0,
0 025 05 075 1,0 1,25

a =a,
1,0 * 200,0 129,8 48,4 16,7 6,6 3,2
*£200,0 129,8 48,4 16,7 6,6 3,2

1,25 * 155 13,8 99 62 38 25
¥ 15,0 13,3 9,6 6,1 3.8 25

1,5 * 473 4,1 3,8 30 24 1,9
¥k 40 3,8 38 29 23 19
®*172 e ISl **72 e VMAX

Tabela 37: Valores de NMA para os grificos de 77 e ISI ¢ 7° e VMAX em uso
simultaneo ( p =0,5)
n=>5 0,
0 025 05 0,75 1,0 1,25

a, =a,
1,0 * 200,0 114,0 34,6 10,6 4,2 2,1
*+200,0 114,0 34,6 10,6 4,2 2,1

1,25 * 155 132 86 5,0 29 19
154 13,1 8,6 50 29 19

1,5 * 473 4,1 34 27 2,1 1,6
** 42 39 34 27 2,1 1,6
*72 ¢ |Sl; **7? e VMAX

A idéia de se utilizar o grafico de 7° combinado com o grafico de¢ VMAX nio
trouxe melhorias na velocidade de detec¢do de desajustes do processo em relacdo ao uso
do gréfico de 7> combinado com o grifico de ISI. Contudo, vale lembrar que a estatistica
de VMAX ¢é bem mais simples que a de ISI. O grafico de MCMAX foi proposto com o
pensamento voltado a uma ferramenta estatistica simples para o monitoramento de

processos bivariados. O desempenho deste grifico é vidvel quando se utiliza a regra
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especial de decisao de dois pontos na regidao de acdo. Como o usuério normalmente nao se
sente seguro em intervir no processo apds a ocorréncia de um ponto na regido de agdo, o

uso desta regra especial de decisao com o grafico de VMAX parece ser bem oportuno.

8.3 DESEMPENHO DO GRAFICO DE MCMAX

A Tabela 38 mostra o efeito do parametro de projeto L no desempenho do gréfico
MCMAX. A medida em que L aumenta, o desempenho do grifico melhora. A melhora é
mais acentuada na faixa em que L varia de 1 até 6. Por exemplo, se L varia de 1 até 6,
considerandoa=b=1e c=d =0,5, o NMA diminui de 21,4 para 17,5, o que representa
uma reducao percentual no valor do NMA de aproximadamente 18,0%. Por outro lado, se
L varia de 6 até 10, o NMA diminui de 5,2 para 5,1, o que representa uma reducao

percentual no valor do NMA de aproximadamente 2,0%.

Tabela 38: Influéncia do parametro L no desempenho do grafico MCMAX

(0= 0,5; matriz de covariancias muda de X, para X, )

n=>5

L
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
a a, 0, J, LC 2,350 2,469 2,536 2,582 2,617 2,644 2,667 2,687 2,703 2,719
0o 1,0 0 O 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0
0 0,5 45,3 409 39,1 379 37,3 36,8 36,3 36,1 359 357
0,5 0,5 214 192 184 17,9 17,7 17,5 174 173 17,3 173

1,25 1,25 0 0 136 120 11,3 11,0 10,8 10,8 10,6 10,6 10,6 10,6
0 05 89 718 73 71 70 70 69 69 69 69
0,5 0,5 6,5 57 54 53 52 52 52 51 51 5,1
5 1,0 0 O o1 85 79 75 73 73 71 70 70 7,0
0 05 76 65 61 59 58 58 57 57 57 5]
05 0 72 60 56 53 52 52 50 50 50 49

0,5 0,5 58 50 47 45 44 44 43 43 43 43
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As Tabelas de 39 a 42 apresentam os NMAs do grafico MCMAX e dos graficos de
T* e ISI em uso simultdneo para diferentes perturba¢des nos parimetros do processo. As
Tabelas de 39 a 41 consideram que a causa especial altera a matriz de covariancias de
X, para X, enquanto que a Tabela 42 considera o caso em que X, muda para X,. Na
deteccdo de desajustes do processo, o grafico proposto tem um desempenho geral superior
ao dos grificos de T2 e ISI em uso simultdneo, exceto quando a correlagio entre as duas
caracteristicas de qualidade é muito alta.

Quando a correlagdo € muito alta e a causa especial desloca a média e/ou a
variabilidade de apenas uma das varidveis, X; ou X, os gréficos de 7* e IS| sdo, em geral,
mais dgeis do que grafico MCMAX. Quando a correlagdo € moderada e a causa especial

altera X, para X,, o grafico de MCMAX sinaliza esta condi¢do de falta de controle com
maior rapidez. A habilidade dos grificos de 7> e ISI em uso simultineo em sinalizar um
desajuste no processo € tanto melhor quanto maior for a correlagdo p entre as varidveis X,

e X,. A correlagdao p tem pouca influéncia no desempenho do grafico MCMAX.
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Tabela 39: Valores do NMA - grificos simultaneos de 77 e ISl e grafico MCMAX
(o= 0,0; matriz de covariancias muda de X para X, )

n=5 L=7

o, 0 0 0,5 0,5 0O 075075 O 1,0 1,0
0, 0 0,5 0 05 075 0 0,75 1,0 O 1,0

a, a,
1,0 1,0 200,0 489* 492 199 16,7 168 54 6,8 6,6 23
200,0 36,3** 36,3 17,4 10,8 10,8 5,1 43 43 23
1,25 1,0 426 222 175 11,0 11,2 89 44 52 47 21
28,2 150 12,1 8,6 73 6,2 38 3,7 35 21
1,5 1,0 15,3 10,7 9.0 6,7 69 58 3,5 40 3,7 20
7,5 5,9 5,2 4.5 42 38 38 28 27 19
1,25 1,25 15,6 9.9 9,8 9,8 6,2 63 35 39 39 20
10,2 6,7 6,7 5,0 4.4 44 29 29 29 19
1,5 1,5 4.4 3,6 3,6 3,1 30 30 23 24 24 1,7

30 26 26 24 23 23 19 19 19 1,6

* graficos simultineos de 7° e ISl; **grafico MCMAX

Tabela 40: Valores do NMA - gréficos simultaneos de 77 e ISl e graifico MCMAX
(o =0,5; matriz de covariancias muda de X, para X, )

n=5 L=7
0, 0 0 05 05 0O 0,750,775 0 10 1,0
0, 0 0,5 0 05 075 0 0,75 10 0 1,0

a, a,

1,0 1,0 200,0 384* 38,5 34,8 10,8 10,8 10,6 4,1 42 4,1
200,0 36,3** 36,3 17,4 10,8 10,8 5,1 43 43 23

1,25 1,0 41,6 17,7 14,1 158 76 6,6 7,1 3,5 35 3,5
26,5 144 11,7 84 72 6,1 38 36 35 21

1,5 1,0 14,6 8,9 7,7 8,4 52 46 50 3,0 29 30
7,1 5,7 5,0 4.3 41 37 28 27 27 19

1,25 1,25 15,9 8.7 8,6 8,6 49 48 49 29 29 29
10,6 6,9 6,9 5,1 45 45 30 29 29 19

1,5 1,5 4.3 3,5 3,5 3.4 279 27 27 21 21 2,1

3,2 2,8 28 25 24 24 20 20 20 1,6

* oraficos simultaneos de 7° e ISI; **grafico MCMAX
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Tabela 41: Valores do NMA - gréficos simultaneos de 7%¢ ISl e grafico MCMAX
(p=0,7; matriz de covariancias muda de X, para X, )

n=5 L=7
o, 0 0 05 0,5 0O 075075 0 10 1,0
0, 0 0,5 0 05 075 0 075 1,0 O 1,0

a, a,
1,0 1,0 200,0 20,6* 20,2 39,7 57 56 129 23 23 50
200,0 36,3** 36,3 17,4 10,8 10,8 5,1 43 43 23
1,25 1,0 39,1 11,9 98 17,1 46 42 82 22 22 41
25,1 140 114 8,2 7,1 6,0 3,8 3,6 36 21
1,5 1,0 13,1 6,9 5,8 8,3 36 34 53 20 21 33
6,7 5,5 4,9 4.2 40 36 27 27 26 19
1,25 1,25 15,7 6,9 6,8 9,2 35 35 54 20 20 33
11,2 7,2 7,2 5,3 4.6 46 3,0 3,0 3,0 1,9
1,5 1,5 4,3 3,1 3,1 3,6 23 23 29 1,7 1,7 22

3.4 2,9 29 26 25 25 20 20 20 1,6

*gréaficos simultdneos de T2e ISI; **grafico MCMAX

Tabela 42: Valores do NMA - gréficos simultaneos de 72¢ ISl e grafico MCMAX
(p=0,5; matriz de covariancias muda de X, para X, )

n=5 L=7
0, 0 0 05 05 0O 0,750,775 0 10 1,0
0, 0 0,5 0 05 075 0 0,75 10 0 1,0

a, a,

1,0 1,0 200,0 34,1* 344 339 10,5 10,5 10,6 42 4,1 4,2
200,0 36,3** 36,3 17,4 10,8 10,8 50 43 43 23

1,25 1,0 30,8 139 11,8 142 66 59 68 34 33 34
23,0 13,3 109 79 69 59 37 36 34 21

1,5 1,0 10,2 6,9 6,3 6,9 44 40 44 2,77 28 28
6,5 5,3 4.8 4.2 39 35 27 27 26 1,9

1,25 1,25 10,1 6,5 6,3 6,8 4.1 4,1 42 27 27 2]
8,7 6,0 6,1 4.7 42 42 28 28 28 19

1,5 1,5 3,1 2,7 2,7 2.7 23 23 23 19 19 1,8

2,7 2,5 25 22 22 22 18 19 19 15

* oraficos simultaneos de 7° e ISI; **grafico MCMAX
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Na Tabela 43 estdo os valores de Pv, que corresponde a probabilidade do gréifico de

controle sinalizar que a causa especial afetou a média e/ou a variincia da varidvel X, isto

€, Z, > LC ou W,>LC, quando na verdade ela afetou a média e/ou a variancia de X,.

Dessa tabela, observa-se que a probabilidade do grafico sinalizar erroneamente € muito

pequena (menor do que 1,0 %).

Tabela 43: Valores de Pv para o grafico de MCMAX (%)

a,

1,0
1,0
1,0

1,0

1,75

2,0

n=5 L=7

0
0,5

0,68
0,65
0,61

0,58

0 0O 0 O
0,75 10 1,5 20

0,61 0,49 0,23 0,06
0,57 0,47 0,25 0,09
0,54 0,46 0,27 0,12

0,52 0,44 0,28 0,14

8.4 DESEMPENHO DOS GRAFICOS DE R

Nas Tabelas de 44 a 46 estdo os valores de NMA para os graficos de Re de 7° e ISI

em uso simultaneo, para p= 0,0; 0,5; 0,7. Os gréficos simultineos de R tém, em geral,

um desempenho superior ao dos gréaficos de 7> e ISI (veja os valores em negrito), exceto

quando as varidveis X, e X, sdo altamente correlacionadas (o = 0.7).
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Tabela 44: Valores de NMA - graficos simultineos de 77e IS| e gréficos de R
(p=0,0; D=0,8; D;=1,0; LC=29,4)

n=5

0, 0 0 0,5 0,5 0 075075 0 1,0 1,0
0, 0 0,5 0 05 0,75 0 0,75 10 0O 1,0

a, a,
1,0 1,0 200,0 48,9* 492 199 16,7 16,8 54 6,8 6,6 23
200,0 41,1*%* 41,1 22,6 144 144 7,7 6,0 6,0 3,3
1,25 1,0 426 222 17,5 11,0 11,2 89 44 52 47 2,1
295 188 11,5 96 105 6,0 45 52 52 25
1,5 1,0 15,3 10,7 90 6,7 69 58 3,5 4,0 3,7 20
8,1 7,3 52 48 56 35 31 38 25 20
1,25 1,25 15,6 9,9 9.8 6,8 62 63 35 39 39 20
15,9 8.8 88 6,1 53 53 34 33 33 21
1,5 1,5 4.4 3,6 3,6 3,1 30 30 23 24 24 1,7
4,4 3,5 35 29 27 2,7 21 22 22 1,6

*oraficos de 72 e IS,

**grificos de R

Tabela 45: Valores de NMA - graficos simultaneos de 7°e IS| e graficos de R
(p=0,5; D=1,2; D,=0,75; LC =32,6)

n=5

o, 0 0,5 0,5 0 075075 0 1,0 1,0
0, 0,5 0 05 0,75 0 0,75 10 O 1,0

a a,
1,0 1,0 200,0 384* 38,5 348 10,8 10,8 10,6 4,1 4,2 4,1
200,0 33,0%* 33,0 29,5 11,0 11,0 9,9 46 4,6 4.2
1,25 41,6 17,7 14,1 158 76 6,6 7,1 35 35 35
296 158 10,2 11,3 81 51 56 40 3,0 3,0
1,5 14,6 8.9 7,7 84 52 46 50 30 29 30
8,0 6,5 4,9 53 47 33 35 30 23 24
1,25 1,25 15,9 8,7 8,6 86 49 48 49 29 29 29
16,7 8,0 8,0 73 45 45 41 28 28 25
1,5 1,5 43 3,5 3,5 34 27 27 27 2,1 2,1 2,1
4.6 34 34 33 26 26 24 20 20 18

*graficos de 72 e ISI; **graficos de R
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Tabela 46: Valores de NMA - gréficos simultdneos de 7°e IS| e graficos de R
(p=0,7; D =2,0; D1=0,7; LC =45,75)

n=5
o, 0 0 0,5 0,5 0O 075075 0 1,0 1,0
0, 0 0,5 0 05 075 0 0,75 10 0O 1,0

a, a,

1,0 1,0 200,0 20,6* 20,2 397 57 56 129 23 23 50
200,0 21,2*%* 21,2 34,1 69 69 11,1 3,0 3,0 4,7
1,25 1,0 39,1 11,9 98 17,1 4,6 42 82 22 22 4,1
33,6 11,5 87 133 52 41 63 27 24 34
1,5 1,0 13,1 6,9 5,8 8,3 36 34 53 20 2,1 33
9.4 5,6 46 6,0 36 29 39 22 20 2,6
1,25 1,25 15,7 6,9 6,8 92 35 35 54 20 20 3,3
19,3 6,9 69 87 36 36 48 21 2,1 29
1,5 1,5 4.3 3,1 3,1 36 23 23 29 1,7 1,7 22
5,5 34 34 39 23 23 29 1,7 1,7 21

*graficos de T2 e ISI; **gréficos de R

A Tabela 47 mostra o efeito de D na velocidade com que os gréificos de R sinalizam

o desajuste do processo. Valores grandes de D sdo melhores na deteccao de alteracdes no

vetor de médias com a,=a,=1,0, e piores na deteccdo de alteracdes na matriz de

covariancias com ¢,=9,=0,0. Por exemplo, quando a,=a,=1,0 ¢ 0,=6,=0,5, o NMA

diminui de 50,3 para 20,3 a medida que D aumenta de O para 2,0. Por outro lado, quando

0,=0,=0,0 e a,=a,=1,25, 0 NMA aumenta de 13,8 para 22,3 a medida que D aumenta de

0 para 2,0.
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Tabela 47: Influéncia do parametro D no desempenho dos graficos de R (p=0,5)
D1=1,0
D 0 0,5 0,7 1,0 2,0
LC 18,33 24,10 27,50 33,50 61,12
a, a, S, 0,
1,0 1,0 0 0 200,0 200,0 200,0 200,0 200,0
0 05 76,7 478 42,6 38,7 34,9
0,5 0,5 503 285 255 23,1 20,3
0 1,0 12,0 6,8 6,1 56 49
1,0 1,0 7,2 4,2 39 35 3,1

1,25 1,0 0 0 245 265 29,0 31,1 38,2
0 0,5 21,3 195 194 19,6 20,7

0,5 0o 13,7 11,7 11,6 11,3 12,1

0,5 05 128 10,5 103 9,8 10,3

0 1,0 838 5.9 55 50 46

1,0 0 4,9 3,8 36 35 34

1,0 1,0 4,1 3,0 2,8 27 26

1,25 1,25 0 0 138 152 16,8 18,1 2273
0 0,5 97 8,8 91 92 99

0,5 05 7.8 6,9 6,7 6,7 72

0 1,0 43 3,5 34 33 33

1,0 1,0 3,0 2,4 24 23 23

A Tabela 48 mostra o efeito de D; na velocidade com que os gréficos de R sinalizam
o desajuste do processo. Em geral, valores grandes de D; sdo melhores na detec¢do de
alteracdes no vetor de médias quando as duas varidveis sdo afetadas pela causa especial e
valores pequenos de D; sdo melhores na deteccdo de alteracdes no vetor de médias

quando apenas uma das varidveis € afetada pela causa especial.
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Tabela 48: Influéncia do parametro D; no desempenho dos graficos de R (p = 0,5)
D=1,0
D, 05 075 1,0 20
LC 2685 29,15 33,50 61,00
a a, S, J,
1,0 1,0 0 0 200,0 200,0 200,0 200,0
0 0,5 34,8 357 38,7 38,1
0,5 0,5 506 28,6 23,1 20,5
0 1,0 51 49 56 63
1,0 1.0 66 42 35 31

1,25 1,0 0 0 285 274 31,1 42,1
0 0,5 155 162 19,6 244
0,5 0 10,5 104 11,3 14,2

0,5 0,5 146 108 98 10,1

0 1,0 42 43 50 6,1

1,0 0 32 3,1 35 46

1,0 1,0 4,1 30 27 26

1,25 1,25 0 0 16,2 15,5 18,1 23,6
0 05 82 79 92 11,9

0,5 05 88 70 67 75

0 1o 29 28 33 44

1,0 1,0 3,1 25 23 23

Na Tabela 49 estao os valores de Pv, que corresponde a probabilidade do grafico de
controle sinalizar que a causa especial afetou a média e/ou a variancia da varidvel X, isto
€, R,>LC, quando na verdade ela afetou a média e/ou a variancia de X,. Dessa tabela,
observa-se que a probabilidade do grifico sinalizar erroneamente uma varidvel nao

afetada pela causa especial € pequena (menor do que 5,0 %).



Tabela 49: Valores de Pv para os graficos de R (%)
(p=0,5; D=1,2; D;=0,75; LC=32,6)

n=5

s 0 0 0 0 0
s, 05 075 1,0 15 20

a, a,

1,0 1,25 5,0 30 19 1,2 1,0
1,0 1,5 2.0 1,6 14 1,0 09
1,0 1,75 1,2 1,1 09 0,8 0,7

1,0 2,0 09 09 08 07 06

130
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9 CONCLUSOES E SUGESTOES PARA PESQUISAS FUTURAS

9.1 CONCLUSOES

Nesta tese foram consideradas novas estratégias de monitoramento para processos
multivariados. Tratou-se do monitoramento do vetor de médias, do monitoramento da
matriz de covariancias e do monitoramento tanto do vetor de médias quanto da matriz de
covariancias. Dedicagdo especial foi dada a0 monitoramento da matriz de covariancias e
ao monitoramento conjunto do vetor de médias e da matriz de covariancias, uma vez que
estes assuntos estio em evidéncia dentre os temas atuais de pesquisa na drea de
monitoramento de processos.

Para tanto, inicialmente fez-se uma revisdo acerca dos graficos de controle
univariados e multivariados, abordando as pesquisas mais recentes sobre o assunto.
Foram estudadas as propriedades dos grificos de controle e a medida usual de
desempenho utilizada, o niimero médio de amostras até o sinal (NMA). Foram detalhados
os gréficos de controle propostos bem como os graficos concorrentes.

Estudou-se o desempenho dos gréficos de 7° baseados em componentes principais e
dos graficos de controle univariados de X em uso conjunto para o monitoramento do
vetor de médias de processos multivariados. Nao havia na literatura consultada trabalhos
similares. Este estudo ja estd sendo divulgado em Machado e Costa (2007, 2007a, 2008).

Todos os cdlculos necessdrios para a obtencdo das propriedades dos graficos
propostos para o monitoramento da matriz de covaridncias e para 0 monitoramento
simultineo do vetor de médias e da matriz de covariancias foram mostrados. Fez-se uso
de teorias conhecidas na drea de Probabilidade e Estatistica, o que possibilitou a obtengdo
de expressOes analiticas para o NMA. Estas expressdes sdo inéditas e constituem a
principal contribuicdo deste trabalho. Estes resultados estdo sendo divulgados nos
seguintes artigos: Costa e Machado (2008a, 2009), Machado; De Magalhdes e Costa
(2008) e Machado e Costa (2008, 2008a).

As principais conclusdes extraidas deste estudo sdo:
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a) o usudrio nunca deve utilizar os graficos de controle baseados em componentes
principais antes de investigar como estes se comportam em relacdo a diferentes tipos de
perturbacdes, pois ndo existe um grafico de controle baseado em componente principal
que seja sempre mais eficiente que o gréfico tradicional de Hotelling, exceto em alguns
casos em que se tem correlagdes negativas, ver Tabelas de 4 a 6 e Tabelas de 9 a 11.

b) quando a correlacdo é positiva os grificos de X univariados tém, em geral, um
melhor desempenho. Se € conhecida a informagdo de que a causa especial altera apenas
uma varidvel de cada vez, entdo o grifico de 7> € a melhor opgdo, exceto quando p =0,0.
A idéia de se utilizar graficos de X univariados para o monitoramento de processos
trivariados foi também explorada. Quando comparado com o do gréfico de Hotelling, o
desempenho dos graficos de X univariados em uso conjunto foi insatisfatério, ver
Tabelas 12 e 13.

c) os gréaficos de controle baseados na estatistica de VMAX para o monitoramento
da matriz de covariancias de processos multivariados se mostraram sempre mais
eficientes que os grificos de controle tradicionais baseados na estatistica da variancia

amostral generalizada [S|. Da forma como foi definida a estatistica de VMAX, isto é,

baseada nas variancias amostrais, tem-se uma melhor capacidade de diagndstico, ou seja,
¢ mais fécil identificar a varidvel que teve sua variabilidade alterada pela ocorréncia da
causa especial, ver tabelas do capitulo 6.

d) em relacdo ao monitoramento simultineo do vetor de médias e da matriz de
covariancias, observou-se que o uso dos grificos de T° e VMAX nio trouxe melhorias
na velocidade de detecc¢do de desajustes do processo em rela¢éo ao uso dos graficos de 72
e ISI. Contudo, vale lembrar que a estatistica de VMAX ¢ bem mais simples que a de ISI.
Seguindo esta mesma linha de raciocinio, o grafico de MCMAX também € muito mais
simples de ser utilizado se comparado com os graficos de 77 e ISI, pois requer apenas o
calculo de estatisticas conhecidas do usuario, isto é, médias e variancias amostrais. O
desempenho deste grafico é vidvel quando se utiliza a regra especial de decisdao de dois

pontos na regido de a¢do. Finalmente, propds-se o uso dos grificos de R, que em geral,
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tém um desempenho superior ao dos graficos de 7> e IS, exceto quando as varidveis X, e
X, sdo altamente correlacionadas. Os grificos de R sdo recomendados para aqueles que
consideram importante identificar a varidvel responsédvel pelo desajuste do processo.

Esta tese gerou vdrios artigos nacionais e internacionais. Contribuiu o fato da
doutoranda ter elaborado seu trabalho de Iniciacdo Cientifica (bolsa FAPESP), trabalho
de graduacdo de curso, dissertacao de mestrado (bolsa CAPES) e tese de doutorado (bolsa

FAPESP) todos no mesmo assunto: graficos de controle.

9.2 SUGESTOES PARA PESQUISAS FUTURAS

Uma possivel extensdo deste trabalho € a ampliacdo dos estudos para o caso em que
os parametros do processo sdo estimados, portanto considerados desconhecidos. Seria
interessante aplicar os resultados obtidos nesta tese no monitoramento de um processo
real.

Finalmente, destaca-se que ainda ha na literatura um espaco em aberto quando o
assunto € a autocorrelacdo em processos multivariados. Em dois trabalhos recentes, Claro,
Costa e Machado (2008, 2008a) trataram dos graficos de controle de EWMA ou com
amostragem dupla utilizados no monitoramento de processos cujas observacdes podem
ser descritas por um modelo autoregressivo de primeira ordem (AR1). Os resultados
obtidos restringem-se ao caso univariado. Sugere-se como futura pesquisa, que 0s

modelos empregados pelos autores sejam estendidos para o caso multivariado.
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APENDICE A: OBTENCAO DO NMA PARA O GRAFICO DE VMAX -
CASO BIVARIADO

1j 2j
. L. i=1 i=
Considere as estatisticas S = 2 e s, ="
n

p , onde x,;, = (X,j —,u])/O'1 e

X, = (x 2~ M, )/ o, . O poder do grafico de VMAX € dado por:

p, =1-pefs? < k)52 <o) - (AD
onde k € o fator de abertura dos limites de controle. Portanto,

NMA = !

_ (A2)
1-Pif(s? <) (s <i)]

Supde-se que com o processo em controle a matriz de covariancias é dada por

O-ll 0-12
X, = ( . A ocorréncia da causa especial altera a matriz de covariancias inicial
0-21 0-22

a -a -0, a -a,: 0y,

J, sendo p = Gz

para X, = (
0-10-2

a, - a, =0y Gy "4y Op
Para o caso I, ¢, =y e a, =1(ou a, =y e a, =1) e para o caso II,
a, = a, = \/7—/.Se o, =0, =1l,entdop = 0, = 0,,.

Considera-se também outro tipo de causa especial que altera a matriz de

A e a-ap -0y O, .
covariancias inicial para X, =( . Neste caso, o coeficiente de
Oy ay - dy Oy
~ , Op
correlagdo € alterado de p para p'=——.
4,a,0,0,

Se X, e X,sdo normalmente distribuidos:

S: afx )
- :E(&] ~ (A3)

a, a,
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Xy | xy ~ N Py 1l (A4)
a,\1 - p’ a1 - p’
Conseqiientemente,
) 2
nSy; I xy, Xy, Xy 2| Xy 1x, )
Si-p) A a1 pr) sl (A
e
nk/a2
' k 1
=1- Prl yY L, < — e Pt gy A6
Pa J.o |:Zn,(tp f1=p?) azz (l_pz):| 2'1/21—*(”/2) (A6)

lembrando que a notagdo X . representa uma distribui¢do de qui-quadrado com n graus de

liberdade e Zj{pz 0?22 representa uma distribuicdo de qui-quadrado com n graus de

liberdade e com o parametro de ndo-centralidade dado por (P2 /1-p’ )Z .. Fazendo uso da
sub-rotina DCSNDF da biblioteca IMSL FORTRAN (1995), a qual calcula a fungdo de
distribui¢do de qui-quadrado ndo-central, torna-se mais simples obter o valor da integral
na expressao (A6).

Durante o periodo em controle, ¢, = a, = 1. Como o risco de alarme falso é uma
funcdo decrescente continua de k, realiza-se uma busca exaustiva utilizando a expressao
(A6) para obter o valor de k que torna p, igual a um valor de a especificado, lembrando

que NMA,=1/¢ . Durante o periodo fora-de-controle, com os valores dep, ne k, a, e

a, especificados, a expressao (A6) € utilizada para obter o NMA, lembrando que NMA =

(I/pa).
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APENDICE B: OBTENCAO DO NMA PARA O GRAFICO DE VMAX COM
AMOSTRAGEM DUPLA

S; = . ,onde x,; = (Xl_/. — 4, )/61 ex, = (ij - ,uz)/az.
No primeiro estdgio, a probabilidade p, do grifico de controle sinalizar um
desajuste do processo apds a inspecao da amostra de tamanho », € dada por:
p,=1-Pt(s2 <k, )n(s2 <k, )] (B1)

onde k, € o fator de abertura do limite de controle LC,.

. 1
Considerando f(t.)= ————¢7/>"/? =12 tem-se que
f( 1) 2"i/2 F(nl /2) i q

nki/af R nk
pl=1—j Pr| ¥ (02 /1- 2)<% f(tl)dtl' (B2)
0 n,n\p 4 a, (l_pZ)
Durante o periodo fora-de-controle, a, = @, = 1 e uma busca exaustiva utilizando
(B2) € realizada para obter o fator de abertura k, que torna p, igual a uma valor
especificado de ¢, .
A probabilidade p,, da amostragem ser interrompida no primeiro estigio, é dada
por:
nlw/alz 5 nw
p,=p Tt J- Pr| x (2/17 2)<21— f(tl)dt]’ (B3)
o e )
onde w € o fator de abertura de LA.
Quando o processo estd em controle, p, =¢,, a, = a, =1 e uma busca exaustiva
utilizando (B3) € realizada para obter o fator de abertura w que torna p_ igual a uma dado
valor de p,. A probabilidade p, é fungio dos valores de n,, n, e n especificados pelo

usudrio, ver expressao (5.1).
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No segundo estagio o grafico de controle tem uma probabilidade p, de sinalizar um
desajuste ap6s a inspe¢do dos n,+n, itens da amostra, e ela é dada por:
Py =1=(py + P2y) (B4)
onde

Paa =Pr[(5221 < kz)m(szzz < kz)l (5121 < W)m(w< 5122 < kl)]'Pr[(5121 < W)m(w< S122 < k1)]

nlw/alz nkz/alz—tl
nk nw nk
= Pr Zz 1 2) < 2 | 1 </1/2 1p2) < — :|
L .L { nltiy)p?-p?) (= p?) (- p?) monlp? h-p?) (1= p?)

nw nk
Pr|:a1]_7)<;{jph(ﬂz/l—,02) <W_lpz)}f(f1 )f (¢, )dt,dt, (B5)

Py :Pr[(S; <k2)ﬂ(5222 <k2)| (W< 5121 <k1)ﬁ(5122 <k, )]'Pr[(w< 5121 <k1)m(8122 <k, )]
"lkl/“12

nk /azft

2 nk n.k

Py = Pr ZZ 2 1) < = IZZ 2 2) < - i|
2b ala? _[) [ ni+1)p? 1) a’ (1—,02) n.n(p2/1-p?) a’ (1—/02)

Prl 2, () il :| 1 2 )dt,dt, B6
r|:Z"1vf1(P fi-p )< azz(l_pz) f(t )f(t ) tat ( )

onde k, € o fator de abertura de LC,.

Durante o periodo em controle, a, = a, = 1 e uma busca exaustiva utilizando (B6)
€ utilizada para obter o fator de abertura k, que torna p, igual a um valor especificado de
a, , lembrando que k, foi obtido por uma busca exaustiva utilizando (B2).

O poder do grafico de controle com amostragem dupla € dado por:

Py =D tD;- B7)
Entao, NMA = (1/p,).

Quando a, = a, =1 nas expressoes (B2) e (B4), a=p,+p,.
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APENDICE C: OBTENCAO DO NMA PARA O GRAFICO DE VMAX -
CASO TRIVARIADO

n

$ 22
Considere as estatisticas S? = 2 :ln , i =123,onde x; = (X i~ M )/ai . O poder
do grifico de VMAX ¢ dado por:
Py =1-Pr[(s2 <k)n(s? <k)n(si<k) . (C1)

onde k é o fator de abertura do limite de controle. O NMA é dado por

NMA — I (C2)

1-Pr|(s2 < k) (52 <k)n(s? < k)]

Considere também os seguintes eventos:
A: S} <k, B:S; <k e C:S; <k.
Supde-se que com o processo em controle a matriz de covaridncias é dada por

0-1 1 612 0-13

X, =|0, 0, 0, |. Assume-se trés possiveis maneiras da causa especial alterar a

matriz de covariancias, resultando na matriz

a-a -0, a4 -a,- 0, 4a -d;- 0y

O
y . .
Y =|a a, 0, a,-a, 0y, a, a; 0,|, onde p, = , iz jefl23} e

0.0,

a, - d; - 03 dy -4y -0y 4y - Ay - Oy
o, =0,.Paraocasol, qg =yea, =a, =l(oua, =yea =a, =1,0ua, =ye
a, = a, = 1). Para o caso 1II, q, =a2=\/7/ea3:1,oual =a3=\/;ea2:1,ou

a, = a, = \/; e a =1. ParaocasoIlll, a, =a, =a, = \/; Assume-se também um

outro tipo de causa especial que altera a matriz de covaridncias inicial para
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a,-a; -0y O O1p
Oy Q- dy Oy 0, .. -
X, = : P . Neste caso, os coeficientes de correla¢do
O pi O p2 a, a, Op,
o alterados d rapl=— 0 =12 ndoi # j
sdo alterados de p;; para p;; = ,i,j=12,...,p,sendoi # j.
a,a,0,0;

O poder do grafico é dado por:

pa=1-Pr(AN BN C) (C3)
ou seja
pa=Pr(A)+Pr(B)+Pr(C)-Pr(A N B)-Pr(A n C)-Pr(B N C)+Pr(A n B n C) (C4)
onde
Pr(A) = .[ / af;e_'/zt("/z)_ldt, (C5)
2"2T(n/2)
Pr(B) = J'k/a%;e"/zt(”/z)‘ldt (C6)
2"*T(n/2) ’
Pr(C) = I k/a%;e_t/zt(”/z)_ldt (C7)
2"21(n/2) ’
Pr(A N B) = [ Pr_ 7’ <% } o2 W2 g (C8)
b e G- p2) |2 T (w2) ’
_ i nk 1 /2, (a2
SRSl R A PN o e J e ©
Pr(B N C)= [ Pr| »° < } o202 gy (C10)
bt " alli= pl) |27 T(2)
(¥
P(ANBA~C)= J: R pzme_’/zt("/z)_ldt, (C11)

com p, € p, sendo
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nk

_1_ 2
PP 2 )€ o

_a ) nk
p.=! P{z,,,(,p%/l_,,%)<m}- (€15)

A expressdo (C3) depende apenas da probabilidade da variancia amostral das trés
varidveis X,, X, e X, serem inferiores ao limite de controle. Para a obtencdo desta
probabilidade € necessdrio supor independéncia entre duas das trés varidveis (p= 0).
Como em geral isto ndo ocorre, tem-se que os valores tedricos do NMA ndo sdo exatos.

Para obtengdo de valores do NMA mais préximos dos valores exatos, propde-se o
uso da expressdo (C4) para o cédlculo do poder do grafico de controle. Na expressao (C4)
apenas o ultimo termo, que corresponde a probabilidade das varincias amostrais de X,
X, e X, serem superiores ao limite de controle, € obtido de forma aproximada. Como
esta probabilidade é pequena e contribui pouco para o cdlculo do poder do gréfico de
controle, a ndo exatiddo em sua obtencao ndo afeta o valor do NMA, ao menos em termos

praticos. A expressdo (C4) pode ser facilmente estendida para os casos em que p > 3.
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APENDICE D: OBTENCAO DA PROBABILIDADE ps DE w, E/OU W,
EXCEDER O LIMITE DE CONTROLE

i(x”—fl)z
, onde S§}="—"— ¢
n—1

kS;}
2
1

) . kS?
Considere as estatisticas W, = W, = —22
2

i(le. -X, )?
i=1

S; =
? n—1

sdo as variancias amostrais de duas caracteristicas de qualidade, X, e

X,. A probabilidade de W, e/ou W, exceder o limite de controle € dada por:
p, =1-Pr[W, < LO)n (W, < LO)]. (D1)

Com o processo em controle o vetor de médias e a matriz de covariancias sdo dados

O-ll 0-12
por w, = (uy:,,) € 2y = ( , respectivamente. A causa especial desloca o vetor
0-21 0-22

de médias de p, para p| = (i, +6,0,; 4, +5,0,) elou altera a matriz de covariancias de
a, - a, -0y 44, 0y a,-a, oy o,

X, para X, = oupara X, = .
a, - a, - Oy G, Ay * Oy 0, a, a, Op

No primeiro caso, em que X, se altera para X,, a causa especial ndo afeta a

~ . Lo
correlagdo entre X, e X,, que é dada por p =—"2-. No segundo caso, no entanto, a causa
1¥2

0,

especial reduz a correlagdo de p para p'=——"2—. Se X, e X, sdo normalmente
a,a,0,0,
distribuidos,
a,o, 2.2 2
[y — (U, + 7/20-2)]|x11’x12""’x1n ~ N[p o [x,;, — (i, +6,0)];a,0,(1—p )j (D2)
1¥1
ou ainda
L, — (11, +8,0,)]+ p 222 56)-X
2i M, 202 paO' [(lu1+ 10-1) 1] 0 X YI
L 5 X5 Xy Xy, ~ N = > sl (D3)
a,0,41=p I-p a,0,
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a,o,

Como p (1, +8,0))—X1]1=(u, +5,0,)— X2, segue que (ver pagina 168,

a,0,

MOOD et al., 1974):

Xy ~-X 1 X - X
= ) = X0 X s Xy ~ N P = ( ' ).l (D4)
a0, \1-p I-p a,0,
Conseqiientemente,
—(n—l)Szz |x x x _ (=W, |x X X, =
11271120 Mn — 1120 n
a,ol\1-p’ ka;\1- p°
o 2
nl ox,, —Xa
=3 | 2= |15 X X ~Z§<p2/1—p2>}52 (D5)
i=1 a20-2 l_p > n-1
Como
_— 2
(n-DS} (m-DHW, = x; — X1
2 2l = 2 12; 1 ~Z§—l (D6)
a, o, ka, = 4,0,
tem-se que

(n-1)LC

at -1DLC 1 _ o
—1— ka P 2 < (n 112, 1n=D)/21-1 g D7
8 Jo r[;{ her) S k(1= p*) |27 P T - )21 (B7)

lembrando que a notacdo )(j(pz /17p2)12 representa uma distribui¢ao de qui-quadrado com n

graus de liberdade e com o parametro de nao-centralidade dado por (Pz/ 1-p’ )Z .

A constante de ponderacdo k € obtida pela expressdo (D7), fazendo q, =a, =1,

p= L e ps =1—-+1-a, lembrando que o limite de controle, LC, € obtido da expressdo

1~2
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(7.1). Utilizou-se a sub-rotina CSNDF da biblioteca IMSL. FORTRAN (1995) para o

célculo da funcdo de distribuicdo de qui-quadrado nao-central.
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APENDICE E: OBTENCAO DA PROBABILIDADE p, DE R, E/OU R,
EXCEDER O LIMITE DE CONTROLE

O-ll 612
Quando o processo estd em controle, p, =(u,:x1,) € L, = [ . A causa
0-21 0-22

especial desloca o vetor de médias de p, para p| =(u,, +6,0,: 4, +3,0,) elou altera a
a,-a, -0y, a -a,: 0y

matriz de covariancias de X, para X, = . Considera-se que
ay -4, ~ Oy Gy -4y - Oy

. ~ < p %
a causa especial ndo afeta a correlag@o entre X, e X,, que é dada por p =—=-.
0,0
1~2

Seja X, e X,, i=123..,n as medidas das varidveis X, e X,. Seja
X =X, +..+X,)/n e Xo=(X, +..+X,,)/n as médias amostrais das varidveis X, e

X, eseja e =X1—H, € e, =X2—pu, as diferencas entre as médias amostrais e os

valores alvo das médias do processo. Os pontos amostrais R, e R, sao dados por:

R, :;l(Xli — My, +§1O-1)2v

R, zé(X2i_ﬂ02+§20-2)2’ (E1)

Ap0s alguns célculos, tem-se que:

7. +§2+§2 \/Zj (E2)
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onde Z;I :&(ﬂj e Z}2 :\/;[ —H, - 5 o, J

a,o, a,0,
Consequentemente:

Ps(z. .z )=pi|(r(x) < LCo?)A(T(x,) < LCO? z..z., |=

n n —_— 2
;(Xlz Xl) g(XZi_XZ)
=Prl | = — <LC |n|—F——<LC, Z. .z, (E3)
a, 0, a,o,

2 2
onde LC LC (Z 5 +§1 \/;J e ch :g_(zxz +M\/;J .

al a,

Se X, e X, sdao normalmente distribuidos,

[X, —(u, +520'2)]|X“,X12,...,X1n ~ N( 9,9, [X, — (&, +6,0)]:ai0:(1—p )]

11

ou

c _
[Xzi_(ﬂ2+5262)]+pa2 2w, +6,0,)— X 1] .
4,9, P X, — X
2 X115 X o Xy ~ N —( )1
a,0,\1-p 1-p a,o,
Como pL2%2[(u +68,0,)-X11= (4, +6,0,)— X, segue que (ver pégina 168,

a,0,

MOOD et al., 1974):

X, P (Xli—Xl)’lJ (E4)

( |X11’ 12900 m“‘N( >
\[ 1-p a,o,
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Conseqiientemente,
n —_— 2 o 2
11° 129> 1n 11° 1292 1n 2/1_52
a;o;\1-p’ =\ a,0,41-p° PP K
Como
n =\
S, % e w
= 2 2 :Z ) ~ X
a,0, =\ a,0,
entao
G
LC 1
Z-,7- )= Pr| »* < 2 e Pl gy E6
ps( x1 xz) J: {Zn,(tpz/l—ﬁ’z) (1_p2)}2(n1)/2F[(n_1)/2] ( )

lembrando que a notagao Zj(pz /l_pz)lz representa uma distribui¢ido de qui-quadrado com n

graus de liberdade e com o pardmetro de ndo-centralidade dado por (/72/ 1—,02))(3 .
Utilizou-se a sub-rotina CSNDF da biblioteca IMSL FORTRAN (1995) para o célculo da
func¢do de distribuicao de qui-quadrado nao-central.

Finalmente, a probabilidade de R, e/ou R, exceder o limite de controle é dada por:

p=1- J.; (Z;I 23, ) (2;1 2, )dz;1 dz;, (E7)

onde f (Z;1 .z, ) ¢ uma funcao densidade normal bivariada padronizada com correlagdo p .
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