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ψa,b(x) = |a|−1/2ψ
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x− b

a

)
a, b ∈ R, a �= 0, )6�7*
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|ψ(x)|2 dx <∞. )6�6*
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0

|ψ̂(u)|2
u

du <∞. "#�/%

�������� 
����� f ∈ L2(R) �����
��

f(x) =
1

Cψ

∫ +∞
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0

∫ +∞
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������������ ����� ��������� � �������� �� ���,���� ��� �-����� ������

.� �����
� �� 
����� ψ ��
 ��� � ������� ����*� ��������� ��� !��� ���������
 ����

L2(R)  � ������� �� /���� ���� ���0

ψ(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1 0 ≤ x < 1/2

−1 1/2 ≤ x ≤ 1

0 ���� �����+���.

	 123 �� 4 ��� ��
���� � ������� ψ ����� ���� ��� ��5���� ����

dj,k =
n−1∑
t=0

Xtψj,k(t), ������

�� ��� X = (X0, . . . , Xn−1)
′ � n = 2J  � �-���� �� �!���6��7��� 	 ������� ������  

��
��
��� ���� j = 0, . . . , J − 1 � k = 0, . . . , 2j − 1� ��� J ∈ Z ������������� � ����
�

���� 5��� ����������� n ���5������� d #�8� 9�%�

: �����6�
 �����6�� � 123 ������ �� 
���� ��������


d = WX, ������

� ��� 
���
��� � ��5����� �� ��� ��6�����

1������ ������7�� �� 
�������� ������������� � 123  ����"���
 � ������� �!���

��� ��6���� ����6 � ��

X = W
′
d

����� �������	 
��� �
� ����



��

�� ��� � ���	
� W
′

� � �	�
������ �� W �

��	� � ������� ����
�� �� ��� � ������ �� ��� 

��	�� ������ ��
�
��!�� ��

��"�	
��� 
������ #�"�	
��� �
	��
��� ��� ��	� ��	���
���� 
� ��$%� ��&� '� �
��
�� 

� 
������	
� �	
��
	���
�� 

�	����
	 � ��
��
�� �� #
��
�� �� (���
		�����$%��

��� �����	
 �
 �
�����
	��
��� �����

# #
��
�� �� (���
		�����$%� �#()� ��	�
�� �
��
��	 �� �

�� �� ��	
�� �������

�� 	�����$%�� ���� ���� �� ��� 
������
��$%� �
��	��� ����	 ��	 	���
���� � ��	�
	 ��

��"�	
���� 	��
��� � #() "�
*�� "	�
�� ������	
���� +,�-�

�������� 	 ��� �����	
�� {Vj}j∈Z �� ��
������� ��
����� �� L2(R) � 
������ ���

�	����� �� ��������������� 
�� ��	��� ��
��� φ �� �� �����	��� ������������ ��� �����������

���� �!�"


�	� . . . ⊂ V−1 ⊂ V0 ⊂ V1 ⊂ . . .


�
�
⋃
j Vj = L2(R)


���
⋂
j Vj = {0}


��� #	$���%	
�� �� ��
���" f(x) �����	
� � Vj �� � ����	�� �� � ��	��� f(2x) �����	
�

� V0


��� #	$���%	
�� �� ���	����&��" f(x) �����	
� � V0 �� � ����	�� �� � ��	��� f(x− k)
�����	
� � V0


��� '(����	
�� �� ��� ��	��� φ ∈ Vj )��	��� ��
���* ��� ��� {φj,k; k ∈ Z} � ��� 
���

����	����� �� Vj �� ��� φj,k(x) � ���� ��� φj,k(x) = 2j/2φ(2jx− k) j, k ∈ Z+

# �	��	
����� �().� �����	��� ��� ��� ��	�/
��$%� 
��� 	�����$%� 2j ��
��� ����

� 

��	��$%� 
������	
� ��	� �������	 ��� ��	�/
��$%� 
� ������ 2j+1 �� ��0� �� �����	

�� ������ j ��	� � ������ j + 1 "�
*�!�� 

��	��$%�� 1�
��	�� � 	�����$%� ����
��

(j →∞) � ��
$%� ��	�/
���� ��
��	"� ��	� � ��
$%� �	
"

�� ����
�� ���
� �()���

'� �
��
�� ���
�� � 	�����$%� 2j ���	���� (j → 0) ��	��!�� ����� �� 

��	��$2�� ��

f � ���!�� �(),�� #

�� �()&� ���� 	����
�
��� ��� �().� ��
� 3 ���
�� ��� j

�	���� 	�4
�
�� � ������ � 	�����$%� �� �	���5
�
� ����
��� 6�
�� ���
� �����*�� ���

���	���� �� �� 
7��� �� 	������$%� 2j ������ ����� ����	 �	���
��� 
� 	������$%�

2j+1 
��� � . . . ⊂ V−1 ⊂ V0 ⊂ V1 ⊂ . . .� # �	��	
����� �()8� ����	� ��� �� ����	

��� ��
$%� f(x) � �������!�� �� k �

����� ��	� f(x− k) 
%� *���	� ����
$� 
� 
7���

�� 	�����$%� +�9 �: &,-� '� �
��	���	� �� �����	�� ;������< � ;
7���< ��� �

�� ;
7���

�� 	�����$%�<� �%� ������ ��
��� ����� �� ��
�
	�� �
��	�
���� '���� �����
�� ��
�
��!��



��

������ 	� 
����
���� ��
� � �
����	�	� 2j ��
 ��
� � �����
� j� � � ����
�� 2−j � � ���������

����
	�� 	����	��	� 	� �������� �� ��� 
� ��
�� 	� �������� 	����� �� ������ ������

j �� ����� 	� ������ ��

�����	���� �� ����� 	� 
����
��� 2j�

! �	��� �"���� 	� 
�� !#$ � �
�� 	��	� �
� 
�� ������� 	� �
�������� %��&�	��

�����%��� �#$�� � �#$'�� ����� ������ 
�� ���� �
����
��� 	� �������� {ψj,k; j, k ∈ Z}
	� L2(R)� ��� ψj,k(x) = 2j/2ψ(2jx− k)� ��� �
�� ��
� ��	� ����� f ∈ L2(R) ()*+

Pj+1f = Pjf +
∑
k∈Z

< f, ψj,k > ψj,k, ����,�

�� �
� Pj � � �
�-���� �
��.���� �� Vj�

/���� 	����������� Pjf 
��
������ � ��
�������� 	� %
���� � � �����0
�� 
��
������

�� 	����&��� !����� 
�� !#$ 
��
������ %
��1�� ��
 ��
������1�� � 	����&�� �
�-���	��

�� �
�������� Vj� ��� . . . ⊂ V−1 ⊂ V0 ⊂ V1 ⊂ . . . (2�*�

3��	� �
� {ψj−1,k}k∈Z � 
�� ���� �
����
��� ��
� � ������ Wj−1� 	�4��	� ���� �

����������� �
��.���� 	� Vj−1 �� Vj� ��	� �� ���
���
 (2*+

Vj = Wj−1 ⊕ Vj−1 ����2�

= Wj−1 ⊕Wj−2 ⊕ Vj−2

. . .

= Wj−1 ⊕Wj−2 ⊕ . . .⊕W0 ⊕ V0.

3���� %�
��� ��	� f ∈ Vj ��	� ��
 	��������� 
��������� ����

f = wj−1 + wj−2 + . . .+ w0 + f0, ����5�

�� �
� ��	� wl ��
����� � Wl� 0 ≤ l ≤ j−1 � f0 ��
����� � V0� $������	� �� ��4���������

� �
������� ��� ��

L2(R) =
⊕
j∈Z

Wj = Vj0 ⊕
⊕
j≥j0

Wj, ����'�

��
� ��.
� j0 ∈ Z� 6�.�� L2(R) � 	��������� �� �
�������� �
�
������ �
��.�����

()� 2*� 7� ��
���
��
� ��	� f �� L2(R) ��	� ��
 ���
��� 
��������� ����

f = f0 +
∞∑
j=0

wj, ����8�

�� �
� f0 ∈ V0 � wj ∈ Wj�



��

��� �����	
�� �	�
�	�
�

�������	
� ����
�
�� � � ���
� 
��� �	�����
� ���� � ������� 
� ���� ��	� ������	
�

�	����� ��	��� ����������� � ��������	�  �� ���!� ������"	�
�� � �������

#�"��
��� � ���� ��	�"��
�� ����
� ��� ψ$ ������"	�
� "� � ��%!� &��'()*

ψj,k(x) = 2j/2
(
2jx− k

)
j, k ∈ Z


� 	�� ���
�  ��  ��� ��� f(x) ∈ L2(R) ��
� ��� �����	� ��
� +�,-

f(x) =
∞∑

j=−∞

∞∑
k=−∞

cj,kψj,k(x). &��'.)

� � ��%!� &��'.) � 
�	� ��� �
� ����� 
� ��������$ � �� �������"	�� �������� �!� 
�
��

���

dj,k =< f, ψj,k >=

∫ ∞

−∞
f(x)ψj,k(x)dx. &��'/)

0
� ���
� 
� ����� �������� � ���� ��"%!� ������ �� ������� ���$  �� � ����%!� 
�

� ��%!� +�,-

φ(x) =
√
2
∑
k

hkφ(2x− k). &���()

����� ���
�$ � ��"%!� 
�
� ���� � ��%!� &���() ���� �
� ��
1��� ��	�"��
�� �
 L2(R)

+/$ �,-

φj,k(x) = 2j/2φ
(
2jx− k

)
j, k ∈ Z. &���')

2�� ��"
�%3�� ��	�
�� ���
�$ ψ ��
� ��� ��	�
� 
� φ ���

ψ(x) =
√
2
∑
k

gkφ (2x− k) , &����)

�
  ��

gk = (−1)k h1−k &���4)

� � �5�
�
� 67���%!� 
� 8��	�� 
� 9��
��	���: &�	�
���	�� �
���� ����� �����
��)�

2� ;��
�
�$ hk � gk �!� �������"	�� 
� ��	��� ����������� � ��������	�$ ������	�;�
�"	�$

�5�
�
�� 6��	��� 
�  ��
��	���: &�	�
���	�� �
���� ������)$  �� �!� ���
�� ���� ��������

� ���� ����� �������"	�� �!� 
�
�� ��� +�,-

hk =
√
2

∫ ∞

−∞
φ(x)φ(2x− k)dx &���<)

�

gk =
√
2

∫ ∞

−∞
ψ(x)φ(2x− k)dx. &���=)



��

�� ����	
�� ����
� � ������ ��� �������� �����	
�� �� ������	����

������ ������������ � ������� ����������

{φj,k(x) , ψj,k(x) , j, k ∈ Z} , ���� �

! "���#$�� �����$�� "��� f(x) �� L2(R)�

f(x) =
∑
k

cj0,kφj0,k(x) +
∑
j≥j0

∑
k

dj,kψj,k(x), ����%�

�� ���

cj0,k =< f(x), φj0,k(x) >=

∫ ∞

−∞
f(x)φj0,k(x)dx, ����&�

dj,k =< f(x), ψj,k(x) >=

∫ ∞

−∞
f(x)ψj,k(x)dx. ����'�

( ��"������� ��������� ��� �� ����	�� ����%�� j0 ! � �#$�� �� ������	�� ���� )��*��

+����� �� ����	
�� ����
� � ������� "���,�� �������� �-����������� �� ���-������� dj,k
� cj,k� .�

ψj,k = 2j/2ψ(2jx− k) ����
�

= 2j/221/2
∑
n∈Z

gnφ(2(2
jx− k)− n)

= 2(j+1)/2
∑
n∈Z

gnφ(2
j+1x− (2k + n))

=
∑
n∈Z

gnφj+1,2k+n

=
∑
n∈Z

gn−2kφj+1,n ����/�

�����

dj,k = < f, ψj,k > ������

= < f,
∑
n∈Z

gn−2kφj+1,n >

=
∑

gn−2k < f, φj+1,n >

=
∑

gn−2k cj+1,n. ������

0����1���� �� ������ "������������ "��� φ� �)���,��2

cj,k = < f, φj,k > ����3�

=
∑

hn−2k cj+1,n ����4�



��

��� hk � gk ����� ����� ��	�
��� �
�
�� � �
�
���

�� ��	�
��� �
��
���
���� ��� � ���� �� ��������� ���������� ���� �	� �� j������

������ � ���������  �� 	�� cj,k � dj,k � ������ ���  ��! ������ �	�"�� �� �#"�� j + 1�

$����%���� � ����
��

(Hjx) =
∑
n∈Z

hn−2kxn �
��&�

�

(Gjx) =
∑
n∈Z

gn−2kxn, �
��'�

������� �� ��"�� �� ��	�
��� �
���� � �
���� �� ���	���� (����)

cj,k = Hjcj+1,k �
��*�

�

dj,k = Gjcj+1,k, �
��+�

�� �	� Hj ���� ��� ������������  ��� 	� !���� ���������,� � Gj 	� !���� ����������

-��.�

���� �	� cj,k � dj,k ��� ������� �� cj+1,k ��� 	� ��� ���� ��  ��"��	
�� ���	��� ��

	�� �� ���
�� ��	 ��������	
��� ��� ����� �	� � ���� ��� ��� ↓ 2� ����� ��� �����

����������� �� �������� ����� �	 #������ �� ������� �	� �� �#"�� j� ������ ������ ���

 ��! ������ �� �#"�� j + 1� ����� � ���� /���������0� ���� ��� 1����� �2+*+�-

.�

 

� coeficientes 

����,� 

���� 

	���

���
,� 

���
,� ⋯ 

   2 
   2 

��,�

	�  

��  

����,� 

   2 
   2 

�/2  coeficientes �/4  coeficientes 

3��	�� 
�2) ��������� 4�������� �� 1�����) 5����(������ 6�"���� 7�� ���� 7� �����

�7� ������
����

4��� � �� �����	
�� �� ����� � 	����%��� � ����� ��� ���� ��"���������) �� ������

 ��! ������ ��� ���� ���� �� ����� ��"���� � �� ��"�� �� �� ���
��� ��  ����������

�� ����� ��� ��������� ��� �����
�� �� %���� ����������
��� ����� ��  ��! ������ ��
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������	�
��� ����������	
� ����� �	�
�� 	 ��	����
���	 �� ���� ������� ��������	���

���������	 �↑ 2
 ������	 �� �������
� � ��	����
���	 � �������	 ��� 	������� 	 �����

	��������  � ���	�����!"	 	� �	��������� cj+1,k �"	 	����	� �� cj,k � dj,k#

cj+1,k =
∑
k

hn−2kcj,k +
∑

gn−2kdj,k.

��� �������� �����	
��
�
�

$	
	 ����������	 �� ��!"	 ��%� � ��� �	�� ��� &���� �	
	 �
 ��	����	 �� �������


������	 �	� �
� ����
�!"	 ���'����
 �	� 2� �
 (�� �"	 ���	&�����	� ������ 	� ���
���	�

����� 	� )
������ �
�������	 �
 ������	��� �
� ���� ���������� *������ �
� ����
�!"	

)
��� � �(��&������ � ������� �
� ����
�!"	 ��� �
 ���	� ����������	� �� 1 ���
���	�

* ���	�+� �� ����
�!"	 �	�����	��� � ���	�+� �� �
� 	����
� 	� ��,�� � ��� �������

�� ���	�+� �� 	����
 -�./�

0
� �������!"	 �� ������� �	� ���	� �	�� �������� �
 �
 �	�,���	 �� �	���������


�����
� �	
�����
���� ��������� �� �	
�����	 �	 �	�,���	 �� ���	� 	����	� �	
 �

������� 	�������� 1
 ����
�� ������!2�� � ������'��	 (�� 	 
��	�	 �"	 ��,� ����)&�� 3

	����
� 	� ��,�� � ������)&�� (�� ��,� ��&������� 3 �������!"	� 	 (�� � �	�������	 �	
 �


�����
 �"	�����
���� �	�� ���� ��&� �
 �	�������!"	 �	�	� 	� ���
���	�# ����� � )
������

* �4�
��� ���� � 
�����
 �"	�����
���� �	�����	������ 3 �(��!"	 ���56
� ���� ψj,k(x)

�� �	���

ψj,k(x) = 2j/2ψ
{
2j (x− k)

}
, j, k ∈ Z. ���%6


* ������	�
��� 
�����
 �"	�����
��� ��� �
 � 	����� ���
�����	��� � ����
�!"	

�� ���� ����� �	�
�� �
 ���� ������ +�&��' n �	��������� � 	 ���	�!	 �	
������	���

��(�����	 ���� 	 �'����	 � �� O(nlog2n)� �	���� O(n) �� ���� 7��
	 ����
� 	 ���	���
	

���� �������� � �� � ����� � �	��������	 �'���	 -�8/� 9�,�
 Hj � Gj 	� ����	� ������

���:� � ����������� * ���� �)&�� ����� ����	� �"	 
	������	� ���� �����!"	 �� ;��	�� �	
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 � ������ 
�����
 �������	�

���= � ������
� 
�����
 ������ 
� ������ 	���	� �	
�� ->� 5�� �./�

* =����� ��� 
	���� 	 �'����	 �� �� �� �� �	��������� �� ���	:�
�!"	 cj,k � 	�

�	��������� �� �����+�� dj,k �"	 	����	� �� cj+1 �	
	 �� ���� �	 ������	 �"	 �� �����;�

� ����
�!"	 � 
	�����
��� 	� ����	� � ���� �������
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� coeficientes � coeficientes � coeficientes 

������ �	�
 ����
������� ������� ������������ ��������
�����	

��� �������� �� ���	
�� �	
����	

����� �����	
���	
��� ��� ��������

 !�
��� �����
 �����������
 ���� � �
���"� ��
 ��������	 #
 ������
 $�� ���


��%������� ��
�� �
���"� 
��& ����������& 
��������& 
�������& �������������� � 
������

��������	

' 
�������� �� ��� ������� ���� 
�� ����������� ���� �(���� �� �������
 ����


�� ψ	 )�� ������� ��� p �������
 ����
 
�∫ ∞

−∞
xkψ(x)dx = 0, 0 ≤ k < p.

# ����� �� p �
�* ����������� ��� � ���� �� 
�������� �� �������	  � �����& $�����

����� p& ���
 
���� 
��* ψ +,-.	

/������� � �������������� 
�� ������
 �����������
	  !�
��� �������� ����������
 �

0����������
& �� �����& ���"�� ��
 ���
 ��
�
	 1����� �
 �������� ��

��� 0�
�


0����������
& 
��
 2����
 �� �������
���� � �����
������ ����� 
�� 
��3�����
& �������

�������� 
��3�����
	 4

� ��� ������ �� 0�
�
 ����������

 �� ��
� �� �������� ���������


��!���� � ��
� �� 5����& 
������� � �����
������ �!��� ��� 
�� ������6���
 
� �
 2����


�����7���
 ���� �������
���� � �����
������ ����� �
 ��
��
 +8& ,-.	

�������� 	 �	� 
��
�� f ��	 ������� ��	����� �� ������ �	 ��������� 
������ �

��	������ 
��� �� ���� f(x) = 0�

��

� ����� ��� ������� ��� 
������ �������� 
� 
�� ������� �
�* ��
����� � ��

��������� 2���� +�9.	
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 ������� �
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�
� �
����

� �
	�

��
�� 
�� �
���	����
 �����	��� 

�����
��� 	���	� ���� ���	������ �� ���	�� 
���
��	��

������� ������ �������� ��
 �������
���� � ����	��

����� ������� �� ����

� ������� �� ���� � ���� ���� �����


ψ(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1 0 ≤ x < 1/2

−1 1/2 ≤ x ≤ 1

0 ���
 �
�
���	
,

 ��!"#

��$� �����
 ������  
� ������� ��	# �

φ(x) =

{
1 0 ≤ x < 1

0 ���
 �
�
���	
.
 ��!�#

%	���� ��&' (��)�
 �� �����
 ������ �� ����  ������� ��	#� %
�
�' *!+�

,�$� V0 
 �����
 ��� ������� �� �
���

∑
k∈Z

akφ(x− k), ak ∈ R.

-���� ��� φ(x − k) �������
� ����
�
	��	����� �� x = k � x = k + 1� V0 �
��	�
�

�� 

��� �� ������� �
��
��
�� �
� ���
��� 
��� � ����
�
	��	���� 
�
��� �
 �
�$��
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�
�

�
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� 1 ���)�
 � ����	� �
�
�� ������
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������ �	
� ��
��� �� ��������� ������� �� V0	 ������ �
�	

������� ��� �  ��!"� φ(2x)# ��$� ��
��� % ����������� � ������# ����& � ������� ��

φ(x) ���� ������	

������ �	'� ��
��� �� φ(2x)	 ������ �
�	

(���)�� ���������� φ(2x) � ������

φ(2x− k) = φ

(
2

(
x− k

2

))
��� % � �����  ��!"� �� φ(2x) ����������� ��� k/2 ��������	

*�$� V1 � ����!� ���  ��!+�� ��  ����

∑
k∈Z

akφ(2x− k), ak ∈ R.

,����# V1 % � ����!� ���  ��!+�� ���������� ��� ������ �� ������� ��������# ��$��

���������������� ���"� �� ���$���� {0,±1/2,±1,±3/2 . . .}	 (�������# V0 ⊂ V1	
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������� 	
��	 j �� 
���
�� ��	������ ������
	�
��� � ���	�� �	� ������� ���� �� �����

j� �����	�� ��� Vj � ����
�� ���� � ���	�� 
��	�� ���� ���������

{
. . . , φ(2jx+ 1), φ(2jx), φ(2jx− 1), φ(2jx− 2), . . .

} ⊂ R.  �!"#$

Vj � � ���	�� �	� ������� �����	���� ��� �	���� �� ������� ����	��� ���	� �������
��
�	���

����� �� �������� {
. . . ,− 1

2j
, 0,

1

2j
,
2

2j
,
3

2j
, . . .

}
.

%��� ���

V0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vj−1 ⊂ Vj ⊂ Vj+1 · · ·

&�� �����
� 	���	� �� ������� ����� 	 ������� �� '		� ��� � ��
�� ��
�
(	�	 �	�	

	���)
�	� ������� ��	��� *�#+!

����� �������� �� ��	
���
��

,
������� �	 ������� �� '		�� 	� �������� �� ,	�-��.
�� ��� �/� ��	 ����	 �)����
�	�

� ��� �	����	�	� �� ����	 
���	�
�	! 0�	� �/� ������� ����	��� � 
��	� -	��� ��������	
�!

,	�-��.
�� �������
� �	
� �������� 	��	��� �	 ������� �	 ���	��� �� �
�	�	��� ��� ��������

�� ��	 �	���
	 �� �������� ����
��	
�! 1	�	 ���-�� �	 �	���
	 � ���������	�� ��� ��

����� h �� �����
����� N = 2p � ������� �� [−p + 1, p]� �� ��� p � � �2���� ��

�������� �����! 3�	��� p = 1� �-������ 	 ������� �� '		�� 	�������	�	 �	 ����� �!4!�

*"#+!

&	�	 p = 2� ����� N = 4 � 	��
�� � ����� �	 ������� ,5672 ��� 	���	� 4 �����
�����!

3�	��� �	
�� � �2���� �� �����
������ �	
�� � � �2���� �� �������� ������ � �	
� ��	��

� 	 �������!

1���
���	��� 	 ,5672� ������ 	 �	��
( n× n�

W =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

c0 c1 c2 c3

c3 −c2 c1 −c0
c0 c1 c2 c3

c3 −c2 c1 −c0
!!!

!!!
! ! !

c0 c1 c2 c3

c3 −c2 c1 −c0
c2 c3 c0 c1

c1 −c0 c3 −c2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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5� ����	�	� �� -�	��� �

�
��	� (����! 8-����	��� 	 ��������	 �	 �	��
(� �������

���	� ��� 	 ��	 ��
��
�	 �
�.	 ������� �� �����
����� c0, c1, c2, c3! 8 ����� 	�������
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����� c3,−c2, c1,−c0� �� �
���� ����	�� 	��	�������


� ���	� ��������
�� h� ��		���������� � �
��
 �!�� ��� ������ "# �� �
���� ��	��

	��	������� 
� ���	� ���������� g� ��		���������� � ����
	� ��� �������� �
� h ��	��
�

$ 
���	����� ���
����	 �
� �� ��	��� �� �
��� ��� �	������ ��	 ��	
��
 �!�� ��	� ����	

��� ���	
 %�&'�

� ��	�
	 �� ���	
 
���	�� �� ()�**+ � �������� 	������	

	 � ����	 �	
�
��� �� ����� ��

����	
����� n � ��	�
	 �� ��
� n/2 ����������� �
��
 ���� s� � ��
� n/2 �����������

�� �������� d� ,��� ���� ���	
 � �	�������� �
� 
���	�� � ���� ���� �	��������

Wt =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

c0 c3 · · · c2 c1

c1 −c2 · · · c3 −c0
c2 c1 c0 c3

c3 −c0 c1 −c2
� � �

c2 c1 c0 c3

c3 −c0 c1 −c2
c2 c1 c0 c3

c3 −c0 c1 −c2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. ()�*&+

� ���	
 ��	�������� �� ��
�!�� ()�**+ ���� ��	 
�
�
 ��� ��	� 
�
��	�	 � ����	
���

�
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�� �����
����� ��������� ���� � ���	
 W �� ����
	� �
�	#	�

��� 0	
��
	������� �

���	
 � ���
���� � 
� ����	 x �� ������ �� ����	
����� n� /���
�� � ����	 1�
��
 ���2

�� ������� n/2 	����� ���� ����� ���
��!��� 3� ���

��� � ���	
 � ���
���� � 
�

����	 1�
��
 �����
��
 ���2 �� ����	
����� n/4� � ���
� ��	 ��
���� ��� ��	������	


� �4��	� �	
�
�� �� ����������� 1�
��
 ���������
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 ���2 (��	������� 2 �
 4+� 3���

�	������ ���� ��
� � �� �
� � ����	
��� 0
	��
��� ��	�������� �� ��!�� )�*� 5�
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	��
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�
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��
�
���� �� �#��
���

%�&'� 3��� ����	
��� ���� ��	 	��	�������� ������ ���� �
��	��� � ���

	 %�&� *)'6



⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x8

x9

x10

x11

x12

x13

x14

x15

x16

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

A→

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

s1,1

d1,1

s1,2

d1,2

s1,3

d1,3

s1,4

d1,4

s1,5

d1,5

s1,6

d1,6

s1,7

d1,7

s1,8

d1,8
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permuta→

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

s1,1

s1,2

s1,3

s1,4

s1,5

s1,6

s1,7

s1,8

d1,1

d1,2

d1,3

d1,4

d1,5

d1,6

d1,7

d1,8
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A→

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

s2,1

d2,1

s2,2

d2,2

s2,3

d2,3

s2,4

d2,4

d1,1

d1,2

d1,3

d1,4

d1,5

d1,6

d1,7

d1,8
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permuta→

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

s2,1

s2,2

s2,3

s2,4

d2,1

d2,2

d2,3

d2,4

d1,1

d1,2

d1,3

d1,4

d1,5

d1,6

d1,7

d1,8
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A→

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

s3,1

d3,1

s3,2

d3,2

d2,1

d2,2

d2,3

d2,4

d1,1

d1,2

d1,3

d1,4

d1,5

d1,6

d1,7

d1,8
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permuta→

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

s3,1

s3,2

d3,1

d3,2

d2,1

d2,2

d2,3

d2,4

d1,1

d1,2

d1,3

d1,4

d1,5

d1,6

d1,7

d1,8
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p =

2, 4, 6, 10

ψ p = 2 4 6 10



p [−p + 1, p]

p = 4 5 6 10

ψ p = 4 5 6 10

x1, . . . , xn dj,k

(2)
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� ��� 	�
����� �� ������� (2)� ������
 ���� ����	�
��� �
 � � ����	
� ��

�����
� �� 	�
����� � � ����� � � ����	
� ��� ����
����� ��� �������
 ���� �����
��

������� ����	
� ��� ��
����� �� ������������

������ ��� ������������ �� �����
�� �� 	�
������ �� 
��� ���	������ !"#� $"� $�%�

&�������� d �
 ����� �� ��
�������� {di}n−1i=0 ⊂ R � λ ∈ R �
 	�
���� '�
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��� 
���������� 
��
�����	��� 
���� 
#
 ���
 ���
#�
��
 �
	

	
�	
�
��
�� ��	
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∫ π

−π
exp(iωt)dZ(ω) =

∫ π

−π
A(ω)exp(iωt)dξ(ω), /���1
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E |dZ(ω)|2 = dF (ω) = f(ω)dω. /��31
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