Universidade Estadual Paulista

Campus de Sao José do Rio Preto

Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas

Fractais de Rauzy, Automatos e

Fracoes Continuas

Gustavo Antonio Pavani

Orientador: Prof. Dr. Ali Messaoudi

Tese apresentada ao Instituto de Biociéncias, Letras e
Ciéncias Exatas, Campus de Sao José do Rio Preto, como
parte dos requisitos para a obtencao do titulo de Doutor

em Matemaética.

Sao José do Rio Preto

Margo/2015



GUSTAVO ANTONIO PAVANI

Fractais de Rauzy, Automatos e Fracoes Continuas

Tese apresentada para obtencao do titulo de Doutor em
Matematica, drea de Geometria e Sistemas Dinamicos
junto ao Programa de Pés Graduacao em Matemaética
do Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas
da Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita
Filho”, Campus Sao José do Rio Preto.

BANCA EXAMINADORA

Ali Messaoudi
Professor Doutor

UNESP - Sao José do Rio Preto

Benito Frazao Pires
Professor Doutor

Universidade de Sao Paulo

Claudio Aguinaldo Buzzi
Professor Doutor

UNESP - Sao José do Rio Preto

Daniel Gongalves
Professor Doutor

Universidade Federal de Santa Catarina

Marcelo Sobottka
Professor Doutor

Universidade Federal de Santa Catarina

Sao José do Rio Preto
17 de Margo de 2015



Pavani, Gustavo Antonio.
Fractais de Rauzy, automatos e fragdes continuas / Gustavo
Antonio Pavani. — Sao José do Rio Preto, 2015.

78 f. : il

Orientador: Ali Messaoudi
Tese (doutorado) - Universidade Estadual Paulista, “Julio de

Mesquita Filho”, Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas

1. Matemadtica. 2. Teoria dos sistemas dindmicos. 3. Fractais.
4. Topologia. I. Messaoudi, Ali. II. Universidade Estadual Paulista, “Julio
de Mesquita Filho”, Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas.

II1. Titulo.

CDU - 517.93

Ficha catalografica elaborada pela Biblioteca do IBILCE
UNESP - Campus de Sao José do Rio Preto




AGRADECIMENTOS

Ao concluir este trabalho agradeco:

Primeiramente o Deus.

Ao meu orientador, Prof. Dr. Ali Messaoudi, pelos iniumeros conselhos, pela paciéncia
durante a realizacao desta tese e principalmente pela amizade ao longo de todos esses anos.

Afinal, foram quase 10 anos, desde a iniciagao cientifical Muito obrigado!

\

A minha mae Josefa que sempre esteve ao meu lado me apoiando em todas as minhas

decisdes.
A banca examinadora.

Ao Prof. Pierre Arnoux, por ter aceitado me coorientar durante o estdgio de doutorado no

Institut de Mathématiques de Luminy.
A Tati, pela amizade e ajuda com a tese.

A Capes, pelo auxilio financeiro, o qual possibilitou-me a realizacao do estdagio na Franca,

através do projeto de cooperacao Capes-Cofecub.



Resumo

O objetivo desta tese é estudar algumas propriedades topoldgicas e aritméticas de uma classe
de fractais de Rauzy que nao possui a Propriedade (F). Em particular provamos que os fractais
de Rauzy desta classe induzem um azulejamento peridédico do plano complexo. Além disso,
construimos um automato finito capaz de gerar a fronteira desses fractais e parametriza-las.
Este automato também ¢ utilizado para estabelecer condi¢oes sobre o nimero de vizinhos que
compoem as fronteiras desses fractais. Estudamos também as melhores aproximacoes diofan-
tinas simultaneas para pares de nimeros algébricos v = (6,6%), em que 1/6 é um ntimero de

Pisot cibico cujos conjugados nao sdo nimeros reais e 1/0 nao satisfaz a Propriedade (F).

Palavras-Chave: Substituicoes, sistemas dinamicos, fractais.



Abstract

The aim of this doctoral thesis is to study some topological and arithmetical properties of a
class of Rauzy fractals which do not have the (F) Property. In particular we proved that the
Rauzy fractals of this class induce a periodic tiling of the complex plane. Furthermore, we
studied the construction of a finite automaton able to generate the boundary of these fractals,
and to parametrize them. This automaton is also used to establish conditions on the number of
neighboors of these fractals. We also studied the best simultaneous diophantine approximation
for pairs of algebraic numbers v = (6,6?%), where 1/6 is a cubic Pisot number whose conjugates

are not real numbers, and 1/60 does not satisfy the (F) Property.

Keywords: Substitutions, dynamical systems, fractals.
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Introducao

Em 1982, Gérard Rauzy [27] descobriu um interessante subconjunto do plano complexo cha-
mado Fractal de Rauzy. Inicialmente o intuito era estabelecer uma representacao geométrica
do sistema dinamico simbdlico associado a substituigdo o definida por ¢(0) = 01, o(1) = 02,
0(2) = 0. Este conjunto foi estudado por varios matemdticos (ver, por exemplo, [20], [21], [22],
[1], [8], [17]) e relacionado & diversas dreas da Matematica como Sistemas Dinamicos e Teoria
dos Numeros. Dentre as varias propriedades desse conjunto, destacam-se as seguintes: é um
conjunto compacto, conexo e de interior simplesmente conexo, sua fronteira é uma curva de
Jordan fractal e, além disso, esse conjunto induz um azulejamento periédico do plano complexo.

O Fractal de Rauzy pode ser obtido através dos Sistemas de Numeragao, como segue:

Considere a sequéncia de Tribonacci (77,)n,>0 tal que Ty = 77 = 0, Ty = 1 e satisfazendo
a recorréncia Ty,13 = Thyo + Ty + 1, n > 0. E conhecido que usando o Algoritmo Greedy
(“fominha”) todo inteiro natural n se escreve de maneira tnica como n = Y.~ &T; (ver, por
exemplo, [25]), em que os digitos ¢; satisfazem a propriedade: ¢; € {0,1} e g;g;416542 # 111,
para todo ¢ > 0.

3 —2? —x —1 é o polinomio caracterfstico da sequéncia (7T},),>0. Este

O polinémio P(z) =z
polindmio possui uma raiz real § > 1 e duas raizes complexas conjugadas a e & de modulo
estritamente menor que 1.

O Fractal de Rauzy é, por definicao, o conjunto

E={>", e, g €{0,1} e gigip1ciye # 111,Vi > 0},

A fronteira de £ foi objeto de estudos de varios matemadticos. Por exemplo: em [17], Ito
e Kimura calcularam a dimensao de Hausdorff da fronteira de £. Em [20] Messaoudi mostrou
que a fronteira de £ é gerada por um automato finito. Usando este fato ele provou varias
propriedades da fronteira de £, em particular que ela é uma curva de Jordan e um quase-
circulo.

Em [23], os autores estenderam esses resultados para certos conjuntos &,, associados aos

polinémios P, ,(z) = 2* —ax? —br—1 em que @ > b > 1. Em [29] foram estudados os conjuntos



3 —azx?+x—1, com a > 2. Os fractais de Rauzy também

relacionados aos polinomios P,(z) = «
foram estudados em [8] e [31], dentre muitos outros.

Nesta tese vamos considerar os Fractais de Rauzy R, associados aos polinomios P, ,(x) =
22 —ax? —br — 1, em que —a + 1 < b < 2, os quais também estao associados a substituicao
o(1) = 1@7D2 5(2) s 10@+H-D3 5(3) s 10+93, Essa classe é chamada classe de fractais de
Rauzy sem a Propriedade (F) (ver Capitulo 3).

De modo andlogo ao Fractal de Rauzy classico podemos associar ao polinomio P,(z) o
Fractal de Rauzy definido da seguinte maneira:

Seja (R,)n>0 a sequéncia recorrente definida por:

Ry=1, R =a, Ro =a*>+b, Ryy3=aR, 12+ bR, i1 + Ry,

para todo n > 0, a,b € Z, satisfazendo a condicao —a +1 < b < —2.

Usando o algoritmo fominha podemos provar (ver Proposi¢ao 3.0.1) que todo inteiro natural
n pode ser representado de maneira tinica como soma de termos dessa sequéncia como n =
SN iR, come; € {0,...,a—1}, em que gj6;_1 €0 <jew (@ —1)(a+b—1)(a+b)---(a+D),
para todo 7 > 0, e <j., representa a ordem lexicografica.

3

Seja P,;(z) = 2* — az? — bx — 1, o polindmio caracteristico da sequéncia (R,,),>0 € 3, e

A suas raizes. Definimos o Fractal de Rauzy como:
R=Rap=1{>5e0;,¥i>n>2¢cig; 1 n <jex (a—1)(a+b—1)(a+b) - (a+b)}

em que §; = a’, se « € C\ R ou 6; = (o, \"), se a € R. Entao R C C ou R C R?, dependendo
se « € C\R ou se o € R.

Nesta tese provamos vérias propriedades de R = R, e de sua fronteira, as quais resumimos
nos seguintes Teoremas:

Teorema 1: R é compacto, induz um azulejamento do plano e a fronteira de R satis-
faz OR = (J,ca R N (R + u), em que A ¢é finito, de cardinalidade par e A O {£(1 + (b +
))a, o, (1 +ba)} .

Teorema 2: Existe um automato finito cujo conjunto dos estados é S D {0, +a?, +(a +
ba?), £(a+ (b+1)a?), £(1+ba+ (a—1)a?), £(1+ (b+1Da+ (a+b)a?), £(1+ (b+ 1)a+ (a+
b+ 1)a?)}, que gera a fronteira de R.

Teorema 3: Se {—
a+b+

a—1
1] > 3 entao R nao é homeomorfo a um disco.
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Outro problema abordado nesta tese estd relacionado as Sequéncias de melhores apro-
ximacoes: Seja v um elemento de R?, A/ uma norma em R? e ¢ um nimero inteiro. Definimos
No(qu) = min{N(quv — (p,7)), (p,7) € Z*}.

Seja (gn)n>0 uma sequencia crescente de nimeros inteiros. Dizemos que (g, ),>0 € a sequéncia
de melhor aproximacao do vetor v para a norma N se para todon € Z* e 0 < ¢ < ¢,, tem-se
No(gnv) < No(qu).

Tal sequéncia depende muito da norma N e nao existe um algoritmo eficiente que dé as
sequéncias de melhores aproximacoes para todos elementos de R?. Quando n = 1 o problema
estd completamente resolvido: a sequéncia de melhor aproximagao ¢ dada pelo classico algo-
ritmo de fragoes continuas unidimensional. Quando n > 2 o problema torna-se bastante dificil
e nao existe um algoritmo que fornece essa sequéncia para todos os vetores (ver [18]). Porém,
podemos investigar esta questao para classe de vetores v cujas coordenadas sao numeros de
Pisot ctbicos.

O primeiro resultado nesta dire¢ao foi obtido em [11]. Seja [ a raiz dominante do polinomio
X3 — X? — X — 1. Existe uma norma - chamada Norma de Rauzy - para a qual a sequéncia de
Tribonacci dada por:

F=1F=1F =2,
Fois=F, o+ F1+ F,,Vn>0

é a sequéncia de melhor aproximagao para o vetor (1/3,1/3?).

Usando um outro método, Chevallier [10] obteve uma generalizagao do resultado anterior.
O método apresentado funciona para certa classe de niimeros de Pisot de grau 3 que tém conju-
gados complexos. Este resultados foram estendidos ainda mais em [16] para uma grande classe
de nimeros de Pisot unitarios de grau 3 que tem conjugados complexos. Para todo ntimero real
B > 1, associamos de maneira natural um sistema de numeragao chamado f—representacao
(ver por exemplo [25]). Uma S—representacao induz um sistema de numeracao sobre os inteiros
(sequéncia de inteiros naturais) no qual cada inteiro natural tem uma tinica representagao neste
sistema de numeragao.

O fractal de Rauzy ¢é obtido usando a [—representacao (ver [27]). A compreensao da
geometria deste fractal esta muito relacionada com as propriedades aritméticas dos niimeros de
Pisot.

Dizemos que um nimero de Pisot possui a Propriedade (F) se a f—representagao de todo
elemento nao negativo de Z[f] é finita. Os nimeros de Pisot de grau 3 foram classificados por
Akiyama, como mostra a proposi¢ao a seguir:

Proposigao [2]. Seja f um nitmero de Pisot ciibico unitario e denotemos por d(1, /) a

11



representagao do nimero 1 na base . Se 3 satisfaz a Propriedade (F) com polinémio minimal
z® — az? — bx — 1. Entéo,

d(1,8) = .abl se 1 <b < a;

d(1,8) =.(a—1)(a—1)0lseb=—1ea>2;

d(1,B8) = .(a+1)00al se b =a+ 1.
Se (3 nao satisfaz a Propriedade (F), entao,

d(1,8)=.(a—1)(a+b—=1)(a+b) e —a+1<b< -2

em que (a + b) é a expansao periédica a + b,a +b,a + b, ...

Os trabalhos anteriores consideravam os numeros de Pisot unitarios possuindo a Proprie-
dade (F). Nesta tese investigamos se os resultados anteriores também seriam validos para os
nimeros de Pisot que ndo possuissem a Propriedade (F) e provamos o seguinte resultado sobre
as melhores aproximagoes usando os fractais de Rauzy:

Teorema 4: Seja  um ntmero de Pisot cibico, unitario e nao totalmente real satisfazendo
a equacio X3 = aX?+bX +1, —a+1 < b < —2. Seja (R,),>0 a sequéncia de niimeros inteiros

definidos por:

R(]:l, Rlz(l, R2:a2+b,
Rn+3 = aGn+2 + bRn+1 + Rn, Vn Z 0.

Se 8 nao possui a Propriedade (F), entao existe uma norma A em R? (chamada de noma
de Rauzy) e um inteiro natural ng tal que (R, )n>n, ¢ a sequéncia de melhor aproximacgao para

o vetor (1/83,1/3?) para a norma N

Esta tese esta organizada da seguinte maneira: no Capitulo 1 enunciamos alguns resultados
sobre substitui¢oes e S-numeragao. No Capitulo 2 mostramos métodos para a construcao dos
fractais de Rauzy. No Capitulo 3 apresentamos a classe de fractais de Rauzy que nao possui
a Propriedade (F), provamos que R,; induz um azulejamento do plano e obtemos algumas
propriedades de sua fronteira. O Capitulo 4 é dedicado a construcao de um automato capaz
de gerar a fronteira de R,;. Este automato serd usado no Capitulo 5 para parametrizar a
fronteira do fractal de Rauzy no caso particular em que a = 3,b = —2. As sequéncias de
melhores aproximagoes sao estudadas no Capitulo 6. O Anexo (Capitulo 7) contém alguns
resultados complementares assim como um programa computacional para gerar os fractais de

Rauzy.
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Capitulo 1
Substituicoes e Sistemas Dinamicos

Neste capitulo introduziremos conceitos sobre substituicoes, sistemas dinamicos e f—numeracao,

e algumas de suas propriedades.

1.1 Palavras

Sejan e N={0,1,2,...} e A= {wo, ..., w,} um conjunto finito. O conjunto .4 é chamado de

alfabeto e cada elemento w; de letra (ou simbolo) do alfabeto A.

Uma palavra finita em A é uma sequéncia finita de letras de A. O conjunto de todas as
palavras finitas sobre A e sera denotado por A*. Da mesma forma, uma palavra infinita em
A é uma sequéncia infinita de letras de A. O conjunto de todas as palavras infinitas sobre A

serd denotado por AV.

Exemplo 1.1.1 Considere o alfabeto A = {1,2}. A palavra 121 € Ax enquanto que a palavra
12121111... € AN

Seja w = wy ... w, uma palavra; s é chamado de comprimento da palavra w e denotado
por |w|. Denotamos por |w|, o nimero de ocorréncias de uma letra a € A em uma palavra

w e A*.

A palavra infinita w é periédica (respectivamente ultimamente periddica) se existir um

inteiro positivo p tal que

Vn, w, = Wy, (respectivamente, Ing € N, Vn > ng, w,, = Wy1p).

13



Observacao 1.1.1 Identificamos o conjunto das palavras infinitas AN com o conjunto das

sequéncias com termos em A, isto €, associamos uma palavra Tox1xs - -+ € AN com a sequéncia

(901‘)1‘20-

Observacao 1.1.2 Em AY colocamos a topologia produto das topologias discretas sobre A.
Seque que este conjunto é compacto e a topologia em AN € igual a topologia induzida pela

distancia: d(u,v) = 2-minineNunzvn} so g £y € AN; e d(u,v) =0 se u = v.

1.2 Sistemas Dinamicos Simbdlicos
Definicao 1.2.1 O deslocamento ou shift ¢ a aplicacio S : AN — AN definida por
S(a0a1a2 .. ) = a1y ...

Dizemos que uma palavra w em A" é periédica pelo deslocamento ou S-periédica se
existir um inteiro positivo h tal que S*(w) = w.

Seja w € AY; a érbita de w sobre S é o conjunto definido por O(w) = {S™(w) : n € N}.

Observagao 1.2.1 O deslocamento S : AN — AN ¢ uma aplicagdo sobrejetora e continua (em

relagdo a topologia produto das topologias discretas sobre AY).

Seja 2, = O(w) o fecho da 6rbita de w pela aplicagao shift. E f4cil verificar que S(2y) C Q.

O sistema dindmico simbélico gerado por uma palavra w € AY é o par (Qy,.9).

Observagao 1.2.2 Podemos definir AZ como o conjunto das palavras bi-infinitas sobre A, isto
€, (Ti)iez = ... T 2% _1.20X1Tg . . ..
Nesse caso, o shift
S AL 5 AZ
S 1.1 Y e X0 T T ¢

€ um homeomorfismo.

1.3 Substituicoes

Uma substitui¢ao é uma aplicagdo o : A — A* que a cada letra a € A associa uma palavra

o(a) € A"

14



Podemos estender uma substitui¢do o ao conjunto das palavras finitas (respectivamente in-
finitas) por concatenagao, isto é, o(wow; ... w,) = o(wy)o(wy)...o(w,) ou o(wew;...) =
o(wp)o(wy) ... no caso de palavras infinitas.
Suporemos que toda substituicao satisfaga a seguinte propriedade:

Existe a € A tal que lim,,_,, |0"(a)| = 400, em que |¢"(a)| é 0o comprimento do n-ésimo

iterado de a por o.

Exemplo 1.3.1 Ezemplos classicos de subtitui¢oes definidas sobre um alfabeto A = {a,b} sao
a substitui¢ao de Fibonacci, definida por o1(a) = ab e 01(b) = a, e a substituicio de Morse,

definida por o9(a) = ab e o9(b) = ba.

Definicao 1.3.1 Seja w uma palavra de AN. Dizemos que w é um ponto periddico da
substituicao o se existir k € N* tal que o"(w) = w e dizemos que w é um ponto fizo da

substituicao o se o(w) = w.
Proposicao 1.3.1 ( [26]). Toda substitui¢ao tem pelo menos um ponto periddico.

Defini¢ao 1.3.2 Seja 0 uma substitui¢ao e u um ponto periddico de o. O par (,,S) é cha-

mado de sistema dindmico simbdlico assoctado a o e d u.

Dizemos que uma substituicao ¢ definida sobre um alfabeto A é primitiva se existir k£ > 0

tal que para todo a,b € A, a letra a aparece em o (b).

Exemplo 1.3.2 Na substitui¢do de Fibonacci tem-se que a e b aparecem em o*(a) e em o?(b).

Logo a substitui¢cao de Fibonacci é primitiva.

Matriz da Substituicao (ou Matriz de Incidéncia)
Seja o a substitui¢ao definida sobre o alfabeto A = {1,...,d} de cardinalidade d. A matriz
de incidéncia da substitui¢ao o é, por defini¢do, a matriz M, com entradas de indices (3, j)

dados por |o(j)];, isto é, o nimero de ocorréncias de ¢ em o(j).

Exemplo 1.3.3 As matrizes de incidéncia da substituicao de Morse oo e da substituicdo de

Fibonacci o1 sao respectivamente:

M, = e M,, =
11 10

Dizemos que uma substituicao é unimodular se o determinante de sua respectiva matriz

de incidéncia for igual a +1.
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Exemplo 1.3.4 A subsituicao de Fibonacci € unimodular enquanto a substituicao de Morse

nao o €.

Homomorfismo candnico: Seja o uma substitui¢ao definida sobre o alfabeto A = {wy, ..., ws}
de cardinalidade d. Seja 1: A* — Z% o0 homomorfismo canoénico, também chamado de homo-
morfismo de abelianizacao definido da seguinte maneira:
Vw € A* 1(w) = (|w]w, )1<i<a € N
Como consequéncia, a matriz de incidéncia M, satisfaz as seguintes relagoes:

M, = (l(o(wy)),...,l(o(wy)))

Vw € A*1(o(w)) = M,l(w).

Proposicao 1.3.2 Uma substituicao o € primitiva se e somente se a matriz M, é primaitiva,
1sto €, todas suas entradas sao nao negativas e existe um inteiro k > 0 tal que a k—ésima

poténcia da matriz possui entradas positivas.
Substituicoes do Tipo Pisot

Definicao 1.3.3 Dizemos que v é um numero de Pisot se v é um inteiro algébrico maior que
1 e todos os seus conjugados em relagao a Galois possuem modulo estritamente menor que
um. No caso em que 7y € real (respectivamente complexo) dizemos que vy € um nimero de Pisot
real (respectivamente complexo). Dizemos que uma subtituicao € do tipo Pisot se o polinémio

minimal de M, possui uma raiz que € um numero de Pisot.
Proposicao 1.3.3 ([9]) Se o é Pisot entdo o € primitiva.

Teorema 1.3.1 ([20]) Seja o uma substituicdo primitiva. Entdo o sistema dinamico simbélico
(Q,S) associado a o nao depende do ponto periddico, isto é, Q, = Q, para todo u,v € AY

periddicos por . Além disso, (€,S) é minimal, unicamente ergddico e de entropia nula.

1.4 Sistemas de Numeracao e Base [

Neste capitulo estudaremos uma generalizacao do sistema de numeracao tomando como base
um numero real § > 1 (ver [19]). Representacoes de nimero real em uma base arbitraria
f > 1 chamada S—expansoes, foram introduzidas por Rényi [28]. Estudaremos também um
sistema de numeracao sobre os inteiros e substituicoes associadas ao numero 3, as chamadas

[-substituicoes.
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1.4.1 [-representacao

Seja f > 1 um numero real. Uma representacao na base 5 de um ntimero real nao negativo x

¢ uma sequéncia infinita (x;);<x, z; € Z*, tal que
r=npfF o S Bt gt BT o4
em que k é um inteiro natural. Denotamos essa sequéncia por
T = Tpll—1" " T1X9.X_1T_9 """

Uma particular representacao na base [, chamada [-expansao, pode ser calculada pelo
algoritmo ”greedy” (ou fominha) (ver [25] e [15]): denotamos por |y| e {y} as partes inteira a
fraciondria respectivamente do nimero y. Existe um nimero k € Z tal que 8% < z < gF+L,

Seja xp = |x/B%] e r, = {x/B*}. Entdo para i < k, seja x; = | Bris1]| e s = {Briy1}. Temos
r =B+ xpa B

Se k <0 (z < 1), colocamos g = z_1; = -+ = x341 = 0. Se uma [-representacao termina
com infinidade de zeros, entao dizemos que ela é finita e omitimos esses zeros. Se [ for um
inteiro, os digitos x; obtidos pelo algoritmo pertencem ao conjunto A = {0, ..., 5 —1}. Se £ néo
é inteiro, entao os digitos pertencem ao conjunto A = {0, ..., [5]|}. O conjunto A é chamado

de alfabeto canonico.

No caso em que 3 = (14 +/5)/2 (ntimero de ouro), o conjunto A = {0,1}.
A B-representacao de todo numero real positivo x é a maior lexicograficamente entre todas as
representacoes de x em base 5. Algumas vezes, omitiremos o ponto entre a parte inteira e a
parte fracionaria da [-representacao.
Para os nimeros 0 < z < 1, a representacao definida acima coincide com a [-representacao de

Rényi [28]. Esta tltima pode ser definida através da S-transformagao do intervalo [0,1], isto é:

Ts(z) = {Bz},x € ]0,1].

Para = € [0,1], temos x, = LBTg_I(x)J. Mas para x = 1 os dois algoritmos sao dife-
rentes. A [-representacao de 1 dada pelo algoritmo greedy é 1 = 1.000-- -, enquanto que a
[-representacao de Rényi de 1 é

d(1,8) = t_qt_o---,
em que

te =[BT ' (1)],VEk > 1.
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Exemplo 1.4.1 Seja 8 = (14 +/5)/2. Podemos mostrar que d(1, ) = .11.

Definicao 1.4.1 Seja d(1,8) = (t;)i>1 a B-expansao de 1. Os numeros B tais que d(1,5) €
ultimamente periddica sao chamados nimeros de Parry e aqueles cuja d(1, ) € finita sao

chamados de numeros de Parry simples.

Proposigao 1.4.1 ( [7]) Se 5 é de Pisot, entio  é um nimero de Parry ou nimero de Parry

simples.

Defini¢ao 1.4.2 Dizemos que uma seqiiéncia (a;)i>0 (ou palavra agayas - - - ) € inferior lezico-
graficamente a sequéncia (b;);>o se existir um inteiro s € N tal que para todon < s a, = b, e
as < bs. Notagao: (a;)i>0 <iex (bi)i>0. Dizemos que uma palavra finita agay - - - @, <jex boby - - - by

se apay + - @, 000« -+ <oz boby -+ - 6,000 - - .

Proposigao 1.4.2 ([6]) Sejad*(1,8) = d(1,5) sed(1,B) € infinita, e d*(1,8) = (t1...tp_1(tn—
1))* sed(1,5) =ty ...t,_1t, for finita (t, # 0). Entao o conjunto das B-expansoes de nimeros

reais em [0,1) é ezatamente o conjunto das sequéncias (u;);>1 em AY tal que

VE > 1, (u)isk <iex d*(1, ).

Exemplos:
1. Seja B = (1 ++/5)/2. Tem-se, d(1,3) = .11.
Neste caso, ugtgi1 -+ = (U;)isk <iex (10)*. Isto implica que u;u;—1 <jer 11, Vi € N*.

2. Seja 32 =af?+ b8+ 1, em que a > b > 1. Tem-se, d(1,5) = .abl,Vi € N*.

Neste caso, (1;)i>r <ier (@b0)>. Isto implica que w;u;—1u;—o <jer abl, para todo i > k + 2.

3. Seja 82 =aB?+bB8+ 1, em que —a+1 < b < —2. Tem-se d(1,8) = d*(1,8) =
{a—=1)(a+b—1)(a+b)™.
Neste caso, (u;)isk <iex (@ —1)(a+b—1)(a+b)(a+b)---.

1.4.2 Numeros de Pisot e Propriedade (F)

Denotamos por Fin(5) o conjunto dos nimeros que possuem uma beta-representacgao finita.
Algumas vezes denotaremos uma [S-representagao x - - - Tg, n > k por (T;)n>i>k-

Dizemos que [ satisfaz a Propriedade (F) (ou Propriedade de Finitude) se

18



Z[5) N[0, +oo[C Fin(p).

Na sequéncia suporemos que 3 é um numero de Pisot.
Akiyama ( [2]) mostrou que a classe dos niimeros de Pisot que possuem a Propriedade (F) é
igual a classe dos niimeros reais que sao exatamente as raizes dominantes do seguinte polinomio

(com coeficientes inteiros):
2 —ar’? —br—1,a>0e—-1<b<a+1.

(Se b = —1 adicionamos a restri¢do a > 2.)
A [-representacao de Rényi de 1 em relagao a esses niimeros é dada pela proposigao seguinte

(ver [2]):

Proposicao 1.4.3 Seja 8 um numero de Pisot ciubico unitdrio. Se  satisfaz a Propriedade
(F) com polinémio minimal x* — az® — bx — 1. Entdo,

i) d(1,5) =.abl se 0 <b<a;

i) d(1,8) = .(a—1)(a—1)01 seb=—1 ea > 2;

iii) d(1,5) = .(a +1)00al se b=a+ 1.
Se 8 nao satisfaz a Propriedade (F), entao,

w)d(1,8) = .(a—1)(a+b—1)(a+b) e —a+1<b< -2,

em que (a +b) € a expansdo periddica a + b,a+b,a+b, ...

Na sequéncia suporemos que [ é um nimero de Pisot cibico unitario e denotaremos por «

3

e v seus Galois-conjugados. Seja P(x) = 2® — az? — bx — 1 o polindomio minimal de 3.

1.4.3 Sistema de Numeracao sobre os Inteiros

Consideraremos agora uma outra generalizacao de sistemas de numeracgao, que se aplica somente
a representacao de inteiros. Descreveremos um sistema de numeragao sobre os inteiros induzidos
pelas [-representacoes da seguinte maneira:

Caso 1: d(1,8) =.a_1---a_y em que a_; # 0.

Seja (Ry,)n>0 a sequéncia de niimeros inteiros definida por:

R():l, Rlza, R2:a2+b,
Ryi3=aR, o +bRyi1 + R,, Vn > 0.
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Observe que Ry = aR; + bRy + R_1, onde R_; = 0.

Como o polinémio Q(z) = ' —a_12t"! —- -+ —a_; é multiplo do polinémio 2 —az? —bx — 1,

a sequéncia (R, ),>o satisfaz

Ry =a Ry +aoRy o+ +a_ R, Vn=>0.

1.4.4 [(-substituicao

Podemos associar de maneira natural uma substituicao o3 - chamada [-substituicao - aos
nimeros S em dois casos, quando § é um numero de Parry ou quando S ntmero de Parry
simples, da seguinte forma:

Caso 1. Substituicao associada a um nimero de Parry simples.

Assumimos d(1,5) = t;...t,_1t,, com t, # 0. Portanto d*(1,8) = (t1...t,—1(t, — 1))>.

Definimos o sobre o alfabeto {1,2,...,n} como mostrado abaixo;
(
1 — 1112
2 — 1723
03 <

n—1 — 1i»1n

[ — 1tn

Caso 2. Substituicao associada a um numero de Parry nao-simples.

Assumimos d(1, ) é infinito. Logo d(1,8) = d*(1,8) =t1 ... ty(tnt1 .- - thep)™, comn > 1,

tn 7 tnip € tns1 .- tnyp 7 0P, Definimos o4 sobre o alfabeto {1,2,...,n + p} como mostrado
abaixo:
(1 — 1612
2 — 1123
op

n+p—1 — 1lnte-1(n+p)
n+p > 1inte(n + 1)

Exemplo 1.4.2

1. Niimero de ouro. Seja 3 = (1 ++/5)/2 o niimero de ouro, e a maior raiz de X? — X — 1.
Temos d(1, 5) = 11 (f é um numero de Parry simples) e d*(1, 5) = (10)*°. Logo a -substituicao

associada ¢ a substituicao de Fibonacci: o5 : 1+ 12, 2 — 1.
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2. Numero de Tribonacci. Seja [ o numero de Tribonacci, isto é, a raiz Pisot do polinomio
X3 —X2—X —1. Temos d(1, 3) = 111 ($ é um ntimero de Parry simples) e d*(1, 3) = (110)>°.
A substituicao associada é g : 1 12,2 — 13, 3 — 1.

3. Ainda no caso do Numero de Tribonacci, seja 3 a raiz Pisot do polinémio X3 — aX? —
bX — 1, com —a+1 < b < —2. Temos d(1,8) = d*(1,8) = (a—1)(a+b—1)(a+b)>. A

substituicdo associada é og : o(1) = 100712, ¢(2) s 100213 5(3) s 1(a40)3,
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Capitulo 2
Fractais de Rauzy

Neste capitulo mostramos como os fractais de Rauzy sao construidos. Comegamos com o
fractal de Rauzy classico, em seguida apresentamos como obter os fractais de Rauzy no caso

geral através da f—substituicao.

2.1 Fractal de Rauzy Classico

Consideremos o polinomio P(x) = 2® — 22 — x — 1. Este polindémio possui uma raiz real § > 1

e duas raizes complexas conjugadas o e @ de médulo estritamente menor que 1. O Fractal de

Rauzy é o conjunto

&= {Z;;o; giatle; € {0,1}; gi8i 118540 = 0,Vi > 3}

Figura 1. Fractal de Rauzy.
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Este Fractal possui varias propriedades, as quais resumimos no seguinte Teorema:

Teorema 2.1.1 £ ¢é um conjunto compacto de C, conexo, com fronteira fractal e interior
simplesmente conezro e induz um azulejamento periodico de C modulo 7 + Za, isto é, C =
Uvezsza(E+u) € para todo u,v € Z+ Za, sew # v entdo int(E+u) N (E+v)= 0. Além disso o
Fractal é divido em trés regioes similares que induzem um azulejamento auto-similar do plano

complexo. Essas regioes sao: Eg = af, 1 = a® +a?E e £y = o + a* + %€,

Figura 2. Azulejamento peridédico do plano através do fractal de Rauzy.
Existem varias formas de se obter o Fractal de Rauzy. Nas préximas secoes explicamos
detalhadamente algumas delas para o caso do Fractal de Rauzy Cléassico, para uma melhor

compreensao, e em seguida mostramos o caso geral.

2.1.1 Métodos de Construcao do Fractal de Rauzy Classico

2.1.2 Meétodo de Shunji Ito

Consideremos o alfabeto A = {1,2,3} e A* o conjunto das palavras finitas sobre A. Seja
o:A— A* asubstituigdo definida por o(1) = 12, 0(2) = 13 e 0(3) = 1.

Aplicando o a letra 1 obtemos o(1) = 12. Aplicando ¢ a palavra 12 obtida, temos
0(12) = o(1)o(2) = 1213. Aplicando ¢ novamente a palavra 1213 obtemos o0(1213) =
1213121. Notemos entao que usando o repetidamente obteremos uma palavra v = uguy... =
1213121121312112131... € AY. Notemos que u é o ponto fixo para a substituicao o, uma vez

que o(u) = u. E facil verficar que o é primitiva e tem somente um ponto fixo .
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Consideremos agora o espaco R3 com a base canonica (€1, €, €3) e I os segmentos de ori-
. = Eoo_ ..
gem O e de extremidade Ny tal que ONy = ). | €, u1 - - - u; sendo a parte inicial do ponto

fixo u de 0. Projetando os pontos Ny sobre um plano conveniente paralelamente ao vetor

1
1
T=1 0 |, emquep= 7 é a raiz real do polinémio P(r) = 2® — 2% — x — 1, obteremos um
92

conjunto limitado nesse plano (figura abaixo). O fecho desse conjunto é o Fractal de Rauzy ( [1]).

- "\
I

T >

v E -
F, -
Il"
e
o ) S

’ B

.//
i
"
3

- //'/
ﬁﬁ 7
Figura 3. Fractal de Rauzy pelo Método de Shunji-Ito.
Observacao: Este método estd relacionado a fragoes continuas de dimensao dois, umas vez

que a direcao dos vetores v}, = Zle €., converge quando k tende ao infinito para a direcao do
1
vetor U = 0 |, o que fornece uma aproximacao simultanea de 6 e 6% através dos elementos
02
de Z2. Este assunto serd estudado no Capitulo 6.
Observemos ainda que este método pode ser aplicado as substituicoes do tipo Pisot. No
entanto, as caracteristicas do conjunto obtido (como conexidade e simples conexidade, por

exemplo) dependem muito das propriedades combinatérias da substituicao.

2.1.3 Via Sistemas de Numeracao

Seja (T,,)n>0 a sequéncia recorrente definida por 7o = 0,7y =0, Ty, = 1, Tyy5 = Tyio+ o1+ 1,
para todo n > 0. Essa sequéncia é chamada de sequéncia de Tribonacci. E conhecido que,
usando o algoritmo ” greedy” (fominha), todo inteiro natural n pode ser representado de maneira
Unica como soma de termos dessa sequéncia como n = Zfig g/ T;, come; € {0,1} e g,64416540 =

0, para todo ¢ > 3 (ver [32]).
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3 —2? —x—1, o polindmio caracterfstico da sequéncia (T}, ), 0.

Consideremos agora P(z) = x
Este polinomio possui uma raiz real 8 > 1 e duas raizes complexas conjugadas o e @ de modulo
estritamente menor que 1.

Definimos o fractal de Rauzy como sendo o conjunto

&= { +O§ €Z‘Oéi;€i € {0, 1};5i5i+15i+2 = O,Vl > 3}

1=

Observe que £ = {Z+O§ giat;e; € 0,1} 6581649 <jex 111Vi > 3}

i=

2.1.4 Meétodo das Substituicoes Generalizadas

Este método, que consiste em aplicar uma determinada transformacao sobre trés faces de um
paralelepipedo, foi realizado por S. Ito e M. Mizutani (ver por exemplo, [1]).

Seja v = (1,z,y)" um autovetor de ‘M, e P = {z € R* < z,v >= 0} e P* = {zr € R3 <
z,v >> 0}. Seja i um elemento de {0,1,2} e E; = {ae; +bey; a,b € [0,1]} e {7, 5, k} = {0,1,2}
(faces).

Consideremos o conjunto S = {(z,E) € Z* x {Fy, E1, Ex}; x € PT,x —e; ¢ P se (z, FE) =

(x, E;)}.
»s
lg™s L

(0,E,)

e Ay

Figura 4. Etapas da contrucao do Fractal de Rauzy ( [1]).

Seja IT a projecao de R3 em P paralelamente & w, em que w é um autovetor de M,. Pode-
se verificar que U(%E)esﬂ(x + F) é um azulejamento de P pelos 3 paralelepipedos I1(0, E;),
i=0,1,2.

Seja G = {U,e;(@a, Ea), card(I) < 400, (x4, E,) € S}.

Consideremos uma subtituicao Y sobre o conjunto G da seguinte maneira:

¥ (0, Ep) — (0, Ey) + (e1 — ea, E1) + (e — €2, Ep)

(0, Ey) — (0, Ey)
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(0, E3) — (0, Ey)
e X(z,8) = M2+ X(U,es(%ar Ea)) = Uper Z(@a, Ea)-

RS B

Figura 5. Etapas da construcao do Fractal de Rauzy ( [1]).
Seja n € N*. Fagamos D, = II(X"(U)), onde U = ,_ (e, Ei) e D;, = (X" (e;, E;)).
Pode-se mostrar que D,, converge para o plano P (no sentido de que D,, C Dy, ¢ P =, Dy),
e o conjunto M "II(X"(U)) C R3, converge para o fractal de Rauzy &.

Hhe

1 H
TR

G-k
gil

L

o4

Figura 6. Fractal de Rauzy. ( [1]).

2.2 Caso Geral

2.2.1 Via f-substituicao

Como fizemos no caso do Fractal de Rauzy Classico, nesta secao vamos dar uma interpretacao
geométrica de um ponto periddico u de uma substituicao do tipo Pisot e unitaria. Vamos
mergulhar 4 em um hiperplano gerado pelos conjugados algébricos dos autovalores dominantes
da matriz de incidéncia. O fecho das projecoes dos prefixos de u formarao o Fractal de Rauzy.
Esse método é uma generalizacao do método apresentado na Se¢ao 1 (Shunji-Ito) (ver [31]).

Daqui por diante vamos supor que ¢ é uma substituicao Pisot primitiva e unitaria.

Definigao 2.2.1 (“Broken Line” ou “Linha Quebrada” associada a uma substituicio do tipo

Pisot). Seja u = ..u_gu_q.upuy... um ponto periddico de o. A palavara infinita u estd "mer-
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gulhada”como uma linha discreta em R"™ ao substituir cada letra u; de u pelo correspondente

. : : o N
vetor da base canonica e,,. A linha discreta possui vértices {3, €u,, N € N*}.

Decomposicao do Espaco Vamos introduzir uma decomposicao de R™ em relacao aos auto-
espacos da matriz de incidéncia M associada ao autovalor dominante 3. Vamos denotar por d
o grau algébrico de ; temos entao d < n, uma vez que o polinomio caracteristico de M pode
ser redutivel.

Seja r — 1 o nimero de conjugados reais de 3; eles serdo denotados por 52, ..., 3", Cada
autoespaco correspondente tem dimensao um, devido a primitividade da substituicao. Seja 2s o
nimero de conjugados complexos de 3. Eles sdo denotados por S+ . ,W, L Ut W
Cada par de autovetores em conjunto com o seu conjugado complexo geram um plano 2-
dimensional.

Seja vg 0 autovetor dominante de *M tal que < vg,e; >= 1 e ug o Unico autovetor do-
minante de M tal que < vg,ug >= 1 (esta normalizagdo ¢é necessdria para incluir os casos
de f—numeragao). Ambos vetores possuem coordenadas em Q[f]. Além disso, como ug é o
autovetor dominante de uma matriz primitiva, cada entrada de ug possui o mesmo sinal. O
mesmo ¢ vélido para vg. Obtemos os autoevetores ugi e vga para os conjugados algébricos
de B de B substituindo 8 por 8% nas coordenadas dos vetores. Por construcao, estes vetores
satisfazem < vg), ugmy >=0se i # ke < vga,ugm >=1sei =k (ver [9]).

A partir desses vetores introduzimos uma decomposi¢gao de R"™ da seguinte maneira:

O espaco [-contratante da matriz M é o subespago H,. gerado pelos autoespacos associados
aos [-conjugados, isto é, uge, ..., ugm, R(ugesn ), J(Ugen), - .., R(Ugets ), I(ugess ).  Este
espaco tem dimensao: r+2s —1=d — 1.

Denotamos por h : H. — H, a restricao de M a H,; h é uma contracao cujos autovalores

sao conjugados de S. Em H, definimos a seguinte norma:

Vo € H, ||x|| = maz{| < z,v50) > |,i=2,...,7+ s} (2.1)

Isto implica que

Vx € He, [|Ma| = [he] < maz{|9]i = 2.....r + s}|x]. (2.2)
Denotamos por H, a linha S-expansora de M, isto é, a linha real gerada pelo S-autovetor

ug-.
Seja Ming o polinémio minimal de 5. O -espaco suplementar é definido por Hy =Ming(M (R™)).

Pode-se verificar que este é um espaco invariante de M que satisfaz R” = H.®H,®H,. O espaco
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H é gerado pelos autoespacos correspondentes aos autovalores de M que nao sao conjugados
de . Ele é trivial se e somente se a substituicao é irredutivel.

A partir da defini¢do de Hj e o fato de v pertencer ao niicleo de Ming(*M), deduzimos que
o espago Hj é ortogonal a vg, de fato, < vg, Hs >=< vg, Min(M(R™)) >= Ming(*M)vg, R" >=
0.

Seja m : R™ — R™ a projecao de H. sobre H, & H;, de acordo com a decomposicao R" =
H, ®H, ®H,. Entao, a relagao 1(o(w)) = Ml(w), para todo w € A* implica na seguinte relagao

comutativa:

Yw € A", 7(l(o(w))) = hr(l(w)). (2.3)

Considerando que os vetoers vgu) e os vetores v sao ortogonais, obtemos a seguinte

respresentacao de 7 na base formada de autovetores

Ve € R", 7(x) = Z < T, Vg6 > Ugh)- (2.4)

2<i<r+2s
Novamente estamos identificando R? com C.
Para os vetores com coordenadas racionais, a seguinte relacao segue considerando-se os

Galois-conjugados de 2.4

Vx,y € Q" 7(x) =7(y) =< x,vg >=<Yy,vg > . (2.5)

Esta equacao quer dizer que enquanto dois pontos com coordenadas racionais coincidem no

espaco [-contratante, eles coincidem também ao longo da linha S-expansora.

Definicao do conjunto central. No caso irredutivel é conhecido que quando assumimos
que a substituicao é Pisot, isso implica que a linha discreta de ¢ permanece a uma distancia
limitada da direagao de expansao da matriz de incidéncia (ver [1]). No caso redutivel, a linha
discreta pode ter outras dire¢oes expansoras, mas devido a 2.4, a projecao da linha discreta por

7 garante a existéncia de um conjunto limitado em H, ~ R

Definicao 2.2.2 Seja 0 uma substituicao de Pisot unitdria com autovalor dominante 5. O
Fractal de Rauzy associado a o € o fecho da projecao sobre o B-espaco contratante da linha
quebrada associada a qualquer ponto periddico u = (uy)ken de o, isto €,

R = {n(W(uo - up_1)), k € NJ.
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Capitulo 3

Uma classe de Fractais de Rauzy que

nao possui a propriedade (F)

Neste capitulo vamos estudar uma classe de fractais de Rauzy, cuja respectiva f—expansao
associada nao satisfaz a propriedade (F). Mostraremos véarias propriedades obtidas sobre essa

classe de fractais.

Seja (R,,)n>0 & sequéncia recorrente definida por: Ry = 1, Ry = a, Ry = a’+be Ry3 =

aR,.o+bR,.1 + R,, para todo n > 0, a,b € Z, satisfazendo a condicao —a +1 < b < —2.

Proposicao 3.0.1 Todo inteiro natural n pode ser representado de maneira unica como n =
SN eiRi, ondeg; € {0,...,a—1}, em quecjej 1k <pew (a—1)(a+b—1)(a+b)--(a+D),

k+1

para todo j > k > 0.
Para a prova precisamos do seguinte lema:
Lema 3.0.1 A sequéncia (R,),>4 satisfaz
R,=(@a—1)R, 1+ (a+b—1)R, o+ (a+b)R, 35+ +(a+b)Ry + (a+ b+ 1)Ry, Yn > 4.
Demonstragao:
A demonstragao sera feita por inducao sobre n.
Primeiramente, mostremos que a relagao é valida paran = 4,5 e 6.

Para n = 4,
Ry =aR3+bRy+ Ry

=(a—1)R3+ (a+b)Ry+ (b+ 1)Ry + Ry
=(a—1R3+(a+b—1)Ry+ (a+b+1)R; + (b+ 1)Ry, pois Ry = aRy + bRy
=(a—1)Rs+(a+b—1)Ry+ (a+b)Ry + (a+ b+ 1)Ry, pois Ry = aRy.
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Sen =25,
R5 :CLR4+bR3—|—R2

=(a—1)Rs+ (a+b)R3+ (b+ 1)Ry + Ry

=(a—1)Ry+(a+b—1)Rs+(a+b+1)Ry+ (b+1)Ry + Ry

=(a—1)Ry+(a+b—1)Rs+ (a+b)Ry+ (a+ b+ 1)Ry + (b+ 1)Ry

=(a—1)Rs+(a+b—1)Rs+ (a+b)Ry+ (a +b)Ry + (a + b+ 1)R,.
Para n = 6,

R¢ =aRs+ bRy + R
=(a—1)Rs+ (a+b)Ry+ (b+ 1)R3 + Ro
=(a—1Rs+(a+b—1)Ry+(a+b+1)Rs+ (b+1)Ry + Ry
=(a—1)Rs+(a+b—1)Ry+ (a+b)Rs+ (a+b+1)Ry + (b+ 1)R; + Ry
=(a—1Rs+(a+b—1)Ry+ (a+b)Rs+ (a+b)Ry+ (a+b)Ry + (a+ b+ 1)R,.
Suponhamos agora que a propriedade é véalida para todo k < n.

Como R, = aR,_1 + bR,,_o + R,,_3, entao

R,=aR, 1+ bR,_5+ X, onde

X=(@—-1)R, s+ (a+b—1)R, 5+ (a+bR, 6+ -+ (a+ bR+ (a+b+1)Ry
Resta provar que:

aR, 1+ bR, o+ (a— 1R, 4+ (a+b—1)R, 5= (a—1)R, 1+ (a+b—1)R, 2+ (a+
b)R,—s5+ (a+b)Ry—s+ (a+b)R,_5.

De fato,

aR, 1 +bR, o+ (a— 1R, 4+ (a+b—1)R,_5

=(a—1)R,.1+(a+b)R, 2+ bR, 3+ aR, 4+ (a+b—1)R,_5

=(a—1DR,.1+(a+b—1R, 2o+ (a+b)R,_3+ (a+b)R,_s+ (a+b)R,_s5.

Prova da Proposicao 3.0.1
Demonstragao.
Os digitos (€;)k(n)>;j>0 sa0 obtidos usando o algoritmo greedy. Como —a+1 < b < —2, entao
a sequéncia (R,),>o ¢ uma sequéncia crescente de inteiros naturais. Logo, usando a defini¢ao
J
de algoritmo greedy, podemos provar que para todo 0 < j < k(N), Z&‘Rz‘ < Rji1, [25].

i=0
Portanto, temos

€j€jm1 €k <tex (a—1)(a+b—1)(a+b)---(a+b)(a+b+1),Vj >k >0 (3.1)

Usando a relagao 3.1 obtemos que ;- -€j_ <ier (a —1)(a+b—1)(a+0b)---(a+D).
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Exemplo 3.0.1 1. Sea =3 eb= -2, entao d(1,5) = 210111111 -- -, temos entdo:
2 1
l=S bbb =t €6y i <tew 201+ +12, ou ey €5 g Spep 201 -+ 11

2. Sea=>5eb= -3 entdo d(1,) = .41222- - -, neste caso,
4 1 2 2

1264‘@4‘@4‘@4‘, €€j"'€j7k <lem41222"'237 0U€j"'€j,k Slem4122222
Fractal de Rauzy

2

Seja P, p(x) = 23 — az* — bz — 1, o polindmio caracteristico da sequéncia (R, ),>0 € 8 > 1,

e A suas raizes. Definimos o Fractal de Rauzy como:
R=TRap={>1%cebi,Vji>n>2¢e1en <teo (a—1)(a+b—1)(a+b)--(a+b)}

em que 0; =a',;sea € C\Re 6, =(a',\'), se « € R. Entao R C C ou R C R?, dependendo
se a € C\R ou se a € R.

Exemplo 3.0.2 1. No caso em que a = 3 e b = —2, podemos mostrar que o polinomio
Py o(x) = 2% — 32% + 22 — 1 possui uma raiz real B > 1 e duas raizes complezas e conjugadas

a, @ que satisfazem |al,|a| < 1. Neste caso o = 0.33764 + 0.56228:. O Fractal de Rauzy é:

R37_2 = {Z:;O; é?iOéi,\V/j Z n Z 2,€j€j_1 & Slem 201 --- 1}

Figura 7. Fractal de Rauzy, caso a=3, b=-2.

2. No caso em que a = 6 e b = —5, podemos mostrar que o polinomio Ps_5(x) = 23 — 622 +
S5x—1 possui trés raizes reais, que sao: [ = 5.048917340, a = 0.3079785280 e A = 0.6431041320.

O Fractal de Rauzy neste caso € dado por:

R67_5 == {( ;;020 €iOéi, Zj:o; 61)\1),V] Z n 2 2, 5]'5]'—1 crEn Slex 501--- 1}
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Figura 8. Fractal de Rauzy, caso a=6, b=-5.

Observagao 3.0.1 Essa classe de Fractais de Rauzy também pode ser obtida através da (-

substituicao associada (Capitulo 1), definida sobre o alfabeto A = {1,2,3}, da sequinte maneira:

o(1) = 1@D2 5(2) i 1(ett-1)3  5(3) s 1(@t+0)3,
(1) ) ,

3.1 Propriedades topolégicas do fractal de Rauzy

Por simplicidade, vamos supor que a € C\R. Logo R C C. Todos os resultados a serem
apresentados valem no caso a € R. Denotaremos por A o conjunto N = {(&;)i>1,1 € Z,Yn >

Lien - enk <tex (a—1)(a+b—1)(a+b)}.

3.1.1 Compacidade

Teorema 3.1.1 O conjunto R €é compacto.

Demonstragao:

Seja (2 )n>0 uma sequéncia de elementos em R tal que lim z, = z. Vamos mostrar que
- n—-+00

(n))z’zz € N. Como N esta contido em

(2

z € R. Suponhamos que z, = Y .-, ggn)ozi em que (e

{0, -+ ,a—1}" que é compacto pela topologia produto das topologias discretas sobre {0, - -+ , a—
(pn)

1}, entdo existe uma subsequéncia (g;""’);>5 convergente para (g;);>2 em {0, -+ ,a—1}". Pode-

se provar que (g;);>3 pertence a N. Assim lim z, =Y ", &a" =2z € R. Logo R é fechado.
- n—+oo

Por outro lado, | Y 7, g;af| < Y00, Jeiat| < (a—1)> 7, || = (al__lfc‘j‘lQ. Logo R é limitado.
Portanto R é compacto.

0
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3.1.2 Azulejamento do plano

Teorema 3.1.2 C =,z 7. (R+u).
Para provarmos o Teorema 3.1.2 precisamos dos seguintes resultados:

Lema 3.1.1 Seja (G)n>0 a sequéncia reccorente definida por Gy = G1 =0, Go =1, Gp3 =
aGpio + 0G0 + Gy, para todon > 0 e —a+1<b< —2. Para todo n > 3 tem-se a" =
Gna? + (Gpy1 — aGy)a + Gy_1. Em particular, para todo (g;)e<i<n € N tem-se ZZ]\LQ g, =
no? 4+ a,a + b, onde n = Zf\LQ ;.G a, = Zfiz £i(Giz1 — aGy) e b, = Zf\; €,Gi_1.

Demonstragao:

A férmula é valida para n = 3. De fato, temos a® = aa?+ba+1. Como G5 = a, G4 = a®>+b
e Gy =1, entao o® = Gza? + (G4 — aG3)a + Gb.

Suponhamos que a férmula seja valida para n > 3. Entao,

a" = Gad + (Gupr — aGL)a? + Gyja. Como o = aa? +ba+1 e Guyo — aGryy =
bG,, + G,_1, obtemos

a" ™ =G0 + (Guye — aGri)a+ Gy,
Portanto obtemos o resultado.

O

Proposigao 3.1.1 Sejam c,d € R tal que o* = ¢ + da. Entdo (1,¢,d) é Q-linearmente Inde-

pentende.

Demonstragao. Sejam c,d € R tais que a® = ¢ + da. Vamos mostrar que {1,¢,d} é Q-
linearmente independente. Sejam P(z) = 23 — ax? — bz — 1 e Q(z) = 2? — cx — d. Dividindo
o polinémio P(z) por Q(z), resulta que P(z) = S(z)Q(z) + R(x), com S(z) =z + (c —a) e
R(z) =[(c(c—a)+ (d = b)]x + (¢ — a)d — 1. Temos que R(«) = 0. Como « € C\R entao

clc—a)+(d—-0) = g (3.2)

dlc—a)—1=

Suponhamos que {1, ¢, d} seja Q-linearmente dependente. Entdo existem p, ¢,r € Z tais que

p+q-c+d-r=0 (3.3)

Multiplicando a 1* e a 2* equagoes de (3.2) por ¢ e r respectivamente e somando-as obtemos

o seguinte sistema
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—p-c+q-d= r—pa+qb
p q p q <3'4)
g-c+r-d=  —p
Analisemos os casos para a solucao do sistema acima:

Caso 1. —pr — ¢* # 0. Nesse caso as solugoes sao

r® —arp +brq+ qp c
—rp— @2

Q

CcC =

_ PP —qr+qpa— b

d

cQ

Logo, o® = ca +d = 2a+ 2. Seja p = mmc(t,m). Entao existem k,l € Z tais que
pa? = ka + 1. Assim, a é um inteiro algébrico de grau 2, o que nao ocorre.

Caso 2. —pr — ¢®> = 0. Nesse caso vamos analisar o sistema

ccat+d= o
c-q+d-r= —p
Vamos supor que ar — g # 0 ou ar # q.

As solugoes sao

roz2—|—p
c=
ar —q
e
2
—ap — «
p—
ar —q
5 2 ) ra2+_—'12 ar —q q
Caso 1.1. 7 # 0. Entao, p = =F. Assim ¢ = L = =a—-.
ar —q r r

Logoc=a—%oua=c+?¢eR. Absurdo.
Portanto r = 0 e ¢ = 0, implica que p = 0. Temos entao que {1,¢,d} é Q-linearmente
independente.
O
Demonstracao do Teorema 3.1.2.
Pela Proposicio 3.1.1 e o Teorema de Kronecker o conjunto {na?+ pa+q,n € N,p,q € Z}
¢ denso em C. Seja z € C e ¢ > 0, existe um inteiro positivo N tal que para todo k > N,

|z — zi| < €, e para todo k > N, z,, = npa® + pra + qi, (i, Pr, @) € N x Z?. Para todo k,
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sejam a,, e by, os nimeros definidos no Lema anterior. Temos z; + (an, — pr)a+ (bn, — q) =
nga® + a0+ b,, =z € R.

Para todo k > N, |z — 2| < |zp — 2|+ |2 — 2] < e+ |z| + M onde M = max{|z|,z €R}.
Por outro lado como xp — 2 € Z + Za que é um grupo discreto, entao existe uma sequéncia
crescente (k;);>1 de inteiros tais que para todo i, xx, — 2, = Yo, €m que Yy = ¢ + pa pertence
a Z + Za. Logo para todo i > 1, |z — xx, + yo| < . Como R é compacto e z, € R, existe

um elemento z* € R tal que |z — 2" +y| < e. Logo z € (R—yp) = R—yo. Portanto obtemos o

resultado.
O

Figura 9. Azulejamento do plano induzido por R4 _o.
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Figura 10. Azulejamento do plano induzido por Rs _s.

3.2 Fronteira de R

Proposicao 3.2.1 A Fronteira de R satisfaz a sequinte propriedade:
OR= U,eaR N (R+u), em que A € finito, de cardinalidade par e A D {%(1 4 (b +
Da, £a, £(1 + ba)}.

Antes da demonstracao precisamos do seguinte Lema:

Lema 3.2.1 Sejam wy, ws, w3, 21 € 2o dados por:

(b +2)a* + (a+b)a® + (a — 2)a’) = (0000((b+ 2)(a + b)(a — 2)>)).

wp =
1—ab

wy = a+ba?+(a—1)a’+ 1 _1
2)(a+b)(a —2))>).

ws =1+ b+ Da+ (a+ba’®+ (a—2)a+ T
Y(1(b+ 1)(a+b)(a—2)000((b+2)(a+b)(a —2))>).

z1=14+ba+ (a—1)a? = (1b(a — 1)).

z=(b+2)a®+(a+b+1)a*+ (a+ b)loi—a = (000(b + 2)(a + b+ 1)(a + b)™).

Entao wi = wy = w3 € 21 = 25.

5 (b+2)a” + (a+b)a®+ (a—2)a”) = (01b(a—1)000((b+

(b+2)a" + (a+b)a® + (a — 2)a”) =
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Demonstracgao

Mostremos que w; = wy ou equivalentemente wy; — we = 0. De fato,

wy —wy = (b+2)2 — a6)+(a+b) —5 +(a—2)(0‘16__a%9)—a—ba2—(a—1)a3:O<:>
(b+2)} )+a(a+b)1°‘)—|—a( —2)8=2) _ o —pa? — (a — 1)a® = 0.(1)
Como 70; = =3, entdo a equagao (1) fica:
a(b a®(a+b a’(a
11232) + 1(+;r3) + 1(+a32) —a—ba®—(a—1)a’ =0.(2)

Multiplicando a equacao (2) por (1 + o), obtemos,

at(b+2)+a’(a+b)+aba—2)—al(l+a?) —ba?(1+a3) —ad(a—1)(1+a®) =0

Desenvolvendo o lado esquerdo da igualdade acima obtemos:

al(b+2)+a’(a+b)+ab(a—2)—a(l+a?)—ba?(1+a?) —ad(a—1)(1+a?) = ba' +a +
at+aa® —a® —a —aa® — ba? = bat + ot + aa® — aa® —bat — o —a —ac® + o = 0.

Mostremos que wy = w3

Basta mostrar que a4+ ba? + (a — 1)a® = 1+ (b+ 1)a + (a + b)a? + (a — 2)a®. De fato,
desenvolvendo o lado direito da equacao obtemos:

1+ (+Da+(a+b)a®+(a—2)a’ = 1 + ba + ac® +a+ba?+(a—2)a® = a+ba’+(a—1)a?

a3

O

Demonstragao da Proposicao 3.2.1:

Seja z € OR= R\int(R)=R\int(R). Como C = |J,c7 7.(R+u), entao existe uma sequéncia
(zn)n>0 de elementos de C tal que

lim z, =zez, ¢ R, Vn>0.

Pelo Teorema 3.1.2 existe uma sequéncia (u,),>o de elementos de Z + Za\{0} tal que
2n € R+u,, para todo n > 0. Logo (uy)n>o ¢ limitada. Como Z + Za é um grupo discreto
entao (u,)n>0 é uma sequéncia que possui um numero finito de termos. Assim, existe uma
subsequéncia (ug, )n>0 de (un)n>0 tal que ug, = u € Z + Za\{0}. Como z, € R+uy, = R+u
temos que

z =lim z;, € R+u,
wezza® O (Rtu).

Por outro lado, se z € R N (R+u), u € Z + Za\{0}, como int(R) N (R+u) = 0, entdo z ¢
int(R). Portanto z € OR.

Portanto, OR = |
R N (R+u) # 0}.

O conjunto A é finito pois A é limitado e esta contido em Z + Za, que é discreto. Por fim

pois R+u é fechado. Portanto OR C |

R N (R+u)= U,eaR N (R+u), em que A = {u € Z + Za\{0},

UEZ+ZLox

a cardinalidade de A é par pois se u € A, entao —u € A.
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Agora vamos provar que A D {£(1+ (b+ 1)a, £a, £(1 + ba)}.

De fato, pelo Lema 3.2.1 temos que

wo= (b et + (0 + Ba’ + (o~ 2)a)

= a+ba?+(a—1)a®+

(b+2)a” + (a+b)a®+ (a —2)a?)

1—ab
= 1+0B+Da+(a+ba®+ (a—2)a+

T op (b+2)a” + (a+b)a® + (a — 2)a”)
Logo, w1 € RN(R+a)N(R+1+(b+1)a). Da mesma forma, o ponto zo € RN(R+1+ba)

Portanto, £a, +(1 4 ba) e £(1 + (b + 1)a) pertencem a A.

g

Figura 11. Fractal de Rauzy Rg 3 com 6 vizinhos.
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Capitulo 4

Construcao do Automato que
reconhece os pontos com duas

representacoes

Neste capitulo provaremos que existe um automato finito e explicito que reconhece todos os

pontos que tem duas representacoes. Estes pontos pertencem a fronteira de R.

Teorema 4.0.1 Sejamx =Y a0’ ey =Y, bia, em quel € Z e (a;)i>1, (bi)is1 pertencem

a N. Entao x =y se e somente se o conjunto A(x,y) = {x(k) —y(k),k > 1} € finito, onde

k k
x(k) = Ofk+2zaiai e y(k) = a’k”Zbiai, vk > 1.

= i=l

Além disso, U A(z,y) D {0,+a? £(a+ba?), £(a+ (b+1)a?), £(1+ba+ (a—1)a?), £(1+
(z,9)
(b+Da+ (a+b)a?), =1+ (b+ Da+ (a+b+1)a?)}.

Antes de provarmos este Teorema, vamos definir o autéomato:

4.0.1 Construcao Algoritmica dos niimeros complexos que possuem

duas representacoes

Defini¢ao 4.0.1 Um autémato finito é a uma terna (S, A,C), onde A é o alfabeto do

automato, S o conjunto dos estados e C um subconjunto de S x A x S.

Observacao 4.0.1 Podemos adicionar ao automato um conjunto I dos estados iniciais e um
congunto F' dos estados finais. Neste trabalho vamos precisar somente do conjunto dos estados

inictais, 1.
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Defini¢ao 4.0.2 Dizemos que uma palavra ay - - - a, (resp. uma palavra infinita ay -« a, -+ )
¢ reconhecivel pelo autémato (S, A,C), se existe uma palavra so--- s, de S, so € I (resp.

uma sequéncia (s, € AY) tal que (si_1,a;,5;) € C, parai=1,....n (resp. para todo i € Nx).

Definicao do autémato que reconhece os pontos com duas expansoes

Sejam p e ¢ dois estados do automato. O conjunto das arestas é (p, (¢,d),q) € Sx{0,1,...,a—
1}? x S de modo que satisfaca ¢ = £ 4 (¢ — d)a®. O conjunto dos estados iniciais é I =
{(0,(0,0),0)}. Suponhamos que S = {0, £a?, £(a + ba?), £(a + (b + 1)a?), =(1 + ba + (a —
Da?), £(1+ b+ Da+ (a+b)a?), (1 + (b+ Da+ (a+ b+ 1)a?)}.

Vamos explicar como construir o autdémato. Sejam x = Y .2 a;a’, y = Y o0 b’y em que
as sequéncias (a;);>; e (b;);>; pertencem a A. Suponhamos que z = y e coloquemos para todo

k>1, Ay = x(k) — y(k). Temos,
Ak

Appr = o + (ap41 — bk+1)042-

Seja t o menor inteiro tal que a; # b;. Entao A; = 0, paratodoi € {l,...,t—1}. Suponhamos
que a; > b;. Entao Ay = (a; — by) = . Logo, Ary1 = a+ (a1 — bip1)a?, Agyq € S. Portanto
A1 = a+ba?; se (apr1,bi11) = (e+b,e) ou Ay = a+(b+1)a?, se (ary1,bi01) = (e+b+1,¢),
em que ¢ € {0,1,...,a—1}.

Logo, (a2, (e +b,€),a+ba?) é uma aresta que liga o estado a? ao estado a+ba? e (a?, (e +
b+ 1,e),a+ (b+1)a?) é uma aresta que liga o estado a? ao estado a + (b + 1)a?.

Como o conjunto dos estados S ¢ finito, obtemos um autémato finito. (Figura abaixo).

Observacao: A determinacao de todos os estados do automato esta explicitada no Anexo.
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{£, £+b) (e+b, £}
- » -0 -hot a+bhot (e i
+h+1)
(g, e+b+1) (e+b+1, £)
E+ +b4.
+ IE.EF0 {e+a+h, €) (esq+b+1 £)

-a-(b+l)a » -1-{b+1)a-{a+b+1)a® 1+(b+1)a+(a+h+1)a’ a+(b+1)a®
& [E. E=0 [
{ £, e+a+b-1) (e+a+b-1, £}

L L4
£-b-2, €) -1-(b+1)a-(a+b)at 1+(b+1)o+ia+b)a (€, e-b-2)
(e+a-1, £} (e, e+a-1
(e-b-1, &) (€, e-b-1)

(e+a-2, £} (g, e+a-2)
1+ba+ia-1)a® -1-bo-{a-1)a’

Figura 12. Automato B no caso n = 1.
Demonstragao do Teorema 4.0.1
Temos, o 2(z(k) — y(k)) = o0 @il — S5 b,
Se z(k) —y(k) € S, entdao z(k) — y(k) ¢é limitado, independentemente de k, logo:
lim o 2(z(k) —y(k) =0=1z—y,

k—+o00

pois |a| < 1. Portanto = = y.

Vamos provar a implicagao direta. Sejam x = >, a;a’ e y = >~ b;a’. Suponhamos que
x =y, portanto o F2x = a7F+2y,

Afirmacao: O conjunto {z(k) — y(k),k > 0} é finito.

Como z(k) — y(k) = ka”(Zf:o ;o — Zf:o bia') = a~F3( ;r:oijﬂ bio! — ;rzolj—i-l a;a’) =

25 (bryj—2 — anyj_2)a?. Logo |x(k) —y(k)| < C, onde C € R.

Seja Ay = z(k) — y(k), Ay é um inteiro algébrico e seus conjugados sao Ay e Ay, onde
Ay = Y gla; = b) B2 e Ay = 300 (a; — b+,

Temos|A| = |Ax| < C.

¢,
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k 2
| Ax| = IZ ;= b)) B2 = [ (ag — bo) BT 4 -+ + (ag, — bi) B go% - K.

onde C' = 2 max{|a;|,a; € {0,1,...;a —1}} =2(a —1).

Logo existe K > 0 tal que Ay e todos seus conjugados sao limitados por K, independente-
mente de k. Seja Py, o polindmio minimal de cada Aj, (inteiro algébrico de grau menor ou igual
a 3). Os coeficientes de Ay sdo expressos como fungoes simétricas de Ay e de seus conjugados.
Como estes sao limitados por K e estdo em Z entao { P, k > 0} é finito. Portanto {Ay, k > 0}
é finito.

O

Como consequéncia deste Teorema, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.0.2 Sejam (a;)i>1 € (bi)i> dois elementos distintos de N, entao Y .~ a;at =
Yoo bt se e somente se a sequéncia ((a;,b;))i>1 € reconhecivel pelo autémato B.

k
Lema 4.0.2 Para todo k > 1, |Ak\—]Z L — b)) BT < BB

i=l

Demonstragao.

Suponhamos sem perda de generalidade que Ay = Zf J(ai = b;)B37F2 > 0. Logo, Ay €
Z[B8] N R*. Portanto, como # é um ntmero de Pisot, Ay = ZiL:_OO c; 3, em que (¢;)i<r 6
ultimamente periddica (ver [30]). Logo Zf:l a; 3k = Zf:l bz-ﬁi*k+2+Zfoo ¢;3¢. Suponhamos
agora que exista 7 > 3 tal que ¢; > 0. Logo Y&, a;87%+2 > 3. Absurdo, pois Oag - - - a; <jeq
10---0. Logo L < 2 e A;, < (5.

g

Proposigao 4.0.2 Sejam S = {Ax, = n + pra + @k > 0 e (ng,pr,qx) € I, onde I C
Z X 7 X Z finito} et = max{|ng|,k > 0}. Set =1, entao o conjunto dos estados do autémato
¢S = {0,£a% £(a + ba?), £(a+ (b+ 1)a?), =(1 + ba + (a — 1)a?),£(1 + (b + 1)a + (a +
b)a?), (1 + (b+ Da+ (a+ b+ 1)a?)}.

Demonstragao.

Sejam Ay, = ny, + pra + qra? e t = max{|ng|,k > 0}. Vamos supor que t = 1. Entao existe
um inteiro k tal que Ay = 1+ pa + ga®. Logo Apy1 = + + p+ ga®. Portanto Ay =
(p—0b)+(qg—a)a+ (d+1)a? onded € A = {—a+1,...,a — 1}. Como t = 1, entdo
pe{b—1,b,b+1}.

Vamos analisar todos os casos possiveis para p.

Caso 1. p=1b
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Nesse caso, Apy1 = (¢ —a)a+ (d+1)a? e Apyo = (¢ —a) + (d+ 1)a + ea?, e € A.
Logo, q € {a —1,a,a+ 1}. Temos A, = 14 bB + ¢f2. Pelo Lema 4.0.2, devemos ter A, < (2,
logo ¢ = a — 1, pois caso contrario Avk >14+b8+qB% =73
Portanto temos o estado Ay, = 1 4+ ba + (a — 1)a?.
Caso 2. p=0b—1.
Temos: Ajy1 = -1+ (¢ —a)a+ (d+ 1)a®. Como —Ayy1 =1— (¢ —a)a — (d+ 1)a® € Suy,
obtemos, como foi feito anteriormente que a —q € {b — 1,b,b + 1}. Vamos provar que estes
€asos Nao OCOITem.
Caso 2.1. q=a—b+ 1.
Nesse caso, Ay =1+ b—1)B+(a—b+1)52=p>-B+(1-0)3?8— 5+ 36% > 3. Portanto
Ay, > 3.
Caso 2.2. ¢ =a —b.
Temos, A, =1+ (b—1)F+ (a—b)2 = - —b32> B -5 +26% > 5.

N

>0

Caso 2.3. q=a—b— 1.
Ae=140-1DB+(a-b-1)F =5+ (-1 -0 > 5 f+ 5> 5
————

>0
Portanto nao temos o caso p =0 — 1.

Caso 3. p=b+ 1.

Temos: Apy1=1+(q—a)+ (d+1)a?e Ajpra=(¢—a—0)+ (d+1—a)a+ (e+ 1)a? Logo,

g=a-+b+r, emque|r| <1

Entéo, Ay, = 1+pB+qB> =1+ (b+1)3+ (a+b+7)5? |r| < 1. Analisemos os casos possiveis.

Caso 3.1 ¢ = a+b Nesse caso, A, = 1+(b+1)B+(a+b)p2 =3+ B+bB2 < B3 +B —28% < B3
——

<0

Portanto temos o estado Ay, =1+ (b + 1)a + (a + b)a? .
Caso 3.2 q=a+b+1
Temos: Ay =1+ b+ 1)+ (a+b+1)P=F++ b+ <FB+8- <P
——

<0

Logo, obtemos o estado Ay =1+ (b+ 1)a+ (a+ b+ 1)a?.

Caso 3.3 ¢q=a+b—1

Nesse caso, Ay = 1+ (b+1)8+ (a+b—1)8% Calculando Ay, obtemos que Agy1 =1+ (b—
Da + (d+ 1)a?, d € A, o qual nao existe, pelo Caso 2.

Portanto este caso nao ocorre.

2

Consideremos agora A, = n + pa + ga®. Vamos supor que n = 0. Entao, A, = pa + qa? e

Apy1 = p+qa+da?® Logo, p € {—1,0,1}. Analisemos os casos possiveis, como anteriormente:
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Caso 1. Se p = 0, entdao A, = ga®. Logo obtemos os estados Ay = 0, se ¢ =0 e A, = +a?,
se g = £1.
Caso 2. Se p=1, entdao Ay = a +qga? e Apy1 = 1+ qo + do?.

Portanto, Ayio = (¢ —b) + (d —a)a+ (e + 1)a?. Logo q € {b—1,b,b+ 1}. Analisemos os
casos possiveis.
Caso 2.1 ¢ =b— 1. Esse caso nao ocorre, como ja vimos no Caso 2.
Caso 2.2 g = b. Nesse caso temos o estado A, = a + ba?.
Caso 2.8 ¢ =0b+ 1. Temos o estado, A = a + (b + 1)a?.

0

.= _ a—1 - _
Proposigao 4.0.3 Suponhamos que t = n onde 1 < n < 4. Sea+b > 3 entao Ay =

n+ (n+nb)a+ (na+nb+n)a? é um estado de B.

Caso A:t=n > 2.
Suponhamos que A, = n + pa + ga?. Entao

A1 = (p—nb)+(q—na)a+(f+n)a?, | f| < a—1. Fazendo p—nb = s, onde s € {—n,...,n},
entao Apy1 = s+ (¢ — na)a + (f + n)a?. Logo,

Apio = (g—na—sb)+ (f+n—sa)a+ (g+s)a?, |g| < a—1. Fazendo ¢ =na+sb+ 1,1 =
—n,...,n obtemos Ay =n+ (nb+ s)a+ (na + sb+1)a’.

Vamos mostrar que s = n, no caso em que a + b > 3.
Temos Ay = n + (nb+ s)8 + (na + sb+ )32 Fazendo n + nbf + nafB* = nB3, obtemos
A =nB+ (sb+ 12+ 58 =3+ (n— 1) + (sb+ 1) 3> + s8.
Seja X = (n—1)3%+ (sb+1)5%+ sB3. Usando o fato que 8? = (a—1)3+ (a+b—1) + (a +
b)(% + % +--+), pois d(1,3) = (a—1)(a+b—1)(a+Db)---(a+0b), obtemos
X/ =n—-1p+(sb+1)B+s
12

:[(n—1)(a—1)+sb+l]ﬁ+[(n—1)(a+b—1)+s]—I—(n—l)(a—l—b)(%—l—ﬁ——l—“-).

J/

-~

R
Suponhamos que s < n.

Casol. —n<s<0.
X/ =ln—Da—-1)+sb+1f+[(n—1)(a+b—1)+s]|+ R
>[l+n—1)(a—1)]f+[(n—1)(a+b—1)+s]+ R, pois sb >0
[(n—1)(a—1)—n|f+[(n—1)(a+b—1)—n|+ R, pois | > —nes>—n.

Caso 1.0. a+b—1>2. Comon >2 a>3e R >0 obtemos X/ > 0 e entao X > 0.
Logo Aj, = 8%+ X > 3. Absurdo.
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Caso 1.1. Sea+b—1 =1, entao:
X/B zln-1)a=-1)-n]f-1+R
>2n—-1)—n)f—1+R

=n-2)8-1+R.

Caso 1.1.1. Sen >3 entao X/ > -1+ R > 0, pois > 1. Portanto Ay > 33, Absurdo.

Caso 1.1.2. Se n = 2, entao:

X/B>(a—3)—1+R>0,sea>4. Sea=3entdo b = —2. Nesse caso, a+b—1=0.
Esse caso serd tratado em seguida.

Caso 1.2. a+b—1=0.

X/B 2 ((n—1)(a—1)—n)f—n+R.

Caso 1.2.1 Sea>3en > 3.
X/B>B-3+R onde R=2+4 % +---.
Usandoofatoqueﬁ=2+ﬂ%—l—B—IQ—I—%qL---,obtemos
2 . 3 3
X/ﬂZ—l—i—B—F@—i—@—i—'--.
2 _q_1 1

Usando novamente o fato que 3 —Fm obtemos:

X/B2 g+ g+ g+ 20

Caso 1.2.2. Sea >3 en = 2.

X/6>06—-2+R>0, pois > 2.

Caso 1.2.3. Sea=3en=2

X/B > —2 + R. Esse caso nao ocorre pois, se a = 3 entdo b = —2 e nesse caso Rz _o tem

exatamente 6 vizinhos (ver Anexo).

Caso2. n—1>s>0.
X/p>[(n—=1)a=1)+sb+1f+[(n—1)(a+b—1)+s]+ R.
>[n—1)a+b—-1)—n]f+[(n—1)(a+b—1)—n]+ R>0,poisn—1>sel>—n.

Caso 2.1. Sea+b>3entdoa+b—12> 2. Assim, X/8>(n—1)f+(n—1)+ R > 0.
Absurdo.

Logo, se a + b > 3 entdo s = n. Nesse caso Ay, = n + (nb+ n)a + (na + nb + )a? e
A1 =n+ b+ Da+ (f +n)a’

Logo, pelo que vimos antes, [ =n e f = na + nb.

45



\L\\ fe+nfb+1)+n, £)
\.

naenfbel jo?

lfﬂnmnhrn,r,.l

n+n{b+1ja+{na+nb+nja?

 dlhe

fe+narnh, £]

Figura 13. Estados do Automato B.

Condicgoes:

Como na + nb + n é um digito, entao deve satisfazer: 0 < na +nb+n < a — 1, isto é
a—1

< —
“a+b+1

Caso B.1<m<t=n.

Seja A = m + pa + qa?, com m < t, entdo

Api1 = (p—mb) + (¢ — ma)a + (d + m)a?. Logo, Apy1 = s+ (¢ — ma)a+ (d+m)a? e
Ao = (q—ma —sb) + (d+m — sa)a+ (g + s)a?, |s| <t, |q] <, || <t

Portanto, Ay = m + (mb+ s)a + (ma + sb + 1)a?.

S
\.

ma+(mb+n)a?

h 4

m+({mb+n)a+(ma+nb+n)a?

¥

— m+m(b+1)a+m(a+b+1)a?

Figura 14. Estados do Automato B.
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Seja Ay, = m + (m + nb)a + (ma + nb+ n)a?. Logo, Arr1 =n+ (n+nb)a+ (f +m)a?; e
entdo, A1 =n+ (n+nb)a + (n+ na +nb)a? e (n(a+b+ 1) —m,0) é o caminho que liga o

estado Ay ao estado Ay.

Teorema 4.0.3 O autémato tem no minimo 2(6 + 3(K — 1)) estados nao nulos, onde K =

-1

{ﬁ} . O conjunto dos estados do automato contém SU{+tna?, £(na+n(b+1)a?, £(n+
a

a—1

n(b+ 1)a+ n(a + b+ 1)a?)}, onde n < {m e S ={0,+a? +(a + ba?), £(a + (b +
Da?), £(1 +ba+ (a —1)a?), (1 + (b+ Da+ (a+b)a?), £(1 + (b+ 1)a+ (a + b+ 1)a?)}.

Demonstracgao.

Como vimos na proposicao anterior, o automato pode ter outros estados.

g

Corolario 4.0.1 R possui no minimo 6 + 2(K — 1) wizinhos da forma v + R, onde tu €

{£a, £(1+ba), £(1 + (b+ Da)l U{£(n+nb+1)a} en < Li—;il} .

Corolario 4.0.2 Se 2a+ 3b+ 4 <0 entao R nao é homeomorfo a um disco topoldgico.

Demonstragao. Se 2a + 3b + 4 < 0 entao 3 < —
a+b+1 a+b+1

Portanto R possui pelo menos 6 4+ 2(K — 1) > 10 vizinhos. Por um teorema clédssico da teoria

-1
, isto é, K = {a—} > 3.

dos azulejamentos (ver [4]), deduzimos que R nao é homeomorfo a um disco topolégico.
U
Exemplos: Casos a = 7,0 = —5 e a = 8,0 = —6. Nesses casos os fractais de Rauzy nao sao

homeomorfos a um disco.

Figura 15. Fractal de Rauzy, caso a = 7,b = —5. R7 _5 possui 10 vizinhos.
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Observagao 4.0.2 O autémato pode ter outros estados da forma {£m + (mb+ n)a + (ma +

a—1
b 2 d < |— ).
nb+n)a’}, onde m, n < [a—l—b—i—l}

-1
Observacao 4.0.3 No caso em que n = [ﬁ} =1, R pode ter 6 ou 8 vizinhos.
a
De fato, nos casos a = 4,0 = =3 ea = 3,0 = =2 temos n = 1. Porém, R4 _3 possui 8

vizinhos enquanto que Rs3 _5 possui somente 6 vizinhos.

As figuras abaixo ilustram esses fatos:

Figura 17. Fractal de Rauzy, caso a = 3,b = —2. R possui 6 vizinhos.

Observacao. A demonstragao de que R3 _5 possui somente 6 vizinhos estd no Anexo.
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4.0.2 Automato dos vizinhos

Vamos construir um autémato finito C tal que se n,p € Z e (g;)iza, (€;)iz2 € N, n + pa +

’ , . . . N
S et = 3% clal se e somente se, (n,0)(p, 0)(gg, €5) - -+ é um caminho infinito no autémato

C.
Os estados do automato C sao dados da mesma maneira que no automato B, isto é,
+0o0 i _ too S i : . — —
se N+ pa+ ) 50 = j—g €;Q¢ asSsOClamos a ele os estados: Ay = 0, A1 = na + p,

Agrr = % + (ex — £, )a?, para todo k > 1. Observemos que B C C.

Automato dos vizinhos

Suponhamos que R possua somente 6 vizinhos. Entao pelo Corolédrio 4.0.1 estes vizinhos

sito Rta, RE(1+ba)e RE(1+ (b+1)a).

Proposicao 4.0.4 Se R possui somente 6 vizinhos entao o conjunto dos estados do automato
dos vizinhos é S = {0, £a?, £(a + ba?), £(a + (b + 1)a?), £(1 + ba + (a — 1)a?), £(1 + (b +
Da+ (a+b)a?), £(1+ (b+ 1)a+ (a+ b+ 1)a?)}. Portanto B =C.

Demonstracgao.

Suponhamos que R tenha 6 vizinhos.

Sejam x = Y 2 a;a', y = Y o0, bjat. Suponhamos que z = y e seja Ay = x(k) — y(k), em que
2(k) = a "2 3 a0t e y(k) = a2 38 bial. Temos, para todo k > 1,

A1 = % + (aps1 — bp1)a”
Suponhamos que ag = by. Logo Ay = 0.
Sejam ¢y, ¢y € Z tais que ¢g + cia + ZZ 5 a;0f = Z+°° b;al.
Caso 1. ¢g + cia = 0. Temos Ay = 0, Ay = 0 e Ay = (ag — by)a®. Por outro lado, (as —
by)a? + 3% a;at = S % bial. Logo, (ag — ba) + (a3 — ba)a + 35 a;ai™2 = 7% biat 2,
Entao, (as — be) + (ag — b3)a + R é um vizinho de R. Como R tem 6 vizinhos, segue que

(az — by) € {0,+1}. Portanto temos que A, € { +a?,0}.

Caso 2: ¢+ cia =1 + ba.
Temos Ag = 0, A, :a+ba2 Ay =1+ ba + (ag — by)a?
Por outro lado, 1 +ba + ) .= 2 a;at = Zjozo b;a’, logo
L+ ba+ (ag — ba)a? + > 7% a;a’ = Z+ b;a’. Portanto,
(ag — by — a)a® + (a3 + 1) + 3% a;0i™t = 375 ba?™! (pois 1+ ba = a® — aa?).
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Entao, (ag — by — a) + (a3 + Da + 3% a;a™! = 3% bia' ™! (pois 1+ ba = a® — aa?).
Isso implica que ay — by —a € {0,£1}. Como (ag — by) < a — 1, entdo as — by = a — 1. Temos

também que az + 1 € {—b, —b — 1}. Logo, As = 1 4+ ba + (a — 1)a?.

Caso 2.1. a3 = —b— 1. Temos 1 +ba + (a — 1)a® — (b+ 1 —b3)a® + 3. 5% a;at = 37 b
Se Ay =1+ ba+ (a —1)a® — (b+ 1 — b3)a?, entao
Ay=—a+(-b—b3)a® + > T aa =3 T bhate
Ay =1+ (=b—b3)a+ Y% a;ai=? =3 bai=2
Assim, —b — b3 € {—b, —b — 1}. Isto implica que b3 = 0 ou b = 1.
Logo A3 = —a — ba? ou A3 = —a — (b + 1)a?.

Caso 2.1.1. Se A3 = —a — ba. Temos,
—1—ba+ 3 a;ai™2 =30 bt 2.
Logo, Ay = —a? e A5 = —a — ba’.

Caso 2.1.2. A3 = —a — (b+ 1)a?.
Temos, —1 — (b + )a+ > 4al =Y U bha' 2. Logo,
(a—1Da+ (ag — 1)a® + 3% a;a Z+°° b;a'=3. Entao
(a—1)+ (ag — Do+ Y T a0t~ = 3 bt~
Temos: sea—1=1entdoas—1=bouas—1=>b+1 e estamos no caso 1+ ba ou no caso
1+ (b+1)a.
Sea—1=—-1lentdoas—1=—-bouays—1=—b—1 e estamos no caso —1 — ba ou no caso

—1—-(b+1)a.

Caso 2.2. Se az = —b— 2.
Temos: —a + (=b— 1 —b3)a? + 3% a;a'~! = 3 ba’~!. Logo
—1+(=b—1-b3)a+ Y. % a;ai™2 = :;Ozbiaz 2,
Segue que b3 = 0 ou by = 1. Portanto,

Az =—a— (b+1)a? ou A3 = —a — ba?, que sdo casos ja vistos.

Caso 3. ¢co+cra=1+(b+1)a.

Temos Ag =0, Ay =a+ (b+1)a?, Ay =1+ (b+ 1)a+ (az — by)a?

Por outro lado,

L+ (b+ Da+ (ay — ba)a? + 3% a0t = 3% biat

L+ (ag — by — a)a+ (a3 + 1)a® + 3% a0t = > 7% bia' ™t Logo ag — by —a € {b,b+ 1}.
Entao, A2 =1+ (b+1a+ (a+b)a’?oudy; =1+ (b+1)a+ (a+b+1)a?
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Caso 3.1. Ay =1+ (b+ 1)a+ (a+b)a?
Entdo, A3 = 1+ ba + (az + 1)a?. Estamos no caso ¢y + cia = 1 + ba.
Caso0 3.2. Ay =1+ (b+1)a+ (a+b+1)a>
Entao, A3 =1+ (b+ 1)a + (az + 1)a?. Estamos no caso ¢g + c;a =1+ (b+ 1)a.

(0, b)

2

0o ¥ )

N‘

2

r

-a -bo

(g, e+a+b+1

(b, 0)

o +ba? |«

-a -{b+1)a®

v

-1-(b+1)a-(a+b+1)a?

[y

(=, s+b+2)

(& e+a+b-1)

(5 e¥a ﬂ>

-1-(b+1)a-(a+b)a®

(e, e+b+1)

1+ba+(a-1)a?

{e+a-1, )

(e+a-2, &)

{e+a+h, £)

[12

(e+m+b+1, )

{b+1, 0

1+(b+1)a+{a+b+1)a?

k.

a +{b+1)a?

(g, e+a-1)

(s, s+a-2)

{e+a+b-1, )

h 4

1+(b+1)a+{a+b)a?

(g, e-b-1)

&

(g, e-b-2)

-1-ba-(a-1)a?

Figura 18. Automato dos Vizinhos C.

Observagao: Vimos no caso em que R tem 6 vizinhos que os automatos B e C sao iguais.

Conjectura 4.0.1 Conjecturamos que B = C em todos 0s casos.

Proposigao 4.0.5 Suponhamos que B = C. FEntdio int(R) N (R + u) = 0, para todo u €

Z + Za\{0}. Em particular o resultado vale quando R tem 6 vizinhos.

Demonstragao.

Suponhamos que z = p + qa + >

—+o00
=2

;o
X2
g;o'. Logo,

—+00
i=9 Eix

i €int(R) C R. Entdo p+qa + > 5l =
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(p,0)(gq,0)(e2,5) - - -

¢ um caminho no autéomato dos vizinhos.

a—1
a+b+1

Suponhamos que p = m e ¢ = mb+n, onde n = | | e m < n. Logo, z=m+ (mb+
n)a+ 3% gl
Por outro lado, existe r > 0 tal que para todo w € B(z,r), temos w € R. Seja N
suficientemente grande tal que
w=p+qga+ YN, ea € B(z,r) CR.
Entao,
w=p+qa+ SN, a0 =I5l
Logo,
(P 0)(g,0)(e2,5) - (e, €3 ) (0, 1) (0, o)

¢ um caminho no automato. Absurdo.
Proposicao 4.0.6 0 € int(RU(R+ 1+ (b+ 1)a)).
Para a demonstracao, precisamos do seguinte lema:

Lema 4.0.3 RN (Z+ Za) ={0,—1 — (b+1)a}.

Demonstragao.
Observemos que 0 e —1 — (b 4+ 1)a € R. Suponhamos que existam n,p € Z tal que
n+4pa=> 7, ga’, em que (g);>2 € N. Suponhamos que n > 0. Entao,
(n,0)(p, 0)(0,2)(0, &2) - - -

é um caminho no automato dos vizinhos. Absurdo.

&

Figura 19. R3_o N Z + Z«.
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Demonstracao da Proposigao 4.0.6:
Seja ¢ = D(R,Z+7Za\{0,—1—(b+1)a}). Seja B(0, ¢) a boala de centro em 0 e raio c. Existem
n € N, p,q € Z de forma que na® + pa+q € B(0,c). Logo, |na® + pa + q| = |na® + ppa+ ¢, —
((pn—p)a+(gn—q))| < c. Como na?+p,a+q, € R, entao (p,—p)a+(¢,—q) € {0,1+(b+1)a}.

Caso 1. (p, —p)a+ ¢, —q=0, entdo p, = p e g, = q. Logo, na’® + pa +q € R.

Caso 2. (p, —p)a+q¢,—q=1+(b+ 1)a. Entdao, p=p, —1eqg=gq,— (b+1). Portanto,
na?+pa+qg=na?+pa+q—1—0b+DaeR+ (1+ (b+1)a).

O
Corolario 4.0.3 Para todo z € C, z = a*fw, ondew € RU(1+ (b+1)a+R).
Coroldrio 4.0.4 |, , o "R # C, isto ¢, o conjunto {> . e;a’,l € Z,(g;) e N} # C.
Demonstragao.
Utilizando o Automato deduzimos que 1+ ba ¢ |J,, a "R # C.
O
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Capitulo 5
Parametrizagao da Fronteira de R3 -

Neste capitulo vamos utilizar o Automato construido no capitulo interior para parametrizar a

fronteira de R = R3 2. Temos que R3 _» tem somente 6 vizinhos (ver Anexo).

Seja u € {£a,£(1 — a),£(1 — 2a)}. Denotamos por R, = RN (R + u) as 6 curvas que

constituem a fronteira de R.

Proposicao 5.0.7 As sequintes propriedades sdo vdlidas:
1. Rica = Upey Ek160"™ 4+ aF Ry a4, onde i1y € {0,1,2}, para todo k > 0.
2. Ro = aR1-20 UUr (Erp1 0" + a* 1Ry _oy), onde g1 € {0,1,2}, para todo k > 0.

Demonstragao.
1. Sejaz € Ri_o. Entdoz =1—a+), ,ea' =3 ., 520/. Logo, pelo Automato C, temos que
¢ = (17 0)<_17 0)(€2+1782>(17 0) ooul = (17 O)(_17 0)<27 O) (17 0)(17 0) T (17 0)<€3+k7 €3+k)(17 0) T

TV
k—vezes

sao caminhos no automato comecando no estado inicial.

Caso 1. C'=(1,0)(—1,0)(eq + 1,e2)(1,0) - - -.
z=1—a+ (eo+1)a? + o’ + a'w = g90% + o*w', onde w,w" € C.
= 1 1+ (g2 + Da+a® + oPw = s5a + o®w',

gomo&l/a = a? — 3a + 2, entao:

E:1—|—(52—2)oz—|—2042+043w:52@—1—04 w'.

« /
3w € R1,2a.

Logo, i—5204: 1 —20+2a° +w=a
Por ou?ro lado, se 2z € Ri_a4, entdao az + 20 € (g20% +aR) N (a+ea® +aR) € Ry_4. De
fato, se 2 € Ri_aq entdo z = 1 — 2a + 2a% + o®w, onde w € C. Entdo, az + g,0% = a+ (g002 +
203 +atw =1+ (a—2a)+(e2—2+3)a’ +a® +atw =1—a = (g9 +1)a? + a® + a'w € R _9a,

se g9 > 1.

o4



Caso 2. C'=(1,0)(—1,0)(2,0) (1,0)(1,0) - - - (1,0) (€34, €3+%)(1,0) - - - (Looping).

[

S

k—vezes

3 k+2

-~

k—vezes
wy, w,, € C, para todo k > 0. Entdo,
k2
ok +2

—k—1 —k —k+1 2 3 3,/
«Q +2a " Fa T + oo+ 1+ egppa+a” + a’wg = ez + @ wy,.

*Sek=0entdo z = 1 — a + 202 + e30° + a* + a®wy = £30° + a’wy,.

z 1 ’
S = 5 ——+2+esa+a’+a’wy = esa+a’wy. Como 5 = 1-5a+2a% e L = a?—3a+2,
a? a2 «
entao
z

i 1+ (g3 — 2)a + 202 4+ a®wy = e300 + @ wy,.

Logo, ol g3 =1 —2a 4+ 2a® + 2wy = oc3w6 € Ri_2a.

*Se k= 1lentdo z = 1 — a + 202 + a® + g4a* + @’ + a®w; = e40* + o®w;. Entdo,
zZ

— =« S_a 4207 + 14 g4 + o 4 dPwy = g40 + o’w;. Como a3
a
obtemos

? 2 3 3,/

— =1+ (a4 = 2)a+2a" + a’w; = g4a + a’wy.

a

=a®—a—3,

Logo, pei gqa =1 —2a +20° 4 aPw, = a3wl1 € Ri_2a4.

: : . z
Assim, por inducgao, podemos mostrar que prrche Epr3 € Ri_o94.

2. Sez € Rpentdo z = a+ >, _, g0 =Y, _,eal. Logo, C = (0,0)(1,0)(—2,0)(2,0) -

- ou
C' =(0,0)(1,0)(—1,0) - - - sdo caminhos no Autéomato comecando no estado inicial.
Caso 1. C' = (0,0)(1,0)(—2,0)(2,0) - --
2z =a— 202 + 20° + o'wy = a*w,. Entdo,
2 =1—-2a+ 202+ Pwy = oc3w/2 € Ri_2a.
Caso 2. C'=(0,0)(1,0)(—1,0)---
2z =a—a®+ oPwy = o’wy. Entdo,
o1-a+ o?wy = 0wy € Ry_qs. (Estamos no Caso 1).
gortanto, Ra = aRi-20 UaRi_q = aRi-90 Upe; Ebt1,605 2 + "R g,
U

Para todo z € C, consideremos as seguintes fungoes:

fo(z) = —a? + 203 + a®z;
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fi(z)=(e5—1)a + (e4+3)a —a® + a3z, onde g, = 0, se e3 = 1 e g4 € {0, 1}, se g3 = 0;
fa(2) = €303 + a* + (g5 + 2)a® — 2a° + a’z, onde e3,¢5 € {0, 1};
f3(2) = e303 + 20t + (g6 + 2)a® — 2a” + a’z, onde 3,56 € {0,1};

(

forn(2) = €303 + 2a* + (Z]_l M) + (esqp + 2)a®F — abTF + oftF 2 para todo k > 2.
Teorema 5.0.4 lega = fg(lega) U f1 (leza) U UzO:OfQJFk(Rl,ga).

Demonstragao.

Primeiramente devemos mostrar que f; C Ri_24, para ¢ = 0,1 e que forr C Ri_24, para
todo k > 2. Mostremos para fy. Temos:

fo(Rizaa) = fo(R)N fo(R+1—2a) = (—a? +2a% + a*R) N (a*R) = (1 —2a+ 202 + a3 +
a*R) N (a?R) C Ri_2a.

Seja z € Ri_an. Utilizando o Automato C temos os seguintes caminhos, comecando no
estado inicial:
1.(0,1)(0,—2)(0,2)(0,1)(2,0) - - -

z = 2a* + dPwy = 1 — 2o + 202 + a® + a’wy, onde wy, w, € C. Neste caso, f5'(z) =

1 —2a + 2a? + adwy = Oz3w(l) € Ri-2a, ou seja, z € fo(Ri1-24)-

2. (0, 1)(0, —2)(0, 2)(63, 53)(84 + 1, 84)(1, 0) s
= £30° 4 (g4 + 1)a* + a° 4+ afw; = 1 — 2a + 20® + £30° + g40* + aSw,. Neste caso,

2
TH2) =1 —2a + 2% + &Pw; = Pw) € Ri_ga, ou seja, 2 € f1(Ri_2a).

3. (07 1)(07 _2>(07 2)(637 53)(27 0)(557 65)(17 0) Y
= 30 +2at + e50° + b + a"wy = 1 — 2a + 20% + 302 + e50° + oz7w/2. Neste caso,

2
S H2) =1 —2a + 2a% + @Pwy = aPwy € Ri_oq, OU s€ja, 2 € fo(Ri_2a).

4'(0’ 1)(07 _2)<07 2)(537 53)(27 0)\(17 0)(17 0) T (1’ O)(55+k7 55+k)(17 O) e

TV
k—vezes

z=e302 +2a  + P +al+ -+ atth p s P S T R, = 1 - 204202 F 503 +

5+k T4k, —1 _ 2 3 3
E54k @’ 4 aPwy o Temos fo [ (2) = 1 — 2a + 2a° + @’wyyy, = @’wy,;, € Ri_2q, para todo

k> 1 ou seja, z € forx(R1_24) para todo k > 1.

Portanto Ri_2q = fo(Ri-24) U f1(Ri-2a) U U fork(Ri-24).
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O préximo Lema mostra pontos do Fractal que possuem trés a—representagoes (ponto
triplo). Consequentemente estes pontos estao na interse¢ao de trés vizinhos do Fractal. Estes

pontos estao mostrados na Figura 20.

Lema 5.0.4 As sequintes propriedades sao verificadas.

1. Ry NRy_g = o + 22Falta®

1—ab
2. Ri—a NRi2a = —ah{f:ga(s-
Oé3 Oc4 0[5
3. Ri_oa NR_q = &Foa,
b ReaNRojiq = —1+a + @daita,
5. RflJra N R,1+2a =1 —+ 2c0 + OKBJ{?—Z?;QE).
6. R_ip20 NRe = —1 4 2a + S5+t
Demonstragao: 1. Se w € R, N Ry, entdo existem = = >, Seal, y = > Seal e
z =Y ¥e/al, onde (£))isa, (€)is2, (€ )iz2 € N tais que w =z +a =y +1—a = 2 ou
w+a=rx+2a=y+1=4+2+a.
Usando o Autéomato B com a = 3,b = —2 (Figura 21), obtemos os caminhos:
1) (0.1)(2,0)(0,2)(1, 1)(1,0)(1,0)(0,0)(0, (0, (L. 1) ..
Assim, w+a =1+ 20+ a® + Z(ozﬁzurl + a%F2 4 b3,
i=1
Logo,w=y+1l—a=1—a+ 202 + a3 + Z(a6i+1 + ofit? +a6i+3)‘
i=1
i) (0,0)(2,1)(0, 1)(1,0)(1, 0)(1,1)(0,1)(0, 1)(0, 0)(1, 0)(1, 0)(1, 1) ...
Obtemos, w + o = o+ o + Z(a&_l + b + o),
i=1
Portanto, w = z = a* + Z(Oz&_l + a% 4 %),
i=1
Por outro lado,
WA o= 20z+Z(a6i_3 + b2 +a6i—1)
ou = .
W= 4= 04+Z(046i*3 4 abi2 4 b1,
i=1
2. Se w € Ri_o NRi_24, entdo existem z = > S el y =Y Feal ez =33 e a, onde

(e1)iz2, (€)iz2, (€] Jizs EN taisquew = +1—a=y+1-2a=zouw+2a=v+1+a=
y+1=+z2+42a.

Usando o automato, obtemos os caminhos:

o7



i) (0,1)(2,1)(0,1)(0,1)(1, 1)(1,0(3)(1, 0)(0,0)(0,1)(0,1)(1,1) ...
Obtemos, w + 2 = 2« + Z(Oﬁi—2 +abi1 4 o5

i=1
ou
S
W=z = E :(O[GZ—Z _l_a6z—1 _}_aﬁl).
i=1

Por outro lado,

w+2a=1+a+ Z(afii—4 +afi8 4 b2y,
i=1

Portanto,
o0

w=zr+l—-a=1—a+ Z(a6i_4 + %73 b2,
ii) (0,1)(2,0)(0,2)(0,0)(1, O)(li))(l, 1)(0,1)(0,1)(0,0)(1,0)(1,0)(1,1)...
Logo,

w=y+1-2a=1-2a+2a"+ z:(oz(’.i_4 +a% 7 a7,
i=1
As outras relacoes decorrem do fato de que:

RisaNR_4=RoaNRi_,—a,
R_aNR_11qa =Ri—aNRi—2a—1+a, Ro14aNRoij20 = RaNRi—a—1+ae RojjoaNRe =
Rica N Ri—20 — 1+ 2¢.
]

a' +a® +a®
1-a®

=1 420+

a+a'+a®
=1+ 2q + ————

1—ga®
. a’ +at+a®
g e
1-a®
> at+a® +af
dta+—————
1-at
a*+a® +af
a*+at+a® 1—a®
1-a®
Figura 20. Pontos com trés a-representagoes. Caso a = 3,b = —2.
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-a? il p -0 +2a’ o-2a’ | i o
(g, =-1) (-1, 2)
{g, e+1 fe+1, ) (e+1, &)
-a+of > 1-a+2a? & o - o?

¥ [z, e+1) i

s (s, <)

{e+2, ) {g, e+2)
(e+1, &} (e =+1)
1-2a+2a? -1+20-2a
Figura 21. Automato Caso a = 3,b = —2.
+o0o
Temos Rq_24 = U fan(Ri-24), onde a,, € {0,1,(2+ k); k € N}.
an,n€EN

Seja FANS R1—2a' LOgO £ = fao(20> = fao o fa1 o "'fan(zn> = hmn—)-{-oofag © "'fan(2n>a

Zn € Ri_9q € 2 é fixo. Logo

Ri—2a = U Jao ©+ fan (2).
a0, am

Parametrizacao de R;_,.

Conjectura 5.0.2 Conjecturamos que existem indices iy, k € N, e {ix,k € N} = N tais

que f;,(R) N fi.,(R) = {z}.Com isso podemos mostrar que existe uma fungdo continua

f:00,1] = Ri_24-

Dimensao de Hausdorff

Conjectura 5.0.3 Conjecturamos que as funcgoes fi satisfazem as condi¢oes de Moran ( [24]),
isto é: existe U aberto de C tal que fi,(U) C U e fr,(U)N fiz(U) = 0, para todo k # k. Com

isso deduzimos que dimpg(Ri—2a)=1nf{s,> 1o |lax|® < 1}.
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HLE

Figura 22. Fronteira de Rs3 _.
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Capitulo 6
Sequéncia de Melhor Aproximacao

Neste capitulo estudamos as melhores aproximagoes diofantinas simultaneas para pares de
nimeros algébricos v = (6,6%), em que 1/6 ¢ um ntimero de Pisot de grau 3 cujos outros dois
conjugados nao sao nimeros reais. No caso d = 1, o problema esta completamente resolvido: a

sequéncia (g, ) é dada pelos quocientes do desenvolvimento em fragoes continuas de v € R, isto
, 1
&, v=ap+——5——,ondeq; €Ze Pr_ ag+ ————— No caso d > 1 o problema se

a a S
1+a2+ T qr 1 ast 1;
a

u,3+m

T
torna bastante dificil. Porém, podemos investigar esta questao para classe de vetores v cujas

coordenadas sdo numeros de Pisot ctibicos, como feito em [11], [10] e [16].

Definicao 6.0.3 Sejam v um elemento de RY, d > 2, N uma norma em R? e ¢ um nimero
inteiro. Definimos
No(qv) = min{N (qu — (p1, .-, pa)), (P1, -, pa) € Z%}.
Seja (qn)n>0 uma sequéncia crescente de niimeros inteiros. Dizemos que (¢, )n>0 € a sequéncia

de melhor aprozimacao do vetor v para a norma N, se para todon € Z* ¢ 0 < q < q,, tem-se

No(qnv) < No(q).
Provaremos o seguinte Teorema:

Teorema 6.0.5 Seja 8 um numero de Pisot cibico, unitdrio e nao totalmente real satisfazendo
a equacio X® = aX?*+bX+1, —a+1 < b < =2 e a Conjectura B =C. Seja (R,)n>0 a sequéncia

de numeros inteiros definidos por:

R():l, R1:CL, R2:a2+b,
Rn+3 = aGnJrZ + bRn+1 + Rn; Vn > 0.
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Se 8 nao possui a propriedade (F), entdo existe uma norma N em R? (chamada de noma
de Rauzy) e um inteiro natural ng tal que (Ry,)n>n, € uma sequéncia de melhor aprozimagao

para o vetor (1/3,1/3%) para a norma N

Observacao. Se R tem 6 vizinhos entao o Teorema 6.0.5 é valido.

6.1 Fractal de Rauzy

Sejam N € Z* e (¢;)r(n)>j>0 & R-representacao de N, isto é, N = ngg) eiR;, onde (&;)i>0 <iex

(a—1)(a+b—=1)(a+b)---(a+b). Seja
0(N) = N(1/B,1/8%) = (Pn,Qn),

onde
k(N) k(N)
Py = Z eiR;_1,Qn = Z gjR;_s.
j=1 j=2
Seja:
—b -1
s —we -us
1—-b/3* —1/p
Lema 6.1.1 Para todon > 2,
B Rn/ﬁ - Rn—l o Rn—i—l/ﬁ - Rn
Rn/52 - Rnf2 Rn+1/ﬂ2 - Rnfl

onde (R,)n>0 € a sequéncia definida anteriormente.

Demonstragao.
Temos:
B Rn/ﬁ_Rn—l . _bRn/62 +bRn—1/B_Rn/63 +Rn—2/6
Rn/ﬁ2 - Rn—? Rn/ﬁ - Rn—l - bRn/53 + bRn—1/52 - Rn/54 + Rn—2/52

1/B(R,—2 — R,/B*+ aR, + bR,—1 — bR, /B) — aR, /S
1/62(Rn5 - 52Rn—1 - bRn/ﬂ + bRn—l - Rn/62 + Rn—2)

1R — Ra(1/5° + 1/ + a/B)
=1

1/B*(Ro(8 = b/B8 = 1/8%) = B2Ry 1 + bRy 1 + Ry s + F*Ry 1) — Ry

=a
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Rn+1/5 - Rn

Rrﬂrl/ﬁ2 - Rnfl
O

Coroldrio 6.1.1 Se N = Y- "0 e;R; entio 6(N) = Y0 e;B76(1), onde 5(1) = (1/8,1/5.

Demonstracgao.

Temos:

o [ Ro/B=R (BB R
Ry/B* — Ry R,/B*

Como N = Z o a]R], entao

S(N) =30 e R;(1/8,1/8%) = (X0 &Ry 1, Y05 e R; o)
= S ej(R;/B = Ryo1, R/ 8% = Ry0)
= 35 & BI6(1).

0
Definimos o fractal de Rauzy como sendo o conjunto
E={6(N); NeZt} CR%
6.2 Norma de Rauzy
+b 1
Seja M = /6 /P . Podemos verificar que a matriz B definida anteriormente é
—a—=0b/8 —1/B
a 0
similar a matriz e satisfaz
0 ~
a 0
MB = M.
0 v

Caso 1: (§ nao é totalmente real.
A norma de Rauzy N ¢ definida por:
N(z) =|(a+b/B)x1 + 22/ B|, VT = (21, 72) € R

Observemos que N (x) = |m Mz|, onde 7 (z,y) = x, para todo (z,y) € R2.
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Lema 6.2.1 N(Bz) = |a|N(z), para todo © € R?.

Demonstragao.
Seja x = (71, 12) € R?. Entao,
(v +0b/B)x1 +1/Bx,
(—a—b/B)x1 — 1/Bxs

Mz =

Temos, N (z) = |m(Mx)|. Entéo,

N(Bz) = |m(MBz)| = |m Mz
0 ~
= [N (z).
Corolério 6.2.1 Seja (g,,)n>0 uma S—representacdo, entio
N (32020 enB"8(1)) = N (8(1)] 32,2 encd™].
Em particular, N'(6(G,)) = N(6(1))]|a™|, para todo n > 0.
Demonstragéo
N (2 eaB™8(1)) = |mM (32,5 ea B (1))
~ a” 0
= |20 eamMB (1) = | 3205 enm I M6(1)| =| 325% enam Mo(1)]
Y
=lmMo(1)]| 32,5 enc] = N (6(1))] 22,7 ena].

6.3 Sequéncia de melhor aproximacao

Inicio da prova do Teorema 6.0.5

A prova serd feita através de varias proposicoes.

Teorema 6.3.1 Existe um nimero real ¢ > 0 tal que para todo ¢ € Z* e para todo g € 72,

N(q(1/8,1/6%) —g) < c implica que q(1/5,1/5%) —g = 6(q) ou q(1/8,1/8%) —g = d(¢q) —(1,1).
Como corolario temos:

Coroldrio 6.3.1 FEziste um nimero real ¢ > 0 tal que para todo q € Z%, se Ny(q(1/8,1/8%)) <
c entao No(q(l/ﬁ, 1/52)) = N((S(Q))
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A préxima Proposi¢ao pode ser encontrada em [16]. Para um melhor entendimento, refare-

mos a prova com as devidas adequacoes ao caso no qual estamos interessados.

Proposigao 6.3.1 Eziste uma aplicagdo linear e bijetiva de R? para C tal que f(€) = R e
f(Z?) =7 + Za.

Demonstracao.
Como (R,)n>0 é recorrente, existem h,l € C tais que R, = hf" + la” + l@" para todo
n € Z*. Logo, para todo n € N,

Rn _ Rn, COén+2 +C —n+2
R/ — Rys dam+? + e+
onde ¢ = 5(1/8—1/a) e d = 5(1/8*— 1/a?). Podemos provar resolvendo o sistema dado

pelos valores iniciais de Ry, R e Ry que

; «
(a —a@)(a - p)
Logo, -
cd — f_““ £ 0.
—«
cz+cz
Facamos g(z) = para todo z € C e f = g !, obtemos f(£) = R. Por outro
dz + dz
lado, ¢(1) = -
b (
+c R.,/8—R_: -1
De fato, g(1) = ¢ f =J(R_y) = 2/ ] = :
d+d R,/B*—R_, b

umavezque R_.1 =R 5=0,R. 3=1e¢e R_4,=—b.

Agora,

ca + ca R_l//B_R_Q 0
gla) = i T 2 =

do + da R_,/B°—R_; 1

Portanto Z + Za = f(Z?).

O

Prova do Teorema 6.3.1
Temos RNZ+ Za = {0,—1 — (b+ 1)a)}. Logo ENZ?* = (f~40), f7(—=1— (b+ 1)a))
(0,(1,1)). Entao existe um ntimero real ¢ > 0 tal que para todo g € Z?, inf,e.N(g —z) < c
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implica que ¢ = 0 ou g = (1,1).Suponhamos que N(q(1/3,18%) — g) < ¢. Como 6(q) —
q(1/B,1/B%) € Z* e 6(q) € E, entao N(d(q) — (6(q) — q(1/B,1/8%) — g) < c. Portanto d(q) —
q(1/B,1/8%) + g = 0 ou é(q) — q(1/B8,1/8%) + g = (1,0), isto &, 6(q) = q(1/8,1/B%) — g ou
a(1/B,1/6%) — g = 5(g) — (1,1)
U

Final da demonstracao do Teorema 6.0.5

Vamos provar que existe ng € N tal que (R, )n>n,¢ a sequéncia de melhor aproximagao do
vetor (1/3,1//3%) para a norma N

Seja ¢ um numero real como definido no Teorema 6.3.1. Seja ng € N tal que N (6(R,,)) =
dla™| < ¢, onde d = N((1)). Sejan > nge0 < g < R,,. Vamos provar que No(R,v) < Ny(qu).

Suponhamos que Ny(qv) < No(R,v) < N(R,v) = d|a™| < dja™| < ¢. Logo, Ny(qu) < c.

Suponhamos que Ny(qv) = N(quv — g). Temos, pelo Teorema 6.3.1 que qu — g = d(q) ou
qu—g=>4(q) — (1,1).

Caso 1. qu — g = 0(q).

Temos: No(qv) = N(6(q)) < N(6(Rn)). (1)

Como ¢ < Ry, entdo ¢ = Y271 &;R;. Logo, N((q)) = d| S0 e:0’]. (2)

A partir de (1) e (2 ) obtemos que | 321 g;0| < |a”].

Por outro lado, >\ '2,8" € Q pois caso contrario, Zl o &bt = <, ¢,d € Z. Entao NB? +
pnB+qn = <, ou seja, dNB? + pndB + qyd = c. Seque que dN = pyd = 0 e g,d = c e portanto
d=0. Absurdo Portanto v = Y7~ &;4" é algébrico de grau 3 pois @( ) C @(6). Logo

S d el S et e Y1) 6,87 sdo Galois-conjugados, | S gla Sl S Bl € 2
Logo, |Zi:0 s> > ﬁ = 5n = |a*". Ou seja, | 3717, s ‘| = |af". Absurdo.

Caso 2. qu — g =6(q) — (1, 1).
Nolqu —g) = N'(qv — g) = N(qu — (1,1)).
Temos: N(qu — g) = d| 3121 exa®|.

Suponhamos:
N(qu— (1,1)) =d| X325 exa® + 14 (b + 1)al,
Afirmacao:
Nlgv—(1,1)) = N(5(Rn)) = [a"].
De fato, .
|1+(b+104+25k04 1+ (+1 B+Z€kﬂkl>1
k=2
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ou

k 1
1+ b+ Da+ Y e 2 mrpmmprs s
Por outro lado, seja n > ng suficientemente grande tal que 1+ (b+ 1)8 + ZZ;(l) g3t > 0.
Temos 1+ (b+ 1)B + Sr—s exBF < 2020 &% < 7, pois b+ 1 < —1. Logo,
1 1

= Jal®".

>
L+ (b+ 1)+ et — pn
Portanto 1+ (b+1)8 4+ Y7, 18" > |a|™. Absurdo.
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Capitulo 7

Anexo

7.1 Determinacao dos Estados do Autémato

Sejam x = > 0 @, y = Yo, biat, em que as sequéncias (a;);>; e (b;)i>; pertencem a N.
Suponhamos que = = y e seja Ay = (k) — y(k), em que z(k) = o *23F aal e y(k) =

—k+2 Nk g i
« > ., bia’. Temos,
2
Ak+1 = E + (akJr]_ — bk+1)04 .

Seja B o automato constituido pelos estados A, em que A, pertence ao conjunto S =
{0, +a? +(a+ba?), £(a+ (b+1)a?), (1 +ba+ (a —1)a?), £(1+ (b+ 1)a+ (a+b)a?), (1 +
(b+1)a+ (a+b+1)a?)}. Dois estados Ay, e Agyq sao ligados por flechas (Agi1,bry1), em que
ap11 € bgyq podem assumir os valores possiveis pelos quais pode-se passar de um estado Ay ao
estado Agyq.

Seja t o menor inteiro tal que a; # b;. Coloquemos A; ; = 0, que é o estado inicial do
automato, e suponhamos que (ay, b;) = (¢ + 1,¢). Logo A; = a?.

Temos os seguintes casos:

1. Ak = Oé2
Neste caso, Agy1 = @ + (app1 — bpy1)a? =
o+ ba?, se (ari1,br11) = (e +b,¢)

a+(b+1)a?, se (ari1,br1) = (E+b+1,¢)

2. Ak =+ bOé2
Apyr =1+ ba+ (agr1 — bra1)a® =1+ ba+ (a — 1)a?, se (agr1,bp11) = (e +a —1,¢).
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3. Ay =1+ba+ (a—1)a?
A1 =2+ b+ (a — Do+ (ap1 — bpy1)o? = —a+ (ags1 — by + 1) =
) —a—=(+1)a?, se (a1, biy) = (6 =0 —2,¢)
] —a - ba?, se (agy1,bp11) = (e —b—1,¢)
4. Ay = —a—(b+1)a? Ay = —1— (b+ Da + (apr1 — bryr)a® =
—1—(b+1)a—(a+b+1)a? se (agi1,bp1)=(c,e+a+b+1)

—1—(b+1)a — (a+b)a?, se (ag+1,bk41) = (.6 +a +b)
5. A =—-1—(b+1)a—(a+b+1)a?
Ak+1 = —é — (b + 1) — (a + b"‘ 1)0& + (ak+1 — bk+1)0€2 =
—1—(b+1)a— (a+b)a?, se (ags1,bk41) = (e,e+a+b—1)

—1—(b+1Da—(a+b+1)a? se (api1,bpr1) = (e, +a+0b)

6. Ay =—1—(b+1a— (a+b)a?
A1 = —2—(b+1)—(a+b)at(agp1—bri1)a® = —1=ba—(a—1)a?, se (a1, bgi1) = (g, e+a—2).

7. Ap = —a — ba?

Apy1 = =1 —ba+ (agy1 —brr1)a? = =1 —ba — (a — 1)a?, se (apy1,bpr1) = (g,6 +a — 1).

8. Ap=—-1-—ba— (a—1)a?
Ak+1 = —é —b-— (a — 1)@ + (ak+1 — bk+1)Oé2 =
a + ba?, se (agy1,bp1) = (e,e —b—1)

a+ (b+1)a? se (ari1,bpr1) = (6,6 —b—2)

9. Ay =a+ (b+1)a?

A1 = =1+ b+ Da+ (apr — bri1)a? =
1+ (b+1Da+ (a+b+1)a? se (aps1,bpr1) = (e+a+b+1,¢)
1+ (b+ Da+ (a+b)a?, se (api1,br1) = (e +a+b,e)

10. A, =1+ 0+ Da+(a+b+1)a?

Appr = —é +(b+1)+(a+b+1a+ (agrr — bpy1)a? =
1+ 0+ Da+ (a+b+1)a?, se (api1,brr1) = (e +a+b,e)
14+ (b4 1)a+ (a+ b)a?, se (ags1,bk+1) = (e+a+b—1,¢)

11. A, =1+ b+ Da+ (a+b)a?
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Appr = 24+ (b+1) + (a+b)a+ (ar1 — ber)o? = 1+ba+(a—1)a? se api1,bpy1) = (e+a—2,¢€).

Observacao
1. Estando no estado inicial poderiamos ter suposto que (a;,b;) = (g, + 1) e entao es-

tarfamos no estado A; = —a?.

Apresentamos a seguir uma demonstracao de que o fractal de Rauzy no caso a = 3,b = —2

possui somente 6 vizinhos.

Teorema 7.1.1 O Fractal de Rauzy R = R o possui exatamente 6 vizinhos da forma R o+
u, em que u € {fa, £1 — 2o, +1 — a}, isto ¢,
Vu € Z+ Za\{0}, R3—2aNR3 2+ u#0 <= uec {+a,£1 — 20,1 — a}.

Demonstracao: Suponhamos que R N (R + p + qa) # 0, entdo existe z € R tal que
z=YSeal =p+qga+ > el onde ()2, (51);22 eN.
Por outro lado, agrupando os termos temos:
D (e — ep)at = 301yttt

onde Yy = (E944i — 8l2+4i> + 4 (Espai — €%+4¢)043-

Assim,
a
4 y 2
em que k = maz{d ., |ei — eil|al’, i, e; € {0,1,2}}. Podemos mostrar que (ﬂﬂ;) <
3, 1605.

Por outro lado, considere o« = ¢ + di, em que ¢ = 0,3376... e d = 0,5622.... Logo,
Ip+qal? = (p+qc)* + ¢?d?. Portanto, |g| < 3, pois se |q| > 4 terfamos ¢?d*> > 5,0571 > 3, 1605.
Vamos entao analisar os casos nos quais g € {0, £1, £2, +3}:

Caso 1. Se ¢ = —3 entao p = 1. De fato, |p+ qal?> = (p — 3¢)* + 9d* < 3,1605 =
(p —3c)? < 3,1605 — 2,8446 = 0, 3159. Neste caso a tinica possibilidade é p = 1. Temos entao
a regiao associada R + 1 — 3a.

Caso 2. Se ¢ = —2 entao p € {0,1,2}. De fato, |p + gaf* = (p — 2¢)? + 4d* < 3,1605 =
(p — 2¢)* < 3,1605 — 1,2642 = 1,8963. Neste caso os valores possiveis de p sao {0,1,2} e as
regioes associadas sao R — 2o, R+ 1 —2ae R+ 2 — 2a.

Caso 3. Se ¢ = —1 entao p € {—1,0,1,2}. De fato, |[p+qal®* = (p—¢)* + d* < 3,1605 =
(p—c)* <3,1605 — 0, 3160 = 2,8445. Neste caso os valores possiveis de p sao {—1,0,1,2} e as
regioes associadas sao R — 1 —a, R—a, R+1—aeR+2—a.
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Caso 4. Se ¢ = 0 entdao p € {—1,0,1}. De fato, |p+ qal* = |p|* < 3,1605 = p = —1,0, 1.
Temos as regioes R, R —1e R + 1.

Caso 5. Se ¢ = 1 entao p € {—2,—1,0,1}. De fato, |p+qal®> = (p+¢)? + d* < 3,1605 =
(p+¢)? <3,1605 — 0,3160 = 2,8445. Neste caso os valores possiveis de p sdao {—2,—1,0,1} e
as regioes associadas sao R —2+a, R+a, R—1+aeR+1+a.

Caso 6. Se ¢ = 2 entao p € {—2,—1,0}. De fato, |p+ qal* = (p+ 2¢)* + 4d?* < 3,1605 =
(p+ 2¢)? < 3,1605 — 1,2642 = 1,8963. Neste caso os valores possiveis de p sdao {—2,—1,0} e
as regioes associadas sao R +2a, R —1+2a e R — 2+ 2a.

Caso 7. Se ¢ = 3 entdo p = —1. De fato, |p + qal?> = (p + 3¢)? + 9d* < 3,1605 =
(p+3c)?* < 3,1605—2,8446 = 0,3159. Neste caso a tinica possibilidade é p = —1. Temos entao

a regiao associada R — 1 + 3a.

Portanto, obtemos até agora as regides R + a, R + (1 —a), R+ (1 —2«a), R+ 1, R + 2a,
RE+(1+a),RE+t(2—a),RE(2—2a)e R+ (1—3a). Vamos mostrar que podemos excluir

estas 6 ultimas regioes.

1. Suponhamos que R N'R + 2« # ().
Logo, 2a = > %(e; — ;) , onde (£)i2, (£:);=5 € N. Portanto,

20+ (g5 — &2)r 2|—|Z ,—e;)a’] < |a] - 3,1605 = 2,0731. (7.1)

Lembremo-nos que |a| =~ 0.6558.

Por outro lado,

1200 + (g, — £5)0?| C {20, |20 + 2|, |20 — 2|, |20 + 202, |20 — 20|} = X, (7.2)

onde Xy = {1,31;1,57;1,50;1,90; 1,13}. Por 7.1 e 7.2 obtemos uma contradicao.

2.Suponhamos que RNR + 1 — 3a # 0.

Logo, 1 —3a = Y% (e; — £;)a, onde (&;);>2, (€;);55 € N Portanto,

11— 3a+ (s, —52a|—|z — &)l < |al - 3,1605 = 2,0731. (7.3)

Por outro lado,
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11—3a+(ey—e2)a?| € {|1=3al,[1-3a+a?|,|1-3a—a?|, |1 —3a+2a°|, |1—3a—20%|} ~ X1,

(7.4)
onde X; = {1,68;1,32;2,07;1,02;2,47}. Por 7.3 e 7.4 obtemos uma contradicao.
3.Suponhamos que R MR + 2 — 2« # (.
Logo, 2 — 2a = Y% (5; — £;)a, onde (g;);>2, (€;);55 € N Portanto,
12 — 20 + (e —€2a|—|z i — )] < |al-3,1605 = 2,0731. (7.5)

Por outro lado,

12— 204 (e, —e5)a?| C {|2—2a], |2—2a+0a?|, |2—2a —a?|, |2—2a+202|, |2— 20— 202 |} = X,

(7.6)
onde X, = {1,73;1,34;2,14;1;2,55}. Por 7.5 e 7.6 obtemos uma contradigao.
4. Suponhamos que RNR + 2 — «a # 0.
Logo, 2 — a = Y15 (5; — €;)’, onde (g;);>2, ()5 € N. Portanto,
12— a+ (e — &) 21_|Z — )| < |al - 3,1605 = 2,0731. (7.7)

Por outro lado,
12— a+(ey—e2)0?| C {|2—al, |2—a+a?|,|2—a—0a?|, |2—a+20?|, |2—a—20%|} = X, (7.8)
onde X3 = {1,75;1,47;2,08;1,27;2,45}. Por 7.7 e 7.8 obtemos uma contradicao.

5. Suponhamos que RNR + 1+ a # 0.
Logo, 1 +a =3/ %(s; — ;)a’, onde (&,)i>2, (€);»3 € N. Portanto,

11+ o+ (e —52oz|—]2 i —e)al| < |al - 3,1605 = 2,0731. (7.9)

Por outro lado,
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1+ a+(ey—e2)0?| C {[1+al|, |1+a+a?|, |1+a—a?|, [1+a+2a?|, [1+a—20%|} =~ Xy, (7.10)

onde Xy = {1,45;1,47;1,55;1,61;1,75}. Por 7.9 e 7.10 obtemos uma contradicao.

6.Suponhamos que R "R + 1 # 0.

Logo, 1 = 1% (e; — £;)a, onde (g)i>2, (£;);55 € N. Portanto,
+0c0 '
1+ (g5 — £2)0”| = | Y (e — £,)0’| < |al - 3,1605 = 2,0731. (7.11)
i=3

Por outro lado,

114 (g5 —e2)?| C {|1], [1+a?|, [1—a?|, |14+202|, |1 —202|} ~ {1;0,88;1,26;1,59;0,96}. (7.12)

Por 7.11 e 7.12 obtemos uma contradicao.
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7.2 Programa computacional

Nesta secao apresentamos um programa escrito em Maple que pode ser utilizado para desenhar

qualquer Fractal de Rauzy pertencente as classes mencionadas no trabalho.

> myproc:=proc(n) global R,R1,R2,R3,R4,R5,R6,E;
> ’Calcula a sequencia (T[n])

> T[0] :=0; T[1]:=0; T[2]:=1;

> a:=3; b:=-2; ’Exemplo: a=4, b=-3

> i:=0;

> T[i+3] :=a*T[i+2] +b*T[1i+1]+T[i];

> k:=2;

> while T[i+3]<=n do

> k:=k+1; i:=i+1;

> T[1+3] :=a*T[1+2]+b*T [i+1]+T[i]; end do;

> ’Calcula o vetor E (digitos) através do algoritmo greedy

0;

> i:=k; soma:
> for j from i to 1 by -1 do
> X:=a;

> if x*T[j]l+soma<=n then

> E[j]:=x; soma:=soma+x*T[j]; controle:=true;
> else;

> controle:=false; end if;

> while controle = false do

> x:=x-1;

> if x*T[j]+soma<=n then

> E[j]:=x; soma:=soma+x*T[j]; controle:=true;
> else;

> controle:=false;

> end if; end do; end do;

> ’Calcula as raizes do polindmio;

> X:=evalf (solve(x~3-a*xx"2-b*x-1)):

> alfa:=X[2];

> S:=0;
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> for 1 from 2 to k do

> S:= S+(E[1]*(alfa"1));

> end do;

> R[n] :=S; R1[n]:=S+1+b*alfa; R2[n]:=S-1-b*alfa;

> R3[n] :=S+alfa; R4[n]:=S-alfa;

> R5[n] :=S-1-(b+1)*alfa; R6[n]:=S+1+(b+1)*alfa; end proc;
> ’Executa a Procedure

> for i from 1 to 10000 do

> myproc(i);

> end do:

> ’Separa os pontos encontrados em parte Real e Imaginaria
> for i from 2 to 10000 do

> Z[1i] :=map(z->[Re(z) ,Im(z)],R[i]); Z1[i] :=map(z->[Re(z),Im(z)],R1[i]);
> Z2[i] :=map(z->[Re(z) ,Im(z)]1,R2[i]); Z3[i] :=map(z->[Re(z),Im(z)],R3[i]);
> Z4[i] :=map(z->[Re(z) ,Im(z)],R4[i]); Z5[i] :=map(z->[Re(z),Im(z)],R5[i]);
> Z6[i] :=map(z->[Re(z) ,Im(z)],R6[i]);

> end do:

> ’Plotar os pontos do Fractal

> S:=seq(Z[i],i=2..10000);

> S1:=seq(Z1[i],i=2..10000); S2:=seq(Z2[i],i=2..10000);

> 83:=seq(z3[i],i=2..10000); S4:=seq(Z4[i],i=2..10000);

> S5:=seq(Z5[i],i=2..10000); S6:=seq(Z6[i],i=2..10000);

> with(plots):

> V:=plot([[S]],style=point,color=black):

> V1:=plot([[S1]],style=point,color=blue):

> V2:=plot([[S2]],style=point,color=cyan):

> V3:=plot([[S3]],style=point,color=red):

> V4:=plot([[S4]],style=point,color=orange):

> V5:=plot ([[S5]],style=point,color=green):

> V6:=plot([[S6]],style=point,color=yellow) :

> display(V,V1,V2,V3,V4,V5,V6);
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