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Aritméticas dos Fractais de Rauzy

Gustavo Antonio Pavani

Orientador: Prof. Dr. Ali Messaoudi

Tese apresentada ao Instituto de Biociências, Letras e
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Professor Doutor

Universidade Federal de Santa Catarina

Marcelo Sobottka

Professor Doutor

Universidade Federal de Santa Catarina
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Resumo

O objetivo desta tese é estudar algumas propriedades topológicas e aritméticas de uma classe

de fractais de Rauzy que não possui a Propriedade (F). Em particular provamos que os fractais

de Rauzy desta classe induzem um azulejamento periódico do plano complexo. Além disso,

constrúımos um autômato finito capaz de gerar a fronteira desses fractais e parametrizá-las.

Este autômato também é utilizado para estabelecer condições sobre o número de vizinhos que

compõem as fronteiras desses fractais. Estudamos também as melhores aproximações diofan-

tinas simultâneas para pares de números algébricos v = (θ, θ2), em que 1/θ é um número de

Pisot cúbico cujos conjugados não são números reais e 1/θ não satisfaz a Propriedade (F).

Palavras-Chave: Substituições, sistemas dinâmicos, fractais.
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Abstract

The aim of this doctoral thesis is to study some topological and arithmetical properties of a

class of Rauzy fractals which do not have the (F) Property. In particular we proved that the

Rauzy fractals of this class induce a periodic tiling of the complex plane. Furthermore, we

studied the construction of a finite automaton able to generate the boundary of these fractals,

and to parametrize them. This automaton is also used to establish conditions on the number of

neighboors of these fractals. We also studied the best simultaneous diophantine approximation

for pairs of algebraic numbers v = (θ, θ2), where 1/θ is a cubic Pisot number whose conjugates

are not real numbers, and 1/θ does not satisfy the (F) Property.

Keywords: Substitutions, dynamical systems, fractals.
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2.1.2 Método de Shunji Ito . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.1.3 Via Sistemas de Numeração . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.1.4 Método das Substituições Generalizadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.2 Caso Geral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.2.1 Via β-substituição . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3 Uma classe de Fractais de Rauzy que não possui a propriedade (F) 29

3.1 Propriedades topológicas do fractal de Rauzy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.1.1 Compacidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.1.2 Azulejamento do plano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.2 Fronteira de R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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Introdução

Em 1982, Gérard Rauzy [27] descobriu um interessante subconjunto do plano complexo cha-

mado Fractal de Rauzy. Inicialmente o intuito era estabelecer uma representação geométrica

do sistema dinâmico simbólico associado à substituição σ definida por σ(0) = 01, σ(1) = 02,

σ(2) = 0. Este conjunto foi estudado por vários matemáticos (ver, por exemplo, [20], [21], [22],

[1], [8], [17]) e relacionado à diversas áreas da Matemática como Sistemas Dinâmicos e Teoria

dos Números. Dentre as várias propriedades desse conjunto, destacam-se as seguintes: é um

conjunto compacto, conexo e de interior simplesmente conexo, sua fronteira é uma curva de

Jordan fractal e, além disso, esse conjunto induz um azulejamento periódico do plano complexo.

O Fractal de Rauzy pode ser obtido através dos Sistemas de Numeração, como segue:

Considere a sequência de Tribonacci (Tn)n≥0 tal que T0 = T1 = 0, T2 = 1 e satisfazendo

a recorrência Tn+3 = Tn+2 + Tn+1 + Tn, n ≥ 0. É conhecido que usando o Algoritmo Greedy

(“fominha”) todo inteiro natural n se escreve de maneira única como n =
∑N

i=0 εiTi (ver, por

exemplo, [25]), em que os d́ıgitos εi satisfazem a propriedade: εi ∈ {0, 1} e εiεi+1εi+2 �= 111,

para todo i ≥ 0.

O polinômio P (x) = x3−x2−x− 1 é o polinômio caracteŕıstico da sequência (Tn)n≥0. Este

polinômio possui uma raiz real β > 1 e duas ráızes complexas conjugadas α e ᾱ de módulo

estritamente menor que 1.

O Fractal de Rauzy é, por definição, o conjunto

E = {∑∞
i=0 εiα

i, εi ∈ {0, 1} e εiεi+1εi+2 �= 111, ∀i ≥ 0}.
A fronteira de E foi objeto de estudos de vários matemáticos. Por exemplo: em [17], Ito

e Kimura calcularam a dimensão de Hausdorff da fronteira de E . Em [20] Messaoudi mostrou

que a fronteira de E é gerada por um autômato finito. Usando este fato ele provou várias

propriedades da fronteira de E , em particular que ela é uma curva de Jordan e um quase-

ćırculo.

Em [23], os autores estenderam esses resultados para certos conjuntos Ea, associados aos

polinômios Pa,b(x) = x3−ax2−bx−1 em que a ≥ b ≥ 1. Em [29] foram estudados os conjuntos
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relacionados aos polinômios Pa(x) = x3−ax2+x−1, com a ≥ 2. Os fractais de Rauzy também

foram estudados em [8] e [31], dentre muitos outros.

Nesta tese vamos considerar os Fractais de Rauzy Ra,b associados aos polinômios Pa,b(x) =

x3 − ax2 − bx − 1, em que −a + 1 ≤ b ≤ 2, os quais também estão associados à substituição

σ(1) �→ 1(a−1)2, σ(2) �→ 1(a+b−1)3, σ(3) �→ 1(a+b)3. Essa classe é chamada classe de fractais de

Rauzy sem a Propriedade (F) (ver Caṕıtulo 3).

De modo análogo ao Fractal de Rauzy clássico podemos associar ao polinômio Pa,b(x) o

Fractal de Rauzy definido da seguinte maneira:

Seja (Rn)n≥0 a sequência recorrente definida por:

R0 = 1, R1 = a, R2 = a2 + b, Rn+3 = aRn+2 + bRn+1 +Rn,

para todo n ≥ 0, a, b ∈ Z, satisfazendo a condição −a+ 1 ≤ b ≤ −2.
Usando o algoritmo fominha podemos provar (ver Proposição 3.0.1) que todo inteiro natural

n pode ser representado de maneira única como soma de termos dessa sequência como n =∑N
i=0 εiRi, com εi ∈ {0, . . . , a− 1}, em que εjεj−1 · · · ε0 ≤lex (a− 1)(a+ b− 1)(a+ b) · · · (a+ b),

para todo j ≥ 0, e <lex representa a ordem lexicográfica.

Seja Pa,b(x) = x3 − ax2 − bx − 1, o polinômio caracteŕıstico da sequência (Rn)n≥0 e β, α e

λ suas raizes. Definimos o Fractal de Rauzy como:

R = Ra,b = {
∑+∞

i=2 εiθi, ∀j ≥ n ≥ 2, εjεj−1 · · · εn ≤lex (a− 1)(a+ b− 1)(a+ b) · · · (a+ b)}

em que θi = αi, se α ∈ C \R ou θi = (αi, λi), se α ∈ R. Então R ⊂ C ou R ⊂ R2, dependendo

se α ∈ C\R ou se α ∈ R.

Nesta tese provamos várias propriedades de R = Ra,b e de sua fronteira, as quais resumimos

nos seguintes Teoremas:

Teorema 1: R é compacto, induz um azulejamento do plano e a fronteira de R satis-

faz ∂R =
⋃

u∈AR ∩ (R + u), em que A é finito, de cardinalidade par e A ⊃ {±(1 + (b +

1))α,±α,±(1 + bα)} .

Teorema 2: Existe um autômato finito cujo conjunto dos estados é S ⊃ {0,±α2,±(α +

bα2),±(α+(b+1)α2),±(1+ bα+(a− 1)α2),±(1+ (b+1)α+(a+ b)α2),±(1+ (b+1)α+(a+

b+ 1)α2)}, que gera a fronteira de R.

Teorema 3: Se

[
a− 1

a+ b+ 1

]
≥ 3 então R não é homeomorfo a um disco.
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Outro problema abordado nesta tese está relacionado às Sequências de melhores apro-

ximações: Seja v um elemento de R2, N uma norma em R2 e q um número inteiro. Definimos

N0(qv) = min{N (qv − (p, r)), (p, r) ∈ Z2}.
Seja (qn)n≥0 uma seqûencia crescente de números inteiros. Dizemos que (qn)n≥0 é a sequência

de melhor aproximação do vetor v para a norma N se para todo n ∈ Z+ e 0 < q < qn, tem-se

N0(qnv) < N0(qv).

Tal sequência depende muito da norma N e não existe um algoritmo eficiente que dê as

sequências de melhores aproximações para todos elementos de R2. Quando n = 1 o problema

está completamente resolvido: a sequência de melhor aproximação é dada pelo clássico algo-

ritmo de frações cont́ınuas unidimensional. Quando n ≥ 2 o problema torna-se bastante dif́ıcil

e não existe um algoritmo que fornece essa sequência para todos os vetores (ver [18]). Porém,

podemos investigar esta questão para classe de vetores v cujas coordenadas são números de

Pisot cúbicos.

O primeiro resultado nesta direção foi obtido em [11]. Seja β a raiz dominante do polinômio

X3−X2−X − 1. Existe uma norma - chamada Norma de Rauzy - para a qual a sequência de

Tribonacci dada por:

F0 = 1, F1 = 1, F2 = 2,

Fn+3 = Fn+2 + Fn+1 + Fn, ∀n ≥ 0

é a sequência de melhor aproximação para o vetor (1/β, 1/β2).

Usando um outro método, Chevallier [10] obteve uma generalização do resultado anterior.

O método apresentado funciona para certa classe de números de Pisot de grau 3 que têm conju-

gados complexos. Este resultados foram estendidos ainda mais em [16] para uma grande classe

de números de Pisot unitários de grau 3 que tem conjugados complexos. Para todo número real

β > 1, associamos de maneira natural um sistema de numeração chamado β−representação
(ver por exemplo [25]). Uma β−representação induz um sistema de numeração sobre os inteiros

(sequência de inteiros naturais) no qual cada inteiro natural tem uma única representação neste

sistema de numeração.

O fractal de Rauzy é obtido usando a β−representação (ver [27]). A compreensão da

geometria deste fractal está muito relacionada com as propriedades aritméticas dos números de

Pisot.

Dizemos que um número de Pisot possui a Propriedade (F) se a β−representação de todo

elemento não negativo de Z[β] é finita. Os números de Pisot de grau 3 foram classificados por

Akiyama, como mostra a proposição a seguir:

Proposição [2]. Seja β um número de Pisot cúbico unitário e denotemos por d(1, β) a
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representação do número 1 na base β. Se β satisfaz a Propriedade (F) com polinômio minimal

x3 − ax2 − bx− 1. Então,

d(1, β) = .ab1 se 1 ≤ b ≤ a;

d(1, β) = .(a− 1)(a− 1)01 se b = −1 e a ≥ 2;

d(1, β) = .(a+ 1)00a1 se b = a+ 1.

Se β não satisfaz a Propriedade (F), então,

d(1, β) = .(a− 1)(a+ b− 1)(a+ b) e −a+ 1 ≤ b ≤ −2
em que (a+ b) é a expansão periódica a+ b, a+ b, a+ b, . . .

Os trabalhos anteriores consideravam os números de Pisot unitários possuindo a Proprie-

dade (F). Nesta tese investigamos se os resultados anteriores também seriam válidos para os

números de Pisot que não possúıssem a Propriedade (F) e provamos o seguinte resultado sobre

as melhores aproximações usando os fractais de Rauzy:

Teorema 4: Seja β um número de Pisot cúbico, unitário e não totalmente real satisfazendo

a equação X3 = aX2+ bX+1, −a+1 ≤ b ≤ −2. Seja (Rn)n≥0 a sequência de números inteiros

definidos por:

R0 = 1, R1 = a, R2 = a2 + b,

Rn+3 = aGn+2 + bRn+1 +Rn, ∀n ≥ 0.

Se β não possui a Propriedade (F), então existe uma norma N em R2 (chamada de noma

de Rauzy) e um inteiro natural n0 tal que (Rn)n≥n0 é a sequência de melhor aproximaçao para

o vetor (1/β, 1/β2) para a norma N .

Esta tese esta organizada da seguinte maneira: no Caṕıtulo 1 enunciamos alguns resultados

sobre substituições e β-numeração. No Caṕıtulo 2 mostramos métodos para a construção dos

fractais de Rauzy. No Caṕıtulo 3 apresentamos a classe de fractais de Rauzy que não possui

a Propriedade (F), provamos que Ra,b induz um azulejamento do plano e obtemos algumas

propriedades de sua fronteira. O Caṕıtulo 4 é dedicado à construção de um autômato capaz

de gerar a fronteira de Ra,b. Este autômato será usado no Caṕıtulo 5 para parametrizar a

fronteira do fractal de Rauzy no caso particular em que a = 3, b = −2. As sequências de

melhores aproximações são estudadas no Caṕıtulo 6. O Anexo (Caṕıtulo 7) contém alguns

resultados complementares assim como um programa computacional para gerar os fractais de

Rauzy.

12



Caṕıtulo 1

Substituições e Sistemas Dinâmicos

Neste caṕıtulo introduziremos conceitos sobre substituições, sistemas dinâmicos e β−numeração,

e algumas de suas propriedades.

1.1 Palavras

Seja n ∈ N = {0, 1, 2, ...} e A = {w0, . . . , wn} um conjunto finito. O conjunto A é chamado de

alfabeto e cada elemento wi de letra (ou śımbolo) do alfabeto A.

Uma palavra finita em A é uma sequência finita de letras de A. O conjunto de todas as

palavras finitas sobre A e será denotado por A∗. Da mesma forma, uma palavra infinita em

A é uma sequência infinita de letras de A. O conjunto de todas as palavras infinitas sobre A
será denotado por AN.

Exemplo 1.1.1 Considere o alfabeto A = {1, 2}. A palavra 121 ∈ A∗ enquanto que a palavra

12121111 . . . ∈ AN.

Seja w = w1 . . . ws uma palavra; s é chamado de comprimento da palavra w e denotado

por |w|. Denotamos por |w|a o número de ocorrências de uma letra a ∈ A em uma palavra

w ∈ A∗.

A palavra infinita w é periódica (respectivamente ultimamente periódica) se existir um

inteiro positivo p tal que

∀n, wn = wn+p (respectivamente, ∃n0 ∈ N, ∀n ≥ n0, wn = wn+p).
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Observação 1.1.1 Identificamos o conjunto das palavras infinitas AN com o conjunto das

sequências com termos em A, isto é, associamos uma palavra x0x1x2 · · · ∈ AN com a sequência

(xi)i≥0.

Observação 1.1.2 Em AN colocamos a topologia produto das topologias discretas sobre A.
Segue que este conjunto é compacto e a topologia em AN é igual a topologia induzida pela

distância: d(u, v) = 2−min{n∈N,un �=vn}, se u �= v ∈ AN; e d(u, v) = 0 se u = v.

1.2 Sistemas Dinâmicos Simbólicos

Definição 1.2.1 O deslocamento ou shift é a aplicação S : AN → AN definida por

S(a0a1a2 . . .) = a1a2 . . .

Dizemos que uma palavra w em AN é periódica pelo deslocamento ou S-periódica se

existir um inteiro positivo h tal que Sh(w) = w.

Seja w ∈ AN; a órbita de w sobre S é o conjunto definido por O(w) = {Sn(w) : n ∈ N}.

Observação 1.2.1 O deslocamento S : AN → AN é uma aplicação sobrejetora e cont́ınua (em

relação a topologia produto das topologias discretas sobre AN).

Seja Ωw = O(w) o fecho da órbita de w pela aplicação shift. É fácil verificar que S(Ωw) ⊂ Ωw.

O sistema dinâmico simbólico gerado por uma palavra w ∈ AN é o par (Ωw, S).

Observação 1.2.2 Podemos definir AZ como o conjunto das palavras bi-infinitas sobre A, isto
é, (xi)i∈Z = . . . x−2x−1.x0x1x2 . . ..

Nesse caso, o shift

S : AZ → AZ

· · · x−1.x0x1 · · · �→ · · · x0.x1x2 · · ·
é um homeomorfismo.

1.3 Substituições

Uma substituição é uma aplicação σ : A → A∗ que a cada letra a ∈ A associa uma palavra

σ(a) ∈ A∗.
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Podemos estender uma substituição σ ao conjunto das palavras finitas (respectivamente in-

finitas) por concatenação, isto é, σ(w0w1 . . . wn) = σ(w0)σ(w1) . . . σ(wn) ou σ(w0w1 . . .) =

σ(w0)σ(w1) . . . no caso de palavras infinitas.

Suporemos que toda substituição satisfaça a seguinte propriedade:

Existe a ∈ A tal que limn→∞ |σn(a)| = +∞, em que |σn(a)| é o comprimento do n-ésimo

iterado de a por σ.

Exemplo 1.3.1 Exemplos clássicos de subtituições definidas sobre um alfabeto A = {a, b} são

a substituição de Fibonacci, definida por σ1(a) = ab e σ1(b) = a, e a substituição de Morse,

definida por σ2(a) = ab e σ2(b) = ba.

Definição 1.3.1 Seja w uma palavra de AN. Dizemos que w é um ponto periódico da

substituição σ se existir k ∈ N∗ tal que σk(w) = w e dizemos que w é um ponto fixo da

substituição σ se σ(w) = w.

Proposição 1.3.1 ( [26]). Toda substituição tem pelo menos um ponto periódico.

Definição 1.3.2 Seja σ uma substituição e u um ponto periódico de σ. O par (Ωu, S) é cha-

mado de sistema dinâmico simbólico associado à σ e à u.

Dizemos que uma substituição σ definida sobre um alfabeto A é primitiva se existir k > 0

tal que para todo a, b ∈ A, a letra a aparece em σk(b).

Exemplo 1.3.2 Na substituição de Fibonacci tem-se que a e b aparecem em σ2(a) e em σ2(b).

Logo a substituição de Fibonacci é primitiva.

Matriz da Substituição (ou Matriz de Incidência)

Seja σ a substituição definida sobre o alfabeto A = {1, . . . , d} de cardinalidade d. A matriz

de incidência da substituição σ é, por definição, a matriz Md com entradas de ı́ndices (i, j)

dados por |σ(j)|i, isto é, o número de ocorrências de i em σ(j).

Exemplo 1.3.3 As matrizes de incidência da substituição de Morse σ2 e da substituição de

Fibonacci σ1 são respectivamente:

Mσ1 =

⎛
⎝ 1 1

1 1

⎞
⎠ e Mσ2 =

⎛
⎝ 1 1

1 0

⎞
⎠

Dizemos que uma substituição é unimodular se o determinante de sua respectiva matriz

de incidência for igual a ±1.
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Exemplo 1.3.4 A subsituição de Fibonacci é unimodular enquanto a substituição de Morse

não o é.

Homomorfismo canônico: Seja σ uma substituição definida sobre o alfabetoA = {w1, . . . , wd}
de cardinalidade d. Seja l : A∗ → Zd o homomorfismo canônico, também chamado de homo-

morfismo de abelianização definido da seguinte maneira:

∀w ∈ A∗, l(w) = (|w|wi
)1≤i≤d ∈ Nd.

Como consequência, a matriz de incidência Mσ satisfaz as seguintes relações:

Mσ = (l(σ(w1)), . . . , l(σ(wd)))

e

∀w ∈ A∗, l(σ(w)) =Mσl(w).

Proposição 1.3.2 Uma substituição σ é primitiva se e somente se a matriz Mσ é primitiva,

isto é, todas suas entradas são não negativas e existe um inteiro k ≥ 0 tal que a k−ésima

potência da matriz possui entradas positivas.

Substituições do Tipo Pisot

Definição 1.3.3 Dizemos que γ é um número de Pisot se γ é um inteiro algébrico maior que

1 e todos os seus conjugados em relação à Galois possuem módulo estritamente menor que

um. No caso em que γ é real (respectivamente complexo) dizemos que γ é um número de Pisot

real (respectivamente complexo). Dizemos que uma subtituiçao é do tipo Pisot se o polinômio

minimal de Mσ possui uma raiz que é um número de Pisot.

Proposição 1.3.3 ( [9]) Se σ é Pisot então σ é primitiva.

Teorema 1.3.1 ( [26]) Seja σ uma substituição primitiva. Então o sistema dinâmico simbólico

(Ω, S) associado à σ não depende do ponto periódico, isto é, Ωu = Ωv para todo u, v ∈ AN

periódicos por σ. Além disso, (Ω, S) é minimal, unicamente ergódico e de entropia nula.

1.4 Sistemas de Numeração e Base β

Neste caṕıtulo estudaremos uma generalização do sistema de numeração tomando como base

um número real β > 1 (ver [19]). Representações de número real em uma base arbitrária

β > 1 chamada β−expansões, foram introduzidas por Rényi [28]. Estudaremos também um

sistema de numeração sobre os inteiros e substituições associadas ao número β, as chamadas

β-substituições.
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1.4.1 β-representação

Seja β > 1 um número real. Uma representação na base β de um número real não negativo x

é uma sequência infinita (xi)i≤k, xi ∈ Z+, tal que

x = xkβ
k + xk−1βk−1 + · · ·+ x1β + x0 + x−1β−1 + x−2β−2 + · · ·

em que k é um inteiro natural. Denotamos essa sequência por

x = xkxk−1 · · · x1x0.x−1x−2 · · ·

Uma particular representação na base β, chamada β-expansão, pode ser calculada pelo

algoritmo ”greedy”(ou fominha) (ver [25] e [15]): denotamos por �y� e {y} as partes inteira a

fracionária respectivamente do número y. Existe um número k ∈ Z tal que βk ≤ x < βk+1.

Seja xk = �x/βk� e rk = {x/βk}. Então para i < k, seja xi = �βri+1� e ri = {βri+1}. Temos

x = xkβ
k + xk−1βk−1 + · · ·

Se k < 0 (x < 1), colocamos x0 = x−1 = · · · = xk+1 = 0. Se uma β-representação termina

com infinidade de zeros, então dizemos que ela é finita e omitimos esses zeros. Se β for um

inteiro, os d́ıgitos xi obtidos pelo algoritmo pertencem ao conjunto A = {0, ..., β−1}. Se β não

é inteiro, então os d́ıgitos pertencem ao conjunto A = {0, ..., �β�}. O conjunto A é chamado

de alfabeto canônico.

No caso em que β = (1 +
√
5)/2 (número de ouro), o conjunto A = {0, 1}.

A β-representação de todo número real positivo x é a maior lexicograficamente entre todas as

representações de x em base β. Algumas vezes, omitiremos o ponto entre a parte inteira e a

parte fracionária da β-representação.

Para os números 0 ≤ x < 1, a representação definida acima coincide com a β-representação de

Rényi [28]. Esta última pode ser definida através da β-transformação do intervalo [0,1], isto é:

Tβ(x) = {βx}, x ∈ [0, 1].

Para x ∈ [0, 1[, temos xk = �βT k−1
β (x)�. Mas para x = 1 os dois algoritmos são dife-

rentes. A β-representação de 1 dada pelo algoritmo greedy é 1 = 1.000 · · · , enquanto que a

β-representação de Rényi de 1 é

d(1, β) = .t−1t−2 · · · ,
em que

t−k = �βT k−1
β (1)�, ∀k ≥ 1.
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Exemplo 1.4.1 Seja β = (1 +
√
5)/2. Podemos mostrar que d(1, β) = .11.

Definição 1.4.1 Seja d(1, β) = (ti)i≥1 a β-expansão de 1. Os números β tais que d(1, β) é

ultimamente periódica são chamados números de Parry e aqueles cuja d(1, β) é finita são

chamados de números de Parry simples.

Proposição 1.4.1 ( [7]) Se β é de Pisot, então β é um número de Parry ou número de Parry

simples.

Definição 1.4.2 Dizemos que uma seqüência (ai)i≥0 (ou palavra a0a1a2 · · · ) é inferior lexico-

graficamente à sequência (bi)i≥0 se existir um inteiro s ∈ N tal que para todo n < s an = bn e

as < bs. Notação: (ai)i≥0 <lex (bi)i≥0. Dizemos que uma palavra finita a0a1 · · · an <lex b0b1 · · · bs
se a0a1 · · · an000 · · · <lex b0b1 · · · bs000 · · · .

Proposição 1.4.2 ( [6]) Seja d∗(1, β) = d(1, β) se d(1, β) é infinita, e d∗(1, β) = (t1 . . . tn−1(tn−
1))∞ se d(1, β) = t1 . . . tn−1tn for finita (tn �= 0). Então o conjunto das β-expansões de números

reais em [0, 1) é exatamente o conjunto das sequências (ui)i≥1 em AN tal que

∀k ≥ 1, (ui)i≥k ≤lex d
∗(1, β).

Exemplos:

1. Seja β = (1 +
√
5)/2. Tem-se, d(1, β) = .11.

Neste caso, ukuk+1 · · · = (ui)i≥k ≤lex (10)∞. Isto implica que uiui−1 <lex 11, ∀i ∈ N∗.

2. Seja β3 = aβ2 + bβ + 1, em que a ≥ b ≥ 1. Tem-se, d(1, β) = .ab1, ∀i ∈ N∗.

Neste caso, (ui)i≥k ≤lex (ab0)∞. Isto implica que uiui−1ui−2 <lex ab1, para todo i ≥ k + 2.

3. Seja β3 = aβ2 + bβ + 1, em que −a + 1 ≤ b ≤ −2. Tem-se d(1, β) = d∗(1, β) =

.(a− 1)(a+ b− 1)(a+ b)∞.

Neste caso, (ui)i≥k <lex (a− 1)(a+ b− 1)(a+ b)(a+ b) · · · .

1.4.2 Números de Pisot e Propriedade (F)

Denotamos por Fin(β) o conjunto dos números que possuem uma beta-representação finita.

Algumas vezes denotaremos uma β-representação xn · · · xk, n ≥ k por (xi)n≥i≥k.

Dizemos que β satisfaz a Propriedade (F) (ou Propriedade de Finitude) se
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Z[β] ∩ [0,+∞[⊂ Fin(β).

Na sequência suporemos que β é um número de Pisot.

Akiyama ( [2]) mostrou que a classe dos números de Pisot que possuem a Propriedade (F) é

igual à classe dos números reais que são exatamente as raizes dominantes do seguinte polinômio

(com coeficientes inteiros):

x3 − ax2 − bx− 1, a ≥ 0 e −1 ≤ b ≤ a+ 1.

(Se b = −1 adicionamos a restrição a ≥ 2.)

A β-representação de Rényi de 1 em relação a esses números é dada pela proposição seguinte

(ver [2]):

Proposição 1.4.3 Seja β um número de Pisot cúbico unitário. Se β satisfaz a Propriedade

(F) com polinômio minimal x3 − ax2 − bx− 1. Então,

i) d(1, β) = .ab1 se 0 ≤ b ≤ a;

ii) d(1, β) = .(a− 1)(a− 1)01 se b = −1 e a ≥ 2;

iii) d(1, β) = .(a+ 1)00a1 se b = a+ 1.

Se β não satisfaz a Propriedade (F), então,

iv) d(1, β) = .(a− 1)(a+ b− 1)(a+ b) e −a+ 1 ≤ b ≤ −2,
em que (a+ b) é a expansão periódica a+ b, a+ b, a+ b, . . .

Na sequência suporemos que β é um número de Pisot cúbico unitário e denotaremos por α

e γ seus Galois-conjugados. Seja P (x) = x3 − ax2 − bx− 1 o polinômio minimal de β.

1.4.3 Sistema de Numeração sobre os Inteiros

Consideraremos agora uma outra generalização de sistemas de numeração, que se aplica somente

a representação de inteiros. Descreveremos um sistema de numeração sobre os inteiros induzidos

pelas β-representações da seguinte maneira:

Caso 1: d(1, β) = .a−1 · · · a−t em que a−t �= 0.

Seja (Rn)n≥0 a sequência de números inteiros definida por:

R0 = 1, R1 = a, R2 = a2 + b,

Rn+3 = aRn+2 + bRn+1 +Rn, ∀n ≥ 0.
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Observe que R2 = aR1 + bR0 +R−1, onde R−1 = 0.

Como o polinômio Q(x) = xt−a−1xt−1−· · ·−a−t é múltiplo do polinômio x3−ax2−bx−1,

a sequência (Rn)n≥0 satisfaz

Rn+t = a−1Rn+t−1 + a−2Rn+t−2 + · · ·+ a−tRn, ∀n ≥ 0.

1.4.4 β-substituição

Podemos associar de maneira natural uma substituição σβ - chamada β-substituição - aos

números β em dois casos, quando β é um número de Parry ou quando β número de Parry

simples, da seguinte forma:

Caso 1. Substituição associada a um número de Parry simples.

Assumimos d(1, β) = t1 . . . tn−1tn, com tn �= 0. Portanto d∗(1, β) = (t1 . . . tn−1(tn − 1))∞.

Definimos σβ sobre o alfabeto {1, 2, . . . , n} como mostrado abaixo;

σβ :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 �→ 1t12

2 �→ 1t23
...

...

n− 1 �→ 1tn−1n

n �→ 1tn

Caso 2. Substituição associada a um número de Parry não-simples.

Assumimos d(1, β) é infinito. Logo d(1, β) = d∗(1, β) = t1 . . . tn(tn+1 . . . tn+p)
∞, com n ≥ 1,

tn �= tn+p e tn+1 . . . tn+p �= 0p. Definimos σβ sobre o alfabeto {1, 2, . . . , n + p} como mostrado

abaixo:

σβ :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 �→ 1t12

2 �→ 1t23
...

...

n+ p− 1 �→ 1tn+p−1(n+ p)

n+ p �→ 1tn+p(n+ 1)

Exemplo 1.4.2

1. Número de ouro. Seja β = (1 +
√
5)/2 o número de ouro, e a maior raiz de X2 −X − 1.

Temos d(1, β) = 11 (β é um número de Parry simples) e d∗(1, β) = (10)∞. Logo a β-substituição

associada é a substituição de Fibonacci: σβ : 1 �→ 12, 2 �→ 1.
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2. Número de Tribonacci. Seja β o número de Tribonacci, isto é, a raiz Pisot do polinômio

X3−X2−X − 1. Temos d(1, β) = 111 (β é um número de Parry simples) e d∗(1, β) = (110)∞.

A substituição associada é σβ : 1 �→ 12, 2 �→ 13, 3 �→ 1.

3. Ainda no caso do Número de Tribonacci, seja β a raiz Pisot do polinômio X3 − aX2 −
bX − 1, com −a + 1 ≤ b ≤ −2. Temos d(1, β) = d∗(1, β) = (a − 1)(a + b − 1)(a + b)∞. A

substituição associada é σβ : σ(1) �→ 1(a−1)2, σ(2) �→ 1(a+b−1)3, σ(3) �→ 1(a+b)3.
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Caṕıtulo 2

Fractais de Rauzy

Neste caṕıtulo mostramos como os fractais de Rauzy são constrúıdos. Começamos com o

fractal de Rauzy clássico, em seguida apresentamos como obter os fractais de Rauzy no caso

geral através da β−substituição.

2.1 Fractal de Rauzy Clássico

Consideremos o polinômio P (x) = x3 − x2 − x− 1. Este polinômio possui uma raiz real β > 1

e duas raizes complexas conjugadas α e α de módulo estritamente menor que 1. O Fractal de

Rauzy é o conjunto

E = {∑+∞
i=3 εiα

i|εi ∈ {0, 1}; εiεi+1εi+2 = 0, ∀i ≥ 3}.

Figura 1. Fractal de Rauzy.
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Este Fractal possui várias propriedades, as quais resumimos no seguinte Teorema:

Teorema 2.1.1 E é um conjunto compacto de C, conexo, com fronteira fractal e interior

simplesmente conexo e induz um azulejamento periódico de C módulo Z + Zα, isto é, C =⋃
u∈Z+Zα(E+u) e para todo u, v ∈ Z+Zα, se u �= v então int(E+u) ∩ (E+v)= ∅. Além disso o

Fractal é divido em três regiões similares que induzem um azulejamento auto-similar do plano

complexo. Essas regiões são: E0 = αE , E1 = α3 + α2E e E2 = α3 + α4 + α2E .

Figura 2. Azulejamento periódico do plano através do fractal de Rauzy.

Existem várias formas de se obter o Fractal de Rauzy. Nas próximas seções explicamos

detalhadamente algumas delas para o caso do Fractal de Rauzy Clássico, para uma melhor

compreensão, e em seguida mostramos o caso geral.

2.1.1 Métodos de Construção do Fractal de Rauzy Clássico

2.1.2 Método de Shunji Ito

Consideremos o alfabeto A = {1, 2, 3} e A∗ o conjunto das palavras finitas sobre A. Seja

σ : A → A∗ a substituição definida por σ(1) = 12, σ(2) = 13 e σ(3) = 1.

Aplicando σ a letra 1 obtemos σ(1) = 12. Aplicando σ a palavra 12 obtida, temos

σ(12) = σ(1)σ(2) = 1213. Aplicando σ novamente a palavra 1213 obtemos σ(1213) =

1213121. Notemos então que usando σ repetidamente obteremos uma palavra u = u0u1... =

1213121121312112131... ∈ AN. Notemos que u é o ponto fixo para a substituição σ, uma vez

que σ(u) = u. É fácil verficar que σ é primitiva e tem somente um ponto fixo u.
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Consideremos agora o espaço R3 com a base canônica (
e1, 
e2, 
e3) e Ik os segmentos de ori-

gem O e de extremidade Nk tal que
−−→
ONk =

∑k
i=1 ēui

, u1 · · · uk sendo a parte inicial do ponto

fixo u de σ. Projetando os pontos Nk sobre um plano conveniente paralelamente ao vetor


v =

⎛
⎜⎜⎝

1

θ

θ2

⎞
⎟⎟⎠, em que β =

1

θ
é a raiz real do polinômio P (x) = x3 − x2 − x− 1, obteremos um

conjunto limitado nesse plano (figura abaixo). O fecho desse conjunto é o Fractal de Rauzy ( [1]).

Figura 3. Fractal de Rauzy pelo Método de Shunji-Ito.

Observação: Este método está relacionado a frações cont́ınuas de dimensão dois, umas vez

que a direção dos vetores 
vk =
∑k

i=1 ēui
converge quando k tende ao infinito para a direção do

vetor 
v =

⎛
⎜⎜⎝

1

θ

θ2

⎞
⎟⎟⎠, o que fornece uma aproximação simultânea de θ e θ2 através dos elementos

de Z2. Este assunto será estudado no Caṕıtulo 6.

Observemos ainda que este método pode ser aplicado às substituições do tipo Pisot. No

entanto, as caracteŕısticas do conjunto obtido (como conexidade e simples conexidade, por

exemplo) dependem muito das propriedades combinatórias da substituição.

2.1.3 Via Sistemas de Numeração

Seja (Tn)n≥0 a sequência recorrente definida por T0 = 0, T1 = 0, T2 = 1, Tn+3 = Tn+2+Tn+1+Tn,

para todo n ≥ 0. Essa sequência é chamada de sequência de Tribonacci. É conhecido que,

usando o algoritmo ”greedy”(fominha), todo inteiro natural n pode ser representado de maneira

única como soma de termos dessa sequência como n =
∑N

i=3 εiTi, com εi ∈ {0, 1} e εiεi+1εi+2 =

0, para todo i ≥ 3 (ver [32]).
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Consideremos agora P (x) = x3−x2−x−1, o polinômio caracteŕıstico da sequência (Tn)n≥0.

Este polinômio possui uma raiz real β > 1 e duas raizes complexas conjugadas α e α de módulo

estritamente menor que 1.

Definimos o fractal de Rauzy como sendo o conjunto

E = {∑+∞
i=3 εiα

i; εi ∈ {0, 1}; εiεi+1εi+2 = 0, ∀i ≥ 3}.

Observe que E = {∑+∞
i=3 εiα

i; εi ∈ {0, 1}; εiεi−1εi−2 <lex 111∀i ≥ 3}.

2.1.4 Método das Substituições Generalizadas

Este método, que consiste em aplicar uma determinada transformação sobre três faces de um

paraleleṕıpedo, foi realizado por S. Ito e M. Mizutani (ver por exemplo, [1]).

Seja v = (1, x, y)t um autovetor de tMσ e P = {x ∈ R3;< x, v >= 0} e P+ = {x ∈ R3;<

x, v >≥ 0}. Seja i um elemento de {0, 1, 2} e Ei = {aej + bek; a, b ∈ [0, 1]} e {i, j, k} = {0, 1, 2}
(faces).

Consideremos o conjunto S = {(x,E) ∈ Z3×{E0, E1, E2}; x ∈ P+, x− ei /∈ P+ se (x,E) =

(x,Ei)}.

Figura 4. Etapas da contrução do Fractal de Rauzy ( [1]).

Seja Π a projeção de R3 em P paralelamente à w, em que w é um autovetor de Mσ. Pode-

se verificar que
⋃

(x,E)∈S Π(x + E) é um azulejamento de P pelos 3 paraleleṕıpedos Π(0, Ei),

i = 0, 1, 2.

Seja G = {⋃a∈I(xa, Ea), card(I) < +∞, (xa, Ea) ∈ S}.
Consideremos uma subtituição Σ sobre o conjunto G da seguinte maneira:

Σ : (0, E0) �→ (0, E2) + (e1 − e2, E1) + (e0 − e2, E0)

(0, E1) �→ (0, E0)
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(0, E2) �→ (0, E1)

e Σ(x, S) =M−1x+ Σ(
⋃

a∈I(xa, Ea)) =
⋃

a∈I Σ(xa, Ea).

Figura 5. Etapas da construção do Fractal de Rauzy ( [1]).

Seja n ∈ N∗. Façamos Dn = Π(Σn(U)), onde U =
⋃

i=0,1,2(ei, Ei) e Di
n = Π(Σn(ei, Ei)).

Pode-se mostrar que Dn converge para o plano P (no sentido de que Dn ⊂ Dn+1 e P =
⋃

nDn),

e o conjunto M−n
σ Π(Σn(U)) ⊂ R3, converge para o fractal de Rauzy E .

Figura 6. Fractal de Rauzy. ( [1]).

2.2 Caso Geral

2.2.1 Via β-substituição

Como fizemos no caso do Fractal de Rauzy Clássico, nesta seção vamos dar uma interpretação

geométrica de um ponto periódico u de uma substituição do tipo Pisot e unitária. Vamos

mergulhar u em um hiperplano gerado pelos conjugados algébricos dos autovalores dominantes

da matriz de incidência. O fecho das projeções dos prefixos de u formarão o Fractal de Rauzy.

Esse método é uma generalização do método apresentado na Seção 1 (Shunji-Ito) (ver [31]).

Daqui por diante vamos supor que σ é uma substituição Pisot primitiva e unitária.

Definição 2.2.1 (“Broken Line” ou “Linha Quebrada” associada a uma substituição do tipo

Pisot). Seja u = ...u−2u−1.u0u1... um ponto periódico de σ. A palavara infinita u está ”mer-
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gulhada”como uma linha discreta em Rn ao substituir cada letra ui de u pelo correspondente

vetor da base canônica eui
. A linha discreta possui vértices {∑N

i=0 eui
, N ∈ N∗}.

Decomposição do Espaço Vamos introduzir uma decomposição de Rn em relação aos auto-

espaços da matriz de incidência M associada ao autovalor dominante β. Vamos denotar por d

o grau algébrico de β; temos então d ≤ n, uma vez que o polinômio caracteŕıstico de M pode

ser redut́ıvel.

Seja r− 1 o número de conjugados reais de β; eles serão denotados por β(2), . . . , β(r). Cada

autoespaço correspondente tem dimensão um, devido a primitividade da substituição. Seja 2s o

número de conjugados complexos de β. Eles são denotados por β(r+1) . . . , β(r+1), . . . , β(r+s), β(r+s).

Cada par de autovetores em conjunto com o seu conjugado complexo geram um plano 2-

dimensional.

Seja vβ o autovetor dominante de tM tal que < vβ, e1 >= 1 e uβ o único autovetor do-

minante de M tal que < vβ, uβ >= 1 (esta normalização é necessária para incluir os casos

de β−numeração). Ambos vetores possuem coordenadas em Q[β]. Além disso, como uβ é o

autovetor dominante de uma matriz primitiva, cada entrada de uβ possui o mesmo sinal. O

mesmo é válido para vβ. Obtemos os autoevetores uβ(i) e vβ(i) para os conjugados algébricos

de β(i) de β substituindo β por β(i) nas coordenadas dos vetores. Por construção, estes vetores

satisfazem < vβ(i) , uβ(k) >= 0 se i �= k e < vβ(i) , uβ(k) >= 1 se i = k (ver [9]).

A partir desses vetores introduzimos uma decomposição de Rn da seguinte maneira:

O espaço β-contratante da matriz M é o subespaço Hc gerado pelos autoespaços associados

aos β-conjugados, isto é, uβ(2) , . . . , uβ(r) ,R(uβ(r+1)), I(uβ(r+1)), . . . ,R(uβ(r+s)), I(uβ(r+s)). Este

espaço tem dimensão: r + 2s− 1 = d− 1.

Denotamos por h : Hc �→ Hc a restrição de M a Hc; h é uma contração cujos autovalores

são conjugados de β. Em Hc definimos a seguinte norma:

∀x ∈ Hc, ‖x‖ = max{| < x, vβ(i) > |, i = 2, . . . , r + s}. (2.1)

Isto implica que

∀x ∈ Hc, ‖Mx‖ = ‖hx‖ ≤ max{|β(i)|, i = 2, . . . , r + s}‖x‖. (2.2)

Denotamos por He a linha β-expansora de M , isto é, a linha real gerada pelo β-autovetor

uβ.

Seja Minβ o polinômio minimal de β. O β-espaço suplementar é definido porHs =Minβ(M(Rn)).

Pode-se verificar que este é um espaço invariante deM que satisfaz Rn = Hc⊕He⊕Hs. O espaço
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Hs é gerado pelos autoespaços correspondentes aos autovalores de M que não são conjugados

de β. Ele é trivial se e somente se a substituição é irredut́ıvel.

A partir da definição de Hs e o fato de vβ pertencer ao núcleo de Minβ(
tM), deduzimos que

o espaço Hs é ortogonal a vβ, de fato, < vβ,Hs >=< vβ,Min(M(Rn)) >=Minβ(
tM)vβ,R

n >=

0.

Seja π : Rn �→ Rn a projeção de Hc sobre He ⊕ Hs, de acordo com a decomposição Rn =

Hc⊕He⊕Hs. Então, a relação l(σ(w)) = Ml(w), para todo w ∈ A∗ implica na seguinte relação

comutativa:

∀w ∈ A∗, π(l(σ(w))) = hπ(l(w)). (2.3)

Considerando que os vetoers vβ(i) e os vetores vβ(j) são ortogonais, obtemos a seguinte

respresentação de π na base formada de autovetores

∀x ∈ Rn, π(x) =
∑

2≤i≤r+2s

< x, vβ(i) > uβ(i) . (2.4)

Novamente estamos identificando R2 com C.

Para os vetores com coordenadas racionais, a seguinte relação segue considerando-se os

Galois-conjugados de 2.4

∀x,y ∈ Qn, π(x) = π(y)⇐⇒< x,vβ >=< y,vβ > . (2.5)

Esta equação quer dizer que enquanto dois pontos com coordenadas racionais coincidem no

espaço β-contratante, eles coincidem também ao longo da linha β-expansora.

Definição do conjunto central. No caso irredut́ıvel é conhecido que quando assumimos

que a substituição é Pisot, isso implica que a linha discreta de σ permanece a uma distância

limitada da direação de expansão da matriz de incidência (ver [1]). No caso redutivel, a linha

discreta pode ter outras direções expansoras, mas devido a 2.4, a projeção da linha discreta por

π garante a existência de um conjunto limitado em Hc � Rd−1.

Definição 2.2.2 Seja σ uma substituição de Pisot unitária com autovalor dominante β. O

Fractal de Rauzy associado a σ é o fecho da projeção sobre o β-espaço contratante da linha

quebrada associada a qualquer ponto periódico u = (uk)k∈N de σ, isto é,

R = {π(l(u0 · · · uk−1)), k ∈ N}.

28



Caṕıtulo 3

Uma classe de Fractais de Rauzy que

não possui a propriedade (F)

Neste caṕıtulo vamos estudar uma classe de fractais de Rauzy, cuja respectiva β−expansão
associada não satisfaz a propriedade (F). Mostraremos várias propriedades obtidas sobre essa

classe de fractais.

Seja (Rn)n≥0 a sequência recorrente definida por: R0 = 1, R1 = a, R2 = a2 + b e Rn+3 =

aRn+2 + bRn+1 +Rn, para todo n ≥ 0, a, b ∈ Z, satisfazendo a condição −a+ 1 ≤ b ≤ −2.
Proposição 3.0.1 Todo inteiro natural n pode ser representado de maneira única como n =∑N

i=0 εiRi, onde εi ∈ {0, . . . , a−1}, em que εjεj−1 · · · εj−k ≤lex (a− 1)(a+ b− 1)(a+ b) · · · (a+ b)︸ ︷︷ ︸
k+1

,

para todo j ≥ k ≥ 0.

Para a prova precisamos do seguinte lema:

Lema 3.0.1 A sequência (Rn)n≥4 satisfaz

Rn = (a− 1)Rn−1 + (a+ b− 1)Rn−2 + (a+ b)Rn−3 + · · ·+ (a+ b)R1 + (a+ b+ 1)R0, ∀n ≥ 4.

Demonstração:

A demonstração será feita por indução sobre n.

Primeiramente, mostremos que a relação é válida para n = 4, 5 e 6.

Para n = 4,

R4 = aR3 + bR2 +R1

= (a− 1)R3 + (a+ b)R2 + (b+ 1)R1 +R0

= (a− 1)R3 + (a+ b− 1)R2 + (a+ b+ 1)R1 + (b+ 1)R0, pois R2 = aR1 + bR0

= (a− 1)R3 + (a+ b− 1)R2 + (a+ b)R1 + (a+ b+ 1)R0, pois R1 = aR0.
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Se n = 5,

R5 = aR4 + bR3 +R2

= (a− 1)R4 + (a+ b)R3 + (b+ 1)R2 +R1

= (a− 1)R4 + (a+ b− 1)R3 + (a+ b+ 1)R2 + (b+ 1)R1 +R0

= (a− 1)R4 + (a+ b− 1)R3 + (a+ b)R2 + (a+ b+ 1)R1 + (b+ 1)R0

= (a− 1)R4 + (a+ b− 1)R3 + (a+ b)R2 + (a+ b)R1 + (a+ b+ 1)R0.

Para n = 6,

R6 = aR5 + bR4 +R3

= (a− 1)R5 + (a+ b)R4 + (b+ 1)R3 +R2

= (a− 1)R5 + (a+ b− 1)R4 + (a+ b+ 1)R3 + (b+ 1)R2 +R1

= (a− 1)R5 + (a+ b− 1)R4 + (a+ b)R3 + (a+ b+ 1)R2 + (b+ 1)R1 +R0

= (a− 1)R5 + (a+ b− 1)R4 + (a+ b)R3 + (a+ b)R2 + (a+ b)R1 + (a+ b+ 1)R0.

Suponhamos agora que a propriedade é válida para todo k < n.

Como Rn = aRn−1 + bRn−2 +Rn−3, então

Rn = aRn−1 + bRn−2 +X, onde

X = (a− 1)Rn−4 + (a+ b− 1)Rn−5 + (a+ b)Rn−6 + · · ·+ (a+ b)R1 + (a+ b+ 1)R0

Resta provar que:

aRn−1 + bRn−2 + (a − 1)Rn−4 + (a + b − 1)Rn−5 = (a − 1)Rn−1 + (a + b − 1)Rn−2 + (a +

b)Rn−3 + (a+ b)Rn−4 + (a+ b)Rn−5.

De fato,

aRn−1 + bRn−2 + (a− 1)Rn−4 + (a+ b− 1)Rn−5

= (a− 1)Rn−1 + (a+ b)Rn−2 + bRn−3 + aRn−4 + (a+ b− 1)Rn−5

= (a− 1)Rn−1 + (a+ b− 1)Rn−2 + (a+ b)Rn−3 + (a+ b)Rn−4 + (a+ b)Rn−5.

�
Prova da Proposição 3.0.1

Demonstração.

Os d́ıgitos (εj)k(N)≥j≥0 são obtidos usando o algoritmo greedy. Como −a+1 ≤ b ≤ −2, então
a sequência (Rn)n≥0 é uma sequência crescente de inteiros naturais. Logo, usando a definição

de algoritmo greedy, podemos provar que para todo 0 ≤ j ≤ k(N),

j∑
i=0

εiRi < Rj+1, [25].

Portanto, temos

εjεj−1 · · · εj−k <lex (a− 1)(a+ b− 1)(a+ b) · · · (a+ b)(a+ b+ 1), ∀j ≥ k ≥ 0 (3.1)

Usando a relação 3.1 obtemos que εj · · · εj−k ≤lex (a− 1)(a+ b− 1)(a+ b) · · · (a+ b).

�
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Exemplo 3.0.1 1. Se a = 3 e b = −2, então d(1, β) = .210111111 · · · , temos então:

1 =
2

β
+

1

β3
+ · · ·+ 1

βn
+ · · · , e εj · · · εj−k <lex 201 · · · 12, ou εj · · · εj−k ≤lex 201 · · · 11.

2. Se a = 5 e b = −3 então d(1, β) = .41222 · · · , neste caso,

1 =
4

β
+

1

β2
+

2

β3
+

2

β4
+ · · · , e εj · · · εj−k <lex 41222 · · · 23, ou εj · · · εj−k ≤lex 41222 · · · 22.

Fractal de Rauzy

Seja Pa,b(x) = x3− ax2− bx− 1, o polinômio caracteŕıstico da sequência (Rn)n≥0 e β > 1, α

e λ suas raizes. Definimos o Fractal de Rauzy como:

R = Ra,b = {
∑+∞

i=2 εiθi, ∀j ≥ n ≥ 2, εjεj−1 · · · εn ≤lex (a− 1)(a+ b− 1)(a+ b) · · · (a+ b)}

em que θi = αi, se α ∈ C \ R e θi = (αi, λi), se α ∈ R. Então R ⊂ C ou R ⊂ R2, dependendo

se α ∈ C\R ou se α ∈ R.

Exemplo 3.0.2 1. No caso em que a = 3 e b = −2, podemos mostrar que o polinômio

P3,−2(x) = x3 − 3x2 + 2x− 1 possui uma raiz real β > 1 e duas raizes complexas e conjugadas

α, α que satisfazem |α|, |α| < 1. Neste caso α ≈ 0.33764 + 0.56228i. O Fractal de Rauzy é:

R3,−2 = {
∑+∞

i=2 εiα
i, ∀j ≥ n ≥ 2, εjεj−1 · · · εn ≤lex 201 · · · 1}.

Figura 7. Fractal de Rauzy, caso a=3, b=-2.

2. No caso em que a = 6 e b = −5, podemos mostrar que o polinômio P6,−5(x) = x3−6x2+

5x−1 possui três raizes reais, que são: β = 5.048917340, α = 0.3079785280 e λ = 0.6431041320.

O Fractal de Rauzy neste caso é dado por:

R6,−5 = {(
∑+∞

i=2 εiα
i,
∑+∞

i=2 εiλ
i), ∀j ≥ n ≥ 2, εjεj−1 · · · εn ≤lex 501 · · · 1}.
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Figura 8. Fractal de Rauzy, caso a=6, b=-5.

Observação 3.0.1 Essa classe de Fractais de Rauzy também pode ser obtida através da β-

substituição associada (Caṕıtulo 1), definida sobre o alfabeto A = {1, 2, 3}, da seguinte maneira:

σ(1) �→ 1(a−1)2, σ(2) �→ 1(a+b−1)3, σ(3) �→ 1(a+b)3.

3.1 Propriedades topológicas do fractal de Rauzy

Por simplicidade, vamos supor que α ∈ C\R. Logo R ⊂ C. Todos os resultados a serem

apresentados valem no caso α ∈ R. Denotaremos por N o conjunto N = {(εi)i≥l, l ∈ Z, ∀n ≥
l, εn · · · εn−k ≤lex (a− 1)(a+ b− 1)(a+ b)}.

3.1.1 Compacidade

Teorema 3.1.1 O conjunto R é compacto.

Demonstração:

Seja (zn)n≥0 uma sequência de elementos em R tal que lim
n→+∞

zn = z. Vamos mostrar que

z ∈ R. Suponhamos que zn =
∑∞

i=2 ε
(n)
i αi em que (ε

(n)
i )i≥2 ∈ N . Como N está contido em

{0, · · · , a−1}N que é compacto pela topologia produto das topologias discretas sobre {0, · · · , a−
1}, então existe uma subsequência (ε

(pn)
i )i≥2 convergente para (εi)i≥2 em {0, · · · , a−1}N. Pode-

se provar que (εi)i≥3 pertence a N . Assim lim
n→+∞

zpn =
∑∞

i=2 εiα
i = z ∈ R. Logo R é fechado.

Por outro lado, |∑∞
i=2 εiα

i| ≤ ∑∞
i=2 |εiαi| ≤ (a − 1)

∑∞
i=2 |αi| = (a−1)|α|2

1−|α| . Logo R é limitado.

Portanto R é compacto.

�
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3.1.2 Azulejamento do plano

Teorema 3.1.2 C =
⋃

u∈Z+Zα(R+u).

Para provarmos o Teorema 3.1.2 precisamos dos seguintes resultados:

Lema 3.1.1 Seja (Gn)n≥0 a sequência reccorente definida por G0 = G1 = 0, G2 = 1, Gn+3 =

aGn+2 + bGn+1 + Gn, para todo n ≥ 0 e −a + 1 ≤ b ≤ −2. Para todo n ≥ 3 tem-se αn =

Gnα
2 + (Gn+1 − aGn)α + Gn−1. Em particular, para todo (εi)2≤i≤N ∈ N tem-se

∑N
i=2 εiα

i =

nα2 + anα + bn onde n =
∑N

i=2 εiGi, an =
∑N

i=2 εi(Gi+1 − aGi) e bn =
∑N

i=2 εiGi−1.

Demonstração:

A fórmula é válida para n = 3. De fato, temos α3 = aα2+bα+1. Como G3 = a, G4 = a2+b

e G2 = 1, então α3 = G3α
2 + (G4 − aG3)α +G2.

Suponhamos que a fórmula seja válida para n > 3. Então,

αn+1 = Gnα
3 + (Gn+1 − aGn)α

2 + Gn−1α. Como α3 = aα2 + bα + 1 e Gn+2 − aGn+1 =

bGn +Gn−1, obtemos

αn+1 = Gn+1α
2 + (Gn+2 − aGn+1)α +Gn.

Portanto obtemos o resultado.

�

Proposição 3.1.1 Sejam c, d ∈ R tal que α2 = c + dα. Então (1,c,d) é Q-linearmente Inde-

pentende.

Demonstração. Sejam c, d ∈ R tais que α2 = c + dα. Vamos mostrar que {1, c, d} é Q-

linearmente independente. Sejam P (x) = x3 − ax2 − bx − 1 e Q(x) = x2 − cx − d. Dividindo

o polinômio P (x) por Q(x), resulta que P (x) = S(x)Q(x) + R(x), com S(x) = x + (c − a) e

R(x) = [(c(c− a) + (d− b)]x+ (c− a)d− 1. Temos que R(α) = 0. Como α ∈ C\R então

⎧⎨
⎩ c(c− a) + (d− b) = 0

d(c− a)− 1 = 0
(3.2)

Suponhamos que {1, c, d} seja Q-linearmente dependente. Então existem p, q, r ∈ Z tais que

p+ q · c+ d · r = 0 (3.3)

Multiplicando a 1a e a 2a equações de (3.2) por q e r respectivamente e somando-as obtemos

o seguinte sistema
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⎧⎨
⎩ −p · c+ q · d = r − pa+ qb

q · c+ r · d = −p
(3.4)

Analisemos os casos para a solução do sistema acima:

Caso 1. −pr − q2 �= 0. Nesse caso as soluções são

c =
r2 − arp+ brq + qp

−rp− q2
∈ Q

e

d =
p2 − qr + qpa− q2b

−rp− q2
∈ Q

Logo, α2 = cα + d = s
t
α + m

n
. Seja p = mmc(t,m). Então existem k, l ∈ Z tais que

pα2 = kα + l. Assim, α é um inteiro algébrico de grau 2, o que não ocorre.

Caso 2. −pr − q2 = 0. Nesse caso vamos analisar o sistema

⎧⎨
⎩ c · α + d = α2

c · q + d · r = −p
(3.5)

Vamos supor que αr − q �= 0 ou αr �= q.

As soluções são

c =
rα2 + p

αr − q
e

d =
−αp− α2q

αr − q
.

Caso 1.1. r �= 0. Então, p = −q2
r
. Assim c =

rα2 + −q2
r

αr − q
=
αr − q

r
= α− q

r
.

Logo c = α− q
r
ou α = c+ q

r
∈ R. Absurdo.

Portanto r = 0 e q = 0, implica que p = 0. Temos então que {1, c, d} é Q-linearmente

independente.

�
Demonstração do Teorema 3.1.2.

Pela Proposição 3.1.1 e o Teorema de Kronecker o conjunto {nα2 + pα+ q, n ∈ N, p, q ∈ Z}
é denso em C. Seja z ∈ C e ε > 0, existe um inteiro positivo N tal que para todo k ≥ N ,

|z − zk| < ε, e para todo k ≥ N , zk = nkα
2 + pkα + qk, (nk, pk, qk) ∈ N × Z2. Para todo k,
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sejam ank
e bnk

os números definidos no Lema anterior. Temos zk + (ank
− pk)α+ (bnk

− qk) =
nkα

2 + ank
α + bnk

= xk ∈ R.

Para todo k ≥ N , |xk − zk| ≤ |xk − z|+ |z − zk| ≤ ε+ |z|+M onde M = max{|x|, x ∈R}.
Por outro lado como xk − zk ∈ Z + Zα que é um grupo discreto, então existe uma sequência

crescente (ki)i≥1 de inteiros tais que para todo i, xki − zki = y0, em que y0 = q + pα pertence

a Z + Zα. Logo para todo i ≥ 1, |z − xki + y0| < ε. Como R é compacto e xki ∈ R, existe

um elemento z∗ ∈ R tal que |z − z∗ + y| ≤ ε. Logo z ∈ (R−y0) = R−y0. Portanto obtemos o

resultado.

�

Figura 9. Azulejamento do plano induzido por R4,−2.
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Figura 10. Azulejamento do plano induzido por R3,−2.

3.2 Fronteira de R
Proposição 3.2.1 A Fronteira de R satisfaz a seguinte propriedade:

∂R=
⋃

u∈AR ∩ (R+u), em que A é finito, de cardinalidade par e A ⊃ {±(1 + (b +

1)α,±α,±(1 + bα)}.

Antes da demonstração precisamos do seguinte Lema:

Lema 3.2.1 Sejam w1, w2, w3, z1 e z2 dados por:

w1 =
1

1− α6
((b+ 2)α4 + (a+ b)α5 + (a− 2)α6) = ψ(0000((b+ 2)(a+ b)(a− 2)∞)).

w2 = α+ bα2+(a− 1)α3+
1

1− α6
((b+2)α7+(a+ b)α8+(a− 2)α9) = ψ(01b(a− 1)000((b+

2)(a+ b)(a− 2))∞).

w3 = 1 + (b + 1)α + (a + b)α2 + (a − 2)α3 +
1

1− α6
((b + 2)α7 + (a + b)α8 + (a − 2)α9) =

ψ(1(b+ 1)(a+ b)(a− 2)000((b+ 2)(a+ b)(a− 2))∞).

z1 = 1 + bα + (a− 1)α2 = ψ(1b(a− 1)).

z2 = (b+ 2)α3 + (a+ b+ 1)α4 + (a+ b)
α5

1− α
= ψ(000(b+ 2)(a+ b+ 1)(a+ b)∞).

Então w1 = w2 = w3 e z1 = z2.
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Demonstração

Mostremos que w1 = w2 ou equivalentemente w1 − w2 = 0. De fato,

w1 − w2 = (b+ 2) (α
4−α7)
1−α6 + (a+ b) (α

5−α8)
1−α6 + (a− 2) (α

6−α9)
1−α6 − α− bα2 − (a− 1)α3 = 0⇐⇒

α4(b+ 2) (1−α
3)

1−α6 + α5(a+ b) (1−α
3)

1−α6 + α6(a− 2) (1−α
3)

1−α6 − α− bα2 − (a− 1)α3 = 0.(1)

Como 1−α3

1−α6 = 1
1+α3 , então a equação (1) fica:

α4(b+2)
1+α3 + α5(a+b)

1+α3 + α6(a−2)
1+α3 − α− bα2 − (a− 1)α3 = 0.(2)

Multiplicando a equação (2) por (1 + α3), obtemos,

α4(b+ 2) + α5(a+ b) + α6(a− 2)− α(1 + α3)− bα2(1 + α3)− α3(a− 1)(1 + α3) = 0

Desenvolvendo o lado esquerdo da igualdade acima obtemos:

α4(b+2)+α5(a+ b) +α6(a− 2)−α(1+α3)− bα2(1+α3)−α3(a− 1)(1+α3) = bα4 +α+

α4 + aα5 − α6 − α− aα3 − bα2 = bα4 + α4 + aα5 − aα5 − bα4 − α3 − α− aα3 + α3 = 0.

Mostremos que w2 = w3

Basta mostrar que α + bα2 + (a − 1)α3 = 1 + (b + 1)α + (a + b)α2 + (a − 2)α3. De fato,

desenvolvendo o lado direito da equação obtemos:

1+(b+1)α+(a+b)α2+(a−2)α3 = 1 + bα + aα2︸ ︷︷ ︸
=α3

+α+bα2+(a−2)α3 = α+bα2+(a−1)α3.

�
Demonstração da Proposição 3.2.1:

Seja z ∈ ∂R= R\int(R)=R\int(R). Como C=
⋃

u∈Z+Zα(R+u), então existe uma sequência

(zn)n≥0 de elementos de C tal que

lim zn = z e zn /∈ R, ∀n ≥ 0.

Pelo Teorema 3.1.2 existe uma sequência (un)n≥0 de elementos de Z + Zα\{0} tal que

zn ∈ R+un, para todo n ≥ 0. Logo (un)n≥0 é limitada. Como Z + Zα é um grupo discreto

então (un)n≥0 é uma sequência que possui um número finito de termos. Assim, existe uma

subsequência (ukn)n≥0 de (un)n≥0 tal que ukn = u ∈ Z + Zα\{0}. Como zkn ∈ R+ukn = R+u

temos que

z =lim zkn ∈ R+u,

pois R+u é fechado. Portanto ∂R ⊂ ⋃
u∈Z+ZαR ∩ (R+u).

Por outro lado, se z ∈ R ∩ (R+u), u ∈ Z+ Zα\{0}, como int(R) ∩ (R+u) = ∅, então z /∈
int(R). Portanto z ∈ ∂R.

Portanto, ∂R =
⋃

u∈Z+ZαR ∩ (R+u)=
⋃

u∈AR ∩ (R+u), em que A = {u ∈ Z + Zα\{0},
R ∩ (R+u) �= ∅}.

O conjunto A é finito pois A é limitado e está contido em Z + Zα, que é discreto. Por fim

a cardinalidade de A é par pois se u ∈ A, então −u ∈ A.
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Agora vamos provar que A ⊃ {±(1 + (b+ 1)α,±α,±(1 + bα)}.
De fato, pelo Lema 3.2.1 temos que

w1 =
1

1− α6
((b+ 2)α4 + (a+ b)α5 + (a− 2)α6)

= α + bα2 + (a− 1)α3 +
1

1− α6
((b+ 2)α7 + (a+ b)α8 + (a− 2)α9)

= 1 + (b+ 1)α + (a+ b)α2 + (a− 2)α3 +
1

1− α6
((b+ 2)α7 + (a+ b)α8 + (a− 2)α9)

Logo, w1 ∈ R∩(R+α)∩(R+1+(b+1)α). Da mesma forma, o ponto z2 ∈ R∩(R+1+bα)

Portanto, ±α, ±(1 + bα) e ±(1 + (b+ 1)α) pertencem a A.

�

Figura 11. Fractal de Rauzy R6,−3 com 6 vizinhos.
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Caṕıtulo 4

Construção do Autômato que

reconhece os pontos com duas

representações

Neste caṕıtulo provaremos que existe um autômato finito e expĺıcito que reconhece todos os

pontos que tem duas representações. Estes pontos pertencem à fronteira de R.

Teorema 4.0.1 Sejam x =
∑∞

i=l aiα
i e y =

∑∞
i=l biα

i, em que l ∈ Z e (ai)i≥l, (bi)i≥l pertencem

à N . Então x = y se e somente se o conjunto A(x, y) = {x(k)− y(k), k ≥ l} é finito, onde

x(k) = α−k+2

k∑
i=l

aiα
i e y(k) = α−k+2

k∑
i=l

biα
i, ∀k ≥ l.

Além disso,
⋃
(x,y)

A(x, y) ⊃ {0,±α2,±(α+bα2),±(α+(b+1)α2),±(1+bα+(a−1)α2),±(1+

(b+ 1)α + (a+ b)α2),±(1 + (b+ 1)α + (a+ b+ 1)α2)}.

Antes de provarmos este Teorema, vamos definir o autômato:

4.0.1 Construção Algoritmica dos números complexos que possuem

duas representações

Definição 4.0.1 Um autômato finito é a uma terna (S,A,C), onde A é o alfabeto do

autômato, S o conjunto dos estados e C um subconjunto de S × A× S.

Observação 4.0.1 Podemos adicionar ao autômato um conjunto I dos estados iniciais e um

conjunto F dos estados finais. Neste trabalho vamos precisar somente do conjunto dos estados

iniciais, I.
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Definição 4.0.2 Dizemos que uma palavra a1 · · · an (resp. uma palavra infinita a1 · · · an · · · )
é reconhećıvel pelo autômato (S,A,C), se existe uma palavra s0 · · · sn de S, s0 ∈ I (resp.

uma sequência (sn ∈ AN) tal que (si−1, ai, si) ∈ C, para i = 1, ..., n (resp. para todo i ∈ N∗).

Definição do autômato que reconhece os pontos com duas expansões

Sejam p e q dois estados do autômato. O conjunto das arestas é (p, (c, d), q) ∈ S×{0, 1, . . . , a−
1}2 × S de modo que satisfaça q = p

α
+ (c − d)α2. O conjunto dos estados iniciais é I =

{(0, (0, 0), 0)}. Suponhamos que S = {0,±α2,±(α + bα2),±(α + (b + 1)α2),±(1 + bα + (a −
1)α2),±(1 + (b+ 1)α + (a+ b)α2),±(1 + (b+ 1)α + (a+ b+ 1)α2)}.

Vamos explicar como construir o autômato. Sejam x =
∑∞

i=l aiα
i, y =

∑∞
i=l biα

i, em que

as sequências (ai)i≥l e (bi)i≥l pertencem à N . Suponhamos que x = y e coloquemos para todo

k ≥ l, Ak = x(k)− y(k). Temos,

Ak+1 =
Ak

α
+ (ak+1 − bk+1)α

2.

Seja t o menor inteiro tal que at �= bt. EntãoAi = 0, para todo i ∈ {l, . . . , t−1}. Suponhamos

que at > bt. Então At = (at − bt) = α2. Logo, At+1 = α + (at+1 − bt+1)α
2, At+1 ∈ S. Portanto

At+1 = α+bα2, se (at+1, bt+1) = (ε+b, ε) ou At+1 = α+(b+1)α2, se (at+1, bt+1) = (ε+b+1, ε),

em que ε ∈ {0, 1, . . . , a− 1}.
Logo, (α2, (ε+ b, ε), α+ bα2) é uma aresta que liga o estado α2 ao estado α+ bα2 e (α2, (ε+

b+ 1, ε), α + (b+ 1)α2) é uma aresta que liga o estado α2 ao estado α + (b+ 1)α2.

Como o conjunto dos estados S é finito, obtemos um autômato finito. (Figura abaixo).

Observação: A determinação de todos os estados do autômato está explicitada no Anexo.
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Figura 12. Autômato B no caso n = 1.

Demonstração do Teorema 4.0.1

Temos, αk−2(x(k)− y(k)) =
∑k

i=0 aiα
i −∑k

i=0 biα
i.

Se x(k)− y(k) ∈ S, então x(k)− y(k) é limitado, independentemente de k, logo:

lim
k→+∞

αk−2(x(k)− y(k)) = 0 = x− y,

pois |α| < 1. Portanto x = y.

Vamos provar a implicação direta. Sejam x =
∑∞

i=2 aiα
i e y =

∑∞
i=0 biα

i. Suponhamos que

x = y, portanto α−k+2x = α−k+2y.

Afirmação: O conjunto {x(k)− y(k), k ≥ 0} é finito.

Como x(k) − y(k) = α−k+2(
∑k

i=0 aiα
i −∑k

i=0 biα
i) = α−k+2(

∑+∞
i=k+1 biα

i −∑+∞
i=k+1 aiα

i) =∑+∞
j=3(bk+j−2 − ak+j−2)αj. Logo |x(k)− y(k)| ≤ C, onde C ∈ R.

Seja Ak = x(k) − y(k), Ak é um inteiro algébrico e seus conjugados são Ãk e Ak, onde

Ãk =
∑k

i=0(ai − bi)β
i−k+2 e Ak =

∑k
i=0(ai − bi)α

i−k+2.

Temos|Ak| = |Ak| ≤ C.

e,
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|Ãk| = |
k∑
i=l

(ai − bi)β
i−k+2| = |(a0 − b0)β

−k+2 + · · ·+ (ak − bk)β
2| ≤ C

β2

1− (1/β)
= K.

onde C = 2 ·max{|ai|, ai ∈ {0, 1, . . . , a− 1}} = 2(a− 1).

Logo existe K > 0 tal que Ak e todos seus conjugados são limitados por K, independente-

mente de k. Seja Pk o polinômio minimal de cada Ak (inteiro algébrico de grau menor ou igual

a 3). Os coeficientes de Ak são expressos como funções simétricas de Ak e de seus conjugados.

Como estes são limitados por K e estão em Z então {Pk, k ≥ 0} é finito. Portanto {Ak, k ≥ 0}
é finito.

�
Como consequência deste Teorema, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.0.2 Sejam (ai)i≥l e (bi)i≥l dois elementos distintos de N , então
∑∞

i=l aiα
i =∑∞

i=l biα
i se e somente se a sequência ((ai, bi))i≥l é reconhećıvel pelo autômato B.

Lema 4.0.2 Para todo k ≥ l, |Ãk| = |
k∑
i=l

(ai − bi)β
i−k+2| < β3.

Demonstração.

Suponhamos sem perda de generalidade que Ãk =
∑k

i=l(ai − bi)β
i−k+2 > 0. Logo, Ãk ∈

Z[β] ∩ R+. Portanto, como β é um número de Pisot, Ãk =
∑L

i=−∞ ciβ
i, em que (ci)i≤L é

ultimamente periódica (ver [30]). Logo
∑k

i=l aiβ
i−k+2 =

∑k
i=l biβ

i−k+2+
∑L
−∞ ciβ

i. Suponhamos

agora que exista i ≥ 3 tal que ci > 0. Logo
∑k

i=l aiβ
i−k+2 ≥ β3. Absurdo, pois 0a2 · · · al <lex

10 · · · 0. Logo L ≤ 2 e Ãk < β3.

�

Proposição 4.0.2 Sejam S = {Ak = nk + pkα + qkα
2, k ≥ 0 e (nk, pk, qk) ∈ I, onde I ⊂

Z×Z×Z finito} e t = max{|nk|, k ≥ 0}. Se t = 1, então o conjunto dos estados do autômato

é S = {0,±α2,±(α + bα2),±(α + (b + 1)α2),±(1 + bα + (a − 1)α2),±(1 + (b + 1)α + (a +

b)α2),±(1 + (b+ 1)α + (a+ b+ 1)α2)}.

Demonstração.

Sejam Ak = nk + pkα + qkα
2 e t = max{|nk|, k ≥ 0}. Vamos supor que t = 1. Então existe

um inteiro k tal que Ak = 1 + pα + qα2. Logo Ak+1 = 1
α
+ p + qα2. Portanto Ak+1 =

(p − b) + (q − a)α + (d + 1)α2, onde d ∈ Λ = {−a + 1, ..., a − 1}. Como t = 1, então

p ∈ {b− 1, b, b+ 1}.
Vamos analisar todos os casos posśıveis para p.

Caso 1. p = b
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Nesse caso, Ak+1 = (q − a)α + (d+ 1)α2 e Ak+2 = (q − a) + (d+ 1)α + eα2, e ∈ Λ.

Logo, q ∈ {a− 1, a, a+ 1}. Temos Ãk = 1 + bβ + qβ2. Pelo Lema 4.0.2, devemos ter Ãk < β3,

logo q = a− 1, pois caso contrário Ãk ≥ 1 + bβ + qβ2 = β3.

Portanto temos o estado Ak = 1 + bα + (a− 1)α2.

Caso 2. p = b− 1.

Temos: Ak+1 = −1 + (q − a)α + (d + 1)α2. Como −Ak+1 = 1 − (q − a)α − (d + 1)α2 ∈ Sa,b,

obtemos, como foi feito anteriormente que a − q ∈ {b − 1, b, b + 1}. Vamos provar que estes

casos não ocorrem.

Caso 2.1. q = a− b+ 1.

Nesse caso, Ãk = 1+ (b− 1)β + (a− b+1)β2 = β3− β + (1− b)β2β3− β +3β2 > β3. Portanto

Ãk > β3.

Caso 2.2. q = a− b.

Temos, Ãk = 1 + (b− 1)β + (a− b)β2 = β3 − β − bβ2 ≥ β3−β + 2β2︸ ︷︷ ︸
>0

> β3.

Caso 2.3. q = a− b− 1.

Ãk = 1 + (b− 1)β + (a− b− 1)β2 = β3 − β + (−1− b)β2 ≥ β3−β + β2︸ ︷︷ ︸
>0

> β3.

Portanto não temos o caso p = b− 1.

Caso 3. p = b+ 1.

Temos: Ak+1 = 1 + (q − a) + (d+ 1)α2 e Ak+2 = (q − a− b) + (d+ 1− a)α+ (e+ 1)α2. Logo,

q = a+ b+ r, em que |r| ≤ 1.

Então, Ãk = 1+ pβ+ qβ2 = 1+(b+1)β+(a+ b+ r)β2, |r| ≤ 1. Analisemos os casos posśıveis.

Caso 3.1 q = a+b Nesse caso, Ãk = 1+(b+1)β+(a+b)β2 = β3+β+bβ2 ≤ β3+β − 2β2︸ ︷︷ ︸
<0

< β3

Portanto temos o estado Ak = 1 + (b + 1)α + (a + b)α2 .

Caso 3.2 q = a+ b+ 1

Temos: Ãk = 1 + (b+ 1)β + (a+ b+ 1)β2 = β3 + β + (b+ 1)β2 ≤ β3 + β − β2︸ ︷︷ ︸
<0

< β3

Logo, obtemos o estado Ak = 1 + (b + 1)α + (a + b + 1)α2 .

Caso 3.3 q = a+ b− 1

Nesse caso, Ãk = 1 + (b+ 1)β + (a+ b− 1)β2. Calculando Ak+1, obtemos que Ak+1 = 1 + (b−
1)α + (d+ 1)α2, d ∈ Λ, o qual não existe, pelo Caso 2.

Portanto este caso não ocorre.

Consideremos agora Ak = n + pα + qα2. Vamos supor que n = 0. Então, Ak = pα + qα2 e

Ak+1 = p+ qα+ dα2. Logo, p ∈ {−1, 0, 1}. Analisemos os casos posśıveis, como anteriormente:
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Caso 1. Se p = 0, então Ak = qα2. Logo obtemos os estados Ak = 0, se q = 0 e Ak = ±α2,

se q = ±1.
Caso 2. Se p = 1, então Ak = α + qα2 e Ak+1 = 1 + qα + dα2.

Portanto, Ak+2 = (q − b) + (d− a)α + (e+ 1)α2. Logo q ∈ {b− 1, b, b+ 1}. Analisemos os

casos posśıveis.

Caso 2.1 q = b− 1. Esse caso não ocorre, como já vimos no Caso 2.

Caso 2.2 q = b. Nesse caso temos o estado Ak = α + bα2.

Caso 2.3 q = b+ 1. Temos o estado, Ak = α + (b + 1)α2.

�

Proposição 4.0.3 Suponhamos que t = n onde 1 < n ≤ a−1
a+b+1

. Se a + b ≥ 3 então Ak =

n+ (n+ nb)α + (na+ nb+ n)α2 é um estado de B.

Caso A: t = n ≥ 2.

Suponhamos que Ak = n+ pα + qα2. Então

Ak+1 = (p−nb)+(q−na)α+(f+n)α2, |f | ≤ a−1. Fazendo p−nb = s, onde s ∈ {−n, . . . , n},
então Ak+1 = s+ (q − na)α + (f + n)α2. Logo,

Ak+2 = (q− na− sb) + (f + n− sa)α+ (g + s)α2, |g| ≤ a− 1. Fazendo q = na+ sb+ l, l =

−n, . . . , n obtemos Ak = n+ (nb+ s)α + (na+ sb+ l)α2.

Vamos mostrar que s = n, no caso em que a+ b ≥ 3.

Temos Ãk = n + (nb + s)β + (na + sb + l)β2. Fazendo n + nbβ + naβ2 = nβ3, obtemos

Ãk = nβ3 + (sb+ l)β2 + sβ = β3 + (n− 1)β3 + (sb+ l)β2 + sβ.

Seja X = (n− 1)β3 + (sb+ l)β2 + sβ. Usando o fato que β2 = (a− 1)β + (a+ b− 1) + (a+

b)( 1
β
+ 1

β2 + · · · ), pois d(1, β) = (a− 1)(a+ b− 1)(a+ b) · · · (a+ b), obtemos

X/β = (n− 1)β2 + (sb+ l)β + s

= [(n− 1)(a− 1) + sb+ l]β + [(n− 1)(a+ b− 1) + s] + (n− 1)(a+ b)(
1

β
+

1

β2
+ · · · )︸ ︷︷ ︸

R

.

Suponhamos que s < n.

Caso 1. −n ≤ s ≤ 0.

X/β = [(n− 1)(a− 1) + sb+ l]β + [(n− 1)(a+ b− 1) + s] +R

≥ [l + (n− 1)(a− 1)]β + [(n− 1)(a+ b− 1) + s] +R, pois sb ≥ 0

≥ [(n− 1)(a− 1)− n]β + [(n− 1)(a+ b− 1)− n] +R, pois l ≥ −n e s ≥ −n.

Caso 1.0. a + b − 1 ≥ 2. Como n ≥ 2, a ≥ 3 e R ≥ 0 obtemos X/β ≥ 0 e então X ≥ 0.

Logo Ãk = β3 +X > β3. Absurdo.
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Caso 1.1. Se a+ b− 1 = 1, então:

X/β ≥ [(n− 1)(a− 1)− n]β − 1 +R

≥ (2(n− 1)− n)β − 1 +R

= (n− 2)β − 1 +R.

Caso 1.1.1. Se n ≥ 3 então X/β ≥ β − 1 +R ≥ 0, pois β > 1. Portanto Ãk > β3. Absurdo.

Caso 1.1.2. Se n = 2, então:

X/β ≥ (a− 3)β − 1 + R ≥ 0, se a ≥ 4. Se a = 3 então b = −2. Nesse caso, a + b− 1 = 0.

Esse caso será tratado em seguida.

Caso 1.2. a+ b− 1 = 0.

X/β ≥ ((n− 1)(a− 1)− n)β − n+R.

Caso 1.2.1 Se a ≥ 3 e n ≥ 3.

X/β ≥ β − 3 +R, onde R = 2
β
+ 2

β2 + · · · .
Usando o fato que β = 2 + 1

β2 +
1
β2 +

1
β3 + · · · , obtemos

X/β ≥ −1 + 2
β
+ 3

β2 +
3
β4 + · · · .

Usando novamente o fato que 2
β
= 1− 1

β3 − 1
β4 − · · · , obtemos:

X/β ≥ 3
β2 +

2
β3 +

2
β4 + · · · ≥ 0.

Caso 1.2.2. Se a > 3 e n = 2.

X/β ≥ β − 2 +R ≥ 0, pois β > 2.

Caso 1.2.3. Se a = 3 e n = 2

X/β ≥ −2 + R. Esse caso não ocorre pois, se a = 3 então b = −2 e nesse caso R3,−2 tem

exatamente 6 vizinhos (ver Anexo).

Caso 2. n− 1 ≥ s ≥ 0.

X/β ≥ [(n− 1)(a− 1) + sb+ l]β + [(n− 1)(a+ b− 1) + s] +R.

≥ [(n− 1)(a+ b− 1)− n]β + [(n− 1)(a+ b− 1)− n] +R ≥ 0, pois n− 1 ≥ s e l ≥ −n.

Caso 2.1. Se a + b ≥ 3 então a + b − 1 ≥ 2. Assim, X/β ≥ (n − 1)β + (n − 1) + R ≥ 0.

Absurdo.

Logo, se a + b ≥ 3 então s = n. Nesse caso Ak = n + (nb + n)α + (na + nb + l)α2 e

Ak+1 = n+ (nb+ l)α + (f + n)α2.

Logo, pelo que vimos antes, l = n e f = na+ nb.
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Figura 13. Estados do Autômato B.

Condições:

Como na + nb + n é um d́ıgito, então deve satisfazer: 0 ≤ na + nb + n ≤ a − 1, isto é

n ≤ a− 1

a+ b+ 1
.

Caso B. 1 < m < t = n.

Seja Ak = m+ pα + qα2, com m < t, então

Ak+1 = (p − mb) + (q − ma)α + (d + m)α2. Logo, Ak+1 = s + (q − ma)α + (d + m)α2 e

Ak+2 = (q −ma− sb) + (d+m− sa)α + (g + s)α2, |s| ≤ t, |q| ≤ t, |l| ≤ t.

Portanto, Ak = m+ (mb+ s)α + (ma+ sb+ l)α2.

�

Figura 14. Estados do Autômato B.
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Seja Ak = m+ (m+ nb)α+ (ma+ nb+ n)α2. Logo, Ak+1 = n+ (n+ nb)α+ (f +m)α2, e

então, Ak+1 = n+ (n+ nb)α+ (n+ na+ nb)α2 e (n(a+ b+ 1)−m, 0) é o caminho que liga o

estado Ak ao estado Ak+1.

Teorema 4.0.3 O autômato tem no mı́nimo 2(6 + 3(K − 1)) estados não nulos, onde K =[
a− 1

a+ b+ 1

]
. O conjunto dos estados do autômato contém S∪{±nα2,±(nα+n(b+1)α2,±(n+

n(b + 1)α + n(a + b + 1)α2)}, onde n ≤
[

a− 1

a+ b+ 1

]
e S = {0,±α2,±(α + bα2),±(α + (b +

1)α2),±(1 + bα + (a− 1)α2),±(1 + (b+ 1)α + (a+ b)α2),±(1 + (b+ 1)α + (a+ b+ 1)α2)}.

Demonstração.

Como vimos na proposição anterior, o autômato pode ter outros estados.

�

Corolário 4.0.1 R possui no mı́nimo 6 + 2(K − 1) vizinhos da forma u + R, onde ±u ∈
{±α,±(1 + bα),±(1 + (b+ 1)α)} ∪ {±(n+ n(b+ 1)α} e n ≤

[
a− 1

a+ b+ 1

]
.

Corolário 4.0.2 Se 2a+ 3b+ 4 ≤ 0 então R não é homeomorfo a um disco topológico.

Demonstração. Se 2a + 3b + 4 ≤ 0 então 3 ≤ a− 1

a+ b+ 1
, isto é, K =

[
a− 1

a+ b+ 1

]
≥ 3.

Portanto R possui pelo menos 6 + 2(K − 1) ≥ 10 vizinhos. Por um teorema clássico da teoria

dos azulejamentos (ver [4]), deduzimos que R não é homeomorfo a um disco topológico.

�
Exemplos: Casos a = 7, b = −5 e a = 8, b = −6. Nesses casos os fractais de Rauzy não são

homeomorfos a um disco.

Figura 15. Fractal de Rauzy, caso a = 7, b = −5. R7,−5 possui 10 vizinhos.
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Observação 4.0.2 O autômato pode ter outros estados da forma {±m+ (mb+ n)α + (ma+

nb+ n)α2}, onde m, n ≤
[

a− 1

a+ b+ 1

]
.

Observação 4.0.3 No caso em que n =

[
a− 1

a+ b+ 1

]
= 1, R pode ter 6 ou 8 vizinhos.

De fato, nos casos a = 4, b = −3 e a = 3, b = −2 temos n = 1. Porém, R4,−3 possui 8

vizinhos enquanto que R3,−2 possui somente 6 vizinhos.

As figuras abaixo ilustram esses fatos:

Figura 16. Fractal de Rauzy, caso a = 4, b = −3. R possui 8 vizinhos.

Figura 17. Fractal de Rauzy, caso a = 3, b = −2. R possui 6 vizinhos.

Observação. A demonstração de que R3,−2 possui somente 6 vizinhos está no Anexo.
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4.0.2 Autômato dos vizinhos

Vamos construir um autômato finito C tal que se n, p ∈ Z e (εi)i≥2, (ε
′
i)i≥2 ∈ N , n + pα +∑+∞

i=2 εiα
i =

∑+∞
i=2 ε

′
iα

i se e somente se, (n, 0)(p, 0)(ε2, ε
′
2) · · · é um caminho infinito no autômato

C.
Os estados do autômato C são dados da mesma maneira que no autômato B, isto é,

se n + pα +
∑+∞

i=2 εiα
i =

∑+∞
i=2 ε

′
iα

i associamos a ele os estados: A0 = 0, A1 = nα + p,

Ak+1 =
Ak

α
+ (εk − ε

′
k)α

2, para todo k ≥ 1. Observemos que B ⊂ C.

Autômato dos vizinhos

Suponhamos que R possua somente 6 vizinhos. Então pelo Corolário 4.0.1 estes vizinhos

são R± α, R± (1 + bα) e R± (1 + (b+ 1)α).

Proposição 4.0.4 Se R possui somente 6 vizinhos então o conjunto dos estados do autômato

dos vizinhos é S = {0,±α2,±(α + bα2),±(α + (b + 1)α2),±(1 + bα + (a − 1)α2),±(1 + (b +

1)α + (a+ b)α2),±(1 + (b+ 1)α + (a+ b+ 1)α2)}. Portanto B = C.

Demonstração.

Suponhamos que R tenha 6 vizinhos.

Sejam x =
∑∞

i=l aiα
i, y =

∑∞
i=l biα

i. Suponhamos que x = y e seja Ak = x(k) − y(k), em que

x(k) = α−k+2
∑k

i=l aiα
i e y(k) = α−k+2

∑k
i=l biα

i. Temos, para todo k ≥ l,

Ak+1 =
Ak

α
+ (ak+1 − bk+1)α

2.

Suponhamos que a0 = b0. Logo A0 = 0.

Sejam c0, c1 ∈ Z tais que c0 + c1α +
∑+∞

i=2 aiα
i =

∑+∞
i=2 biα

i.

Caso 1. c0 + c1α = 0. Temos A0 = 0, A1 = 0 e A2 = (a2 − b2)α
2. Por outro lado, (a2 −

b2)α
2 +

∑+∞
i=3 aiα

i =
∑+∞

i=3 biα
i. Logo, (a2 − b2) + (a3 − b3)α +

∑+∞
i=4 aiα

i−2 =
∑+∞

i=4 biα
i−2.

Então, (a2 − b2) + (a3 − b3)α + R é um vizinho de R. Como R tem 6 vizinhos, segue que

(a2 − b2) ∈ {0,±1}. Portanto temos que A2 ∈ { ±α2, 0}.

Caso 2: c0 + c1α = 1 + bα.

Temos A0 = 0, A1 = α + bα2, A2 = 1 + bα + (a2 − b2)α
2.

Por outro lado, 1 + bα +
∑+∞

i=2 aiα
i =

∑+∞
i=2 biα

i, logo

1 + bα + (a2 − b2)α
2 +

∑+∞
i=3 aiα

i =
∑+∞

i=3 biα
i. Portanto,

(a2 − b2 − a)α2 + (a3 + 1) +
∑+∞

i=4 aiα
i−1 =

∑+∞
i=3 biα

i−1 (pois 1 + bα = α3 − aα2).
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Então, (a2 − b2 − a) + (a3 + 1)α +
∑+∞

i=4 aiα
i−1 =

∑+∞
i=4 biα

i−1 (pois 1 + bα = α3 − aα2).

Isso implica que a2 − b2 − a ∈ {0,±1}. Como (a2 − b2) ≤ a− 1, então a2 − b2 = a− 1. Temos

também que a3 + 1 ∈ {−b,−b− 1}. Logo, A2 = 1 + bα + (a− 1)α2.

Caso 2.1. a3 = −b− 1. Temos 1 + bα + (a− 1)α2 − (b+ 1− b3)α
2 +

∑+∞
i=4 aiα

i =
∑+∞

i=4 biα
i

Se A2 = 1 + bα + (a− 1)α2 − (b+ 1− b3)α
2, então

A3 = −α + (−b− b3)α
2 +

∑+∞
i=4 aiα

i−1 =
∑+∞

i=4 biα
i−1 e

A4 = −1 + (−b− b3)α +
∑+∞

i=4 aiα
i−2 =

∑+∞
i=4 biα

i−2.

Assim, −b− b3 ∈ {−b,−b− 1}. Isto implica que b3 = 0 ou b3 = 1.

Logo A3 = −α− bα2 ou A3 = −α− (b + 1)α2.

Caso 2.1.1. Se A3 = −α− bα2. Temos,

−1− bα +
∑+∞

i=4 aiα
i−2 =

∑+∞
i=4 biα

i−2.

Logo, A4 = −α2 e A5 = −α− bα2.

Caso 2.1.2. A3 = −α− (b+ 1)α2.

Temos, −1− (b+ 1)α +
∑+∞

i=4 aiα
i−2 =

∑+∞
i=4 biα

i−2. Logo,

(a− 1)α + (a4 − 1)α2 +
∑+∞

i=5 aiα
i−3 =

∑+∞
i=4 biα

i−3. Então

(a− 1) + (a4 − 1)α +
∑+∞

i=5 aiα
i−4 =

∑+∞
i=4 biα

i−4.

Temos: se a− 1 = 1 então a4− 1 = b ou a4− 1 = b+1 e estamos no caso 1+ bα ou no caso

1 + (b+ 1)α.

Se a− 1 = −1 então a4− 1 = −b ou a4− 1 = −b− 1 e estamos no caso −1− bα ou no caso

−1− (b+ 1)α.

Caso 2.2. Se a3 = −b− 2.

Temos: −α + (−b− 1− b3)α
2 +

∑+∞
i=4 aiα

i−1 =
∑+∞

i=4 biα
i−1. Logo

−1 + (−b− 1− b3)α +
∑+∞

i=4 aiα
i−2 =

∑+∞
i=4 biα

i−2.

Segue que b3 = 0 ou b3 = 1. Portanto,

A3 = −α− (b+ 1)α2 ou A3 = −α− bα2, que são casos já vistos.

Caso 3. c0 + c1α = 1 + (b+ 1)α.

Temos A0 = 0, A1 = α + (b+ 1)α2, A2 = 1 + (b+ 1)α + (a2 − b2)α
2.

Por outro lado,

1 + (b+ 1)α + (a2 − b2)α
2 +

∑+∞
i=3 aiα

i =
∑+∞

i=3 biα
i

1 + (a2 − b2 − a)α+ (a3 + 1)α2 +
∑+∞

i=4 aiα
i−1 =

∑+∞
i=3 biα

i−1. Logo a2 − b2 − a ∈ {b, b+ 1}.
Então, A2 = 1 + (b + 1)α + (a + b)α2 ou A2 = 1 + (b + 1)α + (a + b + 1)α2.
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Caso 3.1. A2 = 1 + (b+ 1)α + (a+ b)α2.

Então, A3 = 1 + bα + (a3 + 1)α2. Estamos no caso c0 + c1α = 1 + bα.

Caso 3.2. A2 = 1 + (b+ 1)α + (a+ b+ 1)α2.

Então, A3 = 1 + (b+ 1)α + (a3 + 1)α2. Estamos no caso c0 + c1α = 1 + (b+ 1)α.

�

Figura 18. Autômato dos Vizinhos C.

Observação: Vimos no caso em que R tem 6 vizinhos que os autômatos B e C são iguais.

Conjectura 4.0.1 Conjecturamos que B = C em todos os casos.

Proposição 4.0.5 Suponhamos que B = C. Então int(R) ∩ (R + u) = ∅, para todo u ∈
Z+ Zα\{0}. Em particular o resultado vale quando R tem 6 vizinhos.

Demonstração.

Suponhamos que z = p + qα +
∑+∞

i=2 εiα
i ∈ int(R) ⊂ R. Então p + qα +

∑+∞
i=2 εiα

i =∑+∞
i=2 ε

′
iα

i. Logo,
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(p, 0)(q, 0)(ε2, ε
′
2) · · ·

é um caminho no autômato dos vizinhos.

Suponhamos que p = m e q = mb + n, onde n = [ a−1
a+b+1

] e m ≤ n. Logo, z = m + (mb +

n)α +
∑+∞

i=2 εiα
i.

Por outro lado, existe r > 0 tal que para todo w ∈ B(z, r), temos w ∈ R. Seja N

suficientemente grande tal que

w = p+ qα +
∑N

i=2 εiα
i ∈ B(z, r) ⊂ R.

Então,

w = p+ qα +
∑N

i=2 εiα
i =

∑+∞
i=2 ε

′′
i α

i.

Logo,

(p, 0)(q, 0)(ε2, ε
′′
2) · · · (εN , ε′′N)(0, ε′′N+1)(0, ε

′′
N+2)

é um caminho no autômato. Absurdo.

�

Proposição 4.0.6 0 ∈ int(R∪ (R+ 1 + (b+ 1)α)).

Para a demonstração, precisamos do seguinte lema:

Lema 4.0.3 R∩ (Z+ Zα) = {0,−1− (b+ 1)α}.

Demonstração.

Observemos que 0 e −1 − (b + 1)α ∈ R. Suponhamos que existam n, p ∈ Z tal que

n+ pα =
∑∞

i=2 εiα
i, em que (εi)i≥2 ∈ N . Suponhamos que n > 0. Então,

(n, 0)(p, 0)(0, ε2)(0, ε2) · · ·
é um caminho no autômato dos vizinhos. Absurdo.

�

Figura 19. R3,−2 ∩ Z+ Zα.
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Demonstração da Proposição 4.0.6:

Seja c = D(R,Z+Zα\{0,−1−(b+1)α}). Seja B(0, c) a boala de centro em 0 e raio c. Existem

n ∈ N, p, q ∈ Z de forma que nα2 + pα+ q ∈ B(0, c). Logo, |nα2 + pα+ q| = |nα2 + pnα+ qn−
((pn−p)α+(qn−q))| < c. Como nα2+pnα+qn ∈ R, então (pn−p)α+(qn−q) ∈ {0, 1+(b+1)α}.

Caso 1. (pn − p)α + qn − q = 0, então pn = p e qn = q. Logo, nα2 + pα + q ∈ R.

Caso 2. (pn − p)α+ qn − q = 1 + (b+ 1)α. Então, p = pn − 1 e q = qn − (b+ 1). Portanto,

nα2 + pα + q = nα2 + pnα + qn − 1− (b+ 1)α ∈ R+ (1 + (b+ 1)α).

�

Corolário 4.0.3 Para todo z ∈ C, z = αkw, onde w ∈ R ∪ (1 + (b+ 1)α +R).

Corolário 4.0.4
⋃

k∈Z α
−kR �= C, isto é, o conjunto {∑=∞

i=l εiα
i, l ∈ Z, (εi) ∈ N} �= C.

Demonstração.

Utilizando o Autômato deduzimos que 1 + bα /∈ ⋃
k∈Z α

−kR �= C.

�
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Caṕıtulo 5

Parametrização da Fronteira de R3,−2

Neste caṕıtulo vamos utilizar o Autômato constrúıdo no caṕıtulo interior para parametrizar a

fronteira de R = R3,−2. Temos que R3,−2 tem somente 6 vizinhos (ver Anexo).

Seja u ∈ {±α,±(1 − α),±(1 − 2α)}. Denotamos por Ru = R ∩ (R + u) as 6 curvas que

constituem a fronteira de R.

Proposição 5.0.7 As seguintes propriedades são válidas:

1. R1−α =
⋃∞

k=1 εk+1,kα
k+1 + αkR1−2α, onde εk+1,k ∈ {0, 1, 2}, para todo k ≥ 0.

2. Rα = αR1−2α
⋃⋃∞

k=1(εk+1,kα
k+2 + αk+1R1−2α), onde εk+1,k ∈ {0, 1, 2}, para todo k ≥ 0.

Demonstração.

1. Seja z ∈ R1−α. Então z = 1−α+∑
i=2 εiα

i =
∑

i=2 ε
′
iα

i. Logo, pelo Autômato C, temos que

C = (1, 0)(−1, 0)(ε2+1, ε2)(1, 0) · · · ou C = (1, 0)(−1, 0)(2, 0) (1, 0)(1, 0) · · · (1, 0)︸ ︷︷ ︸
k−vezes

(ε3+k, ε3+k)(1, 0) · · ·

são caminhos no autômato começando no estado inicial.

Caso 1. C = (1, 0)(−1, 0)(ε2 + 1, ε2)(1, 0) · · · .
z = 1− α + (ε2 + 1)α2 + α3 + α4w = ε2α

2 + α4w
′
, onde w,w

′ ∈ C.
z

α
=

1

α
− 1 + (ε2 + 1)α + α2 + α3w = ε2α + α3w

′
.

Como 1/α = α2 − 3α + 2, então:
z

α
= 1 + (ε2 − 2)α + 2α2 + α3w = ε2α + α3w

′
.

Logo,
z

α
− ε2α = 1− 2α + 2α2 + α3w = α3w

′ ∈ R1−2α.

Por outro lado, se z ∈ R1−2α, então αz+ε2α2 ∈ (ε2α
2+αR)∩ (α+ε2α2+αR) ∈ R1−α. De

fato, se z ∈ R1−2α então z = 1− 2α+2α2 +α3w, onde w ∈ C. Então, αz+ ε2α
2 = α+(ε2α

2 +

2α3+α4w = 1+(α−2α)+(ε2−2+3)α2+α3+α4w = 1−α = (ε2+1)α2+α3+α4w ∈ R1−2α,

se ε2 ≥ 1.
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Caso 2. C = (1, 0)(−1, 0)(2, 0) (1, 0)(1, 0) · · · (1, 0)︸ ︷︷ ︸
k−vezes

(ε3+k, ε3+k)(1, 0) · · · (Looping).

z = 1 − α + 2α2 + α3 + · · ·+ αk+2︸ ︷︷ ︸
k−vezes

+ε3+kα
3+k + α4+k + α5+kwk = ε3+kα3+k+α5+kw

′
k
, onde

wk, w
′
k ∈ C, para todo k ≥ 0. Então,
z

αk+2
= α−k−2 − α−k−1 + 2α−k + α−k+1 + · · ·+ 1 + ε3+kα + α2 + α3wk = ε3+kα + α3w

′
k.

* Se k = 0 então z = 1− α + 2α2 + ε3α
3 + α4 + α5w0 = ε3α

3 + α5w
′
0.

z

α2
=

1

α2
− 1

α
+2+ε3α+α

2+α3w0 = ε3α+α
3w

′
0. Como 1

α2 = 1−5α+2α2 e 1
α
= α2−3α+2,

então
z

α2
= 1 + (ε3 − 2)α + 2α2 + α3w0 = ε3α + α3w

′
0.

Logo,
z

α2
− ε3α = 1− 2α + 2α2 + α3w0 = α3w

′
0 ∈ R1−2α.

*Se k = 1 então z = 1− α + 2α2 + α3 + ε4α
4 + α5 + α6w1 = ε4α

4 + α6w
′
1. Então,

z

α3
= α−3 − α−2 + 2α−1 + 1 + ε4α + α2 + α3w1 = ε4α + α3w

′
1. Como α−3 = α2 − α − 3,

obtemos
z

α3
= 1 + (ε4 − 2)α + 2α2 + α3w1 = ε4α + α3w

′
1.

Logo,
z

α3
− ε4α = 1− 2α + 2α2 + α3w1 = α3w

′
1 ∈ R1−2α.

Assim, por indução, podemos mostrar que
z

αk+2
− εk+3α ∈ R1−2α.

2. Se z ∈ Rα então z = α +
∑

i=2 εiα
i =

∑
i=2 ε

′
iα

i. Logo, C = (0, 0)(1, 0)(−2, 0)(2, 0) · · · ou
C = (0, 0)(1, 0)(−1, 0) · · · são caminhos no Autômato começando no estado inicial.

Caso 1. C = (0, 0)(1, 0)(−2, 0)(2, 0) · · ·
z = α− 2α2 + 2α3 + α4w2 = α4w

′
2. Então,

z

α
= 1− 2α + 2α2 + α3w2 = α3w

′
2 ∈ R1−2α.

Caso 2. C = (0, 0)(1, 0)(−1, 0) · · ·
z = α− α2 + α3w3 = α3w

′
3. Então,

z

α
= 1− α + α2w3 = α2w

′
3 ∈ R1−α. (Estamos no Caso 1).

portanto, Rα = αR1−2α ∪ αR1−α = αR1−2α
⋃∞

k=1 εk+1,kα
k+2 + αk+1R1−2α.

�
Para todo z ∈ C, consideremos as seguintes funções:

f0(z) = −α2 + 2α3 + α2z;
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f1(z) = (ε3 − 1)α3 + (ε4 + 3)α4 − α5 + α3z, onde ε4 = 0, se ε3 = 1 e ε4 ∈ {0, 1}, se ε3 = 0;

f2(z) = ε3α
3 + α4 + (ε5 + 2)α5 − 2α6 + α4z, onde ε3, ε5 ∈ {0, 1};

f3(z) = ε3α
3 + 2α4 + (ε6 + 2)α6 − 2α7 + α5z, onde ε3, ε6 ∈ {0, 1};

f2+k(z) = ε3α
3 + 2α4 + (

∑k−1
j=1 α

4+j) + (ε5+k + 2)α5+k − α6+k + α4+kz, para todo k ≥ 2.

Teorema 5.0.4 R1−2α = f0(R1−2α) ∪ f1(R1−2α) ∪ ∪∞k=0f2+k(R1−2α).

Demonstração.

Primeiramente devemos mostrar que fi ⊂ R1−2α, para i = 0, 1 e que f2+k ⊂ R1−2α, para

todo k ≥ 2. Mostremos para f0. Temos:

f0(R1−2α) = f0(R)∩ f0(R+1− 2α) = (−α2 +2α3 +α2R)∩ (α2R) = (1− 2α+2α2 +α3 +

α2R) ∩ (α2R) ⊂ R1−2α.

Seja z ∈ R1−2α. Utilizando o Autômato C temos os seguintes caminhos, começando no

estado inicial:

1.(0, 1)(0,−2)(0, 2)(0, 1)(2, 0) · · · .
z = 2α4 + α5w0 = 1 − 2α + 2α2 + α3 + α5w

′
0, onde w0, w

′
0 ∈ C. Neste caso, f−10 (z) =

1− 2α + 2α2 + α3w0 = α3w
′
0 ∈ R1−2α, ou seja, z ∈ f0(R1−2α).

2. (0, 1)(0,−2)(0, 2)(ε3, ε3)(ε4 + 1, ε4)(1, 0) · · ·
z = ε3α

3 + (ε4 + 1)α4 + α5 + α6w1 = 1 − 2α + 2α2 + ε3α
3 + ε4α

4 + α6w
′
1. Neste caso,

f−11 (z) = 1− 2α + 2α2 + α3w1 = α3w
′
1 ∈ R1−2α, ou seja, z ∈ f1(R1−2α).

3. (0, 1)(0,−2)(0, 2)(ε3, ε3)(2, 0)(ε5, ε5)(1, 0) · · ·
z = ε3α

3 + 2α4 + ε5α
5 + α6 + α7w2 = 1 − 2α + 2α2 + ε3α

3 + ε5α
5 + α7w

′
2. Neste caso,

f−12 (z) = 1− 2α + 2α2 + α3w2 = α3w
′
2 ∈ R1−2α, ou seja, z ∈ f2(R1−2α).

4.(0, 1)(0,−2)(0, 2)(ε3, ε3)(2, 0) (1, 0)(1, 0) · · · (1, 0)︸ ︷︷ ︸
k−vezes

(ε5+k, ε5+k)(1, 0) · · · .

z = ε3α
3+2α4+α5+α6+ · · ·+α4+k+ ε5+kα

5+k+α6+k+α7+kw2+k = 1−2α+2α2+ ε3α
3+

ε5+kα
5+k + α7+kw

′
2+k. Temos f−12+k(z) = 1 − 2α + 2α2 + α3w2+k = α3w

′
2+k ∈ R1−2α, para todo

k ≥ 1 ou seja, z ∈ f2+k(R1−2α) para todo k ≥ 1.

Portanto R1−2α = f0(R1−2α) ∪ f1(R1−2α) ∪ ∪∞k=0f2+k(R1−2α).

�
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O próximo Lema mostra pontos do Fractal que possuem três α−representações (ponto

triplo). Consequentemente estes pontos estão na interseção de três vizinhos do Fractal. Estes

pontos estão mostrados na Figura 20.

Lema 5.0.4 As seguintes propriedades são verificadas.

1. Rα ∩R1−α = α + α3+α4+α5

1−α6

2. R1−α ∩R1−2α = α4+α5+α6

1−α6 .

3. R1−2α ∩R−α = α3+α4+α5

1−α6 .

4. R−α ∩R−1+α = −1 + α + α4+α5+α6

1−α6 .

5. R−1+α ∩R−1+2α = −1 + 2α + α3+α4+α5

1−α6 .

6. R−1+2α ∩Rα = −1 + 2α + α4+α5+α6

1−α6 .

Demonstração: 1. Se w ∈ Rα ∩ R1−α então existem x =
∑+∞

i=2 εiα
i, y =

∑+∞
i=2 ε

′
iα

i e

z =
∑+∞

i=2 ε
′′
i α

i, onde (εi)i≥2, (ε
′
i)i≥2, (ε

′′
i )i≥2 ∈ N tais que w = x + α = y + 1 − α = z, ou

w + α = x+ 2α = y + 1 = +z + α.

Usando o Autômato B com a = 3, b = −2 (Figura 21), obtemos os caminhos:

i) (0, 1)(2, 0)(0, 2)(1, 1)(1, 0)(1, 0)(0, 0)(0, 1)(0, 1)(1, 1) . . .

Assim, w + α = 1 + 2α2 + α3 +
∞∑
i=1

(α6i+1 + α6i+2 + α6i+3).

Logo, w = y + 1− α = 1− α + 2α2 + α3 +
∞∑
i=1

(α6i+1 + α6i+2 + α6i+3).

ii) (0, 0)(2, 1)(0, 1)(1, 0)(1, 0)(1, 1)(0, 1)(0, 1)(0, 0)(1, 0)(1, 0)(1, 1) . . .

Obtemos, w + α = α + α2 +
∞∑
i=1

(α6i−1 + α6i + α6i+1).

Portanto, w = z = α2 +
∞∑
i=1

(α6i−1 + α6i + α6i+1).

Por outro lado,

w + α = 2α +
∞∑
i=1

(α6i−3 + α6i−2 + α6i−1)

ou

w = x+ α = α +
∞∑
i=1

(α6i−3 + α6i−2 + α6i−1).

2. Se w ∈ R1−α ∩ R1−2α, então existem x =
∑+∞

i=2 εiα
i, y =

∑+∞
i=2 ε

′
iα

i e z =
∑+∞

i=2 ε
′′
i α

i, onde

(εi)i≥2, (ε
′
i)i≥2, (ε

′′
i )i≥2 ∈ N tais que w = x+ 1− α = y + 1− 2α = z ou w + 2α = x+ 1 + α =

y + 1 = +z + 2α.

Usando o autômato, obtemos os caminhos:
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i) (0, 1)(2, 1)(0, 1)(0, 1)(1, 1)(1, 0)(1, 0)(0, 0)(0, 1)(0, 1)(1, 1) . . .

Obtemos, w + 2α = 2α +
∞∑
i=1

(α6i−2 + α6i−1 + α6i)

ou

w = z =
∞∑
i=1

(α6i−2 + α6i−1 + α6i).

Por outro lado,

w + 2α = 1 + α +
∞∑
i=1

(α6i−4 + α6i−3 + α6i−2).

Portanto,

w = x+ 1− α = 1− α +
∞∑
i=1

(α6i−4 + α6i−3 + α6i−2).

ii) (0, 1)(2, 0)(0, 2)(0, 0)(1, 0)(1, 0)(1, 1)(0, 1)(0, 1)(0, 0)(1, 0)(1, 0)(1, 1) . . .

Logo,

w = y + 1− 2α = 1− 2α + 2α2 +
∞∑
i=1

(α6i−4 + α6i−3 + α6i−2).

As outras relações decorrem do fato de que:

R1−2α ∩R−α = Rα ∩R1−α − α,

R−α∩R−1+α = R1−α∩R1−2α−1+α, R−1+α∩R−1+2α = Rα∩R1−α−1+α e R−1+2α∩Rα =

R1−α ∩R1−2α − 1 + 2α.

�

Figura 20. Pontos com três α-representações. Caso a = 3, b = −2.
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Figura 21. Autômato Caso a = 3, b = −2.
Temos R1−2α =

+∞⋃
an,n∈N

fan(R1−2α), onde an ∈ {0, 1, (2 + k); k ∈ N}.

Seja z ∈ R1−2α. Logo z = fa0(z0) = fa0 ◦ fa1 ◦ · · · fan(zn) = limn→+∞ fa0 ◦ · · · fan(zn),
zn ∈ R1−2α e z é fixo. Logo

R1−2α =
⋃

a0,··· ,an
fa0 ◦ · · · fan(z).

Parametrização de R1−2α.

Conjectura 5.0.2 Conjecturamos que existem ı́ndices ik, k ∈ N, e {ik, k ∈ N} = N tais

que fik(R) ∩ fik+1
(R) = {zk}.Com isso podemos mostrar que existe uma função cont́ınua

f : [0, 1]→ R1−2α.

Dimensão de Hausdorff

Conjectura 5.0.3 Conjecturamos que as funções fk satisfazem as condições de Moran ( [24]),

isto é: existe U aberto de C tal que fk(U) ⊂ U e fk(U) ∩ fk′(U) = ∅, para todo k �= k′. Com

isso deduzimos que dimH(R1−2α)=inf{s,
∑∞

k=1 |αk|s ≤ 1}.
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Figura 22. Fronteira de R3,−2.
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Caṕıtulo 6

Sequência de Melhor Aproximação

Neste caṕıtulo estudamos as melhores aproximações diofantinas simultâneas para pares de

números algébricos v = (θ, θ2), em que 1/θ é um número de Pisot de grau 3 cujos outros dois

conjugados não são números reais. No caso d = 1, o problema está completamente resolvido: a

sequência (qn) é dada pelos quocientes do desenvolvimento em frações cont́ınuas de v ∈ R, isto

é, v = a0 +
1

a1 +
1

a2+
1

a3+...

, onde ai ∈ Z e
pr
qr

= a0 +
1

a1 +
1

a2+
1

...+ 1
ar

. No caso d > 1 o problema se

torna bastante dif́ıcil. Porém, podemos investigar esta questão para classe de vetores v cujas

coordenadas são números de Pisot cúbicos, como feito em [11], [10] e [16].

Definição 6.0.3 Sejam v um elemento de Rd, d ≥ 2, N uma norma em Rd e q um número

inteiro. Definimos

N0(qv) = min{N (qv − (p1, ..., pd)), (p1, ..., pd) ∈ Zd}.
Seja (qn)n≥0 uma sequência crescente de números inteiros. Dizemos que (qn)n≥0 é a sequência

de melhor aproximação do vetor v para a norma N , se para todo n ∈ Z+ e 0 < q < qn, tem-se

N0(qnv) < N0(qv).

Provaremos o seguinte Teorema:

Teorema 6.0.5 Seja β um número de Pisot cúbico, unitário e não totalmente real satisfazendo

a equação X3 = aX2+bX+1, −a+1 ≤ b ≤ −2 e a Conjectura B = C. Seja (Rn)n≥0 a sequência

de números inteiros definidos por:

R0 = 1, R1 = a, R2 = a2 + b,

Rn+3 = aGn+2 + bRn+1 +Rn, ∀n ≥ 0.
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Se β não possui a propriedade (F), então existe uma norma N em R2 (chamada de noma

de Rauzy) e um inteiro natural n0 tal que (Rn)n≥n0 é uma sequência de melhor aproximaçao

para o vetor (1/β, 1/β2) para a norma N .

Observação. Se R tem 6 vizinhos então o Teorema 6.0.5 é válido.

6.1 Fractal de Rauzy

Sejam N ∈ Z+ e (εj)k(N)≥j≥0 a R-representação de N , isto é, N =
∑k(N)

i=0 εiRi, onde (εi)i≥0 ≤lex

(a− 1)(a+ b− 1)(a+ b) · · · (a+ b). Seja

δ(N) = N(1/β, 1/β2)− (PN , QN),

onde

PN =

k(N)∑
j=1

εjRj−1, QN =

k(N)∑
j=2

εjRj−2.

Seja:

B =

⎛
⎝ −b/β −1/β

1− b/β2 −1/β2

⎞
⎠ .

Lema 6.1.1 Para todo n ≥ 2,

B

⎛
⎝ Rn/β −Rn−1

Rn/β
2 −Rn−2

⎞
⎠ =

⎛
⎝ Rn+1/β −Rn

Rn+1/β
2 −Rn−1

⎞
⎠

onde (Rn)n≥0 é a sequência definida anteriormente.

Demonstração.

Temos:

B

⎛
⎝ Rn/β −Rn−1

Rn/β
2 −Rn−2

⎞
⎠ =

⎛
⎝ −bRn/β

2 + bRn−1/β −Rn/β
3 +Rn−2/β

Rn/β −Rn−1 − bRn/β
3 + bRn−1/β2 −Rn/β

4 +Rn−2/β2

⎞
⎠

=

⎛
⎝ 1/β(Rn−2 −Rn/β

2 + aRn + bRn−1 − bRn/β)− aRn/β

1/β2(Rnβ − β2Rn−1 − bRn/β + bRn−1 −Rn/β
2 +Rn−2)

⎞
⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎝

1/βRn+1 −Rn(1/β
3 + 1/β2 + a/β︸ ︷︷ ︸

=1

)

1/β2(Rn(β − b/β − 1/β2︸ ︷︷ ︸
=a

)− β2Rn−1 + bRn−1 +Rn−2 + β2Rn−1)−Rn−1

⎞
⎟⎟⎟⎠
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=

⎛
⎝ Rn+1/β −Rn

Rn+1/β
2 −Rn−1

⎞
⎠ .

�

Corolário 6.1.1 Se N =
∑k(N)

j=0 εjRj então δ(N) =
∑k(N)

j=0 εjB
jδ(1), onde δ(1) = (1/β, 1/β2.

Demonstração.

Temos:

Bn

⎛
⎝ R0/β −R−1

R0/β
2 −R−2

⎞
⎠ =

⎛
⎝ Rn/β −Rn−1

Rn/β
2 −Rn−2

⎞
⎠ .

Como N =
∑k(N)

j=0 εjRj, então

δ(N) =
∑k(N)

j=0 εjRj(1/β, 1/β
2)− (

∑k(N)
j=1 εjRj−1,

∑k(N)
j=2 εjRj−2)

=
∑k(N)

j=0 εj(Rj/β −Rj−1, Rj/β
2 −Rj−2)

=
∑k(N)

j=0 εjB
jδ(1).

�
Definimos o fractal de Rauzy como sendo o conjunto

E = {δ(N); N ∈ Z+} ⊂ R2.

6.2 Norma de Rauzy

Seja M =

⎛
⎝ γ + b/β 1/β

−α− b/β −1/β

⎞
⎠. Podemos verificar que a matriz B definida anteriormente é

similar à matriz

⎛
⎝ α 0

0 γ

⎞
⎠ e satisfaz

MB =

⎛
⎝ α 0

0 γ

⎞
⎠M.

Caso 1: β não é totalmente real.

A norma de Rauzy N é definida por:

N (x) = |(α + b/β)x1 + x2/β|, ∀x = (x1, x2) ∈ R2.

Observemos que N (x) = |π1Mx|, onde π1(x, y) = x, para todo (x, y) ∈ R2.
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Lema 6.2.1 N (Bx) = |α|N (x), para todo x ∈ R2.

Demonstração.

Seja x = (x1, x2) ∈ R2. Então,

Mx =

⎛
⎝ (γ + b/β)x1 + 1/βx2

(−α− b/β)x1 − 1/βx2

⎞
⎠ .

Temos, N (x) = |π1(Mx)|. Então,

N (Bx) = |π1(MBx)| =
∣∣∣∣∣∣π1

⎛
⎝ α 0

0 γ

⎞
⎠Mx

∣∣∣∣∣∣
= |α|N (x).

�

Corolário 6.2.1 Seja (εn)n≥0 uma β−representação, então
N (

∑+∞
n=0 εnB

nδ(1)) = N (δ(1)|∑+∞
n=0 εnα

n|.
Em particular, N (δ(Gn)) = N (δ(1))|αn|, para todo n ≥ 0.

Demonstração.

N (
∑+∞

n=0 εnB
nδ(1)) = |π1M(

∑+∞
n=0 εnB

nδ(1))|

= |∑+∞
n=0 εnπ1MBnδ(1)| =

∣∣∣∣∣∣
∑+∞

n=0 εnπ1

⎛
⎝ αn 0

0 γn

⎞
⎠Mδ(1)

∣∣∣∣∣∣ =|
∑+∞

n=0 εnα
nπ1Mδ(1)|

=|π1Mδ(1)||∑+∞
n=0 εnα

n| = N (δ(1))|∑+∞
n=0 εnα

n|.
�

6.3 Sequência de melhor aproximação

Ińıcio da prova do Teorema 6.0.5

A prova será feita através de várias proposições.

Teorema 6.3.1 Existe um número real c > 0 tal que para todo q ∈ Z+ e para todo g ∈ Z2,

N (q(1/β, 1/β2)−g) < c implica que q(1/β, 1/β2)−g = δ(q) ou q(1/β, 1/β2)−g = δ(q)− (1, 1).

Como corolário temos:

Corolário 6.3.1 Existe um número real c > 0 tal que para todo q ∈ Z+, se N0(q(1/β, 1/β
2)) <

c então N0(q(1/β, 1/β
2)) = N (δ(q)).
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A próxima Proposição pode ser encontrada em [16]. Para um melhor entendimento, refare-

mos a prova com as devidas adequações ao caso no qual estamos interessados.

Proposição 6.3.1 Existe uma aplicação linear e bijetiva de R2 para C tal que f(ε) = R e

f(Z2) = Z+ Zα.

Demonstração.

Como (Rn)n≥0 é recorrente, existem h, l ∈ C tais que Rn = hβn + lαn + lαn para todo

n ∈ Z+. Logo, para todo n ∈ N,

δ(Rn) =

⎛
⎝ Rn/β −Rn−1

Rn/β
2 −Rn−2

⎞
⎠ =

⎛
⎝ cαn+2 + cαn+2

dαn+2 + dαn+2

⎞
⎠ .

onde c = l
α2 (1/β− 1/α) e d = l

α2 (1/β
2− 1/α2). Podemos provar resolvendo o sistema dado

pelos valores iniciais de R0, R1 e R2 que

l =
α2

(α− α)(α− β)
.

Logo,

cd− dc =
α2α2

α− α
�= 0.

Façamos g(z) =

⎛
⎝ cz + cz

dz + dz

⎞
⎠ para todo z ∈ C e f = g−1, obtemos f(E) = R. Por outro

lado, g(1) =

⎛
⎝ −1

b

⎞
⎠ e g(α) =

⎛
⎝ 0

−1

⎞
⎠.

De fato, g(1) =

⎛
⎝ c+ c

d+ d

⎞
⎠ = δ(R−2) =

⎛
⎝ R−2/β −R−3

R−2/β2 −R−4

⎞
⎠ =

⎛
⎝ −1

b

⎞
⎠,

uma vez que R−1 = R−2 = 0, R−3 = 1 e R−4 = −b.

Agora,

g(α) =

⎛
⎝ cα + cα

dα + dα

⎞
⎠ = δ(R−1) =

⎛
⎝ R−1/β −R−2

R−1/β2 −R−3

⎞
⎠ =

⎛
⎝ 0

1

⎞
⎠.

Portanto Z+ Zα = f(Z2).

�
Prova do Teorema 6.3.1

Temos R ∩ Z + Zα = {0,−1 − (b + 1)α)}. Logo E ∩ Z2 = (f−1(0), f−1(−1 − (b + 1)α)) =

(0, (1, 1)). Então existe um número real c > 0 tal que para todo g ∈ Z2, infx∈εN (g − x) < c
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implica que g = 0 ou g = (1, 1).Suponhamos que N (q(1/β, 1β2) − g) < c. Como δ(q) −
q(1/β, 1/β2) ∈ Z2 e δ(q) ∈ E , então N (δ(q) − (δ(q) − q(1/β, 1/β2) − g) < c. Portanto δ(q) −
q(1/β, 1/β2) + g = 0 ou δ(q) − q(1/β, 1/β2) + g = (1, 0), isto é, δ(q) = q(1/β, 1/β2) − g ou

q(1/β, 1/β2)− g = δ(q)− (1, 1).

�
Final da demonstração do Teorema 6.0.5

Vamos provar que existe n0 ∈ N tal que (Rn)n≥n0 é a sequência de melhor aproximação do

vetor (1/β, 1/β2) para a norma N .

Seja c um número real como definido no Teorema 6.3.1. Seja n0 ∈ N tal que N (δ(Rn0)) =

d|αn0 | < c, onde d = N (δ(1)). Seja n ≥ n0 e 0 < q < Rn. Vamos provar queN0(Rnv) < N0(qv).

Suponhamos que N0(qv) ≤ N0(Rnv) ≤ N (Rnv) = d|αn| ≤ d|αn0 | < c. Logo, N0(qv) < c.

Suponhamos que N0(qv) = N (qv − g). Temos, pelo Teorema 6.3.1 que qv − g = δ(q) ou

qv − g = δ(q)− (1, 1).

Caso 1. qv − g = δ(q).

Temos: N0(qv) = N (δ(q)) < N (δ(Rn)). (1)

Como q < Rn, então q =
∑n−1

i=0 εiRi. Logo, N (δ(q)) = d|∑n−1
i=0 εiα

i|. (2)
A partir de (1) e (2) obtemos que |∑n−1

i=0 εiα
i| < |αn|.

Por outro lado,
∑n−1

i=0 εiβ
i ∈ Q pois caso contrário,

∑n−1
i=0 εiβ

1 = c
d
, c, d ∈ Z. Então Nβ2 +

pNβ+ qn = c
d
, ou seja, dNβ2+ pNdβ+ qNd = c. Seque que dN = pNd = 0 e qnd = c e portanto

d = 0. Absurdo. Portanto γ =
∑n−1

i=0 εiβ
i é algébrico de grau 3 pois Q(γ) ⊂ Q(β). Logo∑n−1

i=0 εiα
i,
∑n−1

i=0 εiα
i e

∑n−1
i=0 εiβ

i são Galois-conjugados, |∑n−1
i=0 εiα

i
∑n−1

i=0 εiα
i
∑n−1

i=0 εiβ
i| ∈ Z.

Logo, |∑n−1
i=0 εiα

i|2 ≥ 1∑n−1
i=0 εiβi ≥ 1

βn = |α|2n. Ou seja, |∑n−1
i=0 εiα

i| ≥ |α|n. Absurdo.

Caso 2. qv − g = δ(q)− (1, 1).

N0(qv − g) = N (qv − g) = N (qv − (1, 1)).

Temos: N (qv − g) = d|∑n−1
k=2 εkα

k|.
Suponhamos:

N (qv − (1, 1)) = d|∑n−1
k=2 εkα

k + 1 + (b+ 1)α|.
Afirmação:

N (qv − (1, 1)) ≥ N (δ(Rn)) = |αn|.
De fato,

|1 + (b+ 1)α +
n−1∑
k=2

εkα
k|2 · |1 + (b+ 1)β +

n−1∑
k=2

εkβ
k| ≥ 1.
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ou

|1 + (b+ 1)α +
∑
εkα

k| ≥ 1
|1+(b+1)β+

∑
εkβk| .

Por outro lado, seja n ≥ n0 suficientemente grande tal que 1 + (b + 1)β +
∑n−1

k=0 εiβ
i > 0.

Temos 1 + (b+ 1)β +
∑n−1

k=0 εkβ
k ≤∑n−1

k=2 εkβ
k ≤ βn, pois b+ 1 ≤ −1. Logo,

1

1 + (b+ 1)β +
∑
εkβk

≥ 1

βn
= |α|2n.

Portanto 1 + (b+ 1)β +
∑n−1

k=0 εkβ
k ≥ |α|n. Absurdo.

�
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Caṕıtulo 7

Anexo

7.1 Determinação dos Estados do Autômato

Sejam x =
∑∞

i=l aiα
i, y =

∑∞
i=l biα

i, em que as sequências (ai)i≥l e (bi)i≥l pertencem à N .

Suponhamos que x = y e seja Ak = x(k) − y(k), em que x(k) = α−k+2
∑k

i=l aiα
i e y(k) =

α−k+2
∑k

i=l biα
i. Temos,

Ak+1 =
Ak

α
+ (ak+1 − bk+1)α

2.

Seja B o automato constitúıdo pelos estados Ak, em que Ak pertence ao conjunto S =

{0,±α2,±(α+ bα2),±(α+(b+1)α2),±(1+ bα+(a− 1)α2),±(1+ (b+1)α+(a+ b)α2),±(1+
(b+ 1)α+ (a+ b+ 1)α2)}. Dois estados Ak e Ak+1 são ligados por flechas (Ak+1, bk+1), em que

ak+1 e bk+1 podem assumir os valores posśıveis pelos quais pode-se passar de um estado Ak ao

estado Ak+1.

Seja t o menor inteiro tal que at �= bt. Coloquemos At−1 = 0, que é o estado inicial do

autômato, e suponhamos que (at, bt) = (ε+ 1, ε). Logo At = α2.

Temos os seguintes casos:

1. Ak = α2

Neste caso, Ak+1 = α + (ak+1 − bk+1)α
2 =

=

⎧⎨
⎩ α + bα2, se (ak+1, bk+1) = (ε+ b, ε)

α + (b+ 1)α2, se (ak+1, bk+1) = (ε+ b+ 1, ε)

2. Ak = α + bα2

Ak+1 = 1 + bα + (ak+1 − bk+1)α
2 = 1 + bα + (a− 1)α2, se (ak+1, bk+1) = (ε+ a− 1, ε).
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3. Ak = 1 + bα + (a− 1)α2

Ak+1 =
1
α
+ b+ (a− 1)α + (ak+1 − bk+1)α

2 = −α + (ak+1 − bk−1 + 1)α2 =

=

⎧⎨
⎩ −α− (b+ 1)α2, se (ak+1, bk+1) = (ε− b− 2, ε)

−α− bα2, se (ak+1, bk+1) = (ε− b− 1, ε)

4. Ak = −α− (b+ 1)α2 Ak+1 = −1− (b+ 1)α + (ak+1 − bk+1)α
2 =

=

⎧⎨
⎩ −1− (b+ 1)α− (a+ b+ 1)α2, se (ak+1, bk+1) = (ε, ε+ a+ b+ 1)

−1− (b+ 1)α− (a+ b)α2, se (ak+1, bk+1) = (ε, ε+ a+ b)

5. Ak = −1− (b+ 1)α− (a+ b+ 1)α2

Ak+1 = − 1
α
− (b+ 1)− (a+ b+ 1)α + (ak+1 − bk+1)α

2 =

=

⎧⎨
⎩ −1− (b+ 1)α− (a+ b)α2, se (ak+1, bk+1) = (ε, ε+ a+ b− 1)

−1− (b+ 1)α− (a+ b+ 1)α2, se (ak+1, bk+1) = (ε, ε+ a+ b)

6. Ak = −1− (b+ 1)α− (a+ b)α2

Ak+1 = − 1
α
−(b+1)−(a+b)α+(ak+1−bk+1)α

2 = −1−bα−(a−1)α2, se (ak+1, bk+1) = (ε, ε+a−2).

7. Ak = −α− bα2

Ak+1 = −1− bα + (ak+1 − bk+1)α
2 = −1− bα− (a− 1)α2, se (ak+1, bk+1) = (ε, ε+ a− 1).

8. Ak = −1− bα− (a− 1)α2

Ak+1 = − 1
α
− b− (a− 1)α + (ak+1 − bk+1)α

2 =

=

⎧⎨
⎩ α + bα2, se (ak+1, bk+1) = (ε, ε− b− 1)

α + (b+ 1)α2, se (ak+1, bk+1) = (ε, ε− b− 2)

9. Ak = α + (b+ 1)α2

Ak+1 = −1 + (b+ 1)α + (ak+1 − bk+1)α
2 =

=

⎧⎨
⎩ 1 + (b+ 1)α + (a+ b+ 1)α2, se (ak+1, bk+1) = (ε+ a+ b+ 1, ε)

1 + (b+ 1)α + (a+ b)α2, se (ak+1, bk+1) = (ε+ a+ b, ε)

10. Ak = 1 + (b+ 1)α + (a+ b+ 1)α2

Ak+1 = − 1
α
+ (b+ 1) + (a+ b+ 1)α + (ak+1 − bk+1)α

2 =

=

⎧⎨
⎩ 1 + (b+ 1)α + (a+ b+ 1)α2, se (ak+1, bk+1) = (ε+ a+ b, ε)

1 + (b+ 1)α + (a+ b)α2, se (ak+1, bk+1) = (ε+ a+ b− 1, ε)

11. Ak = 1 + (b+ 1)α + (a+ b)α2
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Ak+1 =
1
α
+(b+1)+(a+b)α+(ak+1−bk+1)α

2 = 1+bα+(a−1)α2 se ak+1, bk+1) = (ε+a−2, ε).

Observação

1. Estando no estado inicial podeŕıamos ter suposto que (at, bt) = (ε, ε + 1) e então es-

taŕıamos no estado At = −α2.

Apresentamos a seguir uma demonstração de que o fractal de Rauzy no caso a = 3, b = −2
possui somente 6 vizinhos.

Teorema 7.1.1 O Fractal de Rauzy R = R3,−2 possui exatamente 6 vizinhos da forma R3,−2+

u, em que u ∈ {±α,±1− 2α,±1− α}, isto é,

∀u ∈ Z+ Zα\{0}, R3,−2 ∩R3,−2 + u �= ∅ ⇐⇒ u ∈ {±α,±1− 2α,±1− α}.

Demonstração: Suponhamos que R∩ (R+ p+ qα) �= ∅, então existe z ∈ R tal que

z =
∑=∞

i=2 εiα
i = p+ qα +

∑=∞
i=2 ε

′
iα

i, onde (εi)i≥2, (εi)
′
i≥2 ∈ N .

Por outro lado, agrupando os termos temos:∑+∞
i=2 (εi − ε

′
i)α

i =
∑+∞

i=0 γ4iα
4i+2,

onde γ4i = (ε2+4i − ε
′
2+4i) + · · ·+ (ε5+4i − ε

′
5+4i)α

3.

Assim,

|p+ qα|2 ≤
(

k|α|2
1− |α|4

)2

,

em que k = max{∑3
i=0 |εi − ε

′
i||α|i, εi, ε′i ∈ {0, 1, 2}}. Podemos mostrar que

(
k|α|2
1−|α|4

)2

≤
3, 1605.

Por outro lado, considere α = c + di, em que c = 0, 3376 . . . e d = 0, 5622 . . .. Logo,

|p+ qα|2 = (p+ qc)2+ q2d2. Portanto, |q| ≤ 3, pois se |q| ≥ 4 teŕıamos q2d2 ≥ 5, 0571 > 3, 1605.

Vamos então analisar os casos nos quais q ∈ {0,±1,±2,±3}:
Caso 1. Se q = −3 então p = 1. De fato, |p + qα|2 = (p − 3c)2 + 9d2 ≤ 3, 1605 =⇒

(p− 3c)2 ≤ 3, 1605− 2, 8446 = 0, 3159. Neste caso a única possibilidade é p = 1. Temos então

a região associada R+ 1− 3α.

Caso 2. Se q = −2 então p ∈ {0, 1, 2}. De fato, |p + qα|2 = (p− 2c)2 + 4d2 ≤ 3, 1605 =⇒
(p − 2c)2 ≤ 3, 1605 − 1, 2642 = 1, 8963. Neste caso os valores posśıveis de p são {0, 1, 2} e as

regiões associadas são R− 2α, R+ 1− 2α e R+ 2− 2α.

Caso 3. Se q = −1 então p ∈ {−1, 0, 1, 2}. De fato, |p+ qα|2 = (p− c)2 + d2 ≤ 3, 1605 =⇒
(p− c)2 ≤ 3, 1605− 0, 3160 = 2, 8445. Neste caso os valores posśıveis de p são {−1, 0, 1, 2} e as
regiões associadas são R− 1− α, R− α, R+ 1− α e R+ 2− α.
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Caso 4. Se q = 0 então p ∈ {−1, 0, 1}. De fato, |p+ qα|2 = |p|2 ≤ 3, 1605 =⇒ p = −1, 0, 1.
Temos as regiões R, R− 1 e R+ 1.

Caso 5. Se q = 1 então p ∈ {−2,−1, 0, 1}. De fato, |p+ qα|2 = (p+ c)2 + d2 ≤ 3, 1605 =⇒
(p+ c)2 ≤ 3, 1605− 0, 3160 = 2, 8445. Neste caso os valores posśıveis de p são {−2,−1, 0, 1} e

as regiões associadas são R− 2 + α, R+ α, R− 1 + α e R+ 1 + α.

Caso 6. Se q = 2 então p ∈ {−2,−1, 0}. De fato, |p+ qα|2 = (p+2c)2 +4d2 ≤ 3, 1605 =⇒
(p + 2c)2 ≤ 3, 1605 − 1, 2642 = 1, 8963. Neste caso os valores posśıveis de p são {−2,−1, 0} e

as regiões associadas são R+ 2α, R− 1 + 2α e R− 2 + 2α.

Caso 7. Se q = 3 então p = −1. De fato, |p + qα|2 = (p + 3c)2 + 9d2 ≤ 3, 1605 =⇒
(p+3c)2 ≤ 3, 1605−2, 8446 = 0, 3159. Neste caso a única possibilidade é p = −1. Temos então

a região associada R− 1 + 3α.

Portanto, obtemos até agora as regiões R± α, R± (1− α), R± (1− 2α), R± 1, R± 2α,

R± (1 + α), R± (2 − α),R± (2 − 2α) e R± (1 − 3α). Vamos mostrar que podemos excluir

estas 6 últimas regiões.

1. Suponhamos que R∩R+ 2α �= ∅.
Logo, 2α =

∑+∞
i=2 (εi − ε

′
i)α

i, onde (εi)i≥2, (εi)
′
i≥2 ∈ N . Portanto,

|2α + (ε
′
2 − ε2)α

2| = |
+∞∑
i=3

(εi − ε
′
i)α

i| < |α| · 3, 1605 = 2, 0731. (7.1)

Lembremo-nos que |α| ≈ 0.6558.

Por outro lado,

|2α + (ε
′
2 − ε2)α

2| ⊂ {|2α|, |2α + α2|, |2α− α2|, |2α + 2α2|, |2α− 2α2|} ≈ X0, (7.2)

onde X0 = {1, 31; 1, 57; 1, 50; 1, 90; 1, 13}. Por 7.1 e 7.2 obtemos uma contradição.

2.Suponhamos que R∩R+ 1− 3α �= ∅.
Logo, 1− 3α =

∑+∞
i=2 (εi − ε

′
i)α

i, onde (εi)i≥2, (εi)
′
i≥2 ∈ N . Portanto,

|1− 3α + (ε
′
2 − ε2)α

2| = |
+∞∑
i=3

(εi − ε
′
i)α

i| < |α| · 3, 1605 = 2, 0731. (7.3)

Por outro lado,
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|1−3α+(ε
′
2−ε2)α2| ⊂ {|1−3α|, |1−3α+α2|, |1−3α−α2|, |1−3α+2α2|, |1−3α−2α2|} ≈ X1,

(7.4)

onde X1 = {1, 68; 1, 32; 2, 07; 1, 02; 2, 47}. Por 7.3 e 7.4 obtemos uma contradição.

3.Suponhamos que R∩R+ 2− 2α �= ∅.
Logo, 2− 2α =

∑+∞
i=2 (εi − ε

′
i)α

i, onde (εi)i≥2, (εi)
′
i≥2 ∈ N . Portanto,

|2− 2α + (ε
′
2 − ε2)α

2| = |
+∞∑
i=3

(εi − ε
′
i)α

i| < |α| · 3, 1605 = 2, 0731. (7.5)

Por outro lado,

|2−2α+(ε
′
2−ε2)α2| ⊂ {|2−2α|, |2−2α+α2|, |2−2α−α2|, |2−2α+2α2|, |2−2α−2α2|} ≈ X2,

(7.6)

onde X2 = {1, 73; 1, 34; 2, 14; 1; 2, 55}. Por 7.5 e 7.6 obtemos uma contradição.

4. Suponhamos que R∩R+ 2− α �= ∅.
Logo, 2− α =

∑+∞
i=2 (εi − ε

′
i)α

i, onde (εi)i≥2, (εi)
′
i≥2 ∈ N . Portanto,

|2− α + (ε
′
2 − ε2)α

2| = |
+∞∑
i=3

(εi − ε
′
i)α

i| < |α| · 3, 1605 = 2, 0731. (7.7)

Por outro lado,

|2−α+(ε
′
2−ε2)α2| ⊂ {|2−α|, |2−α+α2|, |2−α−α2|, |2−α+2α2|, |2−α−2α2|} ≈ X3, (7.8)

onde X3 = {1, 75; 1, 47; 2, 08; 1, 27; 2, 45}. Por 7.7 e 7.8 obtemos uma contradição.

5. Suponhamos que R∩R+ 1 + α �= ∅.
Logo, 1 + α =

∑+∞
i=2 (εi − ε

′
i)α

i, onde (εi)i≥2, (εi)
′
i≥2 ∈ N . Portanto,

|1 + α + (ε
′
2 − ε2)α

2| = |
+∞∑
i=3

(εi − ε
′
i)α

i| < |α| · 3, 1605 = 2, 0731. (7.9)

Por outro lado,
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|1+α+(ε
′
2−ε2)α2| ⊂ {|1+α|, |1+α+α2|, |1+α−α2|, |1+α+2α2|, |1+α−2α2|} ≈ X4, (7.10)

onde X4 = {1, 45; 1, 47; 1, 55; 1, 61; 1, 75}. Por 7.9 e 7.10 obtemos uma contradição.

6.Suponhamos que R∩R+ 1 �= ∅.
Logo, 1 =

∑+∞
i=2 (εi − ε

′
i)α

i, onde (εi)i≥2, (εi)
′
i≥2 ∈ N . Portanto,

|1 + (ε
′
2 − ε2)α

2| = |
+∞∑
i=3

(εi − ε
′
i)α

i| < |α| · 3, 1605 = 2, 0731. (7.11)

Por outro lado,

|1+(ε
′
2−ε2)α2| ⊂ {|1|, |1+α2|, |1−α2|, |1+2α2|, |1−2α2|} ≈ {1; 0, 88; 1, 26; 1, 59; 0, 96}. (7.12)

Por 7.11 e 7.12 obtemos uma contradição.
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7.2 Programa computacional

Nesta seção apresentamos um programa escrito em Maple que pode ser utilizado para desenhar

qualquer Fractal de Rauzy pertencente às classes mencionadas no trabalho.

> myproc:=proc(n) global R,R1,R2,R3,R4,R5,R6,E;

> ’Calcula a sequencia (T[n])

> T[0]:=0; T[1]:=0; T[2]:=1;

> a:=3; b:=-2; ’Exemplo: a=4, b=-3

> i:=0;

> T[i+3]:=a*T[i+2]+b*T[i+1]+T[i];

> k:=2;

> while T[i+3]<=n do

> k:=k+1; i:=i+1;

> T[i+3]:=a*T[i+2]+b*T[i+1]+T[i]; end do;

> ’Calcula o vetor E (digitos) através do algoritmo greedy

> i:=k; soma:=0;

> for j from i to 1 by -1 do

> x:=a;

> if x*T[j]+soma<=n then

> E[j]:=x; soma:=soma+x*T[j]; controle:=true;

> else;

> controle:=false; end if;

> while controle = false do

> x:=x-1;

> if x*T[j]+soma<=n then

> E[j]:=x; soma:=soma+x*T[j]; controle:=true;

> else;

> controle:=false;

> end if; end do; end do;

> ’Calcula as raizes do polinômio;

> X:=evalf(solve(x^3-a*x^2-b*x-1)):

> alfa:=X[2];

> S:=0;
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> for l from 2 to k do

> S:= S+(E[l]*(alfa^l));

> end do;

> R[n]:=S; R1[n]:=S+1+b*alfa; R2[n]:=S-1-b*alfa;

> R3[n]:=S+alfa; R4[n]:=S-alfa;

> R5[n]:=S-1-(b+1)*alfa; R6[n]:=S+1+(b+1)*alfa; end proc;

> ’Executa a Procedure

> for i from 1 to 10000 do

> myproc(i);

> end do:

> ’Separa os pontos encontrados em parte Real e Imaginaria

> for i from 2 to 10000 do

> Z[i]:=map(z->[Re(z),Im(z)],R[i]); Z1[i]:=map(z->[Re(z),Im(z)],R1[i]);

> Z2[i]:=map(z->[Re(z),Im(z)],R2[i]); Z3[i]:=map(z->[Re(z),Im(z)],R3[i]);

> Z4[i]:=map(z->[Re(z),Im(z)],R4[i]); Z5[i]:=map(z->[Re(z),Im(z)],R5[i]);

> Z6[i]:=map(z->[Re(z),Im(z)],R6[i]);

> end do:

> ’Plotar os pontos do Fractal

> S:=seq(Z[i],i=2..10000);

> S1:=seq(Z1[i],i=2..10000); S2:=seq(Z2[i],i=2..10000);

> S3:=seq(Z3[i],i=2..10000); S4:=seq(Z4[i],i=2..10000);

> S5:=seq(Z5[i],i=2..10000); S6:=seq(Z6[i],i=2..10000);

> with(plots):

> V:=plot([[S]],style=point,color=black):

> V1:=plot([[S1]],style=point,color=blue):

> V2:=plot([[S2]],style=point,color=cyan):

> V3:=plot([[S3]],style=point,color=red):

> V4:=plot([[S4]],style=point,color=orange):

> V5:=plot([[S5]],style=point,color=green):

> V6:=plot([[S6]],style=point,color=yellow):

> display(V,V1,V2,V3,V4,V5,V6);
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J. Théor. Nombres Bordeaux 10, 1998, 135-162.

[21] A. Messaoudi, Frontière du fractal de Rauzy et système de numération com-

plexe. Acta Arithmetica, v. 95 pp. 195-224, 2000.

[22] A. Messaoudi, Propriétés arithmétiques et topologiques d’une classe

d’ensembles fractales. Acta Arithmetica, v. 121.4, pp. 341-265, 2006.

[23] A. Messaoudi, J. Thuswaldner, B. Loridant, P. Surer, Topological

Properties for a class of cubic Rauzy fractals. Theoret. Comput. Sci., 477 pp. 6 -

31, 2013.

[24] P. A. P. Moran Additive functions of intervals and Hausdorff measure. Mathe-

matical Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, 42, 1946, pp 15-23.

77



[25] . W. Parry, On the Beta-expansion of real numbers, Acta Math. Acad. Sci.

Hungar., 11:401-416, 1960.
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[28] A. Rényi, Representations for real numbers and their ergodic properties, Acta

Math. Acad. Sci. Hungar. 8 (1957), 477-493.

[29] T. M. Rodrigues, Propriedades aritméticas e topológicas de uma classe de
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179-182.

78


