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Resumo

Nesta dissertacao fazemos um estudo de modelos biologicos do tipo Lotka-Volterra,
utilizando como ferramenta principal a teoria qualitativa das equacoes diferenciais or-
dinarias. Abordamos, no plano e no espago, alguns modelos do tipo predador-presa.
Analisamos os comportamentos das solugoes sob a variagao dos parametros e tratamos
com detalhes a bifurca¢ao de Hopf, que d& origem a uma orbita periodica isolada (ciclo
limite). Estudamos também um teorema devido a Li e Muldowney [16] sobre a estabili-
dade global de um ponto de equilibrio para um sistema & = f(x),z € R". Aplicamos este
resultado no estudo de um modelo de HIV tridimensional, provando a estabilidade global
de um ponto de equilibrio, para certos valores dos parametros. Para o mesmo modelo,
verificamos a ocorréncia de uma dupla bifurcacao de Hopf, que leva ao surgimento e pos-
terior desaparecimento de um ciclo limite, ao variarmos um dos parametros envolvidos no
sistema. As bifurcacoes de Hopf ocorrem simultaneamente & perda de estabilidade global

do ponto de equilibrio.

Palavras-chave: Bifurcacao de Hopf; Estabilidade Global; Sistemas do Tipo Lotka-

Volterra.



Abstract

In this work we present a study of biological models of Lotka-Volterra type, using as
main tool the qualitative theory of ordinary differential equations. We analyze some two
and three dimensional predator-prey models. The behavior of the solutions are studied
under the variation of parameters and it is shown that a Hopf bifurcation occurs, leading
to the creation of an isolated periodic orbit (limit cycle). We also study a theorem due
to Li and Muldowney [16] about the global stability of an equilibrium point of a system
t = f(x),x € R". We apply this result in the analysis of a three dimensional model of HIV
with treatment, showing the global stability of an equilibrium point, for certain parameter
values. For the same model, we prove the occurrence of two Hopf bifurcations, leading to
the birth and subsequent death of a limit cycle, when we vary one of the parameters of
the model. The Hopf bifurcations occurs simultaneously to the lack of global stability of

the equilibrium point.

Keywords: Hopf Bifurcation; Global Stability; Systems of Lotka-Volterra Type.
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Introducao

Provavelmente a historia das aplicagoes da Matematica em ecologia teve inicio com o
livro “An essay on the principle of population”, escrito por Thomas Malthus em 1798. Nele
é mencionado pela primeira vez que uma populacao com oportunidade para reproducao
cresce exponencialmente no tempo. Usando a notacao moderna, a dindmica de uma

populacao x sem limitacoes de recursos pode ser descrita pela equagao
T = az, (0.1)

onde a > 0 é a taxa de crescimento da populagao. Segundo esta equagao, o crescimento
é exponencial, uma vez que tem a solugdo z(t) = xee™, para uma populagao inicial
x(0) = xp.

O passo seguinte neste campo foi a introduc¢ao do modelo de uma populagao que é
restrita no tamanho por alguns recursos necesséarios que sao limitados. A dinamica de tal

populagao foi descrita por Verhiilst (1838) através da equagao

ax(K — )

e : (0.2)

0=
que é conhecida como equagao logistica, na qual a > 0 é a taxa de crescimento da po-
pulacao e K > 0 é o tamanho estacionario da populacao, determinado pelos recursos
disponiveis.

Essas equacoes foram usadas para descrever apenas a dindmica de uma tunica po-
pulacao, e somente na década de 1920 tiveram inicio os primeiros estudos matematicos
destinados a descrever as interacdes entre populacdes (Bazykin [2]). E nesta época que
surge o primeiro modelo matematico destinado a descrever duas populacoes interagindo,
com os trabalhos de Alfred J. Lotka (1880-1949) e Vito Volterra (1860-1940). O modelo
proposto, hoje conhecido como modelo Lotka-Volterra, ¢ dado por

T = ax — by,

. (0.3)
y = —cy+dzy.

No capitulo 2 apresentamos um estudo deste modelo, destacando o significado das cons-

tantes a, b, ¢ e d. Vale ressaltar que, com o passar do tempo, varias modifica¢oes foram

10
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e ainda continuam sendo feitas, adaptando tal modelo a diversos contextos de aplicacao.
Estes modelos sao comumente chamados de modelos predador-presa.

Apo6s um longo periodo de pausa neste campo da ciéncia, um novo estagio de intenso
desenvolvimento da ecologia matematica surgiu a partir da década de 1960 e continua até
hoje. Na realidade, o progresso na computacao e o bem sucedido uso de computadores
para resolver problemas em vérias areas, levou a natural esperanca de que eles também
podiam ser aplicados em problemas relacionados & ecologia (Bazykin [2]). De fato, hoje
o computador é uma importante ferramenta de apoio no estudo de sistemas de equagoes
diferenciais ordinarias aplicados & ecologia em geral.

A motivacao deste trabalho se da devido aos modelos de interagoes entre espécies, e
em especial os do tipo predador-presa, serem, na atualidade, amplamente utilizados para
descrever diversos fenomenos biologicos, principalmente aqueles relacionados a satude hu-
mana. Somente neste caso, sao varios os modelos criados com a finalidade de ajudar a
entender e prever, por exemplo, a propagacao de infeccoes, epidemias e virus; o desenvol-
vimento do cancer e do HIV sob diversos tipos de aplica¢oes de tratamentos, e de varias
outras situagdes nas quais a matematica se mostra uma importante ferramenta para o
desenvolvimento cientifico.

Neste trabalho, estudamos a dindmica de alguns sistemas predador-presa a partir de
uma abordagem qualitativa, voltando nossa atengao para a analise da estabilidade global
e das bifurcacoes das solugoes. Em particular, estudamos com detalhes a bifurcacao de
Hopf, caracterizada pela mudanca de estabilidade de um equilibrio, que leva ao surgimento
de solugoes periddicas. Tal fendmeno é observado em varios trabalhos que tratam de
modelos biologicos (ver por exemplo, [3], [7], [23] e [24]).

O presente trabalho esta organizado da seguinte forma. Nos capitulos 1 e 2, apre-
sentamos a fundamentacao teérica necesséaria ao desenvolvimento do texto, sendo que no
primeiro capitulo apresentamos uma sintese dos principais resultados da teoria qualitativa
das equacoes diferenciais ordinarias, incluindo um critério para estudo da estabilidade glo-
bal, desenvolvido por Li e Muldowney [16]. O segundo capitulo é integralmente dedicado
a bifurcacao de Hopf, que é abordada utilizando-se o método da projegao [12|. No capitulo
3 estudamos alguns sistemas do tipo predador-presa, no plano e no espago, seguindo o
que é apresentado em [2| e [9]. No capitulo 4, como uma aplicacao da teoria estudada
nos capitulos anteriores, fazemos uma analise de um sistema tridimensional, elaborado
com base nos sistemas de Lotka-Volterra, que constitui um modelo de infeccao pelo virus
HIV com tratamento, proposto por Wang [23]. Para este modelo, fazemos uma anélise
da estabilidade global de um ponto de equilibrio especifico, com base no método proposto
por Li e Muldowney [16] e provamos a ocorréncia de uma dupla bifurcagao de Hopf, que
leva ao surgimento e posterior desaparecimento de um ciclo limite, conforme variamos um
dos parametros envolvidos no sistema. Mostramos assim, em parte analitica e em parte

numericamente, o nascimento e morte de um ciclo limite, via bifurcagoes de Hopf.
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Além do estudo teorico descrito anteriormente, desenvolvemos no decorrer do traba-
lho simulagbes computacionais, desenvolvidas com o software MAPLE, que auxiliam na

descrigao dos retratos de fase e também no estudo das bifurcagoes.



CAPITULO

I

Resultados Preliminares

Neste capitulo apresentamos, de forma sucinta, alguns resultados da teoria qualitativa
das equagoes diferenciais ordinarias que se aplicam no estudo de sistemas nao lineares
do tipo # = f(z), x € R". Estamos interessados principalmente no que se refere a
estabilidade dos pontos de equilibrio de tais sistemas, obtidos resolvendo-se a equacao
& = f(x) = 0. Neste sentido, na primeira e segunda se¢oes damos algumas defini¢oes e
relembramos resultados importantes, como o Teorema de Hartman-Grobman, o Teorema
da Variedade Estavel, o Teorema de Poincaré-Bendixson e os Critérios de Bendixson e de
Dulac, sendo estes trés ultimos relativos especificamente ao caso de sistemas planares, isto
é, considerando-se € R2. Na terceira secao, apresentamos um critério de estabilidade
global desenvolvido recentemente por Li e Muldowney [16], que é uma extensao para
sistemas definidos no R" do critério de Bendixson classico em R? e que sera utilizado para
o estudo da estabilidade global do equilibrio de um sistema de HIV com tratamento, no

altimo capitulo do trabalho.

1.1 Campos vetoriais, equivaléncia e conjugacao

Para a elaboracao desta secao, a qual é destinada a apresentacao de alguns conceitos
e resultados fundamentais da teoria qualitativa das equagoes diferenciais ordinarias, nos
baseamos nos trabalhos de Doering [5] e Sotomayor [22].

Seja A um subconjunto aberto do espago euclidiano R". Um campo vetorial de classe
Ck, 1<k <ooem A éuma aplicacao f : A Q’; R"™. Ao campo vetorial f associamos a
equacao diferencial ordinéria

i () (L1)

onde o ponto denota a derivada com relagao a variavel ¢.

13
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As solugoes da equagao (1.1) sao aplicagoes diferenciaveis ¢ : I C R — A tais que

do
W)= o),
para todo t € I, onde representamos por ¢(t,y) = ¢;(y) a solugao de f por y, isto é,
#(0,y) = y. Também dizemos que o conjunto v, = {p(t,y) : t € I} C A, isto &, a imagem
da solugao de (1.1) por y, é a drbita de f por y. A decomposigao de A em orbitas de f é
chamada de retrato de fase de f.

Um ponto de equilibrio do campo f é um ponto zp € A no qual f(z¢) = 0. Um ponto

em que o campo nao é nulo é chamado de ponto reqular.

Definigao 1. A aplicagio ¢ : I x A — A tal que ¢(t,x) € a solugio de (1.1) com
#(0,x) = x, chama-se fluzo gerado por f.

Definicao 2. Dizemos que xy € um ponto de equilibrio estdvel para f se, para qualquer
vizinhanga U C R™ de xy, existe uma vizinhanca W C R™ de xq, tal que W C ANU e
o(t,x) € U, para quaisquer x € W et > 0.

Definicao 3. Dizemos que x¢ € um ponto de equilibrio assintoticamente estdavel para f

se, além de ser estdvel, th+m o(t,x) = xg, para qualquer x € W.
—400

Se xg nao é um ponto de equilibrio estavel, dizemos que ele é instavel.

Consideramos dois campos vetoriais como equivalentes se seus retratos de fase sao
qualitativamente semelhantes, em outras palavras, se um retrato de fase pode ser obtido
a partir do outro por uma transformacao continua (ver Figura 1.1). Formalmente, temos

a seguinte definicao.

Definicao 4. Sejam fi e fa campos vetoriais definidos nos abertos A1 e Ay de R™,
respectivamente. Diz-se que f1 é topologicamente equivalente (C"-equivalente) a fo quando
existe um homeomorfismo (difeomorfismo de classe C") h : Ay — Ag que leva drbitas de
f1 em drbitas de fo preservando a orientagao. Mais precisamente, sejam y € Ay e v (y)
a orbita orientada de f1 passando por y; entao h(y'(y)) € a drbita orientada v*(h(y)) de
fo passando por h(y).

Definicao 5. Sejam ¢ : [T Xx A1 — Ay e ¢9 1 I3 X Ay — As 0s fluros gerados pelos
campos f1: Ay — R™ e fy 1 Ay — R"™ respectivamente. Diz-se que f1 € topologicamente
conjugado (C"-conjugado) a fo quando existe um homeomorfismo (difeomorfismo de classe

C") h: Ay — Ay tal que h(oi(t,x)) = ¢a(t, h(x)) para todo (t,z) € I x Ay.

Definicao 6. Um ponto de equilibrio xy de um campo vetorial f € C*, 1 < k < oo

chama-se hiperbolico se todos os autovalores de D f(xq) tém parte real diferente de zero.
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@ O

(a) (b)

Figura 1.1: Tlustracao de equivaléncia topologica.

O teorema a seguir, que é um dos resultados mais importantes da teoria qualitativa
das equacoes diferenciais ordinarias, da uma caracterizagao local dos pontos de equilibrio

hiperbdlicos, do ponto de vista da conjugacao topologica.

Teorema 1 (Teorema de Hartman-Grobman). Seja f : A C R" — R™ um campo vetorial
de classe C' e xg € A um ponto de equilibrio hiperbélico de (1.1). Existem vizinhangas

V de xg em A e W de 0 em R™ tais que f |y € topologicamente conjugado a D f(xo) |w -

1.2 Conjuntos invariantes

Para nao haver confusao e deixar n a vontade como indexador classico de sequencias,
consideramos nesta secao campos de vetores em R™ em vez de R". Também nesta secao

seguimos basicamente as referéncias [5] e [22].

Definigao 7. Dizemos que um conjunto C' C A € invariante pelo fluxo ¢ do campo f se
& (C) C C para todo t € R. Mais precisamente, dizemos que C' € positivamente invariante
se ¢(C) C C, para todo t > 0, e negativamente invariante se ¢,(C') C C, para todo t < 0.

O conjunto estavel de um ponto de equilibrio g é o conjunto W#*(xy) dos pontos cujas
trajetorias tendem a xy quando t tende para infinito, ou seja, y € W¥(zy) se, e somente
se, tLiinooqﬁ(t,y) = x9. Analogamente, o conjunto instavel de um ponto de equilibrio g
¢ o conjunto W"(zy) dos pontos tais que tLi{Iéoqﬁ(t,y) = 1. Na realidade, W*(zq) é
uma superficie de dimensao igual a dimensao do espago vetorial gerado pelos autovetores
da matriz jacobiana D f(x), associados aos autovalores com parte real negativa. Nesse
caso, o conjunto estavel é denominado variedade estavel. Lembremos que o conjunto
S C R™ é uma superficie imersa de classe C! e dimensao k se existe uma aplicacao injetora
g : R¥ — R™ de classe C! tal que g(R¥) = S e a aplicagdo linear Dg(z) : R¥ — R™ ¢

injetora para cada x € R*. Vale o seguinte resultado.

Teorema 2 (Teorema da Variedade Estéavel). Seja xg € E um equilibrio hiperbolico do
campo de vetores f : A — R™ definido no aberto A C R™. A wvariedade estdvel W*(xq)

¢ uma superficie imersa de classe C' e o espaco tangente a W*(xqg) em xq € o subespago
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vetorial de R™ gerado pelos autovetores associados aos autovalores de D f(xg) com parte

real negativa.
Resultado analogo é vélido para o conjunto instavel W*(z).

Definigao 8 (Conjuntos a-limite e w-limite). Sejam f : A C R™ — R™ um campo
vetorial de classe C*, 1 < k < oo definido no aberto A e ¢(t) = ¢(t,p) a orbita de f
passando por p, definida no seu intervalo mdzimo I, = (w_(p),wy(p)). Se w_(p) = —o0

e wy(p) = 00, definimos os conjuntos a-limite e w-limite de p por
w(p) ={g € A:3(ty) comt, = co e d(t,) — q, quandon — oo} ;

alp) ={q€ A:3(t,) comt, — —oc0 e ¢(t,) = q, quando n — oo} .
O resultado seguinte da algumas propriedades bésicas dos conjuntos « e w-limite.

Teorema 3. Seja f : A C R™ — R™ um campo vetorial de classe C*, 1 < k < oo

definido no aberto A, e sejam v+ (p) = {o(t,p) : t > 0} e v (p) = {o(t,p) : t < 0}
as semi-orbitas positiva e negativa, respectivamente, do campo f pelo ponto p. Se v*(p)

(respectivamente, v~ (p)) estd contida num subconjunto compacto K C A entao:
i. w(p) # 0 (respectivamente, a(p));
ii. w(p) € compacto (respectivamente, «(p));

iii. w(p) € invariante por f, (respectivamente, a(p)), isto € se q € w(p), entdo a orbita

de [ por q estd contida em w(p);
iv. w(p) € conexo (respectivamente, o(p)).

O resultado a seguir, de elegancia e profundidade fmpar, da uma caracterizagao com-
pleta dos conjuntos w-limite de orbitas limitadas de campos vetoriais planares, isto &,

definidos no plano.

Teorema 4 (Teorema de Poincaré-Bendixson). Seja ¢(t) = ¢(t,p) uma orbita de f,
definida para todo t > 0, tal que v (p) esteja contida mnum compacto K C A C R
Suponha que o campo f possui um nimero finito de pontos de equilibrio em w(p). Tém-se

as sequintes alternativas:
(a) Se w(p) contém somente pontos regulares, entio w(p) € uma drbita periddica.

(b) Se w(p) contém pontos regulares e de equilibrio entio w(p) consiste de um conjunto
de orbitas, cada uma das quais tendendo a um desses pontos de equilibrio quando
t — to0.

(c) Se w(p) nao contém pontos requlares, entao w(p) é um ponto de equilibrio.
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O seguinte teorema e a respectiva demonstragao foram extraidos de [1].

Teorema 5 (Principio de invaridncia de LaSalle). Sejam L : R™ — R e f : R™ — R™
fungaes de classe C*. Seja S uma constante real tal que Qg = {x € R™: L(z) < S} seja
limitado. Admita que L(z) < 0 para todo x € Qg e defina E = {x € Qg : L(z) = 0}. Seja
B o maior conjunto invariante contido em E. Entao, toda solug¢io de (1.1) iniciando em

Qg converge para B quando t — oo.

Demonstragao. Sejam y € Qg e ¢(t,y) a solugao da equagao diferencial com ¢(0,y) = y.
Seja [0,t4 ) o intervalo maximo de existéncia desta solu¢do, enquanto permanece em
Qg. Entdo L(4(t,y)) < 0 neste intervalo e L(¢(t,y)) é decrescente. Consequentemente
L(o(t,y)) < L(y) < S. Isto implica que t; = oo e w(y) estd contido no conjunto
{r € Qg : L(z) < L(y), Yy € Qg}, o qual ¢ um subconjunto compacto de Qg. Como
L(¢(t,y)) é decrescente e inferiormente limitada, L(¢(t,y)) — n € R, quando t — oo.
Uma vez que w(y) ¢ um conjunto invariante de (1.1), tem-se que L = 1 em w(y) e portanto

L =0 em w(y). Conclui-se portanto que ¢(t,y) — w(y) C B, quando t — oc. ]

Quando o dominio A C R? do campo f é simplesmente conexo, o classico Teorema de
Green da uma restricao sobre o tipo de campo vetorial que pode ter uma 6rbita periodica.
Para enunciar esse resultado, lembramos que

0 0
divf = i + ﬁ =trDf,
8.1'1 (9.1'2
ou seja, o traco da matriz jacobiana de f, é a divergéncia do campo f = (f1, f2), que

define uma funcao divf : A — R.

Teorema 6 (Critério de Bendixson). Se o campo f : A — R?, de classe C' no aberto
simplesmente conexo A de R?, tem uma orbita periddica, entio ou divf € identicamente

nula ou troca de sinal em A.

Demonstra¢ao. Suponha que 7 é uma orbita periddica de f = (f1, f2) que esta inteira-
mente contida em A, a qual é parametrizada pela solugao de (&1, ) = (f1(x1, x2), fo(z1, 22))
por um ponto qualquer de «, e tem periodo 7. Se R denota o interior de 7, segue do

Teorema de Green que
T
// lededy = %(fldl’g - deIEl) = / (f1f2 - fgfl)dt =0.
R K 0

Como f € C' em A, a divergéncia de f é continua e, portanto, a igualdade

// divfdxdy = 0,
R

garante que divf é identicamente nula ou troca de sinal em R. [
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Um resultado mais geral cuja demonstracdo pode ser encontrada em [20], ¢ dado a

seguir.

Teorema 7 (Critério de Dulac). Seja f: A — A, de classe C*, A aberto e simplesmente
conexo em R?. Se existir uma fun¢io H : A — R de classe C* tal que, ou div(Hf) < 0
em A, oudiv(Hf) >0 em A, entao (1.1) nao possui orbita fechada em A. Se A é uma
regiao anular em A tal que ou div(Hf) < 0 em A, ou div(Hf) > 0 em A, entdo existe

no mdximo um ciclo limite de (1.1) em A.

Os teoremas 6 e 7 sao bastante tuteis e importantes no escopo da teoria qualitativa
das equagoes diferenciais ordinéarias. Porém, apresentam certa limitacao, ja que valem
somente para campos vetoriais planares. Muitos trabalhos foram desenvolvidos com o
objetivo de estender estes resultados para campos vetoriais (ou sistemas de equagoes
diferenciais) definidos no R", com n > 2. Na proxima se¢do, apresentamos um resultado

obtido nesta linha de pesquisa.

1.3 O problema da estabilidade global

Consideremos o campo vetorial f: A C R® — R", com f € C!, ao qual associamos a
equagao diferencial

i = fl), (1.2)

e continuamos denotando por ¢(t,y) a solu¢ao de (1.2) tal que ¢(0,y) = y. No traba-
lho intitulado “A geometric approach to global-stability problems”, Li e Muldowney [16]
apresentam um novo critério de estabilidade global, aplicével a sistemas de equacoes di-
ferenciais ordinéarias auténomas n-dimensionais ou, equivalentemente, a campos vetoriais
definidos no R™.

Relembramos aqui que um equilibrio xy de (1.2) é dito globalmente assintoticamente
estavel, ou simplesmente globalmente estavel, com respeito a um conjunto aberto A; C A,
se ele é localmente assintoticamente estavel e sua bacia de atracao contém Ap, ou seja,
tlirilo¢t(y) = xg, para qualquer y € A;.

A estabilidade local de um equilibrio pode ser verificada de forma relativamente sim-
ples, através da linearizacao do sistema. De fato, uma condi¢ao suficiente mas nao ne-
cessaria, para que um ponto de equilibrio seja localmente assintoticamente estavel, é que
todos os autovalores da matriz jacobiana do sistema, calculada neste equilibrio, tenham
parte real negativa. No entanto, sabemos que a estabilidade global nem sempre é obtida
como consequéncia da estabilidade local e, portanto, para uma analise global se faz ne-
cessario o uso de outros métodos. Neste particular, o método mais comumente utilizado é
o de fungoes de Lyapunov (ver por exemplo [22]). Porém, sua aplicagao é em geral dificil
de ser utilizada, dada a dificuldade de se obter fun¢oes de Lyapunov globais, nao havendo

uma técnica geral para a construcao de tais fungoes.
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No que segue, apresentaremos resumidamente o método desenvolvido em [16] para

estudo da estabilidade global de um ponto de equilibrio de um sistema do tipo (1.2).

Defini¢ao 9. Dizemos que um conjunto K € absorvente em A para o sistema (1.2), se

o(t, K1) C K para cada conjunto compacto Ky C A, et suficientemente grande.
Problema 1 (O problema da estabilidade global). Assuma que

(H1). A ¢é simplesmente conezo;

(H2). Existe um conjunto compacto absorvente K C A;

(H3). x¢ € o tunico equilibrio de (1.2) em A.

Encontrar condigoes sob as quais a estabilidade local de xy implica em sua estabilidade

global, com respeito a A.

Definigao 10. Um ponto x € A € errante para (1.2) se erxiste uma vizinhanga U de x e
T > 0 tais que UN@(t,U) = 0 para todo t > T. Um ponto x € A é dito nao-errante se
para toda vizinhanga U de x e T > 0, existe t € R tal quet >T e U N¢(t,U) # 0.

Defini¢ao 11. Uma funcio g € C'Y(A — R™) € dita uma e-perturbagao local de f em

x € A, se existe uma vizinhanga aberta U de x em A tal que o suporte supp(f — g) C U

:xGA},

e ||-]| denota uma norma vetorial em R™ e também denota a norma de matrizes em R"*",

ellf —gllor <e, onde

af dg

1£ = gl =50 { 1) = s + | ) - 00

i1sto €, o espaco de todas as matrizes n X n.

Para tal g consideramos a correspondente equacgao diferencial

T = g(x). (1.3)

Lema 1 (Closing Lemma). Seja f € C'(A — R"). Suponha que x é um ponto ndo-
errante para (1.2) e que f(x) # 0. Entao, para cada vizinhanca U de x e € > 0, existe

uma e-perturbagao local C* g de f em x tal que

1. supp(f —g)C U e

2. o sistema (1.3) tem uma solugao periddica nao-constante, cuja trajetoria passa por

x.

Um critério de Bendixson para (1.2) é uma condicao satisfeita por f que impede a

existéncia de solugoes periddicas nao-constantes para esse sistema (por exemplo, no R?
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temos os critérios de Bendixson e Dulac vistos anteriormente); tal critério é robusto sob
perturbacoes locais C* de f em x se, para cada € > 0 e vizinhanca U de z, suficientemente
pequenos, ele é satisfeito para toda e-perturbagao local C* g de f, tal que supp(f—g) C U.

Observemos que o fato de o sistema (1.2) satisfazer um critério de Bendixson é fun-
damental para a prova da estabilidade global de um equilibrio xy. Com efeito, se existir
uma 6rbita periddica (ou outro conjunto invariante disjunto de () entao zg nao pode ser
um atrator global.

No trabalho de Li e Muldowney [16] sdo apresentados como exemplos, alguns critérios
de Bendixson, inclusive o resultado classico de Bendixson em R2. No que segue nos
deteremos apenas no que sera a base para o desenvolvimento do resultado principal desta
secao.

A medida de Lozinskii, com respeito a uma norma vetorial || - | qualquer, é uma
aplicacao p : RV*N — R, que associa a cada matriz E de ordem N x N um ntimero real
wu(E), e é definida como

. I+ hE| -1
F)=lim —
plE) = Jim ———

Esta medida tem sido usada para a estimac@o de autovalores de matrizes (Coppel [4]).

Seja X uma matriz n x n em R"*". A segunda componente aditiva de X, denotada

n

2) X (Z) tal que, se X = (z;;) € uma matriz 3 x 3, entao

por X% ¢ uma matriz (

T11 + Too T23 —T13
2] _
X = 32 T11 + T33 T12
—T31 To1 Too + T33

Mais detalhes a respeito dessa classe de matrizes podem ser encontrados em [15].

Seja P : A — P(x) uma fungao com valor matricial (;L) X (g) que ¢ C' em A e seja
1t a medida de Lozinskil em RV*Y onde N = (}). Sob as hipoteses (H1) e (H2) do
Problema 1, é provado em [14] que, se 6 > 0 e

ofl2
i (PfP_1 + PaLP_l) <—0<0 em K, (1.4)

x
entao nenhuma curva retificavel fechada simples em A pode ser invariante com respeito
ao fluxo de (1.2). Aqui Pf é a matriz obtida trocando cada elemento p;; em P, por sua

derivada direcional na dire¢ao do campo f

Op; j

o - f(x) = (grad(p;), f(z)),

e 0fP/0x ¢ a segunda componente aditiva de df/0x. A condi¢ao (1.4) exclui nao s6
trajetorias periodicas, mas também trajetérias homoclinicas e heteroclinicas uma vez que

cada caso da origem a uma curva invariante retificavel fechada simples.
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Seja V : A C R® — R uma funcao de classe C'. Entao a condicao

ov

= (z) = (grad(V(z)), f(z)) <0 se f(z)#0 (1.5)

é um critério de Bendixon, ja que V' (x) é estritamente decrescente ao longo de cada solugao
de (1.2). Tal fungao é geralmente chamada de func¢ao global de Lyapunov para (1.2).
Suponha que f satisfaz um critério de Bendixson que é robusto sob perturbacoes locais
C' em todos os pontos regulares nao-errantes de (1.2). Entao para cada e-perturbagio
local C* g de f em tal ponto nao-errante, quando ¢ é suficientemente pequeno, (1.3) nao
pode ter qualquer solugao periddica nao-constante. Portanto o Lema 1 implica que todo

ponto regular de (1.2) deve ser errante. Assim temos o seguinte resultado.

Proposicao 1. Suponha que um critério de Bedizson para (1.2) € robusto sob perturbagoes
locais C de f em todo ponto reqular nao-errante de (1.2). Entdo todo ponto nao-errante

para (1.2) € um ponto de equilibrio.

Supondo A = R" e todas as solugdes de (1.2) limitadas para ¢t > 0. Entao para cada
r € R", w(z) é ndo vazio e compacto. Se assumirmos que (1.2) tem um tnico equilibrio
xo em R™, entdo as condigdes da Proposi¢ao 1 implicam que w(z) = zy para todo = € R™.
Se xy também é estavel, entao ele é globalmente estavel com respeito a A. Isto fornece

uma solucao para o problema da estabilidade global.

Teorema 8 (Principio da estabilidade global). Assuma que
1. A =R" e todas as solugoes de (1.2) sao limitadas para t > 0,
2. xg € R"™ é o0 unico equilibrio de (1.2) em R™, e

3. (1.2) satisfaz um critério de Bendizson que € robusto sob perturbagoes locais C' de

f em cada ponto nao-errante xy tal que f(xz1) # 0.
Entao xqy € globalmente estdvel em R™, desde que seja estdvel.

Se A C R™ é um subconjunto aberto, entdao o Teorema 8, também ¢é valido sob a
hipotese (H2) do Problema 1, que A contém um conjunto compacto absorvente K. Neste
caso, a trajetoria de cada solugao de (1.2) entra em K e, ficando confinada neste conjunto,
ela nao tende para o bordo de A. A condigao (3) do Teorema 8 implica que seu conjunto

w-limite é o equilibrio {z(}. Portanto, temos a seguinte versao local do Teorema 8.

Teorema 9. Suponha que as hipéteses (H2) e (H8) do Problema 1 sao mantidas e que
(1.2) satisfaz um critério de Bendizson que é robusto sob perturbagoes locais C* de f
em todo ponto regular nao-errante para (1.2). Entao x¢ € globalmente assintoticamente

estavel com respeito a A, desde que seja estdvel.
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Em muitos casos, um critério de Bendixson implicaria que o tnico equilibrio x( é
localmente estével. Este é o caso para as condigbes (1.4) e (1.5). O seguinte resultado

que contém o resultado classico de estabilidade global de Lyapunov, foi provado em [15].

Teorema 10. Sob as hipdteses (H1), (H2) e (H3), x¢ € globalmente assintoticamente

estdavel em A, desde que a condi¢iao (1.4) ou (1.5) seja satisfeita.

Assuma que (1.2) tem um conjunto compacto absorvente K C A. Entao toda solugao
o(t,x) de (1.2) existe para todo t > 0. A seguinte quantidade estd bem definida

1 t
3= tmsup sup ¢ [ u(Blo(s,2))ds, (1.6)
t—oo xeEK t 0
onde
off
B=P;P'+ Pa—P‘ , (1.7)
X

e P é uma fungao como em (1.4).

Em [16] é provado o seguinte resultado.

Teorema 11. Sob as hipdteses (H1) e (H2) do Problema 1, se
qy <0, (1.8)

entao nenhuma curva retificdvel fechada simples em A pode ser invariante com respeito

ao fluzo de (1.2). Em particular (1.8) € um critério de Bendixson para (1.2).
Temos entao o seguinte resultado, cuja prova se encontra em [16].

Teorema 12. Sob as hipdteses (H1), (H2) e (H3), o tnico equilibrio xq é globalmente

estdvel em A se g, < 0.



CAPITULO

2

Bifurcacao de Hopf

Neste capitulo apresentamos um estudo da bifurcacao de Hopf para familias a um
parametro de equagoes do tipo & = f(x, ), onde p € R. Iniciamos com o caso bidimen-
sional, o qual é mais conhecido e mais simples. Em seguida estendemos o estudo para
sistemas n-dimensionais, utilizando o método da projecao. O capitulo esta baseado no

livro classico de Kuznetsov [12], e em [6] e [7].

2.1 Forma normal da bifurcacao de Hopf

Consideremos o seguinte sistema de equagoes diferenciais dependendo de um parame-

()-(r ) () swem(n) e

Suponhamos que, para qualquer p € R, a origem (z1,z5) = (0,0) é ponto de equilibrio de

tro real p

(2.1) com a matriz jacobiana dada por

que possui autovalores \y = p+ 1 e Ay = pu — ¢. Introduzindo a variavel complexa

z = 11 + ix9, podemos reescrever (2.1), na sua forma complexa

b= (u+i)z 2|z (2.2)

23
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Usando a representacao z = pe'®, obtemos
2= pe + pife’? (2.3)

por conseguinte,
pel + pife® = pe (i + i+ p?). (2.4)

Assim, é possivel escrever (2.1) em sua forma polar

p=plpxp),

do1 (2.5)

A partir da primeira equagao de (2.5), percebemos que p = 0 é um ponto de equilibrio,
qualquer que seja o valor de 1 > 0. Outro ponto de equilibrio ira existir para determinados
valores de y, dependendo do sinal do termo cibico em (2.5). Supondo, por exemplo, (2.5)

com o sinal negativo

p=plp—p),

do1 (2.6)

Nesse caso, para p > 0, p(p) = /i € um ponto de equilibrio da primeira equacao,
descrevendo uma orbita periddica circular percorrida com velocidade constante no sentido
anti-horario. Assim, a origem é um foco atrator para p < 0, foco repulsor para p > 0 e
para o valor critico 4 = 0 temos um foco atrator “fraco”. Quando p > 0, a origem fica
isolada por uma orbita fechada (ciclo limite) que é tnica, atratora e centrada na origem.
Assim sendo, todas as orbitas internas ou externas a este ciclo, com excecao da origem,

tendem ao ciclo limite quando ¢ — 400 (ver Figura 2.1).
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Figura 2.1: Bifurca¢ao de Hopf supercritica.

O surgimento da 6rbita periddica e a mudanca de estabilidade do foco a partir da
perturbagao do sistema, com o parametro p, ¢ o que chamamos de Bifurcacao de Hopf

Supercritica. Fste fenomeno também pode ser representado no espago (1, xs, ) (ver
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Figura 2.2), onde podemos visualizar o “nascimento” da érbita periodica atratora quando,

de uma forma crescente, p passa pelo seu valor critico. Agora, considerando (2.5) com o

X

X,

Figura 2.2: Bifurcagao de Hopf supercritica no espago (z1, zo, it).

sinal positivo temos,

p=plp+p?),

01 (2.7)

A andlise do sistema (2.7) com sinal positivo é analoga, e pode ser encontrada em Kuz-
netsov [12]. Neste caso a bifurcagdo de Hopf é dita Subcritica, e é caracterizada pelo
desaparecimento de uma Orbita peridédica repulsora que ocorre quando passamos pelo

valor critico do parametro .

Definigao 12. Os sistemas (2.5), ou equivalentemente, (2.6) e (2.7), sao denominados

formas normais das bifurcagoes de Hopf.

Considere agora o caso em que (2.1) tem sinal dos termos de terceira ordem negativo,

()-(4 ) () (n) e

A demonstracao do Lema a seguir pode ser encontrada em [12].

Lema 2. O sistema

()=(0 ) () -wem () ronan o
o H 2 "

onde v = (x1,22)7 € R?, ||lz|| = 23 + 23, p € R e O(||z||*) representa os termos de
ordem maior ou igual a 4, dependendo suavemente de p, € localmente topologicamente

equivalente em uma vizinhanga da origem ao sistema (2.8).
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2.2 Teorema da bifurcacao de Hopf

Como vimos na se¢ao anterior, o sistema (2.1) representa a forma normal da bifurca~
¢ao de Hopf, cujo sinal dos termos de terceira ordem determinam o tipo da bifurcacao:
supercritica ou subcritica. Nesta se¢cao encontraremos condigoes para que um sistema
qualquer seja topologicamente conjugado & forma normal apresentada.

Considere o sistema
i = f(r,n), == (x,22)" €R? peR,

com f suave, tendo para pu = 0 o equilibrio zy com autovalores \; o = %iwy, wy > 0. De
acordo com o Teorema da Funcao Implicita, como A = 0 nao ¢ um autovalor da matriz
Jacobiana, o sistema possui um tnico equilibrio z(x) em uma vizinhanga da origem para
todo |u| suficientemente pequeno. Nesse caso, através de uma mudanga de coordenadas,
podemos levar este equilibrio para a origem, de modo que, assumimos sem perda de
generalidade, que = = xy ¢ o equilibrio do sistema para |u| suficientemente pequeno.

Assim, temos que o sistema pode ser escrito como
&= A(p)x + F(z, 1), (2.10)

onde F' é uma funcao suave cujos componentes [ o, tem expansao de Taylor em z come-

¢ando com, pelo menos, os termos de segunda ordem. A matriz Jacobiana A(u) pode ser

_ [ alp) b(p)
A ( ) di )

com seus elementos sendo fungoes suaves de . Os autovalores de A(u), sdo as raizes da

escrita como

equagao caracteristica
AN —oA+A=0,

onde, 0 = o(u) = a(p) + d(p) = trA(p), e A = A(u) = a(p)d(p) — b(p)c(p) = det A(u).
Entao,

Mal) = 5 (o) + v/o2(a) — 4A)) .

A condigao para a bifurcacao de Hopf implica em
a(0) =0, A(0) =wji>0.

Para |u| pequeno, temos que

() = 50(0). w(i) = 5/a7(m) — I8,
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obtendo assim, a seguinte representagao para os autovalores

M) = M), Aa(p) = M),

em que,
AMp) = a(p) +iw(p), «(0)=0 e w(0) =wy > 0.

Lema 3. Introduzindo uma varidvel compleza z, o sistema (2.10) pode ser escrito, para

|| suficientemente pequeno, em wma unica equagao da forma:

2= ANuz+g(z, z,p), (2.11)

onde g = O(||z||*) € uma fungao suave de (z,z, ).

Demonstragdo. Seja q(p) € C? um autovetor complexo de A(u) correspondente ao auto-

valor A(u), dado por:
A(wa(p) = Mg (),

esejap(u) € C? um autovetor da matriz transposta A7 (1) correspondente ao seu autovalor
(), isto é,
AT ()p(n) = Mp)p(p)-

E sempre possivel normalizar p em relacao a ¢, de modo que

(1), q(p)) =1, (2.12)

em que (p, q¢) = P1q1+Paqs € 0 produto interno usual em C?. Assim, qualquer vetor z € R?

pode ser representado unicamente como

x = zq(p) + Zq(p), (2.13)

para todo p pequeno, e para algum nimero complexo z. Aplicando o produto escalar em

ambos os membros de (2.13), obtemos
(p,x) = (p,2q+ 2q) = (p, 2q) + (p,20) = 2 (p,q) + 2 (p, 7).
Da igualdade (2.12), temos (p,q) = 1, e a partir de
1 1 A A
D) ={p A7)y =< (A ) =S @) e (1-2) (g =0
(p,q) <p . q> (AP0 =3 (p.a) ( A)<pq>

podemos concluir que

(p,q) =0, (2.14)

pois w(p) > 0, para || suficientemente pequeno, e assim A # .



28

Temos entao, a seguinte formula para determinarmos z:

z = (p(p), ). (2.15)

Assim, utilizando (2.10), (2.12), (2.13), (2.14) e (2.15) temos que a variavel complexa

z satisfaz a equacao

z = (p(p), o)
= (p, Az + F(x))
= (p,Az) + ({p, F(x)
= (p, Alzq + 29)) + (p, F(2q + 20))
= (p, A(2q)) + (p, A(2Q)) + (p, F(2q + 20))
= (p.2Aq) + (P, 2AQ) + (p, F(2q + 20))
= Az (pg) + Az (p.q >+<p,F(Zq+2@)>
= Az + (), Fzq(p) + 2q(1), 1))
obtendo assim, a equagao (2.11), com g(z,z, 1) = (p(u), F(zq(p) + Zq(p), p))- O

Escrevendo g em série de Taylor nas duas variaveis complexas (z e Z), temos que

_ 1 _
9(2727#) = Z mgkﬁ(ﬂ)zkzea

k+0>2

em que,
ak—i—f

Gre(p) = 955 (p(p), F(zq(p) + 2q(p), 1))

z=0
parak+/¢>2 k{=0,1,....
Suponha que, para u = 0, a fun¢ao F(z, u) de (2.10) seja representada como

1 1
F(z,0) = 5B(z,2) + cCle,2,2) + Ol

em que, B(z,y), C(x,y,u), sdo fungoes multilineares simétricas de z,y,u € R?. Em

coordenadas, temos

Fi(€,0)
Bi<x7 y) : xjyka
Jik=1 8£j 8£k £=0
2 3
F(€,0)
Ci(x>y7 ) = A¢ ¢ ¢ LYy,
22, %000 "

£=0
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para ¢ = 1,2. Entao,

B(zq + 24, 2q + 2q) = 2*B(q,q) + 222B(q,q) + 2°B(q, 9),

C(zq+ 2q,2q + 23, 2q + 2q) = 2°C(q. ¢, q) + 32°2C(q, q,9) + 322°C(q,q,q) + 2°C(4. 7. q),

em que, ¢ = ¢(0), p = p(0). Logo, os coeficientes de Taylor gy, k + [ = 2 dos termos

quadréticos em ¢(z, z,0) podem ser expressos pelas seguintes formulas,

920 = (p,B(¢,9)), 911 = (0, B(q,7)), go2 = (p,B(q,q)),

e dos termos cubicos por

g30 = <p7 C(Q? q, Q» y g21 = <p7 C(Qa q, (.?)> , gJ12 = <pa C(Q7 q q_)> , do3 = <p7 C<q_7 q; q)> .

A seguir faremos mudangas de coordenadas (complexas) nao-lineares a fim de sim-
plificar a equagao (2.11). Primeiramente, iremos remover todos os termos quadraticos,

utilizando o seguinte lema.

Lema 4. A equacgio

F= A2+ %z2+gnz2+ %22+0(|z|3), (2.16)

em que, A = Ap) = ap) +iw(p), a(0) =0, w(0) = wy > 0 e g;; = gi;(1), pode ser

transformada, pela mudanga de coordenadas complexas

para || suficientemente pequeno, na equagao sem termos quadrdticos
w = Aw + O(|w|?).

Demonstracao. A mudanca de variavel inversa é dada por

h h
w=z— %22 — hy12Z — %22 +O(]z*).
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Logo, temos que

W = Z—hozi—h11(Z2+ 2Z) — heaZZ + ...
— At (% — Ao ) 22+ (g11 — Noas — Nong) 22 + (% — N ) 22+
= Iw+ %(920 — Mgo)w® + (g11 — Ay )wid + %(902 — 2\ — Nhg2)w? + O(Jw|?).
Escolhendo
hao = 50 = 5 e o = 32

os termos quadraticos de (2.16) sao eliminados. Essas substituigdes sao sempre possiveis,
pois, os denominadores sao sempre diferentes de zero, para |u| suficientemente pequeno,

uma vez que, A\(0) = iwp, com wy > 0. m

No que segue, assumindo que todos os termos quadraticos ja foram removidos, também
tentaremos eliminar todos os termos cubicos via mudanga de variaveis. Veremos que isso

nao é possivel devido a um termo “resistente”.
Lema 5. A equacdo

5=z + %23 + %222 + %z? + %23 +O(|2]h), (2.17)

em que, A = A(p) = ap) +iw(p), a(0) =0, w(0) = wy > 0 € g;; = gi;(1), pode ser

transformada, pela mudanc¢a de coordenadas complexa

h h h h
e =wt - Sw’ + et e+ =,

para todo |u| suficientemente pequeno, na equag¢ao com apenas um termo cibico,
W = Iw + cow*w + O(|wl*),

onde, c; = c1(p).

Demonstracao. Seja a transformacao inversa,

h h h h
%23 — %222 — %z? — %23 +O(|z]").

w =z —
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Portanto,
h h . h o hos .
W o= & — 02— 21 (2235 4 2°F) — —2 (3% 4 2233) — —F2F 4 -
2 2 2 2
h h h
— A+ (—ggo = —;’O) 24 (g; Ahyy — A—21> B+ (g; A2 - Ahlg)

1 1 - 1 _
= )\w + 6(930 - 2>\h30)w3 + _(921 - ()\ + )\)hgl)'lU?w + 5(912 — 2)\h12)ww

2
1 _
—i—g(gos + (A — 3/\)h03)u_)3 + O(|w|4).
Fazendo,
g30 g12 go3
hag = ==, hjs = == hos = —
30 o)\’ 12 N € No3 I — \

2w, o qual sera

conseguimos eliminar todos os termos ctbicos com exce¢ao do termo w
tratado separadamente. Devido os denominadores envolvidos nao se anularem para todo
|pe| suficientemente pequeno, as substituigdes acima sao validas.

Uma tentativa de eliminar o termo w?w seria escolher

Isto é possivel para pu # 0 pequeno, porém quando g = 0 o denominador se anula,
pois, A(0) + A(0) = iwy — iwy. Portanto, para obtermos uma transformacao que dependa

suavemente de p, escolhemos hy; = 0, 0 que resulta em

g21
ClL — —/—.

2

]

O termo cubico restante w?w é chamado termo ressonante. Observe que seu coeficiente
¢ o mesmo coeficiente do termo ciibico 22z da equacao original.

Combinando os dois Lemas anteriores temos o resultado.

Lema 6 (Forma Normal de Poincaré para a Bifurcacao de Hopf). A equagao

Z=Az+ Z |gkg 228+ O(]2]h), (2.18)

2<k+€<3

em que, A = A(p) = ap) +iw(p), a(0) =0, w(0) = wy > 0 € g;; = gi;(1), pode ser
transformada, pela mudancga de coordenadas
@ 3 h12

h h
z:w+7w + hpyww + ;2724— 6 w +7ww2+%w3,
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para todo |u| suficientemente pequeno, na equagio com somente o termo cibico ressonante:
W = Iw + cw*w + O(Jwl*), (2.19)

em que, c1 = c1(p).

Demonstracao. Obviamente, uma composicao das transformacoes definidas nos Lemas 4

e b resolve o problema. Primeiramente, facamos a transformacao

h h
z=w+ %M + hyywi + %u—ﬁ, (2.20)

911 go2
-, h = — € h = —
PN D U ) , ,
os termos quadraticos, no entanto, também alterara os coeficientes de termos cubicos.

com hoy = , definidas no Lema 4. Isto anulara todos

Representaremos o coeficiente de w?w por %ﬁzl. Ao aplicarmos o Lema 5 eliminamos

todos os termos ciibicos exceto o termo %521, que € o termo ressonante. ]

Tudo o que necessitamos para obter o coeficiente ¢; nos termos da equagao dada (2.18)
é um novo coeficiente %521 do termo w?w depois da transformacao quadratica (2.20).

Podemos calcular Z diferenciando (2.20),
Z = w + howw + hll(ww + ’LU"LD) + hgg@@.

Substituindo w e w e levando em conta (2.19), obtemos

. Aoy + _
Z = \w —+ <—20 920) w2 + ()\hll -+ 911)11}11_) -+ <)\h02 —+ @> ’U_}2

2 2
hoo - h
+ |:920h11 + 911 <% + hll) + 9022 > + %:| Wi + . ..
Comparando os coeficientes do termo ctibico w?w nas duas equacoes obtidas anterior-
.- 920 gi1 go2
mente, e utilizando hoy = ==, hi1 = =, hgp = — , temos
20 N SIS WY

hao - B
Cl(ﬂ) = gQOhll + g1 <ﬂ + hll) —+ 9027102 —+ &

2 2 2
g20911(2A +X) | |gu|’ . |902|* g1
2| A2 ) 221+ 27

Para p = 0, temos que A\(0) = iwp, logo

i 1 921
¢ =5— —2[gu|* = g2 | + %
1 %q (920911 911 3|go2| > 5
Agora pretendemos transformar a forma normal de Poincaré na forma normal estudada

na secao anterior.
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Lema 7. Consideremos a equagao

dw .
— = (alu) +iw(p))w + er(pwlwl* + O(jwl*), (2.21)
onde, a(0) =0 e w(0) = wy > 0.

Suponha que o' (0) # 0 e Re ¢1(0) # 0. Entio (2.21) pode ser transformada, por

mudanca de coordenada e reescalonamento do tempo, na equagao

= (5 i)t suluf? + O(ful), (2.22)

em que u € a nova coordenada complexa e; 6 e 3 sao 0s novos tempo e parametro, respec-

tivamente; e s = sinal [Re ¢1(0)] = %1.

Demonstrag¢ao. Considere um novo tempo 7 = w(u)t. A diregao de 7 é preservada, uma

vez que w(p) > 0, para todo || suficientemente pequeno. Entao,

dw  dw dt
dr — dtdr
= [(a(p) +iw(p)w + i (wywlw]? + O(|w|*)] ﬁ
_ ot o oal o i
e o et £ Ol

= (B+i)w+ di(B)w|w]* + O(jw|*),

o (1) (1(5)
_ _ alp d cr(p(p
PP ¢ MO L)
Podemos considerar [ como novo parametro, pois,
B fen o' (0)

e, portanto, o Teorema da Fungao Inversa garante a existéncia local e suave de p como
funcao de 5. Note que d; é complexo.

Através da mudanga 0 = 0(r, §), vamos reparametrizar, novamente, o tempo onde
df = (1 + er(B)|w|*)dr,

com e () = Im dy(5).
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Agora, considerando a expansao de para w proximo de zero, obtemos

1
(I+er(B)|w]?)’

dw _ dw dr
BT ad '
= [(B+ijw+ di(Byuwlvf + 0wl gz

= [(B+i)w+di(Bywlw]* + O(wH][L - ex(B)|w]* — e (B)|w[* + .. ]

Como e1(5) = Im dy(8), encontramos

W~ Brip e+ d(Buluf - (3+ D (8wl + Ol
= (B4 i+ dy(Bufuf? — e (Buwlul? — ie(Buwlul? + Offul*)
= (B+ i+ dy(Bufuf? — e (Buwlwl — i Im dy(Bufuf? + Ol
= (B4 i+ (Re ds(8)  Ber(B)wlul? + O(hul*).
Portanto, p
= B+ i+ bl + O(ful*),

em que l1(3) = Re dy(B) — Be1(B), ¢ um namero real, com /4(0) = Re d;(0), assim temos

_ oo (aw0)) _ o al0)
[1(0) = Re (m) = Re 2(0) (2.23)

Introduzindo a nova variavel complexa u, dada por:

que,

B u
LB

a qual é possivel, pois Re ¢1(0) # 0, e, assim, [;(0) # 0. Entéo, a equagao fica da forma
desejada:

d [y

W Bt iyt 2L a2 4 O(uf") = (8 + iu -+ suful? + O(Jul),

dg [:(8)]
com s = sinal [1(0) = sinal Re ¢;(0). O

Definigao 13. A fungao real l1(5) é chamada de primeiro coeficiente de Lyapunov.

Segue da equagao (2.23) que o primeiro coeficiente de Lyapunov em = 0, pode ser

calculado pela formula

11(0) = FRG (ig20911 + wogar) - (2.24)

Agora, resumimos os resultados obtidos anteriormente no seguinte teorema.
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Teorema 13 (Teorema de Hopf). Suponhamos que o sistema bidimensional

d
= =fap), veR ueR (2.25)

com f suave, tendo a singularidade x = 0, para todo || suficientemente pequeno, com

autovalores
Ara(p) = ap) £ iw(p),

onde o(0) =0, w(0) = wy > 0. Suponha que sao satisfeitas as sequintes condigoes:
1. &' (0) # 0 (transversalidade);

2. 11(0) # 0, em que ly € o primeiro coeficiente de Lyapunov (Condi¢io de nao dege-

nerescéncia).

Entao existem coordenadas invertiveis, mudancas de pardmetros e uma reparametrizacao

do tempo que transforma (2.25) em

d hn - g -1 hn 2 2 Y1 4
%<y2>—<1 5)<y2>i(y1+y2)(y2>+0(\|y!\)-

Finalmente, usando o Lemma 2, chegamos no seguinte resultado geral.

Teorema 14 (Forma Normal da Bifurcacao de Hopf). Qualquer sistema bidimensional

&= f(z,p), (2.26)
tendo em p =0 o equilibrio x = 0, com autovalores
)\1’2(0) = :l:iwo, Wy > O,

€ localmente topologicamente equivalente em uma vizinhan¢a da origem, a uma das se-

guintes formas normais:

(0 o g -1 Y1 2 2 hn
()= ) ()

Os dois altimos teoremas, junto com a andlise da forma normal da secao anterior e a
formula dada por (2.24) para [1(0), fornecem todas as ferramentas necessarias para anélise

da bifurcacao de Hopf em sistemas genéricos bidimensionais.
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2.3 Meétodo da projecao

Nesta secao apresentamos o método da projecao, o qual é utilizado quando lidamos
com bifurcagoes de Hopf em sistemas n-dimensionais, onde n > 2. Este método tem como

base a transformacao do sistema,
&= f(x,p), v €R" e peR™,

em uma base formada por seus autovetores generalizados e, posteriormente, na projecao
deste sistema usando apenas os autovetores correspondentes aos autovalores criticos (inico
par de autovalores com partes reais nulas) para restringi-lo ao caso bidimensional ja
estudado.

Consideremos entao o seguinte sistema de equagoes diferenciais ordinérias
t=Axr+ F(x), © €R", (2.27)

onde F(z) = O(||z||*) é uma funcio suave e A corresponde a parte linear do sistema, com
um ponto de equilibrio nao hiperbdlico x = 0 e um tnico par de autovalores imaginarios
puros Ao = Fiwp, wy > 0. Seja ¢ € C" um autovetor complexo correspondente a A;.
Entao,

Aq = iwoq, Ag = —iwoq.
Introduzimos também o autovetor adjunto p € C", tal que,
ATp - _iw0p7 ATﬁ = inﬁv

satisfazendo a normalizacao

(p,q) =1,

em que (p,q) = Y. Pig; ¢ o produto interno canénico de C". O autoespago real genera-
lizado T, correspondente ao par de autovalores \; o = %iwy da matriz A, tem dimensao
dois e é gerado por {Re(q),Im(q)}. O autoespago real T°" correspondente a todos os

outros autovalores de A, possui dimensao n — 2.
Lema 8. y € T%" se, e so se, (p,y) = 0.

Como R" =T°¢ @ T, dado x € R™, podemos escrever
T =2zq+zq+y,
onde z € C, zq+ zqg € T¢ e y € T*". Logo, podemos explicitar y e z com relagao a x,

(p,7) =(p,2q+2q+y) = (p,2q) +(p, 2q) + (p,y) = 2 (p,q) + Z(p,q) = 2,
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pois, (p,y) =0, (p,q) =1 e (p,q) = 0. Assim, ficamos com o sistema

z = <p7 $> - - (228)
y = z=({p2)q—(pz)q
Lema 9. Nas coordenadas de (2.28), o sistema (2.27) é dado por
i o= iwoz + (p, F(zq + 24 +y)) (2.29)

y = Ay+F(zq+zq+y) — (0. F(zq+ 24+ y)) ¢ — (p, F(zq + 24 + v)) q.

Demonstracao. Diferenciando z e considerando que se y € T*", entao Ay € T*" e conse-

quentemente (p, Ay) = 0; temos

(p,
<p Az + F(z))
= (p,Az) + (p, F'(z))
(p, A(zq + 24+ y)) + (p, F(2q + 24 + y))
(p, zAq) + (p, ZAq) + (p, Ay) + (p, F(2q + 24 + y))
= z{p,iwoq) + Z (p, —iwoq) + (p, F'(2q + 24 + y))
= dwoz (p,q) — iwoZ (p, @) + (p, F(2q + 24 + y))
= iwoz + (p, F(2q + 24 + y)) -

Agora, sendo (p, Ay), (B, Ay), (5.@), (p,a) e (p,q) todos nulos, temos:

y = T—(p,2)q—(P,1)q

= Az + F(z) — (p, Ax + F(x)) ¢ — (p, Ax + F(x)) q

= Al2q+zq+y)+ F(z) — (p, Azq + 2+ y) + F(2)) ¢ — (p, A(2q + 2¢ + y) + F(x)) q

= Azq+ AzZg+ Ay + F(z) — (p,2zAq) ¢ — (p, ZAq) ¢ — (p, Ay) ¢ — {p, F'(v)) q
— (P, 2Aq) 4 — (P, 2Aq) ¢ — (p, Ay) 7 — (P, F(2)) ¢

= iwozq — iwoZq + Ay + F(x) —iwoZz (p, q) ¢ + iwoz (p, q) ¢ — (p, F()) ¢ — iwoz (P, q)
+iwoz (P, q) 4 — (p, F(2)) ¢

= Ay+F(z)—(p,F(2)) ¢ — (b, F(2))q

= Ay+ F(zq+z2q+y) — (p, F(2q+ 24+ y))) ¢ — (b, F(2q + 24 + y)) q.
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Expandindo o sistema (2.29) em série de Taylor, em z, Z e y, obtemos

. _ 1 1 _ 1 _ _
Z = wpz + §G2022 + GHZZ -+ §G0222 + §G2122Z -+ <G10, y) z+ <G01, y> Z4+ ...

1 1
y = Ay + §H2022 —|— HHZE + §H0222 + ey
(2.30)
em que Gy, G, Go2, Gar € C; Gho, Goi, Hi; € C*; e podem ser calculados pelas

seguintes férmulas

aiﬂ' o _ .
Gij = W(I%F(ZQJFZQ)) 2:07 147 > 2,
_ o2
G = (p, F(2q+ Zq+y)) L i=1,2,...,n,
Oyi0z (2,9)=(0,0)
_ o2
Goii = - (p, F(2q + Z7 + y)) . i=1,2,...,n,
Oyi0z (2,9)=(0,0)
oiti o . .

e ainda, (G,y) = >7 Giy;.

Teorema 15 (Teorema da Variedade Central). Localmente, existe um conjunto invariante
We(0) de (2.27) que € tangente a T em x = 0. Este conjunto € o grdafico de uma aplicagdo
suave cujas derivadas parciais de todas as ordens sao unicamente determinadas. Se ¢(t, )
denota o fluxo associado ao sistema (2.27), entdo existe uma vizinhanga U de xo = 0 tal
que, se ¢(t,x) € U, Yt >0 (t <0), entao ¢(t,x) — W) quando t — +oo (t — —00).

Defini¢ao 14. O conjunto W¢ = W¢(0) é chamado de variedade central da origem.

A variedade central tem a representacao
- 1 2 R 3
y=V(z,z2) = 5 W202 + w2z + 5 Wo2? + O(|z]°), (2.31)

onde (p,w;;) = 0. Diferenciando (2.31), e substituindo as derivadas Z e z usando (2.30)

obtemos,
’y = U)Q()Z,é + (25 -+ ZZ;)'LUH + w0222 + ... = ’inUJQQZQ — iw0w0222 + ... (232)

Por outro lado, da segunda equagao de (2.30), apos substituirmos y pela expressao dada

em (2.31) e agrupando os termos semelhantes, temos,

1 1
Y= §(Aw20 + Hao)2? + (Awyy — Hyp) + §(Aw02 + Hop)z + ... (2.33)
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Igualando (2.32) e (2.33), chegamos que os vetores w;; € C" dos termos quadraticos sao

dados pelas seguintes formulas

Woy = (QZon - A)ingo,
wyy = —AHy,
Woy = (—QiWQE — A)_lHOQ,

onde F é a matriz identidade. Assim, a expressao (2.31) fica,
y:\dad::;%wE—AY%%f—A*Hﬂw+%@%%E—AY%@f+O@ﬁL
e portanto, o sistema (2.30) restrito a sua variedade central pode ser escrito como,

5= iwgz + %Ggon +Gn2z+ %sz? + %G21z22+ (G0, V(2,2)) 2+ (Go1, V(2,2)) 2+ ..,
ou seja,

1 1
z = inZ + —G2022 + GHZE + —G0222+
2 2 (2.34)
+§ (Ga1 — 2(Gro, A7 Hu) + (Gor, (2iwgE — A) " Hag)) 222 + .. .,

onde usamos o produto escalar em C". Uma boa caracteristica do algoritmo acima é
que ele da o sistema restrito, na forma complexa adequada para o calculo do coeficiente

de Lyapunov. Assim, vamos escrever F(z) em termos de fun¢oes multilineares B(z,y),
C(z,y,2):
1 1
F(x) = §B(q:, x)+ EC’(:U, z,x) + O(||z]|*). (2.35)

Entao podemos expressar

(Gro,y) = (p, B(q,v)), (Gor,y) = (p, B(q,y)),

e escrever a equagao restrita (2.34) na forma

1 1
z = inZ + —G2022 + GHZZ -+ —G0222+
. 2 2 (2.36)
+5(Ga =2 (p, B(q, A" Hu1)) + (p, B(q, (2iwo E — A) " Hyg))2%2 + ...,

em que

G20 = <paB(Q7Q)>7 Gn = <p7B(QaCj)>a G02 = <po(Q7 q))? Go = <p7C(QaQ7Q)>a
(2.37)
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e
Hy = B(q,q) —(p,B(q,9)q— (P, B(q,q)) q (2.38)
Substituindo (2.37) e (2.38) em (2.36) e, utilizando as identidades
-1 1 1 _1 _ . —1 1 . 1= 1 _
AT qg=-—q, A q=-—q (2iwE—-A)"q=—q, 2wk —-A)"q=-—q,
o wWo Wy 31wy

conseguimos transformar (2.36) na seguinte equagao

S 1 2 151 2
Z = 1wz + 59202 + g112Z + 59022 + 59212 Z+ ...,
em que
G20 = <pa B(q7 q)) ) g1 = <p> B(Qa Cj)> )
e

gn = (0,C(q,¢,9)
—2(p. B(q, A"'B(q.9))) + {p, B(q, 2iwoE — A)"")B(q,q))

1 _
+-—(p, B(¢,9)) (p, B(¢,9))
1Wo
> (0. B@.0)? ~ 5| (0 Bla.2) P
iwo b, b\q,q i b, b\q,q .
Note que os termos da tultima linha da equacao anterior sao imaginarios puros e a

terceira linha é dada por gspg11. Assim, aplicando a férmula da se¢ao anterior

1 )
[,(0) = FRG(2920911 + woga1),
Wo

dada em (2.24), obtemos

1

L(0) = 2—%R6[<p,0(q,q,6)>—2<p7B(q,A‘lB(q,(I))>

+ (p, B(q, 2iwgE — A)"")B(q,q))].

Esta formula parece ser a mais conveniente para um estudo analitico da bifurcagao de
Hopf, em sistemas n-dimensionais. Ela expressa {;(0) usando os termos lineares, quadra-
ticos e cubicos, originais; assumindo que somente os autovetores criticos - ordinérios e

adjuntos - da matriz jacobiana sao conhecidos.
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2.4 Condicao de transversalidade
Considere o seguinte sistema de equacoes diferenciais a um parametro
t=A(p)x + F(z,pn), v €R", peR, (2.39)

onde F(x, ) = O(||z||*) ¢ uma fungdo suave de z, com sua expansao em Taylor iniciando
com pelo menos termos quadraticos, e dependendo suavemente de p; e A(p) corresponde

a parte linear do sistema com um par de autovalores complexos conjugados

Aa(p) = 7(p) £iw(p),
onde para p = 0 sao satisfeitas as condigoes,
7(0) =0, w(0)=wy>0.

Lema 10 (Condi¢ao de Transversalidade). Considere o sistema (2.39) cuja matriz Jacobi-
ana A(p) possui um par de autovalores imagindrios puros para pn = 0, Ay o = y(p) £iw(p),
7(0) =0 e w(0) = wy > 0. Entao,

onde p, g € C" satisfazem

Demonstracao. Derivando ambos os membros da equacao

em relagao a p obtemos

%m)qm A2
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Aplicando, agora, o produto escalar por p em ambos os membros, temos

dA dq d\ dq
a4+ AL PSSR W
<p’ ant du> <p’ an? ™" du>
dA dq d\ dq
- ALY — - A—t
<p’ duq> " <p’ du> <p’ duq> N <p’ du>
dA dq d\ dq
= ATp, =) = — A -— ).
<p, m q> + < P, dﬂ> 0 (p.q) + <p, du>

Quando p = 0, temos ATp = —iwyp, assim

<p,%(0)Q>+iwo<p,j—Z> = (%(O)H%(O)) <p,Q>+iwo<p,;l—Z>

(00} = (LO+E0) v,

e como (p,q) =1, » 0 ]
(5 00) = 2200 4520,

e portanto



CAPITULO

3

Sistemas do Tipo Predador-Presa

Tendo estabelecido os fundamentos tedricos nos capitulos anteriores, no presente ca-
pitulo iniciamos em nosso trabalho, o estudo de modelos bioldgicos. Na primeira secao
dedicamo-nos ao estudo do modelo classico de predador-presa no plano; na segunda se-
¢ao, analisamos um sistema de predador-presa modificado, no qual ocorre uma bifurcacao
de Hopf supercritica. Na terceira e quarta segoes passamos ao estudo de sistemas tipo
predador-presa no espaco R?, considerando dois casos respectivos: no primeiro, o sistema
estudado possui superficies invariantes que folheiam o espago de fase; no segundo sistema

ocorre uma bifurcacao de Hopf supercritica, que da origem uma 6rbita periddica.

3.1 Modelo Predador-Presa classico

O primeiro modelo matematico elaborado para descrever a dindmica de duas popula-
¢oes interagindo como um sistema predador-presa foi sugerido independentemente por A.
Lotka (1925) e V. Volterra (1931), e ¢ dador por

:.c = ax — bxy, (3.1)
y = —cy+dzy.
Neste sistema x > 0 e y > 0 denotam os tamanhos das populagoes da presa e do predador,
respectivamente, a > 0 é a taxa de reproducao da populagao de presas na auséncia de
predadores, b > 0 ¢ a taxa per capita do consumo de presas pela populagao de predadores,
¢ > 0 é a taxa de mortalidade dos predadores na auséncia das presas e d > 0 é a taxa de
biomassa de presas que é convertida em biomassa de predadores.

O modelo (3.1) tem como base as seguintes idealizagoes:

1. na auséncia de predadores, a populacao de presas cresce exponencialmente de acordo

com a lei de Malthus;

43



44

2. se nao houver presas, a populacao de predadores decai exponencialmente;

3. a quantidade total de presas consumidas pelos predadores por unidade de tempo

depende linearmente da densidade populacional de ambos, predadores e presas;

4. a porcao de biomassa de presas que é convertida em biomassa de predadores é

constante;
5. nenhum outro fator afeta a dinadmica do sistema.

Os célculos feitos em Hirsch et al [10] mostram que a fungao
L(z,y) =dr —clnz+by —alny, (3.2)

¢ uma integral primeira para o sistema (3.1). Logo, esta fungao é constante ao longo das
solugoes de (3.1) quando z,y > 0.

O sistema (3.1) foi bastante estudado, e mostra-se que para qualquer populagao inicial
(2(0),y(0)) # A dada, com x(0) > 0 e y(0) > 0, as populacoes do predador e da presa

oscilam ciclicamente (ver Figura 3.1).

34

[N}
!

Figura 3.1: Retrato de fase do sistema (3.1)

3.2 Bifurcacao de Hopf em um modelo Predador-Presa

em R2

No modelo que estudaremos a seguir, sera incluido a equacao de crescimento logistico

K —
A(x):ax—exzza:v( Ka:)’ a,K:geRJr, (3.3)
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e uma fungao resposta do tipo Holling II

B bx
14z

B(z,-) , breR,. (3.4)

Em um ambito ecolégico, este ¢ um melhoramento consideravel em relacao ao sistema
(3.1), principalmente no que se refere a aproximagao do modelo a uma situagao real,
pois, incluindo (3.3) torna-se impossivel o crescimento ilimitado das populagoes, o que é
interpretado como se houvesse competicao entre as presas. Ja incluindo (3.4), leva-se em
conta o efeito causado pela saturacao do predador. Uma descricao das funcgoes respostas
tipo Holling I, IT, IIT e IV, bem como uma breve interpretacao de seus efeitos num contexto
ecologico, podem ser encontradas no trabalho de Silva [21].

Bazykin [2], estudou as mudangas causadas na dinamica de (3.1), incluindo separada-
mente (3.3) e (3.4); no primeiro caso obteve estabilidade assintotica para o equilibrio nao
trivial existente e, no segundo, instabilidade.

Incluindo as equagoes (3.3) e (3.4) no modelo cléssico (3.1), obtemos

. K—=x bry
T =ax -
K 1+rz’
(3.5)
. dry
V=t +rx’
Fixando t = 7/a, x = (¢/d)u e y = (a/b)v, o sistema fica da forma
, uw )
Uw=u— — eu’,
1+ au
(3.6)

. 1 u
vV=—w|1-—
" 1l+au)’

com os parametros a = rc/d, e = ¢/Kd e v = ¢/a, sendo que o ponto agora representa
a derivada com relacao a 7. Devido ao pardmetro v nao influenciar na dindmica de
(3.6), daremos sequéncia ao nosso estudo considerando v = 1 fixo e, quando necessario,

trataremos (3.6) como um campo de vetores f : Q — Q, com

uw u
f(u,v):(u—1+au—5u2,—v (1_1+au))’ (3.7)

onde Q = {(u,v) €ER?:u>0,v>0} e Q={(u,v) ER?:u>0,v>0}

O lema a seguir é de obtencao imediata.

Lema 11. O sistema (3.6) possui trés pontos de equilibrio:

0=1(0,0), A= (%0) e B= (1:1, 1<1__O‘a_)f).
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Como podemos ver, os equilibrios O e A sempre irao existir no retrato de fase, pois
e > 0. No entanto existe uma restricao sobre os parametros para que o equilibrio B exista:
e+ a < 1. Isto sugere que o retrato de fase do sistema (3.6) muda suas caracteristicas
topologicas dependendo das mudangas nos parametros, ou seja, ocorrem bifurcagoes no
sistema.

Antes de tratarmos da estabilidade dos pontos de equilibrio do sistema, provaremos
através dos dois lemas a seguir, que as solugoes de (3.6) com (ug,vg) € €2, permanecem

limitadas em €2 quando 7 — oc.
Lema 12. As retas v =0 e u = 0 sao invariantes.

Demonstra¢ao. Basta mostrarmos que o campo f(u,v), definido em (3.7), restrito a cada
uma dessas retas nao possui componente normal a elas, e portanto, qualquer solugao tendo
um ponto em comum com uma dessas retas, fica inteiramente contida nela. De fato, se
v = 0, temos
(f(1,0),(0,1)) = ((u—eu?,0),(0,1)) =0,
e para u = 0,
<f(0>7})7 (1v O)> = <(07 —?)), (17 O)) = 0.
O]

Lema 13. Toda solugdo de (3.6) com (ug,vy) € Q tende a um subconjunto limitado de .

Demonstragao. Considere a equagao da reta r = {(u,v) : u+v = p} onde p € Ry, eo
vetor normal a ela s = (1,1). Para provar o lema basta mostrar que existe p > 0, tal que

a fungao g(u,v) = (f(u,v), s) tem sinal negativo ao longo de toda a reta r. De fato,

g(u,v) = (f(u,v),s) = u—cu® —v.

Na reta r temos

g(u,c —u) = —eu® + 2u — p.

Para que g seja estritamente negativa basta que o discriminante A = 1 —ep seja negativo,
ou seja, p > 1/e. Portanto, quando 7 — oo as solugoes de (3.6) ficam limitadas no interior
de I'={(u,v) € Q:u+v < p, onde p>1/e}. O

Estudemos agora a estabilidade dos equilibrios. A origem sempre terd o compor-
tamento de sela para todos os valores de parametros, uma vez que a matriz jacobiana

aplicada neste ponto é
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que possui os autovalores 1 e —1 associados aos autovetores candnicos (1,0) e (0,1),

respectivamente.

Definicao 15. Definimos os sequintes conjuntos:

Ay = {(a,e) eRY :a+e> 1}
Ay = {(aye)eR2:a+te<l, e>all—a)/(a+1)};
A = {(aye) eR% e <a(l—a)/(a+1)}.

E facil ver que os conjuntos Ay, Ay, e Ay sdo disjuntos e que as curvas S = {(a, ) €
R :a+e=1}e N = {(w,e) € R: : e = a(l — «)/(a+ 1)}, contém os pontos de
transicao de A; para A, e de Ay para Ag, respectivamente. Na realidade, como veremos

a seguir, essas curvas completam o diagrama de bifurcagao de (3.6) (Figura 3.2).

e
1
S
A,
A,
N
Aa
0 ] (01

Figura 3.2: Diagrama de bifurcagao do sistema (3.6).

Lema 14. O ponto de equilibrio A é um nd estdvel para (a,e) € Ay e uma sela se

(o, €) € Ay U Ag, sendo que, para (a,e) € S, A € um equilibrio nao-hiperbolico.
Demonstracao. A matriz jacobiana do sistema calculada no ponto A é dada por

1

-1 _5+a

l—¢c—«

e+«

que possui o seguinte polinomio caracteristico

(26—|—204—1))\+5+oc—1

NP
p() i e+« £+«

Y
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que por sua vez tem como zeros

l—c—«

A= —1 Ao =
1 € 2 T a

Como podemos ver, Ay < 0se a+¢ > 1 ((a,e) € Ay), e portanto A é um no estével.
Devido nao haver pontos de equilibrio em €2, com uma aplicacao direta do Teorema de
Poincaré-Bendixson dado no capitulo 1, podemos, nesta situagao, descartar a possibilidade
de haver alguma orbita periédica contida nesse conjunto. Consequentemente, para todo
#(0) = (ug,v9) € QU {(u,0) : u > 0}, ¢(7) — A quando 7 — o0, e portanto A é um
atrator global em QU {(u,0) : u > 0}.

Temos, Ay > 0se a+ec <1 ((a,e) € AyUA3) e entdao A apresenta um comportamento
de sela, em que (—1, 1) é o autovetor associado a Ay e a variedade estavel de A esta sobre
o eixo u. E por fim, Ay = 0 caso tenhamos o +¢ =1 ((o,e) € 5); e A torna-se um

equilibrio nao-hiperbélico. ]

Em [8], ¢ mostrado, através do célculo da forma normal, que o equilibrio ndo-hiperbélico
A (o qual existe quando (a,e) € S) é do tipo sela-né nao-degenerado. E a partir deste
surge em ) o equilibrio B, quando (a, ) € A,.

Agora nos deteremos & analise da estabilidade do equilibrio B, o qual, como dito

anteriormente, existe sob a condi¢ao de que € + o < 1, ou seja, (a,e) € Ay U Ag.

Teorema 16. O equilibrio B do sistema (3.6) € um nd ou foco estdvel para valores de
pardmetros (a,e) € Ay, e nesse caso ele € um atrator global em Q. Se (a,e) € N, B é
um foco atrator fraco. Jd para (a,€) € Az, B € um foco instavel e surge um ciclo limite
estavel em torno dele. Em outras palavras, ocorre uma bifurcacao de Hopf supercritica

em B, quando (o, €) passa de Ay para As.

Demonstracao. No equilibrio B temos

oo flatl
1l—a
Jf(B) =
l—a-—c¢ 0

Esta matriz tem o seguinte polindémio caracteristico
p(A) = N = p(a, €)X + gl €),

com

a_s(a+1)
11—«

qg(a,e) = det(Jf(B)) = 1—a—e.

Y
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Os zeros deste polindémio sao

\/pag 4qa5)
2 2

Mg =

E facil de ver que ReA;, < 0 para todo (a,¢) € Ay.
Neste caso, resta-nos verificar se B é um atrator global em (), para isso utilizamos o

critério de Dulac (ver Teorema 7). Seja a fungao

14+ au
ve,

h(u,v) = "

onde # é uma constante a ser determinada. Quer-se calcular div(h(u,v)f(u,v)), em que

f(u,v) é o campo de vetores (3.7). Desse modo

div(h(u, v) f(u,v)) = 5(h(g;v)u) +a(h(g1;v)1})

(3.8)
o
= —(-2cav*+(1+0—c—0a)u—1-0).
u

Se fizermos
a—14+(1+3a)e

O R

(3.8) fica

1}0

div(h(u,v) f(u,v)) = — (=2ea(l — @)’u® 4+ das(l — a)u + o — a® — (1 + 3a)e) .

u
Nao é dificil ver que a equacao

—2za(l — a)*u? +4ae(l —a)u +a —a® — (14 3a)e =0

nao possui rafzes reais com (a,e) € Ay, Assim div(hf) < 0 em €2, e portanto nao
hé orbitas periddicas contidas neste conjunto. Como as solugoes de (3.6) tendem a um
conjunto limitado em €2, O e A sao instéaveis, tem-se, pelo Teorema de Poincaré-Bendixson,
que B é um atrator global em (). Portanto, para toda solu¢ao ¢(7) de (3.6) com ¢(0) =
(ug,v0) € Q, tem-se ¢(7) — B quando 7 — o0.
Fazendo p(a, €) = 0 encontramos o valor critico
a(l — a)

Eor = s

a—+1
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cuja expressao descreve a curva N no plano («,e). Neste caso, para pardmetros (o, ),

os autovalores sdo A; 5 = fiw(w, e.), onde

4(1—a)?

> 0.
a+1

w(a, eq)® =

Calculando a derivada de p(a,e) em relagdo a € para algum o = ap < 1 fixo, encon-
tramos

dp Qo

d_€<0507 E;cr) -

Assim, quando a curva N é intersectada, a parte real dos autovalores passa por zero com

< 0.

2e.r

velocidade nao nula, fazendo com que haja a mudanca de estabilidade no equilibrio B.
Com isso, a condicao de transversalidade é satisfeita.
Fazendo um scaling no tempo, com 7 = (14 au)6f, encontramos um sistema polinomial

que é orbitalmente equivalente ao sistema (3.6), a saber

U =u(l+ au)(l —ecu) — uv,
0 =—v(1l+u(la—1)),

sendo que aqui o ponto indica a derivada em relacao ao novo tempo 6.

Usando o algoritmo apresentado por Kuznetsov [12] e descrito no capitulo 2, encon-
tramos a expressao do primeiro coeficiente de Lyapunov dada por

a2(1—a)?
h=—-—F—71-,
(v + 1)z

que é negativa ao longo de toda a curva de Hopf N. No Apéndice F deste trabalho
mostramos os calculos e o algoritmo feito no software Maple, para encontrar /.

Portanto, se os parametros («,e) atravessarem a curva NN, passando de Ay para Ag,
o equilibrio B perde sua estabilidade via bifurcacao de Hopf supercritica, resultando no

aparecimento de um ciclo limite estavel p em torno dele. O

Biologicamente, podemos observar que, para (a,e) € Ay, o fator dominante é a com-
peticao entre presas, fazendo com que haja coexisténcia estavel entre as populac¢oes. Con-
tudo, conforme diminuimos o valor de ¢ enfraquecemos o fator de estabilidade e, ao
entrarmos em Ag, surge o ciclo limite estavel p. Nesse caso, com o passar do tempo as
populagoes s6 podem coexistir em um regime oscilatorio. O conjunto completo de retratos
de fase é mostrado na Figura 3.3, e o crescimento da orbita periddica para alguns valores

de € na Figura 3.4.



o1

0,5 0,54

(a) (b) (c)

Figura 3.3: Retratos de fase do sistema (3.6): (a) (a,e) = (0.5,1) € Ay; (b) (a,e) = (0.5,0.3) €
Ay e (¢) (a,e) = (0.5,0.15) € As.

epsilon

Figura 3.4: Orbita periodica atratora criada a partir de uma bifurcacdo de Hopf do sistema
(3.6).

3.3 Estudo de um modelo Predador-Presa em R?

Passemos agora ao estudo de um modelo tipo predador-presa no espaco R3. Em
primeiro lugar, vale ressaltar que a teoria qualitativa de equagoes diferenciais para sistemas
de ordem maior ou igual a trés, diferente do caso bidimensional, esta longe de ser completa,
deixando ainda em aberto varias questoes envolvendo possiveis estruturas de atratores e
suas classificacoes no espaco de fase.

O sistema que estudaremos a seguir é obtido basicamente incluindo mais um predador

no sistema classico (3.1), e mantendo as relagoes entre as populagoes como sendo descritas
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da mesma forma. Desse modo o sistema é dado por

T =axr — by — byxz,
y=—cy+dizy — beyz,
2= —coz + doyz + d3z 2.

Os parametros de (3.9) tém os seguintes significados:

e o > (0 ¢é a taxa de crescimento de x, nas auséncias de y e z,

Fixando t = 7/a, x = (¢1/dy)u, y = (a/by)v e z = (¢1/by)w, encontramos

b
bs
(&1
dq
by
C2
do

ds

> () é a taxa de consumo de x pela populagao vy,

> (0 é a taxa de consumo de z pela populagao z,

> () é a taxa de mortalidade de y, nas auséncias de x e z,

> () ¢ a taxa de substancia-energia de x que é aproveitada por y,
> ( é a taxa de consumo de y pela populacao z,

> ( é a taxa de mortalidade de z, nas auséncias de x e v,

> () ¢ a taxa de substancia-energia de y que é aproveitada por z,

> 0 é a taxa de substancia-energia de x que é aproveitada por z.

i =u(l—v— fw),
U= _’71/0(1 _u_'_w)a

W= —yw(a —v — du),

(3.9)

(3.10)

onde Y1 = cl/a, Yo = dg/bl, o = Cgbl/adg, B = Clbg/abg e = b1€1d3/ad1d2. Note que

todos esses novos parametros sao positivos e manteremos y; = v, = 1 fixos; de modo que

o sistema a ser estudado tem a forma

Também serd ttil tratar (3.11) como um campo de vetores f : Q — Q, com

i =u(l—v— fw),
v=v(-14u—w),
W= w(—a+ v+ du)

fu,v,w) = (u(l —v — Pw),v(—=1 +u—w),w(—a+ v+ du)),

(3.11)

(3.12)

onde Q = {(u,v,w) ER®:u>0,v>0,w>0}eQ={(u,v,w) ER*:u>0,v>0,w>

0}.
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Lema 15. Os planos u =0, v =0 e w = 0 sao invariantes pelo fluzo de (3.12).

Demonstra¢ao. Basta mostrarmos que o campo f(u,v,w), restrito a cada um desses pla-
nos nao possui componente normal a eles, e portanto, qualquer solugao tendo um ponto

em comum com um plano coordenado, fica inteiramente contida nele. De fato:

o u=0

(£(0,v,w),(1,0,0)) = (0, —v(1 + w), w(=a +v)), (1,0,0)) = 0,
e v=0

(f(u,0,w),(0,1,0)) = {(u(1l = fw), 0, w(=a +du)), (0,1,0)) = 0,
o w=0

(f(u,v,0),(0,0,1)) = ((u(1l —v),—v(l —u),0),(0,0,1)) = 0.
O

Uma observagao importante a se fazer é que o sistema (3.11) torna-se o sistema classico
de predador-presa (3.1), apresentado no capitulo anterior, quando restrito aos planos
invariantes v = 0 e w = 0. Assim, nesses planos as trajetorias de (3.11) consistem de

orbitas fechadas nao-isoladas.

Lema 16. O sistema (3.11) apresenta os sequintes equilibrios:

o se(a,0) # (B+1,0):

1
02(07070)7 Alz(lvlvo)a AQZ (%7075) €

A — 1+8—a af—=90(B+1) 1—a+0
T\ -0 7 B-6 = B-6 )

o se (v, 0)=(8+1,0):
O =(0,0,0) e L={(u,v,w) € Qu=w+1,v=—PFw+1,w=w}.
Os equilibrios O, A; e A, sempre irdo existir em Q. No entanto, exitem restricoes nos

parametros para que tenhamos As € €). Para melhor organizar nosso estudo, utilizamos

a seguinte defini¢ao.



54

Definicao 16. Definimos os sequintes conjuntos:

Ay = {(a,0) eRL < B, 6 <aB/(B+1), §>a—1};
Ay = {(w,d) eRZ;0>ab/(B+1), 6 >a—1};
As; = {(a,0) eR%L;6> 08,6 >aB/(B+1), §d <a—1};
Ay = {(o,0) eRY;0<af/(B+1), d <a—1}.

Linearizando (3.11) encontramos que a origem O é sempre uma sela tridimensional
com u sendo a direcao instével associada ao autovalor A\; = 1 e v e w sendo as direcoes
estaveis associadas aos autovalores Ay = —1 e A3 = —a, respectivamente. De acordo com

a Definigao 16, ¢é facil de ver que Az € € se, e somente se (o, d) € Aj U Ag.

Lema 17. Os equilibrios Ay e Ay sao nao-hiperbolicos, com as sequintes estabilidades na

diregao dos autovetores transversais aos planos coordenados:
e para (a,0) € Ay, os dois sao instdveis,
e para (a,0) € Ay, Ay € instdvel e Ay € estdvel,
e para (a,0) € Ag, os dois sao estdveis, e
e para (a,0) € Ay, Ay € estdvel e Ay € instdvel.

Demonstragao. Considere a matriz jacobiana de (3.11) para qualquer (u,v,w) €

1—v—pw —u —pBu
Jf(u,v,w) = v —14+u—w —v
ow w —a+ v+ du

Comecemos pelo equilibrio A;. O polinémio caracteristico associado a Jf(A;) é
PN =X+ (a—=-DN+AX+a—0—-1,

e possui 0s zeros Ay = 1+ —a e Ay 3 = %i. E claro que os autovalores imaginéarios puros
2.3, estao associados aos autovetores que estao contidos no plano w = 0, o qual, como
visto anteriormente, esta repleto de érbitas periddicas. No entanto, A\; esta associado ao
autovetor que é transversal ao plano w = 0 e é facil ver que A\; < 0 para («,d) € Az U Ay
e Ay > 0 para (a,d) € A U A,.

Passemos agora para A,. O polindmio caracteristico associado a Jf(Ay) é

d+ Pa—po ., a(d — pa+ Bo)
T ey W ,

e possui os zeros \; = (fa — 6 —0)/Bd e Aoz = Liy/a. Como no caso de A, os

autovalores imaginarios puros A, 3, estao associados aos autovetores que estao contidos no

p(d) = A"+
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plano v = 0 e A1 esta associado ao autovetor transversal ao plano v = 0. Analisando \;
vemos que, A\; < 0 para (a,9) € Ay UAz e A\; > 0 para (a,0) € Ay UA,. O

As retas r; = {(«,0);0 = a — 1} e ro = {(,0);0 = af/(B + 1)}, contém os pontos
nos quais um autovalor de Jf(A;) e Jf(Asy), respectivamente, se anula. Na realidade,
estas sdo retas de bifurcagao do tipo sela-né (Bazykin [2]). Dependendo da diregao em
que 71 e ro sao atravessadas pelos parametros, Az pode surgir em () a partir de um desses
equilibrios ou sair de () fundindo-se com um deles. A Figura 3.5 mostra o diagrama de

bifurcagao de (3.11) no plano («, ).

6 7
A3 7"2
A,
)
A
A, :
0 1 BI+ 1 o

Figura 3.5: Diagrama de bifurcagao do sistema (3.11).

Para o estudo da estabilidade de As, utilizaremos a defini¢ao e o resultado que seguem.

Definigao 17. Seja
p(:L’) = anwn + anflxni1 + .+ a1 xr + ao

um polindmio de grau n com coeficientes reais. Dizemos que p € um polindmio estdvel se

todas as raizes de p tém parte real menor que zero. Caso contrdrio, p € instdvel.

Teorema 17. Considere o polinémio
p(z) = 2* 4+ az® + bz + ¢, (3.13)

com coeficientes reais, entao

a) (Critério de Routh-Hurwitz) p € estdvel se, e so se,

a, b,c>0 ¢ ab—c>0 (3.14)

b) Sec >0 eab—c <0, entao p tem duas raizes com parte real positiva e uma raiz real

negativa.
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c) Sea, b, c>0 eab—c=0, entdo p tem duas raizes complexas conjugadas com parte

real nula e uma raiz real negativa.
Teorema 18. O equilibrio Az € instdvel para todo (o, d) € A; U Ag.
Demonstragao. Linearizando o sistema (3.11) na vizinhanga de A3 obtemos,

a—f-1 Bla-B-1)

b5—0 b5—0
—0—f0 —0—f0
§(-1—d0+a) —1—6+a 0
- B=94 IR

O polinémio caracteristico associado a essa matriz é

P(A) = A2+ A%+ ma ) + s, (3.15)
onde
® N = 07
° _ 2Ba—206—B06%2a+626%2—624+B86a%—a f26—2B 02426 a+p2a—2B5+66 o
"= (3= ’
L, _(Cl=dta)(Ba=i=BH)(a—p—1)
3 = .
(5 —0)°

Para o caso em que («,0) € Ay, temos 13 > 0 e mne — 13 < 0. Logo, Az é instavel com
ReAi2 > 0e A3 <0. E para (o, 0) € As, temos 13 < 0 e 12 —n3 > 0. Portanto, pelo Te-
orema 17 concluimos que (3.15) é instavel para todo (a,0) € A;UAj3 e consequentemente

As também o é. O

Os retratos de fase do sistema para as correspondentes regioes de parametros sao
mostrados na Figura 3.6.

No que segue, analisamos o sistema para o caso particular em que (o, 9) = (5 + 1, ),
no qual existe uma linha de equilibrios nio isolados L em Q (ver Figura 3.7). Iniciamos

apresentando o seguinte Teorema, cuja demonstragao pode ser encontrada em [17].

Teorema 19. Seja ¢ € R" um valor reqular da aplicacio h : U — R", de classe C* no
aberto U C R™™. A imagem inversa M. = h™'(c) = {z € U : h(x) = ¢} € uma superficie
de classe C* e dimensao m em R™™. O espago vetorial tangente T,M, em cada ponto
p € M, é o nicleo da transformagao linear dh, : R™*" — R™, onde dh,, € a diferencial de

h em p.
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Figura 3.6: Retratos de Fase do sistema (3.11): (a) (o, d) € Ay, (b) (a,d) € Ag, (¢) (a,9) € A3
e (d) (a,0) € Ay.

Seja a funcao

h:Q—{v=0} —R

(u,v,w) — h(u,v,w) = uw (3.16)

B

pelo Teorema 19, h(u,v,w) = ¢, com ¢ > 0 define uma superficie implicitamente em (.
Também é facil ver que, para todo p = (uq, vy, w) € €, existe ¢ > 0 tal que p € M., onde
M, = h7'(¢) = {(u,v,w) € Q : h(u,v,w) = ¢}. Para isto, basta definir ¢ = uyw; /v’ .
Portanto, temos que as superficies de nivel de h folheiam 2 (ver Figura 3.8).

O seguinte resultado garante que h é uma integral primeira de (3.12), quando (o, §) =

(B+1,5).



58

Figura 3.7: Reta L de equilibrios nao-isolados.

60

Figura 3.8: Superficies de nivel da fungao h.

Lema 18. Se (o, d) = (8 + 1,8), entao, para todo ¢ > 0, M, = h™(c) é uma superficie
invariante pelo fluzo de (3.12).

Demonstragao. De fato, para todo p € h™'(c), f(p) € T,M.. Como M, ¢ dada pela

imagem inversa do valor regular ¢, T, M, = Nuc(dh,). Seja ¢(7,p) solugao de (3.12), com

¢(0,p) = p, calculando-se dh,(f(p)) = 9(4(7,p)) segue que

Dolr)) = {aradh(uv,w), o v,w)

— <(w _Puw u),(u—uv—ﬁuw,—v+uv—vw,—aw+vw—|—ﬂuw)>

VB Bt B

uw
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Portanto o campo (3.12) é tangente a superficie M, = h~'(c). Sendo assim, toda solugao
o(7,p) de (3.11), com ¢(0,p) € M., permanece em M, para todo 7 € R. O

A Figura 3.9 mostra algumas solugoes de (3.11) contidas numa mesma superficie M..

Figura 3.9: Solugoes de (3.11) contidas em uma superficie M,.
A restrigao de (3.11) a M, é da forma

U =u—uw — B,

A+ (3.17)

u

v=—v4+uv—=c

Na Figura 3.9, onde é mostrado o comportamento de algumas solucoes, vemos que
as trajetorias sao fechadas e periddicas para todas as condic¢oes iniciais que tomamos.
Nesse caso, uma questao que fica em aberto para se responder é se as 6rbitas periddicas
contidas nas superficies invariantes sao isoladas. Isto poderia ser resolvido encontrando
uma integral primeira para o sistema (3.17).

Vejamos uma interpretacao bioldgica para estes resultados. No caso especial onde
(v, 0) = (B+1, B), para o qual a dinAmica global pode ser estudada por meio das superficies
invariantes que encontramos, a interpretacao ecoldgica é baseada na suposicao de que
existe um aproveitamento total e constante, por parte do predador, da taxa de biomassa
que é subtraida da presa. E isso em todas as relagoes predador-presa que o sistema
contempla. Notemos que esta suposicao é bem artificial.

Para (a,0) € A4, a populagdo w tem uma alta taxa de mortalidade e por isso essa
espécie é extinta apés um determinado tempo. Se (a,d) € Ay temos que todas solugoes
com condigoes iniciais em €2 tendem para um regime de coexisténcia estavel entre u e w.

Para («,d) € Ag, temos os equilibrios A; e As, correspondendo a coexisténcia estavel
entre as populagoes u e v, e u e w, respectivamente. Passando para (a,0) € Aq, a

principal mudanga que ocorre é em relagao & estabilidade desses pontos de equilibrio, na
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direcao transversal aos planos coordenados. Neste caso, a instabilidade significa que se
houver uma eventual invasao da terceira espécie, esta tende a aumentar com o passar do
tempo de forma indeterminada, devido ao sistema dar origem a oscilagboes com amplitude

crescente.

3.4 Bifurcacao de Hopf em um modelo Predador-Presa

em R3

Vimos anteriormente, na secao 3.1, que o sistema predador-presa classico em R? possui
orbitas periddicas nao isoladas, independentemente dos valores atribuidos aos parametros.
Ja no caso do sistema modificado, apresentado na se¢ao 3.2, provamos a existéncia de uma
orbita periodica atratora, criada a partir de uma bifurcacao de Hopf supercritica e, na
secao anterior vimos um sistema em R? que, para um caso bem particular, tem seu retrato
de fase folheado por superficies invariantes pelo fluxo. Embora nao tenhamos provado, a
Figura 3.9 indica a possibilidade das 6rbitas contidas nestas superficies invariantes serem
periodicas e nao isoladas.

Vale ressaltar que, devido a dificuldade de se mostrar a existéncia de érbitas periddicas
isoladas para sistemas nao-lineares com mais de duas equagoes, a questao a respeito da
possibilidade de existir tais 6rbitas para sistemas tipo predador-presa no R? ficou sem
resposta durante muito tempo. Somente em 1979 foi provada a existéncia de um ciclo-
limite, originado de uma bifurcacao de Hopf, para uma classe destes sistemas, por Coste,
Peyraud e Coullet (conforme Glendinning [9]).

Nesta secao estudaremos o sistema

da; ’
d”; =Y ay(l—x;), i=1,23 (3.18)
j=1

e provaremos, utilizando o método da projecao apresentado no capitulo 2, a ocorréncia de
uma bifurcagao de Hopf supercritica. Tal sistema foi também estudado [9], utilizando-se

outra técnica.

Seja
air a2 13 3—pn 3
Q21 Q22 Q23 = 2 1—p 0 )
asi Qzz  a33 0 2 1—p

onde p € R.
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Desse modo, representando as variaveis x1, xo, T3, por z, ¥y, 2, respectivamente, escre-

vemos o sistema (3.18) como

&=x(8—p—(3—pz—3y—22),
y=y@B—p—2z—(1-py), (3.19)
i=z83-p—2y—(1-p)2).

Lema 19. O sistema (3.19) apresenta os sequintes equilibrios:

-8 -3 27 2 -3
EOZ(anaO)a El: - 7070 > EQZ anvlu— 5 E5: K p aoau
nw—3 puw—1 pwr—=A4p+3 Tpu—1

pw—3 pr—6p—1 > —4p—7
E,=(0.2—=0 F- = 0 Ee=(1,1,1
4 <7 17)7 5 (M2_4M_3’M2_4ﬂ_37 ) 6 (77)

3 22— 3
e B = O,'u ,HJ K .
w—1"p2—2u—1

Aqui também faremos uso da notacio de campo de vetores g : Q — 2, com g(x,y, z) =
(#,7,%), onde Q = {(2,9,2) ER*: 2 >0,y >0,2>0 e Q= {(z,y,2) ER>: 2> 0,y >
0,z > 0}.

Lema 20. Os planos x =0, y =0 e z = 0 sao invariantes pelo fluxo do campo g.

Demonstrag¢ao. Basta mostrarmos que o campo g(z, y, z), restrito a cada um desses planos
nao possui componente normal a eles, e portanto, qualquer solucao tendo um ponto em

comum com um desses planos, fica inteiramente contida nele. De fato:

o r =0

<g(07yaz)7(170v0)> =0,
o y=10

<g(x,0,z),(0,1,0)) :07
e =10

(g(x,9,0),(0,0,1)) = 0.
]

Através da anélise linear, é possivel verificar que, para valores pequenos de |u|, os
equilibrios Ey e E4 sao hiperbolicos tipo no, instavel e estavel, respectivamente; e os equi-
librios E1, Es, E3 e E5 sao hiperbolicos, todos com comportamento de sela. O equilibrio

E7, neste caso, nao ¢é biologicamente admissivel, por apresentar coordenadas negativas.
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Na sequéncia, focaremos nosso estudo no comportamento do tinico equilibrio perten-
cente ao interior do primeiro octante: Eg = (1,1,1). A matriz jacobiana de (3.19) aplicada

em Fg é dada por

Esta matriz possui o polindémio caracteristico
PN = X+ (5= 3u)A2 + (1 — 104 + 32N+ 5 — pu+ 52 — 422,

e os autovalores A\j(p) = p+14, Aa(p) = p—1 e A3(p) = p— 5.

Observe que, para p < 0, Eg ¢, localmente, um atrator; se 1 > 0, temos ReA; o > 0,
e nesse caso Fjg € instavel. Mas, tomando o valor critico p = 0, tém-se dois autovalores
imaginarios puros A; 2(0) = =£i, e outro real e negativo, A\3(0) = —5; caracterizando uma
das hipoteses para a ocorréncia da bifurcacao de Hopf no equilibrio Es. No que segue,

provaremos o seguinte resultado.

Lema 21. Considere o sistema (3.19). Para o valor critico = 0, ocorre uma bifurcagdao
de Hopf supercritica no ponto de equilibrio Eg e, portanto, existe uma orbita periodica

atratora no retrato de fase, para pequenos valores de p positivos.

Demonstracao. Para o calculo do primeiro coeficiente de Lyapunov utilizaremos o método

de projecao, apresentado na se¢ao 2.3. No valor critico p = 0, a matriz jacobiana é dada

por
-3 -3 -2
A= -2 -1 0
0o -2 -1
Os vetores
B 1 1. 114
q - 2 2Z7 ’ ¢
e
B _2_32, 9+7z’—1+5i
P 1326 26" 137 13
sdo os autovetores de A e AT, correspondente aos autovetores \;(0) = iw e A\o(0) = —iw,
respectivamente, ou seja, Ag = iwq e ATp = —iwp onde w = 1. Além disso, satisfazem a

normalizagao (p,q) = 1.
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Agora calcularemos as fung¢oes multilineares simétricas, conforme apresentado no ca-

pitulo 2. Para isso, escrevemos o sistema (3.19) da seguinte forma
i=Ar+ F(r), r € R’ (3.20)
onde F(z) é uma fungao suave, e pode ser expandida da forma
F(z) = 5B(z,2) + £Cle,z.2) + O(la]"),

em que B(z,z) e C(x,x,z), sdo fun¢oes bilineares e trilineares simétricas, respectiva-

mente. Tais fungoes, para i = 1,2, 3, sao dadas por

3
0°F;(§,0)
A2 0608, o
3
P F(€,0)
Ci<x7y7 Z) = v TjYkze,
PR

onde z, y e z € R3; e escrevemos x = (21,22, 23)%, y = (y1,y2,y3)7 e 2 = (21,20, 23)7.

Assim, a funcao bilinear pode ser expressada como,

Bi(z,y) —6x1y1 — 311Y2 — 271Y3 — 3T2y1 — 2x31
B(z,y) = | Ba(z,y) = —2(z1y2 + 2y1 + X2Yo) )
Bs(r,y) —2(zoys + x3y2 + 23Y3)

enquanto que C'(x,y, z) = 0, devido a todas as derivadas parciais de (3.20) de ordem trés

serem nulas. Portanto,

—1
B(g,q) = | 2i e B(g,q)=| 0
4

Escrevendo s = A7'B(q, ), temos que
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Escrevendo r = (2iwl — A)™'B(q, q), onde I é a matriz identidade de ordem 3, obtemos

1, 104
& T 87t

14 2
T = 37 @’L
80 _ 148

87 87

Finalmente, aplicando a formula

1h(0) = z—ioRe [(p,Clg,4,9)) — 2(p, B(q,5)) + (p, B(q,7))],

encontramos

v
37T

Para provar que de fato ocorre uma bifurcacao de Hopf supercritica, resta-nos apenas

11(0) =

verificar a condigao de transversalidade. Calculando a derivada da matriz jacobiana A(u)

em relagao ao parametro i e aplicando no valor critico ;1 = 0 encontramos

Resolvendo a equacao

dy dA
—(0) =R —(0
D0 =re (5. 00).
obtemos,
dry
—(0)=1=#0
du( )=1#
E com isso terminamos a demonstracao. O

As Figuras 3.10 e 3.12 contém algumas simulagoes numéricas que realizamos, onde
podemos ver que, para u < 0, o equilibrio Fg é um atrator local; para p = 0 identificamos
E¢ como um foco atrator fraco e para p > 0 este torna-se repulsor com o surgimento da
orbita periddica atratora.

Algo importante a observar é que, conforme o valor de ;1 > 0 aumenta, a 6rbita perio-
dica cresce até um tamanho maximo, delimitado pelas variedades instaveis dos equilibrios
E1, FE5 e Ej5, respectivamente; o qual é atingido quando p — 7w &~ 0.051. A Figura 3.11
mostra um esbogo das solugoes, ilustrando tal fenémeno.

Biologicamente, a bifurca¢ao de Hopf supercritica em um equilibrio nao trivial (per-
tencente a () significa uma mudanga na forma de coexisténcia entre as populagdes; com
o surgimento do ciclo limite estavel, essas populagoes, que a partir de qualquer condi¢ao
inicial em () apds determinado tempo coexistiam de uma forma estacionaria, passam a

coexistir de modo oscilatorio periddico.
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x(t)

Figura 3.10: Retrato de fase do sistema (3.19): (a) p = —0.1, (b) u =10, (c) e (d) p=0.02 .

Uma outra mudan¢a muito importante na dinamica das solugoes ocorre com a des-
truicao do ciclo limite, quando p — 71 = 0.051. Com efeito, neste caso passamos de uma
coexisténcia oscilatoria periodica entre as trés populagoes x, y e z, para uma situagao
estacionaria, representada pelo ponto de equilibrio Fj, na qual subsiste apenas a espécie

Y.
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9
7
~

7

Figura 3.11: Comportamento das solugdes do sistema (3.19): (a) 0 < p < 0.051, (b) = 0.051
e (¢) p>0.051.

Figura 3.12: (a) Retrato de fase do sistema (3.19), para p = 0.051, com tempo de integragao
[0,300] e as condigdes iniciais (1,1.01,1) e (1,1.01,1.01); neste caso, Fg é um foco repulsor. (b)
Orbita periodica criada a partir da bifurcacao de Hopf.



CAPITULO

=

Dindmica Global e Bifurcacao de
Hopf em um Modelo de HIV

Neste capitulo estudamos, a partir de uma abordagem qualitativa, um modelo com
trés equagoes diferenciais, proposto por Wang [23], para descrever a interagao entre o
virus HIV e as células T CD4+, no qual é considerado a aplicacao de um tratamento.

O capitulo esta organizado da seguinte forma: na primeira se¢ao discorremos de forma
breve sobre a modelagem do virus HIV usando equagoes diferenciais ordinérias, e na
segunda realizamos uma anéalise das caracteristicas gerais do modelo escolhido. Na ter-
ceira e quarta segoes estudamos a estabilidade local e global dos equilibrios Py e P*,
respectivamente. Neste tltimo, utilizamos o critério de estabilidade desenvolvido por Li
e Muldowney [16], o qual foi utilizado em [23| para o estudo da estabilidade global. Na
altima secao do capitulo apresentamos um estudo da bifurcacao de Hopf que ocorre no
sistema, levando a ocorréncia de comportamento peridédico das solugoes, e apresentamos

algumas simulagoes numeéricas.

4.1 Uma visao geral e o modelo escolhido

O virus HIV (Human Immunodeficiency Virus) tem como alvo principal as células
T CD4+, fazendo com que haja o esgotamento destas células. Devido ao papel central
das células T CD4+ estar ligado a regulagao imunolégica, sua diminuigao resulta em
efeitos prejudiciais generalizados no funcionamento do sistema imunologico como um todo
(Perelson et al. [19]). A descoberta do virus HIV se deu no inicio da década de 1980 e,
mesmo com o intenso avanco tecnolégico nas areas relacionadas a satude, ainda nao existe

um tratamento que consiga eliminar tal virus do corpo humano; no mais, o que se tem na
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atualidade sao tratamentos que visam retardar a velocidade do processo de dano causado
no sistema imunologico.

Modelos matematicos que descrevem a interacao entre o virus HIV e as células T
CD4+ tém sido muito estudados nos ultimos anos. Modelos simples tém desempenhado
um papel significante no desenvolvimento de uma melhor compreensao da doenga e das
varias estratégias de terapias de droga usadas contra ela (Leenheer & Smith [13]).

Em termos de equagoes diferencias, geralmente a acao do virus HIV pode ser descrita

pelo seguinte sistema

T=s—al —kVT + f(T,T),
T* = kVT — BT*, (4.1)
V = NBT* —~V,

onde T, T* e V representam as concentragoes de células 7' saudaveis (nao-infectadas),
células T infectadas e virus livre, respectivamente. E assumido que as células T CD4+
sao produzidas pelo corpo humano em uma taxa constante s, e que as células T recém-
produzidas sao saudaveis, mas suscetiveis ao virus HIV. Os parametros o, e 7 sao as
taxas de mortalidade das células T' saudaveis, células T infectadas e das particulas de
virus, respectivamente. A infecgao se da através de um contato direto entre o virus e as
células T saudéveis; e a incidéncia ¢ descrita por um simples termo k7T'V de massa-agao,
onde k > 0 é a taxa de contato entre o virus e as células T saudaveis. As células infectadas
produzem virus e cada célula T infectada produz N virus durante seu tempo de vida. A
fungao f é um termo que governa o crescimento das células T (Wang [23]).

Uma das terapias usadas atualmente em pacientes infectados pelo virus HIV envolve a
inibi¢do da transcriptase reversa (reverse transcriptase - RT), em que o HIV pode entrar
em uma célula 7" mas pode nao infecta-la, isto é, somente uma parte de células T sao
infectadas.

Neste capitulo estudamos um modelo de HIV proposto por Wang [23], o qual é obtido
de (4.1) incluindo um termo logistico completo f(T,T*) = rT'(1 — (T +T*) /T ez ), €m que
Traz € a capacidade populacional maxima de células T', e um novo parametro oy, relativo

ao efeito do tratamento supracitado. Portanto trabalharemos com o seguinte modelo

: T+T*
TzS—OzT—i—TT(l— + )—kVT,

max

T* = ,kVT — BT, (4.2)

V = NBT* -4V,
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onde 0 < o7y <1el—o0; éa eficiéncia do tratamento. Por exemplo: se o7 = 0, temos

que o tratamento ¢ 100% eficiente.

4.2 Modelo de HIV com tratamento RT

Antes de iniciarmos o estudo de (4.2), recordamos aqui que os parametros s, a, 7, Tpaz,
k, o1, N, B e v sao todos positivos, e que as variaveis T, T e V' s6 possuem significado
biologico para valores positivos. Assim, o dominio em que vamos estudar as variaveis se
reduz ao conjunto R? = {(T,7*,V) e R*: T > 0,7* > 0,V > 0}.

Quando conveniente também iremos fazer referéncia a (4.2) como um campo de vetores
F:R3 - R3, onde F(T,T%,V) é dado por

max

T4+
(s —aT ++T (1 - T+ > — KVT, 0 kVT — BT*, NBT* — W) L (43)

Lema 22. O conjunto ]Ri ¢ positivamente invariante com respeito ao fluzo de (4.3).

Demonstracao. Para demostrar este lema mostraremos que os angulos entre o campo
(4.3) restrito aos planos coordenados, e os vetores normais a esses planos apontando para

dentro de Ri’_, nao sao obtusos. De fato

e I'=0(
(F(0,7%,V),(1,0,0)) = s > 0;
o " =10
(F(T,0,V),(0,1,0)) = 01kVT > 0;
e V=0

(F(T,T*,0),(0,0,1)) = NBT* > 0.

Na auséncia da infeccao HIV, a dinamica das células T pode ser descrita por

) T
T:s—aT—i-rT(l— )

max

E neste caso a concentracao de células T se estabiliza no nivel T{), onde

T’maw 4
Ty = 5 <<T_8)+\/(T_8)2+T:L;>'

Lema 23. FExiste um conjunto compacto I C RZ’F tal que as solugoes de (4.2) com condi¢ao

inicial em ' permanecem nesse conjunto para t > 0.
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Demonstrag¢ao. Segue a partir da primeira equagao de (4.2) que se T(0) < Tp, entdao
T(t) < Ty para todo t > 0. Além disso, seja a funcao G = 0,7(t) + T*(t), calculando sua

derivada encontramos

e

— = oT+1T*
i o1d +

T+ T
= als—alaT—ﬂT*—i—aer(l— + )

Tmax
S 018 + 0'17’T0 — 9(0’1T + T*)

onde § = min{a, 8}. Portanto G é limitada, o que implica a limita¢ao de T* e consequen-
temente a de V. Portanto provamos que existe um numero M > 0 tal que o conjunto
D={(T,T*,V)e R} : T <Tpy, T* < M,V < M} é positivamente invariante com respeito
a (4.3). O

Para encontrar os pontos de equilibrio de (4.2), resolvemos o seguinte sistema de

equacoes

T+T

s—aT—i—TT(l— )—k:VT:O,

max

o kVT — BT* =0, (4.4)

NBT* —~V = 0.

Obviamente, Py = (Tp,0,0) é um ponto de equilibrio de (4.2) que existe para todos
os valores de parametros. Também F, é referido como sendo o estado estaciondrio nao
infectado.

Seja o valor critico

(4.5)

O seguinte resultado estabelece a existéncia e a unicidade de um outro ponto de
[¢]

equilibrio P* € I', em que I = int(I"), representando um estado estaciondrio infectado.

Proposigao 2. Se 01 <7, entao o sistema (4.2) tem somente o estado estaciondrio ndao
infectado Py = (15, 0,0); enquanto que se o1 > @, entao o sistema (4.2) tem dois estados
estaciondarios: Py e um 1unico estado estaciondrio infectado P* = (T, T*,V>, em que

T >0, T > 0, e V>0, sio dados por

ro=2

T

s+ (r—a)T —
T=——"_ T=-=1V¢VvV= Linae
o1 kN 15} . ry T
BNTmax
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Demonstracdao. Resolvendo o sistema (4.4), pode-se mostrar que V > 0 se, e somente se,
oy > 0. ]

4.3 Estabilidade de F,

De acordo com a Proposigao 2, o sistema (4.2) tem no méximo dois pontos de equilibrio

em I'. Nesta se¢ao, estudamos a estabilidade de Py, localmente e globalmente.

Teorema 20. Se 01 < 7, entao Py € localmente assintoticamente estdvel. Se o1 = 7,
entao Py € nao-hiperbolico. Se o1 > @, entao Py € instdvel e as solugoes com condigoes ini-
ciais suficientemente proximas de Py, afastam-se deste ponto, exceto aquelas pertencentes

ao eixo invariante T'.

Demonstra¢ao. A matriz jacobiana do sistema (4.2) em Py é

T T T
_a+r<1— 0)_7“0 _ o —kTy

Tmaa; Tmax Tmax
JF(PO) - 0 —ﬁ UlkTo
0 NpB —y

O polinémio caracteristico desta matriz é

MM:[A+&—TO—jﬁ))+;ﬂW[V+%ﬂ+wA+5v—mMWﬂﬂ.

Um zero deste polindmio é

T T
)\1:—oz+r(1— 0 )— il

Tma:v Tma:v

A primeira equacao de (4.4) nos da

TO S
_ 1 — - _
a+T( Tmaa}) TO’

aplicando essa relagao na expressao do autovalor A\; obtemos

1
M= 0

< 0.
TO Tmax

Os outros dois zeros de p(\) sdo as raizes da equagao

M+ (B+7)A+ By — o1kNBT, = 0,
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que sao

Ao — Bty 4 V(B4 7)? — 4By — 01kNBT,)
23 = 5 5 .

Portanto Re)s 3<0 se, e somente se, 8y — 01kN BT, > 0, condigao equivalente a 01 < ©.

Se 01 = 0, o equilibrio Fy é nao-hiperboélico, com um autovalor zero e os outros dois reais

negativos. Se o; > &, um autovalor é positivo, e nesse caso F, ¢é instavel. O

Uma vez que a limitacao das solugoes ja foi provada no Lema 23, usando o Lema 22
juntamente com o Teorema 4.1 de [11] e argumentos semelhantes aos usados para provar a
Proposigao 4.2 de [16], pode-se mostrar que quando Py torna-se instavel o sistema (4.2) é
uniformemente persistente, o que significa existir uma constante € > 0, tal que, qualquer
solugao (T'(t),T*(t),V(t)) de (4.2), com condi¢ao inicial (7(0),7*(0),V(0)) € 12, satisfaz

liminf 7'(¢t) > ¢, liminf 77(¢) > ¢ e liminf V(¢) > e.
t—o00 t—00

t—o00

Isto implica a existéncia de um conjunto compacto absorvente K C I' (ver [16]).

Proposicao 3. Se o1 > @, entao o sistema (4.2) é uniformemente persistente, e existe

um conjunto compacto absorvente K C T'.

A estabilidade local de P, foi estabelecida no Teorema 20, onde provamos que ele é
localmente assintoticamente estavel para o; < @, e instavel para g; > 7. No que segue,
utilizaremos o Principio de Invariancia de LaSalle (ver Teorema 5) para estabelecer nosso
resultado referente a estabilidade global de Py, o qual garante que se o7 < @, entao todas

as solugoes com condicao inicial em [' tendem para Fy; e nesse caso ele ¢ um atrator em

I

Teorema 21. Assuma que o1 < @, entao Py € globalmente assintoticamente estdavel em

r.

Demonstragao. Seja L = NT*+V. Entao, a derivada de L ao longo das solugdes de (4.2)

é

dL
— = {gadL(T,T" V), F(T.T",V)) = N(o1kVT = BT") + NGT* =9V =
N NG T
= NokVT —~V = W( ?kT—l) < AWV (T"kT—1) < AV (7—1) <0
0

emI'. L =0se, esomentese V=0ouo,=cel =Ty O conjunto maximo invariante
em {(T,7T*,V)el: L= 0} é o equilibrio Fy. Logo, pelo Teorema 5, resulta que todas as
solucoes convergem para Fy. Isto e a estabilidade local de P, estabelecida pelo Teorema

20 implicam a estabilidade assintotica global de Fy em I'. O]
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Portanto, o Teorema 21 resolve o problema de determinar a dinamica global de (4.2)
em [' quando o7 < 7. Biologicamente, este resultado implica que se o inibidor RT ¢é
pelo menos 1 — @ eficiente, entao todas as células T infectadas e as particulas de virus
sao eliminadas; acarretando que, apo6s algum tempo - independente do estado inicial - a
infeccao HIV deixa de existir. Nesse caso, a doenga desaparece e as células T saudéveis

se estabilizam no nivel T5.

4.4 Estabilidade global de P~*

Nesta secao estudamos a estabilidade local e global do equilibrio P*, que, como ja
sabemos, pertence ao interior de [' quando o; > &.
A matriz jacobiana do sistema (4.2) em P* = <T, T*,V> ¢ dada por

T+T\ T T
_Mr(l_ . )_T w2 g

Tmaa: Tmaa} max
JE(P*) = _ _
o kV -0 o kT
0 Np —y

A partir da primeira equagao de (4.4) temos

T+T —
—a+7“<1— i >—kV:—%, (4.6)

maxr

note também que
v =0kNT. (4.7)

Utilizando (4.6) e (4.7), o polindmio caracteristico associado a JF'(P*) pode ser escrito

CcOo1mo

kr~v— — _
TV T 4 kB,

VTIA+

max max

pA) =N+ (a+B+9)\ + [a(ﬂJr,y) n 01/67"——]

T

Tmaz

onde a = = + . Todos os coeficientes sao positivos. Logo pelo critério de Routh-

Hurwitz, todos os zeros de p(\) tém parte real negativa se e somente se

A=(atB+7) [a(ﬁm ¥ "””"‘ﬂ _ kg

= 1% VT —kByV > 0.

max
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Se reescrevermos A da forma

A = (@t ) [a(B+7)+ oV T| +ar(47) — kY

= (@t B) |alB )+ 2TV T| 408+ ) + k7T,

max

ondeb=a—kV=a—r+r <QT+T*> /Tnaz, obtemos que A > 0 se b > 0. Um olhar
mais atento em b como uma fungao de r revela que b > 0 para r pequeno ou grande.

Assim obtemos o seguinte resultado para a estabilidade local de P*.

Proposicao 4. Seja 01 > 7, entao o estado estaciondrio infectado P* € localmente as-
sintoticamente estdvel se o
2T+ T
a—r+r——->0. (4.8)
Tmaa}

Em particular, a condi¢io (4.8) € verdadeira quando r € suficientemente pequeno ou Su-

ficientemente grande.

O retrato de fase do sistema (4.2) nas condigoes da Proposi¢ao 4 é mostrado na Figura
4.1.

600

500

>
<
>3

V400

300

200

6 160 260 360 460
t
(a) (b)

Figura 4.1: (a) Retrato de fase do sistema (4.2) proximo ao equilibrio P*, nas condicoes da
Proposigao 4; com a condigao inicial (200,460, 150) e tempo de integracao [0,200]. Os valores
dos parametros sao: s = 0.1, a = 0.02, 8 = 0.3, v = 2.4, k = 0.0027, T4 = 1500, N = 10,
r=2eo; =0.8. (b) Coordenada V.

Para o estudo da estabilidade global do equilibrio P* usaremos o critério de estabilidade
desenvolvido por Li e Muldowney [16], que foi apresentado na Sec¢ao 1.3 deste trabalho,

que reescrevemos abaixo.

Teorema 22. Para o sistema @ = f(x), assuma que A é simplesmente conexo e que

as hipoteses (H1) e (H2) do Problema 1 sao satisfeitas. Entdo o tnico equilibrio x
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do sistema € globalmente assintoticamente estavel em A se existe uma funcaio P e uma

medida de Lozinskit i tal que gy < 0.

o o

Evidentemente I' é simplesmente conexo e P* é o tinico equilibrio em I' quando 01 > &.
A Proposicao 3 implica a existéncia de um compacto absorvente K C I, e pela Proposicao
4 temos que se r é pequeno ou grande, entao P* é localmente assintoticamente estavel.
Agora provaremos que P* é globalmente assintoticamente estavel quando oy é grande o

suficiente e r é suficientemente pequeno.

Teorema 23. Assuma que op > max{7, a’%ﬁ} e que r satisfaz

Tmax(al(a + 5) - 5) Tmaxﬁ}

0<r<mi
" . { g1 (Tmam - 38) ’ TO

onde € € a constante de persisténcia uniforme, e assumimos que 3¢ < Tya.. Entao, P* é
o

globalmente assintoticamente estdavel em I'.

Demonstracao. Para usar o Teorema 22, precisamos mostrar que existe uma funcao P e
uma medida de Lozinskil p tal que g, < 0.
T+T*> + 7 + kV, a matriz jacobiana de (4.2) aplicada no

Tm,aac max

equilibrio P* = (T, T*,V> fica

Fazendo p =a —r (1 —

P g T

JFE(P*)=| o1kV —p okT |,
0 NS —

e sua segunda componente aditiva J2 é

—p—pF o0kT kT
JAR(P) =1 NB  —p-B —7L

0 alkV —ﬁ—”)/

Definimos a fungao P(z) = P(T,T*,V) = diag{1, -, Z-}. Logo P~!(z) = diag{1, %, ==

e

dp dp dp
Pipey Py Py (00 0
T TV
Pr=| 2y) P2y By | =| 0 -5 0
x x x
Ops1 () Ops2 (2) Opss (2) 0 0 i_T*V

Or T o Y or
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Fazendo os célculos para encontrar a matrix X = Py - P~ 4+ P . JA[F . P~1 obtemos

3 o KTV ETV
NBT* T* V rT X1 Xio
X = T - .
V T V Tmar XQl X22
v
0 % L
o1 ™ Vv B—x
o \T
onde X1y = (=p — B), X1z = (25, 1F5), X = (FF,0) " e
™V rT
™ v P T
Xop =
i v
% LA
o1 T v B—x
E facil de ver que ||(u,v,w)| = max{|ul,|v| + |w|} define uma norma em R?. Seja u a

medida de Lozinskil com respeito a esta norma. Entao, temos a estimativa (ver Martin
[18]).
p(X) < max{gi, g2} (4.9)

onde
g1 = p1(Xu1) + [[Xua|| e g2 = || Xoa|| + p2(Xo2)

e || X1z2]|, || X21|| s@o as normas [; dessas matrizes, e p; ¢ a medida de Lozinskil com respeito
a norma [;. Mais especificamente,

KTV NAT*

Xoi|l = .
T S || 21|| %

(X)) =—p =5, || X =

Para calcular p;(Xa2), ver [25], adicionamos o valor absoluto dos elementos fora da dia-
gonal ao elemento da diagonal em cada coluna de Xy, e entao tomamos o maximo das

duas somas,



7

IV TV rT
(X)) = max{ﬁ—v—p—WﬂLUﬂfV, ﬁ—v—ﬁ—’YJrTmax}

= — — — 7+ max

™ Vv n 2rT r*
v a-+r

- ™ Vv . . 3re 4 rT}
—_— = = = maxq —a +1r — —
= 7 v T’ Toan |

S KV +akV, B+

rT
Tmaa:

uma vez que T'(t) < Ty e T'(t), T*(t) > . A partir da segunda e terceira equagoes de

(4.2) obtemos ' .
T _oWVT oV NGT
T T CvoTv T

respectivamente. Usando este fato segue que

B B+kTV
17 T+T* rT s
- - 1— — —kV+ ==
01 T+ a+r( Tmax ) Tmaa: i 01 ﬁ
17" 3re 15}
S R CRIAr Ser e}
_ Nﬂ7W4_T* 1% N N 3re 6+_ﬂn
— = = = maxq —« +1 — -
o= Ty T Ty TR Toae T

B T+ . N 3re 3 r1y
= T min< o —r T T [

Portanto, de (4.9) obtemos,

o T+ T*
onde 5 T
n:min{a—r+T7:;—§1+6,6—;m:x}>0,
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por hipotese. Note que
17+ T+ T*Jr 17 T*O T*+ T*O
max{ ———,— » = — + maxq —— — — = — +wmax{ —
oy T* " T* T o T* T T* T+’
onde w = % —1>0. Seja (T'(t), T*(t), V(t)), uma solugao iniciando em K e seja ¢ sendo

o tempo tal que (T'(t),T*(t), V(t)) € K para todo ¢t > t. Entdo ao longo de cada solugao
(T(t), T*(t),V(t)) de (4.2) tal que (T(0),7%(0),V(0)) € K e t > t, temos

I I I
. / p(X)ds = 1 / p(X)ds + 7 / H(X)ds
0 0 7
1t 1 [ 17 T
2 u(X)ds + - R
t T* 1 t
= / X)ds + - /—d + — /maX{T*,O}ds—g/tnds
1/t 1. T*t) w [ T* t—1
= - X)ds + -1 = + — — ds — ——n.
t/o,u( >S+t nT*(t)—l—t/tmax T*’O s 1

Se existe um namero ¢ > 7 tal que T > 0 para todo t > f, vamos tomar ¢ = ¢ por

IN

conveniéncia, entao < ft max {;MO} ds = ¢ In; Eg Se T* < 0 para todo t > {, entao

%fz maX{T*,O} ds = 0. Isto e a limitacao de 7™ implica g, < 0. Se T* oscila em
torno de zero, assuma que T* (t) > 0 e seja (ta;,t2;41), 1 = 0,1,2,3, ... intervalos tais que

T*(t) > 0, e (taig1, taire), i = 0,1,2,3,. .. intervalos tais que 7*(t) < 0. Desse modo, para

te [tgi, t2i+1] vale
/t max {ﬁ,O} ds = 1n T*Ef;’

e para t € (tg;y1,to42) temos

t T* t2i41 T* t T*
/max = 0pds = / max ,0 ds+/ max { —-,0 p ds
t T t T toiq1 T
tait1 T*
= / max{—,()} ds
7 T+

T*(t2i41)
T(t)

In

Novamente, a limitacao de 7™ implica g, < 0, completando a demonstragao. ]
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4.5 Bifurcacao de Hopf e simulacoes numéricas

Quando o; > @, mostramos na Proposicao 4 que P* é localmente assintoticamente
estavel para valores pequenos ou grandes de r; e no Teorema 23, que ele é globalmente as-
sintoticamente estavel para pequenos valores de r. No entanto para valores intermediarios
deste parametro, ainda nao sabemos certamente qual é a sua estabilidade.

Simulagoes numéricas feitas por Wang [23] mostram que P* também é globalmente
assintoticamente estavel para valores grandes de r e, para valores intermediarios, P* torna-
se instavel e o comportamento das solugoes torna-se periddico depois de certo tempo.
Porém, nao é explicado como se origina e depois desaparece o comportamento periddico
das solugoes. O foco desta se¢ao serd abordar mais detalhadamente a perda de estabilidade
que ocorre com o equilibrio P*, para valores intermediarios de r. Mostramos que esta
perda de estabilidade acontece devido a ocorréncia de uma bifurcacao de Hopf supercritica,
que da origem a uma orbita periddica estavel quando o parametro r passa por determinado
valor critico. Além disso, mostramos que o desaparecimento da Orbita periddica se da
devido a ocorréncia de uma segunda bifurcagao de Hopf, que ocorre também ao variarmos
0 parametro 7.

Retomemos a expressao do polindmio caracteristico associado a matriz JF(P*):

kr— by _
o TVT} A VYT L kg, (4.10)

pA) =X+ (a+ B+7)\ + [a(ﬁ+7)+

max max

onde a = Z + TT—T Como vimos anteriormente, todos os coeficientes sao positivos e da
max

condi¢ao de Routh-Hurwitz encontramos

A=(a+5) a7+ 7

max

W] +by(B+7) — ky*V, (4.11)

ondeb=a—kV =a—r+r <QT+T*> /Tinaz- Entao, temos A > 0 se b > 0. Neste
caso, se A = 0, p(\) = 0 tem duas raizes complexas conjugadas com parte real nula e
uma raiz real negativa, caracterizando uma das hipoteses necessarias para a ocorréncia
da bifurcacao de Hopf.

No que segue, usaremos os mesmos valores de parametros que foram fixados por Wang
[23], a saber: s = 0.1, « = 0.02, 5 = 0.3, v = 2.4, k = 0.0027, T},0r = 1500 e N = 10.
Deixaremos portanto oy e r variando.

Neste caso, para esses valores de parametros, o valor critico o definido por (4.5), é

dado pela expressao

0.1185185185r
r—0.02 4 /(r — 0.1)2 + 0.0002666666667r

a(r) = (4.12)
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e, a fim de facilitar nossa escrita, definimos o conjunto
S={(r,o1) Ry : 01 =7(r)}.

Assim, se 07 esta abaixo de S, existe somente o equilibrio Py e, se estiver acima de S,
existem os equilibrios Py e P*. Também, seja A dado em (4.11), a equacao A = 0 define
uma relagao entre as variaveis r e g;. Com o auxilio do software Maple encontramos a
curva definida pela fungao oy(r), obtido implicitamente a partir de A = 0. Da mesma

forma definimos o conjunto
H={(r,o1) e Ry : A =0},

dos possiveis pontos de bifurcacao de Hopf. Na Figura 4.2 apresentamos as respectivas

curvas S e H.

0,8

0,64

0,4

0,2

Figura 4.2: Curvas S (verde) e H (azul).

A partir de agora estudaremos o comportamento do sistema (4.2) para o3 = 0.9
fixo, e deixando variar r. Assim, lidamos com mudancas ocorrendo apenas com relacao
ao parametro r, o que, do ponto de vista da Figura 4.2, significa caminhar na direcao
horizontal. Como podemos ver, para valores de oy préoximos de 1, a interse¢ao com a curva
H ocorre em dois pontos, quando realizamos este percurso. E interessante perguntarmos
quais regimes dindmicos sao possiveis encontrar quando, iniciando com valores pequenos
de r, 0 aumentamos de modo a entrar na regiao delimitada por HU{(r,o7) € Ry x[0,1] :
o1 = 1} apos intersectar a curva H, atravessar essa regiao e, finalmente, sair dela apos

intersectar a curva H novamente.
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No Teorema a seguir mostramos que ocorre uma bifurcacao de Hopf supercritica
quando a curva H é intersectada, e portanto uma orbita periddica atratora existe para

valores intermediarios de 7.

Teorema 24. Considere o sistema (4.2) com os valores de pardmetros: s = 0.1, a =
0.02, B = 03, v = 24, k = 0.0027, T, = 1500, N = 10 e 07 = 0.9. Entao o
ponto de equilibrio P* é um foco atrator para r < 0.1194141205 e r > 1.337185031. Se
r =2 0.1194141205 ou r = 1.337185031, P* € um foco atrator fraco; e se 0.1194141205 <
r < 1.337185031, P* € um foco instavel e surge um ciclo limite estavel. Em suma, ocorre
uma bifurcacao de Hopf supercritica mo ponto de equilibrio P* para os wvalores criticos
r =0.1194141205 e r = 1.337185031.

Demonstragao. Considerando (4.10) escrito da forma p(\) = A% + i A? + e\ + pg temos
t23 >0, e
~0.00001608426900(r + 22.13442696) (r — 0.1194141207)(r — 1.337185028)

A :
0.0027 + 0.0005333333333r

Se r < 0.1194141205 ou r > 1.337185031, A ¢ positivo, logo, de acordo com o item
(a) do Teorema 17, P* sera estével.

Por outro lado, se 0.1194141205 < r < 1.337185031, A é negativo, e assim, segue do
item (b) do Teorema 17, que p(A) = 0 possui duas raizes com parte real positiva e uma
raiz real negativa. E consequentemente P* é instavel.

Finalmente se r = 0.1194141205 ou r = 1.337185031, entao A = 0, e neste caso, segue
do item (¢) do Teorema 17, que p(A) = 0 possui duas raizes complexas conjugadas com
parte real nula e uma raiz real negativa, satisfazendo uma das hipoteses necessarias para
a ocorréncia da bifurcagao de Hopf. Utilizando o algoritmo computacional de Kuznetsov
[12], encontramos que o primeiro coeficiente de Lyapunov do sistema (4.2) para o valor
critico r = 0.1194141205 é

l; = —0.2056055264 - 10~°.

E a condicao de transversalidade é satisfeita

d
d—7(0.11941412o5) — 0.4237240066 # 0,
.

em que, v é a parte real dos autovalores complexos. Para o outro valor critico (r =

1.337185031), o valor que encontramos para o primeiro coeficiente de Lyapunov é
l; = —0.2105972564 - 10~°,

e neste caso, calculando a condicao de transversalidade encontramos

d
d—Z(1.337185031) = 0.3262896777 # 0.
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No Apéndice G deste trabalho encontram-se todos os calculos realizados com o software
Maple para a obtencao do coeficiente de Lyapunov e da verificagao da condic¢ao de trans-
versalidade, em ambos os valores criticos de r. Como encontramos [; < 0, a bifurcacao
de Hopf é supercritica, e portanto surge uma Orbita periddica atratora para o sistema
(4.2). O

A Figura 4.3 mostra o desenvolvimento da érbita periddica atratora que surge a partir
da bifurcacao de Hopf. Pode-se notar que ela atinge uma amplitude maxima para valo-
res intermediarios de r, e diminui seu tamanho tanto para valores menores quanto para
valores maiores deste parametro. Na Figura 4.6 também mostramos este fato a partir
das simulagoes numéricas que realizamos. Uma questao interessante a tratar neste caso
é a continuacao da orbita periddica que nasce da bifurcagao de Hopf, mediante a varia-
¢ao de r. Numericamente, verificamos que existe apenas uma orbita periddica que nasce
em uma primeira bifurcacao de Hopf, cresce até uma amplitude méaxima, ao variarmos
o parametro r, depois passa a decrescer e enfim desaparece (morre) em uma segunda
bifurcagdo de Hopf. A prova tedrica dessa mudanga qualitativa na dinamica do sistema

é bastante dificil. Na Figura 4.4 apresentamos o retrato de fase do sistema (4.2), com

= 1,2+

0,6

0,44

0,2

1(‘)0 2(‘]0 3(‘)0 4(‘)0
14
() (b)

Figura 4.3: Orbita periodica atratora para os valores de parametros do Teorema 24. (a) No
espago (T, T*,r). (b) No plano (V,r).

valores de parametros abaixo da curva H, onde P* é um foco atrator. E na Figura 4.5,
escolhemos valores de parametros que se encontram acima da curva H, e mostramos a
orbita periddica atratora existente.

O Teorema 24 e as simula¢oes numéricas que realizamos estao de acordo com os re-
sultados obtidos por Wang [23]. E mostram que a mudanca de estabilidade que ocorre
em P*, ocasionada especificamente pelo surgimento da érbita atratora, é consequéncia
da ocorréncia de uma bifurcacao de Hopf supercritica. Traduzindo estes resultados para

o contexto biolégico, podemos afirmar que a infeccao pelo virus HIV pode persistir de
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Figura 4.4: Retrato de fase do sistema (4.2) proximo ao equilibrio P*, com a condigao inicial
(200,220, 150), tempo de integragao [0,200]. (a) P* é um foco atrator para r = 1 e o1 = 0.5.
(b) P* é um foco atrator fraco parar =1e o1 = 0.8.

400 <|

350
p 300

250

il

0 100 200 300
t

(a) (b)

Figura 4.5: (a) Orbita periédica atratora criada no sistema (4.2) a partir da bifurcagao de
Hopf. Condigao inicial (200,220, 150) e os parametros r = 1 e o1 = 0.9. Tempo de integragao
[2000, 2100]. (b) Comportamento da coordenada V' (t). Tempo de integracao [0, 300].

duas formas: estacionéaria ou oscilatoria periodica. E é interessante notar que o com-
portamento periddico surge apenas enquanto mantermos valores relativamente altos de
o1 - representando a situacao de baixa eficiéncia no tratamento RT - em conjunto com
valores medianos de r. De modo que, o fator determinante para a ocorréncia de tais

comportamentos é governado pelos valores atribuidos a esses parametros.



84

500 500 500
400 4004 400
300 3004 300
¥ MU MU
2004 200 200
1004 1004 1004
0 — . T . 0 :, T T . 0 : — , .
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
x(t) (1) x(t)
(a) (b) ()
500 500 500
4004 4004 400
3004 3004 3004
y(t) y(t) y(t)
200 200+ 200+
1004 1004 100
0 T T T 1 0 T T T 1 0 T T T 1
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
x(t) (1) (1)
(d) (e) ()
500 500 500
400 400 400
o
300 300 ) 3004
¥ ¥ ¥
200 200 2004
100 100 1004
0 T T T ) 0 T T T ) 0 T T T )
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
x(t) x(1) X0

(1)

(i)

Figura 4.6: Projegao da orbita periddica no plano zy em varios estagios (a) — (i), da variacao
crescente de r para o1 = 0.9 fixo; iniciando (a) com r ~ 0.1194141205 e terminando (i) com
r ~ 1.337185031.



CAPITULO

5

Consideracoes Finais

Neste trabalho fizemos um estudo de modelos biologicos via sistemas de equagoes
diferenciais ordinarias, utilizando resultados da teoria qualitativa das EDO’s.

No estudo dos modelos do tipo predador-presa, que sao extensoes do modelo classico
de Lotka-Volterra, demos énfase no que diz respeito a estabilidade global dos equilibrios
e no estudo das bifurcagoes, em especial, a bifurcacao de Hopf, a qual tem importancia
especial no ambito biologico, por estar relacionada a existéncia de orbitas periddicas e,
assim, possibilitar a coexisténcia oscilatoria periodica das populagoes.

Mais precisamente, no Capitulo 3, estudamos a ocorréncia de bifurcacoes de Hopf para
sistemas do tipo Lotka-Volterra no plano e também no R3, utilizando o método da proje-
¢ao apresentado em [12]. Fizemos os célculos do primeiro coeficiente de Lyapunov com o
auxilio do software Maple, que também foi utilizado para desenvolver simula¢oes numeé-
ricas, que dao a descrigao dos retratos de fase e que possibilitam comprovar a existéncia
dos ciclos limites originados das bifurcagoes de Hopf.

No Capitulo 4, utilizando basicamente as técnicas apresentadas nos capitulos prece-
dentes, fizemos a andlise de um modelo de HIV tridimensional proposto por Wang [23].
Para este modelo, estudamos a estabilidade global do equilibrio P*, utilizando o critério
de estabilidade desenvolvido em [16] que é uma generaliza¢ao para dimensao n > 2 do
critério de Bendixson classico. Complementando o estudo desenvolvido em [23], provamos
que o surgimento das solugoes periddicas, observados no referido artigo, sao consequéncia
de uma bifurcacao de Hopf que ocorre no equilibrio P*, com a perda de sua estabili-
dade global. De fato, observamos que, para cada valor fixo do parametro oy, maior que
um certo valor minimo, ao variarmos o parametro r ocorrem duas bifurcagoes de Hopf,
ocasionando primeiro o surgimento e, depois, o desaparecimento de um ciclo limite.

A expressao da curva H, que determina os possiveis pontos de bifurcagao de Hopf no
espago de parametros (r,01) (ver Figura 4.2), foi obtida computacionalmente e é bastante

complicada, de maneira que nao foi possivel calcular o primeiro coeficiente de Lyapunov
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ao longo de toda a curva, o que tornaria o nosso principal resultado (Teorema 24) mais
abrangente. Desse modo, fica em aberto a questao referente a existéncia de pontos de bi-
furcagao mais degenerados ao longo da curva H, o que pretendemos abordar em trabalhos

futuros.
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APENDICE

F

Calculo do Primeiro Coeficiente de

Lyapunov (sistema (3.6))

Considere o sistema planar
i =F(z,a), r€R*acR. (F.1)

Segundo Kuznetsov [12], o algoritmo para calcular o primeiro coeficiente de Lyapunov

do sistema (F.1) pode ser resumido nos seguintes passos.

Passo 1: Encontre o valor critico do parametro oy para o qual o sistema (F.1) pos-
sui um equilibrio xy com autovalores \; o = =£iwy, wy > 0. Isto pode ser feito, por

exemplo, resolvendo o sistema

F(z,a) = 0,
TrF,(z,a) = 0,

para (zg, ap) e verificando que det F,(z, ) = w? > 0.
Passo 2: Calcule os autovetores complexos ¢, p € C?, tais que
Aq = iwoeq, ATp = —iwep, (p,q) =1,
em que, A = F,(z9, a0) e (p,q) = P11 + Pago-
Passo 3: Componha a expressao
H(2,%Z) = (p, F(xo + 2q + 2q, ap))
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e encontre os coeficientes go9, g11 € ¢go1 na série de Taylor

H(z,Z) = iwpz + Z !gjk
]+/€>2

Passo 4: Calcule o primeiro coeficiente de Lyapunov

1
Iy = —Re(i w .
1 2072 (ig20911 + Woga1)
Se ly <0 (ly > 0), entao o equilibrio xy ¢ estavel (instavel) em ap e um tnico ciclo
limite estével (instével) bifurca a partir de xy em (F.1) conforme « passa por «y, desde

que

d
@TrFm(xo(a), «) # 0.

a=0

Assim, para o caso do sistema (3.6) temos a seguinte sequéncia de comandos:

restart; with(linalg)

# SISTEMA
F[1] := X[1]*(1-epsilon*X[1])*(1+alpha*xX[1])-X[1]*X[2]

F[2] := -gamma*X[2]+gamma*(1-alpha)*X[1]*X[2]
J := jacobian([F[1], F[2]], [X[1], X[2]1)
K := transpose(J)

#ACHANDO 0S EQUILIBRIOS E 0 VALOR CRITICO DO PARAMETRO PARA

0 QUAL OCORRE A BIFURCAGAO DE HOPF

sol := solve({F[1] = 0, F[2] = 0, trace(J) = 0}, {epsilon, X[1], X[2]})
sol := sol[1]

assign(sol)

assume (alpha > 0)

J := map(simplify, map(eval, J))



DD := simplify(det(J))

A := matrix(2, 2, [0, J[1, 2], omega~2%J[2, 1]/DD, 0])

assume (omega > 0)

# AUTOVETORES

ev := eigenvects(map(eval, A))

q := ev[1]1[3][1]

et := eigenvects(map(eval, transpose(A)))

P := et[2] [3][1]
s := simplify(evalc(conjugate(P[1])*q[1]+conjugate(P[2])*q[2]))
p := evalm(P/conjugate(s))

evalc(conjugate(p[1])*q[1]+conjugate(p[2])*q[2])

F[1] := x[1]1*(1-epsilon*x[1])*(1+alpha*x[1])-x[1]*x[2]
F[2] := -gamma*x[2]+gamma*(1-alpha)*x[1]*x[2]
x[1] := evalc(X[1]+z*q[1]+z1*conjugate(q[1]))
x[2] := evalc(X[2]+z*q[2]+z1*conjugate(q[2]))

# COMPONDO A EXPRESSAQ H
H := simplify(evalc(conjugate(p[1])*F[1]+conjugate(p[2])*F[2]))

gl[2, 0] := simplify(2*evalc(coeftayl(H, [z, z1] = [0, 0], [2, 0])))

gll, 1] := simplify(evalc(coeftayl(H, [z, z1] = [0, 0], [1, 11)))
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gl2, 1] := simplify(2*evalc(coeftayl(H, [z, z1] = [0, 0], [2, 1]1)))

# CALCULANDO L[1]
1[1] := factor(Re(Ixg[2, 0]l*gl[l, 1]+omegaxg[2, 1])/(2*omega~2))

A expressao de [; encontrada, com v =1, é

o?(a—1)

h= wla+1)’

a qual, por meio da substitui¢ao w = (det A)% fica



APENDICE

G

Calculo do Primeiro Coeficiente de

Lyapunov (sistema (4.2))

Considere o sistema n-dimensional
= F(x,pn), xeR" uek, (G.1)

com (n > 2). O algoritmo para o célculo do coeficiente de Lyapunov pode ser resumido

nos seguintes passos (Kuznetsov [12]):

Passo 1: Encontre o valor critico do parametro g para o qual o sistema (G.1) pos-
sui um equilibrio xy com autovalores \; o = Fiwy, wy > 0, nao havendo outros autovalores

imaginarios puros. Para n = 3, este valor critico pode ser encontrado, resolvendo o sistema

Flz,p) = 0,
det M(z,pn) = 0,

sendo que a matriz M é dada por

Qo2 + G171 a23 —a13
M = asz asg + a1y a12 )
—asy ao1 as3 + Qg9

em que a;j, sao os elementos de F,(x,u). Logo, temos que os autovalores A\jo de A =

F.(z, o), com A\; + A = 0, sdo puramente imaginarios, e Az # 0.
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Passo 2: Calcule os autovetores complexos ¢,p € C", tais que
Aq =iweq, Alp = —iwep, (p,q) =1,
em que, A = Fo(x, o) e (p,q) = X4 Prpr-
Passo 3: Encontre s € R" e r € C", tais que
As = B(q,7q), (2iwel, — A)r = B(q,q),

em que [, é a matriz identidade n x n e B(q,q) é definida por

82}71'(‘1'7 ,UO)
Bi(q,p) = Z " Ow 00, 4Pk
jk=1,...n J -

parai=1,...,n.

Passo 4: Calcule

Iy = Q%%Reup,c(q,q,a» —2(p, B(0,9)) + (p, B@ 1)),

em que B(q,q) é definida como acima e

83F¢($ o)
Ci P, T) = — j T,
(¢,p,7) | > O 030, 4PkTe
g kl=1,....n z=w0

parai=1,....n

Assim, para o sistema (4.2) temos a seguinte sequéncia de comandos:

#HiH#
Vamos calcular o primeiro coeficiente de Lyapunov no primeiro ponto de
intersecgdo com a curva de bif de Hopf, variando r da esquerda para

a direita.

restart; with(linalg)
readlib(mtaylor)
readlib(coeftayl)

0.2e-1; beta :
10; sigmal1]

s := 0.1; alpha :
T[m] := 1500; N :

0.3; g :=2.4; k := 0.27e-2;
0.9
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# SISTEMA

F[1] := s-alpha*X[1]+r*X[1]*(1-(X[11+X[2])/T[m])-k*X[3]*X[1]
F[2] := sigma[1]*k*X[3]*X[1]-betaxX[2]

F[3] := Nxbeta*X[2]-gxX[3]

A := jacobian([F[1], F[2], F[3]], [X[1], X[2], X[311)

B := transpose(A)

# MATRIZES HESSIANAS
H[1] := hessian(F[1], [X[1], X[2], X[3]1]); H[2] := hessian(F[2],
[X[1], X[2], X[311); H[3] := hessian(F[3], [X[1], X[2], X[311)

# MONTANDO A MATRIZ M
M := matrix(3, 3, [A[2, 2]+A[1, 11, A[2, 3], -Al1, 31, A[3, 2],
A3, 31+Al1, 11, Al1, 2], -A[3, 1], A[2, 1], A[3, 3]+A[2, 2]D)

#ACHANDO 0S EQUILIBRIOS E O VALOR CRITICO DO PARAMETRO PARA O
QUAL OCORRE A BIFURCAGAO DE HOPF

sol := solve({F[1] = 0, F[2] = 0, F[3] = 0, det(M) = 0}, {r,
X[11, Xx[2], X[31})

assign(sol[1])

# AUTOVETORES
ev := eigenvects(map(eval, A), ’radical’)

q := ev[1]1[3][1]

ql := map(conjugate, q)
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ev := eigenvects(map(eval, B), ’radical’)

P := ev[2] [3][1]

P1 := map(conjugate, P)

# NORMALIZANDO 0S AUTOVETORES

sp := simplify(conjugate(evalm(‘&*‘(transpose(P1), q))))

p := map(simplify, map(evalc, evalm(P/sp)))

pl := map(conjugate, p)

simplify(evalm(‘&*‘ (transpose(pl), q)))

# VETORES B(q,q) e B(q,\overline{q})

b := vector(3, [evalm(‘&*‘(transpose(q), ‘&x‘(H[1], q))),
evalm(‘&x*‘ (transpose(q), ‘&*x‘(H[2], q))), evalm(‘&*‘(transpose(q),
‘gx¢ (H[31, 9)))1)

c := vector(3, [evalm(‘&*‘(transpose(q), ‘&*‘(H[1], ql1))),

evalm(‘&*‘ (transpose(q), ‘&*‘(H[2], q1))), evalm(‘&*‘(transpose(q),
“gx¢ (H[31, q1)))1)

# ENCONTRANDO 0S VALORES DE S E R
S

evalm(‘&*‘ (inverse(h), c))

=]
i

evalm(‘&*‘ (inverse(.156852960* (2*xI)-A), b))

# CALCULANDO f = B(q,S)

f := vector(3, [evalm(‘&+*‘(transpose(q), ‘&*‘(H[1], S))),
evalm(‘&*‘ (transpose(q), ‘&x‘(H[2], S))), evalm(‘&*‘(transpose(q),
‘gx (H[3], S)))1)
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# CALCULANDO g = B(ql,R)

g := vector(3, [evalm(‘&*‘(transpose(ql), ‘&*x‘(H[1], R))),
evalm(‘&*‘ (transpose(ql), ‘&*‘(H[2], R))), evalm(‘&*‘(transpose(ql),
“ex<(H[3], R

# CACULANDO O VALOR DE L[O]

1[0] := simplify(evalc(Re(-2*evalm(‘&*‘(transpose(pl), f))+

evalm(‘&x*‘ (transpose(pl), g))))/(2%.156852960))
-0.2056055264e-5

Obs: Para este sistema o vetor C é nulo.

HH##

CONDIQKO DE TRANSVERSALIDADE

restart; with(linalg)

s := 0.1; alpha :
T[m] := 1500; N :

0.2e-1; beta :
10; sigmal1]

0.3; g := 2.4; k := 0.27e-2;
0.9

# SISTEMA

F[1] := s-alpha*X[1]+r*X[1]*(1-(X[11+X[2])/T[m])-k*X[3]1*X[1]
F[2] := sigma[1]*k*X[3]*X[1]-betaxX[2]

F[3] := Nxbeta*X[2]-gxX[3]

A := jacobian([F[1], F[2], F[311, [X[1], X[2], X[31D)

w
i

transpose (A)

# DERIVANDO OS ELEMENTOS DA MATRIZ A

di1 := diff(A[1, 11, r); d12 := diff(A[1, 2], r);
d13 := diff(A[1, 3], r); d21 := diff(A[2, 1], r);
d22 := diff(A[2, 2], r); d23 := diff(A[2, 3], r);
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d31
d33 :

diff(A[3, 1], r); d32 := diff(A[3, 2], r);
diff(A[3, 3], 1)

D1 := Matrix([[d11, d12, d13], [d21, d22, d23], [d31, 432, d33]])

# MONTANDO A MATRIZ M
M := matrix(3, 3, [A[2, 2]+A[1, 1], A[2, 3], -A[1, 3], A[3, 2],
A[35 3]+A[13 1]; A[ly 2], _A[B, 1], A[2, 1]’ A[B) 3]+A[2, 2]])

#ACHANDO 0S EQUILIBRIOS E O VALOR CRITICO DO PARAMETRO PARA
0 QUAL OCORRE A BIFURCAGAO DE HOPF

sol := solve({F[1] = 0, F[2] = 0, F[3] = 0, det(M) = 0},
{r, X[1], Xx[2], X[31}

assign(sol[1])

D1

#AUTOVETORES

ev := eigenvects(map(eval, A), ’radical’)
q := ev[3][3][1]

ql := map(conjugate, q)

ev := eigenvects(map(eval, B), ’radical’)
P := ev[1][3][1]

P1 := map(conjugate, P)

# NORMALIZANDO OS AUTOVETORES
sp := simplify(conjugate(evalm(‘&*‘(transpose(P1), q))))

p := map(simplify, map(evalc, evalm(P/sp)))
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pl := map(conjugate, p)

simplify(evalm(‘&x*‘ (transpose(pl), q)))

# CALCULANDO A CONDIQKO DE TRANSVERSALIDADE
S := evalm(‘&*x‘ (D1, q))

‘d&gamma; ¢ := Re(simplify(evalm(‘&*‘(transpose(pl), S))))

0.4237240066

#HiH#
Vamos calcular o primeiro coeficiente de Lyapunov no segundo ponto de
intersecgdo com a curva de bif de Hopf, variando r da esquerda para

a direita.

restart; with(linalg)
readlib(mtaylor)
readlib(coeftayl)

s := 0.1; alpha :
T[m] := 1500; N :

0.2e-1; beta :
10; sigmal1]

0.3; g :=2.4; k := 0.27e-2;
0.9

# SISTEMA
F[1] s-alpha*xX [1]+r*X[1]*(1-(X[1]+X[2]) /T [m]) -k*xX [3]*X [1]

F[2] := sigma[1]*k*X[3]*X[1]-betaxX[2]

F[3] := Nxbeta*X[2]-g*X[3]

A := jacobian([F[1], F[2], F[3]], [X[1], X[2], X[3]1)
B := transpose(A)
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# MATRIZES HESSIANAS
H[1] := hessian(F[1], [X[1], X[2], X[3]1); H[2] := hessian(F[2],
[X[1], X[2], X[31]1); H[3] := hessian(F[3], [X[1], X[2], X[311)

# MONTANDO A MATRIZ M
M := matrix(3, 3, [A[2, 2]+A[1, 1], A[2, 3], -A[1, 3], A[3, 2],
A[S, 3]+A[1, 1], A[l, 2]’ _A[S, 1]: A[2’ 1], A[Bs 3]+A[2g 2]])

#ACHANDO 0S EQUILIBRIOS E O VALOR CRITICO DO PARAMETRO PARA O
QUAL OCORRE A BIFURCAGAO DE HOPF

sol := solve({F[1] = 0, F[2] = 0, F[3] = 0, det(M) = 0}, {r,
X[11, X[2], X[31})

assign(sol[2])

# AUTOVETORES

ev := eigenvects(map(eval, A), ’radical’)

q := ev[1][3][1]

ql := map(conjugate, q)

ev := eigenvects(map(eval, B), ’radical’)
P := ev[1][3][1]

P1 := map(conjugate, P)

# NORMALIZANDO OS AUTOVETORES

sp := simplify(conjugate(evalm(‘&*‘(transpose(P1), q))))

p := map(simplify, map(evalc, evalm(P/sp)))

pl := map(conjugate, p)
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simplify(evalm(‘&*‘ (transpose(pl), q)))

# VETORES B(q,q) e B(q,\overline{q})

b := vector(3, [evalm(‘&*‘(transpose(q), ‘&*‘(H[1], q))),
evalm(‘&*‘ (transpose(q), ‘&*‘(H[2], q))), evalm(‘&*‘(transpose(q),
“&x¢ (HI31, q)))]1)

c := vector(3, [evalm(‘&*‘(transpose(q), ‘&*x‘(H[1], q1))),
evalm(‘&*‘ (transpose(q), ‘&*‘(H[2], q1))), evalm(‘&*‘(transpose(q),
“gx(H[3], q1)))1)

# ENCONTRANDO OS VALORES DE S E R

S := evalm(‘&*‘(inverse(d), c))

R := evalm(‘&*‘ (inverse(.5635299087*(2xI)-A), b))

# CALCULANDO f = B(q,S)

f := vector(3, [evalm(‘&*‘(transpose(q), ‘&*‘(H[1], S))),
evalm(‘&*‘ (transpose(q), ‘&x‘(H[2], S))), evalm(‘&*‘(transpose(q),
“&x¢ (H[3], S)))1)

# CALCULANDO g = B(ql,R)

g := vector(3, [evalm(‘&*‘(transpose(ql), ‘&*‘(H[1], R))),
evalm(‘&x*‘ (transpose(ql), ‘&*‘(H[2], R))), evalm(‘&*‘(transpose(ql),
“x<(H[3], R

# CACULANDO O VALOR DE L[0]
1[0] := simplify(evalc(Re(-2xevalm(‘&*‘(transpose(pl), £))+

evalm(‘&*‘ (transpose(pl), g))))/(2%.5635299087))

-0.2105972564e-5

HH##
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CONDIQKO DE TRANSVERSALIDADE

restart; with(linalg)

s := 0.1; alpha :
T[m] := 1500; N :

0.2e-1; beta :
10; sigmal1]

0.9

sigma[1]*k*X [3]*X[1]-betaxX[2]

# SISTEMA

F[1] :=

F[2] :=

F[3] := N¥beta*X[2]-g*X[3]
A =

B := transpose(A)

# DERIVANDO 0S ELEMENTOS
d11 := diff(A[1, 1], r);
d13 := diff(A[1, 3], r);
d22 := diff(A[2, 2], 1);
d31 := diff(A[3, 1], r);
d33 := diff(A[3, 3], r)

D1 := Matrix([[d1l1l, di12,

# MONTANDO A MATRIZ M

DA MATRIZ A

d12 := diff(A[1,
d21 := diff(A[2,
d23 := diff(A[2,
d32 := diff(A[3,

d13], [d21, 422,

0.3; g

= 2.4; k := 0.27e-2;

s-alpha*X [1]+r*X[1]*(1- (X[1]+X[2]) /T [m])-k+X[3]*X[1]

jacobian([F[1], F[2], F[3]], [X[1], X[2], X[3]])

21, 1);
11, );
3], r);

d23], [d31, 432, d33]1)

M := matrix(3, 3, [A[2, 2]+A[1, 1], A[2, 3], -A[1, 3], A[3, 2],
A[3, 31+A[1, 1], A[1, 2], -A[3, 1], A[2, 1], A[3, 3]+A[2, 2]])

#ACHANDO 0S EQUILIBRIOS E O VALOR CRITICO DO PARAMETRO PARA
0 QUAL OCORRE A BIFURCAGAO DE HOPF
sol := solve({F[1] = 0, F[2] = 0, F[3] = 0, det(M) = 0},
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{r, X[1], X[2], X[31})

assign(sol[2])

D1

#AUTOVETORES

ev := eigenvects(map(eval, A), ’radical’)

q := ev[1]1[3][1]

ql := map(conjugate, q)

ev := eigenvects(map(eval, B), ’radical’)
P := ev[3][3][1]

P1 := map(conjugate, P)

# NORMALIZANDO 0S AUTOVETORES

sp := simplify(conjugate(evalm(‘&*‘(transpose(P1), q))))
p := map(simplify, map(evalc, evalm(P/sp)))

pl := map(conjugate, p)

simplify(evalm(‘&*‘ (transpose(pl), q)))

# CALCULANDO A CONDIQKO DE TRANSVERSALIDADE

S := evalm(‘&x“ (D1, q))

‘d&gamma; ¢ := Re(simplify(evalm(‘&*‘(transpose(pl), S))))

0.3262896777
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