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Figura 2.1 - Relacao entre as coordenadas siderais (£,7) e as sinddicas (z,y).
A origem O esta localizada no centro de massa do sistema e n é o movimento

medio dolSIStema T S 29

Figura 2.2 - Esquema mostrando a localizacao dos pontos de equilibrio la-

grangianos triangulares (Ls e L3) e os colineares (L, Ly e L3) em relagdo

as duas massas jt; e fiz e o circulo de raio unitdrio centrado na massa ;. .. 30

Figura 2.3 - Curva de velocidade zero para o }'alor de constante de Jacobi igual
a 3,010 e diferentes razoes das massas. (a) ps = 107 ( Jupiter - Sol ). (b) po
da ordem de 107°( Netuno - Sol ). A regiao proibida do movimento é denotada
pela drea interior & curva, sendo que para gz = 10~% é menor do que no caso

de p2 da ordem de 10~°

Figura 2.4 - Curvas de velocidade zero para razio das massas 10~ com dife-
rentes valores de constante de Jacobi reproduzido de Winter & Murray (1994a).
A regiao proibida para o movimento da particula é a drea hachurada. Observe
que para o valor de constante de Jacobi 3,040 a massa us estd totalmente
confinada na drea proibida, impossibilitando que uma particula que venha do
infinito tenha uma aproximacdo com p; e, se a particula estiver orbitando p,
na regiao permitida interior a curva, nao podera se aproximar ou colidir com
i2, podendo, desta maneira, ter um espago de fase mais regular ao comparado

com uma particula sem restri¢des para o seu movimento

Figura 2.5 - Curva de velocidade zero para razdes das massas: (a) gy = 1073
e valor de constante de Jacobi, C; = 3,040. (b) ps da ordem de 10~° e valor
de constante de Jacobi, C; = 3,007. Em ambas situagdes a massa po estd

confinada na area proibida para o movimento da particula

Figura 3.1 - (a) A energia potencial U, como uma fungiao ¢, comparada com
trés possiveis valores de energia total: E = E;, E = E; e E = E3. (b) Diagrama

do espaco de fase correspondendo aos trés casos de energia
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Figura 3.2 - Maximas amplitudes de libragao associadas com cada ressonancia
via modelo aprimorado do péndulo para razao das massas 10™2. As ressonancias
estdao indicadas na figura e correspondem a localizagao do semi-eixo nominal

obtido utilizando a terceira lei de Kepler

Figura 3.3 - Mdximas amplitudes de libra¢ao associadas com cada ressonancia
via modelo aprimorado do péndulo para razao das massas da ordem de 107>, As
ressonancias estdo indicadas na figura todas de primeira ordem e correspondem

a localizacao do semi-eixo nominal obtido utilizando a terceira lei de Kepler.51

Figura 3.4 - Maximas amplitudes de libragao associadas com cada ressonancia
via modelo aprimorado do péndulo para razio das massas da ordem de 107°.
As ressonancias estdo indicadas na figura sao todas de ordem superior as de
primeira ordem e correspondem a localizacao do semi-eixo nominal obtido uti-

lizando a terceira lei de Kepler

Figura 3.5 - Visao global das madaximas amplitudes de libragao via modelo
aprimorado do péndulo para razio das massas 1073. O contorno em linhas
pontilhadas corresponde a ressonancia 2:3 € o contorno em linhas tracejadas
corresponde a ressonancia 3:8. As ressonancias estao indicadas na figura. Obser-
ve que, no caso das ressonancias de primeira ordem, p:p+1, quanto maior o valor

de p maior a amplitude de libragao da ressonancia. .................c...... 53

Figura 3.6 - Visao global das maximas amplitudes de libragao via modelo apri-
morado do péndulo para razio das massas da ordem de 107>, As ressonancias
estao indicadas na figura. Observe que, no caso das ressonancias de primeira
ordem,p : p+1, quanto maior o valor de p maior a amplitude de libragao da res-

sonancia.

Figura 3.7 - Continuagao da visao global das maximas amplitudes de libragao

via modelo aprimorado do péndulo para razao das massas da ordem de 10~°. As

ressonancias estao indicadas na figura. Observe que, no caso das ressonancias

de primeira ordem,p : p+1, quanto maior o valor de p maior a amplitude de
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libragao da ressonancia. ......... oA GPoe (A SR SO SR G 0 o C R N 55

Figura 3.8 - Neste grafico tem-se a localizagdo dos pontos de equilibrio em
termos de z e v, para y = 0. Para o valor de v > 0 existem trés pontos de
equilibrio, considerando v = 0 existem dois pontos de equilibrio e finalmente

para o valor de v < 0 existe somente um ponto de equilibrio

Figura 3.9 - Tolpologia da evolugao do espago de fase via segundo modelo ideal

de ressonancia. As curvas em linhas tracejadas representam o movimento de
circulagao interna ou externa enquanto as demais curvas representam o movi-
mento de libragao. Observe que v é um parametro livre e os valores que foram

considerados estao devidamente identificados na figura

Figura 4.1 - (a) quadridimensonal (z,2,y,y) - considerando um sistema com
dois graus de liberdade. (b) tridimensional (z, &,y) - utilizando a constante de
integragao C;. (c¢) bidimensional (z,2) - considerando o movimento num plano,

por exemplo, y = 0. Reproduzidos de Winter & Murray (1994a)

Figura 4.2 - Exemplo de superficie de se¢ao de Poincaré para um movimento (a)
regular. (b) cadtico. Observe que para um movimento considerado regular tem-
se uma ilha bem definida e para o movimento considerado cadtico tem-se um

espalhamento de pontos registrados aleatoriamente. Reproduzidos de Winter

&Murray (1994a)

Figura 4.3 - Superficie de secao de Poincaré para o valor da C; = 2,900 e razio
das massas 1072, Observe que para este valor de constante de Jacobi existe

uma grande parte da regido considerada cadtica

Figura 4.4 - Superficie de segiio de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,000 e razao das massas 1073

Figura 4.5 - Superficie de se¢ao de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,020 e razao das massas 1073

Figura 4.6 - Superficie de se¢do de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,030 e razao das massas 10~
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Figura 4.7 - Superficie de se¢ao de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,050 e razao das massas 10~°

Figura 4.8 - Superficie de se¢ao de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3.080 airazao dasimaseas 105 o0 e e e s e st e e s 72

Figura 4.9 - Superficie de se¢ao de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,090 e razao (ias massas 1073

Figura 4.10 - Superficie de se¢ao de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,100 e razao das massas 1073

Figura 4.11 - Superficie de se¢ao de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,120 e razao das massas 107°

Figura 4.12 - Superficie de se¢ao de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,150 e razio das massas 10~°

Figura 4.13 - Superficie de se¢ao de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,300 e razao das massas 103

Figura 4.14 - Superficie de secao de Poincaré para o valor da C; = 2,900 e razao
das massas da ordem de 10~°. Observe que para este valor de constante de
Jacobi existe uma grande parte da regido considerada cadtica. Observe, ainda,
que para esta razao das massas as ilhas sao em maiores quantidades e menores

larguras do que quando considerada a razao das massas 10~% (figura 4.3)...78

Figura 4.15 - Superficie de se¢ao de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,000 e razao das massas da ordem de 107, ... ...ttt 79

Figura 4.16 - Superficie de se¢ao de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,020 e razao das massas daordem de 107>, ... ..ooviiitiiiiiiiiniiannn. 80

Figura 4.17 - Superficie de segao de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,030 e razao das massas da ordem de 107

Figura 4.18 - Superficie de se¢ao de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,050 e razao das massas da ordem de 10~°
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Figura 4.19 - Superficie de segao de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,080 e razao das massas da ordem de 1077

Figura 4.20 - Superficie de se¢ao de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,090 e razao das massas da ordem de 107°

Figura 4.21 - Superficie de se¢ao de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,100 e razao das massas da ordem de 107°

Figura 4.22 - Superficie de se¢ao de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,120 e razio das massas da ordem de 10~°

Figura 4.23 - Superficie de se¢ao de Poincaré para o valor da constante de
Jacobi 3,150 e razao das massas da ordem de 10~°. Observe que a dependéncia
da razao das massas envolvidas apresenta-se sensivelmente ao se comparar a

figura 4.12 com esta superficie de se¢ao de Poincaré

Figura 4.24 - Superficie de se¢ao de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,300 e razao das massas da ordem de 107°

Figura 4.25 - Esquema onde é mostrado como se obtem a maxima amplitude de
libragao associada com a ressonancia 1:2, utilizando-se a técnica de superficie de
secao de Poincaré. As maximas amplitudes de libragao sao obtidas convertendo
os dois valores de # que medem a largura da ilha para & igual a zero em excent-
ricidade e semi-eixo maior. (a) C; = 3,070. (b)Os pontos em preto representam
os dois valores obtidos para x via superficie de se¢ao de Poincaré apés converté-
los em semi-eixo maior e excentricidade, delimitando, apés varias medigoes de a
e e para diferentes valores de C, desta forma, a maxima amplitude de libragao
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Figura 4.26 - Regiao do espago de fase para razao das massas 10~* obtido nu-
mericamente via superficie de se¢cao de Poincaré. A area considerada estavel
relacionada com as maximas amplitudes de libracao associadas com cada res-
sonancia € a area interior ao par de linhas. Estas amplitudes sao obtidas

medindo-se a largura das ilhas que se encontram na superficie de segao de
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Poincaré e que representam as ressonancias, convertendo os valores de  em
a e e. As ressonancias estao indicadas na proépria figura. As curvas que sao

dadas pelas linhas tracejadas representam os contornos das constantes de Ja-

Figura 4.27 - Regiao do espago de fase para razao das massas da ordem de 10~°
obtido numericamente via superficie de se¢ao de Poincaré. A area considerada
estavel relacionada com as maximas amplitudes de libragao associadas com cada
ressonancia ¢ a area interior ao par de linhas. Estas amplitudes sdo obtidas
medindo-se a largura das ilhas que se encontram na superficie de secao de
Poincaré e que representam as ressonancias, convertendo os valores de ¢ em a e
e. As ressonancias estao indicadas na propria figura. As curvas que sao dadas

pelas linhas tracejadas representam os contornos das constantes de Jacobi. . 92

Figura 4.28 - Superficie de se¢ao de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

2,600 e razao de massa da ordem de 1073

Figura 4.29 - Superficie de se¢ao de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

2,600 e razao de massa da ordem de 107°. .

Figura 4.30 - (a) Evolugao dos centros de libra¢do para ressonancias de primeira
ordem e razao das massas da ordem de 10~° considerando uma perturbacao
interna. (b) Apresentagdo da evolugdo em uma escala maior. Algumas res-
sonancias estao identificadas na figura. Note que o centro de libragao para a
ressonancias 6:7 nao existe para o valor de excentricidade préximo de zero. A
ressonancia 1:2 apresenta a evolucao do centro de libragdo para e &~ 0 bem ex-
tensa ao ser comparada com as demais. Observe que o centro das ressonancias
apocéntricas 2:3, 3:4 e 4:5 evoluem naturalmente com o aumento do valor da
constante de Jacobi para as ressonancias pericéntricas 1:2, 2:3 e 3:4, respec-
tivamente. De uma mesma maneira, a ressonancia apocéntrica 5:6 tem uma

tendéncia de evoluir para a ressonancia pericéntrica 4:5. .................. 105

Figura 4.31 - (a) Evolugao dos centros de libracao para ressonéncias de primeira

ordem e razio das massas da ordem de 10~3 considerando uma perturbacao
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externa. (b) Apresentagio da evolugdo em uma escala maior. Algumas res-
sonancias estao identificadas na figura. A ressonancia 2:1 apresenta a evolugao
do centro de libragao para e ~ 0 bem extensa ao ser comparada com as demais.
Observe que o centro da ressonancia pericéntrica 3:2 evolui naturalmente com
o aumento do valor da constante de Jacobi para a ressonancia apocéntrica 1:2
e a ressonancia pericéntrica 4:3 tende a evoluir para a ressonancia apocéntrica

2:3. Figura reproduzida de Winter & Murray (1997a)

Figura 5.1 - Visao global das regides consideradas estaveis, via superficie de
secao de Poincaré, desprezando o caos que ocorre somente nas separatrizes, para
diferentes razoes das massas. A regiao considerada estavel é a darea abaixo de
cada curva tracejada. Note que a area acima de cada curva deve ser cadtica com
excegao das regioes associadas com orbitas em librac¢ao ressonante. Também é

apresentada na figura a curva de colis@o. ...t 109

Figura 5.2 - As localizagoes das ressonancias de movimento médio exteriores

em funcao do semi-eixo ressonante. Note que o espago entre as localiza¢oes

das ressonancias vai diminuindo, portanto ao se considerar a regiao de libragao

existe uma tendéncia de sobreposi¢ao das ressonancias. ................... 111

Figura 5.3 - Localiza¢ao do semi-eixo ressonante em fun¢ao da razao das massas
devido a sobreposi¢ao de ressonancias (Wisdom, 1980) para o valor de excen-
tricidade proximo de zero. Os pontos em cruz representam as localizagoes das
primeiras ressonancias que foram sobrepostas para cada razao das massas con-

siderada

Figura 5.4 - Regioes regulares e cadticas proximas a linha de colisdo em fungio
do semi-eixo maior e excentricidade. A regido regular, obtida via superficie
de se¢ao de Poincaré desprezando o caos que ocorre somente nas separatrizes,
é a darea localizada abaixo da linha tracejada rosa. A primeira ressonancia
que se sobrepoe para e = 0 segundo Wisdom (1980) é a ressonancia 1:2, cujo
semi-eixo é indicado na figura. A razao das massas considerada foi 107!, Os

pontos em preto representam os valores de a e e correspondentes a cada valor
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obtido pela superficie de se¢ao de Poincaré para diferentes valores de cons-
tante de Jacobi. A linha de colisdo é indicada pela linha preta e a pontilhada
preta representa a curva da esfera de Hill que foi obtida utilizando a relagao
1+2,4 x pat/3 =a(l —e).
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Figura 5.5 - Regides regulares e cadticas proximas a linha de colisdo em fungao
do semi-eixo maior e excentricidade. A regido regular, obtida via superficie de
secao de Poincaré desprezando o caos que ocorre somente nas separatrizes, é a
area localizada abaixo da linha tracejada azul. A primeira ressonancia que se
sobrepoe para e = 0 segundo Wisdom (1980) esta entre as ressonancias 3:4 e
4:5, cujo semi-eixo ¢ indicado na figura. A razao das massas considerada foi
1073, Os pontos em preto representam os valores de a e e correspondentes a
cada valor obtido pela superficie de segdo de Poincaré para diferentes valores

de constante de Jacobi. A linha de colisao é indicada pela linha preta e a

pontilhada preta representa a curva da esfera de Hill que foi obtida utilizando

arelagio 1+ 2,4 X 131/ = a(l —€). cevvreeiiieiinniiiiiiiiieiiiiinnnen 115

Figura 5.6 - Regites regulares e cadticas proximas a linha de colisdo em fungao
do semi-eixo maior e excentricidade. A regido regular, obtida via superficie
de secao de Poincaré desprezando o caos que ocorre somente nas separatrizes,
¢ a area localizada abaixo da linha tracejada verde. A primeira ressonancia
que se sobrepoe para e = 0 segundo Wisdom (1980) é a ressonancias 9:10,
cujo semi-eixo ¢ indicado na figura. A razao das massas considerada foi 5,1 x
1075, Os pontos em preto representam os valores de a e e correspondentes a
cada valor obtido pela superficie de secao de Poincaré para diferentes valores
de constante de Jacobi. A linha de colisdo é indicada pela linha preta e a
pontilhada preta representa a curva da esfera de Hill que foi obtida utilizando

arelagio 14+2,4 x a3 =a(l —€). coovviiiiiiiiiiiii i 116

Figura 5.7 - Regiao cadtica em fung¢do das razdes das massas. Comparagio do
resultado numérico, pontos em preto, com o método analitico (Chirikov, 1979;

Wisdom,1980), em cruz, para e = 0. E possivel observar que existe um limite
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onde o modelo analitico se aproxima dos resultados obtidos numericamente.
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Figura 5.8 - Apresentacdo da curva de ajuste da regiao caética em func¢ao das
razoes das massas utilizando o método numérico, pontos em preto, para e = 0.
A equagdo que satisfaz tal curva é dada por: 0,07152z%+ 0,712282% + 2,42952z
+ 3,02218

Figura 6.1 - Visao global da estrutura do espaco de fase para razao de massa
10~ obtido numericamente via superficie de secio de Poincaré. A drea hachu-
rada representa a area estavel. A darea entre o par de linhas representa a maxima
amplitude de libragao associada com cada ressonancia. As linhas tracejadas rep-
resentam os contornos da constante de Jacobi. Para o valor da constante de
Jacobi 2,900 pode-se observar que o valor de excentricidade associado a esta

curva nao podera ser menor que 0,4

Figura 6.2 - Visao global da estrutura do espaco de fase para razao de massa
da ordem de 10~° obtido numericamente via superficie de se¢ao de Poincaré.
A drea hachurada representa a drea estdvel. A drea entre o par de linhas rep-
resenta a maxima amplitude de libragao associada com cada ressonancia. As
linhas tracejadas representam os contornos da constante de Jacobi. Para o valor
da constante de Jacobi 2,600 pode-se observar que o valor de excentricidade as-

sociado a esta curva nao poderd ser menor que 0,6
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CELESTINO, C.C. Um Estudo do Espago de Fase do Problema Restrito
de Trés Corpos. Guaratinguetd, 1999, p. Dissertagao(Mestrado em Fisica) -
Faculdade de Engenharia, Campus de Guaratingueta, Universidade Estadual

Paulista.
RESUMO

Neste trabalho o sistema dinamico adotado foi o Problema Plano, Circular, Res-
trito de Trés Corpos que é um sistema 1til e aparentemente simples, mas que
pode fornecer subsidios para o entendimento de nosso Sistema Solar. Utilizan-
do-se alguns recursos numeéricos e analiticos, ja existentes na literatura, foram
obtidas, como uma primeira aproximagao, as regioes consideradas estaveis, bem
como, as cadticas. A estrutura do espaco de fase da regido externa para uma
perturbagio interna é determinada em fung¢io das ressonancias de movimento
médio. Regides regulares da estrutura do espago de fase da regiao externa
sao obtidas de acordo com a maxima amplitude de libragdo associada com
cada ressonancia (as razoes das massas envolvidas nesses estudos foram 1073
(Jupiter/Sol) e da ordem de 10~° (Netuno/Sol)). Na abordagem numérica, foi
utilizada a técnica de superficie de se¢ao de Poincaré e os métodos analiticos
aplicados foram o primeiro modelo ideal de ressonancia e o segundo modelo
de ressonancia. Uma outra abordagem das regides regulares foi obtida quando
feita uma andlise da superficie de se¢do de Poincaré e pode-se notar que o caos
era praticamente desprezivel nas separatrizes para alguns valores de constante
de Jacobi. O que implica na obtengdo da largura da regiao considerada cadtica

ao redor da linha de colisdo para diferentes valores de razao das massas (no

intervalo da ordem de 10~ 2 107%). O método analitico utilizado para comparar

estes resultados, para os valores de excentricidade proximos de zero, foi o método

de sobreposi¢ao de ressonancias de Chirikov.

PALAVRAS-CHAVE: regioes estaveis e cadticas; problema plano, circular,
restrito de trés corpos; ressonancias; superficie de se¢ao de Poincaré; espago de

fase.
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CELESTINO, C.C. A study of the phase space of the planar, circular, re-
stricted three-body problem. Guaratinguetd, 1999, p. Disserta¢ao (Mestrado em
Fisica) - Faculdade de Engenharia, Campus de Guaratinguetd, Universidade

Estadual Paulista.

ABSTRACT -

In the present work the dynamical system adopted was the planar, circular,
restricted three body problem, which is useful and apparently simple, but it
can provide relevant information for the understanding of our solar system.
Using some numerical and analytical procedures found in the literature, it was
obtained, as a first approximation, the stable and the chaotic regions of the
phase space. The structure of the phase space for the region exterior to the
perturber was determined in terms of the mean motion resonances. Regular
regions are obtained as the maximum amplitude of libration associated with the
resonances (the mass ratio adopted in these studies were 10™* (Jupiter/Sun)
and of the order 10™° (Neptune/Sun)). In the numerical approach was used
the Poincaré surface of section technique, while in the analytical approach were
applied the ideal resonance model of the pendulum and the second fundamental
model of resonance. Another approach for the regular regions was made using
the surfaces of section for different values of Jacobi constant when neglecting
small chaotic regions due to separatrices. Following this way it was obtained the
width of the chaotic region around the collision line for different values of mass

ratio (in the range of the orders 10~! to 10~°). The analytical method of ovelap

of resonances by Chirikov was adopted in order to compare with the width of

the chaotic region generated in our results for the case of small eccentricities.

KEYWORDS: stable and chaotics regions, planar, circular, restricted three-

body problem, resonances, Poincaré surface of section, phase space.
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1 - INTRODUGAO

A grande procura do Homem em responder algumas perguntas de como
a formacio do nosso sistema planetario ocorreu é responsavel por um significa-

tivo niimero de pesquisas nesta area.

Sendo esta uma questao em aberto, alguns modelos da literatura devem
ser aplicados, revistos e analisados considerando diferentes condiges iniciais
para valida-los ou justifica-los, comparando-os com os resultados obtidos em
diferentes abordagens, como por exemplo, numericamente. Por esta razao, a
corrida para melhores resultados ainda prossegue. Como Ciéncia é algo que se
experimenta, tem-se um caminho a pequenos passos, tentando seguir o rumo

da correnteza.

Os modelos existentes sao obtidos utilizando-se de aproximagoes, pois,
para obter-se aquele em que é levado em conta tudo e todo o real, ainda nao se
tém resultados. Dessa maneira, estd sendo considerado aqui o problema plano,

circular, restrito de trés corpos.

O problema plano, circular, restrito de trés corpos é um item abordado
pela Mecanica Celeste. Este problema possui, apesar de nao ser integravel,
um conjunto de solugdes especiais, em geral, érbitas periddicas associadas as
ressonancias de movimento médio. Estas definem a estrutura do espago de fase
deste sistema dinamico com érbitas periddicas (centro da ressonéancia), quase
periédicas (libragdes e circulagdes) e cadticas. Os tépicos basicos relacionados
com este problema, isto é, as equagdes do movimento, os pontos de equilibrio

lagrangianos e as curvas de velocidade zero, sao abordados no capitulo 2.

Seguindo a curiosidade do Homem muitos pesquisadores utilizaram-se
de intimeros dados dindmicos e fisico-quimicos para explicar algumas carac-
teristicas do Sistema Solar (Gladman, 1993; Lissauer, 1998; Chambers et al,
1996). Nesse trabalho é analisado o efeito ressonante existente no sistema
dinamico adotado, utilizando-se da abordagem numérica e dos métodos analiti-

cos para obter-se os resultados. Esses efeitos ressonantes em termos de res-
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sonancias de movimento médio podem fornecer a evolugao do centro de libragao,

bem como, das maximas amplitudes de libragao.

Dentre alguns estudos existentes na literatura pode-se citar o caso de
razao das massas 10~% (Jupiter/Sol) que foi abordado por alguns pesquisadores
como Hadjidemetriou & Ichtiaroglou (1993), Milani & Nobili (1985) e Winter
& Murray (1994 a-b, 1997a-b) e para razio das massas da ordem de 105 (Ne-
tuno/Sol), por Malhotra (1996, 1998), Malhotra et al (1999), Thomas (1998) e
Gallardo (1996). Porém seus resultados foram obtidos analitica e/ou numerica-
mente, considerando somente algumas regioes do espago de fase ou ressonancias
de primeira ordem, deixando, desta maneira, em seus estudos, a necessidade
de uma continuidade. Para explorar e apresentar de maneira mais completa o
espaco de fase da regiao externa tem-se que para a razao das massas da ordem
de 107° sao consideradas todas as ressonancias de primeira ordem e terceira or-
dem, as principais de quinta, sétima e nona ordens. Considerando-se a razao das
massas de 10™% sao apresentadas todas as ressonancias de primeira e terceira

ordens contidas no espago de fase.

Os resultados obtidos analiticamente derivam do modelo aprimorado

do péndulo (Dermott & Murray, 1983) e o segundo modelo ideal de ressonancia
(Henrard & Lemaitre, 1983) e siao apresentados no capitulo 3, bem como, uma

descri¢ao resumida de tais modelos para o sistema dinamico em questao.

Os resultados das maximas amplitudes de libracao associadas as res-
sonancias de movimento médio para razao das massas 10™2, que correspondem
a regiao externa a drbita de Jupiter (Winter & Murray, 1994b), e da ordem de
10~°, que correspondem aos corpos transnetunianos (Edgeworth, 1943/1949,
Kuiper, 1951), sao expostos no capitulo 4, bem como, a evolugao dos centros
de libracao.

No capitulo 5 sdao apresentadas regioes consideradas estaveis e cadticas
ao redor da linha de colisao, a partir de resultados numeéricos, para varias razoes

das massas da ordem de 107! a 107°. A fim de comparar tais resultados para
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o valor de excentricadade préximos de zero foi utilizado o método analitico de
sobreposi¢ao de ressonancias desenvolvido por Chirikov (1979), aplicado por
Wisdom (1980) e confirmado por Duncan et al (1989) no caso em questéo.

Uma visao global da regiao externa do espago de fase para razoes das

massas da ordem de 107° e 10™* é apresentada no capitulo 6.

Para finalizar tem-se um sumadrio e algumas conclusoes de todo o tra-

balho apresentadas no capitulo 7.
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2 - PROBLEMA PLANO, CIRCULAR, RESTRITO DE TRES CORPOS

Ao considerar trés corpos de massas m;, ms ¢ mz movendo-se sob
a Interacao gravitacional mitua, tem-se o problema de trés corpos. Mas ao
considerar que o terceiro corpo, ms, tem massa negligenciavel comparado com
os corpos de massas m; e my de tal forma que seu movimento nao afeta o
movimento dos outros dois corpos, apesar de seu movimento ser afetado por

eles, nesse caso, tem-se o problema restrito de trés corpos.

Posteriormente, impondo-se a condi¢ao de que as duas massas tenham
energia tal que elas se movam em orbitas circulares ao redor de seu centro de
massa comum, que a distancia entre elas, bem como a velocidade angular sejam
consideradas fixas e, além disso, que o movimento dos trés corpos esteja num
plano comum, isto é, num mesmo plano, tem-se o problema plano, circular,

restrito de trés corpos.

De acordo com a escolha de unidades, o sistema pode ser considerado
normalizado, sendo que, desta forma, a unidade de massa é tal que G(m; +
m3)= 1. A unidade de tempo é tal que o periodo orbital de m; e ms em torno
do centro de massa do sistema vale 27, a unidade de distincia é a constante de
separagao das massas. Como conseqiiéncia, o movimento médio do sistema, m;

e mo, ¢ unitario.

Neste trabalho as razdes das massas envolvidas sdo: puy = 1073(Jipi-
ter-Sol) e py = 5,168x107° &~ 5 x 107°(Netuno-Sol), sendo puy = my/(m; +
ms2), considerando m; como sendo o corpo central ou principal, ms como corpo

perturbador ou secundario e m3 como corpo perturbado ou particula.

2.1 - Equagoes de movimento

Consideramos o movimento das duas massas m; e mq em érbita cir-
cular em torno do centro de massa do sistema O e o movimento da particula
teste m3 que se move sob o efeito gravitacional das duas massas sem afetar o

movimento destas. Desta forma tem-se um conjunto de eixos £, 7 no sistema
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inercial referente ao centro de massa do sistema, figura 2.1. Considere o eixo
€ ao longo da linha de m; com my para o tempo ¢t = 0 no qual o eixo 5 é
perpendicular a ele. Considere as coordenadas das duas massas neste sistema

de referéncia sendo (&1, n1) e (€2.12)-

m3

M

Figura 2.1 - Relagdo entre as coordenadas siderais (£,7) e as sinddicas (z,y).
A origem O estd localizada no centro de massa do sistema e n é o movimento

médio do sistema .

Seja o sistema de coordenadas girantes (z, y) com a mesma origem do
sistema inercial de coordenadas (£, 1), rotacionando no sentido anti-hordrio. A
dire¢ao do eixo x é tal que as massas m; e ms tenham sempre coordenadas (z,

y1) = (-p2, 0) e (z2, y2) = (p1, 0), respectivamente.

As equagoes do movimento no sistema sinodico sao dadas por (Murray

& Dermott, 1996):

-.35—29—1;:—;;1(#
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2.2 - Pontos de equilibrio lagrangianos

Apesar do problema restrito de trés corpos nao ser um problema in-
regravel, isto é, nao se pode encontrar uma solugdo analitica para estas equagoes

do movimento, pode-se encontrar um nimero de solu¢oes especiais. Isto pode

ser encontrado nos pontos onde a particula permaneceria com velocidade e ace-

leragao iguais a zero no sistema rotacional, ou seja, & = § = 2 = y = 0, que sao

os pontos de equilibrio do sistema.

Este sistema dinamico possui cinco pontos de equilibrio, sendo dois
pontos estaveis e trés instaveis. Os pontos instdveis sdo colineares e denotados
por Ly, Ly e L3, enquanto que os pontos estaveis, Ly e Ls, estdo localizados de
modo a formar triangulos equildteros com a localizagao dos corpos p; e py. As

localizagoes dos pontos de equilibrio lagrangianos sao mostradas na figura 2.2.

L,

Ls

Figura 2.2 - Esquema mostrando a localizagao dos pontos de equilibrio la-
grangianos triangulares (Ly e Ls) e os colineares (L, L, e L3 ) em relagao

as duas massas t; e pto e o circulo de raio unitdrio centrado na massa ;.

2.3 - A constante de Jacobi e as curvas de velocidade zero

Dadas as equagoes de movimento (2.1) e (2.2) podemos reescrevé-las
como (Murray & Dermott, 1996):
( \
ou

y




sendo U = U(z,y) dado por :

K2
T2

U=@+s) + 5+ (2.5)
i3 |

Multiplicando (2.3) por &, (2.4) por y e somando as duas equagdes obtem-se :

(2.6)

Integrando tem-se :

(2.7)

onde C'j é a constante de integragao chamada de constante de Jacobi, ou integral
de energia relativa. Pode-se notar que a constante de Jacobi nao é simplesmente
uma integral de energia, pois o problema circular, restrito de trés corpos nao tem
conservagao de energia ou de momentum angular. Sendo isto uma conseqiiéncia
natural do fato de que a particula nao afeta o movimento dos outros dois corpos,
ainda que estes afetem seu movimento. A expressao para a constante de Jacobi

e

n

TN
Ci=z>+y*+2 + =) —-2*-9 (2.8)
Y1 T2

Esta constante pode ser reescrita em termos dos elementos orbitais,
excentricidade (e) e semi-eixo maior (a), considerando a particula em oposigao

no apocentro como sendo (Winter & Murray, 1994a):

Cj:Qm_ﬂ_l(l_e)+2(a( l—py 2 )) (2.9)

a (1+e) l1+e)+p2 p1—a(l+e

2 sendo v a velocidade da particula no sis-

Lembrando que 2% + % = v
tema rotacional, tem-se da equagio (2.7) que: v? = 2U — C;. Com isto sempre

2U > C}, caso contrario a velocidade sera imaginaria.

A importancia da constante de Jacobi pode ser apreciada pela con-
sideragao quando a velocidade da particula é nula, gerando as denominadas
curvas de velocidade zero. Utilizando a equagao (2.8) e admitindo a velocidade

da particula nula obtem-se:

C;=2%+y°+ 2(‘“’—‘ - ”—2) (2.10)

™ Ta




32

Através da equagao (2.10) é possivel definir um conjunto de curvas no

plano zy para valores de constante de Jacobi. Note que esta equagdo apresenta
uma dependéncia direta com as razoes das massas envolvidas. Essas curvas
fornecem informagoes sobre as regides de movimento possivel da particula, nao
representando a orbita desta. Veja, por exemplo, na figura 2.3, em que tem-se
para um mesmo valor de constante de Jacobi, utilizando-se diferentes razoes
das massas, diferentes regides proibidas. Estas regides proibidas sao denotadas
como sendo a 4rea interior a curva, a qual, para a particula se encontrar nesta
regido, devera ter velocidade imagindria. O ponto localizado no centro da drea
interior representa o corpo de massa p; e o outro ponto representa o corpo de
massa ji9, sabendo que p; + p2 = 1. A localizagao dos pontos lagrangianos
L, e L, sao os pontos de contato da parte interior e exterior, respectivamente,
ao redor de pp. As demais regides ndo possuem nenhuma restricdo quanto ao

movimento da particula.

\
<
AN

N

. i,
N e
-

=1:=05520- 0.5 1 1.5

X

Figura 2.3 - Curva de velocidade zero para o valor de constante de Jacobi igual
a 3,010 e diferentes razoes das massas. (a) s = 1073(Jipiter - Sol ). (b) w2
da ordem de 10~%( Netuno - Sol ). A regido proibida do movimento é denotada
pela drea interior a curva, sendo que para po = 107% é menor do que no caso

de p2 da ordem de 1073 .

Na figura 2.4 sdo apresentadas algumas curvas de velocidade zero para

o caso da razdao das massas 107° reproduzido de Winter & Murray (1994a).
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Nesta figura tem-se que para o valor de constante de Jacobi igual a 3,000, uma
particula orbitando u; poderd se aproximar ou até mesmo colidir com o corpo
perturbador ps, visto que sua regido proibida delimitada pela drea interior a
curva é pequena, se restringindo as regioes em torno dos pontos de equilibrio
lagrangianos Ly e L; e, de uma mesma forma, uma particula vinda do infinito
também podera se aproximar ou colidir com o corpo g ou pz. Desta forma,
para este valor de constante de Jacobi o espago de fase podera ser bastante
cadtico, pois, a particula podera sofrer perturbagoes, sem restri¢oes, tanto do
corpo pt2 quanto do corpo py. Note-se que, conforme o valor de constante de
Jacobi aumenta, a correspondente 4rea proibida também aumenta. O ponto de
equilibrio lagrangiano L; é envolvido a partir do valor de constante de Jacobi de
3,002, comecando, desta maneira, a fornecer os primeiros indicios de como ficara
esta drea proibida para o movimento da particula. Para o valor de constante
de Jacobi de 3,040 a regiao proibida envolve o ponto de equilibrio lagrangiano

L,, isto é , envolve a massa p9, fechando uma regiao de confinamento e nao

permitindo que, se a particula estiver orbitando na regido interior a area ao

redor de p;, esta possa colidir com ps e, se a particula vier do infinito, ndo
podera se aproximar de ambas as massas. Conclui-se, portanto, que quanto
maior a constante de Jacobi, maior sera a chance de seu espacgo de fase ser
bastante regular, visto que, sua darea de confinamento aumenta com o valor
de constante de Jacobi e aumentando sua area de confinamento se retringe o

movimento da particula com respeito a aproximagcao de ambos os corpos.

Considerando as curvas de velocidade zero com diferentes razoes das
massas, é possivel notar que quanto maiores as razoes das massas, ¢ necessario
que existam maiores valores de constante de Jacobi para que a area de confi-
namento encubra 4 e, desta forma, possamos garantir um espago de fase mais
regular do que quando a particula possa se aproximar tanto de ps quanto de
11. Como exemplo, tem-se que para razao das massas 1077, isto oc
pis G lo, t que | azao d 1073, isto ocorre com
o valor de constante de Jacobi de 3,040 e, para obter-se esta mesma situacao

para a razao das massas da ordem de 10™°, tem-se que o valor de constante de
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Figura 2.4 - Curvas de velocidade zero para razao das massas 10™* com dife-

rentes valores de constante de Jacobi reproduzido de Winter & Murray (1994a).
A regido proibida para o movimento da particula é a area hachurada. Observe
que para o valor de constante de Jacobi 3,040 a massa py estd totalmente
confinada na drea proibida, impossibilitando que uma particula que venha do
infinito tenha uma aproximacdo com p; e, se a particula estiver orbitando
na regiao permitida interior a curva, nao podera se aproximar ou colidir com
jt2, podendo, desta maneira, ter um espacgo de fase mais regular ao comparado

COIIl uIna partfcula Selnl restrigées para o seu movimento.
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Jacobi é de 3,007 (figura 2.5). Como exemplo tem-se que para razao das massas
10~* isto ocorre com o valor de constante de Jacobi de 3,040 e, para obter-
se esta mesma situagdo para a razdo das massas da ordem de 107°, tem-se o
valor de constante de Jacobi é de 3,007 (figura 2.5). Estes resultados podem ser
comparados com os resultados obtidos das equagoes utilizando as localizagoes
dos pontos lagrangianos calculando os valores da constante de Jacobi associados
com cada um desses pontos lagrangianos, os quais sao dados por (Murray &

Dermott, 1996):
Cr, ~ 3+ 3°03"° — (10/3)us (2.11)

Cr, ~ 3+ 3*/3u2/® — (14/3)p,
CrL, 3+ p2
CLy=3—p2

CrL, ®3— p2

onde o valor para que a massa pu, ficasse confinada (ponto Ls) resulta no valor

e = 1073, C; =~ 3,03860 e para y5 da ordem de 10™> tem-se Cy ~ 3,00576.

{
1
|
1
|
|

-1-0.50 0.5 1 1.5 e e ats s

X X

Figura 2.5 - Curva de velocidade zero para razdes das massas: (a) g2 = 1073
e valor de constante de Jacobi, C; = 3,040. (b) pa da ordem de 107 e valor
de constante de Jacobi, C'; = 3,007. Em ambas situa¢des a massa py esta

confinada na area proibida para o movimento da particula.
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Utilizando as informacoes obtidas sobre as regides tidas para o movi-

mento da particula, pode-se analisar a faixa de valores de constante de Jacobi

que deverio ser considerados para a obtengao do espago de fase em termos das

maximas amplitudes de libragao para cada caso aqui abordado.
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3 - RESSONANCIA: ESTUDOS ANALITICOS
3.1 - Introdugao

Ao considerar-se um corpo de massa my orbitando um corpo de massa

central m; tem-se o problema de dois corpos que é integravel e os elementos

orbitais, semi-eixo maior (a), excentricidade (e), inclinagao (I), longitude do

pericentro (@) e longitude do nodo ascendente (£2) sdo constantes desde que
m; e my sejam tratados como pontos de massa. Agora, ao considerar-se o
movimento de mg ao sistema, tem-se o problema de trés corpos onde este ter-
ceiro também se move sobre os efeitos gravitacionais dos outros dois corpos.
Este problema é nao integravel, mas pode-se obter algumas informacoes das
perturbacoes adicionais experimentadas pelo corpo mgs, fazendo uso de mode-
los analiticos. Utilizando estes modelos pode-se buscar uma aproximagao e/ou
comparacao com os resultados obtidos com o uso de modelos numéricos. Os
modelos analiticos aqui escolhidos foram: modelo ideal de ressonancia ou mo-
delo aprimorado do péndulo (Dermott & Murray, 1983) e segundo modelo ideal

de ressonancia (Henrard & Lemaitre, 1983).

3.1.1 - Equagoes de Lagrange

Os estudos envolvidos nesse item foram totalmente baseados em Murray

& Dermott (1996).
As equagoes planetdrias de Lagrange sao dadas por:

2 OR
an O\
/1 — p2 I e
1 e (l_m OR 1 e 8R

nale Oe nale Ow

V1 —e? E_)E

nale Qe

EL L \/ﬁ)

an Oa nale

sendo R a fungdo perturbadora e a longitude média, A, dada por A = nt + e.
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Estas equagoes sao dadas em termos dos elementos orbitais n, a, e, @
e A, como sendo movimento médio, semi-eixo' maior, excentricidade, longitude
do pericentro e longitude média, respectivamente. Lembrando-se que é possivel
obter a equagido da variagdo do movimento médio utilizando a terceira lei de

Kepler.

As equagoes de Lagrange para a variacio dos elementos orbitais somente
com os termos de mais baixa ordem na excentricidade, para um dado potencial

perturbador, sao expressas por

3 OR
==rala (3.5)

1 OR
nate 0=
1 OR
" naZe Oe
1 OR

"~ 2na? de

(3.6)
(3.7)
(3.8)
onde a funcao perturbadora do terceiro corpo, considerando uma perturbagao

interna, foi obtida apds se fazer uma média eliminando os termos de curto

periodo como sendo

(R) = 2 |aRG® + elitljafy(a) + afi(a)] cos o (3.9)

a

sendo @ = a/a’ e a contribuigio secular dada por

RS = (%) fi(a) (3.10)

sendo f; o coeficiente do termo secular, fy o coeficiente do termo direto e f; o
coeficiente do termo indireto na expansao da fungao perturbadora, os quais sao

fungdes dos coeficientes de Laplace. Estes sdo expressos por(Murray & Dermott,

1996)
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A forma do argumento do angulo ressonante na expressao da funcao
perturbadora, considerando uma perturbagiao interior de um corpo em O6rbita
circular, é dada por :

o = A+ j2X + jaw. (3.12)

sendo que os termos sem linha sao referentes ao corpo secundario exterior e

os com linha sao do corpo secundario interior (neste caso, corpo perturbado,

isto é, particula e perturbador, respectivamente). Os coeficientes sao tais que

J1>1721,71 >0, j2 < 0e js <0, pois estamos considerando r < r sempre.

Utilizando a relacao A = nt + e e A' = n't + €, pode-se reescrever a

equacao (3.12) da forma

e =Ji(nt+€) + j2(nt+€) + jsw (3.13)

A variagao temporal do angulo ressonante ¢ € :

O =jJi1(n+€) + jan’ + jsm (3.14)

Quando iguala-se a variagdo do angulo ressonante a zero estd sendo
considerado o caso de uma ressonancia exata. Ao considerar-se somente as
contribui¢oes do movimento médio tem-se a.ressonancia nominal que ocorre

quando :

jl 'n-{-_'j'.g ni=i( (315)

A localizagao da ressonancia nominal externa, a,,, é definida como sendo

o semi-eixo maior do corpo exterior que satisfaz a relacgao :

New s
1

: 3.16
A L

Utilizando a fun¢do perturbadora anteriormente descrita pode-se obter

as equagoes de Lagrange relativas ao corpo perturbado como sendo ( Murray &




Dermott, 1996 )
n = SjIC,,-rr.e]j“lsenc,o
6 = ng,.eU“l_lsencp

@ = 2C,+ | j3 | Crel®?I "2 cos

Tieht _
:= 0,2+ = | 73 | Crel?2l cos

onde as constantes das partes secular, C, e ressonante, C,, da fun¢ao pertur-

badora sao dadas por:

:%?fm fa(a) + fi(a)

sendo m; e ms as massas do corpo central e corpo perturbador, respectivamente.

Para | j3 | >1 os elementos orbitais, semi-eixo maior e movimento médio
sdo praticamente constantes como pode ser visto na equagao (3.17) ao se con-
siderar pequenas excentricidades, pois suas varia¢oes dependem em poténcia de
excentricidade. A variac¢do de e é proporcional a e, equagao (3.18); desta forma,
quando considera-se | j3 | = 1, isto é, ressonancias de primeira ordem, tem-se
que a variagao da excentricidade nao ird depender da mesma. Utilizando-se
ainda da mesma consideragéo, | j3 | =1, tem-se que  em uma O6rbita préxima
de circular sofrerd mudangas rdapidas como pode ser visto na equagio (3.19).
Pode-se ainda observar que do lado direito desta equagdo o segundo termo é
um termo ressonante e ird dominar o primeiro termo que é secular ao conside-
rarmos | 3 | = 1. Similarmente a variagio de € sera dominada pela contribuigio
ressonante para ressonancias de primeira ordem, porém, é bom lembrar que as
analises feitas para a variacao de w e € s6 sao validas considerando ressonancias
de primeira ordem, quando tivermos por exemplo ressonancias de segunda or-

dem o termo secular sera comparavel ao termo ressonante.

A variagao de a por e é dada

da 7
— =2 'Ll ae.
de J3
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implicando numa varia¢ao sempre correlata, isto €, quando uma é crescente a

outra também o é e vice-versa.

Quando o problema a ser considerado for de uma perturbagao exterior
as equagoes anteriores obtidas para uma perturbagao interior serao similares

apenas com algumas modificag¢oes, sendo elas :

- 0 angulo ressonante é do tipo :
© = J1A + J2 A + =

- a localizagao da ressonancia nominal satisfaz a relagao por :

2
3

| 2 |
J1

- a variagao por @’ e e' é dada por :

da ]
o J2

der — “\ja

a'e’

- os coeficientes j; e j3 que estao presentes nas equagoes do movimento deverao

ser substituidos pelos coeficientes j; e j4, respectivamente.

3.2 - Modelo ideal de ressonancia - modelo aprimorado do péndulo

(Dermott & Murray, 1983)

Os estudos envolvidos neste item foram baseados em Murray & Dermott

(1996).

Este modelo analitico simples de ressonancia é uma aproximagao ao
do movimento de um péndulo. Considerando a segunda derivada temporal do
angulo ressonante ¢ e lembrando que o movimento médio do corpo perturbador

n' = (, pois seu movimento é constante, ficamos com :

@ =nn+ )€+ jsw




Escrevendo :
¢ = Cse®+ | js | CrF(e)cosp
w = 2Cs+ | js | C;G(e) cos ¢

onde :

F(e) = %e”“' : G(e) = el2l=2 (3.30)

Desta forma tem-se que a segunda derivada temporal de € e @ sdo dadas

IF
¢ =2C,eé+ | js | C,.(‘ dff') é cos p — F(e)c,éscn:p‘) (3.31)

& = js | cr(di(f) écosp - G(c)f@sen@) (3.32)

As constantes Cs e C) contém um fator de razao das massas, desta
forma, tem-se que esta razdo apresenta um valor pequeno. Considerando que
as equagoes acima apresentam é e ¢ e estas também tém a mesma quantidade
de razao de massas, deste modo, pode-se negligenciar as contribuicoes de € e @
em ¢. Agora, quando considera-se as ressonancias de primeira ordem, | j3 | =
1, a contribui¢ao de @ para ¢ nao pode ser negligenciada como pode ser visto
analisando a equacgao (3.32). As contribui¢des da parte secular, em ambos os

casos, sao menos importantes que a da parte ressonante.

Negligenciando as contribui¢ées de € e @ e utilizando a equacao de
Lagrange para a variacao do movimento médio, n, a equagdo para @, se reduz
at:

@ = 3j2C, nellseng (3.33)

Considerando-se somente as ressonancias de ordem impar, pois neste
trabalho foi abordado o caso em que o angulo ressonante é 7 para que seja
possivel obter o espago de fase em duas dimensoes, tem-se que a equagao para
@ é:

¢ = —wasen (p + ) (3.34)




com @

wg =352 Crnell. (3.35)

assumindo que n, e, e como conseqiiéncia wo sao aproximadamente constantes.
Lembrando que w? é uma quantidade sempre positiva e, portanto, para o caso
considerado (ressonancia de ordem impar) a equagao para ¢ é idéntica a do
modelo de um péndulo simples com o ponto estavel em ¢ = w. Note que
quando ¢ é pequeno a equacio diferencial pode ser escrita como ¢ = - wo?
sendo esta a solugao para o movimento de um péndulo simples com um periodo

independente da amplitude.

Algumas propriedades da equagao diferencial (3.35) sdao: a soluc¢ao pode
descrever tanto uma circulagdo como uma libra¢ao de p, na qual o tipo de
movimento depende da energia do sistema e das condigoes iniciais; a energia
total do sistema, E, é a soma da energia cinética, T = %@2, e da energia
2

¢ + 7 por unidade de massa, portanto

L g 25 1
potencial, U = 2wgsen =

1

E— 5\;;2 + 2wisen® = (p 4 7). (3.36)

Na figura (3.1 a) tem-se trés possiveis valores para a energia total,
para que desta forma possa-se fazer uma classificacdo dos possiveis tipos de
movimento. Para cada valor de energia total tem-se diferentes comportamentos

para o angulo .
E > Ej3 - o movimento de ¢ é ilimitado e corresponde a circulagao do angulo ¢.

E < E; - o movimento para ¢ € confinado e corresponde a libragao do angulo
P.
E = E3 - o movimento ocorre na separatriz.

As diferentes trajetorias possiveis sao vistas na Figura (3.1 b). Para
E > Ej3 tem-se a variagdo de ¢ com respeito a ¢, mas ¢ nunca é zero. Para
E < Ej3 tem-se o valor de ¢ = 0, que corresponde, para cada valor, um extremo

do movimento do angulo p. Para E = F3 tem-se um tipo peculiar de movimento
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onde o periodo é infinito. Existem ainda dois pontos singulares para ¢ = 0. O
primeiro é com respeito a origem, 7, correspondendo ao. ponto fixo eliptico
sendo estavel para pequenos deslocamentos. O segundo é para ¢ = 0 e 27 que
corresponde ao ponto fixo hiperbdlico sendo um ponto instavel para pequenos

deslocamentos.

Figura 3.1 - (a) A energia potencial U, como uma fun¢ao ¢, comparada com
trés possiveis valores de energia total: E = E,, E = E, e E = E3. (b) Diagrama

do espago de fase correspondendo aos trés casos de energia.

3.2.1 - Largura da Librag¢do

Esta subsecdo foi baseada em Murray & Dermott (1996) e Dermott &
Murray (1983).

A vantagem deste modelo analitico é que pode-se obter a extensao da
libragdo em termos do semi-eixo maior para um corpo em ressonancia isolada-
mente. Em primeiro lugar, deve-se considerar a relagao entre a energia cinética
e potencial (3.36) que é, neste modelo, a energia provinda por um péndulo sim-
ples. A energia associada com a maxima libragdo ocorre quando ¢ = 0 para ¢

= 27 e 0, implicando

Ema.r = GjlzC'rne[j“'.
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Considerando a variagao de ¢, tem-se que o valor da E,;,,,, é dado por:

1|
5 (3.38)

¢ = +51(12 | C, | nel2)1/2 cos

Relacionando a variagao de ¢ com a variagao de n utilizando a equagao

(3.17), chega-se a

: : 1
dn=+(3|Cx | ':L@'J“])lfz.fs(,‘Il;cpdgo. (3.39)

Integrando esta equagao e fazendo ¢ = 0 tem-se que a varia¢ao maxima

em termos do movimento médio é (Dermott & Murray, 1983):

on = +(12 | C, | nelil)1/2, (3.40)

Porém, este resultado foi obtido considerando | j3 | # 1, onde pode-se
negligenciar a contribui¢do de @ para ¢. Fazendo agora outras consideragaes,
isto é, | j3 | = 1, tem-se que a variagio da maxima largura de libragdo serd
modificada. Para obten¢ao desta modificagdo tem-se que proceder da seguinte
maneira. Em primeiro lugar usa-se como exemplo j3 = -1, desta forma, o

argumento do angulo ressonante sera do tipo

com

Sp=J1n+jan — . (3.42)
@ = jin — 0. (3.43)

lembrando que esta sendo considerado o caso do problema plano, circular, res-

trito de trés corpos com uma perturbagao interior.

Utilizando as equagoes de @ (3.32) e ¢é (3.18), chega-se a:

2

- r T r. oo
o= -875(3112';; - ?(Jln + jan')senep.
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Com isto a equagao para @ € :

2
¢ =|3jiCne + 9(.-jln + jan’) [ senp — —-sen2¢p (3.45)
e e

Agora pode-se construir uma solugdo modificada para a equagdo do
péndulo, utilizando a solu¢ao que foi obtida anteriormente fazendo :
|
n = ng + K cos 5% (3.46)
sendo que ng é o movimento médio associado com o valor nominal da res-
sonancia ¢ K é uma constante a ser determinada. Negligenciando os termos
seculares na equacao (3.19), pois seu valor é muito menor comparado com o
termo ressonante, a equagao pode ser reescrita como ¢ (equagao 3.42) como
sendo:

: : " 1 :
Jjino + ja = T — j1K cos 5P+ ¢ (3.47)

fazendo ¢ = 0 e ¢ = m, fica-se com :

: . r
no + J2n = ——.
e

Desta forma

Jin+ jen’ = j1 K cos —p —

Cr
=

Com isso, obtem-se a equagao para ¢ como sendo:

Cr?

Cr . . 1
+ j1k cos Ep) seny — e—zsenan.

e

C
@ = |3j2Crne + ?(_

Integrando esta equagao obtem-se:

P
599—8—25011 p+ E

5 1 4. C
@2 — 7 ijC,‘nc - — scnz;)-rp = E.‘}lr

r .
2 COSJ
e

e

sendo E a energia do sistema.
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Lembrando que para obter E,,,, tem-se que fazer ¢ = 0 e ¢ = 7.
Desta forma, utilizando o valor de E = E,,,, e fazendo ¢ = 0 na equacgao

(3.51) pode-se obter uma equagao para ¢, da forma :

. . €z 8, -0
¢? |p=0= —12j2C,ne —{—46—2 - g;lf\ = (3.52)

Fazendo ¢ = 0 na equacao (3.47), utilizando a relagdo da equagao (3.48)

e elevando ao quadrado o resultado, obtem-se a relagao :

; it O
@ |p=0=j K> + 4? — 45, K = (3.53)

Igualando as equagoes (3.52) e (3.53), pode-se obter a solugao de K

para esta nova situagao :

(3.54)

A constante C; pode assumir valores positivos e negativos dependendo
se a ressonancia considerada for de ordem impar ou par. Se a ressonancia for
impar C, > 0 sendo C, < 0, por esta razao, tem-se | C; | na equagao (3.54) para

se evitar valores imaginarios.

Substituindo ¢ = 0 na equacgio (3.46) e utilizando a equagdo (3.47),
chega-se a:
-, 1 Cr
Mumee = K + u (3.55)
J15

Utilizando a solugdo de K’

(3.56)

1 |cr|>‘*""+|cr|

Snmaz = £(12 | C, | ne)/? (1 +

275 3j1€

Esta expressao esta de acordo com a relagao obtida anteriormente quan-

do se considera | j3 | # 1. Escrevendo-a em termos de semi-eixo maior, tem-se:

1/2 ' N2 9.
Ja,w:i<§|0rlc) (1+ L |c,|) _5|C'|. (3.57)

a <100 n jien
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Utilizando esta equacao foi possivel obter as maximas amplitudes de
juag p P

libragao, considerando apenas ressonancias impares onde o angulo ressonante

é m. As razoes das massas envolvidas nesta etapa foram 10~* (figura (3.2))

e da ordem de 10~ (figuras (3.3) e (3.4)). A visdao global, isto é, a unido
de todas as amplitudes de libragao associadas com as ressonancias impares
isoladamente contidas no espago de fase da regiao externa, esta apresentada na
figura (3.5) para razao das massas 107 e nas figuras (3.6) e (3.7) para razdao
das massas da ordem de 10~°. Pode-se observar que as maximas amplitudes de
libragao aumenta conforme o valor de excentricidade aumenta. Nota-se ainda
que as amplitudes de libragao ao considerar-se ressonancias de ordens superiores
as de primeira ordem aumentam sensivelmente. Um outro fator que deve ser
apreciado é que as ressonancias de primeira ordem apresentam suas amplitudes
de libragao, para valores de excentricidades bem préximas de zero, tendendo ao
infinito. O motivo para este acontecimento é que a equagao para se obter as
maximas amplitudes de libragao para as ressonancias de primeira ordem contém

um fator de 1/e.

A comparacao entre os resultados obtidos numericamente e por este

método analitico estao presentes no capitulo 3.

Os valores dos coeficientes fq 4+ f; em fungdo dos coeficientes de Laplace,
contidos no termo C,., estao relacionados com as ressonancias estudadas, sendo

apresentados na tabela 3.1 a seguir.
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Tabela 3.1 - Valores dos coeficientes f; + f; em fung¢do dos coeficientes de
Laplace. Note que quanto maior a ordem da ressondncia, o valor do coefi-
ciente aumenta sensivelmente. As ressonancias utilizadas estdo indicadas na
tabela. Estes valores foram utilizados para calcular as maximas amplitudes de

libracio associadas com cada ressonancia isoladamente via modelo aprimorado

do péndulo.
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Figura 3.2 - Maximas amplitudes de libragao associadas com cada ressonancia

via modelo aprimorado do péndulo para razao das massas 1073. As ressonéncias

estdo indicadas na figura e correspondem a localizagdo do semi-eixo nominal

obtido utilizando a terceira lei de Kepler.
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Figura 3.3 - Mdximas amplitudes de libragao associadas com cada ressonéncia
via modelo aprimorado do péndulo para razio das massas da ordem de 107°. As
ressonéncias estao indicadas na figura todas de primeira ordem e correspondem

a localizacdo do semi-eixo nominal obtido utilizando a terceira lei de Kepler.

AV
AVAVAY

3 4 5 6 7 unespw.l 12: 13 34 15 16 T7 18



1.2 1.4I1.6 1.8 2 2.2.2.4 1.2 1.4 1:6 1.8 2 2.2/2.4

a a

1-2:1.4 1.6 1.8 2 2.2:2.4 1.2 1.4 Tde .8 2¢ 202 2.4

a

1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 1.271.4 1.6 1.8 2 2.2 2:4

a a

Figura 3.4 - Méximas amplitudes de libragdo associadas com cada ressonancia
via modelo aprimorado do péndulo para razio das massas da ordem de 1075.
As ressonancias estdo indicadas na figura sdo todas de ordem superior as de
primeira ordem e correspondem a localizagdo do semi-eixo nominal obtido uti-

lizando a terceira lei de Kepler.
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semi-eixo maior

Figura 3.5 - Visao global das maximas amplitudes de libragio via modelo

aprimorado do péndulo para razio das massas 10~*. O contorno em linhas

pontilhadas corresponde a ressonancia 2:3 e o contorno em linhas tracejadas
corresponde a ressonancia 3:8. A localizacdo das ressonancias nominais estdo
indicadas na figura. Observe que, no caso das ressonancias de primeira ordem,

p : p+1, quanto maior o valor de p maior a amplitude de libragao da ressonancia.
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Figura 3.6 - Visao global das maximas amplitudes de libracao via modelo apri-

morado do péndulo para razdo das massas da ordem de 107°. As ressonancias

o indicadas na figura. Observe que, no caso das ressonancias de primeira

a

est

ordem, p : p 4+ 1, quanto maior o valor de p maior a amplitude de libracio da

ressonancia.
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Figura 3.7 - Continuagao da visdo global das mdximas amplitudes de libragao

via modelo aprimorado do péndulo para razao das massas da ordem de 107°. As

ressonancias estao indicadas na figura. Observe que, no caso das ressonancias

de primeira ordem, p : p + 1, quanto maior o valor de p maior a amplitude de

libracao da ressonancia.
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3.3 - Segundo modelo ideal de ressonancia (Henrard & Lemaitre, 1983)
Os estudos considerados neste item foram baseados em Malhotra (1998).

Este modelo analitico é um modelo aprimorado considerado melhor do

que o do péndulo para o modelo de ressonancia até aqui abordado. Chamado de

seqgundo modelo ideal de ressonancia, foi desenvolvido por Henrard & Lemaitre

(1983). Este tipo de modelo tem sido aplicado também em sistemas dissipativos.

Considere uma ressonancia exterior de primeira ordem, p:p+1, ne-
gligenciando as perturbagoes do corpo exterior. Os termos perturbadores de
ordem mais baixa em rela¢do a ressonancia proxima ao corpo exterior podem

ser escritos como (Malhotra,1998) :

i = —pz[fi(a)e? — (fa(a) + fi(a)) ecos[(p+ 1)n't — pA — =@]] (3.58)

my

sendo V' o potencial perturbador mituo e a, p3, fi(a), fi(a) e fi(a) ja definidos
na subsegao 3.1.1 para @' < a sempre.

Através das varidveis canonicas de Delaunay pode-se simplificar a anali-
se da dinamica das variaveis ressonantes. A combinagao linear dessas variaveis

pode ser expressa por (Malhotra, 1998) :

e=(p+1l)nt—p\—w
J=+a(1l-+/1- 02)'&:’% ae*(1 + %ed)
K = a1+ p(1 - +1-¢2))

A = longitude verdadeira,

em que (p,.J) sao as variaveis ressonantes canonicamente conjugadas, p é um

numero inteiro menor que zero e n> = 1.

Utilizando a expansao de Taylor, até a segunda ordem de excentrici-

dade, consegue-se obter a relagao entre essas variaveis e a excentricidade:

o
K P ( )
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Para o corpo de massa m,, utilizando as variaveis descritas acima,

tem-se que a sua hamiltoniana para o problema restrito de trés corpos é dada

por (Malhotra, 1998)

r
/

1
= —5a +(p+ 1) J + T (3.61)

Expandindo em série de poténcias em J, obtém-se uma hamiltoniana

ressonante:

H =wJ + BJ? + eV/2Jcosp (3.62)

€m que

w=(p+1)n - pn* — go
n*

do —jr—ﬂ—?%Zafl (a)pan
3p2n*

2K
~a(fa(a) + fi(a))pan K2

3 ro-—
— _[31}2 + p2[(2p — 1) fi+]] K -

_ #2(fa(@) + fi(@))
IR

Define-se como pequeno divisor cldassico, em termos de elementos or-

bitais médios, a quantidade :

(p+ 1) —pn—go =w+28J. (3.64)

E importante frisar que, na pratica, os movimentos médios, que normal-

—3/2 devem ter corre¢des devido aos harménicos

mente sao definidos por n = a
gravitacionais de ordem superior e a parte constante do potencial perturbador.
Além disso, a expressao de gp mostra a taxa de precessdao induzida pelas per-

turbagoes seculares médias do corpo perturbador sozinho.

Neste modelo de analise de ressonancias, admite-se que A é uma variavel
ciclica, o que torna seu momento conjugado K uma constante do movimento.
Dessa forma, pode-se relacionar a variagao do semi-eixo maior e a da excentri-
cidade por :

)
fz—péez (3.65)
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Esta relagdo permite inferir que as perturbagoes ressonantes em a sao

muito menores que as em e. Esse fato assegura a aproximacao adotada para os
coeficientes fy, f4 e fi, que dependem de a; portanto, os termos considerados

foram obtidos para a dado em uma ressonancia exata. Os valores adotados

para estes coeficientes seguem na Tabela 3.2 (Dermott & Murray,1996).

a a fi(a) [fa () + fi(o)]

0,629961

0,244190

0,428394

0,763143

- 0,879751

2,48401

0,825482

1,88147

3,28326

Tabela 3.2 - Valores dos coeficientes f;, fs e fi em funcdo dos coeficientes de
Laplace em que f; é termo secular, f; é termo ressonante direto e f; é o termo
ressonante indireto. Estes valores foram utilizados para o calculo da mdxima
amplitude de libragao associada com cada ressonancia isoladamente via segundo

modelo ideal de ressonancia.

Utilizando as relagoes

2/3

€
Ji=en

€ 2/3
W = ——U3[3| ‘_)—§

e sinal(3)p,
~ | sinal(8)p + T,

se Be < 0;
se Be > 0.

obtem-se a hamiltoniana ressonante modificada
H = —3vl + I* — 2/2Icosé

3 9 2 0 I\2
= —;U(;l.'" +y°) + _ (2 +y*) =2z

em que

(z,y) = V2I(cosb, senf)
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sao as variaveis de Poincaré.

Com as expressoes (3.66) e (3.63), verifica-se que o termo de mais baixa
ordem da excentricidade é proporcional a distancia a origem no plano (z,y), ou
seja, (Malhotra, 1998)

afi., + h
(a) (a) : ;
e x| s Dy M2 \/22 + 2 (3.69)

3p?

Na equagdo (3.67), a hamiltoniana tem um parametro livre (v), que
modifica a topologia do espago de fase. Esta modificagao pode ser observada
nas figuras 3.8 e 3.9, onde sdo apresentadas as diferentes topologias em termos
de v, e y. Note que na figura 3.8 para o valor de v = 0 existem dois pontos de

equilibrio, em se tratando de v maior que zero existem trés pontos de equilibrio,

agora, considerando valor de v menor que zero existe somente um ponto de

equilibrio. Na figura 3.9 é posssivel observar que as trajetorias sao periddicas
e a separatriz surge para valores de v maiores ou iguais a 2. Esta separatriz
divide o espago de fase em trés dareas: uma circula¢ido externa, uma circulacao

interna e uma de libragao.
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estavel

.

Figura 3.8 - Neste grafico tem-se a localizagio dos pontos de equilibrio em
termos de z e v, para y = 0. Para o valor de v > 0 existem trés pontos de

equilibrio, considerando v = 0 existem dois pontos de equilibrio e finalmente

para o valor de v < 0 existe somente um ponto de equilibrio.
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Figura 3.9 - Topologia da evolugiao do espago de fase via segundo modelo ideal
de ressonancia. As curvas em linhas tracejadas representam o movimento de

circulacao interna ou externa enquanto as demais curvas representam o movi-

mento de libracdo. Observe que v é um parametro livre e os valores que foram

considerados estio devidamente identificados na figura.




4 - REGIOES ESTAVEIS E INSTAVEIS

4.1 - Estudo numérico

Uma outra abordagem para se obter o espaco de fase da regiao externa

em termos das maximas amplitudes de libracao associadas com as ressonancias

de movimento médio é a numérica. Nesta abordagem as ressonancias nao sao

mais consideradas isoladamente como nos métodos analiticos: modelo apri-

morado do péndulo e segundo modelo ideal de ressonancia.

Nesse trabalho a técnica utilizada foi a técnica de superficie de se¢ao
de Poincaré. Tais superficies cobriram com detalhes uma grande faixa de res-
sonancias exteriores. Para estas analises foram consideradas as ressonancias de
ordem impar com a longitude do pericentro(w) igual a 7, pois a perturbagao
considerada ¢ interior, com o objetivo de obter o espaco de fase em funcao de

semi-eixo maior e excentricidade.

Para razao das massas 10~% a faixa coberta foi da ressonancia 3:4 até
a 3:8 como feito por Winter & Murray, (1994b); porém, estes autores somente
consideraram em seus estudos ressonancias impares de primeira ordem, apesar
da faixa considerada em termos de semi-eixo maior apresentar ressonancias
de ordens superiores. De uma mesma maneira, para a razao das massas da
ordem de 1073, a faixa coberta foi da ressonancia 6:7 a 3:8, como feito por
Malhotra (1998); porém a autora somente deu énfase em seus estudos a obtengao
de algumas ressonancias impares de primeira e ressonancias pares de segunda
ordem. Portanto, o objetivo é obter todas as principais ressonancias impares
encontradas neste espaco de fase tanto para razao das massas 10~% quanto para

razao das massas da ordem de 1077°.

Considerando o sistema dinamico do problema plano, circular, restrito
de trés corpos obteve-se a estrutura do espago de fase em detalhes para tais
razoes das massas e , desta forma, localizando as regides regulares em termos
das regides associadas a trajetérias que libram em uma dada ressonancia de

movimento médio.
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Os dados para a obtencao destes resultados para razao das massas da

ordem de 10~° foram derivados de extensas integragdes numéricas das equagoes

completas do movimento. Para cada valor de C'j foram produzidas superficies de

secao de Poincaré que contém centenas de condigoes iniciais. Ao considerar-se
a razao das massas 107 os resultados foram obtidos utilizando-se o trabalho

numeérico ja existente de Winter & Murray (1994b).

4.1.1 - Técnica de superficie de se¢ao de Poincaré

Para determinar os elementos orbitais da particula teste, em qualquer
instante, é necessario conhecer sua posigao (z,y) e sua velocidade (&,y); estas
correspondem a um ponto no espago de fase quadridimensional. A existéncia
da constante de Jacobi no problema plano, circular, restrito de trés corpos im-
plica na existéncia de uma superficie tridimensional neste espago de fase. Para
um valor fixo da constante de Jacobi somente trés das quatro quantidades sao
necessarias, ou seja, por exemplo z, y e & sendo y determinado, utilizando a
equagao (2.10). Definindo um plano, por exemplo, y = 0, no espago tridimen-
sional resultante, os valores de 2 e & podem ser colocados em gréfico toda vez
que a particula tiver y = 0 (figura 4.1). A ambiguidade no sinal de 3 é removida
por considerar somente aqueles cruzamentos com um sinal fixo de 3. Este é o
método da superficie de se¢do de Poincaré. A secao é obtida fixando-se um
plano no espago de fase e colocando-se em grafico os pontos onde a trajetéria

intercepta este plano em uma dire¢ao particular.

Existe sempre uma escolha de superficies de se¢ao. Neste trabalho,
os valores de x e & foram computados sempre que a trajetéria atravessou o
plano y =0 com y < 0. A técnica da superficie de se¢ao é adequada para a
determinagao da natureza regular ou cadtica da trajetoria. Se existirem curvas
fechadas (ilhas) bem definidas, entdo a trajetéria é regular; caso contrario, se
houver um espalhamento de pontos, a trajetoria é cadtica. Na figura 4.2 tem-se
exemplos de uma trajetoria regular e uma cadtica. Na trajetéria regular a

particula intercepta o plano y = 0 descrevendo uma regiao bem definida. Es-
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sas ilhas irdo delimitar o espago de fase em termos da amplitude de libragao

associada com cada ressonancia.

(b) ()

Figura 4.1 - (a) quadridimensonal (z,2,y,y) - considerando um sistema com
dois graus de liberdade. (b) tridimensional (z,z,y) - utilizando a constante de
integracao Cj. (c) bidimensional (z,z) - considerando o movimento num plano,

por exemplo, y = 0. Reproduzidos de Winter & Murray (1994a).

-0.2
-0.4
-0.6

(b)

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
X

Figura 4.2 - Exemplo de superficie de se¢do de Poincaré para um movimento (a)
regular. (b) cadtico. Observe que para um movimento considerado regular tem-
se uma ilha bem definida e para o movimento considerado cadtico tem-se um

espalhamento de pontos registrados aleatoriamente. Reproduzidos de Winter
&Murray (1994a).
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A dependéncia com razao das massas para a estrutura do espago de
fase é claramente percebida ao considerar-se superficies de se¢ao de Poincaré
com mesmos valores de constante de Jacobi e diferente razao das massas como

visto nas figuras 4.3 a 4.24.

Na figura 4.3 com razdo das massas 1073, tem-se que as ilhas bem
definidas para o valor de &= 0 sdo apenas quatro de largura relevante para o
limite considerado nesse trabalho, sendo que esta ilha aumenta de tamanho de
acordo com o aumento da constante de Jacobi. Ao considerar-se
a razao das massas da ordem de 107°, para um mesmo valor de constante
de Jacobi (figura 4.14), as ilhas, em quantidade, tém um aumento consideravel
em relagao ao caso anterior. Porém, o tamanho das ilhas para uma mesma

ressonancia torna-se menor do que para a razao das massas 1073,

Portanto, o espago de fase evoluira diferentemente dependendo da razao

das massas e do valor de constante de Jacobi envolvidos.

4.1.2 - Programa principal

O programa principal de integra¢do numérica utiliza a rotina de Bu-
lirsch-Stoer. O referido programa gera dois arquivos de saida. Em um deles sao
armazenados os valores de x, # e o tempo de uma dada particula, toda vez que

sua trajetoria atravessa a superficie y = 0.

A superficie de se¢ao de Poincaré de uma dada trajetoria é obtida na

forma grafica ao se plotar os valores de e # armazenados neste arquivo.

O segundo arquivo gerado nos fornece um conjunto de informacoes re-
lativas a cada uma das condi¢oes iniciais integradas. Dentre as informacoes ge-
radas tem-se que para uma dada condigao inicial é fornecida a menor distancia
que a particula se aproximou do corpo perturbador, durante todo o periodo
de integragdo, bem como o instante em que isso ocorreu. Trajetorias de cor-
pos que tem uma grande aproximacdo do corpo perturbador sdo, em geral,

cadticas. Fixou-se que se a distancia ao corpo perturbador for menor que 10~2
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a integragao é interrompida, pois a orbita é cadtica. O que verificou-se, pelas

superficies de se¢ao de Poincaré, ser um valor adequado para a proposta deste
trabalho.

Uma outra informagao relevante que é gerada é a variagdo maxima da

constante de Jacobi durante todo o periodo de integracao. Esta informacao

é de suma importancia, pois é ela quem da nog¢ao da precisao da rotina de

integragao numeérica. Para toda a integracao numérica realizada a variacao

maxima da constante de Jacobi foi da ordem de 10719,

Em se tratando da razao das massas 102, em que os resultados numéri-
cos foram os do trabalho de Winter & Murray (1994b), tem-se que os valores

de constante de Jacobi foram de 2,900 a 3,400.

As condigdes iniciais para razio das massas da ordem de 1075 foram
escolhidas através de informagoes via estudo das curvas de velocidade. Os
valores de constante de Jacobi foram de 2,600 a 3,400. Onde a regiao permitida
para o movimento da particula é bastante cadtica, a priori, foram consideradas,
em média, 80 condigoes iniciais, com a posi¢ao da particula, z, variando entre

1,1 e 4,5 unidades e velocidade, #, igual a zero.

Onde a regido permitida é bastante regular, foram consideradas, em
média, 60 condigoes iniciais com a posi¢ao da particula, x, variando entre 1,3
e 4,5 unidades e velocidade, #, ainda mantendo-se igual a zero. Além disso,
posteriormente, foram consideradas mais de 50 condigbes iniciais para valores
diferentes de & = 0 a fim de obter as ressonancias completas com as ilhas muito
bem definidas delimitando, desta forma, com precisao a maxima amplitude de

libracao.




Figura 4.3 - Superficie de se¢ao de Poincaré para o valor da C; = 2,900 e razao

das massas 1072. Observe que para este valor de constante de Jacobi existe

uma grande parte da regido considerada caética.
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Figura 4.4 - Superficie de se¢do de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,000 e razdao das massas 1073.
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Figura 4.5 - Superficie de se¢do de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,020 e razao das massas 1073.
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Figura 4.6 - Superficie de se¢ao de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,030 e razao das massas 1073,
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Figura 4.13 - Superficie de secdao de Poincaré para o valor da constante de Jacobi
3,300 e razao das massas 1073.
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Figura 4.14 - Superficie de secdo de Poincaré para o valor da C; = 2,900 e razdo

das massas da ordem de 10~°. Observe que para este valor de constante de
Jacobi existe uma grande parte da regido considerada caética. Observe, ainda,
que para esta razao das massas as ilhas sao em maiores quantidades e menores

larguras do que quando considerada a razao das massas 1073 (figura 4.3).
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Figura 4.16 - Superficie de se¢do de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,020 e razao das massas da ordem de 10~5.
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Figura 4.17 - Superficie de se¢do de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,030 e razdao das massas da ordem de 10~9.
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Figura 4.19 - Superficie de secdo de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,080 e razao das massas da ordem de 1075.
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Figura 4.20 - Superficie de se¢ao de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,090 e razao das massas da ordem de 107°.
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Figura 4.22 - Superficie de se¢ao de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,120 e razao das massas da ordem de 10~5.
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de Poincaré para o valor da constante de

Jacobi 3,150 e razdo das massas da ordem de 10~°. Observe que a dependéncia

Figura 4.23 - Superficie de segdo

se sensivelmente ao se comparar a

da razao das massas envolvidas apresenta
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4.2 - O espago de fase

Utilizando as superficies de se¢ao de Poincaré (subsecao 4.1.1) foi pos-
sivel obter as regites regulares do espago de fase do sistema dinamico em questao
que podem ser dadas por regioes de libra¢ao em ressonancias ou por érbitas de
circulagao. Estas maximas amplitudes de libragdo sao obtidas ao se converter os
dois valores referentes a z e # que delimitam a largura de uma ilha apresentada
na superficie de secao de Poincaré para cada valor de constante de Jacobi em
termos de a e e. Estes valores representam um ponto no espago a X e. Apds
a medicao de vérios valores de a e e para diferentes valores de constante de
Jacobi para cada ilha separadamente, é possivel obter uma regiao que, desta
forma, delimita a maxima amplitude de libragdo associada a esta ressonancia.
Na figura 4.25 é apresentado um esquema mostrando este procedimento para a

ressonancia 1:2.

Neste estudo foram consideradas as ressonancias de ordem impar cujos
centros de libragao podem ser pericéntricos ou apocéntricos para obter-se o
espaco de fase da regiao externa. O espago de fase em termos das maximas
amplitudes de libracio para razao das massas de 107 e da ordem de 107°
sao apresentados nas figuras 4.26 e 4.27, respectivamente. Este espago de fase

apresentado de maneira mais detalhada foi obtido analisando a questao das

libragoes em ressonancias através do uso da constante de Jacobi, da localizagao

e da medida das maximas amplitudes de libragao para uma perturbagao interna.

Os intervalos do valores de excentricidade considerados foram de 0 até
0,7 e semi-eixo maior de 1,05 até 2,40 para razio das massas da ordem de 107°
e intervalo de constante de Jacobi de 2,600 até 3,400. De uma mesma maneira,
para a razao das massas 107, tem-se que os valores de constantes de Jacobi
foram de 2,800 a 3,400, os intervalos dos valores de excentricidade de 0 até 0,5
e semi-eixo maior de 1,05 até 2,40. Considerou-se o caso em que a longitude do
pericentro(w) é igual a m pois a perturbagao considerada ¢ interior, e lembran-

do-se que p; e po sdo as massas relativas dadas na equagao (2.9).
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Figura 4.25 - Esquema onde é mostrado como se obtem a maxima amplitude de
libracao associada com a ressonancia 1:2, utilizando-se a técnica de superficie de
segao de Poincaré. As maximas amplitudes de libragao sao obtidas convertendo
os dois valores de z que medem a largura da ilha para z igual a zero em excentri-
cidade e semi-eixo maior.(a) C; = 3,070. (b)Os pontos em preto representam os
dois valores obtidos para z via superficie de segao de Poincaré apds converté-los
em semi-eixo maior e excentricidade, delimitando, apds varias medigoes de a e
e para diferentes valores de C;, desta forma, a maxima amplitude de libracao

para a ressonancia 1:2.

Nas figuras 4.26 e 4.27 tem-se os contornos de algumas constantes de
Jacobi ( linhas tracejadas ) que foram utilizadas neste trabalho. Observe que
para o valor de constante de Jacobi 2,600, tltima curva tracejada da figura
4.27, os valores das excentricidades ndo apresentam-se menores que 0,6. De

uma mesma maneira na figura 4.26 tem-se que para o valor de constante de

Jacobi igual a 2,900 os valores das excentricidades ndo podem ser menores que

0,4.

Uma questao importante apresentada nestas figuras em relagao as cur-

vas de contorno das constantes de Jacobi é que para uma dada constante de




Jacobi as variagoes de a e e para @ constante devem ser de maneira que os va-
lores de a e e correspondam a um ponto que sempre permanece sobre a mesma
curva. Um exemplo disto pode ser dado quando se considera a ressonancia 3:4
da figura 4.27 em que os valores de excentricidade e semi-eixo maior, para esta
ressonancia, com o valor de constante de Jacobi 2,600, reprgsentada pela ultima

curva tracejada, devem ser aproximadamente 0,6 e 1,21, respectivamente.
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Figura 4.26 - Regiao do espago de fase para razao das massas 10~ obtido nu-
mericamente via superficie de se¢ao de Poincaré. A drea considerada estavel
relacionada com as maximas amplitudes de libracdo associadas com cada res-
sonancia ¢ a area interior ao par de linhas. Estas amplitudes sao obtidas
medindo-se a largura das ilhas que se encontram na superficie de segdo de
Poincaré e que representam as ressonancias, convertendo os valores de z em
a e e. As ressonancias estdo indicadas na prépria figura. As curvas que sao

dadas pelas linhas tracejadas representam os contornos das constantes de Ja-

cobi.
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Figura 4.27 - Regido do espaco de fase para razio das massas da ordem de 10~
obtido numericamente via superficie de se¢ao de Poincaré. A area considerada
estavel relacionada com as maximas amplitudes de libragao associadas com cada

ressonancia ¢ a area interior ao par de linhas. Estas amplitudes sao obtidas

medindo-se a largura das ilhas que se encontram na superficie de segao de

Poincaré e que representam as ressonancias, convertendo os valores de z em a e
e. As ressonancias estao indicadas na propria figura. As curvas que sao dadas

pelas linhas tracejadas representam os contornos das constantes de Jacobi.

. . - . ~ ~ .
As amplitudes de libragdo associadas com cada ressonancia devem ser
tratadas de maneira mais detalhada, isto é, devem ser discutidas uma a uma.

Portanto, na subsecao seguinte tem-se esta discussao.
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4.2.1 - Amplitudes de librag¢ao

As discussoes que se seguem foram feitas com referéncia as figuras 4.26
e 4.27 de maneira comparativa e narrativa, isto é, diante da estrutura dos dois

espacos de fase para raziao das massas 10~° e da ordem de 1075,

Nas figuras 4.26 e 4.27 tem-se as regices regulares devido a libracao
em ressonancias de ordem impar. A regiao que é definida como sendo a regiao
regular devido & libragdo é a drea interior ao par de linhas que define cada

ressonancia. As ressonancias estao devidamente indicadas na figura.

Através das superficies de se¢ao de Poincaré foram obtidas as maximas
amplitudes de libragao da regido externa para as principais ressonancias de
ordem impar. Isto é feito medindo-se a largura da maior ilha de libragao de
uma dada ressonancia para £ = (0. De uma maneira mais detalhada tem-se que
as maximas amplitudes de libragao sdao obtidas medindo-se a largura de uma
ilha (como mostrado na figura 4.25), lembrando-se que esta ilha estd relacionada
a uma ressonancia deste espago de fase. Ao se medir esta largura tem-se dois
valores de  com & = 0. Estes valores sdo convertidos em excentricidade e semi-
eixo maior e representam um ponto na linha em preto que define uma regiao
nas figuras 4.26 e 4.27, visio do espaco de fase para razdes das massas 1072 e

da ordem de 1073, respectivamente.

Para a razao das massas da ordem de 10™° as ressonancias consideradas
vao desde a ressonancia 6:7, com o valor nominal de seu semi-eixo maior igual
1,1082, até a ressonancia 3:8 com o valor nominal de seu semi-eixo maior igual
a 1,920 (veja figura 4.27). Neste trabalho considerou-se os limites em e de 0,03
até 0,6 ao valor méaximo definido pelo contorno da constante de Jacobi 2,600 e
os limites em a entre 1,1 e 2,4, porém para valores de x na faixa de 1,920 até
2,400 o espago de fase para regido externa nao apresenta nenhuma ressonancia

impar de largura consideravel ou que viesse a comprometer os resultados. Por-

tanto, para estes limites todas as ressonancias de primeira ordem, todas de

terceira ordem, com excessao da 1:4, e as principais de quinta ordem encon-
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tram-se no espago de fase apresentado na figura 4.27. Utilizando-se este dado,
é valido observar que algumas ressonancias de ordem superior as ressonancias
de primeira ordem contidas no espago de fase apresentam uma amplitude de
libragdo bem préximas a estas. Um exemplo disto é a ressonancia 4:9, que
mesmo sendo uma ressonancia de quinta ordem, sua amplitude de libracao é
superior a da ressonancia de primeira ordem 3:4 e sé6 vindo a desaparecer, isto
é, na superficie de segao de Poincaré ela nao é mais localizada, para o valor
correspondente de excentricidade em torno de 0,19 com o valor de constante de

Jacobi de aproximadamente 3,150.

Para a ressonancia 3:8, uma ressonancia também de quinta ordem,
tem-se que sua amplitude de libragao é grande em relagao a uma ressonancia de
primeira ordem, como por exemplo a ressonancia 4:5, mesmo ela encontrando-se
proxima a uma ressonancia bem maior que a sua como € o caso da ressonancia
2:3, ainda assim, ela ainda mantém sua existéncia até a excentricidade de apro-

ximadamente 0,05, s6 desaparecendo para o valor de constante de Jacobi 3,300.

~

Para a ressonancia 2:5, uma ressonancia de terceira ordem, sua ampli-
tude de libracao é grande em rela¢do, por exemplo, a ressonancia 1:2. Sendo
esta uma ressonancia de primeira ordem esperava-se que sua amplitude de li-
bragao fosse maior que qualquer outra ressonancia, pois ela é considerada uma
ressonancia forte. Além disso, um outro fator que observa-se em relacao a res-
sonancia 2:5 é que sua existéncia persiste para toda a faixa considerada. Um
fator que pode ter contribuido para tal situagio é que a sua localizagio é bem
distante de uma ressonéncia de primeira ordem s6 existindo em sua proximidade

ressonancias de ordens superiores.

Entre as ressonancias 2:5 e 4:9 apresentam-se duas ressonancias de or-
dem elevada que curiosamente conseguiram persistir por um bom de intervalo
de constante de Jacobi. Estas sao as ressonancias 5:12 e 7:16, de sétima e nona

ordem, respectivamente. Para a ressonancia 5:12 tem-se sua existéncia até o

valor de excentricidade de aproximadamente 0,16 com uma amplitude de li-

bragao comparavel a da ressonancia 3:4. Agora, em se tratando da ressonancia
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7:16, esta desaparece bem antes que as ressonancias vizinhas, possuindo um
valor de excentricidade aproximado de 0,36 e amplitude de libragdo superior a

da ressonancia de primeira ordem 4:5.

Entre as ressonancias 4:9 e 1:2 tem-se a ressonancia 6:13 que é uma res-
sonancia de sétima ordem, mas que apesar de sua localizagio ser bem proxima a
da ressonancia 4:9, esta, considerada mais forte, tem sua amplitude de libragao

comparavel com a da propria ressonancia 4:9.

Para a ressonancia de primeira ordem 1:2 tem-se sua excentricidade na
faixa de 0,6 até aproximadamente 0,03, com uma grande amplitude de libragao
para valores em excentricidade entre 0,5 e 0,2. Apesar desta ressonancia, em
geral, ser considerada a mais forte, surpreendentemente, constata-se que sua am-
plitude de libragao nao é tao maior que as outras, existindo outra ressonancia de
ordem superior bem préxima a sua amplitude de libra¢do. Pode-se ainda obser-

var que préximo a sua localiza¢do nio se encontra nenhuma outra ressonancia

com amplitude de libragdo relevante ao ponto de ser possivel medi-la.

Apés a ressondncia 1:2 apresentam-se as ressonancias 8:15 e 6:11, de
sétima e quinta ordens, respectivamente, com amplitudes de libragao bem pe-
quenas, em relacao as demais que se encontram nesta figura, sendo definidas
por uma linha. Apesar disto elas conseguem ter uma faixa de existéncia bem
extensa, indo de 0,5 até 0,24 de excentricidade para a ressonancia 8:15 e excen-

tricidade de 0,6 até 0,22 para a ressonancia 6:11.

Logo em seguida tem-se a ressonancia 4:7 que é uma ressonancia de
terceira ordem e sua amplitude de libragao bem estreita em comparagao com
ressonancias de ordem superior, mas mesmo assim € posssivel observar sua

permanéncia indo desde a excentricidade 0,6 até 0,03.

Depois da ressondncia 4:7 tem-se um espago considerado onde nao
apareceu nenhuma ressonancia que pudesse ter um espago de permanéncia re-
levante. Apos esta regido apresenta-se a ressonancia 5:8 que também é uma

ressonancia de terceira ordem, com uma amplitude de libragao comparavel a
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da 4:7, porém, esta tem uma ressonancia de primeira ordem, 2:3, bem perto e,

desta forma, podendo sofrer perturbagoes alterando seu espago de fase.

Para a ressonancia 2:3 nota-se que sua amplitude de libragao consegue
ser aproximadamente do tamanho da ressonancia 1:2, o que nao deveria aconte-
cer quando toma-se as ressonancias isoladamente, pois a ressonancia 1:2 no jogo
da estabilidade é considerada mais forte. Qutro fator que é vélido atentar é que
para esta situacao é possivel observar que a area mais concentrada se encontra
nos limites da ressonancia 2:3 indo até a ressonancia 6:7 e desta forma deveria
ser esta regiao mais caotica. Mesmo assim as demails ressonancias que apare-
cem continuam a ter uma estrutura de libragao e desta maneira tornando estas
regioes, que sao delimitadas entre as linhas, regulares e, portanto, sobrando
um espago relativamente pequeno para as regides cadticas entre as regioes de

libracgao.

As ressonancias seguintes sao: 7:10 e 8:11 ambas de terceira ordem, 3:4,
4:5 ,5:6 e 6:7 todas de primeira ordem, com excentricidades de aproximadamente
0,6 a 0,02 e amplitudes de libragdo bem definidas mesmo sendo bastante estreitas

em rela¢ao as demais.

Visto que a amplitude de libragao fornece a regiao estavel vinculada
a respectiva ressonancia e que a regiao exterior a esta regiao delimitada pela
maxima amplitude de libragdo podem fornecer duas possiblidades : caos ou

regiao estavel devido a circulacao, tem-se que ao considerar-se a visao do espago

de fase para raziao das massas 10~° (figura 4.26) a ressonancia 1:2 ndo existe si-

metricamente para valores maiores de excentricidade de aproximadamente 0,26
s6 existindo a assimétrica ( Winter & Murray, 1997b; Beaugé, 1994; Bruno,
1976-1994; Frangakis, 1968-1973a,b; Message, 1970-1978 ). Este fato nao ocor-
reu ao se considerar a razao das massas da ordem de 107°, onde mesmo com
o caos grande na separatriz ela continuava a existir, porém, com uma largura
menor. Isto pode ocorrer pelo fato de que a largura da amplitude de libragao
tem uma dependéncia direta com a razao das massas envolvidas e, desta forma,

quanto maior a razao das massas, maior sua amplitude de libragao e, também, a
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sua largura de sua separatriz. Portanto, pode ser que o caos na separatriz para
razao das massas 10~ tenha impedido a existéncia da ressonancia 1:2 simétrica

para a faixa de semi-eixo maior considerada.

Um outro fator que foi observado é que a ressonancia 2:3 tem uma am-

plitude de libracao grande ao ser comparada , por exemplo, com a ressonancia

1:2. Este resultado se mostra contrario ao esperado. Uma possivel explicagao

para tal fato pode ser devido ao espago de fase entre as ressonancias envolvi-
das ser bastante cadtico dificultando o aparecimento de ressonancias de ordem

superior e desta forma tornando-se possivel tal amplitude.

Com estes resultados numéricos pode-se compara-los a outros obtidos

no capitulo 3, a subsegao 4.2.2 trata desta comparagao.

4.2.2 - Resultados numéricos versus modelo analitico

Diante da apresentagao do espago de fase associado com a maxima am-
plitude de libragdo da regidao externa para razao das massas 10~ e da ordem de
10~° obtido numericamente, pode-se comparar estes resultados com os obtidos
analiticamente pela aplica¢ao dos modelos existentes na literatura. Existem, na
literatura, modelos semi-numéricos em que seus resultados também possam ser
comparados aos numéricos futuramente (Ferraz Mello, 1987b-1989a; Thomaz,
1998; Morbidelli et al, 1995; Moons,1993). O modelo analitico aplicado neste
trabalho para obter as maximas amplitudes de libragao foi o modelo aprimorado
do péndulo. O resultado desta aplicagao foi exposto no capitulo 3. As discussoes

provenientes desta aplica¢ao sao dadas a seguir.

4.2.2.1 - Modelo aprimorado do péndulo versus resultados numeéricos

O modelo aprimorado do péndulo foi aplicado para razao das massas

1072 e da ordem de 1075,

Os resultados analiticos via modelo aprimorado do péndulo confirma-
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ram a dependéncia j4 esperada com a razio das massas. Porém, esses resulta-
dos somente satisfazem aos obtidos via superficie de se¢ao de Poincaré quando
consideram-se ressonancias de ordens maiores que as de primeira ordem para
valores de excentricidade pequenos (< 0,05). Um outro fator que foi observado é
que as amplitudes de libragao aumentam quando comparada as das ressonancias
de mesma ordem, p :p + 1, mostrando-se contrarias as obtidas numericamente.
E possivel que este fato ocorra devido a dependéncia deste modelo analitico em
termos da excentricidade e do coeficiente (func¢ao dos coeficientes de Laplace).
Portanto, ao se considerar ressonancias de mesma ordem a dependéncia com a
excentricidade torna-se a mesma visto que a excentricidade tem sua dependéncia
com a ordem da ressonancia do tipo ’2; agora, em se tratando do coeficiente que
apresenta-se multiplicando cada ressonancia, este muda seu valor de maneira
crescente de acordo com o valor da ressonancia considerada, veja exemplo deste

comportamento na tabela 3.1.

4.3 - Complexidade e evolugao do espago de fase

Para dar prosseguimento a este capitulo apresentam-se alguns detalhes
que mostram a complexidade da estrutura do espago de fase e a evolugao para
algumas ressonancias e suas regioes de libragao para razao das massas da ordem
de 107% e que podem ser vistos na figura 4.28. Nesta tem-se uma superficie de
secao de Poincaré para constante de Jacobi 2,600, aonde estdo identificadas as

ilhas de librag¢ao das ressonancias 6:7, 5:6, 4:5 e 3:4.

Nas ressonancias 6:7, 5:6 e 4:5 tem-se que as amplitudes de libragao,
dadas pela largura da maior ilha para & = 0, sao aproximadamente iguais.

Porém, em relagiao ao tamanho do contorno das ilhas é possivel observar que as

ilhas 6:7 e 5:6 sao maiores que a ilha da ressonancia 4:5.

Para o valor aproximado de & = 1,9 é possivel observar que a ressonancia
3:4 nao aparece. Um fator que contribuiu para tal situac¢ao é a localizagao de

uma ressonancia par de segunda ordem, 5:7, muito préxima a localizagao da
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ressonancia 3:4 e desta maneira tornando-a bem cadtica sem se fazer possivel

uma regiao regular visivel onde ocorreria a libragao.

Nota-se também que o contorno da ressonancia 4:5 é bem menor que o
da ressonancia 5:6. O que pode ter contribuido para este fato é a existéncia de
uma ressonancia de quinta ordem 22:27 sendo, praticamente, do tamanho da
ressonancia dehprimeira, ordem 4:5 e que pode ter atrapalhado sua regularidade.
E possivel observar que na faixa dos valores de = entre 1,88 e 1,96 nao existe
nenhuma ressonancia impar, isto é, destacando-se apenas uma ressonéancia par

de segunda ordem, 6:8, e o restante da regiao sendo totalmente cadtica.

Esta situagao cadtica se repete nos intervalos de x entre 1,77 e 1,79,
entre as ressonancias 6:7 e 5:6, e entre 1,80 e 1,810, que se localiza entre as

ressonancias 5:6 e 22:27, bem como entre as ressonancias 22:27 e 4:5.

Na superficie de segao de Poincaré para constante de Jacobi 2,700 ja
é possivel observar a existéncia da ressonancia 3:4 que evolui de acordo com o
aumento da constante de Jacobi. E esta ressonancia sé vem a desaparecer para
o valor de constante de Jacobi de aproximadamente 3,030. Sua amplitude de
libragao para ww=0 fica maior que as ressonancias 6:7, 5:6 e 4:5 para o valor de

constante de Jacobi 2,900.

A ressonancia de quinta ordem, 22:27, logo desaparece. No valor de

constante de Jacobi 2,900 esta ressonancia nao existe mais, aparecendo uma
outra de terceira ordem, 13:16, mas que também logo desaparece nao apresen-

tando uma amplitude de libragao significativa.

Um fenomeno que merece uma atengao especial foi o que aconteceu para
o valor de constante de Jacobi 2,900, pois a ressonancia 4:5 aumenta em sua
largura ficando maior que a ressonancia 5:6, o que até entdao era uma situagao
exatamente inversa. E a ressondncia 6:7 nao aparece, s6 tornando a reaparecer
no valor de constante de Jacobi 2,940 e caminha com uma amplitude de libragao
menor que as demais de primeira ordem s6 vindo a desaparecer definitivamente

com o valor de constante de Jacobi de aproximadamente 3,007.
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Um outro ponto curioso para a constante de Jacobi 2,900 é o apareci-
mento de outras duas ressonancias de terceira ordem, 11:14 e 13:16, mas desa-

parecendo logo em seguida para constante de Jacobi 3,000.

Na figura 4.29 tem-se uma superficie de segao de Poincaré para cons-
tante de Jacobi 2,600 onde as ressonancias 2:3 e 1:2, ambas de primeira ordem,

sao indicadas, de acordo com a sua localizagao.

Observando esta figura é possivel notar que a ressonancia 1:2 tem sua
maxima amplitude de libragao, largura da ilha, menor que a da ressonéncia 2:3.
Esta situagao se iguala com o valor de constante de Jacobi de 3,005. Mas, o

contorno da ressonancia 1:2 é maior que o da ressonancia 2:3.

Ainda na figura 4.29, tem-se que a ressonancia 1:2 em sua regiao de

maxima libra¢ao tende a caminhar para um tnico ponto.

Uma regido que é totalmente cadtica estd no intervalo dos valores de x
entre 2,46 e 2,56, regido esta que estd bem préxima da ressonancia 1:2 podendo
ser esta a razao para tal situagdo, pois a ressonancia 1:2 pode ter perturbado
o movimento de outra qualquer ressonancia que pudesse ser encontrada nesta

regido, pois nesta regido somente ocorrem ressonancias de baixa ordem.

Na figura 4.29, na regido que vai desde a ressondncia 2:3 até a res-
sonancia 1:2 tem-se a existéncia de vdrias outras ressonancias tanto impares
quanto pares. As que foram acompanhadas seguindo sua amplitude de libragao
foram as de terceira ordem 4:7 e 5:8 e de quinta e sétima ordem, 6:11 e 8:15.
A ressonéancia 4:7 tem sua amplitude de libragdo menor que a ressonancia 5:8
e permanece assim até que a constante de Jacobi seja 3,096 quando fica to-

talmente regular desaparecendo na regiao de circulagdo. Para a ressonancia

5:8, este desaparecimento acontece para o valor de constante de Jacobi 3,070,

mas apos o desaparecimento da ressonancia 4:7 é possivel notar um pequeno

aumento na regiao da amplitude de libragao.
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Figura 4.28 - Superficie de segao de Poincaré para o valor da constante de Jacobi
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Figura 4.29 - Superficie de se¢dao de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

2.600 e razio de massa da ordem de 1077,
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4.4 - Evolugao dos centros de libragao

As orbitas periodicas, pericéntricas ou apocéntricas, sao os centros das
ilhas das superficies de secao de Poincaré e correspondem aos centros das res-
sonancias. A evoluc¢ao da familia destas o6rbitas pode ser expressa em termos
de valores crescentes de constante de Jacobi para o caso de ressonincias exte-
riores de primeira ordem. As drbitas periédicas apocéntricas evoluem conforme
os valores de z decrescem considerando e = 0. De maneira inversa, as érbitas

pericéntricas evoluem a medida que os valores de z crescem.

Na figura 4.30 apresenta-se a evolugao dos centros de libragao para cada
ressonancia de primeira ordem, para razao das massas da ordem de 10~°. Tem-
se ainda um corte na figura para mostrar com maiores detalhes o que acontece

com o centro de libragao das ressonancias quando se aproximam mais do centro.

E possivel observar através da figura 4.27, na segao 4.2, panorama do
espago de fase para razio das massas da ordem de 107", que todas as res-
sonancias evoluem até a excentricidade proxima do zero e logo apds desapare-

cem, como mostra a regiao que delimita a maxima amplitude de libragao as-

sociada com cada ressonancia representada pela area interior ao par de linhas.

Isto ocorreu com intervalos de constante de Jacobi bem préximos ao anterior
e para todas as ressonancias, 6:7, 5:6, 4:5, 3:4, 2:3 e 1:2. Alguns aspectos da
evolugao do centro de libragdo em torno de e = 0, observados na figura 4.30,

sao que as ressonancias 6:7 e 5:6 nao apresentam circulacao.

Para as ressonancias 4:5 e 3:4 existe circula¢do em torno de e igual a
zero e sao praticamente iguais e de existéncia muito restrita se comparada com
as demais. Esta circulagdo sé vem a aumentar quando tem-se a ressonancia
2:3 pois esta tem sua amplitude de libragdo maior quando comparada com as
da ressonancia 6:7, 5:6, 4:5 e 3:4 e por esta razao existindo por um intervalo
maior de valores de constante de Jacobi. A ressonancia 1:2 tem sua circulagado
em torno de e = 0 bem maior que a 2:3 e de mesmo modo sua existéncia num

intervalo de constante de Jacobi bem maior do que as demais.
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Ao considerar-se a razao das massas da ordem de 10~° tem-se que a
evolugao dos centros de libragio apresenta-se em ressonancias que ao conside-
rar-se a razao das massas 107 nao existiam (Winter & Murray, 1997b). Um
exemplo, é a ressonancia 4:5 que apresenta sua evolu¢ao em torno de e = 0 bem
proxima a ressonancia 3:4. Observe que o centro da ressonancia apocéntrica 2:3
evolui naturalmente com o aumento do valor da constante de Jacobi para a res-
sonancia pericéntrica 1:2. De uma mesma maneira as ressonancias apocéntricas
3:4 e 4:5 evoluem para as ressonancias pericéntricas 2:3 e 3:4, respectivamente.
A ressonancia apocéntrica 5:6 apresenta uma tendéncia a evoluir para a res-

sonancia pericéntrica 4:5. Tais fatos vem confirmar o que ja havia sido previsto

em Winter & Murray (1997b) para razao das massas 10~ (veja a figura 4.31).
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Figura 4.30 - (a) Evolugdo dos centros de libragao para ressonancias de primeira

ordem e razao das massas da ordem de 10~° considerando uma perturbagio

interna. (b) Apresentacio da evolugdo em-uma escala maior. Algumas res-

sonancias estdo identificadas na figura. Note que o centro de libracao para a
ressonancias 6:7 nao existe para o valor de excentricidade proximo de zero. A
ressonancia 1:2 apresenta a evolucao do centro de libragdo para e ~ 0 bem ex-
tensa ao ser comparada com as demais. Observe que o centro das ressonancias
apocéntricas 2:3, 3:4 e 4:5 evoluem naturalmente com o aumento do valor da
constante de Jacobi para as ressonancias pericéntricas 1:2, 2:3 e 3:4, respec-
tivamente. De uma mesma maneira, a ressonancia apoceéntrica 5:6 tem uma

tendéncia de evoluir para a ressonancia pericéntrica 4:5.
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Figura 4.31 - (a) Evolugao dos centros de libragiao para ressonancias de primeira
ordem e razao das massas da ordem de 10~* considerando uma perturbacao
externa. (b) Apresentagio da evolugio em uma escala maior. Algumas res-
sonancias estao identificadas na figura. A ressonancia 2:1 apresenta a evolugao
do centro de libragio para e & 0 bem extensa ao ser comparada com as demais.
Observe que o centro da ressonancia pericéntrica 3:2 evolui naturalmente com
o aumento do valor da constante de Jacobi para a ressonancia apoceéntrica 1:2
e a ressonancia pericéntrica 4:3 tende a evoluir para a ressonancia apocéntrica

2:3. Figura reproduzida de Winter & Murray (1997a).
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5 - REGIOES REGULARES E LINHA DE COLISAO

A procura de modelos que evidenciem a formagao dos planetas e a esta-
bilidade orbital dos sistemas planetarios ainda sao motivos de muitos estudos
por pesquisadores na area de Mecanica Celeste. Portanto, neste capitulo sao

apresentadas as regioes regular e cadtica ao redor da linha de colisdao obtida

via superficie de se¢ao de Poincaré. Diante da regiao cadtica pode-se delimitar

onde a particula tem grande probabilidade de nao ser encontrada, pois a insta-
bilidade devido a aproximacao com o corpo perturbador tornara impossivel tal
permanéncia em carater definitivo, podendo ocorrer somente em carater tem-
porario. Este objetivo de delimitar regices de estabilidade e instabilidade para
tentar explicar o surgimento e a estabilidade dos sistemas planetarios foram

estudadas por autores como :

- Gladman (1993) - estudou a estabilidade para o caso de um sistema de dois
planetas utilizando a estabilidade de Hill e concluiu que o comportamento

cadtico esta além da zona de caos da esfera de Hill que é dada pela expressao
1/3.
2,4 X po /3.

- Lissauer (1998) - utilizou-se de dados observacionais em infravermelho, mode-
los astrofisicos, para explicar o possivel surgimento de nosso sistema planetario
e outros, isto é, a possivel estabilidade para que tal fato ocorresse e concluiu que
objetos que pudessem sugerir caos possam ter contribuido para a estabilidade

do sistema planetario;

- Duncan et al (1989) - utilizaram-se do modelo plano, circular, restrito de
trés corpos para mapearem a regiao caodtica devido a aproximacao da orbita
da particula teste a orbita do planeta e sugeriu que poderiam existir faixas
de estabilidade além de Saturno e que Plutao poderia ter comegado com uma
orbita quase circular evoluindo para as condi¢oes atuais devido ao movimento

caotico causado pela perturbagoes gravitacionais de Urano e Netuno.

O modelo analitico existente na literatura que fez-se uso neste capitulo em
carater de comparagao aos resultados obtidos foi o critério de sobreposi¢ao de
ressonancias (Wisdom, 1980). A segio a seguir trata dos resultados numéricos

obtidos via superficie de se¢ao de Poincaré.




5.1 - Resultados numéricos

Nesta segao, sao apresentadas as regides onde sao definidas como sendo
praticamente regulares. Estas regioes consideradas estaveis foram obtidas ao se
desprezar o possivel caos que somente ocorre nas separatrizes das ressonancias
via superficie de se¢do de Poincaré. Para melhor exemplificar, veja na figura

4.18 onde para o valor de constante de Jacobi de 3,050 e razao das massas da

ordem de 107° tem-se que o limite desta regidao ocorre para o valor de z de

aproximadamente 1,50, isto é, abaixo deste valor o caos existente pode ser des-
prezivel ocorrendo somente nas separatrizes. Convertendo este valor de z em
termos de a e e obtem-se um ponto no espago de fase. Repetindo este procedi-
mento para outros valores de constante de Jacobi é possivel ajustar uma curva a
esses pontos, e, desta forma, obter uma curva empirica desta regidao considerada
estavel. Portanto, foi possivel delimitar uma regiao do espago de fase conside-
rada estavel onde praticamente inexistem regides cadticas. Assim, de maneira
analoga, a regido acima da curva, sem preenchimento, é praticamente cadtica
com excessao das regioes em librag¢ao ressonante. Como exemplo destas regioes

de libracao ressonante, veja no capitulo 4, segao 4.11, figura 4.27 .

Para a razio das massas da ordem de 10~° tem-se que esta area considerada
regular comega a existir com o valor aproximado de constante de Jacobi 3,020,
mas ainda bem pequena evoluindo de acordo com o valor da constante de Jacobi
tendo seu ponto maximo para o valor de constante de Jacobi 3,300. Pode-se
dizer que para valores da constante de Jacobi superiores a 3,300 que o espago
de fase é praticamente regular sendo as regices cadticas, nas separatrizes, tao
pequenas que podem ser de certo modo desprezadas. Para o valor de constante
de Jacobi de 3,300 tem-se que seu contorno esta totalmente contida dentro desta
regido regular. Este resultado pode ser comparado quando visto as superficies de
segao de Poincaré, por exemplo, figura 4.21 com o valor de constante de Jacobi
3,100, onde as regioes cadticas apresentam-se muito menores em comparagao
com a figura 4.18 com o valor de constante de Jacobi 3,050. Isto sugere que para
valores de constante de Jacobi maiores o espago de fase deve ser praticamente

regular considerando esta mesma faixa abordada.

Utilizando-se este procedimento foi possivel obter também uma &drea su-
postamente estdvel a partir de resultados numéricos para outras razdes das
massas ( figura 5.1 ). Nesta figura, tem-se que a area considerada estavel ao

redor da linha de colisdo é a drea abaixo de cada linha tracejada, representada
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por cores distintas para diferenciar as razoes das massas envolvidas. A regiao
em branco acima de cada curva, considerando isoladamente as diferentes razoes
das massas, sao praticamente cadticas, sé implicando em uma estabilidade para

orbitas em libracao ressonante.

A segdo a seguir busca uma comparagao entre os resultados obtidos nu-
mericamente com os obtidos aplicando um modelo analitico ja existente na

literatura.

razdo das massas 0,00005
razdo das massas 0,0001
razdo das massas 0,001
razdo das massas 0,01

razdo das massas 0,05

razdo das massas 0,1
curva de

colisdo

]
o)
]
el
-
8}
-
"
It
=]
[
8}
"
)]

semi-eixo maior

Figura 5.1 - Visdao global das regides consideradas estaveis, via superficie de
secao de Poincaré, desprezando o caos que ocorre somente nas separatrizes, para
diferentes razoes das massas. A regidao considerada estavel é a area abaixo de
cada curva tracejada. Note que a 4rea acima de cada curva deve ser caética com
excessao das regioes associadas com érbitas em libragao ressonante. Também é

apresentada na figura a curva de colisao.




5.2 - Critério de sobreposigao de ressonincias

Apos a obtengao das regides consideradas estdveis e instdveis do espacgo de
fase ao redor da curva de colisao via método numérico onde estas regides apre-
sentam uma dependéncia nas razdes das massas envolvidas, foi aplicado um
método analitico ja existente na literatura com o objetivo de comparar os re-

sultados. O método encontrado foi desenvolvido por Chirikov (1979) e aplicado

por Wisdom (1980) para o problema restrito de trés corpos. Nesse método os

resultados s6 puderam ser comparados considerando valores de excentricidade

proximos de zero.

Nos estudos analiticos envolvendo ressonancias, como o modelo do péndulo
e o segundo modelo ideal de ressonancia (se¢des 3.2 e 3.3), sempre se considera
uma ressonancia isoladamente. Todavia, no espaco de fase tem-se todo um con-
Junto de ressonancias simultaneamente atuando. O critério de sobreposi¢io de
ressonancias se baseia na idéia de que ao se estudar duas ressonancias préximas
no espago de fase, pode-se chegar a conclusao de que suas regides de libracao
se sobrepéem gerando uma inconsisténcia. Esta sobreposicao de ressonancias

implica em uma regido cadtica do espago de fase.

A aplicagao do método de Chirikov ao problema, plano, circular, restrito
de trés corpos foi feita por Wisdom (1980). Admitindo somente ressonancias
de primeira ordem e excentricidades pequenas, Wisdom utilizou-se do segundo
modelo ideal de ressondncia para obter uma expressio analitica a qual indica a
partir de qual ressonancia tem-se a sobreposigao sucessiva de todas as demais.

A expressao obtida é:

p0.51 5 27 (5.1)

em que p é um numero inteiro, que identifica a primeira (menor p) ressonancia

(p:p+1) que é sobreposta.

Note que a expressao que Wisdom (1980) obteve considera a dependéncia
direta com a razao das massas envolvidas, portanto, a localizacio da primeira
ressonancia (menor p) que é sobreposta para o valor de e aproximadamente
igual a zero ird modificar-se com a razao das massas envolvidas. Por exemplo,
para o valor da razdo das massas 107!, a primeira ressonancia de primeira
ordem que é sobreposta é a 1:2. Desta forma, todas as outras ressonancias de
primeira ordem 2:3, 3:4, 4:5, 5:6, etc., que apresentariam-se neste espaco de fase

se sobrepGe uma com a outra, causando o caos global a partir deste limite de
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ressonancia. Isto ocorre devido ao fato que o espaco existente entre a localiza¢do

de uma ressonéancia e outra vai diminuindo e a regido de libracao associada com

cada ressonancia intercepta a da sua ressonancia vizinha( veja figura 5.2 ).

1ie 3 1.4

semi-eixo ressonante

Figura 5.2 - As localizagoes das ressonancias de movimento médio exteriores
em fungdo do semi-eixo ressonante. Note que o espago entre as localizagdes
das ressonancias vai diminuindo, portanto ao se considerar a regido de libracao

existe uma tendéncia de sobreposi¢do das ressonancias.

Na figura (5.3) encontra-se a localizagao do caos global devido a sobreposi-
¢ao de ressonancias (Wisdom, 1980) utilizando a equagdo (5.1) para diferentes
valores de py. Estes resultados serao comparados com os numéricos obtidos

anteriormente na figura 5.1 na secao 5.1.
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Figura 5.3 - Localizagdo do semi-eixo ressonante em funcao da razao das massas

devido a sobreposi¢ao de ressonancias (Wisdom, 1980) para o valor de excen-

tricidade proximo de zero. Os pontos em cruz representam as localizagoes das

primeiras ressonancias que foram sobrepostas para cada razdo das massas con-

siderada.

Os resultados analiticos e os numéricos para algumas razdes das massas
estao apresentados nas figuras (5.4), (5.5) e (5.6). Para os resultados numéricos
tem-se que a largura cadtica é a diferenca entre o valor de semi-eixo maior
da curva de colisdo e da curva de estabilidade obtida via supreficie de secao
de Poincaré. Os modelos analiticos utilizados nestas figuras para obtengao
das regioes regulares, e por conseqiiéncia, as caoticas foram o modelo de so-
breposicao de ressonancias (Wisdom, 1980) e a esfera de Hill (Gladman, 1993).
Nestas figuras tem-se a comparacdo entre as regides consideradas cadticas via
modelo analitico de sobreposi¢do de ressonancias e numérico. E possivel obser-

var que a regido considerada cadtica via modelo analitico de sobreposigao de
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ressonancias é bem menor que a obtida numericamente para razao das massas
maiores. Ainda nestas figuras tem-se também a comparacdo entre os resulta-
dos numéricos e a esfera de Hill (Gladman, 1993). A curva que define a esfera
de Hill foi obtida utilizando a expressio 1 + 24 x ps /3 = a(1 - e). Este
resultado analitico, das regides consideradas cadticas, obtido via esfera de Hill
para qualquer valor de e e razao das massas mostra-se menor que o obtido
numericamente, sendo que a diferenga aumenta com a excentricidade. Isto se
deve ao fato de que a distancia da curva de colisao a curva da esfera de Hill ser
constante, independentemente da excentricidade, sendo que de fato o aumento

da excentricidade implica em aumento da regido de instabilidade.

Para melhor visualizar esta diferenga temsse na figura (5.7), largura cadtica
para e igual a zero em fungao das razoes das massas, a comparagao entre o
resultado numérico com o método analitico (Chirikov, 1979; Wisdom, 1980).
Observe que os resultados obtidos analiticamente (pontos em cruz) tém a forma
de uma funcao exponencial crescente e os resultados obtidos numericamente
(pontos em circulo) nao satisfazem a curva da exponencial ao considerar toda
a faixa das razoes das massas envolvidas, 107! até 10~°. Na figura 5.8 tem-se
o ajuste da curva que satisfaz os resultados numéricos. A equagao que satisfaz
tal curva é dada por 0,07155z% + 0,71228z% + 2,42952z + 3,02218.

Ao comparar-se as regioes cadticas utilizando o método analitico (Wis-
dom,1980) e o numérico percebe-se que existe um limite onde o modelo analitico
de sobreposi¢ao de ressonancias explica por comparagao os resultados numeéricos
obtidos, sendo este para razdes das massas 107%,107* e 107> (veja figuras 5.4 e
5.5). Tais resultados se aproximam pelo fato de que para essas razdes das mas-

sas as ressonancias existentes nesta faixa do espago de fase sdo as de primeira

ordem (nao sendo somente estas) e o modelo foi desenvolvido levando em conta

somente estas ressonancias. Para razoes de massa maiores (veja figura 5.4),
1x1072%, 5x1072 e 1x107!, o modelo analitico e o numérico niao concordam.
Isto ocorre devido o modelo analitico (Wisdom, 1980) ndo levar em conta res-
sonancias de ordem superior e nesta faixa do espaco de fase para estas condigoes
nao apresentam ressonancias de primeira ordem. Utilizando o método numérico
é possivel notar que a area cadtica aumenta significativamente em comparagao

com a mesma obtida pelo modelo analitico de sobreposigao de ressonancias de
Wisdom.

AV
cm 1 2 3 4 5 6 7 unespw.l 12 13 14 15 16 17 18



Curva de

coliséo

o

excentricidade

REGIAO
REGULAR

{5.5.P.)

semi-eixo maior

Figura 5.4 - Regides regulares e cadticas proximas a linha de colisao em fungao

do semi-eixo maior e excentricidade. A regido regular obtida via superficie
de segao de Poincaré desprezando o caos que ocorre somente nas separatrizes
é a area localizada abaixo da linha tracejada rosa. A primeira ressonancia
que se sobrepoe para e = 0 segundo Wisdom (1980) é a ressonancia 1:2, cujo
semi-eixo ¢ indicado na figura. A razao das massas considerada foi 107!.
Os pontos em preto representam os valores de a e e correspondentes a cada
valor obtido pela superficie de se¢ao de Poincaré para diferentes valores de con-
stante de Jacobi. A linha de colisdo é indicada pela linha preta e a pontilhada

preta representa a curva da esfera de Hill que foi obtida utilizando a relacao
1+42,4xp!/? =a(l —e).
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Figura 5.5 - Regioes regulares e cadticas proximas a linha de colisao em fungao
do semi-eixo maior e excentricidade. A regido regular obtida via superficie de
secao de Poincaré desprezando o caos que ocorre somente nas separatrizes € a
area localizada abaixo da linha tracejada azul. A primeira ressonancia que se
sobrepoe para e = 0 segundo Wisdom (1980) esta entre as ressonancias 3:4 e
4:5, cujo semi-eixo ¢ indicado na figura. A razao das massas considerada foi

1073, Os pontos em preto representam os valores de a e e correspondentes a

cada valor obtido pela superficie de se¢ao de Poincaré para diferentes valores

de constante de Jacobi. A linha de colisao é indicada pela linha preta e a
pontilhada preta representa a curva da esfera de Hill que foi obtida utilizando
a relagio 14 2,4 x puz'/® = a(1 —e).
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Figura 5.6 - Regioes regulares e cadticas préximas a linha de colisao em fungio
do semi-eixo maior e excentricidade. A regiao regular obtida via superficie
de se¢ao de Poincaré desprezando o caos que ocorre somente nas separatrizes
é a area localizada abaixo da linha tracejada verde. A primeira ressonancia
que se sobrepoe para e = 0 segundo Wisdom (1980) é a ressonancias 9:10,
cujo semi-eixo € indicado na figura. A razao das massas considerada foi 5,1 x
107°. Os pontos em preto representam os valores de a e e correspondentes a
cada valor obtido pela superficie de se¢ao de Poincaré para diferentes valores
de constante de Jacobi. A linha de colisao é indicada pela linha preta e a

pontilhada preta representa a curva da esfera de Hill que foi obtida utilizando

a relacdao 1 +2,4 X pa'/® = a(1 —e).
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Figura 5.7 - Regido cadtica em funcdo das razoes das massas. Comparacio do

resultado numérico, pontos em preto, e com o método analitico (Chirikov, 1979;
Wisdom,1980), em cruz, para e = 0. E possivel observar que existe um limite

onde o modelo analitico se aproxima dos resultados obtidos numericamente.
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log p

Figura 5.8 - Apresentacao da curva de ajuste da regido cadtica em funcao das

razées das massas utilizando o método numérico, pontos em preto, para e = 0.
A equagdo que satisfaz tal curva é dada por: 0,071522°+ 0,7122822% + 2,42952z
+ 3,02218.
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6 - VISAO GLOBAL DA ESTRUTURA DO ESPACO DE FASE

Neste capitulo tem-se a apresentagao da estrutura do espaco de fase da
regidao externa dando uma visao geral, isto é, agrupando num sé capitulo os
resultados obtidos numericamente para razao das massas 10~%(figura 6.1) e da

ordem de 10~° (figura 6.2).

Nas figuras (6.1) e (6.2) tem-se as regides consideradas regulares devido
as amplitudes de libragao associadas com ressonancias de movimento médio e
as regioes regular e cadtica ao redor da linha de colisdo para razao das massas

1073 e da ordem de 10~°, respectivamente.

As regioes regulares devido as amplitudes de libragao sao as regioes inte-
riores ao par de linhas. Estas regioes interiores estao relacionadas a ressonancias
de movimento médio e estao indicadas na figura. Os contornos da constante de

Jacobi sao indicados pela linha tracejada.

A regido regular ao redor da linha de colisao é a area hachurada e a regiao

cadtica, em conseqiiéncia, € a regiao restante da figura.

Um comentario relevante, em relagao a figura 6.2, é que pode confirmar
o resultado obtido na segao 4.4, a evolugao dos centros de libragao, das res-
sonancias 6:7 e 5:6 nao apresentarem circulagao para excentricidade zero. Um
outro fator apresentado nesta figura é que apenas para as ressonancias maiores
que 6:7 e 5:6 existe uma regiao onde pode-se adotar como sendo praticamente
regular além da regido regular de libragdo. <Observe que para os valores de
constante de Jacobi menores ou igual a 3,000 as curvas nao atingem valores de

excentricidade igual a zero.

De maneira andaloga, na figura 6.1, tem-se que apenas para as ressonancias
maiores que 3:4 existe uma regiao onde pode-se adotar como sendo praticamente
regular além da regidao regular de libragao. Similarmente, para os valores de
constante de Jacobi menores ou igual a 3,020 as curvas ndo atingem valores de

excentricidade igual a zero.

Uma consideragdo a ser ressaltada ao comparar-se a estrutura dos dois
espagos de fase, figuras 6.1 e 6.2, é o fato que a estrutura do espago de fase
para uma razao das massas menor apresentar uma quantidade maior de res-
sonancias. Entretanto, estas ressonancias associadas com as amplitudes de li-

bragdo mostram-se com largura consideravelmente maiores e em quantidade
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menor em se tratando de razées das massas maiores, implicando, desta forma,
numa dependéncia das razoes das massas envolvidas no problema. Diante desta

consideracao é possivel que esta variagdao na largura das amplitudes tenha re-

sultado numa quantidade menor de ressondncias para razio das massas 1073,

pois como a amplitude de libragdo aumentou consideralmente impossibilitou a

existéncia de outras ressonancias.
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Figura 6.1 - Visao global da estrutura do espago de fase para razao de massa
103 obtido numericamente via superficie de se¢io de Poincaré. A drea hachu-
rada representa a drea estavel. A drea entre o par de linhas representa a maxima
amplitude de libragao associada com cada ressonancia. As linhas tracejadas rep-
resentam os contornos da constante de Jacobi. Para o valor da constante de
Jacobi 2,900 pode-se observar que o valor de excentricidade associado a esta

curva nao podera ser menor que 04.
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Figura 6.2 - Visdao global da estrutura do espaco de fase para razao de massa

da ordem de 10~° obtido numericamente via superficie de segao de Poincaré.

A drea hachurada representa a area estdvel. A area entre o par de linhas rep-
resenta a maxima amplitude de libragao associada com cada ressonancia. As
linhas tracejadas representam os contornos da constante de Jacobi. Para o valor
da constante de Jacobi 2,600 pode-se observar que o valor de excentricidade as-

sociado a esta curva nao podera ser menor que 0,6.
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7 - SUMARIO E COMENTARIOS FINAIS

No presente trabalho estudou-se a estrutura do espaco de fase do prob-
lema plano, circular, restrito de trés corpos. Apesar de néo se ter explorado o
espago de fase como um todo, estudou-se as regides associados as ressonancias

de movimento médio que definem a estrutura de todo o espago de fase.

A abordagem numérica utilizada, superficie de se¢do de Poincaré, mos-
trou-se eficiente na obtencao de diversas informagoes, como a maxima am-
plitude de libragao das ressonancias e a identificacao das regioes regulares e
cadticas. Quanto a abordagem analitica, foram sucintamente revistos os mo-
delos do péndulo e o segundo modelo ideal de ressonancia, além de se fazer uso

do modelo de sobreposi¢ao de ressonancias.

Uma parte significante do presente trabalho envolveu a determinagao de-

talhada da estrutura do espago de fase da regiao exterior ao corpo perturbador.
Dentre as contribuigoes deste trabalho destacamos os seguintes resultados:

> A constatacao de que ressonancias exteriores de terceira e quinta ordem podem
ter um desempenho fundamental na estabilidade de significativas regides do

espago de fase exterior ao corpo perturbador.

> As evolugoes dos centros de libragao para ressonancias exteriores obtidas sao
similares as obtidas por Winter & Murray (1997a)para ressonancias interiores,

vindo a refor¢ar uma tendéncia de evolugoes destes centros.

> O calculo da regiao cadtica ao redor da linha de colisdo para quaisquer valores
de excentricidade é um resultado promissor e que merece uma exploragdo maior.
Este resultado podera ser utilizado desde o estudo da estabilidade de planetas
em sistemas de estrelas binarias até estabilidade de particulas de um anel ao

redor de uma pequena lua.
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