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Figura 2.4 ­ Curvas de velocidade zero para razão das massas 107º com dife­

rentes valores de constante de Jacobi reproduzido de Winter & Murray (1994a).
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confinada na área proibida, impossibilitando que uma partícula que venha do

infinito tenha uma aproximação com 1, e, se a partícula estiver orbitando un,
na região permitida interior à curva, não poderá se aproximar ou colidir com
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Figura 2.5 ­ Curva de velocidade zero para razões das massas: (a) 12 = 107?
e valor de constante de Jacobi, Cy = 3,040. (b) u2 da ordem de 107* e valor
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Figura 3.1 ­ (a) À energia potencial U, como uma função 4, comparada com
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Figura 3.2 ­ Máximas amplitudes de libração associadas com cada ressonância

via modelo aprimorado do pêndulo para razão das massas 107º. As ressonâncias

estão indicadas na figura e correspondem a localização do semi­eixo nominal

obtido utilizando a terceira lei de Kepler. . ORAR RASA ASSAR S SA EAATEADAA 50
Figura 3.3 ­ Máximas amplitudes de libração associadas com cada ressonância

via modelo aprimorado do pêndulo para razão das massas da ordem de 107º. As

ressonâncias estão indicadas na figura todas de primeira ordem e correspondem

a localização do semi­eixo nominal obtido utilizando a terceira lei de Kepler.51

Figura 3.4 ­ Máximas amplitudes de libração associadas com cada ressonância

via modelo aprimorado do pêndulo para razão das massas da ordem de 10*.
As ressonâncias estão indicadas na figura são todas de ordem superior às de

primeira ordem e correspondem a localização do semi­eixo nominal obtido uti­

lizando a terceira lei de Kepler

Figura 3.5 ­ Visão global das máximas amplitudes de libração via modelo

aprimorado do pêndulo para razão das massas 107º. O contorno em linhas

pontilhadas corresponde a ressonância 2:3 '€ o contorno em linhas tracejadas
corresponde a ressonância 3:8. As ressonâncias estão indicadas na figura. Obser­

ve que, no caso das ressonâncias de primeira ordem, p:p+1, quanto maior o valor

de p maior a amplitude de libração da ressonância. .....lll la. 53

Figura 3.6 ­ Visão global das máximas amplitudes de libração via modelo apri­

morado do pêndulo para razão das massas da ordem de 1075. As ressonâncias

estão indicadas na figura. Observe que, no caso das ressonâncias de primeira

ordem,p : p+1, quanto maior o valor de p maior a amplitude de libração da res­
sonância.
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Figura 3.7 ­ Continuação da visão global das máximas amplitudes de libração

via modelo aprimorado do pêndulo para razão das massas da ordem de 107º. As

ressonâncias estão indicadas na figura. Observe que, no caso das ressonâncias
de primeira ordem,p : p+1, quanto maior o valor de p maior a amplitude de
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libração da ressonância. .........eeaaaAAA.595

Figura 3.8 ­ Neste gráfico tem­se a localização dos pontos de equilíbrio em

termos de x e v, para y = O. Para o valor de v > O existem três pontos de

equilíbrio, considerando v = O existem dois pontos de equilíbrio e finalmente

para o valor de v < O existe somente um ponto de equilíbrio

Figura 3.9 ­ Topologia da evolução do espaço de fase via segundo modelo ideal
de ressonância. Às curvas em linhas tracejadas representam o movimento de

circulação interna ou externa enquanto as demais curvas representam o movi­

mento de libração. Observe que v é um parâmetro livre e os valores que foram

considerados estão devidamente identificados na figura

Figura 4.1 ­ (a) quadridimensonal (&,%,y,Y) ­ considerando um sistema com
dois graus de liberdade. (b) tridimensional (r,%2,y) ­ utilizando a constante de
integração C;. (c) bidimensional (z, £) ­ considerando o movimento num plano,
por exemplo, y = 0. Reproduzidos de Winter & Murray (1994a)

Figura 4.2 ­ Exemplo de superfície de seção de Poincaré para um movimento (a)
regular. (b) caótico. Observe que para um movimento considerado regular tem­

se uma ilha bem definida e para o movimento considerado caótico tem­se um

espalhamento de pontos registrados aleatoriamente. Reproduzidos de Winter

&Murray (1994a)

Figura 4.3 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da C; = 2,900 e razão
das massas 107º, Observe que para este valor de constante de Jacobi existe
uma grande parte da região considerada caótica

Figura 4.4 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da constante de Jacobi
3,000 e razão das massas 107º

Figura 4.5 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da constante de Jacobi
3,020 e razão das massas 1073

Figura 4.6 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,030 e razão das massas 107?
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Figura 4.7 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,050 e razão das massas 107?

Figura 4.8 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,080 e razão das massas 107?

Figura 4.9 ­ Superfície de seção de Poincaré Sara o valor da constante de Jacobi
3,090 e razão das massas 107º

Figura 4.10 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,100 e razão das massas 107?

Figura 4.11 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,120 e razão das massas 107?

Figura 4.12 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,150 e razão das massas 107º

Figura 4.13 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,300 e razão das massas 107?

Figura 4.14 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da C; = 2,900 e razão
das massas da ordem de 107º. Observe que para este valor de constante de
Jacobi existe uma grande parte da região considerada caótica. Observe, ainda,

que para esta razão das massas as ilhas são em maiores quantidades e menores

larguras do que quando considerada a razão das massas 107º (figura 4.3). ..78

Figura 4.15 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,000 e razão das massas da ordem de 107º

Figura 4.16 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,020 e razão das massas da ordem de 10*

Figura 4.17 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,030 e razão das massas da ordem de 107º

Figura 4.18 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,050 e razão das massas da ordem de 107%... aaa 82
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Figura 4.19 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,080 e razão das massas da ordem de 107º

Figura 4.20 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,090 e razão das massas da ordem de 107º

Figura 4.21 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,100 e razão das massas da ordem de 107º

Figura 4.22 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,120 e razão das massas da ordem de 10*

Figura 4.23 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da constante de

Jacobi 3,150 e razão das massas da ordem de 1075. Observe que a dependência

da razão das massas envolvidas apresenta­se sensivelmente ao se comparar a

figura 4.12 com esta superfície de seção de Poincaré

Figura 4.24 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,300 e razão das massas da ordem de 107º

Figura 4.25 ­ Esquema onde é mostrado como se obtem a máxima amplitude de

libração associada com a ressonância 1:2, utilizando­se a técnica de superfície de

seção de Poincaré. Às máximas amplitudes de libração são obtidas convertendo

os dois valores de x» que medem a largura da ilha para £ igual a zero em excent­
ricidade e semi­eixo maior. (a) C; = 3,070. (b)Os pontos em preto representam
os dois valores obtidos para rx via superfície de seção de Poincaré após convertê­

los em semi­eixo maior e excentricidade, delimitando, após várias medições de a

e e para diferentes valores de C;, desta forma, a máxima amplitude de libração
para a ressonância 1:2.vivia.90

Figura 4.26 ­ Região do espaço de fase para razão das massas 107* obtido nu­

mericamente via superfície de seção de Poincaré. À área considerada estável

relacionada com as máximas amplitudes de libração associadas com cada res­

sonância é a área interior ao par de linhas. Estas amplitudes são obtidas

medindo­se a largura das ilhas que se encontram na superfície de seção de
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Poincaré e que representam as ressonâncias, convertendo os valores de x em

aee As ressonâncias estão indicadas na própria figura. Às curvas que são

dadas pelas linhas tracejadas representam os contornos das constantes de Ja­

[6 0) 65PERXaaa AAA. 91
Figura 4.27 ­ Região do espaço de fase para razão das massas da ordem de 10*
obtido numericamente via superfície de seção de Poincaré. À área considerada

estável relacionada com as máximas amplitudes de libração associadas com cada

ressonância é a área interior ao par de linhas. Estas amplitudes são obtidas

medindo­se a largura das ilhas que se encontram na superfície de seção de
Poincaré e que representam as ressonâncias, convertendo os valores de r ema e

e. Às ressonâncias estão indicadas na própria figura. Às curvas que são dadas

pelas linhas tracejadas representam os contornos das constantes de Jacobi. . 92

Figura 4.28 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

2,600 e razão de massa da ordem de 1075

Figura 4.29 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

2,600 e razão de massa da ordem de 107º. X

Figura 4.30 ­ (a) Evolução dos centros de libração para ressonâncias de primeira
ordem e razão das massas da ordem de 107º? considerando uma perturbação
interna. (b) Apresentação da evolução em uma escala maior. Algumas res­

sonâncias estão identificadas na figura. Note que o centro de libração para a

ressonâncias 6:7 não existe para o valor de excentricidade próximo de zero. À

ressonância 1:2 apresenta a evolução do centro de libração para e & O bem ex­

tensa ao ser comparada com as demais. Observe que o centro das ressonâncias

apocêntricas 2:3, 3:4 e 4:5 evoluem naturalmente com o aumento do valor da

constante de Jacobi para as ressonâncias pericêntricas 1:2, 2:3 e 3:4, respec­

tivamente. De uma mesma maneira, a ressonância apocêntrica 5:6 tem uma

tendência de evoluir para a ressonância pericêntrica 4:55. ....l1.l.a..o. 105

Figura 4.31 ­ (a) Evolução dos centros de libração para ressonâncias de primeira
ordem e razão das massas da ordem de 107? considerando uma perturbação
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externa. (b) Apresentação da evolução em uma escala maior. Algumas res­
sonâncias estão identificadas na figura. À ressonância 2:1 apresenta a evolução

do centro de libração para e & O bem extensa ao ser comparada com as demais.

Observe que o centro da ressonância pericêntrica 3:2 evolui naturalmente com

o aumento do valor da constante de Jacobi para a ressonância apocêntrica 1:2

e a ressonância pericêntrica 4:3 tende a evoluir para a ressonância apocêntrica

2:3. Figura reproduzida de Winter & Murray (1997a)

Figura 5.1 ­ Visão global das regiões consideradas estáveis, via superfície de

seção de Poincaré, desprezando o caos que ocorre somente nas separatrizes, para

diferentes razões das massas. À região considerada estável é a área abaixo de

cada curva tracejada. Note que a área acima de cada curva deve ser caótica com

exceção das regiões associadas com órbitas em libração ressonante. Também é

apresentada na figura a curva de colisão. ...lllca aaa 109

Figura 5.2 ­ As localizações das ressonâncias de movimento médio exteriores

em função do semi­eixo ressonante. Note que o espaço entre as localizações

das ressonâncias vai diminuindo, portanto as se considerar a região de libração
existe uma tendência de sobreposição das ressonâncias

Figura 5.3 ­ Localização do semi­eixo ressonante em função da razão das massas

devido a sobreposição de ressonâncias (Wisdom, 1980) para o valor de excen­
tricidade próximo de zero. Os pontos em cruz representam as localizações das

primeiras ressonâncias que foram sobrepostas para cada razão das massas con­
siderada

Figura 5.4 ­ Regiões regulares e caóticas próximas à linha de colisão em função

do semi­eixo maior e excentricidade. A região regular, obtida via superfície

de seção de Poincaré desprezando o caos que ocorre somente nas separatrizes,

é a área localizada abaixo da linha tracejada rosa. À primeira ressonância

que se sobrepõe para e = O segundo Wisdom (1980) é a ressonância 1:2, cujo
semi­eixo é indicado na figura. À razão das massas considerada foi 107", Os
pontos em preto representam os valores de a e e correspondentes a cada valor
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obtido pela superfície de seção de Poincaré para diferentes valores de cons­

tante de Jacobi. À linha de colisão é indicada pela linha preta e a pontilhada

preta representa a curva da esfera de Hill que foi obtida utilizando a relação
1+2,4x17n2!/=a(l—e).
CSA114

Figura 5.5 ­ Regiões regulares e caóticas próximas à linha de colisão em função

do semi­eixo maior e excentricidade. AÀ região regular, obtida via superfície de

seção de Poincaré desprezando o caos que ocorre somente nas separatrizes, é a
área localizada abaixo da linha tracejada azul. À primeira ressonância que se

sobrepõe para e = O segundo Wisdom (1980) esta entre as ressonâncias 3:4 e
4:5, cujo semi­eixo é indicado na figura. À razão das massas considerada foi

107º. Os pontos em preto representam os valores de a e e correspondentes a
cada valor obtido pela superfície de seção de Poincaré para diferentes valores

de constante de Jacobi. À linha de colisão é indicada pela linha preta e a

pontilhada preta representa a curva da esfera de Hill que foi obtida utilizando

a relação 142,4 x n2!/S=a(l­e)iii.115

Figura 5.6 ­ Regiões regulares e caóticas próximas à linha de colisão em função

do semi­eixo maior e excentricidade. A região regular, obtida via superfície
de seção de Poincaré desprezando o caos que ocorre somente nas separatrizes,
é a área localizada abaixo da linha tracejada verde. A primeira ressonância

que se sobrepõe para e = O segundo Wisdom (1980) é a ressonâncias 9:10,
cujo semi­eixo é indicado na figura. À razão das massas considerada foi 5,1 x

107º. Os pontos em preto representam os valores de a e e correspondentes a
cada valor obtido pela superfície de seção de Poincaré para diferentes valores

de constante de Jacobi. A linha de colisão é indicada pela linha preta e a
pontilhada preta representa a curva da esfera de Hill que foi obtida utilizando

a relação 1+2,4 x n2!/P=a(l­e)..iii116

Figura 5.7 ­ Região caótica em função das rhzões das massas. Comparação do
resultado numérico, pontos em preto, com o método analítico (Chirikov, 1979;
Wisdom,1980), em cruz, para e = O. É possível observar que existe um limite
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onde o modelo analítico se aproxima dos resultados obtidos numericamente.

DorNg aaa. 117X

Figura 5.8 ­ Apresentação da curva de ajuste da região caótica em função das

razões das massas utilizando o método numérico, pontos em preto, para e = O.

À equação que satisfaz tal curva é dada por: 0,07152x2º+ 0,71228x? + 2,4209522
+ 3,02218

Figura 6.1 ­ Visão global da estrutura do espaço de fase para razão de massa

10º obtido numericamente via superfície de seção de Poincaré. À área hachu­

rada representa a área estável. À área entre o par de linhas representa a máxima

amplitude de libração associada com cada ressonância. As linhas tracejadas rep­
resentam os contornos da constante de Jacobi. Para o valor da constante de

Jacobi 2,900 pode­se observar que o valor de excentricidade associado a esta

curva não poderá ser menor que 0,4

Figura 6.2 ­ Visão global da estrutura do espaço de fase para razão de massa
da ordem de 107º obtido numericamente via superfície de seção de Poincaré.
A área hachurada representa a área estável. À área entre o par de linhas rep­

resenta a máxima amplitude de libração associada com cada ressonância. Às

linhas tracejadas representam os contornos da constante de Jacobi. Para o valor

da constante de Jacobi 2,600 pode­se observar que o valor de excentricidade as­

sociado a esta curva não poderá ser menor que 0,6
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Tabela 3.1 ­ Valores dos coeficientes fa + f; em função dos coeficientes de

Laplace. Note que quanto maior a ordem da ressonância, o valor do coefi­
ciente aumenta sensivelmente. Às ressonâncias utilizadas estão indicadas na

tabela. Estes valores foram utilizados para calcular as máximas amplitudes de li­

bração associadas com cada ressonância isoladamente via modelo aprimorado do

pêndulo.
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Tabela 3.2 ­ Valores dos coeficientes fi, fa e f; em função dos coeficientes de

Laplace em que f, é termo secular, fa é termo ressonante direto e f; é o termo

ressonante indireto. Estes valores foram utilizados para o cálculo da máxima

amplitude de libração associada com cada ressonância isoladamente via segundo
modelo ideal de ressonância
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CELESTINO, C.C. Um Estudo do Espaço de Fase do Problema Restrito

de Três Corpos. Guaratinguetá, 1999, p. Dissertação(Mestrado em Física) ­

Faculdade de Engenharia, Campus de Guaratinguetá, Universidade Estadual
Paulista.

RESUMO

Neste trabalho o sistema dinâmico adotado foi o Problema Plano, Circular, Res­

trito de Três Corpos que é um sistema útil e aparentemente simples, mas que

pode fornecer subsídios para o entendimento de nosso Sistema Solar. Utilizan­

do­se alguns recursos numéricos e analíticos, já existentes na literatura, foram

obtidas, como uma primeira aproximação, as regiões consideradas estáveis, bem
como, as caóticas. À estrutura do espaço de fase da região externa para uma
perturbação interna é determinada em função das ressonâncias de movimento

médio. Regiões regulares da estrutura do espaço de fase da região externa

são obtidas de acordo com a máxima amplitude de libração associada com

cada ressonância (as razões das massas envolvidas nesses estudos foram 107?
(Júpiter /Sol) e da ordem de 1075 (Netuno/Sol)). Na abordagem numérica, foi
utilizada a técnica de superfície de seção de Poincaré e os métodos analíticos

aplicados foram o primeiro modelo ideal de ressonância e o segundo modelo

de ressonância. Uma outra abordagem das regiões regulares foi obtida quando

feita uma análise da superfície de seção de Poincaré e pode­se notar que o caos

era praticamente desprezível nas separatrizes para alguns valores de constante

de Jacobi. O que implica na obtenção da largura da região considerada caótica

ao redor da linha de colisão para diferentes valores de razão das massas (no

intervalo da ordem de 107! a 1075). O método analítico utilizado para comparar
estes resultados, para os valores de excentricidade próximos de zero, foi o método

de sobreposição de ressonâncias de Chirikov.

PALAVRAS­CHAVE: regiões estáveis e caóticas; problema plano, circular,

restrito de três corpos; ressonâncias; superfície de seção de Poincaré; espaço de
fase.
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CELESTINO, C.C. A study of the phase space of the planar, circular, re­

stricted three­body problem. Guaratinguetá, 1999, p. Dissertação (Mestrado em

Física) ­ Faculdade de Engenharia, Campus de Guaratinguetá, Universidade
Estadual Paulista.

ABSTRACT ­

In the present work the dynamical system adopted was the planar, circular,

restricted three body problem, which is useful and apparently simple, but it

can provide relevant information for the understanding of our solar system.

Using some numerical and analytical procedures found in the literature, it was

obtained, as a first approximation, the stable and the chaotic regions of the

phase space. The structure of the phase space for the region exterior to the

perturber was determined in terms of the mean motion resonances. Regular

regions are obtained as the maximum amplitude of libration associated with the

resonances (the mass ratio adoptedin these studies were 107? (Jupiter/Sun)
and of the order 1075 (Neptune/Sun)). In the numerical approach was used
the Poincaré surface of section technique, while in the analytical approach were
applied the ideal resonance model of the pendulum and the second fundamental

model of resonance. Another approach for the regular regions was made using

the surfaces of section for different values of Jacobi constant when neglecting

small chaotic regions due to separatrices. Following this way 1t was obtained the

width of the chaotic region around the collision line for different values of mass

ratio (in the range of the orders 107! to 1075). The analytical method of ovelap
of resonances by Chirikov was adopted in order to compare with the width of
the chaotic region generated in our results for the case of small eccentricities.

KEYWORDS: stable and chaotics regions, planar, circular, restricted three­

body problem, resonances, Poincaré surface of section, phase space.
X
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1­ INTRODUÇÃO

À grande procura do Homem em responder algumas perguntas de como
a formação do nosso sistema planetário ocorreu é responsável por um significa­
tivo número de pesquisas nesta área.

Sendo esta uma questão em aberto, alguns modelos da literatura devem

ser aplicados, revistos e analisados considerando diferentes condições iniciais
para validá­los ou justificá­los, comparando­os com os resultados obtidos em
diferentes abordagens, como por exemplo, numericamente. Por esta razão, a
corrida para melhores resultados ainda prossêgue. Como Ciência é algo que se
experimenta, tem­se um caminho a pequenos passos, tentando seguir o rumo
da correnteza.

Os modelos existentes são obtidos utilizando­se de aproximações, pois,

para obter­se aquele em que é levado em conta tudo e todo o real, ainda não se
têm resultados. Dessa maneira, está sendo considerado aqui o problema plano

, ,

circular, restrito de três corpos.

O problema plano, circular, restrito de três corpos é um item abordado
pela Mecânica Celeste. Este problema possui, apesar de não ser integrável,
um conjunto de soluções especiais, em geral, órbitas periódicas associadas às
ressonâncias de movimento médio. Estas definem a estrutura do espaço de fase

deste sistema dinâmico com órbitas periódicas (centro da ressonância), quase

periódicas (librações e circulações) e caóticas, Os tópicos básicos relacionados
com este problema, isto é, as equações do movimento, os pontos de equilíbrio
lagrangianos e as curvas de velocidade zero, são abordados no capítulo 2.

Seguindo a curiosidade do Homem muitos pesquisadores utilizaram­se
de inúmeros dados dinâmicos e físico­químicos para explicar algumas carac­

terísticas do Sistema Solar (Gladman, 1993; Lissauer, 1998; Chambers et al,
1996). Nesse trabalho é analisado o efeito ressonante existente no sistema
dinâmico adotado, utilizando­se da abordagem numérica e dos métodos analíti­

cos para obter­se os resultados. Esses efeitos ressonantes em termos de res­
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sonâncias de movimento médio podem fornecer a evolução do centro de libração,
bem como, das máximas amplitudes de libração.

Dentre alguns estudos existentes na literatura pode­se citar o caso de

razão das massas 107º (Júpiter/Sol) que foi abordado por alguns pesquisadores
como Hadjidemetriou & Ichtiaroglou (1993), Milani & Nobili (1985) e Winter
& Murray (1994 a­b, 1997a­b) e para razão das massas da ordem de 1075 (Ne­
tuno/Sol), por Malhotra (1996, 1998), Malhotra et al (1999), Thomas (1998) e
Gallardo (1996). Porém seus resultados foram obtidos analítica e/ou numerica­
mente, considerando somente algumas regiões do espaço de fase ou ressonâncias

de primeira ordem, deixando, desta maneira, em seus estudos, a necessidade

de uma continuidade. Para explorar e apresentar de maneira mais completa o

espaço de fase da região externa tem­se que para a razão das massas da ordem

de 107º são consideradas todas as ressonâncias de primeira ordem e terceira or­
dem, as principais de quinta, sétima e nona ordens. Considerando­se a razão das

massas de 107º são apresentadas todas as ressonâncias de primeira e terceira

ordens contidas no espaço de fase.

Os resultados obtidos analiticamente derivam do modelo aprimorado

do pêndulo (Dermott & Murray, 1983) e o segundo modelo ideal de ressonância
(Henrard & Lemaitre, 1983) e são apresentados no capítulo 3, bem como, uma
descrição resumida de tais modelos para o sistema dinâmico em questão.

Os resultados das máximas amplitudes de libração associadas às res­

sonâncias de movimento médio para razão das massas 107º, que correspondem

à região externa à órbita de Júpiter (Winter & Murray, 1994b), e da ordem de
1075, que correspondem aos corpos transnetunianos (Edgeworth, 1943/1949,
Kuiper, 1951), são expostos no capítulo 4, bem como, a evolução dos centros
de libração.

No capítulo 5 são apresentadas regiões consideradas estáveis e caóticas

ao redor da linha de colisão, a partir de resultados numéricos, para várias razões

das massas da ordem de 107* a 107%. A fim de comparar tais resultados para
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o valor de excentricadade próximos de zero foi utilizado o método analítico de

sobreposição de ressonâncias desenvolvido por Chirikov (1979), aplicado por

Wisdom (1980) e confirmado por Duncan et al (1989) no caso em questão.

Uma visão global da região externa do espaço de fase para razões das

massas da ordem de 107º e 107º é apresentada no capítulo 6.
+

Para finalizar tem­se um sumário e algumas conclusões de todo o tra­

balho apresentadas no capítulo 7.
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2 ­ PROBLEMA PLANO, CIRCULAR, RESTRITO DE TRÊS CORPOS

Ao considerar três corpos de massas m1, m2a e m3 movendo­se sob

a interação gravitacional mútua, tem­se o problema de três corpos. Mas ao

considerar que o terceiro corpo, m3, tem massa negligenciável comparado com

os corpos de massas m, e m, de tal forma que seu movimento não afeta o

movimento dos outros dois corpos, apesar de seu movimento ser afetado por
eles, nesse caso, tem­se o problema restrito de três corpos.

Posteriormente, impondo­se a condição de que as duas massas tenham

energia tal que elas se movam em órbitas circulares ao redor de seu centro de

massa comum, que a distância entre elas, bem como a velocidade angular sejam

consideradas fixas e, além disso, que o movimento dos três corpos esteja num

plano comum, isto é, num mesmo plano, tem­se o problema plano, circular,
restrito de três corpos.

De acordo com a escolha de unidades, o sistema pode ser considerado

normalizado, sendo que, desta forma, a unidade de massa é tal que G(m, +
m2)= 1. À unidade de tempo é tal que o período orbital de m, e m2 em torno

do centro de massa do sistema vale 27, a unidade de distância é a constante de

separação das massas. Como consequência, o movimento médio do sistema, m,

e ma, é unitário.

Neste trabalho as razões das massas envolvidas são: 12 = 10 º(Júpi­
ter­Sol) e u2 = 5,168x107* = 5 x 107º (Netuno­Sol), sendo u2 = m2/(m, +
m2), considerando m, como sendo o corpo central ou principal, m2 como corpo
perturbador ou secundário e m3 como corpo perturbado ou partícula.

X

2.1 ­ Equações de movimento

Consideramos o movimento das duas massas m, e m2 em órbita cir­

cular em torno do centro de massa do sistema O e o movimento da partícula

teste m3 que se move sob o efeito gravitacional das duas massas sem afetar o

movimento destas. Desta forma tem­se um conjunto de eixos é, n no sistema
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inercial referente ao centro de massa do sistema, figura 2.1. Considere o eixo

É ao longo da linha de m;, com m,2 para o tempo t = O no qual o eixo n é

perpendicular a ele. Considere as coordenadas das duas massas neste sistema

de referência sendo (61, m ) e (62,72).

n
4

“(O
Figura 2.1 ­ Relação entre as coordenadas siderais (6,n) e as sinódicas (x,y).
À origem O está localizada no centro de massa do sistema e n é o movimento

Di
médio do sistema .

Seja o sistema de coordenadas girantes (r, y) com a mesma origem do

sistema inercial de coordenadas (6, n), rotacionando no sentido anti­horário. À

direção do eixo z é tal que as massas m, e m2 tenham sempre coordenadas (21,

y1) = (­n2, 0) e (t2, y2) = (11, O), respectivamente.

Às equações do movimento no sistema si1t.ódico são dadas por (Murray

& Dermott, 1996):



2.2 ­ Pontos de equilíbrio lagrangianos

Apesar do problema restrito de três corpos não ser um problema in­
regrável, isto é, não se pode encontrar uma solução analítica para estas equações

do movimento, pode­se encontrar um número de soluções especiais. Isto pode

ser encontrado nos pontos onde a partícula permaneceria com velocidade e ace­

leração iguais a zero no sistema rotacional, ou seja, 7 = 7 = 27 = y = 0, que são

os pontos de equilíbrio do sistema.

Este sistema dinâmico possui cinco pontos de equilíbrio, sendo dois
pontos estáveis e três instáveis. Os pontos instáveis são colineares e denotados

por Li, La e La, enquanto que os pontos estáveis, La e Ls, estão localizados de

modo a formar triângulos equiláteros com a localização dos corpos 11 e 12. Às
localizações dos pontos de equilíbrio lagrangianos são mostradas na figura 2.2.

Figura 2.2 ­ Esquema mostrando a localização dos pontos de equilíbrio la­

grangianos triangulares (La e Ls) e os colineares (Li, La e L3 ) em relação
as duas massas 1) e 12 e o circulo de raio unitário centrado na massa 41.

2.3 ­ À constante de Jacobi e as curvas de velocidade zero

Dadas as equações de movimento (2.1) e (2.2) podemos reescrevê­las
como (Murray & Dermott, 1996):

5 onO* y Or
2
­%q +2i



sendo U = U(z,y) dado por :
ll 2, an, hm,

= 2 nm, 2.U=eZ6 ++ Ea (2.5)

Multiplicando (2.3) por 2, (2.4) por y e somando as duas equações obtem­se :
a. OU, OU, dU

: II TITE TE + II (2.6)

Integrando tem­se :

º + =2U­—C; (2.7)

onde C; é a constante de integração chamada de constante de Jacobi, ou integral
de energia relativa. Pode­se notar que a constante de Jacobi não é simplesmente
uma integral de energia, pois o problema circular, restrito de três corpos não tem

conservação de energia ou de momentum angular. Sendo isto uma consequência

natural do fato de que a partícula não afeta o movimento dos outros dois corpos,

ainda que estes afetem seu movimento. À expressão para a constante de Jacobi

é

T1cessa (D+) sos (2.8)

Esta constante pode ser reescrita em termos dos elementos orbitais,

excentricidade (e) e semi­eixo maior (a), considerando a partícula em oposição

no apocentro como sendo (Winter & Murray, 1994a):

o Ta hmE­s) en HaCj=2V/mall ) a TENS SN Cr ese TATO) (29)
v

Lembrando que 4º +37º = vº? , sendo v a velocidade da partícula no sis­

tema rotacional, tem­se da equação (2.7) que: vº = 2U — C;. Com isto sempre
2U > Cj, caso contrário a velocidade será imaginária.

A importância da constante de Jacobi pode ser apreciada pela con­

sideração quando a velocidade da partícula é nula, gerando as denominadas

curvas de velocidade zero. Utilizando a equação (2.8) e admitindo a velocidade

X

Ci=2x2+/2+ 2(H + e) (2.10)
T1 rT2

da partícula nula obtem­se:
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Através da equação (2.10) é possível definir um conjunto de curvas no
plano xy para valores de constante de Jacobi. Note que está equação apresenta

uma dependência direta com as razões das massas envolvidas. Essas curvas

fornecem informações sobre as regiões de movimento possível da partícula, não
representando a órbita desta. Veja, por exemplo, na figura 2.3, em que tem­se
para um mesmo valor de constante de Jacobi, utilizando­se diferentes razões
das massas, diferentes regiões proibidas. Estas regiões proibidas são denotadas
como sendo a área interior à curva, a qual, para a partícula se encontrar nesta

região, deverá ter velocidade imaginária. O ponto localizado no centro da área

interior representa o corpo de massa 111 €& O dutro ponto representa o corpo de
massa 12, sabendo que 11 + 12 = 1. À localização dos pontos lagrangianos

L, e La são os pontos de contato da parte interior e exterior, respectivamente,

ao redor de 12. Às demais regiões não possuem nenhuma restrição quanto ao

movimento da partícula.

(a)

­1­0.5 O 0.5 1 1.5 i ­1­0.5 0 0.5 1 1.5
x x

Figura 2.3 ­ Curva de velocidade zero para o valor de constante de Jacobi igual
a 3,010 e diferentes razões das massas. (a) u2 = 107º (Júpiter ­ Sol ). (b) pn
da ordem de 107º( Netuno ­ Sol ). A região proibida do movimento é denotada
pela área interior à curva, sendo que para 12 = 107º? é menor do que no caso
de 12 da ordem de 107*

Na figura 2.4 são apresentadas algumas curvas de velocidade zero para

o caso da razão das massas 107º reproduzido de Winter & Murray (1994a).
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Nesta figura tem­se que para o valor de constante de Jacobi igual a 3,000, uma

partícula orbitando 11,7 poderá se aproximar ou até mesmo colidir com o corpo

perturbador 12, visto que sua região proibida delimitada pela área interior à
curva é pequena, se restringindo às regiões em torno dos pontos de equilíbrio

lagrangianos La e Ls; e, de uma mesma forma, uma partícula vinda do infinito
também poderá se aproximar ou colidir com o corpo 11 ou 12. Desta forma,

para este valor de constante de Jacobi o espaço de fase poderá ser bastante

caótico, pois, a partícula poderá sofrer perturbações, sem restrições, tanto do

corpo 12 quanto do corpo 11. Note­se que, conforme o valor de constante de
Jacobi aumenta, a correspondente área proibida também aumenta. O ponto de

equilíbrio lagrangiano L, é envolvido a partir do valor de constante de Jacobi de

3,002, começando, desta maneira, a fornecer os primeiros indícios de como ficará

esta área proibida para o movimento da partícula. Para o valor de constante

de Jacobi de 3,040 a região proibida envolve o ponto de equilíbrio lagrangiano

La, isto é , envolve a massa 112, fechando uma região de confinamento e não

permitindo que, se a partícula estiver orbitando na região interior à área ao

redor de 11, esta possa colidir com 1, e, se a partícula vier do infinito, não

poderá se aproximar de ambas as massas. Conclui­se, portanto, que quanto

maior a constante de Jacobi, maior será a chance de seu espaço de fase ser

bastante regular, visto que, sua área de confinamento aumenta com o valor
de constante de Jacobi e aumentando sua área de confinamento se retringe o

movimento da partícula com respeito a aproximação de ambos os corpos.

Considerando as curvas de velocidade zero com diferentes razões das

massas, é possível notar que quanto maiores as razões das massas, é necessário

que existam maiores valores de constante de Jacobi para que a área de confi­

namento encubra 1, e, desta forma, possamos garantir um espaço de fase mais

regular do que quando a partícula possa se aproximar tanto de 12 quanto de
11. Como exemplo, tem­se que para razão das massas 107º, isto ocorre com
o valor de constante de Jacobi de 3,040 e, para obter­se esta mesma situação
para a razão das massas da ordem de 105, tem­se que o valor de constante de

Ah
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



N

: :
NX

­
:Figura 2.4 ­ Curvas de velocidade zero para razão das massas 107º com dife­

rentes valores de constante de Jacobi reproduzido de Winter & Murray (1994a).
À região proibida para o movimento da partícula é a área hachurada. Observe

que para o valor de constante de Jacobi 3,040 a massa 12 está totalmente

confinada na área proibida, impossibilitando que uma partícula que venha do

infinito tenha uma aproximação com 4, e, se a partícula estiver orbitando 11

na região permitida interior à curva, não poderá se aproximar ou colidir com

112, podendo, desta maneira, ter um espaço de fase mais regular ao comparado

com uma partícula sem restrições para o seu movimento.
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Jacobi é de 3,007 (figura 2.5). Como exemplo tem­se que para razão das massas
107? isto ocorre com o valor de constante de Jacobi de 3,040 e, para obter­
se esta mesma situação para a razão das massas da ordem de 107º, tem­se o
valor de constante de Jacobi é de 3,007 (figura 2.5). Estes resultados podem ser

comparados com os resultados obtidos das equações utilizando as localizações

dos pontos lagrangianos calculando os valores da constante de Jacobi associados
com cada um desses pontos lagrangianos, os quais são dados por (Murray &

Dermott, 1996):

Cr, n& 3 + 3% 43? — (10/3)Juo (2.11)

Cr, & 3 + 3%143/? — (14/3)Jo (2.12)

Cr. &3+ua (2.13)

Cr. & 3 = (2.14)

onde o valor para que a massa 12 ficasse confinada (ponto L2) resulta no valor
12 = 107º, C; n 3,03860 e para 12 da ordem de 107º tem­se Cy = 3,00576.

—1­0.50 0.5 1 1.5 O C1­0.50 0.5 1 1.5
x x

Figura 2.5 ­ Curva de velocidade zero para razões das massas: (a) u2 = 107º
x

%

e valor de constante de Jacobi, C; = 3,040. (b) 12 da ordem de 107* e valor
de constante de Jacobi, Cy = 3,007. Em ambas situações a massa 12 está

confinada na área proibida para o movimento da partícula.

Ah
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



36

Utilizando as informações obtidas sobre as regiões tidas para o movi­

mento da partícula, pode­se analisar a faixa de valores de constante de Jacobi
que deverão ser considerados para a obtenção do espaço de fase em termos das
máximas amplitudes de libração para cada caso aqui abordado.
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3 ­ RESSONÂNCIA: ESTUDOS ANALÍTICOS

3.1 ­ Introdução

Ao considerar­se um corpo de massa m,2 orbitando um corpo de massa

central m, tem­se o problema de dois corpos que é integrável e os elementos

orbitais, semi­eixo maior (a), excentricidade (e), inclinação (1), longitude do
pericentro (mw) e longitude do nodo ascendente (N.) são constantes desde que
m, e m2 sejam tratados como pontos de massa. Agora, ao considerar­se o

movimento de mz ao sistema, tem­se o problema de três corpos onde este ter­

ceiro também se move sobre os efeitos gravitacionais dos outros dois corpos.

Este problema é não integrável, mas pode­se obter algumas informações das

perturbações adicionais experimentadas pelo corpo m3, fazendo uso de mode­

los analíticos. Utilizando estes modelos pode­se buscar uma aproximação e/ou
comparação com os resultados obtidos com o uso de modelos numéricos. Os

modelos analíticos aqui escolhidos foram: modelo ideal de ressonância ou mo­

delo aprimorado do pêndulo (Dermott & Murray, 1983) e segundo modelo ideal
de ressonância (Henrard & Lemaitre, 1983).

3.1.1 ­ Equações de Lagrange

Os estudos envolvidos nesse item foram totalmente baseados em Murray
& Dermott (1996). NX

As equações planetárias de Lagrange são dadas por:

2 OR

OR vi—e! OR
Oe na?e Om

sendo R a função perturbadora e a longitude média, À, dada por A = nt + e.
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Estas equações são dadas em termos dos elementos orbitais n, a, e, w

e À, como sendo movimento médio, semi­eixómaior, excentricidade, longitude
do pericentro e longitude média, respectivamente. Lembrando­se que é possível

obter a equação da variação do movimento médio utilizando a terceira lei de

Kepler.

As equações de Lagrange para a variação dos elementos orbitais somente

com os termos de mais baixa ordem na excentricidade, para um dado potencial

perturbador, são expressas por

:
3 OR

1 oR
na?e Om

:
1 OR

O nate de 87)

e= 2 9% (3.8)—2na? de

e= (3.6)

onde a função perturbadora do terceiro corpo, considerando uma perturbação

interna, foi obtida após se fazer uma média eliminando os termos de curto

período como sendo

(Rn) = E [arg + eliºllafa(a) + afi(a)] cos (3.9)

sendo a = a/a' e a contribuição secular dada por

R$ =(eº)fi(a) (3.10)

sendo fi o coeficiente do termo secular, fa o coeficiente do termo direto e f; o

coeficiente do termo indireto na expansão da função perturbadora, os quais são

funções dos coeficientes de Laplace. Estes são expressos por(Murray & Dermott,
1996)

'
fi(a) = sab (a)
fala) = 2/20 +1) + a LC J6P (a)
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A forma do argumento do ângulo ressonante na expressão da função

perturbadora, considerando uma perturbação interior de um corpo em órbita

circular, é dada por :

P=J1AT+J2A' + Jsm. (3.12)

sendo que os termos sem linha são referentes ao corpo secundário exterior e

os com linha são do corpo secundário interior (neste caso, corpo perturbado,
isto é, partícula e perturbador, respectivamente). Os coeficientes são tais que;P P « q

1 >| 2), 11 >0,ja <O0 e ja < O, pois estamos considerando rº' < r sempre.

Utilizando a relação A = nt +eeh =mnt+ e, pode­se reescrever a

equação (3.12) da forma

p=ji(nt+e)+ja(nt+e)+jam (3.13)

A variação temporal do ângulo ressonante « é :

p= 1(n+é)+jin' +jsã (3.14)

Quando iguala­se a variação do ângulo ressonante a zero está sendo
considerado o caso de uma ressonância exata. Ao considerar­se somente as

contribuições do movimento médio tem­se a ressonância nominal que ocorre
quando:

int+inm=0 (3.15)

A localização da ressonância nominal externa, ar, é definida como sendo

o semi­eixo maior do corpo exterior que satisfaz a relação :

NDT
J1( ja |) 16)

Utilizando a função perturbadora anteriormente descrita pode­se obter

as equações de Lagrange relativas ao corpo perturbado como sendo ( Murray &
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Dermott, 1996 ) í

N
n= 3j1 Crnelitlseny

êe= ja Crelisl­ seno

& = 2C0,+ | js | Creltl? cos
1 ;

é=C.eº + 7 ja | Crelis! cos
onde as constantes das partes secular, Cs, e ressonante, C,, da função pertur­

badora são dadas por:
m2

C, = 2nafi(a). (3.21)
mi

C, = na (fa(a) + ra) (3.22)
1

sendo m, e m, as massas do corpo central e corpo perturbador, respectivamente.

Para | ja | >1 os elementos orbitais, sémi­eixo maior e movimento médio
são praticamente constantes como pode ser visto na equação (3.17) ao se con­
siderar pequenas excentricidades, pois suas variações dependem em potência de
excentricidade. A variação de e é proporcional a e, equação (3.18); desta forma,

quando considera­se | 73 | = 1, isto é, ressonâncias de primeira ordem, tem­se
que a variação da excentricidade não irá depender da mesma. Utilizando­se

ainda da mesma consideração, | j3 | =1, tem­se que w em uma órbita próxima
de circular sofrerá mudanças rápidas como pode ser visto na equação (3.19).

Pode­se ainda observar que do lado direito desta equação o segundo termo é

um termo ressonante e irá dominar o primeiro termo que é secular ao conside­

rarmos | j; | = 1. Similarmente a variação de e será dominada pela contribuição

ressonante para ressonâncias de primeira ordem, porém, é bom lembrar que as

análises feitas para a variação de mw e e só são válidas considerando ressonâncias

de primeira ordem, quando tivermos por exettiplo ressonâncias de segunda or­
dem o termo secular será comparável ao termo ressonante.

A variação de a por e é dada

da — nTe =2(2)as
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implicando numa variação sempre correlata, isto é, quando uma é crescente a
outra também o é e vice­versa.

Quando o problema a ser considerado for de uma perturbação exterior

as equações anteriores obtidas para uma perturbação interior serão similares

apenas com algumas modificações, sendo elas :
v

­ o ângulo ressonante é do tipo :

E=A+IZA + Jam

­ a localização da ressonância nominal satisfaz a relação por :

â
2 (leAR= |<< .

J1

­ a variação por a' e e' é dada por :

da J2
— == 2 — e!

.de; É ) ae (3.26)

­ os coeficientes j, e j3 que estão presentes nas equações do movimento deverão

ser substituídos pelos coeficientes j2z e 74, respectivamente.

S

3.2 ­ Modelo ideal de ressonância ­ modelo aprimorado do pêndulo

(Dermott & Murray, 1983)

Os estudos envolvidos neste item foram baseados em Murray & Dermott

(1996).

Este modelo analítico simples de ressonância é uma aproximação ao

do movimento de um pêndulo. Considerando a segunda derivada temporal do

ângulo ressonante + e lembrando que o movimento médio do corpo perturbador

nº = O, pois seu movimento é constante, ficamos com :

P=Jn+ét+am (3.27)
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Escrevendo :

é = C.e?º+ | 33 | CrF(e) cos (3.28)

ww = 2C,.+ | j33 | C­G(e) cos (3.29)

1
F(e) = ze G(e) = elis|? (3.30)

Desta forma tem­se que a segunda derivada temporal de e e mw são dadas

é = 2C,ecê+ | 33 | Cx (Fecos, — Fíe)êsena (3.31)

=| j3| e.( 2 êcosy — G(ovpseno) (3.32)
x

As constantes C; e Cr contém um fator de razão das massas, desta

forma, tem­se que esta razão apresenta um valor pequeno. Considerando que

as equações acima apresentam é e 6 e estas também têm a mesma quantidade

de razão de massas, deste modo, pode­se negligenciar as contribuições de é e &

em é. Agora, quando considera­se as ressonâncias de primeira ordem, | j; | =
1, a contribuição de & para é não pode ser negligenciada como pode ser visto

analisando a equação (3.32). As contribuições da parte secular, em ambos os
casos, são menos importantes que a da parte ressonante.

Negligenciando as contribuições de é e & e utilizando a equação de

Lagrange para a variação do movimento médio, n, a equação para é, se reduz
a:

à = 3j2C,nelislsenç (3.33)

Considerando­se somente as ressonâncias de ordem ímpar, pois neste

trabalho foi abordado o caso em que o ângulo ressonante é 7 para que seja

possível obter o espaço de fase em duas dimensões, tem­se que a equação para

Ç é:

& = —wisen (6 + 7) (3.34)
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wi =3j2 Crnelisl, (3.35)

assumindo que n, e, e como consequência w,o são aproximadamente constantes.

Lembrando que wá é uma quantidade sempre positiva e, portanto, para o caso
o , ,

considerado (ressonância de ordem ímpar) a equação para & é idêntica a do

modelo de um pêndulo simples com o ponto estável em é = 7. Note que
d ; ao dif ial pod 1t p=­uwo?quando & é pequeno a equação diferencial pode ser escrita como é = ­ wo“

sendo esta a solução para o movimento de um pêndulo simples com um período

independente da amplitude.

Algumas propriedades da equação diferencial (3.35) são: a solução pode

descrever tanto uma circulação como uma libração de &, na qual o tipo de

movimento depende da energia do sistema e das condições iniciais; a energia

total do sistema, E, é a soma da energia cinética, T = 3º, e da energia
potencial, U = 2wôsen? 3 + mn por unidade de massa, portanto

1 1
E = O + 2W5Sen” (E +m). (3.36)

Na figura (3.1 a) tem­se três possíveis valores para a energia total,

para que desta forma possa­se fazer uma classificação dos possíveis tipos de
movimento. Para cada valor de energia total tem­se diferentes comportamentos

para o ângulo &.

E > Ez ­ o movimento de é é ilimitado e corresponde a circulação do ângulo &.

E < Ez ­ o movimento para 4 é confinado e corresponde a libração do ângulo

P.

FE = Ez ­ o movimento ocorre na separatriz.

As diferentes trajetórias possíveis são vistas na Figura (3.1 b). Para
E > Ez tem­se a variação de é com respeito à é, mas é nunca é zero. Para

E < FE;z tem­se o valor de é = 0, que corresponde, para cada valor, um extremo

do movimento do ângulo é. Para E = FE;z tem­se um tipo peculiar de movimento

X
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onde o período é infinito. Existem ainda dois pontos singulares para é = 0. O

primeiro é com respeito a origem, 7, correspondendo ao. ponto fixo elíptico

sendo estável para pequenos deslocamentos. O segundo é para é = 0 e 27 que

corresponde ao ponto fixo hiperbólico sendo um ponto instável para pequenos
deslocamentos.

(a) P

SN:

JL
Figura 3.1 ­ (a) À energia potencial U, como uma função 4, comparada com
três possíveis valores de energia total: E = F7, E = Ez e E = Ez. (b) Diagrama
do espaço de fase correspondendo aos três casos de energia.

3.2.1 ­ Largura da Libração

Esta subseção foi baseada em Murray & Dermott (1996) e Dermott &

Murray (1983). '

N

A vantagem deste modelo analítico é que pode­se obter a extensão da

libração em termos do semi­eixo maior para um corpo em ressonância isolada­

mente. Em primeiro lugar, deve­se considerar a relação entre a energia cinética

e potencial (3.36) que é, neste modelo, a energia provinda por um pêndulo sim­
ples. À energia associada com a máxima libração ocorre quando é = O para é

= 27 e 0, implicando

FEmar = 6j2C,nelisl,
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Considerando a variação de &, tem­se que o valor da Emaz é dado por:

: 1

à =j(12]| Cr, | nelis)/? cos 2º (3.38)

Relacionando a variação de é com a variação de n utilizando a equação

(3.17), chega­se a
: 1dn = +(3 | Cr | nelia!)!senzdo. (3.39)

Integrando esta equação e fazendo 1 = O tem­se que a variação máxima

em termos do movimento médio é (Dermott & Murray, 1983):

ón = (12 | OC, | nelisly!/?, (3.40)
X

Porém, este resultado foi obtido considerando | j3 | £ 1, onde pode­se
negligenciar a contribuição de ct para à. Fazendo agora outras considerações,

isto é, |733| = 1, tem­se que a variação da máxima largura de libração será
modificada. Para obtenção desta modificação tem­se que proceder da seguinte

maneira. Em primeiro lugar usa­se como exemplo j;z = ­1, desta forma, o

argumento do ângulo ressonante será do tipo

P=jA+IA TT. (3.41)

P=jint+jin —&. (3.42)

Gejmeso (3.43)

lembrando que esta sendo considerado o caso do problema plano, circular, res­

trito de três corpos com uma perturbação interior.

Utilizando as equações de & (3.32) e é (3.18), chega­se a:

2
—w =
e?

C
sen2Y — = (im + jan')sençy.
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Com isto a equação para é é :

&=|3j7Crne + — (am + jar) |senp — —2 Sendo (3.45)

Agora pode­se construir uma solução modificada para a equação do

pêndulo, utilizando a solução que foi obtida anteriormente fazendo :

1

n=no+lKcos 2º (3.46)

sendo que no é o movimento médio associado com o valor nominal da res­

sonância e N é uma constante a ser determinada. Negligenciando os termos

seculares na equação (3.19), pois seu valor é muito menor comparado com o
termo ressonante, a equação pode ser reescrita como + (equação 3.42) como
sendo:

| :
Cr 1. 1

:

Jino + JoNº = =” JK cos 2º Te. (3.47)

fazendo É = 0 e p = n, fica­se com :

r

Jino + jan' = Ne

Desta forma

: : o 1 C,
Jin + Joan' = JK cos 30 TT

Com isso, obtem­se a equação para é como sendo:

1º1C, + J1k cos so) | seny — —a Sen2y.eP = qutern + (­
Integrando esta equação obtem­se:

1.
: C? 4, , Cr 31 CC?3º =2 quicro == — 211 — cos” 2º 7 — sen, + E

sendo E a energia do sistema.
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Lembrando que para obter Emar tem­se que fazer q = 0 eÇp=nm.

Desta forma, utilizando o valor de E = Enmaxz e fazendo é = O na equação

(3.51) pode­se obter uma equação para 4, da forma :

: :
Cr, 8., Cr6? |Ê=0= —12j]C,ne + 4 — 211 K — (3.52)

Fazendo 4 = O na equação (3.47), utilizando a relação da equação (3.48)
e elevando ao quadrado o resultado, obtem­se a relação :

6º &=0=31K? + 4 AiK — (3.53)

Igualando as equações (3.52) e 8.53), pode­se obter a solução de K
para esta nova situação :

21 C,K=2—­"+(12|C,|ney/? (1 + (3.54)
1 e

1. /o,|N?
27)? n

A constante C, pode assumir valores positivos e negativos dependendo

se a ressonância considerada for de ordem ímpar ou par. Se a ressonância for

ímpar C, > O senão C, < 0, por esta razão, tem­se | Cr | na equação (3.54) para
se evitar valores imaginários.

Substituindo é = O na equação (3.46) e utilizando a equação (3.47),
chega­se a:

Cnmarz = K + |
­

| (3.55)
J1º

Utilizando a solução de K x

1 Ley 1nmar = (12 | Cr | ne)"/? G + (3.56)27)x8? n 3jie

Esta expressão está de acordo com a relação obtida anteriormente quan­

do se considera | j3 | £ 1. Escrevendo­a em termos de semi­eixo maior, tem­se:

1/2 1/2ddmarx — (2 C, ) (1 + 1 | Cr ') — S Cr | (3.57)
na 3 27j)te? n jien
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Utilizando esta equação foi possível obter as máximas amplitudes de

libração, considerando apenas ressonâncias impares onde o ângulo ressonante

é 1. As razões das massas envolvidas nesta etapa foram 107* (figura (3.2))
e da ordem de 107* (figuras (3.3) e (3.4)). A visão global, isto é, a união

de todas as amplitudes de libração associadas com as ressonâncias impares
isoladamente contidas no espaço de fase da região externa, está apresentada na

figura (3.5) para razão das massas 107º e nas figuras (3.6) e (3.7) para razão
das massas da ordem de 107º. Pode­se observar que as máximas amplitudes de

libração aumenta conforme o valor de excentricidade aumenta. Nota­se ainda

que as amplitudes de libração ao considerar­se ressonâncias de ordens superiores

às de primeira ordem aumentam sensivelmente. Um outro fator que deve ser

apreciado é que as ressonâncias de primeira ordem apresentam suas amplitudes

de libração, para valores de excentricidades bem próximas de zero, tendendo ao

infinito. O motivo para este acontecimento é que a equação para se obter as

máximas amplitudes de libração para as ressonâncias de primeira ordem contém

um fator de 1/e.

À comparação entre os resultados obtidos numericamente e por este

método analítico estão presentes no capítulo S.

Os valores dos coeficientes fa + f; em função dos coeficientes de Laplace,

contidos no termo Cr, estão relacionados com as ressonâncias estudadas, sendo

apresentados na tabela 3.1 a seguir.
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0,428394
2,48401
3,28326
4,08371

4,88472

5,686

5,17991
15,2986

23,3485
47,0022
63,235]
22,7075

44,3211
134,844
229,777
437,00]

2469,27
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Tabela 3.1 ­ Valores dos coeficientes fa + f; em função dos coeficientes de

Laplace. Note que quanto maior a ordem da ressonância, o valor do coefi­
ciente aumenta sensivelmente. Às ressonâncias utilizadas estão indicadas na

tabela. Estes valores foram utilizados para calcular as máximas amplitudes de

libração associadas com cada ressonância isoladamente via modelo aprimorado
do pêndulo.
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Figura 3.2 ­ Máximas amplitudes de libração associadas com cada ressonância

via modelo aprimorado do pêndulo para razão das massas 1078. As ressonâncias
estão indicadas na figura e correspondem a localização do semi­eixo nominal

obtido utilizando a terceira lei de Kepler.
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1.21.41.61.8 2 2.22,.4 1.21.41.61.8 2 2.22.4

a a

1.21.41.61.8 2 2.22. 1.21.41.61.8 2 2.22.4

a a

1.21.41.61.8 2 2.22.4 1.21.41.61.8 2 2.22.4

a a

Figura 3.3 ­ Máximas amplitudes de libração associadas com cada ressonância
via modelo aprimorado do pêndulo para razão das massas da ordem de 107º. As
ressonâncias estão indicadas na figura todas de primeira ordem e correspondem

a localização do semi­eixo nominal obtido utilizando a terceira lei de Kepler.
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1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.224 1.21.4 1.6 1.8 2 2.22.4

a

1.21.4 1.6 1.8 2 2.22.4 1.21.4 1.6 1.8 2 2.22.4

a

1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.22.A4 1.21.4 1.6 1.8 2 2.22.4

a a

Figura 3.4 ­ Máximas amplitudes de libração associadas com cada ressonância

via modelo aprimorado do pêndulo para razão das massas da ordem de 107º.
As ressonâncias estão indicadas na figura são todas de ordem superior às de

primeira ordem e correspondem a localização do semi­eixo nominal obtido uti­

lizando a terceira lei de Kepler.
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Figura 3.5 ­ Visão global das máximas amplitudes de libração via modelo

aprimorado do pêndulo para razão das massas 107º. O contorno em linhas
pontilhadas corresponde a ressonância 2:3 e o contorno em linhas tracejadas

corresponde a ressonância 3:8. À localização das ressonâncias nominais estão

indicadas na figura. Observe que, no caso das ressonâncias de primeira ordem,

Pp : p+l1, quanto maior o valor de p maior a amplitude de libração da ressonância.
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ordem, p : p +1, quanto maior o valor de p maior a amplitude de libração da
ressonância.

morado do pêndulo para razão das massas da ordem de 107º. As ressonâncias

estão indicadas na figura. Observe que, no caso das resson
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Figura 3.7 ­ Continuação da visão global das máximas amplitudes de libração
via modelo aprimorado do pêndulo para razão das massas da ordem de 107º. As

ressonâncias estão indicadas na figura. Observe que, no caso das ressonâncias

de primeira ordem, p : p + 1, quanto maior o valor de p maior a amplitude de

libração da ressonância.
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3.3 ­ Segundo modelo ideal de ressonância (Henrard & Lemaitre, 1983)
X

Os estudos considerados neste item foram baseados em Malhotra (1998).

Este modelo analítico é um modelo aprimorado considerado melhor do

que o do pêndulo para o modelo de ressonância até aqui abordado. Chamado de

segundo modelo 1ideal de ressonância, foi desenvolvido por Henrard & Lemaitre
(1983). Este tipo de modelo tem sido aplicado também em sistemas dissipativos.

Considere uma ressonância exterior de primeira ordem, p:p­+l, ne­

gligenciando as perturbações do corpo exterior. Os termos perturbadores de

ordem mais baixa em relação à ressonância próxima ao corpo exterior podem

ser escritos como (Malhotra,1998) :

V

— —nalfi(a)e? — (fa(a) + fila)) ecosl(p+1)mt­pa­w] (3.58)
sendo V o potencial perturbador mútuo e a, tá, fi (a), fa(a) e fi(a) já definidos
na subseção 3.1.1 para a' < a sempre.

Através das variáveis canônicas de Delaunay pode­se simplificar a análi­

se da dinâmica das variáveis ressonantes. À combinação linear dessas variáveis

pode ser expressa por (Malhotra, 1998) :

p=(p+l)nt­pi­m

J=/a(1—­V1­ az Vae(1 + Te)
K=Val+p(1­V1­e)
A = longitude verdadeira,

em que (4, J) são as variáveis ressonantes canonicamente conjugadas, p é um
número inteiro menor que zero e nº = 1. Y

Utilizando a expansão de Taylor, até a segunda ordem de excentrici­

dade, consegue­se obter a relação entre essas variáveis e a excentricidade:

(3.60)
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Para o corpo de massa ma, utilizando as variáveis descritas acima,

tem­se que a sua hamiltoniana para o problema restrito de três corpos é dada

por (Malhotra, 1998)
1H=­2a+(p+1)nJ+ a (3.61)

m2

Expandindo em série de potências em J, obtém­se uma hamiltoniana

ressonante:

H = wJ + BJº + eV2.Jcosy (3.62)
S

w=(p+1)nm' —pn'—go
nº = KR

— 2h 520 fi(a)uzn
3 =— 3p?n*= [37º + pellp — IfiHI)|R =D

«— telfa(a) + fi(a))
2K

za(fa(a) + fi(a))uankKk!?Ki?

Define­se como pequeno divisor clássico, em termos de elementos or­

bitais médios, à quantidade :

(p+1)n'— pn—go=w+2064J. (3.64)

É importante frisar que, na prática, Ss movimentos médios, que normal­
mente são definidos por n = a*/?, devem ter correções devido aos harmônicos
gravitacionais de ordem superior e a parte constante do potencial perturbador.

Além disso, a expressão de go mostra a taxa de precessão induzida pelas per­

turbações seculares médias do corpo perturbador sozinho.

Neste modelo de análise de ressonâncias, admite­se que À é uma variável

cíclica, o que torna seu momento conjugado K uma constante do movimento.
Dessa forma, pode­se relacionar a variação do semi­eixo maior e a da excentri­

cidade por :

Expóe? (3.65)
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Esta relação permite inferir que as perturbações ressonantes em a são
. W . >muito menores que as em e. Esse fato assegura a aproximação adotada para os

coeficientes fi, fa e fi, que dependem de a; portanto, os termos considerados

foram obtidos para a dado em uma ressonância exata. Os valores adotados

para estes coeficientes seguem na Tabela 3.2 (Dermott & Murray,1996).

0,428394

0,763143 ­ 0,879751 2,48401

0,825482 1,88147 3,28326

Tabela 3.2 ­ Valores dos coeficientes fi, fa e f; em função dos coeficientes de

Laplace em que f7 é termo secular, fa é termo ressonante direto e f; é o termo

ressonante indireto. Estes valores foram utilizados para o cálculo da máxima
amplitude de libração associada com cada ressonância isoladamente via segundo
modelo ideal de ressonância.

Utilizando as relações

€ 2/3

J=z;
e 2/

— ) sinal(6)y, se Be <O;
— | sinal(f)o +7n, sefe>O0.

obtem­se a hamiltoniana ressonante modificada

H=—3vI+ 1º — 2y/21cosô
3 1

aus? +29) +7(2º +24º)) — 2

(x,y) = V2I(cosA, send)
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são as variáveis de Poincaré.

Com as expressões (3.66) e (3.63), verifica­se que o termo de mais baixa

ordem da excentricidade é proporcional à distância à origem no plano (x,y), ou
seja, (Malhotra, 1998)

a +e | faia) FT fica) ua VV /58º +? (3.69)3 p?

Na equação (3.67), a hamiltoniana tem um parâmetro livre (uv), que
modifica a topologia do espaço de fase. Esta modificação pode ser observada

nas figuras 3.8 e 3.9, onde são apresentadas as diferentes topologias em termos

dev, x ey. Note que na figura 3.8 para o valor de v = O existem dois pontos de

equilíbrio, em se tratando de v maior que zero existem três pontos de equilíbrio,

agora, considerando valor de v menor que zero existe somente um ponto de

equilíbrio. Na figura 3.9 é posssível observar que as trajetórias são periódicas

e a separatriz surge para valores de v maiores ou iguais a 2. Esta separatriz

divide o espaço de fase em três áreas: uma circulação externa, uma circulação

interna e uma de libração.
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estável

Figura 3.8 ­ Neste gráfico tem­se a localização dos pontos de equilíbrio em

termos de r e v, para y = 0. Para o valor de v > O existem três pontos de

equilíbrio, considerando v = O existem dois pontos de equilíbrio e finalmente

para o valor de v < O existe somente um ponto de equilíbrio.
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Figura 3.9 ­ Topologia da evolução do espaço de fase via segundo modelo ideal
de ressonância. Às curvas em linhas tracejadas representam o movimento de

circulação interna ou externa enquanto as demais curvas representam o movi­

mento de libração. Observe que v é um parâmetro livre e os valores que foram

considerados estão devidamente identificados na figura.
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4 ­ REGIÕES ESTÁVEIS E INSTÁVEIS

4.1 ­ Estudo numérico

Uma outra abordagem para se obteio espaço de fase da região externa
em termos das máximas amplitudes de libração associadas com as ressonâncias

de movimento médio é a numérica. Nesta abordagem as ressonâncias não são

mais consideradas isoladamente como nos métodos analíticos: modelo apri­

morado do pêndulo e segundo modelo ideal de ressonância.

Nesse trabalho a técnica utilizada foi a técnica de superfície de seção

de Poincaré. Tais superfícies cobriram com detalhes uma grande faixa de res­
sonâncias exteriores. Para estas análises foram consideradas as ressonâncias de

ordem ímpar com a longitude do pericentro(mw) igual a mn, pois a perturbação
considerada é interior, com o objetivo de obter o espaço de fase em função de
semi­eixo maior e excentricidade.

Para razão das massas 107º a faixa coberta foi da ressonância 3:4 até

a 3:8 como feito por Winter & Murray, (1994b); porém, estes autores somente
consideraram em seus estudos ressonâncias impares de primeira ordem, apesar

da faixa considerada em termos de semi­eixo maior apresentar ressonâncias

de ordens superiores. De uma mesma maneira, para a razão das massas da

ordem de 107º, a faixa coberta foi da ressonância 6:7 a 3:8, como feito por

Malhotra (1998); porém a autora somente deu ênfase em seus estudos a obtenção

de algumas ressonâncias ímpares de primeira e ressonâncias pares de segunda

ordem. Portanto, o objetivo é obter todas as principais ressonâncias impares

encontradas neste espaço de fase tanto para razão das massas 107º quanto para
razão das massas da ordem de 10*.

Considerando o sistema dinâmico do problema plano, circular, restrito

de três corpos obteve­se a estrutura do espaço de fase em detalhes para tais

razões das massas e , desta forma, localizando as regiões regulares em termos

das regiões associadas a trajetórias que libram em uma dada ressonância de
movimento médio.
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Os dados para a obtenção destes resultados para razão das massas da

ordem de 107* foram derivados de extensas integrações numéricas das equações

completas do movimento. Para cada valor de C; foram produzidas superfícies de
seção de Poincaré que contém centenas de condições iniciais. Ão considerar­se
a razão das massas 107º os resultados foram obtidos utilizando­se o trabalho

numérico já existente de Winter & Murray (1994b).

4.1.1 ­ Técnica de superfície de seção de Poincaré

Para determinar os elementos orbitais da partícula teste, em qualquer
instante, é necessário conhecer sua posição (r,y) e sua velocidade (£,7); estas
correspondem a um ponto no espaço de fase quadridimensional. À existência

da constante de Jacobi no problema plano, circular, restrito de três corpos im­

plica na existência de uma superfície tridimensional neste espaço de fase. Para

um valor fixo da constante de Jacobi somente três das quatro quantidades são

necessárias, ou seja, por exemplo rx, y e x sendo 4 determinado, utilizando a

equação (2.10). Definindo um plano, por exemplo, y = O, no espaço tridimen­

sional resultante, os valores de x e £ podem ser colocados em gráfico toda vez

que a partícula tiver y = O (figura 4.1). À ambiguidade no sinal de 4 é removida
por considerar somente aqueles cruzamentos com um sinal fixo de 4. Este é o

método da superfície de seção de Poincaré. A seção é obtida fixando­se um

plano no espaço de fase e colocando­se em gráfico os pontos onde a trajetória

intercepta este plano em uma direção particular.

Existe sempre uma escolha de superfícies de seção. Neste trabalho,

os valores de x e + foram computados sempre que a trajetória atravessou o

plano y = O com y <O0. A técnica da superfície de seção é adequada para a

determinação da natureza regular ou caótica da trajetória. Se existirem curvas

fechadas (ilhas) bem definidas, então a trajetória é regular; caso contrário, se
houver um espalhamento de pontos, a trajetória é caótica. Na figura 4.2 tem­se

exemplos de uma trajetória regular e uma caótica. Na trajetória regular a
partícula intercepta o plano y = O descrevendo uma região bem definida. Es­
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sas ilhas irão delimitar o espaço de fase em termos da amplitude de libração
associada com cada ressonância. o

(a) (c)
;

!

Figura 4.1 ­ (a) quadridimensonal (7,£2,y,Y) ­ considerando um sistema com
dois graus de liberdade. (b) tridimensional (r,2,y) ­ utilizando a constante de

integração C;. (c) bidimensional (7, 2) ­ considerando o movimento num plano,
por exemplo, y = O. Reproduzidos de Winter & Murray (1994a).

­0.2

0.41

0.6 Piero (b)
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Tr

Figura 4.2 ­ Exemplo de superfície de seção de Poincaré para um movimento (a)

regular. (b) caótico. Observe que para um movimento considerado regular tem­

se uma ilha bem definida e para o movimento considerado caótico tem­se um

espalhamento de pontos registrados aleatoriamente. Reproduzidos de Winter

&Murray (1994a).
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x

A dependência com razão das massas para a estrutura do espaço de

fase é claramente percebida ao considerar­se superfícies de seção de Poincaré
com mesmos valores de constante de Jacobi e diferente razão das massas como

visto nas figuras 4.3 a 4.24.

Na figura 4.3 com razão das massas 10 º*, tem­se que as ilhas bem
definidas para o valor de r7= O são apenas quatro de largura relevante para o
limite considerado nesse trabalho, sendo que esta ilha aumenta de tamanho de
acordo com o aumento da constante de Jacobi. Ao considerar­se

a razão das massas da ordem de 107º, para um mesmo valor de constante

de Jacobi (figura 4.14), as ilhas, em quantidade, têm um aumento considerável
em relação ao caso anterior. Porém, o tamanho das ilhas para uma mesma

ressonância torna­se menor do que para a razão das massas 107º.
x

Portanto, o espaço de fase evoluirá diferentemente dependendo da razão
das massas e do valor de constante de Jacobi envolvidos.

4.1.2 ­ Programa principal

O programa principal de integração numérica utiliza a rotina de Bu­

lirsch­Stoer. O referido programa gera dois arquivos de saída. Em um deles são

armazenados os valores de r, £ e o tempo de uma dada partícula, toda vez que

sua trajetória atravessa a superfície y = O.

A superfície de seção de Poincaré de uma dada trajetória é obtida na

forma gráfica ao se plotar os valores de x e x armazenados neste arquivo.

O segundo arquivo gerado nos fornece um conjunto de informações re­

lativas a cada uma das condições iniciais intégradas. Dentre as informações ge­
radas tem­se que para uma dada condição inicial é fornecida a menor distância

que a partícula se aproximou do corpo perturbador, durante todo o período

de integração, bem como o instante em que isso ocorreu. Trajetórias de cor­

pos que tem uma grande aproximação do corpo perturbador são, em geral,

caóticas. Fixou­se que se a distância ao corpo perturbador for menor que 107?
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a integração é interrompida, pois a órbita é caótica. O que verificou­se, pelas

superfícies de seção de Poincaré, ser um valor adequado para a proposta deste
trabalho.

Uma outra informação relevante que é gerada é a variação máxima da

constante de Jacobi durante todo o período de integração. Esta informação

é de suma importância, pois é ela quem dá noção da precisão da rotina de
À

integração numérica. Para toda a integração numérica realizada a variação
máxima da constante de Jacobi foi da ordem de 107º,

Em se tratando da razão das massas 107º, em que os resultados numéri­
cos foram os do trabalho de Winter & Murray (1994b), tem­se que os valores

de constante de Jacobi foram de 2,900 a 3,400.

As condições iniciais para razão das massas da ordem de 107º foram
escolhidas através de informações via estudo das curvas de velocidade. Os

valores de constante de Jacobi foram de 2,600 a 3,400. Onde a região permitida

para o movimento da partícula é bastante caótica, a priori, foram consideradas,

em média, 80 condições iniciais, com a posição da partícula, x, variando entre

1,1 e 4,5 unidades e velocidade, 2, igual a zero.

Onde a região permitida é bastante regular, foram consideradas, em
média, 60 condições iniciais com a posição da partícula, x, variando entre 1,3

e 4,5 unidades e velocidade, z, ainda mantendo­se igual a zero. Além disso,

posteriormente, foram consideradas mais de 50 condições iniciais para valores

diferentes de x = O a fim de obter as ressonâncias completas com as ilhas muito

bem definidas delimitando, desta forma, com precisão a máxima amplitude de

libração.
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Figura 4.3 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da C; = 2,900 e razão
das massas 107%. Observe que para este valor de constante de Jacobi existe
uma grande parte da região considerada caótica.
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Figura 4.4 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,000 e razão das massas 1073,
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Figura 4.5 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da constante de Jacobi
3,020 e razão das massas 10º.
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Figura 4.8 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,080 e razão das massas 1078,
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Figura 4.13 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da constante de Jacobi
3,300 e razão das massas 1078.
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Figura 4.14 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da C; = 2,900 e razão
das massas da ordem de 107º. Observe que para este valor de constante de
Jacobi existe uma grande parte da região considerada caótica. Observe, ainda,

que para esta razão das massas as ilhas são em maiores quantidades e menores

larguras do que quando considerada a razão das massas 1073 (figura 4.3).
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Figura 4.15 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,000 e razão das massas da ordem de 10.
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Figura 4.16 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,020 e razão das massas da ordem de 10.
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Figura 4.17 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,030 e razão das massas da ordem de 107“.
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Figura 4.19 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,080 e razão das massas da ordem de 107º.
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Figura 4.20 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,090 e razão das massas da ordem de 105.
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Figura 4.22 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da constante de Jacobi
3,120 e razão das massas da ordem de 10º.
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Figura 4.23 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da constante de

Jacobi 3,150 e razão das massas da ordem de 107º. Observe que a dependência
da razão das massas envolvidas apresenta­se sensivelmente ao se comparar a

figura 4.12 com esta superfície de seção de Poincaré.
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Figura 4.24 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

3,300 e razão das massas da ordem de 10“,
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4.2 ­ O espaço de fase

Utilizando as superfícies de seção de Poincaré (subseção 4.1.1) foi pos­

sível obter as regiões regulares do espaço de fase do sistema dinâmico em questão
que podem ser dadas por regiões de libração em ressonâncias ou por órbitas de

circulação. Estas máximas amplitudes de libração são obtidas ao se converter os

dois valores referentes a r e z que delimitam a largura de uma ilha apresentada

na superfície de seção de Poincaré para cada valor de constante de Jacobi em
termos de a e e. Estes valores representam<um ponto no espaço a x e. Após
a medição de vários valores de a e e para diferentes valores de constante de

Jacobi para cada ilha separadamente, é possível obter uma região que, desta

forma, delimita a máxima amplitude de libração associada a esta ressonância.

Na figura 4.25 é apresentado um esquema mostrando este procedimento para a
ressonância 1:2.

Neste estudo foram consideradas as ressonâncias de ordem ímpar cujos

centros de libração podem ser pericêntricos ou apocêntricos para obter­se o

espaço de fase da região externa. O espaço de fase em termos das máximas
amplitudes de libração para razão das massas de 107º e da ordem de 107º
são apresentados nas figuras 4.26 e 4.27, respectivamente. Este espaço de fase

apresentado de maneira mais detalhada foi obtido analisando a questão das
librações em ressonâncias através do uso da constante de Jacobi, da localização

e da medida das máximas amplitudes de libração para uma perturbação interna.

Os intervalos do valores de excentricidade considerados foram de O até

0,7 e semi­eixo maior de 1,05 até 2,40 para razão das massas da ordem de 107º
e intervalo de constante de Jacobi de 2,600 até 3,400. De uma mesma maneira,

para a razão das massas 107º, tem­se que os valores de constantes de Jacobi
foram de 2,800 à 3,400, os intervalos dos valores de excentricidade de O até 0,5

e semi­eixo maior de 1,05 até 2,40. Considerou­se o caso em que a longitude do

pericentro(cmo) é igual a 7 pois a perturbação considerada é interior, e lembran­

do­se que 117 e 112 São as massas relativas dadas na equação (2.9).
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Figura 4.25 ­ Esquema onde é mostrado como se obtem a máxima amplitude de

libração associada com a ressonância 1:2, utilizando­se a técnica de superfície de

seção de Poincaré. As máximas amplitudes de libração são obtidas convertendo

os dois valores de x que medem a largura da ilha para é igual a zero em excentri­
cidade e semi­eixo maior.(a) Cj; = 3,070. (b)Os pontos em preto representam os
dois valores obtidos para r via superfície de seção de Poincaré após convertê­los
em semi­eixo maior e excentricidade, delimitando, após várias medições de a e

e para diferentes valores de C;, desta forma, a máxima amplitude de libração
para a ressonância 1:2.

Nas figuras 4.26 e 4.27 tem­se os contornos de algumas constantes de

Jacobi ( linhas tracejadas ) que foram utilizadas neste trabalho. Observe que
para o valor de constante de Jacobi 2,600, última curva tracejada da figura
4.27, os valores das excentricidades não apresentam­se menores que 0,6. De

uma mesma maneira na figura 4.26 tem­se que para o valor de constante de

Jacobi igual a 2,900 os valores das excentricidades não podem ser menores que
0,4.

|

Di
Uma questão importante apresentada nestas figuras em relação às cur­

vas de contorno das constantes de Jacobi é que para uma dada constante de

Ah
AVAVAY

3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



—

91

Jacobi as variações de a e e para mw constante devem ser de maneira que os va­

lores de a e e correspondam a um ponto que sempre permanece sobre a mesma
curva. Um exemplo disto pode ser dado quando se considera a ressonância 3:4

da figura 4.27 em que os valores de excentricidade e semi­eixo maior, para esta

ressonância, com o valor de constante de Jacobi 2,600, representada pela última

curva tracejada, devem ser aproximadamente 0,6 e 1,21, respectivamente.
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Figura 4.26 ­ Região do espaço de fase para razão das massas 107º? obtido nu­
mericamente via superfície de seção de Poincaré. À área considerada estável

relacionada com as máximas amplitudes de libração associadas com cada res­

sonância é a área interior ao par de linhas. Estas amplitudes são obtidas

medindo­se a largura das ilhas que se encontram na superfície de seção de

Poincaré e que representam as ressonâncias, convertendo os valores de x em
aee Às ressonâncias estão indicadas na própria figura. Às curvas que são

dadas pelas linhas tracejadas representam os contornos das constantes de Ja­
cobi.
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Figura 4.27 ­ Região do espaço de fase para razão das massas da ordem de 107º

obtido numericamente via superfície de seção de Poincaré. À área considerada

estável relacionada com as máximas amplitudes de libração associadas com cada

ressonância é a área interior ao par de linhas. Estas amplitudes são obtidas

medindo­se a largura das ilhas que se encontram na superfície de seção de

Poincaré e que representam as ressonâncias, convertendo os valores de 7 ema e

e. Às ressonâncias estão indicadas na própria figura. Às curvas que são dadas

pelas linhas tracejadas representam os contornos das constantes de Jacobi.

: : ­ a NeÀs amplitudes de libração associadas com cada ressonância devem ser

tratadas de maneira mais detalhada, isto é, devem ser discutidas uma a uma.

Portanto, na subseção seguinte tem­se esta discussão.
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4.2.1 ­ Amplitudes de libração

As discussões que se seguem foram feitas com referência às figuras 4.26

e 4.27 de maneira comparativa e narrativa, isto é, diante da estrutura dos dois
espaços de fase para razão das massas 107º e da ordem de 10”.

Nas figuras 4.26 e 4.27 tem­se as regiões regulares devido à libração

em ressonâncias de ordem ímpar. À região que é definida como sendo a região

regular devido à libração é a área interior ao par de linhas que define cada

ressonância. As ressonâncias estão devidamente indicadas na figura.

Através das superfícies de seção de Poincaré foram obtidas as máximas

amplitudes de libração da região externa para as principais ressonâncias de

ordem ímpar. Isto é feito medindo­se a largura da maior ilha de libração de

uma dada ressonância para £ = 0. De uma maneira mais detalhada tem­se que

as máximas amplitudes de libração são obtidas medindo­se a largura de uma

ilha (como mostrado na figura 4.25), lembrando­se que esta ilha está relacionada

a uma ressonância deste espaço de fase. Ae se medir esta largura tem­se dois
valores de x com x = O. Estes valores são convertidos em excentricidade e semi­

eixo maior e representam um ponto na linha em preto que define uma região
nas figuras 4.26 e 4.27, visão do espaço de fase para razões das massas 107º e

da ordem de 107º, respectivamente.

Para a razão das massas da ordem de 107* as ressonâncias consideradas

vão desde a ressonância 6:7, com o valor nominal de seu semi­eixo maior igual

1,1082, até a ressonância 3:8 com o valor nominal de seu semi­eixo maior igual

a 1,920 (veja figura 4.27). Neste trabalho considerou­se os limites em e de 0,03
até 0,6 ao valor máximo definido pelo contorno da constante de Jacobi 2,600 e

os limites em a entre 1,1 e 2,4, porém para valores de x na faixa de 1,920 até

2,400 o espaço de fase para região externa não apresenta nenhuma ressonância

impar de largura considerável ou que viesse a comprometer os resultados. Por­

tanto, para estes limites todas as ressonântias de primeira ordem, todas de
terceira ordem, com excessão da 1:4, e as principais de quinta ordem encon­
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tram­se no espaço de fase apresentado na figura 4.27. Utilizando­se este dado,
é válido observar que algumas ressonâncias de ordem superior às ressonâncias

de primeira ordem contidas no espaço de fase apresentam uma amplitude de
libração bem próximas a estas. Um exemplo disto é a ressonância 4:9, que

mesmo sendo uma ressonância de quinta ordem, sua amplitude de libração é

superior a da ressonância de primeira ordem 3:4 e só vindo a desaparecer, isto

é, na superfície de seção de Poincaré ela não é mais localizada, para o valor

correspondente de excentricidade em torno de 0,19 com o valor de constante de

Jacobi de aproximadamente 3,150.

Para a ressonância 3:8, uma ressonância também de quinta ordem,

tem­se que sua amplitude de libração é grande em relação a uma ressonância de

primeira ordem, como por exemplo a ressonância 4:5, mesmo ela encontrando­se

próxima a uma ressonância bem maior que a sua como é o caso da ressonância

2:3, ainda assim, ela ainda mantém sua existência até a excentricidade de apro­

ximadamente 0,05, só desaparecendo para o valor de constante de Jacobi 3,300.
NX

Para a ressonância 2:5, uma ressonância de terceira ordem, sua ampli­

tude de libração é grande em relação, por exemplo, à ressonância 1:2. Sendo

esta uma ressonância de primeira ordem esperava­se que sua amplitude de li­

bração fosse maior que qualquer outra ressonância, pois ela é considerada uma

ressonância forte. Além disso, um outro fator que observa­se em relação à res­

sonância 2:5 é que sua existência persiste para toda a faixa considerada. Um

fator que pode ter contribuido para tal situação é que a sua localização é bem

distante de uma ressonância de primeira ordem só existindo em sua proximidade

ressonâncias de ordens superiores.

Entre as ressonâncias 2:5 e 4:9 apresentam­se duas ressonâncias de or­

dem elevada que curiosamente conseguiram persistir por um bom de intervalo

de constante de Jacobi. Estas são as ressonâncias 5:12 e 7:16, de sétima e nona

ordem, respectivamente. Para a ressonânciá 5:12 tem­se sua existência até o
valor de excentricidade de aproximadamente 0,16 com uma amplitude de li­

bração comparável a da ressonância 3:4. Agora, em se tratando da ressonância
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7:16, esta desaparece bem antes que as ressonâncias vizinhas, possuindo um
valor de excentricidade aproximado de 0,36 e amplitude de libração superior à

da ressonância de primeira ordem 4:5. N

Entre as ressonâncias 4:9 e 1:2 tem­se a ressonância 6:13 que é uma res­

sonância de sétima ordem, mas que apesar de sua localização ser bem próxima a

da ressonância 4:9, esta, considerada mais forte, tem sua amplitude de libração

comparável com à da própria ressonância 4:9.

Para a ressonância de primeira ordem 1:2 tem­se sua excentricidade na

faixa de 0,6 até aproximadamente 0,03, com uma grande amplitude de libração

para valores em excentricidade entre 0,5 e 0,2. Apesar desta ressonância, em

geral, ser considerada a mais forte, surpreendentemente, constata­se que sua am­

plitude de libração não é tão maior que as outras, existindo outra ressonância de
ordem superior bem próxima a sua amplitude de libração. Pode­se ainda obser­

var que próximo a sua localização não se encontra nenhuma outra ressonância

com amplitude de libração relevante ao ponto de ser possível medí­la.
Após a ressonância 1:2 apresentam­se as ressonâncias 8:15 e 6:11, de

sétima e quinta ordens, respectivamente, com amplitudes de libração bem pe­

quenas, em relação às demais que se encontram nesta figura, sendo definidas

por uma linha. Apesar disto elas conseguem ter uma faixa de existência bem

extensa, indo de 0,5 até 0,24 de excentricidade para a ressonância 8:15 e excen­

tricidade de 0,6 até 0,22 para a ressonância 6:11.

Logo em seguida tem­se a ressonância 4:7 que é uma ressonância de

terceira ordem e sua amplitude de libração bem estreita em comparação com

ressonâncias de ordem superior, mas mesmo assim é posssível observar sua

permanência indo desde a excentricidade 0,6 até 0,03.

Depois da ressonância 4:7 tem­se um espaço considerado onde não

apareceu nenhuma ressonância que pudesse ter um espaço de permanência re­
levante. Após esta região apresenta­se a ressonância 5:8 que também é uma
ressonância de terceira ordem, com uma amplitude de libração comparável à
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da 4:7, porém, esta tem uma ressonância de primeira ordem, 2:3, bem perto e,

desta forma, podendo sofrer perturbações alterando seu espaço de fase.

Para a ressonância 2:3 nota­se que sua amplitude de libração consegue

ser aproximadamente do tamanho da ressonância 1:2, o que não deveria aconte­

cer quando toma­se as ressonâncias isoladamente, pois a ressonância 1:2 no jogo

da estabilidade é considerada mais forte. Outro fator que é válido atentar é que
para esta situação é possível observar que a área mais concentrada se encontra
nos limites da ressonância 2:3 indo até a ressonância 6:7 e desta forma deveria

ser esta região mais caótica. Mesmo assim as demais ressonâncias que apare­

cem continuam a ter uma estrutura de libração e desta maneira tornando estas
regiões, que são delimitadas entre as linhas, regulares e, portanto, sobrando

um espaço relativamente pequeno para as regiões caóticas entre as regiões de

libração.

As ressonâncias seguintes são: 7:10 e 8:11 ambas de terceira ordem, 3:4,

4:5 ,5:6 e 6:7 todas de primeira ordem, com excentricidades de aproximadamente

0,6 a 0,02 e amplitudes de libração bem definidas mesmo sendo bastante estreitas
em relação às demais.

Visto que a amplitude de libração fornece a região estável vinculada

a respectiva ressonância e que a região exterior a esta região delimitada pela

máxima amplitude de libração podem fornecer duas possiblidades : caos ou

região estável devido a circulação, tem­se que ao considerar­se a visão do espaço
de fase para razão das massas 1073 (figura 4.26) a ressonância 1:2 não existe si­P B

metricamente para valores maiores de excentricidade de aproximadamente 0,26

só existindo a assimétrica ( Winter & Murray, 1997b; Beaugé, 1994; Bruno,

1976­1994; Frangakis, 1968­1973a,b; Message, 1970­1978 ). Este fato não ocor­
reu ao se considerar a razão das massas da ordem de 107º, onde mesmo com

O caos grande na separatriz ela continuava a existir, porém, com uma largura

menor. Isto pode ocorrer pelo fato de que a largura da amplitude de libração

tem uma dependência direta com a razão das massas envolvidas e, desta forma,

quanto maior a razão das massas, maior sua amplitude de libração e, também, a
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sua largura de sua separatriz. Portanto, pode ser que o caos na separatriz para
razão sas 107* tenha impedido a existência da ressonância 1:2 simétricadas massas 107º tenh did t d 1:2 t

para a faixa de semi­eixo maior considerada.

Um outro fator que foi observado é que a ressonância 2:3 tem uma am­

plitude de libração grande ao ser comparada , por exemplo, com a ressonância

1:2. Este resultado se mostra contrário ao esperado. Uma possível explicação
para tal fato pode ser devido ao espaço de fase entre as ressonâncias envolvi­

das ser bastante caótico dificultando o aparecimento de ressonâncias de ordem

superior e desta forma tornando­se possível tal amplitude.
Com estes resultados numéricos pode­se compará­los a outros obtidos

no capítulo 3, a subseção 4.2.2 trata desta comparação.

4.2.2 ­ Resultados numéricos versus modelo analítico

Diante da apresentação do espaço de fase associado com a máxima am­

plitude de libração da região externa para razão das massas 10? e da ordem de
1075 obtido numericamente, pode­se comparar estes resultados com os obtidos

analiticamente pela aplicação dos modelos existentes na literatura. Existem, na

literatura, modelos semi­numéricos em que seus resultados também possam ser

comparados aos numéricos futuramente (Ferraz Mello, 1987b­1989a; Thomaz,
1998; Morbidelli et al, 1995; Moons,1993). O modelo analítico aplicado neste
trabalho para obter as máximas amplitudes de libração foi o modelo aprimorado

do pêndulo. O resultado desta aplicação foi exposto no capítulo 3. As discussões

provenientes desta aplicação são dadas a seguir.

4.2.2.1 ­ Modelo aprimorado do pêndulo versus resultados numéricos

O modelo aprimorado do pêndulo foi aplicado para razão das massas
107º e da ordem de 107º.

Os resultados analíticos via modelo aprimorado do pêndulo confirma­
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ram a dependência já esperada com a razão das massas. Porém, esses resulta­

dos somente satisfazem aos obtidos via supeéífície de seção de Poincaré quando
consideram­se ressonâncias de ordens maiores que as de primeira ordem para

valores de excentricidade pequenos (< 0,05). Um outro fator que foi observado é

que as amplitudes de libração aumentam quando comparada às das ressonâncias

de mesma ordem, p :p + 1, mostrando­se contrárias as obtidas numericamente.

É possível que este fato ocorra devido a dependência deste modelo analítico em
termos da excentricidade e do coeficiente (função dos coeficientes de Laplace).
Portanto, ao se considerar ressonâncias de mesma ordem a dependência com a

excentricidade torna­se a mesma visto que a excentricidade tem sua dependência

com a ordem da ressonância do tipo e”º; agora, em se tratando do coeficiente que
apresenta­se multiplicando cada ressonância, este muda seu valor de maneira

crescente de acordo com o valor da ressonância considerada, veja exemplo deste

comportamento na tabela 3.1.
x

4.3 ­ Complexidade e evolução do espaço de fase

Para dar prosseguimento a este capítulo apresentam­se alguns detalhes

que mostram a complexidade da estrutura do espaço de fase e a evolução para

algumas ressonâncias e suas regiões de libração para razão das massas da ordem

de 107º e que podem ser vistos na figura 4.28. Nesta tem­se uma superfície de
seção de Poincaré para constante de Jacobi 2,600, aonde estão identificadas as

ilhas de libração das ressonâncias 6:7, 5:6, 4:5 e 3:4.

Nas ressonâncias 6:7, 5:6 e 4:5 tem­se que as amplitudes de libração,

dadas pela largura da maior ilha para x = O, são aproximadamente iguais.

Porém, em relação ao tamanho do contorno das ilhas é possível observar que as

ilhas 6:7 e 5:6 são maiores que a ilha da ressonância 4:5.

Para o valor aproximado de x = 1,9 é possível observar que a ressonância

3:4 não aparece. Um fator que contribuiu para tal situação é a localização de

uma ressonância par de segunda ordem, 5:7, muito próxima à localização da
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ressonância 3:4 e desta maneira tornando­a bem caótica sem se fazer possível

uma região regular visível onde ocorreria a libração.

Nota­se também que o contorno da ressonância 4:5 é bem menor que o

da ressonância 5:6. O que pode ter contribuído para este fato é a existência de

uma ressonância de quinta ordem 22:27 sendo, praticamente, do tamanho da

ressonância de primeira ordem 4:5 e que pode ter atrapalhado sua regularidade.
É possível observar que na faixa dos valores de x entre 1,88 e 1,96 não existe

Ynenhuma ressonância ímpar, isto é, destacando­se apenas uma ressonância par

de segunda ordem, 6:8, e o restante da região sendo totalmente caótica.

Esta situação caótica se repete nos intervalos de r entre 1,77 e 1,79,

entre as ressonâncias 6:7 e 5:06, e entre 1,80 e 1,810, que se localiza entre as

ressonâncias 5:6 e 22:27, bem como entre as ressonâncias 22:27 e 4:5.

Na superfície de seção de Poincaré para constante de Jacobi 2,700 já

é possível observar a existência da ressonância 3:4 que evolui de acordo com o

aumento da constante de Jacobi. E esta ressonância só vem a desaparecer para

o valor de constante de Jacobi de aproximadamente 3,030. Sua amplitude de

libração para mw=0 fica maior que as ressonâncias 6:7, 5:6 e 4:5 para o valor de

constante de Jacobi 2,900.

À ressonância de quinta ordem, 22:27, logo desaparece. No valor de
constante de Jacobi 2,900 esta ressonância não existe mais, aparecendo uma
outra de terceira ordem, 13:16, mas que também logo desaparece não apresen­

tando uma amplitude de libração significativa.

Um fenômeno que merece uma atenção especial foi o que aconteceu para

o valor de constante de Jacobi 2,900, pois a ressonância 4:5 aumenta em sua

largura ficando maior que a ressonância 5:6, o que até então era uma situação

exatamente inversa. E a ressonância 6:7 não aparece, só tornando a reaparecer

no valor de constante de Jacobi 2,940 e caminha com uma amplitude de libração

menor que as demais de primeira ordem só vindo a desaparecer definitivamente

com o valor de constante de Jacobi de aproximadamente 3,007.
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Um outro ponto curioso para a constante de Jacobi 2,900 é o apareci­
mento de outras duas ressonâncias de terceira ordem, 11:14 e 13:16, mas desa­

parecendo logo em seguida para constante de Jacobi 3,000.

Na figura 4.29 tem­se uma superfície de seção de Poincaré para cons­

tante de Jacobi 2,600 onde as ressonâncias 2:3 e 1:2, ambas de primeira ordem,

são indicadas, de acordo com a sua localização.

Observando esta figura é possível notar que a ressonância 1:2 tem sua

máxima amplitude de libração, largura da ilha, menor que a da ressonância 2:3.

Esta situação se iguala com o valor de constante de Jacobi de 3,005. Mas, o

contorno da ressonância 1:2 é maior que o da ressonância 2:3.

Ainda na figura 4.29, tem­se que a ressonância 1:2 em sua região de

máxima libração tende a caminhar para um único ponto.

Uma região que é totalmente caóticã está no intervalo dos valores de x
entre 2,46 e 2,56, região esta que está bem próxima da ressonância 1:2 podendo

ser esta a razão para tal situação, pois a ressonância 1:2 pode ter perturbado

o movimento de outra qualquer ressonância que pudesse ser encontrada nesta

região, pois nesta região somente ocorrem ressonâncias de baixa ordem.

Na figura 4.29, na região que vai desde a ressonância 2:3 até a res­

sonância 1:2 tem­se a existência de várias outras ressonâncias tanto impares

quanto pares. Às que foram acompanhadas seguindo sua amplitude de libração

foram as de terceira ordem 4:7 e 5:8 e de quinta e sétima ordem, 6:11 e 8:15.

A ressonância 4:7 tem sua amplitude de libração menor que a ressonância 5:8

e permanece assim até que a constante de Jacobi seja 3,096 quando fica to­

talmente regular desaparecendo na região de circulação. Para a ressonância

5:8, este desaparecimento acontece para o valor de constante de Jacobi 3,070,
mas após o desaparecimento da ressonância 4:7 é possível notar um pequeno

aumento na região da amplitude de libração.
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1.7 1.75 1.8 x 1.85
Figura 4.28 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da constante de Jacobi
2,600 e razão de massa da ordem de 107º.
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Figura 4.29 ­ Superfície de seção de Poincaré para o valor da constante de Jacobi

2,600 e razão de massa da ordem de 107”.
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4.4 ­ Evolução dos centros de libração

As órbitas periódicas, pericêntricas ou apocêntricas, são os centros das

ilhas das superfícies de seção de Poincaré e correspondem aos centros das res­

sonâncias. À evolução da família destas órbitas pode ser expressa em termos
de valores crescentes de constante de Jacobi para o caso de ressonâncias exte­

riores de primeira ordem. As órbitas periódicas apocêntricas evoluem conforme

os valores de x decrescem considerando e = 0. De maneira inversa, as órbitas

pericêntricas evoluem a medida que os valores de x crescem.

Na figura 4.30 apresenta­se a evolução dos centros de libração para cada

ressonância de primeira ordem, para razão das massas da ordem de 107º. Tem­

se ainda um corte na figura para mostrar com maiores detalhes o que acontece

com o centro de libração das ressonâncias quando se aproximam mais do centro.
HÁ

E possível observar através da figura 4.27, na seção 4.2, panorama do

espaço de fase para razão das massas da ordem de 10º, que todas as res­

sonâncias evoluem até a excentricidade próxima do zero e logo após desapare­

cem, como mostra a região que delimita a, máxima amplitude de libração as­

sociada com cada ressonância representada pela área interior ao par de linhas.

Isto ocorreu com intervalos de constante de Jacobi bem próximos ao anterior

e para todas as ressonâncias, 6:7, 5:6, 4:5, 3:4, 2:3 e 1:2. Alguns aspectos da

evolução do centro de libração em torno de e = O, observados na figura 4.30,

são que as ressonâncias 6:7 e 5:6 não apresentam circulação.

Para as ressonâncias 4:5 e 3:4 existe circulação em torno de e igual a

zero e são praticamente iguais e de existência muito restrita se comparada com

as demais. Esta circulação só vem a aumentar quando tem­se a ressonância

2:3 pois esta tem sua amplitude de libração maior quando comparada com as

da ressonância 6:7, 5:06, 4:5 e 3:4 e por esta razão existindo por um intervalo

maior de valores de constante de Jacobi. À ressonância 1:2 tem sua circulação

em torno de e = O bem maior que a 2:3 e de mesmo modo sua existência num

intervalo de constante de Jacobi bem maiordo que as demais.
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Ao considerar­se a razão das massas da ordem de 107” tem­se que a
evolução dos centros de libração apresenta­se em ressonâncias que ao conside­

rar­se a razão das massas 107º não existiam (Winter & Murray, 1997b). Um
exemplo, é a ressonância 4:5 que apresenta sua evolução em torno de e = O bem

próxima à ressonância 3:4. Observe que o centro da ressonância apocêntrica 2:3

evolui naturalmente com o aumento do valor da constante de Jacobi para a res­

sonância pericêntrica 1:2. De uma mesma maneira as ressonâncias apocêntricas

3:4 e 4:5 evoluem para as ressonâncias pericêntricas 2:3 e 3:4, respectivamente.

A ressonância apocêntrica 5:6 apresenta uma tendência a evoluir para a res­

sonância pericêntrica 4:5. Tais fatos vem confirmar o que já havia sido previsto

em Winter & Murray (1997b) para razão das massas 107º? (veja a figura 4.31).
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Figura 4.30 ­ (a) Evolução dos centros de libração para ressonâncias de primeira
ordem e razão das massas da ordem de 107º considerando uma perturbação

interna. (b) Apresentação da evolução em<uma escala maior. Algumas res­
sonâncias estão identificadas na figura. Note que o centro de libração para a

ressonâncias 6:7 não existe para o valor de excentricidade próximo de zero. À

ressonância 1:2 apresenta a evolução do centro de libração para e & O bem ex­

tensa ao ser comparada com as demais. Observe que o centro das ressonâncias
apocêntricas 2:3, 3:4 e 4:5 evoluem naturalmente com o aumento do valor da

constante de Jacobi para as ressonâncias pericêntricas 1:2, 2:3 e 3:4, respec­

tivamente. De uma mesma maneira, a ressonância apocêntrica 5:6 tem uma

tendência de evoluir para a ressonância pericêntrica 4:5.
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Figura 4.31 ­ (a) Evolução dos centros de libração para ressonâncias de primeira
ordem e razão das massas da ordem de 107? considerando uma perturbação

externa. (b) Apresentação da evolução em uma escala maior. Algumas res­

sonâncias estão identificadas na figura. À ressonância 2:1 apresenta a evolução

do centro de libração para e = O bem extensa ao ser comparada com as demais.

Observe que o centro da ressonância pericêntrica 3:2 evolui naturalmente com

o aumento do valor da constante de Jacobi para a ressonância apocêntrica 1:2

e a ressonância pericêntrica 4:3 tende a evoluir para a ressonância apocêntrica

2:3. Figura reproduzida de Winter & Murray (1997a).
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5 ­ REGIÕES REGULARES E LINHA DE COLISÃO

AÀ procura de modelos que evidenciem a formação dos planetas e a esta­
bilidade orbital dos sistemas planetários ainda são motivos de muitos estudos
por pesquisadores na área de Mecânica Celeste. Portanto, neste capítulo são
apresentadas as regiões regular e caótica ao redor da linha de colisão obtida
via superfície de seção de Poincaré. Diante da região caótica pode­se delimitar
onde a partícula tem grande probabilidade de não ser encontrada, pois a insta­
bilidade devido a aproximação com o corpo perturbador tornará impossível tal
permanência em caráter definitivo, podendo ocorrer somente em caráter tem­
porário. Este objetivo de delimitar regiões de estabilidade e instabilidade para
tentar explicar o surgimento e a estabilidade dos sistemas planetários foram
estudadas por autores como :

­ Gladman (1993) ­ estudou a estabilidade para o caso de um sistema de dois
planetas utilizando a estabilidade de Hill e concluiu que o comportamento
caótico está além da zona de caos da esfera de Hill que é dada pela expressão
2,4 x pa 11;

­ Lissauer (1998) ­ utilizou­se de dados observacionais em infravermelho, mode­
los astrofísicos, para explicar o possível surgimento de nosso sistema planetário
e outros, isto é, a possível estabilidade para que tal fato ocorresse e concluiu que
objetos que pudessem sugerir caos possam têf contribuído para a estabilidade
do sistema planetário;

­ Duncan et al (1989) ­ utilizaram­se do modelo plano, circular, restrito de
três corpos para mapearem a região caótica devido à aproximação da órbita
da partícula teste à órbita do planeta e sugeriu que poderiam existir faixas
de estabilidade além de Saturno e que Plutão poderia ter começado com uma
órbita quase circular evoluindo para as condições atuais devido ao movimento
caótico causado pela perturbações gravitacionais de Urano e Netuno.

O modelo analítico existente na literatura que fez­se uso neste capítulo em
caráter de comparação aos resultados obtidos foi o critério de sobreposição de
ressonâncias (Wisdom, 1980). À seção a seguir trata dos resultados numéricos
obtidos via superfície de seção de Poincaré.
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5.1 ­ Resultados numéricos

Nesta seção, são apresentadas as regiões onde são definidas como sendo
praticamente regulares. Estas regiões consideradas estáveis foram obtidas ao se
desprezar o possível caos que somente ocorre nas separatrizes das ressonâncias
via superfície de seção de Poincaré. Para melhor exemplificar, veja na figura
4.18 onde para o valor de constante de Jacobi de 3,050 e razão das massas da
ordem de 107º tem­se que o limite desta região ocorre para o valor de x de
aproximadamente 1,50, isto é, abaixo deste valor o caos existente pode ser des­
prezível ocorrendo somente nas separatrizes. Convertendo este valor de x em
termos de a e e obtem­se um ponto no espaço de fase. Repetindo este procedi­
mento para outros valores de constante de Jacobi é possível ajustar uma curva a
esses pontos, e, desta forma, obter uma curva empírica desta região considerada
estável. Portanto, foi possível delimitar uma região do espaço de fase conside­
rada estável onde praticamente inexistem regiões caóticas. Assim, de maneira
análoga, a região acima da curva, sem preenchimento, é praticamente caótica
com excessão das regiões em libração ressonante. Como exemplo destas regiões
de libração ressonante, veja no capítulo 4, seção 4.11, figura 4.27 .

Para a razão das massas da ordem de 107º tem­se que esta área considerada

regular começa a existir com o valor aproximado de constante de Jacobi 3,020,
mas ainda bem pequena evoluindo de acordo com o valor da constante de Jacobi
tendo seu ponto máximo para o valor de constante de Jacobi 3,300. Pode­se
dizer que para valores da constante de Jacobi superiores à 3,300 que o espaço
de fase é praticamente regular sendo as regiões caóticas, nas separatrizes, tão
pequenas que podem ser de certo modo desprezadas. Para o valor de constante
de Jacobi de 3,300 tem­se que seu contorno está totalmente contida dentro desta
região regular. Este resultado pode ser comparado quando visto as superfícies de
seção de Poincaré, por exemplo, figura 4.21 com o valor de constante de Jacobi
3,100, onde as regiões caóticas apresentam­se muito menores em comparação
com a figura 4.18 com o valor de constante de Jacobi 3,050. Isto sugere que para
valores de constante de Jacobi maiores o espaço de fase deve ser praticamente
regular considerando esta mesma faixa abordada.

Utilizando­se este procedimento foi possível obter também uma área su­
postamente estável a partir de resultados numéricos para outras razões das
massas ( figura 5.1 ). Nesta figura, tem­se que a área considerada estável ao
redor da linha de colisão é a área abaixo de cada linha tracejada, representada
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por cores distintas para diferenciar as razões das massas envolvidas. À região
em branco acima de cada curva, considerando isoladamente as diferentes razões
das massas, são praticamente caóticas, só implicando em uma estabilidade para

, ,

órbitas em libração ressonante.

A seção a seguir busca uma comparação entre os resultados obtidos nu­
mericamente com os obtidos aplicando um modelo analítico já existente na
literatura.

T T Tr

razão das massas 0,00005

razão das massas 0,0001

razão das massas 0,001

razão das massas 0,01

razão das massas 0,05

razão das massas 0,1

curva de

colisão

O
o)
"o

ro)
a
O
A
Fo
"
Fe
[
(O)
Ex
[9

7247
7247

LA A

1.2

semi­eixo maior

Figura 5.1 ­ Visão global das regiões consideradas estáveis, via superfície de
seção de Poincaré, desprezando o caos que ocorre somente nas separatrizes, para
diferentes razões das massas. À região considerada estável é a área abaixo de
cada curva tracejada. Note que a área acima de cada curva deve ser caótica com
excessão das regiões associadas com órbitas em libração ressonante. Também é
apresentada na figura a curva de colisão.

Ah
AVAVAY

3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



5.2 ­ Critério de sobreposição de ressonâncias

Após a obtenção das regiões consideradas estáveis e instáveis do espaço de
fase ao redor da curva de colisão via método numérico onde estas regiões apre­
sentam uma dependência nas razões das massas envolvidas, foi aplicado um
método analítico já existente na literatura com o objetivo de comparar os re­
sultados. O método encontrado foi desenvolvido por Chirikov (1979) e aplicado
por Wisdom (1980) para o problema restrito de três corpos. Nesse método os
resultados só puderam ser comparados considerando valores de excentricidade
próximos de zero.

Nos estudos analíticos envolvendo ressonâncias, como o modelo do pêndulo
e o segundo modelo ideal de ressonância (seções 3.2 e 3.3), sempre se considera
uma ressonância isoladamente. Todavia, no espaço de fase tem­se todo um con­
Junto de ressonâncias simultaneamente atuando. O critério de sobreposição de
ressonâncias se baseia na idéia de que ao se estudar duas ressonâncias próximas
no espaço de fase, pode­se chegar à conclusão de que suas regiões de libração
se sobrepõem gerando uma inconsistência. Esta sobreposição de ressonâncias
implica em uma região caótica do espaço de fase.

À aplicação do método de Chirikov ao problema, plano, circular, restrito
de três corpos foi feita por Wisdom (1980). Admitindo somente ressonâncias
de primeira ordem e excentricidades pequenas, Wisdom utilizou­se do segundo
modelo ideal de ressonância para obter uma expressão analítica a qual indica a
partir de qual ressonância tem­se a sobreposição sucessiva de todas as demais.
A expressão obtida é:

pr0.5117272/7 (5.1)

em que p é um número inteiro, que identifica 4 primeira (menor p) ressonância
(p: p+1) que é sobreposta.

Note que a expressão que Wisdom (1980) obteve considera a dependência
direta com a razão das massas envolvidas, portanto, a localização da primeira
ressonância (menor p) que é sobreposta para o valor de e aproximadamente
igual a zero irá modificar­se com a razão das massas envolvidas. Por exemplo,
para o valor da razão das massas 107º, a primeira ressonância de primeira
ordem que é sobreposta é a 1:2. Desta forma, todas as outras ressonâncias de
primeira ordem 2:3, 3:4, 4:5, 5:6, etc., que apresentariam­se neste espaço de fase
se sobrepõe uma com a outra, causando o caos global a partir deste limite de
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ressonância. Isto ocorre devido ao fato que o espaço existente entre a localização

de uma ressonância e outra vai diminuindo e aregião de libração associada com
cada ressonância intercepta a da sua ressonância vizinha( veja figura 5.2 ).

1 à " L

1.3 1.4

semi­eixo ressonante

Figura 5.2 ­ As localizações das ressonâncias de movimento médio exteriores
em função do semi­eixo ressonante. Note que o espaço entre as localizações
das ressonâncias vai diminuindo, portanto ao se considerar a região de libração
existe uma tendência de sobreposição das ressonâncias.

Na figura (5.3) encontra­se a localização do caos global devido a sobreposi­
ção de ressonâncias (Wisdom, 1980) utilizando a equação (5.1) para diferentes
valores de 12. Estes resultados serão comparados com os numéricos obtidos
anteriormente na figura 5.1 na seção 5.1.
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Figura 5.3 ­ Localização do semi­eixo ressonante em função da razão das massas
devido a sobreposição de ressonâncias (Wisdom, 1980) para o valor de excen­
tricidade próximo de zero. Os pontos em cruz representam as localizações das
primeiras ressonâncias que foram sobrepostas para cada razão das massas con­
siderada.

Os resultados analíticos e os numéricos para algumas razões das massas
estão apresentados nas figuras (5.4), (5.5) e (5.6). Para os resultados numéricos
tem­se que a largura caótica é a diferença entre o valor de semi­eixo maior
da curva de colisão e da curva de estabilidade obtida via suprefície de seção
de Poincaré. Os modelos analíticos utilizados nestas figuras para obtenção
das regiões regulares, e por consequência, as caóticas foram o modelo de so­
breposição de ressonâncias (Wisdom, 1980) e a esfera de Hill (Gladman, 1993).
Nestas figuras tem­se a comparação entre as regiões consideradas caóticas via
modelo analítico de sobreposição de ressonâncias e numérico. E possivel obser­
var que a região considerada caótica via modelo analítico de sobreposição de
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ressonâncias é bem menor que a obtida numericamente para razão das massas
maiores. Ainda nestas figuras tem­se também a comparação entre os resulta­
dos numéricos e a esfera de Hill (Gladman, 1993). À curva que define a esfera
de Hill foi obtida utilizando a expressão 1 + 2,4 x 12 /? = a(1 ­ e). Este
resultado analítico, das regiões consideradas caóticas, obtido via esfera de Hill
para qualquer valor de e e razão das massas mostra­se menor que o obtido
numericamente, sendo que a diferença aumenta com a excentricidade. Isto se
deve ao fato de que a distância da curva de colisão à curva da esfera de Hill ser
constante, independentemente da excentricidade, sendo que de fato o aumento
da excentricidade implica em aumento da região de instabilidade.

Para melhor visualizar esta diferença tem<se na figura (5.7), largura caótica
para e igual a zero em função das razões das massas, a comparação entre o
resultado numérico com o método analítico (Chirikov, 1979; Wisdom, 1980).
Observe que os resultados obtidos analiticamente (pontos em cruz) têm a forma
de uma função exponencial crescente e os resultados obtidos numericamente
(pontos em círculo) não satisfazem a curva da exponencial ao considerar toda
a faixa das razões das massas envolvidas, 107'* até 107º. Na figura 5.8 tem­se
o ajuste da curva que satisfaz os resultados numéricos. À equação que satisfaz
tal curva é dada por 0,07155x? + 0,71228r?º + 2,42952r + 3,02218.

Ao comparar­se as regiões caóticas utilizando o método analítico (Wis­
dom,1980) e o numérico percebe­se que existe um limite onde o modelo analítico
de sobreposição de ressonâncias explica por comparação os resultados numéricos
obtidos, sendo este para razões das massas 107º,107* e 107º (veja figuras 5.4 e
5.5). Tais resultados se aproximam pelo fato de que para essas razões das mas­
sas as ressonâncias existentes nesta faixa do espaço de fase são as de primeira
ordem (não sendo somente estas) e o modelo FF desenvolvido levando em conta
somente estas ressonâncias. Para razões de massa maiores (veja figura 5.4),
1x107?, 5xX107? e 1x107!, o modelo analítico e o numérico não concordam.

Isto ocorre devido o modelo analítico (Wisdom, 1980) não levar em conta res­
sonâncias de ordem superior e nesta faixa do espaço de fase para estas condições
não apresentam ressonâncias de primeira ordem. Utilizando o método numérico
é possível notar que a área caótica aumenta significativamente em comparação
com a mesma obtida pelo modelo analítico de sobreposição de ressonâncias de
Wisdom.
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Figura 5.4 ­ Regiões regulares e caóticas próximas à linha de colisão em função
do semi­eixo maior e excentricidade. À região regular obtida via superfície
de seção de Poincaré desprezando o caos que ocorre somente nas separatrizes
é a área localizada abaixo da linha tracejada rosa. À primeira ressonância
que se sobrepõe para e = O segundo Wisdom (1980) é a ressonância 1:2, cujo
semi­eixo é indicado na figura. À razão das massas considerada foi 107º.
Os pontos em preto representam os valores e a e e correspondentes a cada
valor obtido pela superfície de seção de Poincaré para diferentes valores de con­
stante de Jacobi. À linha de colisão é indicada pela linha preta e a pontilhada
preta representa a curva da esfera de Hill que foi obtida utilizando a relação
1+2,4x72!/=a(l—e).
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Figura 5.5 ­ Regiões regulares e caóticas próximas à linha de colisão em função
do semi­eixo maior e excentricidade. À região regular obtida via superfície de
seção de Poincaré desprezando o caos que ocorre somente nas separatrizes é a
área localizada abaixo da linha tracejada azul. À primeira ressonância que se
sobrepõe para e = O segundo Wisdom (1980) esta entre as ressonâncias 3:4 e
4:5, cujo semi­eixo é indicado na figura. À razão das massas considerada foi
107º. Os pontos em preto representam os valores de a e e correspondentes a
cada valor obtido pela superfície de seção de Poincaré para diferentes valores
de constante de Jacobi. A linha de colisão é indicada pela linha preta e a
pontilhada preta representa a curva da esfera de Hill que foi obtida utilizando
a relação 1+ 2,4 x n2!/? =a(l1—e).
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Figura 5.6 ­ Regiões regulares e caóticas próximas à linha de colisão em função
do semi­eixo maior e excentricidade. AÀ região regular obtida via superfície
de seção de Poincaré desprezando o caos que ocorre somente nas separatrizes
é a área localizada abaixo da linha tracejada verde. AÀ primeira ressonância
que se sobrepõe para e = O segundo Wisdom (1980) é a ressonâncias 9:10,
cujo semi­eixo é indicado na figura. À razão das massas considerada foi 5,1 x
1075, Os pontos em preto representam os valores de a e e correspondentes a
cada valor obtido pela superfície de seção de Poincaré para diferentes valores
de constante de Jacobi. A linha de colisão é indicada pela linha preta e a
pontilhada preta representa a curva da esfera de Hill que foi obtida utilizando
a relação 14+ 2,4 x n2!/S =a(l—e). X
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Figura 5.7 ­ Região caótica em função das razões das massas. Comparação do
resultado numérico, pontos em preto, e com o método analítico (Chirikov, 1979;
Wisdom,1980), em cruz, para e = 0. É possível observar que existe um limite
onde o modelo analítico se aproxima dos resultados obtidos numericamente.
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Figura 5.8 ­ Apresentação da curva de ajuste da região caótica em função das
razões das massas utilizando o método numérico, pontos em preto, para e = O.
A equação que satisfaz tal curva é dada por: 0,07152xº+ 0,71228r? + 2,42952x
+ 3,02218.
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6 ­ VISÃO GLOBAL DA ESTRUTURA DO ESPAÇO DE FASE

Neste capítulo tem­se a apresentação da estrutura do espaço de fase da
região externa dando uma visão geral, isto é, agrupando num só capítulo os
resultados obtidos numericamente para razão das massas 107º (figura 6.1) e da
ordem de 107º (figura 6.2).

Nas figuras (6.1) e (6.2) tem­se as regiões consideradas regulares devido

às amplitudes de libração associadas com ressonâncias de movimento médio e
às regiões regular e caótica ao redor da linha de colisão para razão das massas
10º? e da ordem de 10*, respectivamente.

As regiões regulares devido às amplitudes de libração são as regiões inte­
Tiores ao par de linhas. Estas regiões interiores estão relacionadas a ressonâncias
de movimento médio e estão indicadas na figura. Os contornos da constante de
Jacobi são indicados pela linha tracejada.

A região regular ao redor da linha de colisão é a área hachurada e a região
caótica, em consequência, é a região restante da figura.

Um comentário relevante, em relação à figura 6.2, é que pode confirmar
o resultado obtido na seção 4.4, a evolução dos centros de libração, das res­
sonâncias 6:7 e 5:6 não apresentarem circulação para excentricidade zero. Um
outro fator apresentado nesta figura é que apenas para as ressonâncias maiores
que 6:7 e 5:6 existe uma região onde pode­se adotar como sendo praticamente
regular além da região regular de libração. «Observe que para os valores de
constante de Jacobi menores ou igual a 3,000 as curvas não atingem valores de
excentricidade igual a zero.

De maneira análoga, na figura 6.1, tem­se que apenas para as ressonâncias
maiores que 3:4 existe uma região onde pode­se adotar como sendo praticamente
regular além da região regular de libração. Similarmente, para os valores de
constante de Jacobi menores ou igual a 3,020 as curvas não atingem valores de
excentricidade igual a zero.

Uma consideração a ser ressaltada ao comparar­se a estrutura dos dois
espaços de fase, figuras 6.1 e 6.2, é o fato que a estrutura do espaço de fase
para uma razão das massas menor apresentar uma quantidade maior de res­
sonâncias. Entretanto, estas ressonâncias associadas com as amplitudes de li­
bração mostram­se com largura consideravelmente maiores e em quantidade

x
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menor em se tratando de razões das massas maiores, implicando, desta forma,
numa dependência das razões das massas envolvidas no problema. Diante desta
consideração é possível que esta variação na largura das amplitudes tenha re­
sultado numa quantidade menor de ressonâncias para razão das massas 10 ?,
pois como a amplitude de libração aumentou consideralmente impossibilitou a
existência de outras ressonâncias.
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Figura 6.1 ­ Visão global da estrutura do espaço de fase para razão de massa
107º obtido numericamente via superfície de seção de Poincaré. À área hachu­
rada representa a área estável. À área entre o par de linhas representa a máxima
amplitude de libração associada com cada ressonância. As linhas tracejadas rep­
resentam os contornos da constante de Jacobi. Para o valor da constante de
Jacobi 2,900 pode­se observar que o valor de excentricidade associado a esta
curva não poderá ser menor que 0,4.
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Figura 6.2 ­ Visão global da estrutura do espaço de fase para razão de massa
da ordem de 1075 obtido numericamente via superfície de seção de Poincaré.
À área hachurada representa a área estável. À área entre o par de linhas rep­
resenta a máxima amplitude de libração associada com cada ressonância. Às
linhas tracejadas representam os contornos da constante de Jacobi. Para o valor
da constante de Jacobi 2,600 pode­se observar que o valor de excentricidade as­
sociado a esta curva não poderá ser menor que 0,6.
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7 ­ SUMÁRIO E COMENTÁRIOS FINAIS

No presente trabalho estudou­se a estrutura do espaço de fase do prob­
lema plano, circular, restrito de três corpos. Apesar de não se ter explorado o
espaço de fase como um todo, estudou­se as regiões associados às ressonâncias
de movimento médio que definem a estrutura de todo o espaço de fase.

A abordagem numérica utilizada, superfície de seção de Poincaré, mos­
trou­se eficiente na obtenção de diversas informações, como a máxima am­
plitude de libração das ressonâncias e a identificação das regiões regulares e
caóticas. Quanto à abordagem analítica, foram sucintamente revistos os mo­
delos do pêndulo e o segundo modelo ideal de ressonância, além de se fazer uso
do modelo de sobreposição de ressonâncias.

Uma parte significante do presente trabalho envolveu a determinação de­

talhada da estrutura do espaço de fase da região exterior ao corpo perturbador.

Dentre as contribuições deste trabalho destacamos os seguintes resultados:

D À constatação de que ressonâncias exteriores de terceira e quinta ordem podem
ter um desempenho fundamental na estabilidade de significativas regiões do
espaço de fase exterior ao corpo perturbador.

D As evoluções dos centros de libração para ressonâncias exteriores obtidas são
similares às obtidas por Winter & Murray (1997a)para ressonâncias interiores,
vindo a reforçar uma tendência de evoluções destes centros.

D O cálculo da região caótica ao redor da linha de colisão para quaisquer valores
de excentricidade é um resultado promissor e que merece uma exploração maior.
Este resultado poderá ser utilizado desde o estudo da estabilidade de planetas
em sistemas de estrelas binárias até estabilidade de partículas de um anel ao
redor de uma pequena lua. S
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