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Resumo

Neste trabalho analisaremos as equagoes de Navier-Stokes em R", (n > 3) e mostraremos
boa colocagao global, quando a velocidade inicial pertence ao espago de Morrey M, \ e
tem norma suficientemente pequena. Mostraremos também que se o dado inicial é uma
funcao homogénea de grau —1, entao as solucoes textitmild s&do autossimilares. Além disso,

apresentaremos um resultado de estabilidade assintética das solugoes mild.

Palavras-chave: Espacos de Morrey. Equagoes de Navier-Stokes. Solugoes mild.



Abstract

In this work we will analyze the Navier-Stokes equations in R™, (n > 3) and we will show
global well-posedness, when the initial velocity belongs to the Morrey space Mp, A and
with a sufficiently small norm. We will also show that if the initial data is a homogeneous
function of degree —1, then the mild solutions are self-similar. Moreover, we will present

an asymptotic stability result of the mild solutions.

Keywords: Morrey Space. Navier-Stokes Equations. Mild Solutions.
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Introducao

As equagoes de Euler e de Navier-Stokes descrevem o comportamento do movimento de um fluido
em R". Essas equagoes tem como incégnitas um vetor velocidade u(z,t) = (u1(z,t), - ,up(z,t)) € R
e a pressao p(x,t) € R, definidas na posicdo x € R™ e tempo t > 0. Neste trabalho, restringiremos
nossa atencao a fluidos incompressiveis preenchendo todo o espago R”.

As equagoes de Navier-Stokes sao dadas por

ou— pAu+ (u-VYu+VP=f zeR" t>0

V- u=0, zeR™ t>0 (1)

u(0, ) = up(z), x € R".
Aqui, uy = wo(z) é um campo vetorial dado com divergente nulo em R", f =
flz,t) = (fi(z,t), -, fu(z,t)), em que fi(x,t),i =1,--- ,n sdo as componentes de uma dada forca

aplicada externamente (forga da gravidade, por exemplo), u é um coeficiente positivo (de viscosidade) e

n
A = Z 88; ¢ o laplaciano em varidveis espaciais. As equagoes de Euler sao obtidas de (1] fazendo-se
= 01':1 i

A primeira equacao em é a segunda lei de Newton (F' = ma) para um fluido sujeito a forga
externa f e as forgas que surgem da pressao e da friccao. A segunda equagao diz apenas que o fluido
¢é incompressivel.

O problema de Cauchy para Navier-Stokes , paran > 3, embora amplamente estudado, ainda
estd longe de ser completamente compreendido. Existem essencialmente dois ramos para abordagem
do problema. Em [19], J. Leray introduziu o conceito de solucao fraca e obteve existéncia global de
solugdes fracas para dados iniciais ug € L?(R3?). A unicidade dessas solugdes (e outras propriedades
desejadas para uma solu¢do) permanecem um problema em aberto. Em [12], H. Fujita e T. Kato
obtiveram existéncia de solugao para dados iniciais ug € H %(RS) por métodos de semi-grupos. Tais

solucoes sao conhecidas como mild ou brandas.

A teoria das solugoes mild é associada principalmente a Kato e a Fujita, mas vale mencionar

11
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que alguma “versao” dessas idéias ja estava contida no trabalho de Leray. Solugoes mild sao tnicas,
mas somente em tempo local, a menos que a pequenez do dado inicial seja assumida. Essa linha de
resultados tem sido vastamente explorada culminando com diversos importantes trabalhos sobre as
equagoes de Navier-Stokes, com pequenez do dado inicial, em diferentes espagos criticos (espagos cujas
normas sao invariantes pelo scaling) tais como [§], [11], [27] em espagos de Lebesgue L™ (R"), [2], [28]
em espacos L™ — fraco, [4], [5] em espacos de Besov, [4] em espacos de pseudo-medidas PM™~!, [11],
[26] em espagos de Morrey My, ,,—p, [15], [16] em espagos de Besov-Morrey e [14] em espagos BMO™1.
Para uma discussao mais completa nesta diregao veja, por exemplo, [1§].

Vale ainda ressaltar que a teoria das solugoes fracas tira proveito da estrutura especifica das
equacoes de Navier-Stokes e, em particular, da estimativa de energia. Por outro lado, a abordagem de
Kato é mais genérica em sua natureza e se aplica a muitos outros problemas semilineares parabdlicos
(ou dispersivos).

Neste trabalho, estudamos resultados de boa colocacao global e estabilidade assintética, em
espacos de Morrey, com a condicao de pequenez do dado inicial. Uma vez que os espagos de Morrey
contém fungoes homogéneas é possivel obter existéncia de solugoes autossimilares. Os resultados de boa
colocagao estao contidos no trabalho de Kato [II]. J& os resultados de autosimilaridade e estabilidade
assintética sao obtidos como adaptagao dos trabalhos [5], [6] e [8] para espagos de Morrey.

A dissertagao estd organizada em trés capitulos com suas respectivas se¢oes. No primeiro capitulo
incluimos algumas notacoes basicas, apresentamos alguns resultados e defini¢cbes importantes que serao
utilizados no decorrer do trabalho.

No segundo capitulo, incluimos a definicao e algumas propriedades dos Espacos de Morrey como
completude, desigualdade de Holder, imersoes e operadores do tipo convolucao e singulares com acao
nos espagos de Morrey. Além disso, apresentamos algumas estimativas para o semigrupo do calor
U(t), que serao fundamentais para provar os principais resultados desse trabalho.

No terceiro capitulo apresentamos resultados que garantem que as equagoes de Navier Stokes sao
globalmente bem colocadas para dados iniciais em espagos de Morrey sob certas hipéteses de pequenez.

Além disso, apresentamos resultados de autosimilaridade e de estabilidade assintotica.



CAPITULO

Preliminares

O objetivo deste capitulo consiste em estruturar a presente dissertacao. Nele, iremos apresentar
algumas defini¢bes e resultados importantes e fixaremos notagoes basicas que usaremos no decorrer

dos capitulos.

1.1 Conceitos basicos

Definigao 1.1.1. Um vetor o = (aq,...,qy), em que cada componente o, i = 1,...,n é um inteiro

nao negativo € chamado um multi-indice de ordem

n
la| = Z a;.
j=1

Definig¢ao 1.1.2. Seja u : U — R™, em que u = (uy,...,up), com U C R™ aberto. Dado um

muti-indice o define-se D®u;(x) por:

o 0%y(w) O™ 0 uj(x)
- 0t Ompr Qo drpm

D%uj(x)

Assim, se k € um inteiro nao-negativo, entdo o conjunto de todas as derivadas parciais de u, de

ordem k, € dado por
D*u(z) = {D%u(z) = (D%ua(x),- -, D*um(2)); |a| = k}.

No decorrer deste trabalho usaremos as seguintes notagoes:
e C*(U) = {u:U — R; u tem derivadas parciais continuas até ordem k};

13



1.1 Conceitos basicos 14

e C°(U) = ﬂ C*(U) = {u:U — R; u é infinitamente diferencidvel};
k=0

e CXWU)={u:U—=R; ueC>®U)e supp(u) é compacto}, em que supp(u) = {x € U;u(z) # 0};

Vale lembrar que os espagos de fungdes a valores vetoriais (C*(U))?, (C®(U))" e (CX(U))™
consistem de todas as fungdes u : U — R", u = (u1,--- ,uy), com u; € C¥{U), C®(U) e CX(U),
respectivamente (j = 1,...,n). No entanto, no decorrer deste trabalho, para simplificar a nota¢ao nao

faremos distingao entre espagos de fungoes vetoriais e escalares.

1.2 Os Espacos L?

Definigao 1.2.1. Sejam 1 < p < oo e um aberto U C R™. O espago LP(U) € o conjunto das fungoes
mensurdveis u em U tais que / |u(z)Pdr < oo.
U

Uma norma em LP(U) € dada por:

1
P
Huumznuu:(/(] |u<:c>|p> C1<p<oo

e para p = 0o

||t|loo = esssup |u(z)].
zelU

Vale ressaltar que || - ||, define uma norma que faz de LP(U) um espago de Banach. Para mais
detalhes veja [3].

Na sequeéncia, enunciaremos as desigualdades de Holder e Young para os espacos de Lebesgue
LP = [P(U), que serao muito 1teis posteriormente. No entanto, omitiremos suas demonstragoes que

podem ser encontradas em [7].

Proposicao 1.2.2. (Desigualdade de Holder) Sejam p, q e r tais que 1 < p,q,r < o0 e ]lj—f— % =1

r

Se u e v sdo fungdes tais que u € LP e v € L9, entdo uv € L" e vale a desigualdade
[uolly < lvllpllvllg-

Quando v = 1 a igualdade vale se, e somente se, a|ulP = Blv|? q.t.p., em que o e [ sdo constantes

satisfazendo aff # 0.

3=

Proposicao 1.2.3. (Desigualdade de Young) Sejam p,q e r tais que 1 < p,q,r < 00 e I%—i— % =1+

Seuwe LP eve Ll entaouxv e L e

lwxvll < flullpllvllg,
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em que o simbolo * denota o operador convolugdo definido por

wev(e) = [ o= 9oy = [ uly)ele - )y

A desigualdade abaixo serd de suma importancia para demonstrarmos um dos principais
resultados para operadores de convolugao em espacos de Morrey que veremos no capitulo seguinte. A
demonstracao desta desigualdade pode ser encontrada em [9].

Proposicao 1.2.4. (Desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev) Seja 6 um nimero real tal que 0 <

1_

. %. Entao, existe uma constante C = C(n,d,p) < oo

d <nesejaml <p<q< oo satisfazendo %—

tal que para toda u € LP tem-se

Hs(u)llq < Cllullp, quandop >1

15 (w)lloo < Cllullr, quando p =1,

em que

I(u) = C /R w(w — )yl dy.

Definicao 1.2.5. Sejam 1 < p < oo e U um subconjunto aberto de R™. O espaco L?OC(U) € o conjunto

das func¢des u mensurdveis em U tais que / |u(x)|Pdz < 0o, para qualquer compacto K C U.
K

Vale lembrar que se u € L>(U), entdo u € L} (U), para todo 1 < p < oo. Além disso, usando

a desigualdade de Holder, pode-se mostrar que se 1 < p < oo, entdo LY (U) C Lj,.(U).

loc

Teorema 1.2.6. (Convergéncia Dominada de Lebesgue) Suponha que (u,) seja uma sequéncia

de fung¢des mensurdveis em U, tal que
u(x) = nh_)n(f)lo Un ()
existe para todo v € U. Se existe g € L*(U) tal que

lun(z)] < g(z), n=12,... exel,

entio u € LY(U) e

n—oo U
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Para uma demonstragao veja, por exemplo, [3].

1.3 O Espaco das Distribuicoes

Como vimos anteriormente, C°(U) é o espago das fungoes definidas em U, com suporte
compacto, possuindo em U derivadas parciais continuas de todas as ordens. Os elementos de CZ°(U)
sao chamados funcgoes testes em U.

Por exemplo, considerando-se p : R™ — R definida por

.
e -2 se x| <1
px) = (1.1)
0, se |z| > 1
com |z]? = 2% + - + 22, mostra-se que p € C>°(R") e que supp p = {x € R"; |z| < 1}, ou seja,
p € uma funcao teste em R”.

Vale destacar que para 1 < p < oo vale que C2°(U) é denso em LP(U). Para uma discussdo mais

detalhada sobre o assunto veja, por exemplo, [20].

Definicao 1.3.1. Diz-se que uma sequéncia (p,) de funcoes de C°(U) é convergente para zero,

quando as sequintes condicdes forem satisfeitas:

i) Os suportes de todas as fungoes testes p,, da sequéncia dada, estao contidos num compacto fizo

K.
i) Para cada muti-indice «, a sequéncia (D%p,) converge para zero uniformemente em K.

Sep € CX(U), diz-se que a sequéncia (v,) de elementos de C°(U) converge para ¢ em C°(U),

quando a sequéncia (v, — @) converge para zero no sentido dado acima.

O espago vetorial C2°(U) com esta nogao de convergéncia é representado por D(U) e denominado

espago das funcoes testes em U.

Definigao 1.3.2. Define-se como distribuicao sobre U a toda forma linear T sobre D(U) que € continua
no sentido da convergéncia definida sobre D(U), ou seja, para toda sequéncia (p,) de D(U) que

converge para zero, tem-se que a sequéncia ((T',p,)) converge para zero em K.
Observacao 1. Note que K=R ou C e (T, p,) € o valor de T em ,,.

O conjunto de todas as distribui¢oes sobre U é um espaco vetorial, o qual representa-se por

D'(U). Se u € L} (U), entdo a forma linear T, definida por

loc

(Tur) = /U u(x)p(z)dz, Yo € D(U)
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é um exemplo de distribuicao sobre U.

Definicao 1.3.3. Diz-se que uma sequéncia (T,) de elementos de D'(U) converge para zero em D' (U),
quando para toda fungdo teste p € D(U), a sequéncia ({(T,), ) converge para zero em K. Neste caso,
escreve-se

lim T, =0 em D'(U).

V—r00
Diz-se que

lim 7, =T em D'(U),

V—r00

quando lim,_,oo (T, — T) =0 em D'(U).

Lema 1.3.4 (de Du Bois Raymond). Seja v € L} (U). Entdo T, = 0 se, e somente se, u = 0 q.t.p

loc

em U.

Observagao 2. Do Lema seque que para para u € Ly _(U), tem-se Ty, univocamente determinada

loc

1

por u sobre U, quase sempre, no sequinte sentido: se u,v € Lj,,

(U), entio T,, =T, se, e somente se,
u = v qt.p em U. Por esta razdo, identifica-se u com a distribuicao T, por ela definida e diz-se a

distribuicao u ao invés de dizer a distribuicao T,.

Vale ainda lembrar que para 1 < p < 0o, tem-se a seguinte cadeia de imersoes continuas

DWU) — LF

loc

(U) < D'(U).

1.4 Transformada de Riesz e Projetor de Leray

Nesta se¢ao trataremos sobre a transformada de Riez e o operador projetor de Leray (ou Leray-
Hopf), mas antes precisaremos introduzir o espago de Schwarz S(R"), isto é, o espago das fungdes
infinitamente derivdaveis em R, cujas derivadas decrescem no infinito mais rapidamente que qualquer

poténcia de |z|.

Definigao 1.4.1. O espago de Schwarz S(R™) é o conjunto de todas as funcoes f € C®(R"™), tais que

a semi-norma

11l k0y = sup (1 + [2[*)| D f ()]
TzeR™
€ finita para cada k € N e todo multi-indice a.

Observagao 3. No espaco S = S(R™) considera-se a sequinte nogdo de convergéncia: uma sequéncia
(¢v) de fungoes de S converge para uma fungdio p € S se a sequéncia ||, — @||(r,q) converge zero para

quaisquer k € N e a multi-indice.
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A seguir relembramos a transformada de Fourier.

Definigao 1.4.2. Dada uma funcdo u € L*(R™), define-se a sua transformada de Fourier como sendo
a fung¢ao Flu] definida por
Flul(€) :/ 6_2“i£'xu(x) dx.

Também denotamos Flu] = u.

Definicao 1.4.3. Dada uma funcdo u € L (R™), a transformada de Fourier inversa é a funcdo dada

por t(x) = u(—z) para cada x € R™.
As propriedades a seguir sdo basicas e muito relevantes no estudo da transformada de Fourier:
Proposicao 1.4.4. Considere u,v € L'(R"). Sdo verdadeiras as sequintes afirmacoes:
(i) (uxv)" =uw.
(i1) Se € LY(R"), para |a| < k, entdo 4 € CF(R™) e DU = [(—2miz)*u]".

(iii) Se u € C*(R™), D € L'(R™) para || < k e D é continua com |l‘im D%u(z) = 0 para
Tr|—00
la| <k —1, entdo (Du)"(€) = (2mi&)“u(§).

Uma vez que S(R") C L'(R"), para cada ¢ € S(R"), estdo bem definidas Flu] = u, Flu] = u e
mostra-se que elas sdo rapidamente decrescentes no infinito. Além disso,

F:S[RY) s SR e F:S[RY) — S(RY)

sdo isomorfismos continuos e F~1 = F.
Agora estamos em condicoes de definir a transformada de Riesz que serd muito til para nossos

propositos.

Definigao 1.4.5. Seja u € S(R™). A k—transformada de Riesz, Ry, € dada por

m5>=f5a<s>, k=1, .n (1.2)

em que u € a transformada de Fourier de u.

Uma vez que o operador potencial de Riesz, (ver [23]), é dado por

((-2)"%0) " (©) = rieh#ae), 0<p<n,
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tem-se
A A
(s t) © = 2ri (ayta) @
= 2migy(2n(¢]) 7 a(¢)
ik
= ul§)
€]
= (Rru)(§),
ou seja,
_—— 7V o 1
Reu(w) = [(Rew)| - (@) = (50~ (-2) 7 ) (@), (1.3)
T
92
em que r = (21,%2,...,Tp) € A = E 873:,% é o operador de Laplace.
Definicao 1.4.6. O operador projetor de Leray P € definido por
P=I4+R®R, (1.4)

em que I € a aplicacdo identidade e R € um vetor cujas componentes sdo dadas pelas transformadas

de Riesz, isto é, R = (R1,R2,---Rp) e (RO R)ij = RiR,;.

Segue que para cada u € S(R"),

Plu) = u+(R®R)u

= (u1,...,up) + (R1R1us + - + RiRpup, ..., RyRius + ..., + Ry Rpuy)

= (ul, . ,un) + (Rl Z'R,ju]', .. .RnZRjUj)
j=1 j=1
= (’U,l +Rio,...,uy —i—RnU),
em que g = ZT\’,juj.

j=1
Observe que de ([1.3]) tem-se

0 1 "9 1
Rio = g(-A)7 g 5 () F
AN A)"2
= G (A div ((-2)72u)
0
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Assim, pode-se reescrever o projetor P da seguinte forma:

P(u) = (m + a‘; (=A)Ldiva),. .. u, + ain ((—A)~! div u)) : (1.6)

Vale ressaltar que o projetor de Leray tem as seguintes propriedades:
e (i) P comuta com derivadas;
e (it) P(Vu) =0;
e (iii) div (P(u)) = 0;
o (iv) divu =0« Pu=u.

Para mais detalhes sobre a transformada de Riesz e o projetor de Leray, veja [9], [I8], por

exemplo.

1.5 A Funcgao Beta

Apresentaremos agora a funcao Beta que serd uma ferramenta importante para obter certas

estimativas no decorrer deste trabalho.

Definigao 1.5.1. Sejam z,y > 0. A funcdo Beta € definida pela integral

1
B(z,y) = /0 711 — ¢)ylay, (1.7)

Proposicao 1.5.2. A funcao Beta € sempre finita.

Demonstracao. De fato, tome 0 < § < 1. Tem-se que

4
Blz,y) = /0t’“"_l(l—t)y_ldt—i—/ltx_l(l—t)y_ldt

0

1) 1
< max(1,(1-0)Y"1) / t*Ldt + max(1, 6% 1) / (1—t)Y tat
0 6

T — 5
= max(l,(1-— 5)?”71)5— + max(1, (53”*1)u
€ )

< 0.

Observagao 4. Fazendo-se a mudanca de varidvel s = tw, tem-se

t 1
/ ST -5l ds = / (tw)® 1 (t — tw)? 't dw
0 0



1.5 A Funcao Beta

21

1
/ tx-l-y—lwx—l(l 7w)y—1 dw
0

1
tr+y—1/ wm—l(l_,w)y—l dw
0

1 B(z,y).



CAPITULO

Os Espacos de Morrey

O objetivo deste capitulo é apresentar os espacos de Morrey e abordar algumas de suas

propriedades que serdo de fundamental importancia para os nossos propésitos.

2.1 Os Espacgos de Morrey - M,

Definigao 2.1.1. O espaco de Morrey, denotado por My z(R™) = My, com p € [1,00) e A € [0,n) €

definido como subespaco normado de

1
Ly (R") = {f R" > R: </K |f(x)\pd1:>p < o0, VK CR" compacto},

com a norma dada por

_2
1flpa = sup  { R I1f o) (2.1)

zo€ER™,R>0

em que || f|lpzo,r denota a norma em LP(Br(xo)) de f, isto é

1
1 lpszo,m = (/ |f(ﬂ?)|pdﬂf> e Br(zo) = {z € R"; |z — zo| < R}.
Br(zo)

Observagao 5. Note que se p € [1,00), entdo My = LP. Sep =1, a norma L' em ([2.1) € entendida
como a varia¢do total da medida f na bola Br(xzo) e My x como um subespaco das medidas de Radon.
Vale ainda ressaltar que pode-se incluir L entre os espagos My, x tomando-se, para isso, p = oo

ou\=n.

Os espagos de Morrey sao espagos vetoriais normados com a norma |[/f|l,r. A seguir,

mostraremos que M, y é um espaco de Banach.

22
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Proposicao 2.1.2. Sejam p € [1,00) e A € [0,n). O espaco M, \ € um espaco de Banach.

Demonstragao. Seja (fi)ren uma sequéncia de Cauchy em M, x. Note que, em particular, (f;)ren €
uma sequéncia de Cauchy em LP(Bg(xg)). Uma vez que p > 1, a completude de LP(Bgr(zp)) garante

que existe uma funcao

f € LP(Br(wo)) tal que |[|fr = fllLe(Br(we)) = O- (2.2)

Queremos mostrar que f € My e ||f — fi|lp» = 0. Para isso, escreva

[f(@)P = |f(2) = fale) + fu(@)?
< 2P(f (@) = fe@)P + [fe(@)[") -

Assim,
éwéﬂmﬂﬂ”W“7< ”(é Ahm)V@f—ﬁ@NWx+RA/Rm!h@Wﬂ%
=7 (J%A /BR(xo) |f(x> B fk(l’) ’pdx + ka%)‘) . (2.3)

Como a sequéncia (fi)ren € de Cauchy em M, ), entao existe uma constante ¢ > 0 tal que

|| frllpa < ¢, para todo k € N. Dai, de (2.2) e (2.3)), obtemos

1

% |f(2)|Pdx < 2PcP,
RA Br(zo)

de onde segue que f € M, \

Resta mostrar que || f — fil[p,» = 0, quando k — oco. Para isso, escreva

1 B ) s ) )
R /BR(xO)\f(x) fr(@)Pde < 2 <R* /BR(xO)Ifm(x) Fula)Pda

! uuﬂ—ﬁﬂmwmj

_|_7
Rr Br(

z0)

< %@m—n@ﬂjgé()mm—mmwm> (2.4)

Como a sequéncia (fi)ren € de Cauchy em M, y, entdo dado € > 0, arbitrario, existe ng € N tal
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que

||fm - fk:

lpa <€, paratodo k,m > ng.

Dali, de (2.4) e (2.5), obtemos

op

1
R)‘/BR(xo) If(z) — fr(@)Pdx < 2P| fm — fk”z,,\ + i /BR(IO) |f(z) = fom(a)|Pda

< 2PeP 4 (e,

para todo k,m > ng.

Como ¢ ¢é arbitrario, segue de (2.6 que fi — f em M, ).

Definicao 2.1.3. O subespaco Mp7,\ de My 5 € o conjunto das funcgoes f € M, \ tais que

A
lim |R™» . —0.
lim [ P xigﬁn If ”p,:va]

(2.7)

Observagao 6. Note que se f € L™ entdo f € Mp)\. De fato, se f € L™ entao existe uma constante

C > 0 tal que |f(x)| < C quase sempre em R™. Logo, para cada xo € R", temos

ok = ( / If(:v)lpdfv>
Br(zo)
1
P
< </ C’pdx>
Br(z0)
1

I/

Assim, concluimos que

sup ||f”p;ac0,R < CRv>.

zo€ER™
Logo,
. _A . n—XA
0< lim |R 7 sup | fllpao,r| < lim CR » =0,
R—0+ roERM R—0t+
pois n > A.

Portanto, f € Mp’,\.
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Definicao 2.1.4. O subespaco Mp,/\ de My » € o conjunto das funcgoes f € M, y, tais que

li - = 2.
tm 7S flla =0, 23)
em que T¢ denota a translagao dada por ¢ f(x) = f(x — &), para £ € R".

Proposicao 2.1.5. Sep € [1,00) e A € [0,n), entao Mp,A e ]\an,\ sio subespagos fechados de My, .

Demonstra¢do. Provemos primeiramente que Mp7 A € subespaco fechado de M, . Se f € M, ) temos

PN ) _2
Ilar = s &3l > tiasup | sup &Sl
zo€ER™, R>0 R—0t+ Lzo€eR”
Seja (fr)ken C Mp,)\ uma sequéncia que converge para f na norma || - ||, . Entao, temos
2
0 <limsup | sup R 7|f — fk||p;$07R] < \If = fellpn = 0, quando k — oo. (2.9)
R—0T zg€ER™
Como
sup |[fllpiwo, e = sup |f = fi + fellpswo,r
roER zoERM
< sup ||f = fullpsao,r + Jup, 1 fxllpszo. s
zoER™
segue que

_a
limsup |R~ » sup || fllpo.R ] < limsup [R P sup ||f—fk||p;:vo,R]
R—0t+ zo€ER™ R—0+ roER™

+ lim sup [R P Sup ||fk||p:ro7 }

R—0* zo€ER
= 040=0.

Desta forma, concluimos que f € Mp, A €, portanto, Mp7 » é um subespaco fechado.
Agora, seja (fr)ren C Mpy,\ uma sequéncia tal que f; — f na norma || - ||, . Queremos mostrar
que f € Mp, A-

Note que [|7eflpx = | f]

pA- Assim, segue que

Imef = fllon = N7me(f = fu) + 7efi — fu + i — fllpa
< Nl7e(f = filllpr + e fie = frellpa + 1 fk = fllpa

2 fx — f

o)+ 1 7efie = frllpa-
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Logo, concluimos que

limsup [|7e f = fllpa < 2([fe = fllpa + limsup |7 fis = fellpr
£—0 £—0

2[|fx = fllp.a-

Uma vez que ||fz — f|l,» = 0, quando k — oo, obtemos f € Mp,/\

Portanto Mp, » ¢ um subespaco fechado de M), . ]

2.2 Algumas propriedades dos espacos M), )

O resultado a seguir apresenta importantes propriedades do espaco de Morrey, com destaque

para a desigualdade de Hélder que serd de grande importancia para nossos propositos.

Lema 2.2.1. (i) (Inclusdo Continua) Sejam p,q € [1,00) e \,u € [0,n). Se "’%)‘ = % ep<gq,

entao a segquinte inclusao € continua

Mg, © Mpx.
i) (Desigualdade de Holder) Sejam p,q,r € [1,00) e X € [0,n) tais que 1 = 1 41 ¢
(it) (Desig jam p, q, , B Y : que ;= 5+
1= % + %. Se feM,yege My, entio fg € M,, e vale a desigualdade
1fgllry < N llpallgllg, e
(i1i) (Convexidade) Sejam p,q,r € [1,00), A\, u,y € [0,n) e k € [0,1], tais que % = % —i—% e

1=01- k)% + kL. Se f € My My, entio f € M,y e vale a desigualdade

T

1 e < () U Nl

Demonstracao. Mostremos primeiramente a inclusao continua M,, < M, . Note que devemos

mostrar que existe uma constante C' > 0 tal que [[f||,» < C|fllqn € que, para isso, é suficiente
n_n
mostrar que || f|[po,r < CR? ™1 || fllgsao,R-

Usando a Desigualdade de Holder para espacos LP, e tomando r de modo que % = % +

Q=

obtemos

[fllpo. 2 < Nlrizo, 5l fllgizo.

1
_ ( / G dx> 1l gseo,
Br(xo)
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—1 n
= TRy

‘q;mmR

n_n
= CR» q”f”q;xo,Rv

em que CR" é o volume da bola Bg(xg).

Assim,

A

_2A n=A_n
R p”f”p;xo,R < CR» 4 fllgzor
_n
= CR ||f||q;xo,R‘ (2.10)

Dal, de (2.10)), obtemos

_A _K
sup R 7| fllpmo,r £C sup R 4| fllgao,r
ro€ER? R>0 zoER™, R>0

ou seja,

1fllpx < Clf g

o que prova o item (7).

Para (ii), se p < ¢, usando a Desigualdade de Holder em LP | obtemos

2
ey = sup R ’“Hngr;xo,R
zoER™ R>0

Ifg

,A+M
< s RS lpo.rlgllgann

zo€ER™, R>0
e
p;IO,R} sup {R 4 Hqu;fEmR}
zoER™ , R>0

2
( sip  {R77|f]
zoER™ R>0
= £ lpallgllas

IN

Como

1Fgllrn < 17 llpAllgllgn < oo,

segue que fg € M, .

Para (i7i), como no item (i¢), é suficiente mostrar a desigualdade

e < F o) U Fllgn) -

Observemos, primeiramente, que

17120 = (1£]lp2)", para k> 0. (2.11)
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De fato, notemos que

_kx
(F&d N = EaupR>0 R » ka”%;:ro,R
mo 7l7
k
fB z ’fk($)|%dx P
= sup r(z0)
zo€R™, R>0 RN
k
= sup fBR(LL‘()) ’f(l’) ’pdx P
zo€eR™,R>0 RA
1
fBR(:Eo) ‘f(x)‘pd.%’ P
= sup
zo€eR™,R>0 RN
= (Ifllp)".

Agora tomemos f = (f17%)(f¥) e observemos que f17F ¢ Mﬁ)\, pois pelo que provamos
anteriormente ||f1_kH1%k7)\ = (Ifllp2)'F < o0, j& que f € M, . Analogamente, temos f* € Ma .

Assim, pela Desigualdade de Holder e por (2.11)) concluimos que

= Iy
< Iz Al g

1-k>

= (Il U1 F ),

I1f

de onde segue que f € M, . O

Em [12], Kato introduz uma outra notacao para os espagos de Morrey M, y dada da seguinte

forma:

n—A\

Myy=M(A), emque A=(p la)eA e a=

>0, com pel,oo) e A€ [0,n). (2.12)

Aqui A denota o tridngulo retangulo com vértices O = (0,0), (1,0) e (1,n), com o lado inferior
excluido (como pode ser visto na Figura ), exceto a origem O. Além disso, convencionamos que
M(O) = L.

Para A = (p~!, ), escrevemos p~! = 2(A) e a = y(A) que serd chamado de altura de A. Vale
ressaltar que y(A) = 0 se, e somente se A = O. De fato, é claro que se A = O, entao y(A) = 0. Agora
se y(A) = 0, temos

y(A)=0=a=0
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e como A\ < n segue que p = oo e, portanto, z(A4) = 0, ou seja, A = O.

M gim

(1.0)

Figura 2.1: Espacos de Morrey com a notacao de Tosio Kato.

Escrevemos [A, B] para denotar o segmento fechado que liga A e B, (A, B) para denotar o
segmento aberto conectando A e B e [AB] o comprimento desse segmento.
Em correspondéncia com a notagdo dada em a norma || f||, » serd denotada por || f; M(A)||

ou, simplesmente, || f; A||, (com [|f;O| = || fl|c0, em que O = (0,0)). Assim,

Ifi Al = sup {RU”)Hfup;xo,R}, A=(@p o)A

zo€ER?,R>0

Cada ponto A = (p~!,a) € A correspondente a A = n — ap = constante, pertence a um raio
emanando de O e representa os espagos de Morrey M, x = M(A). A hipotenusa de A, dada pela reta
y = nx, correspondente a A = 0, representa os espacos LP, se p > 1 ou M, se p = 1. Por exemplo, ao
ponto B = (%, a) na hipotenusa de A, (ver Figura , corresponde o espago M (B) = Mg,o =La.

Além disso, usamos também as notacoes M(A) e M(A) para Mp7 \ € Mp’ A, Tespectivamente.

Para A = O definimos o conjunto M(0) € M(0) = L* como o conjunto das fungdes continuas

e limitadas e M(0O) C M(O) como o conjunto das funcdes uniformemente continuas e limitadas.

Observagao 7. Note que se p € [1,00) e A € [0,n), entdo M, N L>® C Mp)\ ou M(A)NM(O) C
M (A), na notacio de Kato.
De fato, se f € My, N L>®, entio f € L e, portanto, pela Obsemang@ seque que f € M, A-

Por fim, escrevemos A C B se y(A) = y(B) e B esta a direita de A ou B = A. Com esta
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notagao, a inclusao continua pode ser reescrita. Mais geralmente, o préximo resultado é o Lema [2.2.1

expresso ha notacao de Kato:

Lema 2.2.2. (i) (Inclusdo continua) Se A C B, entio M(A) C M(B).

(i) (Destgualdade de Holder) Se f € M(A), g € M(B), entio fg € M(A+ B) com
Ifg;: A+ Bl < |If; Allllg: B,

em que A e B sdo tais que A+ B € A.

(i1i) (Convexidade) Se f € M(A) N M(B) entio f € M(C), VC € [A, B] e vale

If:Cll < 1 f5 AN £ BIF,

comk:%.

Observagao 8. Note que se f € M(A) = M, entio A = (%, T_)‘> ese fe M(B)= M,, entdo

B (1)
q’ q ’

Sabemos, da hipdtese da desigualdade de Hdélder na notagcao usual, que % = % +

e +

SR
s>
=

1
q

entao temos

p q

1 n—X\ 1 n—
o) ()
p p q q

o que justifica (ii) na notagdo de Kato.

Agora, se A = %,a), B:(%, 6) 602(1 T),emquea:@, ="t er =" visto

1 1-k k A
que + =1k 4k e%:(l—k)g%—kz%, temos

(1—k)A+Bk — (1—k)<;,a>+k<(1], 5)
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Logo, (1 — k)A+ Bk =C e, por isso, k = %, o que justifica (iii).

Observagao 9. Além da inclusao apresentada no item (i) do Lema também vale que M(A) C
M(B) e M(A) C M(B), se AC B.

No entanto, uma relagio do tipo M(A) C M(B) ndo € verdadeira. De fato, sabemos que se
0 <k <n entio f(z) = |z|™* € Mpy_pk, com1 <p <%, mas f ¢ My, para todo 1 < p < oo e
0 < X< n, ver [12].

Assim, se A = (p71 k) e B= (¢ k), com1<p<gq< T, entao A C B. Pela afirmagao
acima, seque que f € My, = M(p~1, k), mas f ¢ M n—pk = M(q_l, k).

Finalmente, na definicao abaixo, apresentamos os espacos de Morrey de fungoes a valores

vetoriais.

Definigao 2.2.3. Dada uma fun¢do vetorial f : R™ — R™, dizemos que f € (M, )™ (ou (Mp )™ ou
(Mp)\)m) se fi € My (ou Mp,A ou MPQ\),V i€ {l,...,m}. Mais ainda, definimos || f||px = |/|f|llp.xs

em que |f| é a norma de f em R™.

2.3 Semigrupo do Calor

Note que o problema linear associado ao sistema nada mais é do que o problema de Cauchy
para a equacao linear do calor em R" :

— —Au=0, emzeR" t>0,
ot

(2.13)

u(0,2) = ug(z), em z € R"

que trata-se de um problema classico da literatura de EDP’s.
E bem conhecido que uma aplicacao da transformada de Fourier em (2.13)) fornece, para cada
¢ € R™ fixado, o PVI

(8¢ + 4m|€]?)a(t, &) = 0,
(2.14)
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que possui uma unica solugao, dada por

a(t,€) = ip(€)h(t, €), (2.15)

em que h(t, &) = e 4 1€t
Sabe-se também, que a solucao de (2.13)), é obtida através da aplicacdo da transformada inversa

a (2.15), ou seja, tem-se
u(t,x) = h(t,x) * up(x), (2.16)

em que

h(t, ) = (6,4,T2|5,2t)v () = (4tm) " 3e 5, (2.17)

o qual é chamado de nicleo de Gauss-Weierstrass.

A solucao (2.16]) do problema linear (2.13)) gera um semi-grupo {U(t)}+>0 via convolugao com o
nucleo de Gauss-Weierstrass (2.17)), isto é,

hy xug = h(-,t) xug se t > 0.
U(t)ug := ePug = L SRAR (2.18)

ug, set =0

Para mais detalhes sobre a discussao acima veja, por exemplo, [I7]. No que segue, nos referimos

a {U(t)}+>0 e ht como semigrupo do calor e nicleo do calor, respectivamente.

tA

O objetivo desta segao é estudar o operador de convolucao U(t) = e'~, com ntcleo

hi(z) = hy(|z|) = (Amt)"2e a0, t > 0, (2.19)

em espagos de Morrey.

Note que se t > 0,

vf=hers= [ e —pa=c [ L,
m " t2e 4t

estd bem definido para f € M), 5, com p € [1,00) e A € [0,n) e U(t)f € C*, com todas as derivadas
limitadas (ver [12]).

O préximo lema nos da estimativas para U(t) e suas derivadas em espagos de Morrey.

Lema 2.3.1. Sejam 1 < p,g < o0 e0 < A\, u < n. Se "p%)‘ > ”—;“ e i = X quando p < q, entdo

U(t), DU(t) e &U(t), com t > 0, sdo operadores limitados de M, em My, C M,, e dependem

continuamente de t. Além disso, para toda f € M)y, y, temos
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@ U5 s

iy 205 b £

e = CHprJw

an = C”f”p)n

l{n=A_n—p
i) ¢ 2O ) 10U flaw < Ol oo,

em que a constante C = C(p,q, \, u,n).

Demonstragdo. A prova de cada item serd separada em trés casos, a saber, (p,A) = (q, 1), (¢, ) =

(00, i) € o caso geral, isto é, p < qge X\ = p.

Prova do item (i): Defina f; := U(t)f = hy * f. Observe primeiramente que o caso em que

A = 0 admite apenas u = 0 e sua prova é trivial, pois sabendo que h; € L' N L>®, f € Mpo = LP e
1+ % = % + 1, segue da desigualdade de Young que

1fellg = Mlhe* fllg < Nhellllflle = 1fllps

em que ||h|[; = 1. De fato,

[[Pel1

onde usamos

[ mito)) ds

=2

/ (4rt)"2e a0 dx

o0 - 2
(4mt)~2 / </ e_|4|td5’> dr
| /0 |z|=r

(4rt)"3 /OOO </|x|re_ﬁd5> dr]
(4rt) 5 _/OOO % (/m ds> dr]

—_

00 5 lr(nJrl)
/ e dy =227 comn>—-lea>0,
0

em que ' denota a fungao gama.

(2.20)
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Seja agora du = h(y)dy e p’ tal que % + }% = 1. Como ||h||s = 1 e usando a Desigualdade de

Holder temos

P = |[ s b
= | [ 1= @
< ([ 1sa=ulan)
S .

(L ve-wr ) (1, )]
= [ V=)o) dyCliu])?

= [ 1=ty dy (221)
(he s |F17)(2).

\\@

_2 .
Como f & My, entao || fllpn = B 7| fllpo,r, ou scja,

/B =P = (o < (1R

Usando novamente que ||h¢|[1 = 1 e a desigualdade (2.21)), temos

(fillpwor)” = /B / he(y)f(x —y) dy

< /B /nht ) f(z = y)P dy da
- [ (/B R(xo)f(af—y)lpdw> haly) dy

/ (L) BMhe(y) dy

n

= (Hf\lp,x)pRA/ hi(y) dy
RTL
(1F 0P R,

p
dz

IN

ou seja, || fellpar < [|fllp.a, 0 que prova o item (i) para o caso em que (p,A) = (q, 11).

Considere agora o caso em que g = oo. Para z = 0, por (2.21]), temos

| (0)[P S/Rn he(lz])]f (x) Pda. (2.22)
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Agora, note que se p(r) := / |f(x)|P, entao
|| <r

L i@l = [~ o).

De fato, dii“ (/mr |f(g;)|de> = /mr |f(2)|PdS, ou seja, dp(r) = (/x“" \f(x)‘PdS> dr e,

portanto,
| hebis@ras = | </|m|_rﬁt<r>|f<x>|pds>dr= | utryantr).

Logo, integrando por partes obtemos

[ atabis@pds = [ Ri)dptr
R 0 -
= R = [ Birptrdr

0 0
= Tim =u(r)p(r) — hu(0)p(0) + [ (r)|p(r)dr

h * 2
< i L0+ [T Ol
he(r =
< Jim 01w+ [ NSl
0
= 0+(“f“p,>\)p/0 |\ ()| dr (2.23)

T n 7'2
Assim, uma vez que ¢(r) = hy(r) = (4nt)"2e” %, de (2.22) e (2.23)), segue que

() < /O @)L f )P dr (2.24)

n o0 r2

< CrtE [Ty et ar

0

— ot % p A 3+1

= Oz (I fllpa)r 20 {5+ 1) 2 (2.25)
n—>\

< Ctm 2 ([fllpa)"s (2.26)

sendo que em ([2.25)) utilizamos novamente a expressao (2.20)).
Observemos que nao hé nada em especial no ponto x = 0, e a desigualdade vale para todo

x € R™. Assim,

fu(@)| < CE 5 (| fllpa), Vo € R (2.27)

Tomando o supremo para = € R", fica provado o item (i) para o caso em que (g, u) = (00, j1).
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Considere o caso geral, isto é, p < g e u = \. Desta forma,

| fiellggzo,r = </BR(m0)|ft($>|q dl‘)
- ( [ @i dx>
Br(wo)
o oF do
< (Ifell) </BR<ZO>'ft< ) d)

= (Ifelloo) "5 (I fellpsmo,r) @
< (i) T (1 fellp AR

Q-

A

Uma vez que [[fellpa < C|If

A € A = [, segue que

)
1felaw = s {R 51 fillgwor )
zoER™,R>0
1-2 p
< (felloo)™ (Il fellpa) @ (2.28)
_n=X2 1_% P
< (TN pa) " (Ul
(,@,u)
= Ot @ 2 (2.29)
provando assim a estimativa (i) no caso geral.
Prova de (ii): Para o caso (p,\) = (g, ), observemos que
8ht 2$] _n . _n 7@ X4
— =——(4 2172 it = — L}
Ox;j (z) 4t (4m) ¢« 2t ()
e
2 l=l?
_nonon a2l _noon l=P=2e® a e n,_n _lz> eS8t
hot(z) = (4m) "2 (2t) " 2e 420 = (4m) " 2(2t) 2e 8 =2 z2e'st (4m) 2t 2e 4t = 5T ()
2
Entao,
Ohs )
b 102, _ 925 1l (2.30)
hat () tz

Uma vez que a expressao do lado direito de (2.30]) é limitada superiormente, segue que

t2 Dhy(z) < t2|Dhy(z)| < Chay(). (2.31)
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Desta forma,

p

s hcs Dl = [ [ DRy o] do

< ¢ ( / h2t<y>|f<x—y>|dy) da
BR(xO) n
— _ V4
cf [ ey s

e ( [ isa=wp dw) hauly) dy
Br(zo) n
c / (1Fllpa)P R hy () dy
RTL

IN

IN

C (|| fllpr)P R / hat(y) dy
Rn
= C(|fllp2)PR,

donde segue que

1
[£2 (Dhy * f)llpa < Cll fllp.as

provando o primeiro caso.

Consideremos agora o caso em que (g, i) = (0o, ). De (2.21]) e (2.31)) temos que

(12 Dhe] * | £1)7(0)
(Chay * 10
¢ [ el s da

_n-a
Ct= = (|| fllp)"-

[£3 (Dhy * £)(0))]?

ININ N

IN

Como x = 0 nao é um ponto especial, segue que
n—>\
t2(Dhy % f)(@)] < CE 5 | fllpa, VxR,

e , portanto,
1 _n=A
t2[|Dhy  flloo < Ct 2 || f[pa-

Agora, para o caso geral temos

D
q

[£2 (Dhy % £)|

1—B A

geo.R < C(lfatlloo)” 2 ([ f2ellp A R27)
D
q

_n=X 1—P A
< Ot | flpa) el fllpaRe)a.

N



2.3 Semigrupo do Calor 38

Logo,
1 ,(@,U)
t2)|(Dhe* f)(@)llgp < Ct 2207 fllpa,

provando a estimativa (i7).

Prova de (iii): Note que

||

Ohy B lz|2 n _est
o= (4752‘215 hi(@) € hau(@) = - hu(@),

entao
t|Opha ()| > Y\ =2
— =2 —_— = = . 2.32
hou () i 2)¢ " (2:32)

Como o lado direito de (2.32)) é limitado superiormente, segue que

V|3

Logo,

p

(N6@uhe * Fllpmo.r)? = / da
Br(z0)

[ i)~y dy

p
< C (/ [tOche (y)|| f (z — y)] dy) i
BR('TO) m
— C/BR(%)/m |hot ()| f(z — y)|P dy dx

e (/ =y dﬂﬁ)hzt(y) dy
Br(xo) m
c / (1 Fllpa)? R e () dy
R’I’L

IA

IN

C (|| fllpr)P R / hat(y) dy
Rn
= C(|fllpp)P R

A
Elevando a tultima desigualdade a %, multiplicando por R » e tomando o supremo para o em

R™ e R > 0, segue o resultado para (p,\) = (q, p).

Para o caso (g, ) = (oo, p), tendo em vista (2.33)), (2.21)) e (2.23)) temos

t{(Dehe x [)ONP < (8dcha]  [f])P(0)
< (Chae [ f])?(0)

A
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IN

¢ [ el s da
= (I

IN

pn)” (2.34)

e como na prova de (i7), a desigualdade (2.34)) vale para todo x € R™, mostrando o caso (g, u) = (oo, ).
No caso geral , usamos ([2.34) e obtemos

A

Ht(atht*f)nq;wo,R > CHth”q;wo,R
_p A
Cll faelloe) ™ 2 (I fatllp R
_n—A _P AR
Ct 2 || flp) " (I flpaRP) 1,

2
q

IN

IN

donde segue que

m—\A_m—p

t)(0he * F)(@)]lg < Ot 5 75| |0,

0 que prova o item (4ii).
Finalmente, resta mostrarmos que f; = hy * f € M,W. De fato, usando a estimativa (i) e (2.19))
segue que

|7 fe — fillgu — 0, quando & — 0. (2.35)
O

Vale ressaltar, que o semigrupo do calor {U(t)}+~o nao é fortemente continuo nos espagos My, x,
quando t — 0F. Isto se deve ao fato de nao existirem resultados de aproximacao da identidade em
Mpyy,coml1<p<ooel<A<n.

Uma vez que a funcao U(t)f é continua para t > 0 e f € M, ), a nao continuidade forte do
semigrupo para t = 0 é consequéncia de que existem funcoes f € M), y que nao podem ser aproximadas
por fungoes continuas em My, y. Veja o exemplo dado por [I], paginas 18-19 ou [29]. No entanto, para

contornar a falta de continuidade forte consideramos o espago M, , no qual a translacao é continua.

Em vista disso, o semigrupo U(t) é fortemente continuo em Mp, A

Lema 2.3.2. Seja f € M) . Entdo, as sequintes condi¢oes sio equivalentes:
(i) f € Mpy;

(@) |lref = f

px — 0, quando § — 0;

(i) |U@)f = f

px — 0, quando & — 07.

Demonstragao. Para cada f € M,y escrevamos fe = 7¢f e fy = U(t) f. Observe que a equivaléncia de

(i) e (i) segue da definigio de M,
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Mostremos agora que (ii) implica (iii). Observemos que

(he=D@) = [ h@)f(e = e - @
= [ m©[fe-evi) - 1) ag
= [ 1 [feio) - )] e

Dai,

Ife = f

A = H /R () [Feys — £ d N

/R m@ e 1] e
= [ m©|s-1] e

IN

’ ¢ limitado por 2| f||p.x € Hf&/g—fH — 0, quando &Vt — 0
A A

aplicando o Teorema da convergéncia dominada, obtemos (ii).

Uma vez que Hff\/i_ f

Por fim, concluimos que (ii¢) implica (i), j4 que pelo Lema fr € Mn » € pela Proposicao

2.1.5| M, » ¢ fechado. O
Como consequéncia do Lema temos o seguinte resultado.

Corolario 2.3.3. Nas condicdes do Lema o subespaco Mp’,\ ¢ o subespaco mazximal de M, \ no
qual a familia ¢ forma um grupo fortemente continuo e, além disso, € também o subespaco mazimal

no qual U(t) € um Cy-semigrupo.

2.4 Operadores de Convolucao

O objetivo desta secao é apresentar alguns resultados para operadores de convolugao em espacos

de Morrey.

Lema 2.4.1. Seja S : R™ — R tal que

1S(z)| < e|z]®™™, em que 0 < & < n.

Sejam p,q, A e p tais que p,q € [1,00), A\, € [0,n), com()<%<”p%)‘<n e
n—\A n—u n o n
- =0 e ———<0(<dsep=1). (2.36)
p q p q
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Entao, Sx (operador convolug¢do com S) € um operador limitado de M, x em M, ,

Demonstragao. Tendo em vista a propriedade de inclusdo (Lema m item (7)), podemos assumir

que
E—E:(5sep>leﬁ—ﬁ<5sep:1. (2.37)
p q P q
Para cada p > 0, seja S, dada por
S(z) se |z| < p.
Sp(x) =
0, se [z = p
Seja f € My . Queremos mostrar que ||S * fllq, < C| fllpr. Para isso, escrevemos S x f = ¢’ + ¢”,

emque g =S,xfeg’ =(5S—S,) * [ eestimaremos ¢’ e g’ separadamente.

De inicio, provemos que g” € L. Seja p’ tal que o = =1- 5 e escolha r,s > 0 tais que
r s
~+—=n—0 comr>0es>n. (2.38)
p p

Note que tal escolha é possivel, pois

j4 que 2=2 > § por

Assnn, pela desigualdade de Holder para espagos LP, isto é, pela Proposicao temos

9@ = (S5 f(z)
[.(5=8)wst v dy

< [ 1S0) = Suu) (e = vl dy
<cf (@\5-”— 0)[f(x — )| dy
ly|>p

= C T — d

/ W i@ — )| dy
= C e I~ 7 [yl "7 | f (= — y)| dy
< C S d v T f(x — P d ;. 2.39
< ( /|y|2p’y' y> ( /|y2p|y| @ — )| y> (2.39)

Mostremos que o primeiro fator da desigualdade acima pode ser majorado por C’p%. Para
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isso, observe que se ¢(r) = r~*, com r = |y|, entao

Sdy = o(r) db(r),
/|y|>p ’y| Y /p (r) do(r)
em que

0(r) = / dy.
p<|yl<r

Logo, integrando por partes, obtemos

/mwﬂdwm = ()
p

r—00

— i [6()00) — 600N — [ s> 0(r) dr

< lim [C’r”_s] —|—Cs/ postn=l gy
p

T—00

o0
= C’s/ rstr=l g
p

Cs . - -
— n_STIEEO[Tn s_pm s]

— Cpn—s

sendo que em ([2.40)) usamos que

Assim,

P n—s
C (/ lyl™* dy) <Cpv .
ly|>p

(2.40)

Com um raciocinio andlogo, mostramos que o segundo fator de (2.39) pode ser majord-lo por

A—r
Cp ? || fllp.a- De fato, se ¢(s) = s, com s = |y|, entao

T f(x — d:oosdﬁs,
APJM e —y) dy L o(s) do(s)

em que

0(s) = / |f(x —y)|P dy < / (= )P dy < s (| fllpa)?-
p<lyl<s ly|<s

Assim, integrando por partes, temos

o0

/ww$dﬂ$ — 6(5)0(s)
p

p

—Awwww@m
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/ 77’19)d
P

/ STA (I ) ds

= (1l / ST g
p

— M [lim sTTHA p—r+)\

A—T 5—00

— r P A—T
Ul

IN

IA
-

e portanto,

3=

ﬂ
</ lyl~"[f(z —y)I dy) <Cp 7 [[flpx-
lyl>p
Logo, usando (2.36) e (2.38) segue que

@) < cp%*%)wup,x
e U I T

= Cp 7 Ifllpa (2.41)

Tomando o supremo para z em R™ na ultima desigualdade e sabendo que % > 0 e que

f e Myy, isto é || f|lpa < oo, temos ¢g” € L. Além disso,

1 1
q q
wn=(f, o) <o ([ w) -omiifl. e
Br(zo) Br(zo)

Agora, provemos a seguinte desigualdade

J23
19 |gzwo. e < C(R+ p) 7 || fllp,a- (2.43)

Note que os valores f no exterior da bola Bgr4,(x9) nao contribuem com o lado esquerdo de

(2.43)). De fato, fazendo a mudanca de variavel z = x — y, podemos escrever

g'(z) = Sp(y)f(z —y) dy
RTZ

- S =) dy
<p

= / S(x—z)f(z) dz.
BP(I)
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Seja f dada pela seguinte condicao

7 f(z), se x € Bry,(z0)

0, se x ¢ Bryp(x0)
Entao, temos que

1
q

19 o = ( / |g’<x>|Qdm>
BR(x())
q
= < / Sz —z)f(2)dz da:)
Br(zo) |/ Bp()

= (/ / S(x — 2)f(2)dz d:):) (2.44)
Br(zo) |/ Bp(x)

= S, * ﬂ|q;xo7R

155 * fllg, (2.45)

_——

Q=

IN

sendo que (2.44)) ¢ justificada, pois uma vez que x esta sendo tomado em Bg(zg) se z € B,(x), entao

Y € Bryp(x0), como pode ser visto na Figura

Brylxa)

Figura 2.2: Figura 2

Uma vez que por (2.37)) temos % = 2% — %, para p > 1, pela Desigualdade de Hardy-Littlewood-
Sobolev temos

1Sp % Fllg < ClIfllp
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IN

Clllp.ao. i+

A
C(RA+p)7[[fllpa-

IN

Assim, de (2.45)) e (2.46) segue (2.43)), para o caso em que p > 1.
Suponha agora p = 1. Entao, pela desigualdade de Young temos que

(S * JEHq < ”SquHJEHh

ja que

1 1 1
-+ -=14+-.
q 1 q

Além disso, vale que [|S,|lq < C’p(é_nJr%), sendo que § —n + ¢ > 0, por (2.37).

_ _n=X
Por outro lado, temos que || f]1 < (R+ p) (n » )||f||p,)\. De fato,

17l = [ 1) ds

- / ()] de
Br+p(zo)

=<R+mNR+mA/ (@) da

Br+p(20)

< (R+p? sup {(R+p)A/ |f ()] dx}
BR+p(x0)

zo€ER™,R+p>0
= (R+0)""f 1

= @)l

pois p = 1.

—_ m _m=A _p
Agora, uma vez que, por (2.36)), obtemos § — m + G tm 5 = 4 segue que

IN

1Spllll 111
S—m—4T 4 — M=
C(R+p)" ™ a5 || fllpa

I3
C(R+p)e[flpar

||9,||q;:vo,R

IN

o que prova (2.43]), para o caso em que p = 1. Sendo assim, ([2.43)) fica provada para p > 1.

Como S f = ¢’ + ¢”, a partir das estimativas (2.41)), (2.42)) e (2.43) obtemos

m—p

m I3
1S # Fllgmor < [CR "7 + C(R+p)] IS

DA

(2.46)

(2.47)
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Dado R > 0, escolhemos p = R em (2.47)) para obter

Vi3
S * fllgzo.r < CRe HprJv

Logo, multiplicando ambos os lados da desigualdade acima por R™4 e tomando o supremo para
xg em R™ e R > 0, segue que

15 fllgun < Cllfllpas
ou seja, S x f € M, 5, como queriamos. ]

Lema 2.4.2. Seja K : R"\ {0} — R um nicleo singular do tipo Calderén- Zygmund, isto é, uma
funcao homogénea e continua de grau —m com integral nula em qualquer esfera em torno da origem.

Sep>1e0<A<n, ooperador Kx € limitado de M, \ em M, ).

Demonstracio. E suficiente adaptarmos a prova do Lema m para o caso em que (p,A\) = (g, u).
Para cada p > 0, seja K, dada por

K(x) se |z
Koy~ | K@ selsl <o

0, se |z| >p
Seja f € My eescreva K« f =g +¢", emque ¢ = K,* fe g’ = (K —K,)« f. Como no
Lema estimaremos ¢’ e ¢ separadamente.

Provemos que ¢’ € L. Seja p’ tal que 1% =1- % e escolha r, s > 0 tais que

C+i/:n,comr>Oes>n. (2.48)
p D
Tal escolha é possivel pois,
n n—
—t—m=—4+n—-——=n-— <mn,
p p p

pois ”Tj)‘ > 0.

Desta forma, pela Desigualdade de Holder em LP, (Proposicao [1.2.2)), temos

9" (@) = (K = K,) = f(x)]

[ 0= )1~ ) dy

IN

[ 1) = Kofo)) s = )] dy
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<cf ) @ — )] dy
ly|>p

C 5 d : Nfx -yl d ;‘
(/|y|>p!y| y) (/|y>p!y\ |f(z =)l y)

Como em ([2.39)), o primeiro e o segundo fator da desigualdade acima podem ser majorados por

IN

n—s A=r
Cp 7 eCp 7 | flpx, respectivamente. Logo, por (2.48]), temos

n—s_ A-r
@ < oUT )l

IN

= ot

= Cp™ T Il (2.49)
Tomando o supremo para x € R" na tltima desigualdade temos que g” € L* e, mais ainda,
19" lpsan < Clg"lowRP < CRE 97 | . (2.50)
Com relacao ao termo ¢’, temos
19 w0, = 1 Ep* fllpzo,r < 1Ep* fllp,

em que
_ f(x) se x € Bryp(xo)
fz) =
0, se v ¢ Bryp(20)
Como pode ser visto em [23], [24] e [25], o operador K,* é continuo em L”, 1 < p < oo. Mais

ainda, a constante de continuidade independe de p. Assim,

19 lpzo k= 1Ky * Fllpwo,r
< Ky fllp
< Clflly
= Clfllpao.rep
< CRA+p)7 | fllpn

Uma vez que K * f = ¢" + ¢”, segue que

n—>\

_ n o A
1Ky % Flpwaie < [CR7p™5 +C(R+p)7] [ £llpa.
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Assim, dado p > 0, escolhemos p = R a fim de obter
A
1K # fllpzo.r < CRP|[f|p,-
Portanto, K * f € M, 5, com ||K * f|,x < C|f|px- O




CAPITULO

3

Boa colocagao em M, 5
I

Neste capitulo apresentaremos resultados de existéncia, unicidade e continuidade em relagao ao

dado inicial, de solucoes das equacoes de Navier-Stokes nos espagos M, x

3.1 O Problema de Cauchy para as equacgoes de Navier-Stokes

Consideraremos o Problema de Valor Inicial (PVI) para as equagoes de Navier-Stokes em R",
com dimensao n > 3. Tal problema, descreve o movimento de um fluido incompressivel e com
viscosidade g > 0. Vamos considerar, por simplicidade, que nao existem forgas externas atuando

sobre o fluido. O conjunto de equagoes que descrevem o PVI é dado por:

Ou— pAu+ (u-Vyu+Vp=0, x€R™ ¢t>0
u(0,x) = up(x), x e R™
em que u = u(x,t) e p= p(z,t) representam, respectivamente, o campo de velocidades e a pressao do

fluido no instante ¢ > 0 e na posigdo x € R™. A constante u representa a viscosidade do fluido e, por

simplicidade, atribuiremos a ela o valor pu = 1.

0 0 ou;
Observemos que Vp = —p, - denota o vetor gradiente de p e V - u = Z =4
0xq " Oy 835]
divergente de u = (u1,ug, - ,uy). Além disso, (u - V)u é o campo cuja j-ésima componente é dada

por

i 8’&]’
(u-V) uj Zul@xi'

49
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Vale ressaltar que se u é um campo satisfazendo V - u = 0, entao é possivel escrever

- ouq "~ Oouy,
(u-Vu=V-(u®u)= ;Wax]’ ’;u]&cj :

em que u ® u € o produto tensorial dado pela matriz

u% uiug o UlUp
2
ugUq (5 o UUp
UQuU =
2
UnUl Upuy - - - Uy,

eu = (ug,uz, - ,Un).

Neste trabalho, estaremos interessados em obter solugdes mild (ou brandas) do Problema de
Cauchy Tais solucoes satisfazem a equacao integral proveniente do principio de Duhamel.
No entanto, antes de tornar precisa a nogao de solugao mild para o Problema [3.1] observamos
que um argumento classico utilizado para encontrar solucées do problema em questao ¢ eliminar a
incégnita p. Assim, obteremos um sistema de equactes envolvendo apenas uma incégnita, a saber

u. Posteriormente, podemos recuperar p utilizando a segunda equagao de Para isso, usamos o

projetor de Leray P, (veja Definigao e (1.5)), dado por

P(u) = u+ (Ri0,Re0, -+ ,Rno)

= (u1 +Rio,ug + Raeo, -+ , Uy + Rmo),

m
em que o = Z Rju; e R; é a j—ésima transformada de Riesz. Na Secao vimos que o projetor
j=1
de Leray pode ser reescrito na forma (veja (1.6))

P(u) = (m T £1 (~A)diva) ... un+ ain ((~A)~" div u)> (3.2)

e que o projetor tem as seguintes propriedades: P comuta com derivadas, P(Vu) = 0, div (P(u)) =0
edivu=0<Pu) =u.

Sendo assim, aplicando o projetor de Leray na primeira equacao do Problema obtemos:

PO —Au+ (u-Vu+Vp) =0 = 3 [Pu)]—A[Pu)]+P[(u-V)u]=0

= Ou—Au+Pllu-V)ul=0
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= Ou—Au+P[V(u®u)]=0,
donde segue o seguinte sistema equivalente ao Problema 3.1 envolvendo apenas a incognita u:

Ou—Au+P[Vuw®u)]=0, zeR" t>0
V-u=0, xeR" t>0 (3.3)

u(0,x) = up(x), r € R".

3.2 Formulacgao Integral

Nesta secao apresentaremos a formulagao integral associada ao sistema de Navier-Stokes (3.3)).
Considere u uma solucao classica de (3.3), isto ¢, u satisfaz todas as equagoes do sistema (3.3))

e defina

P(s) = Ut — s)u(s, ),

em que U(t) é o semigrupo do calor, s > 0 e z € R". Uma vez que
Ut — s)u(s,x) = h(t — s,x) *u(s,z),

temos

9 9
Do) = Lht - s.2) v u(s,)
— ({i [ . h(t — s,z — y)u(s,y)dy
= [t sz = guten) + (e 5.0 ) s )y (3.4
Rn LOS °

A seguinte igualdade é verdadeira

885 (h(t —s,x —y)) = =A(h(t — s,z —y)). (3.5)

De fato, observemos primeiramente que

_lo—y?
a e 4(t—s)

9s \ (4n(t—s))?

(bt 5,7 y)) =

lz—y|?
2mn a=u? (—4)|z — y|? P =)

= W6_4(t—3)+ A(t—9))? (47‘((15—5))%
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|z —y|?

_ PRI n B |z — y|2
C (An(t—s))? [2(75 —5)  A(t— 3)2} ‘ (3.6)

Por outro lado,

|3

|z —yl|2
B o [ e iy
oz, ST mY) = He ((47r(ts)) )

_ 1 = l® (= (i — yi))

(4m(t — s))® 2(t —s)

e, derivando mais uma vez, obtemos

92 0 | —(xi—w) 67‘;2’5
@(h(t—sﬁ—y)) Oy ( 2(t — s) (47r(ts))3)

[ 1 (xi—yi)Z] e
2t —s) ' A(t—s)? ] (4m(t—s))E

Logo, de (3.6) e (3.7), segue que

lz—yl|?
B e A9 n |z — y|2
—A(h(t —s,z—y)) = (47T(t—8))% I:Q(t—s) - 4(t—3)2:|

Uma vez que v é diferencidvel, aplicando (3.5)) em (3.4) e utilizando propriedades de convolugao,

segue que

0l = [ A= sx =yl dy+ [ bl = s - y)ulsg)dy

Rn

n

= U(t— 8)%U(S, x) — AU(t — s)u(s, )
= Ult— s)(Au(s,z) — PV - (u @ w)(s,2)) — AU(t — s)u(s, 2)
= Ut —s)Au(s,z) —U(t = s)PV - (u@u)(s,z) = U(t — s)Au(s, z)

— Ut = )PV - (u®u)(s,). (3.8)
Agora, integrando (3.8) de 0 até t e lembrando que

»(0) = U(t—0)u(0,z2) =U(t)up(x) e
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temos
W(#) — $(0) = — /0 Ult — )PV - (u® u)(s, z)ds,
isto é,
u(t, z) — Ut)ug(z) = — /0 U(t — )PV - (u® u)(s, 2)ds.

Como o projetor de Leray P comuta com derivadas e como o semigrupo U(t) aplicado a uma

funcao é expresso por uma convolugao, obtemos que
t
u(t, z) = U(t)uo(x) — / VU(t — 5)P(u @ u)(s, 7)ds. (3.9)
0

Sendo assim, podemos concluir que toda solucdo classica do sistema (3.3)) satisfaz a equacao

integral (3.9)), no entanto, se u satisfaz a formulacao integral, ndo necessariamente u é solugao classica

de .

Como veremos adiante, solugoes que satisfazem a equacgao integral ((3.9)) sdo chamadas de solugoes
mild (ou brandas) do problema de Cauchy (3.3)).

Com o objetivo de simplificar a expressao (3.9) sua parte nao linear serd denotada por

B(u,v)(t,z) = —/0 VU(t — s)P(u® u)(s,z)ds. (3.10)

Assim, podemos reescrever ([3.9) como

u(t,z) = U(t)ug + Blu, u)(t, z). (3.11)

3.3 Espacos Funcionais e Relacao de Escala

Nesta secao apresentaremos os espacos funcionais, do tipo Kato-Fujita, nos quais estudaremos
a equacao integral . Uma vez que também buscaremos por solucoes autossimilares, para o
problema , precisaremos escolher indices adequados a fim de que as normas desses espacos sejam
invariantes pela relagao de escala de . Vale ainda ressaltar que, por simplicidade, nao faremos

distin¢ao na notacao de espagos de fungoes vetoriais e espagos de funcoes escalares.

Definigao 3.3.1. Seja u = u(t,xz) uma solucdo cldssica de (3.3). Definimos uq por

ua(t, ) = au(a’t, ax), Ya > 0. (3.12)
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A aplicacdo
U Ug (3.13)

é chamada de relagao de escala (ou scaling) de (3.3)).

Notemos que se u é solugao classica das equagoes de Navier-Stokes (3.3]), entao u, também o é.

De fato, pela regra da cadeia obtemos

Ouy

W(t’ ) = —=(au(c?t,ax))

P(ug - Vue)(t,z) = Plau(c?t, az) - aVu(a’t, ax)]
= P(a’u-Vu)(a?t, ax)

= oP(u- Vu)(a?t, ax)

(—Auy)(t,z) = —Alou(a’t, ax)]
noo92
= - Z P [au(a®t, ax)]

- —zn: (;; ( &ii (au(at, om:)))
- Z B; ( 9@ t’o“r))

(3 n)

= a3(—Au)(a?t, ax).

Logo, adicionando as igualdades acima e, lembrando que por hipdtese u = u(t,z) é solugao

classica de (3.3]), obtemos

At + PV - (1o @ 1g)] = o <§:—Au—|—]}"[v (u ®u)]>:0.

Oug
ot

Portanto, para todo a > 0, u, é solugao do problema (3.3)) quando u o é. Além disso, a relagao
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de escala (3.12) é a tnica entre todas da forma auk(azt,ax) com tal propriedade. Sendo assim, é

natural nos perguntarmos sobre a existéncia de solucoes invariantes pela relagao de escala.

Definigao 3.3.2. Uma solugio u = u(t,x) do sistema (3.3) € dita autossimilar se satisfaz
u(t, z) = ua(t, ) = au(a’t, ax),

Vi>0,z€eR” ea>0.

Fazendo, formalmente, ¢ — 07 em ([3.13)), temos

u(t,z) — au(a’t,ax)
D/ \L i{ D/
uo(z) +—  aup(ax).
Por consequéncia, para que u seja autossimilar, o dado inicial ug deve ser uma fungao homogénea

de grau —1, isto é,

uo(x) = aup(ax), Vo € R".

Em outras palavras, se u é uma solu¢ao mild autossimilar com u = u(t,z) — up(z), quando

t — 0T, entdao para ¢ € C°(R"), temos

ou(a’t, ax)p(z) dx

/n U (t,x)p(x) de =

Q

=0t 2)pla ) da (3.14)

ou seja, uq(t,x) — aup(ax).

Como u(t, ) = us(t, x), pela unicidade do limite em D’(R™), temos aug(ax) = ug(z), isto é, o
dado inicial é homogéneo de grau —1.

Deste modo, percebe-se que os espagos adequados para se encontrar as solugoes autosimilares sao
os que contém as funcoes homogéneas de grau —1. Além disso, a norma de nossos espagos funcionais
devem ser invariantes pela relagao de escala . Na sequéncia apresentaremos os espagos que iremos
trabalhar daqui em diante.

Sejam A € [0,n),p=n—Ael <p<q < oo. Definimos X, como o espaco das funcoes vetoriais
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u: (0,00) x R — R"™ tais que V - u = 0 e cuja norma é dada por

Jullx, = sup t¥|Ju(t, -)|lg < o0,
t>0

em que o indice k ¢ escolhido de modo que || - || X, seja invariante pela relagao de escala (3.13)), ou seja,
ullx, = l|luallx,, Vo> 0.

Calculemos agora o valor do indice k. Observemos que

luallx, = supt®|ua(t, )llgx
t>0
= suptk||au(oz2t,a-)]|q7,\
t>0

= supatkHu(aQt,a‘)HqA
>0

(5) (s, )]
= igga = u(s, a)|[g,n

= supal_%sknu(saa')”q)w
t>0

em que s = a’t.

Em contrapartida, temos que

1

A 4

1f@)gr =  sup R(/ |f<ax>\qu>
roER™,R>0 BR(Io)

A 1
aR\ 4
= sup —_—
20ER™,R>0 o

—n q a
(a /| LG dw)

1
q
= a « sup (aR)ig (/ |f ()| dx
zoER™,R>0 Bar(axo)

_n=X
= a ¢ |[flgx
Desta forma, segue que

-2
luallx, = o' 77 supt*|u(t,-)
t>0

q,A

1-2k—n=2
= «a = ullx,
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e para que |luq||x, = [Jul/x,, devemos ter

n—AA 1 n—2A\
q 2 2

1—-2k—

Se ¢ = p =n — A, a norma no espago X, ¢ dada por

1fllx, = sup [l £t )llpa-
t>0

Definicao 3.3.3. Sejamn >3, A€ [0,n),p=n— X el <p < q < oo. Definimos os espagos

X, = {u:(0,00) xR" = R"; ue BC((0,00), M) e V-u=0}
n—>\
X, = {u:(0,00) x R" - R™ t2~"% u e BC((0,00), M,,) e V- u =0}

X = X,nX,

em que B((0,00), E) representa o espago de todas as func¢oes continuas e limitadas definidas em (0, 00)

com valores em E. Cada espaco € munido, respectivamente, com as sequintes normas

lullx, = sup[lu(t,-)px (3.15)
t>0
1_n—X
lullx, = suptz 2 [ju(t,)]pA (3.16)
t>0
lullx = llullx, + [lullx,- (3.17)

Observagao 10. Como vimos na Proposigdo o0s espagos de Morrey M, \ sdo espacos de Banach.

Logo, os espacos X,,, X; e X munidos de suas respectivas normas também sao espagos de Banach.

3.4 Resultados de Boa Colocacao

No que se segue apresentaremos um dos principais resultados do trabalho que garante a existéncia
e unicidade das solugoes mild no espaco X bem como a dependéncia continua dos dados iniciais em
espacgos de Morrey. Além disso, trataremos da autosimilaridade e da estabilidade assintética das
solugbes mild globais.

Comecaremos tornando precisa a nogao de solucao mild (ou branda) em M), 5, associada as

equagoes de Navier Stokes (3.3)).

Definigao 3.4.1. Sejam 1 <p<o0,0<A<n<q,n>3 eX=n—p. Assuma que ug € M, , com

V -ug = 0. Diz-se que u = u(t,x) € uma solu¢ao mild (ou branda) global em X, se a func¢do u satisfaz
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a equagao integral (3.11)), ou seja

e u(t,r) = up(xz) em D'(R™), quando t — 0.

No que segue, apresentaremos nossos resultados de boa colocagao, autosimilaridade e estabilidade

assintoética.

Teorema 3.4.2. Sejam 1 <p<g<oo,0<A<n,n>3comA=n—p ep(l—%) > 1. Considere

ug € M, x, com V -uy = 0.

(i) (Existéncia e Unicidade) Erxistem ¢ > 0 e 6 = 0(e) > 0, tal que se ||uo|l,n < 0 entao, o
problema (3.3) tem uma solu¢ao mild global em X, a qual é inica na bola fechada Boe = {u €
X lullx < 2}

(17) (Dependéncia continua no dado inicial) A aplicagao dado-solugdo ug — u, da bola Bs =

{f € Mpx; |[fllpr <6} em X € Lipschitz continua.

Teorema 3.4.3. (Solugao autosimilar) Se uy € uma fungdo homogénea de grau —1, isto é, se para
todo a

uo(z) = o tug(ax), Vo € R",
a solugao v = u(t,x) obtida em (i) do Teorema ¢ uma solugao mild global autosimilar para o

problema de valor inicial (3.3)).

Teorema 3.4.4. (Estabilidade assintdtica) Sejam w e v duas solugoes mild globais obtidas no

Teorema[3.4.3, com dados iniciais ug,vo € My x, respectivamente. Entao, vale que

Jim [t ) = o(t, ) pa =0 & Tim U)o — Ul =0. (3.18)
Além disso,
Jim U0~ Ut)ollgn =0 & Tim ut,) = ot, )ga = 0, (3.19)

emquek:%—%.

Para a demonstracao dos resultados acima, precisaremos de um lema geral, cuja demonstracao

é uma aplicagao do Teorema do Ponto Fixo de Banach.
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Lema 3.4.5. (Lema Geral) Seja X um espago de Banach, com norma || - ||x, e B: X x X — X

um operador bilinear e continuo, isto €, existe K > 0 tal que
1B(z,y)lx < Kllzllxllyllx, para todo z,y € X.

i) (Ezisténcia e Unicidade) Sejam 0 < ¢ < & ey € X tais que ||y||x < e. Se 4Ke < 1, entdo
K

existe uma unica solu¢io x € By = {z € X; ||z||x < 2¢} para a equagdo
r=y+ B(z,x).

(1i) (Dependéncia continua no dado inicial) A solugcao x depende continuamente de y, ou seja,
se|lylx <e, z=y+B(Z,z) e T € By, entdo

ly — 7llx- (3.20)

1
Al < —
le=2lx < =7

Demonstragao. (i) Considere F' : X — X uma aplicagdo dada por F(z) = y + B(z,x), em que X é

Banach, e seja Ba. = {z € X; ||z]|x < 2¢} munido da métrica
d(a,b) = |la — b|| x.

Note que, como X é Banach e By, é subconjunto fechado de X, o par (Bae, d) forma um espaco métrico
completo.
Queremos mostrar que a aplicagao F' restrita a By, é uma contragao que satisfaz F'(Bs.) C Boc.

Notemos que F(Bsg:) C Bae, pois se x € By, entao

I1F@)x = lly+B(z,2)llx
< lyllx + K%
< e+ 4Ké?
= (1+4Ke)e
< 2e.

Mostremos agora que F' é uma contragao. Se x,T € Bs., entao temos

[F(z) = F(@)llx = lly+ Bz, z)—y—B(Z 7)|x
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= ||B(x —z,z)+ B(Z,x — z)||x

< Bz =z, 2)|x + [B(@,x - Z)||x
< Kz —zlxllzlx + K[|z| x|z — 2| x
< 4Kellz — 7|x.

Como assumimos que 4ke < 1, segue que F' é uma contragao satisfazendo F(Bs.) C Bo..

Uma vez que (Bae, d) é completo e F' é contracao, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, segue
que F' possui apenas um ponto fixo em By, isto €, existe um nico ponto x € Bs. tal que x é solugao
da equagao z =y + B(x, ).

(ii) Mostremos agora a continuidade em rela¢do ao dado inicial y. Para isso, considere z,y e

T,y satisfazendo as hipoteses do enunciado. Temos

lz—2Zllx = l|y+B(z,z)-y—B(z,7)|x
= |ly—9+ B(z,z) — B(z,z) + B(z,z) — B(z,7)|| x

= ly—9+B—72)+B(7,2—-1)x

< lly=9llx + Bz —z,2)||x +[BZ 2z — )| x
< |y —9lx + 4Ke|jx — 7| x-
Logo,
o~ #llx < Iy — 7
T—T — ||y —
X > 1— 4Ke Yy Yix,
como queriamos. 0

Para provarmos o Teorema [3.4.2] iremos aplicar o Lema Geral que acabamos de
demonstrar, para X como na Definicao que, pela Observagao é um espaco de Banach.

Precisamos mostrar, ainda, que a parte nao linear da equacao

u(t,z) = U(t)uo + B(u,u)(t, z)

é continua de X x X em X e que a norma da parte linear em X pode ser controlada pela norma do

dado inicial ug € M, ». Esses serao os objetivos das duas préximas secoes.
3.4.1 Estimativas da Parte Nao Linear

Antes de iniciarmos o estudo das estimativas da parte bilinear do problema em questao,

precisaremos de um lema sobre a continuidade do Projetor de Leray PP, em espagos M), y.
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Lema 3.4.6. Sejam 1 <r <00 e 0 <\ <n. Entao, P: M, x — M, ) ¢ linear e continuo.
Demonstracao. Lembremos que o projetor de Leray é dado por

]P)(U) = (Ul + Rla? U2 + R207 oty Up + Rn0)7

n
em que o = Z Rju;. Assim, sabendo que a j-ésima transformada de Riesz R; ¢ um operador do tipo
j=1
Calder6n-Zygmund (veja [23] para mais detalhes), a prova segue diretamente do Lema [2.4.2 O

A seguir, mostraremos a continuidade em X do termo bilinear da equagao integral (3.11)).

Lema 3.4.7. Sejamn >3, 1 <p<o0,0<A<n<qg,p=n—A ep(l—é>>1. Eziste C > 0 tal
que

1B(u, v)llx, < Cllullx,lvllx, (3:21)
para todo u,v € Xj.

Demonstracao. Relembremos que
t
B(u,v) = —/ VU(t — s)P(u ® u)(t, x) ds.
0
Assim, utilizando a igualdade acima e o Lema item (i), segue que
t _l_(@_@)
1B(u, v)(E,)llgn < C/ [P(u @ v)(s,)lra(t —s) 2 L2 20/ ds,
0
em que r = 4. Como ¢ >n >3, entdo r = 4 > 1 e o operador P’ é continuo em M, , e entao

et — s)fé*O?TiTq) ds.

1B(u,0)(t, Yllgr < C / I(u® v)(s, )

Logo, pela desigualdade de Holder em espagos Morrey (Lema [2.2.1] item (ii)) e, lembrando que

1B, v)(t, Vg < C /O s, Ylgalle(s Mot — 575 75 ds

IN

t _1_n=A
C/ s*lluls, lgas™0(s, Mlgas ™ (t —5)"27 20 ds
0

IA

axs (it —s)" 1 ds

t
c / sup 5*[[u(s, g sup s [o(s,
0 s>0 s$>0

t
= Cllulx,vlx, /0 (5 ds
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= ()l x,llv]lx,,

C/ —2k’ klds

Notemos que fazendo a mudanca de varidveis w = $, obtemos

em que

1
I(t) = Ct—k/ w k(1 —w)" dw = CtFB(—2k + 1,k) = CtF,
0

em que [ é a Funcao Beta (veja Definigao|1.5.1) e 5(—2k+1,k) < 0o, pois —2k+1 = —2 (% - 712;(1) +
1= n=A )‘>Oek—% B=d %-%:5(1—5) >0, ja que p < g.
Desta forma,
(1B (u, o)t Mg < Cllullx, 10]lx,- (3.22)

Logo, tomando o supremo para t > 0 em [3.22] segue que
1B(u, v)|lx, < Cllullx,llv]x,-

O]

Lema 3.4.8. Sejamn >3, 1<p<o0, 0<A<n<g,p=n—A ep(l—é>>1. Existe C > 0 tal
que

1B(u, v)llx, < Cllullx,lvlx,, (3.23)
para todo u,v € X = X, N X,.

Demonstragdo. Pelo Lema [2.3.1], item (ii), e pela continuidade do operador projetor de Leray P em

M, », temos

HB(U, U)(t, ')Hp,)\ =

/ VU(t — $)P(u® v)(s, ) ds

DA

IN

/ IVU(t - $)P(u® )(s, llpa ds
< C/ |(u® v)( ||T,\(t—s)_%_( 2r 2q)ds,

(1—7)>1

Noteque 1l <r<pe ; = 5 + %. Logo, pela d651gualdade de Holder em espagos Morrey (Lema

. 11 _ pq _
m | 2 == 4 = = =
em que r € tal que ; p+ ou seja, r s
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2.2.1] item (i7)), segue que

B o)t < C [ s, Ylgallo(s. Ypa(t — 573~ U5~ s

n=A_mn=XA\_1
2

¢ 1_n-X _lin=2 _l< _
= C/ 2 (s, Maallo(s, Y lpas 2T (1 — 5) 20T
1_ ,lJru _n=XA_1
< 5 sup Ju(s, Y ) sup (Jo(s. ) o) 5755 (¢ = )T s
5>
—k k—
= Clulx, l, /0 SRt — s ds

= IO)ullx,llvllx,,

em que

C/ w)* 1 dw = CB(1 -k, k) = C,

poisl—K—l—f—k 2q %+%>Oek¢:%—”2—fq)‘:

D=

—2%:%(1—§>>0,jéquep<q.

Assim, tomando o supremo em t > 0, na desigualdade

1B, 0)(t,)llpx < Cllullx,[[v]lx,,

obtemos

U

Precisaremos do préximo resultado para mostrar que a solugao u converge para o dado inicial

ug, quando t — 01, no espago das distribuigoes D’ (R™).

Lema 3.4.9. Nas mesmas hipdteses do Lema sejam ug € My » eu € X satisfazendo . Entao
B(u(t,-), (u(t,-)) = 0, em D'(R™), quandot — 0.
Demonstracdo. Seja ¢ € C°. Devemos mostrar que
(B(u(t,-),u(t,")),#) — 0, quando t — 0.

Como o supp(¢p) é compacto tomemos r > 0 de modo que supp(¢) C By(xg), em que B, (xg)

denota a bola de raio r e centro zg € R"™.
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Pelo Teorema de Fubini, temos

rAMB(u(t, ), ult, z)), §)| = / A VU(t — s)P(u®u)(s,z)p(x) dx ds
0 R7

Considere | = % >1,com0<n< %’ el =1+7. Uma vez que supp(¢) C Br(z¢), pela Desigualdade

de Holder em espagos LP, (veja Proposicao |1.2.2), temos

/ A VU(t — s)P(u®@u)(s,z)p(x)) dr ds
0 R

P (Bult,z), ult,x)), 9) =

fo — $)P(u @ u)(s, 2)d(x)| dx ds
< / | IVU( = Pl s 0)(s,2)6(a)] do d

n

t
= / 7'/\/ IVU(t — 8)P(u @ u)(s,x)p(z)| de ds (3.24)
0 »(0)
- ) N\
< /O . </BT<0) VUt — 8)P(u @ u)(s, 2)|'dz
( / 6(2)[" da:)l P ds (3.25)
B(0)
t A A
= [ U = P 0 i on 1,0
t
< C/O HVU(t—s)P(u@u)(s, ')HZ,AH¢||Z’,>\ ds. (326)

Seja & = % + %. Como 7 < %, segue que

isto é, 1 < d < l. Usando o Lema e a desigualdade de Holder em espagos de Morrey (Lema

item (ii)), temos

IVU(t = s)Pu@u)(s, ) in < C(t— )7 5 72) Jus, ) |palluls, )

IA

g\

Ot — 5)2 =57 ~2) s F sup [Ju(s, ) |pr sup s¥||uls, -)[|g7(3-27)
s>0 s>0

IN

Assim, substituindo ((3.27]) em , obtemos

r B ult, ) ult, ), @) < I(8)||ullx, llullx, [l s
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em que

t _ Y (_l L—>\>

I(t) = C/ (t—s)( 5 3) s\ ) g
0
21 2d 272 2q
— Ct(nT_l/\_%>7
pois 252 — A p L= L L n g Ls e+ 222 >0
Portanto,

r A Bult, ), ult, ), ) < CET 5 |[ul x, lullx, |6

VA (3.28)

Uma vez que p = n — A, temos "2—7\ — "2—;’\ = (n;};\)” =2 > 0. Além disso, como C°(R™) C My »

sege que 9l < oo.
Assim, de (3.28)), concluimos que (B(u(t, "), u(t,")),¢) — 0, quando ¢ — 0T, uma vez que r > 0
esta fixado. O

3.4.2 Estimativas da Parte Linear

Nesta subsegao, obtemos estimativas para parte linear do problema, U(t)ug, e mostramos que

quando t — 07, ela converge para ug em D'(R™).

Lema 3.4.10. Sejamn > 3, 1 <p< oo, 0 <A <n<qgp=n-—2A ep(l—%) > 1 e considere

ug € My de modo que V - ug = 0. Entdao, existe C > 0 tal que
U@ uollx < Clluollpas (3.29)

para todo ug € M, ».

Demonstragao. Da primeira estimativa do Lema [2.3.1} para o caso (p, ) = (¢, i), temos
U@ uollpr < Clluollpa (3.30)
e, do caso geral, em que p < g e u = A temos

;(u_u) 1_n=A
e2hr U @uollgn = 22 [U()uollg

= t*|U(t)uollgn

IN

Clluolip,a- (3.31)
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Logo, tomando o supremo para t > 0 em (3.30]) e (3.31] e adicionando as desigualdades, obtemos

U@ uollx = U®#)uollx, + U uollx,

= sup|[U(t)uollp.x + sup t*||U (£)uollg.n
t>0 t>0

< Clluollpx + Clluo

DA

= Clluollpa-

O]

Lema 3.4.11. Nas mesmas hipdteses do Lema temos U(t)ug — ug, quando t — 0T, em
D' (R™).

Demonstragao. Seja ¢ € C°(R™) C S(R™). Segundo Kato, (veja [11]), o operador U(t) é continuo na
topologia de S(R") e U(t)f — f em S(R"™), quando t — 0" com f € S(R").

Agora observemos que se ug € M, C S(R"), entao

(U(t)uo, ) — (uo,d) = (uo, U(t)$) — (uo, ¢)
= (uo,U(t)¢ - ¢). (3.32)

Como pode ser visto em [12], pagina 132, o espago M), 5 estd imerso continuamente no espago
E
LP com peso Llik/p = (x)r LP C S'(R") para k > A, em que (x) = (1+ |ZE|2)% e S'(R™) denota o espago
das distribuigoes temperadas, isto é, o espago dos funcionais lineares continuos em S(R™).

Uma vez que (U(t)¢ — ¢) — 0 quando ¢t — 07 em S(R") e ug € S'(R"), segue de (3.32) que

Jim (w0, U (1)~ 6) = . (333)

para toda ¢ € S(R").
Em particular, (3.33) é valida para toda ¢ € C°(R™) C S(R™), o que prova o resultado.

3.4.3 Prova do Teorema |3.4.2

Uma vez que j4 verificamos todas as hipdteses do Lema Geral estamos agora em condigoes
de mostrar o Teorema [3.4.2

Mostremos, primeiramente, que o operador bilinear B : X x X — X dado por

t
Blu, v)(t, 2) = — /0 VU(t - 5)P(u @ v)(s,2) ds
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é continuo.
Note que V - B(u,v)(t,) = 0 e, também, V - (U(t)ug) = 0. De fato, usando as propriedades do

projetor de Leray, temos

V- B(u,v)(t,z) = V- [—/0 VU(t — s)P(u®v)(s,z) ds
= /0 V- [VU(t - s)|P(u®v)(s,x) ds
= = [ vutt-9- (V- Pasv)e.a) ds

¢
= —/ Vu(t —s)-0ds
0

t
= —/Ods
0

= 0.

V- (U(t)ug) = UV - ug = 0,

ja que, por hipdtese, V - ug.

Em seguida, aplicando as estimativas (3.21]) e (3.23)) dos Lemas e respectivamente,

segue que

1B(u,v)llx = [IB(u,v)llx, + [|B(u, v)]|x,
< Cllullx,llvlix, + Cllullx, lIvllx,
= Cllullx, (Ivlx, +lvlx,)
< O (llullx, + llullx,) lvllx

= Cllulx|vlx,

em que C' > 0.

Portanto, B(u,v) é um operador bilinear continuo de X x X para X.

Como o espaco X é um espaco de Banach, usaremos o Lema Geral para mostrar que a
equacao integral tem uma solucao mild neste espago.

Por hipétese, sabemos que up tem norma suficientemente pequena, isto ¢é, |lugll,x < J, com

0 > 0. Logo, pelo Lema [3.4.10], temos

U@ uollx < Cllugllpn < Co=e. (3.34)
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Desta forma, escolhendo € > 0 de modo que 0 < € < &, segue que
1U()uollx <e.

Assim, se y = U(t)up, entao V - (U(t)up) = 0. Isso juntamente com implica que y =
U(t)up € X.

Portanto, o Lema Geral assegura que existe uma solucao em X para a equacao integral
(3-9). Mais ainda, esta solugao ¢ unica na bola fechada Ba. = {u € X; [Jul|p\ < 2¢}.

Os Lemas [3.4.9] e [3.4.11] garantem, respectivamente, que

B(u(t,),u(t,)) = 0 quando t — 0

U(t)ug — up quando t — 0T,

em D'(R™). Portanto, disto segue a convergéncia da solugdo u para o dado inicial ug em D'(R"), o
que demonstra o item (7).
Agora, sejam u e v, duas solugoes com dados iniciais ug e vg, respectivamente, satisfazendo as

hipéteses da parte (i) do Teorema Pelo item (i7) do Lema Geral temos

1
- < Uy —U(t
Ju—vllx < e U0~ Ult)uollx
= [[U#)(uo —vo)llx
< o - wl
= 1_4Ke Uug Vol X,
o que demonstra o item (7). O

3.4.4 Prova do Teorema [3.4.3

A solucao do Teorema foi obtida por meio de um argumento de ponto fixo. Com isso,

podemos notar que a solucao u pode ser obtida como limite em X da sequéncia de Picard dada por

uy(t,-) = U(t)uo(-)
Umt1(t,+) = ur(t, ) + Bum, um)(t, ),

ou seja, o limite de u,,, em X, é o ponto fixo da aplicagdo F(u) =y + B(u,u).
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Mostremos, primeiramente, que u; é invariante pela relagao de escala (3.13). De fato,

ur(o*t,ax) = U(a*t)up(ax)
= (hg2s *x ug)(ax)

= /n hozi(ox — y)uo(y) dy

= /n hozi(o(z — o™ y))uo(y) dy.

Uma vez que

_laz—y)?
e 402t

0|3

hozi(ax —y) = (4ma’t)”

n _la@—a"ly)?
= a "(4nt)”" z2e rer

= o "z —aly), (3.35)
segue que

a "hy(z — o y)ue(y) dy

n

ui (ot ax) =

hi(z — 2)up(az) dz

—

Assim, uq(t,-) = auy (a?t, a-).

Agora, por um processo de inducdo, mostraremos que u também é invariante pela relagao
de escala . Para isso, suponhamos que u,, ¢ invariante pela relacao de escala, isto é, que
QU (%t ax) = up(t, ).

Observemos que, aplicando a regra da cadeia, temos
V(ho2i(az)) = a(Vhye,)(ax). (3.36)
Além disso, por (3.35)), temos

V(hp2i(az)) = V(e "h(x)) = o "(Vh)(z). (3.37)
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Assim, de e obtemos
(Vhezy)(az) = a7 17 (Vhy) (). (3.38)
Desta forma, utilizando (3.38) e fazendo as mudancas de varidveis 5 = as e § = ay, obtemos

a?t
B(tm, um)(’t, ax) = —/ VU (0?t — 3)P(up, @ um) (5, ax) ds
Oazt
= _/0 . Vhee(i—s)(ax — §)P(um @ um)(5,7) dy ds (3.39)
¢
= [ ] a*Vhaapfaw = )P © w)0?s,5) di ds
0 n
¢
= —az/ / a"Vhaz g (a(r — y))Plum ® ) (a?s, ay) dy ds
0 n
t
= —a“"/o / ail*"Vh(t,s)(x —y)a?P(aty, @ aum ) (s, ay) dy ds

t
— / Vi — 5)P(ttm ® wm)(s,4) dy ds
0 R™

= 'B(um, um)(t, ).
Portanto, podemos concluir que u,,+1 também é invariante pela relacao de escala. De fato,

U1 (Pt ax) = uy(®t,ax) + B(tm, um)(*t, ox)
= o (w1t @) + B(tm, um)(t, z))

= a lupp(t @),

isto 6, Q1 (a®t, ax) = U1 (t, o).

Uma vez que a norma em X ¢ invariante pela relacao de escala, isto é,
[uallx = llullx, Vo> 0,
segue que

lu—uallx = [Ju—tm+un —ual x
< lu—umllx + lum — uallx

= llu = umllx + [[(um)a = vallx

[ = wmllx + | (um — w)allx
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= 2Hu — umHX

Como uy,, = u em X, quando m — oo, temos ||u,, — ul|x — 0, quando m — oco.
Portanto,

u(t, r) = ua(t, z) = au(a’t, ax),

para todo t, @ > 0 e x € R™, ou seja, a solucao u é autosimilar, como queriamos. ]

3.4.5 Prova do Teorema |3.4.4

Nesta subsecao, temos como objetivo mostrar a estabilidade assintética das solugoes mild que
obtivemos no Teorema [3.4.2)
Mostremos primeiramente (3.18]). Assumamos que

lim |[U()uo = U@)vollpr = lim [[U(t)(uo —vo)[pn =0

t——+o0 t—-+o0

e consideremos u = u(t, z) e v = v(t, z) duas solucoes mild globais do problema de Navier-Stokes, com
dados iniciais ug = ug(z) e vg = vo(z), respectivamente.

Entao, tais solugoes satisfazem a equagao integral (3.3), isto é,

u(t,z) = U(t)uo(z) + Blu,u)(t, x)

v(t,z) = U(t)vo(x) + B(v,v)(t, x).
Logo, usando a bilinearidade do operador B, segue que

[ult,-) = ot )lpa = [U@)uo + Blu, u)(t,-) = Ut)vo = B(v, v)(t, -)llp.a
= [[U®#)(uo = vo) + Bu,u = v)(t, ) + B(u — 0,0)(t,-)|[p.x

< U (#)(uo — vo)

pA T ||B(ua u—= ’U)(t, ) + B(u -, U)(ta ')Hp,)x- (3'40)

Procedendo como no Lema temos

[1B(u = v,0)(t-)

IN

DA

t
_ _n=a
C/o s*I(u = ) (s, ) Ipallv(s, llgrs™ (¢ = 5)7 7= ds

IN

Clllx [ 1= 0) s s ™05 s (3.41)
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e, também

t
m—X
[1B(u,u = v)[pa < C/O s*llu(s, ) gall(u = v) (s, 2)[pas ™"t —5)" " ds

IN

t —
Cllullx / = 0)(5,2)llps ™ (¢ — 8)~ 5 ds, (3.42)
0

1 _ n=A
2 2q

Pelo Teorema sabemos que ||ul|x < 2e¢ e ||v]|x < 2e. Entao, pelas estimativas (3.41) e
(3.42)), obtemos

emquerétalque%:%—i-%ek:

||B(u> U — U)(tv ) + B(u -0, U)(tv ')Hp,)\

IN

1B, w =) (E, )lpx + [1B(u = v, 0) (2, )

[pA
! —k k—1
< C(lvllx + HUHX)/ [(w =) (s, )lpas™" (¢ — )" ds
< 405/ [(w—v)(s, ) lpas*(t — s)* ds
- 406/ I(u— 0)(ts, ) lpas (1 — )¥1 ds,
0
-\ _
sendo —"5~ =k — 1.
Consideremos agora A = limsup ||(u — v)(ts,-)|lpx = lim  sup|[(u—v)(ts,:)|p-
t—+o0 JEN,j =400 ¢>5
Uma vez que
sup [[(u —v)(ts,-)llpa = sup|lults, ) —v(ts,-)llpa
t>j (2]
< iUPHU(tS )HpAJrSUpllv(tS lpA
< Jullx +lollx <4,

o Teorema da Convergéncia Dominada garante que

IN

1
lim sup / 1w = v)(ts, ) lpas (1 — 5)F1 ds
0

t——+o0

A/ klds

= AB(1 -k, k)

e como ja sabemos, a (1 — k, k) é finita, pois 1 — k, k > 0.

Portanto, segue que

A < limsup [|U(t)(uo — vo)llpx + limsup [|B(u, u — v) + B(u — v,0)|[px
t—+o00 t—+00
< limsup ||U(¢)(uo — vo)||px +4CeA. (3.43)

t—+o0
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Note que a constante C' acima pode ser tomada igual a constante K no Teorema|3.4.2|e, portanto,
temos 4Ke < 1. Entao

A = limsup ||(u — v)(ts,)||px = 0,

t—+o00
isto é, t£+moo |lu(t,z) —v(t,z)||pr = 0.
Reciprocamente, mostraremos que se lt_I}erOO |lu(t,z) — v(t,z)||p» = 0 entdo tlgrnoo WU (t)up —

U(t)vollp,x = 0.
Observe que, podemos reescrever (3.40) e obter

1U@)(uo = vo)(t,)llpa = ult,-) —o(t,-) = [Blu,u =) (t;-) + Blu = v,0)(t;)]][p.x

< lult, ) = o )llpa + [1B(uu = 0)(E, ) + Blu = v,0)(E, ) [p.a- (3:44)

Por hipd i D) — . = a li li .44
or hipétese, Jim lu(t,-) —v(t,-)|[px =0, entdo, aplicando o limsup em (3.44) segue que

t—+00

limsup [|U(t)(uo — vo)[lpx < lmsup [Ju(t, ) —v(t,)[[pa
t——+o0 t—o00

+limsup [[B(u,u — v)(t,-) + B(u — v, 0)(t, ) [[p,x

t—+o00

< 0+ limsup ||B(u, u = v)(t,-) + B(u = v,0)(t,)|p

t—4o00

= limsup [|B(u,u —v)(t,-) + B(u = v,0)(t, ) [[p.x-

t——+o0

Agora, por (3.43)), vale que

limsup ||B(u,u — v)(t,-) + B(u —v,v)(t,)|lpn < 4KeA

t—4o00

= 4Kelimsup ||u(t, ) — v(t,-)||px

t—o00

= 0.

Portanto,

0 <limsup ||U(t)(up — vo)|lpr <0

t——+o00
e entao,

lim [|U(t)uo — U(#)vollpr =0,

t—+00

como desejavamos.

A prova de (3.19) segue por um raciocinio similar e, por esta razao, serd omitida. O
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