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minhas angústias e alegrias e por ouvirem minhas bobagens.
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Resumo

Neste trabalho analisaremos as equações de Navier-Stokes em Rn, (n ≥ 3) e mostraremos

boa colocação global, quando a velocidade inicial pertence ao espaço de Morrey Mp,λ e

tem norma suficientemente pequena. Mostraremos também que se o dado inicial é uma

função homogênea de grau −1, então as soluções textitmild são autossimilares. Além disso,

apresentaremos um resultado de estabilidade assintótica das soluções mild.

Palavras-chave: Espaços de Morrey. Equações de Navier-Stokes. Soluções mild.



Abstract

In this work we will analyze the Navier-Stokes equations in Rn, (n ≥ 3) and we will show

global well-posedness, when the initial velocity belongs to the Morrey space Mp, λ and

with a sufficiently small norm. We will also show that if the initial data is a homogeneous

function of degree −1, then the mild solutions are self-similar. Moreover, we will present

an asymptotic stability result of the mild solutions.

Keywords: Morrey Space. Navier-Stokes Equations. Mild Solutions.
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Introdução

As equações de Euler e de Navier-Stokes descrevem o comportamento do movimento de um fluido

em Rn. Essas equações tem como incógnitas um vetor velocidade u(x, t) = (u1(x, t), · · · , un(x, t)) ∈ Rn

e a pressão p(x, t) ∈ R, definidas na posição x ∈ Rn e tempo t ≥ 0. Neste trabalho, restringiremos

nossa atenção a fluidos incompresśıveis preenchendo todo o espaço Rn.

As equações de Navier-Stokes são dadas por


∂tu− µ∆u+ (u · ∇)u+∇P = f, x ∈ Rn, t > 0

∇ · u = 0, x ∈ Rn, t > 0

u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn.

(1)

Aqui, u0 = u0(x) é um campo vetorial dado com divergente nulo em Rn, f =

f(x, t) = (f1(x, t), · · · , fn(x, t)), em que fi(x, t), i = 1, · · · , n são as componentes de uma dada força

aplicada externamente (força da gravidade, por exemplo), µ é um coeficiente positivo (de viscosidade) e

4 =
n∑
i=1

∂2

∂x2
i

é o laplaciano em variáveis espaciais. As equações de Euler são obtidas de (1) fazendo-se

µ = 0.

A primeira equação em (1) é a segunda lei de Newton (F = ma) para um fluido sujeito à força

externa f e às forças que surgem da pressão e da fricção. A segunda equação diz apenas que o fluido

é incompresśıvel.

O problema de Cauchy para Navier-Stokes (1), para n ≥ 3, embora amplamente estudado, ainda

está longe de ser completamente compreendido. Existem essencialmente dois ramos para abordagem

do problema. Em [19], J. Leray introduziu o conceito de solução fraca e obteve existência global de

soluções fracas para dados iniciais u0 ∈ L2(R3). A unicidade dessas soluções (e outras propriedades

desejadas para uma solução) permanecem um problema em aberto. Em [12], H. Fujita e T. Kato

obtiveram existência de solução para dados iniciais u0 ∈ Ḣ
1
2 (R3) por métodos de semi-grupos. Tais

soluções são conhecidas como mild ou brandas.

A teoria das soluções mild é associada principalmente a Kato e a Fujita, mas vale mencionar
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que alguma “versão” dessas idéias já estava contida no trabalho de Leray. Soluções mild são únicas,

mas somente em tempo local, a menos que a pequenez do dado inicial seja assumida. Essa linha de

resultados tem sido vastamente explorada culminando com diversos importantes trabalhos sobre as

equações de Navier-Stokes, com pequenez do dado inicial, em diferentes espaços cŕıticos (espaços cujas

normas são invariantes pelo scaling) tais como [8], [11], [27] em espaços de Lebesgue Lm(Rn), [2], [28]

em espaços Lm− fraco, [4], [5] em espaços de Besov, [4] em espaços de pseudo-medidas PMm−1, [11],

[26] em espaços de Morrey Mp,m−p, [15], [16] em espaços de Besov-Morrey e [14] em espaços BMO−1.

Para uma discussão mais completa nesta direção veja, por exemplo, [18].

Vale ainda ressaltar que a teoria das soluções fracas tira proveito da estrutura espećıfica das

equações de Navier-Stokes e, em particular, da estimativa de energia. Por outro lado, a abordagem de

Kato é mais genérica em sua natureza e se aplica a muitos outros problemas semilineares parabólicos

(ou dispersivos).

Neste trabalho, estudamos resultados de boa colocação global e estabilidade assintótica, em

espaços de Morrey, com a condição de pequenez do dado inicial. Uma vez que os espaços de Morrey

contém funções homogêneas é posśıvel obter existência de soluções autossimilares. Os resultados de boa

colocação estão contidos no trabalho de Kato [11]. Já os resultados de autosimilaridade e estabilidade

assintótica são obtidos como adaptação dos trabalhos [5], [6] e [8] para espaços de Morrey.

A dissertação está organizada em três caṕıtulos com suas respectivas seções. No primeiro caṕıtulo

inclúımos algumas notações básicas, apresentamos alguns resultados e definições importantes que serão

utilizados no decorrer do trabalho.

No segundo caṕıtulo, inclúımos a definição e algumas propriedades dos Espaços de Morrey como

completude, desigualdade de Hölder, imersões e operadores do tipo convolução e singulares com ação

nos espaços de Morrey. Além disso, apresentamos algumas estimativas para o semigrupo do calor

U(t), que serão fundamentais para provar os principais resultados desse trabalho.

No terceiro caṕıtulo apresentamos resultados que garantem que as equações de Navier Stokes são

globalmente bem colocadas para dados iniciais em espaços de Morrey sob certas hipóteses de pequenez.

Além disso, apresentamos resultados de autosimilaridade e de estabilidade assintótica.



Caṕıtulo

1

Preliminares

O objetivo deste caṕıtulo consiste em estruturar a presente dissertação. Nele, iremos apresentar

algumas definições e resultados importantes e fixaremos notações básicas que usaremos no decorrer

dos caṕıtulos.

1.1 Conceitos básicos

Definição 1.1.1. Um vetor α = (α1, . . . , αn), em que cada componente αi, i = 1, . . . , n é um inteiro

não negativo é chamado um multi-́ındice de ordem

|α| =
n∑
j=1

αj .

Definição 1.1.2. Seja u : U → Rm, em que u = (u1, . . . , um), com U ⊂ Rn aberto. Dado um

muti-́ındice α define-se Dαuj(x) por:

Dαuj(x) =
∂αuj(x)

∂xα1
1 · · · ∂x

αn
n

=
∂α1

∂xα1
1

· · · ∂
αnuj(x)

∂xαnn
, j = 1, . . . ,m.

Assim, se k é um inteiro não-negativo, então o conjunto de todas as derivadas parciais de u, de

ordem k, é dado por

Dku(x) = {Dαu(x) = (Dαu1(x), · · · , Dαum(x)); |α| = k}.

No decorrer deste trabalho usaremos as seguintes notações:

• Ck(U) = {u : U → R; u tem derivadas parciais cont́ınuas até ordem k};

13
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• C∞(U) =

∞⋂
k=0

Ck(U) = {u : U → R; u é infinitamente diferenciável};

• C∞c (U) = {u : U → R; u ∈ C∞(U) e supp(u) é compacto}, em que supp(u) = {x ∈ U ;u(x) 6= 0};

Vale lembrar que os espaços de funções a valores vetoriais (Ck(U))n, (C∞(U))n e (C∞c (U))n

consistem de todas as funções u : U → Rn, u = (u1, · · · , un), com uj ∈ Ck(U), C∞(U) e C∞c (U),

respectivamente (j = 1, . . . , n). No entanto, no decorrer deste trabalho, para simplificar a notação não

faremos distinção entre espaços de funções vetoriais e escalares.

1.2 Os Espaços Lp

Definição 1.2.1. Sejam 1 ≤ p ≤ ∞ e um aberto U ⊂ Rn. O espaço Lp(U) é o conjunto das funções

mensuráveis u em U tais que

∫
U
|u(x)|pdx <∞.

Uma norma em Lp(U) é dada por:

‖u‖Lp = ‖u‖p =

(∫
U
|u(x)|p

) 1
p

, 1 ≤ p <∞

e para p =∞

‖u‖∞ = ess sup
x∈U

|u(x)|.

Vale ressaltar que ‖ · ‖p define uma norma que faz de Lp(U) um espaço de Banach. Para mais

detalhes veja [3].

Na sequência, enunciaremos as desigualdades de Hölder e Young para os espaços de Lebesgue

Lp = Lp(U), que serão muito úteis posteriormente. No entanto, omitiremos suas demonstrações que

podem ser encontradas em [7].

Proposição 1.2.2. (Desigualdade de Hölder) Sejam p, q e r tais que 1 < p, q, r < ∞ e 1
p + 1

q = 1
r .

Se u e v são funções tais que u ∈ Lp e v ∈ Lq, então uv ∈ Lr e vale a desigualdade

‖uv‖r ≤ ‖v‖p‖v‖q.

Quando r = 1 a igualdade vale se, e somente se, α|u|p = β|v|q q.t.p., em que α e β são constantes

satisfazendo αβ 6= 0.

Proposição 1.2.3. (Desigualdade de Young) Sejam p, q e r tais que 1 ≤ p, q, r ≤ ∞ e 1
p + 1

q = 1 + 1
r .

Se u ∈ Lp e v ∈ Lq, então u ∗ v ∈ Lr e

‖u ∗ v‖r ≤ ‖u‖p‖v‖q,
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em que o śımbolo ∗ denota o operador convolução definido por

u ∗ v(x) =

∫
Rn
u(x− y)v(y)dy =

∫
Rn
u(y)v(x− y)dy.

A desigualdade abaixo será de suma importância para demonstrarmos um dos principais

resultados para operadores de convolução em espaços de Morrey que veremos no caṕıtulo seguinte. A

demonstração desta desigualdade pode ser encontrada em [9].

Proposição 1.2.4. (Desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev) Seja δ um número real tal que 0 <

δ < n e sejam 1 ≤ p < q <∞ satisfazendo 1
p−

1
q = δ

n . Então, existe uma constante C = C(n, δ, p) <∞

tal que para toda u ∈ Lp tem-se

‖Iδ(u)‖q ≤ C‖u‖p, quando p > 1

e

‖Iδ(u)‖∞ ≤ C‖u‖1, quando p = 1,

em que

Iδ(u) = C

∫
Rn
u(x− y)|y|−n+δdy.

Definição 1.2.5. Sejam 1 ≤ p <∞ e U um subconjunto aberto de Rn. O espaço Lploc(U) é o conjunto

das funções u mensuráveis em U tais que

∫
K
|u(x)|pdx <∞, para qualquer compacto K ⊂ U.

Vale lembrar que se u ∈ L∞(U), então u ∈ Lploc(U), para todo 1 ≤ p < ∞. Além disso, usando

a desigualdade de Hölder, pode-se mostrar que se 1 ≤ p ≤ ∞, então Lploc(U) ⊂ L1
loc(U).

Teorema 1.2.6. (Convergência Dominada de Lebesgue) Suponha que (un) seja uma sequência

de funções mensuráveis em U , tal que

u(x) = lim
n→∞

un(x)

existe para todo x ∈ U . Se existe g ∈ L1(U) tal que

|un(x)| ≤ g(x), n = 1, 2, . . . e x ∈ U,

então u ∈ L1(U) e

lim
n→∞

∫
U
un(x)dx =

∫
U
u(x)dx.
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Para uma demonstração veja, por exemplo, [3].

1.3 O Espaço das Distribuições

Como vimos anteriormente, C∞c (U) é o espaço das funções definidas em U , com suporte

compacto, possuindo em U derivadas parciais cont́ınuas de todas as ordens. Os elementos de C∞c (U)

são chamados funções testes em U .

Por exemplo, considerando-se ρ : Rn → R definida por

ρ(x) =

 e
− 1

1−|x|2 , se |x| < 1

0, se |x| ≥ 1
(1.1)

com |x|2 = x2
1 + · · ·+ x2

n, mostra-se que ρ ∈ C∞c (Rn) e que supp ρ = {x ∈ Rn; |x| ≤ 1}, ou seja,

ρ é uma função teste em Rn.

Vale destacar que para 1 ≤ p <∞ vale que C∞c (U) é denso em Lp(U). Para uma discussão mais

detalhada sobre o assunto veja, por exemplo, [20].

Definição 1.3.1. Diz-se que uma sequência (ϕν) de funções de C∞c (U) é convergente para zero,

quando as seguintes condições forem satisfeitas:

i) Os suportes de todas as funções testes ϕν , da sequência dada, estão contidos num compacto fixo

K.

ii) Para cada muti-́ındice α, a sequência (Dαϕν) converge para zero uniformemente em K.

Se ϕ ∈ C∞c (U), diz-se que a sequência (ϕν) de elementos de C∞c (U) converge para ϕ em C∞c (U),

quando a sequência (ϕν − ϕ) converge para zero no sentido dado acima.

O espaço vetorial C∞c (U) com esta noção de convergência é representado por D(U) e denominado

espaço das funções testes em U .

Definição 1.3.2. Define-se como distribuição sobre U a toda forma linear T sobre D(U) que é cont́ınua

no sentido da convergência definida sobre D(U), ou seja, para toda sequência (ϕν) de D(U) que

converge para zero, tem-se que a sequência (〈T, ϕν〉) converge para zero em K.

Observação 1. Note que K = R ou C e 〈T, ϕν〉 é o valor de T em ϕν .

O conjunto de todas as distribuições sobre U é um espaço vetorial, o qual representa-se por

D′(U). Se u ∈ L1
loc(U), então a forma linear Tu definida por

〈Tu, ϕ〉 =

∫
U
u(x)ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ D(U)
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é um exemplo de distribuição sobre U .

Definição 1.3.3. Diz-se que uma sequência (Tν) de elementos de D′(U) converge para zero em D′(U),

quando para toda função teste ϕ ∈ D(U), a sequência (〈Tν〉, ϕ) converge para zero em K. Neste caso,

escreve-se

lim
ν→∞

Tν = 0 em D′(U).

Diz-se que

lim
ν→∞

Tν = T em D′(U),

quando limν→∞(Tν − T ) = 0 em D′(U).

Lema 1.3.4 (de Du Bois Raymond). Seja u ∈ L1
loc(U). Então Tu = 0 se, e somente se, u = 0 q.t.p

em U .

Observação 2. Do Lema 1.3.4 segue que para para u ∈ L1
loc(U), tem-se Tu univocamente determinada

por u sobre U , quase sempre, no seguinte sentido: se u, v ∈ L1
loc(U), então Tu = Tv se, e somente se,

u = v q.t.p em U . Por esta razão, identifica-se u com a distribuição Tu por ela definida e diz-se a

distribuição u ao invés de dizer a distribuição Tu.

Vale ainda lembrar que para 1 ≤ p <∞, tem-se a seguinte cadeia de imersões cont́ınuas

D(U) ↪→ Lploc(U) ↪→ D′(U).

1.4 Transformada de Riesz e Projetor de Leray

Nesta seção trataremos sobre a transformada de Riez e o operador projetor de Leray (ou Leray-

Hopf), mas antes precisaremos introduzir o espaço de Schwarz S(Rn), isto é, o espaço das funções

infinitamente deriváveis em Rn, cujas derivadas decrescem no infinito mais rapidamente que qualquer

potência de |x|.

Definição 1.4.1. O espaço de Schwarz S(Rn) é o conjunto de todas as funções f ∈ C∞(Rn), tais que

a semi-norma

‖f‖(k,α) = sup
x∈Rn

(1 + |x|k)|Dαf(x)|

é finita para cada k ∈ N e todo multi-́ındice α.

Observação 3. No espaço S = S(Rn) considera-se a seguinte noção de convergência: uma sequência

(ϕν) de funções de S converge para uma função ϕ ∈ S se a sequência ‖ϕν −ϕ‖(k,α) converge zero para

quaisquer k ∈ N e α multi-́ındice.
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A seguir relembramos a transformada de Fourier.

Definição 1.4.2. Dada uma função u ∈ L1(Rn), define-se a sua transformada de Fourier como sendo

a função F [u] definida por

F [u](ξ) =

∫
Rn
e−2πiξ·xu(x) dx.

Também denotamos F [u] = û.

Definição 1.4.3. Dada uma função u ∈ L1(Rn), a transformada de Fourier inversa é a função dada

por ǔ(x) = û(−x) para cada x ∈ Rn.

As propriedades à seguir são básicas e muito relevantes no estudo da transformada de Fourier:

Proposição 1.4.4. Considere u, v ∈ L1(Rn). São verdadeiras as seguintes afirmações:

(i) (u ∗ v)∧ = ûv̂.

(ii) Se xα ∈ L1(Rn), para |α| ≤ k, então û ∈ Ck(Rn) e Dαû = [(−2πix)αu]∧.

(iii) Se u ∈ Ck(Rn), Dαu ∈ L1(Rn) para |α| ≤ k e Dαu é cont́ınua com lim
|x|→∞

Dαu(x) = 0 para

|α| ≤ k − 1, então (Dαu)∧(ξ) = (2πiξ)αû(ξ).

Uma vez que S(Rn) ⊂ L1(Rn), para cada ϕ ∈ S(Rn), estão bem definidas F [u] = û,F [u] = ǔ e

mostra-se que elas são rapidamente decrescentes no infinito. Além disso,

F : S(Rn) 7→ S(Rn) e F : S(Rn) 7→ S(Rn)

são isomorfismos cont́ınuos e F−1 = F .

Agora estamos em condições de definir a transformada de Riesz que será muito útil para nossos

propósitos.

Definição 1.4.5. Seja u ∈ S(Rn). A k−transformada de Riesz, Rk, é dada por

R̂ku(ξ) =
iξk
|ξ|
û(ξ), k = 1, · · · , n (1.2)

em que û é a transformada de Fourier de u.

Uma vez que o operador potencial de Riesz, (ver [23]), é dado por

(
(−∆)−

β
2 u
)∧

(ξ) = (2π|ξ|)−βû(ξ), 0 < β < n,
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tem-se

(
∂

∂xk
(−∆)−

1
2u

)∧
(ξ) = 2πiξk

(
(−∆)−

1
2u
)∧

(ξ)

= 2πiξk(2π|ξ|)−1û(ξ)

=
iξk
|ξ|
û(ξ)

= (̂Rku)(ξ),

ou seja,

Rku(x) =
[
(̂Rku)

]∨
(x) =

(
∂

∂xk
(−∆)−

1
2u

)
(x), (1.3)

em que x = (x1, x2, . . . , xn) e ∆ =
n∑
k=1

∂2

∂x2
k

é o operador de Laplace.

Definição 1.4.6. O operador projetor de Leray P é definido por

P = I +R⊗R, (1.4)

em que I é a aplicação identidade e R é um vetor cujas componentes são dadas pelas transformadas

de Riesz, isto é, R = (R1,R2, · · ·Rn) e (R⊗R)ij = RiRj.

Segue que para cada u ∈ S(Rn),

P(u) = u+ (R⊗R)u

= (u1, . . . , un) + (R1R1u1 + · · ·+R1Rnun, . . . ,RnR1u1 + . . . ,+RnRnun)

= (u1, . . . , un) + (R1

n∑
j=1

Rjuj , . . .Rn
n∑
j=1

Rjuj)

= (u1 +R1σ, . . . , un +Rnσ), (1.5)

em que σ =
n∑
j=1

Rjuj .

Observe que de (1.3) tem-se

Riσ =
∂

∂xi
(−∆)−

1
2

 n∑
j=1

∂

∂xj
(−∆)−

1
2uj


=

∂

∂xi
(−∆)−

1
2 div

(
(−∆)−

1
2u
)

=
∂

∂xi
(−∆) div u.
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Assim, pode-se reescrever o projetor P da seguinte forma:

P(u) =

(
u1 +

∂

∂x1

(
(−∆)−1 div u

)
, . . . , un +

∂

∂xn

(
(−∆)−1 div u

))
. (1.6)

Vale ressaltar que o projetor de Leray tem as seguintes propriedades:

• (i) P comuta com derivadas;

• (ii) P(∇u) = 0;

• (iii) div (P(u)) = 0;

• (iv) div u = 0⇔ Pu = u.

Para mais detalhes sobre a transformada de Riesz e o projetor de Leray, veja [9], [18], por

exemplo.

1.5 A Função Beta

Apresentaremos agora a função Beta que será uma ferramenta importante para obter certas

estimativas no decorrer deste trabalho.

Definição 1.5.1. Sejam x, y > 0. A função Beta é definida pela integral

β(x, y) =

∫ 1

0
tx−1(1− t)y−1dt. (1.7)

Proposição 1.5.2. A função Beta é sempre finita.

Demonstração. De fato, tome 0 < δ < 1. Tem-se que

β(x, y) =

∫ δ

0
tx−1(1− t)y−1dt+

∫ 1

δ
tx−1(1− t)y−1dt

≤ max(1, (1− δ)y−1)

∫ δ

0
tx−1dt+ max(1, δx−1)

∫ 1

δ
(1− t)y−1dt

= max(1, (1− δ)y−1)
δx

x
+ max(1, δx−1)

(1− δ)y

y

< ∞.

Observação 4. Fazendo-se a mudança de variável s = tw, tem-se

∫ t

0
sx−1(1− s)y−1 ds =

∫ 1

0
(tw)x−1(t− tw)y−1t dw
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=

∫ 1

0
tx+y−1wx−1(1− w)y−1 dw

= tx+y−1

∫ 1

0
wx−1(1− w)y−1 dw

= tx+y−1β(x, y).



Caṕıtulo

2

Os Espaços de Morrey

O objetivo deste caṕıtulo é apresentar os espaços de Morrey e abordar algumas de suas

propriedades que serão de fundamental importância para os nossos propósitos.

2.1 Os Espaços de Morrey - Mp,λ

Definição 2.1.1. O espaço de Morrey, denotado por Mp,λ(Rn) = Mp,λ, com p ∈ [1,∞) e λ ∈ [0, n) é

definido como subespaço normado de

Lploc(R
n) =

{
f : Rn → R :

(∫
K
|f(x)|pdx

) 1
p

<∞,∀K ⊆ Rn compacto

}
,

com a norma dada por

‖f‖p,λ = sup
x0∈Rn,R>0

{
R
−λ
p ‖f‖p;x0,R

}
, (2.1)

em que ‖f‖p;x0,R denota a norma em Lp(BR(x0)) de f , isto é

‖f‖p;x0,R =

(∫
BR(x0)

|f(x)|pdx

) 1
p

e BR(x0) = {x ∈ Rn; |x− x0| < R}.

Observação 5. Note que se p ∈ [1,∞), então Mp,0 = Lp. Se p = 1, a norma L1 em (2.1) é entendida

como a variação total da medida f na bola BR(x0) e M1,λ como um subespaço das medidas de Radon.

Vale ainda ressaltar que pode-se incluir L∞ entre os espaços Mp,λ tomando-se, para isso, p =∞

ou λ = n.

Os espaços de Morrey são espaços vetoriais normados com a norma ‖f‖p,λ. A seguir,

mostraremos que Mp,λ é um espaço de Banach.

22
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Proposição 2.1.2. Sejam p ∈ [1,∞) e λ ∈ [0, n). O espaço Mp,λ é um espaço de Banach.

Demonstração. Seja (fk)k∈N uma sequência de Cauchy em Mp,λ. Note que, em particular, (fk)k∈N é

uma sequência de Cauchy em Lp(BR(x0)). Uma vez que p ≥ 1, a completude de Lp(BR(x0)) garante

que existe uma função

f ∈ Lp(BR(x0)) tal que ‖fk − f‖Lp(BR(x0)) → 0. (2.2)

Queremos mostrar que f ∈Mp,λ e ‖f − fk‖p,λ → 0. Para isso, escreva

|f(x)|p = |f(x)− fk(x) + fk(x)|p

≤ 2p (|f(x)− fk(x)|p + |fk(x)|p) .

Assim,

1

Rλ

∫
BR(x0)

|f(x)|pdx ≤ 2p

(
1

Rλ

∫
BR(x0)

|f(x)− fk(x)|pdx+
1

Rλ

∫
BR(x0)

|fk(x)|pdx

)

≤ 2p

(
1

Rλ

∫
BR(x0)

|f(x)− fk(x)|pdx+ ‖fk‖pp,λ

)
. (2.3)

Como a sequência (fk)k∈N é de Cauchy em Mp,λ, então existe uma constante c > 0 tal que

‖fk‖p,λ ≤ c, para todo k ∈ N. Dáı, de (2.2) e (2.3), obtemos

1

Rλ

∫
BR(x0)

|f(x)|pdx ≤ 2pcp,

de onde segue que f ∈Mp,λ.

Resta mostrar que ‖f − fk‖p,λ → 0, quando k →∞. Para isso, escreva

1

Rλ

∫
BR(x0)

|f(x)− fk(x)|pdx ≤ 2p

(
1

Rλ

∫
BR(x0)

|fm(x)− fk(x)|pdx

+
1

Rλ

∫
BR(x0)

|f(x)− fm(x)|pdx

)

≤ 2p

(
‖fm − fk‖pp,λ +

1

Rλ

∫
BR(x0)

|f(x)− fm(x)|pdx

)
. (2.4)

Como a sequência (fk)k∈N é de Cauchy em Mp,λ, então dado ε > 0, arbitrário, existe n0 ∈ N tal
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que

‖fm − fk‖p,λ ≤ ε, para todo k,m ≥ n0. (2.5)

Dáı, de (2.4) e (2.5), obtemos

1

Rλ

∫
BR(x0)

|f(x)− fk(x)|pdx ≤ 2p‖fm − fk‖pp,λ +
2p

Rλ

∫
BR(x0)

|f(x)− fm(x)|pdx

< 2pεp + Cε, (2.6)

para todo k,m ≥ n0.

Como ε é arbitrário, segue de (2.6) que fk → f em Mp,λ.

Definição 2.1.3. O subespaço Ṁp,λ de Mp,λ é o conjunto das funções f ∈Mp,λ tais que

lim
R→0

[
R
−λ
p sup
x0∈Rn

‖f‖p;x0,R
]

= 0. (2.7)

Observação 6. Note que se f ∈ L∞ então f ∈ Ṁp,λ. De fato, se f ∈ L∞ então existe uma constante

C > 0 tal que |f(x)| ≤ C quase sempre em Rn. Logo, para cada x0 ∈ Rn, temos

‖f‖p;x0,R =

(∫
BR(x0)

|f(x)|pdx

) 1
p

≤

(∫
BR(x0)

Cpdx

) 1
p

= C

(∫
BR(x0)

dx

) 1
p

= CR
n
p .

Assim, conclúımos que

sup
x0∈Rn

‖f‖p;x0,R ≤ CR
n
p .

Logo,

0 ≤ lim
R→0+

[
R
−λ
p sup
x0∈Rn

‖f‖p;x0,R
]
≤ lim

R→0+
CR

n−λ
p = 0,

pois n > λ.

Portanto, f ∈ Ṁp,λ.
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Definição 2.1.4. O subespaço M̈p,λ de Mp,λ é o conjunto das funções f ∈Mp,λ, tais que

lim
ξ→0
‖τξf − f‖p,λ = 0, (2.8)

em que τξ denota a translação dada por τξf(x) = f(x− ξ), para ξ ∈ Rn.

Proposição 2.1.5. Se p ∈ [1,∞) e λ ∈ [0, n), então Ṁp,λ e M̈p,λ são subespaços fechados de Mp,λ.

Demonstração. Provemos primeiramente que Ṁp,λ é subespaço fechado de Mp,λ. Se f ∈Mp,λ temos

‖f‖p,λ = sup
x0∈Rn,R>0

R
−λ
p ‖f‖p;x0,R ≥ lim sup

R→0+

[
sup
x0∈Rn

R
−λ
p ‖f‖p;x0,R

]
.

Seja (fk)k∈N ⊆ Ṁp,λ uma sequência que converge para f na norma ‖ · ‖p,λ. Então, temos

0 ≤ lim sup
R→0+

[
sup
x0∈Rn

R
−λ
p ‖f − fk‖p;x0,R

]
≤ ‖f − fk‖p,λ → 0, quando k →∞. (2.9)

Como

sup
x0∈Rn

‖f‖p;x0,R = sup
x0∈Rn

‖f − fk + fk‖p;x0,R

≤ sup
x0∈Rn

‖f − fk‖p;x0,R + sup
x0∈Rn

‖fk‖p;x0,R,

segue que

lim sup
R→0+

[
R
−λ
p sup
x0∈Rn

‖f‖p;x0,R
]
≤ lim sup

R→0+

[
R
−λ
p sup
x0∈Rn

‖f − fk‖p;x0,R
]

+ lim sup
R→0+

[
R
−λ
p sup
x0∈Rn

‖fk‖p;x0,R
]

= 0 + 0 = 0.

Desta forma, conclúımos que f ∈ Ṁp,λ e, portanto, Ṁp,λ é um subespaço fechado.

Agora, seja (fk)k∈N ⊆ M̈p,λ uma sequência tal que fk → f na norma ‖ · ‖p,λ. Queremos mostrar

que f ∈ M̈p,λ.

Note que ‖τξf‖p,λ = ‖f‖p,λ. Assim, segue que

‖τξf − f‖p,λ = ‖τξ(f − fk) + τξfk − fk + fk − f‖p,λ

≤ ‖τξ(f − fk)‖p,λ + ‖τξfk − fk‖p,λ + ‖fk − f‖p,λ

= 2‖fk − f‖p,λ + ‖τξfk − fk‖p,λ.
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Logo, conclúımos que

lim sup
ξ→0

‖τξf − f‖p,λ ≤ 2‖fk − f‖p,λ + lim sup
ξ→0

‖τξfk − fk‖p,λ

= 2‖fk − f‖p,λ.

Uma vez que ‖fk − f‖p,λ → 0, quando k →∞, obtemos f ∈ M̈p,λ.

Portanto M̈p,λ é um subespaço fechado de Mp,λ.

2.2 Algumas propriedades dos espaços Mp,λ

O resultado a seguir apresenta importantes propriedades do espaço de Morrey, com destaque

para a desigualdade de Hölder que será de grande importância para nossos propósitos.

Lema 2.2.1. (i) (Inclusão Cont́ınua) Sejam p, q ∈ [1,∞) e λ, µ ∈ [0, n). Se n−λ
p = n−µ

q e p ≤ q,

então a seguinte inclusão é cont́ınua

Mq,µ ⊆Mp,λ.

(ii) (Desigualdade de Hölder) Sejam p, q, r ∈ [1,∞) e λ, µ, γ ∈ [0, n) tais que 1
r = 1

p + 1
q e

γ
r = λ

p + µ
q . Se f ∈Mp,λ e g ∈Mq,µ, então fg ∈Mr,γ e vale a desigualdade

‖fg‖r,γ ≤ ‖f‖p,λ‖g‖q,µ.

(iii) (Convexidade) Sejam p, q, r ∈ [1,∞), λ, µ, γ ∈ [0, n) e k ∈ [0, 1], tais que 1
r = 1−k

p + k
q e

γ
r = (1− k)λp + k µq . Se f ∈Mp,λ ∩Mq,µ então f ∈Mr,γ e vale a desigualdade

‖f‖r,γ ≤ (‖f‖p,λ)1−k(‖f‖q,µ)k.

Demonstração. Mostremos primeiramente a inclusão cont́ınua Mq,µ ⊆ Mp,λ. Note que devemos

mostrar que existe uma constante C > 0 tal que ‖f‖p,λ ≤ C‖f‖q,µ e que, para isso, é suficiente

mostrar que ‖f‖p;x0,R ≤ CR
n
p
−n
q ‖f‖q;x0,R.

Usando a Desigualdade de Hölder 1.2.2, para espaços Lp, e tomando r de modo que 1
p = 1

r + 1
q

obtemos

‖f‖p;x0,R ≤ ‖1‖r;x0,R‖f‖q;x0,R

=

(∫
BR(x0)

|1|r dx

) 1
r

‖f‖q;x0,R
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= C
1
rR

n
r ‖f‖q;x0,R

= CR
n
p
−n
q ‖f‖q;x0,R,

em que CRn é o volume da bola BR(x0).

Assim,

R
−λ
p ‖f‖p;x0,R ≤ CR

n−λ
p
−n
q ‖f‖q;x0,R

= CR
−µ
q ‖f‖q;x0,R. (2.10)

Dáı, de (2.10), obtemos

sup
x0∈Rn,R>0

R
−λ
p ‖f‖p;x0,R ≤ C sup

x0∈Rn,R>0
R
−µ
q ‖f‖q;x0,R

ou seja,

‖f‖p,λ ≤ C‖f‖q,µ,

o que prova o item (i).

Para (ii), se p ≤ q, usando a Desigualdade de Hölder 1.2.2, em Lp, obtemos

‖fg‖r,γ = sup
x0∈Rn,R>0

R−
γ
r ‖fg‖r;x0,R

≤ sup
x0∈Rn,R>0

{
R
−λ
p

+µ
q ‖f‖p;x0,R‖g‖q;x0,R

}
≤

(
sup

x0∈Rn,R>0

{
R
−λ
p ‖f‖p;x0,R

})(
sup

x0∈Rn,R>0

{
R
−µ
q ‖g‖q;x0,R

})
= ‖f‖p,λ‖g‖q,µ.

Como

‖fg‖r,γ ≤ ‖f‖p,λ‖g‖q,µ <∞,

segue que fg ∈Mr,γ .

Para (iii), como no item (ii), é suficiente mostrar a desigualdade

‖f‖r,γ ≤ (‖f‖p,λ)1−k(‖f‖q,µ)k.

Observemos, primeiramente, que

‖fk‖ p
k
,λ = (‖f‖p,λ)k, para k > 0. (2.11)
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De fato, notemos que

‖fk‖ p
k
,λ = sup

x0∈Rn,R>0
R
− kλ

p ‖fk‖ p
k

;x0,R

= sup
x0∈Rn,R>0


(∫

BR(x0) |f
k(x)|

p
k dx

Rλ

) k
p


= sup

x0∈Rn,R>0


(∫

BR(x0) |f(x)|pdx
Rλ

) k
p


=

 sup
x0∈Rn,R>0


(∫

BR(x0) |f(x)|pdx
Rλ

) 1
p


k

= (‖f‖p,λ)k.

Agora tomemos f = (f1−k)(fk) e observemos que f1−k ∈ M p
1−k ,λ

, pois pelo que provamos

anteriormente ‖f1−k‖ p
1−k ,λ

= (‖f‖p,λ)1−k <∞, já que f ∈Mp,λ. Analogamente, temos fk ∈M q
k
,µ.

Assim, pela Desigualdade de Hölder e por (2.11) conclúımos que

‖f‖r,γ = ‖(f1−k)(fk)‖r,γ

≤ ‖f1−k‖ p
1−k ,λ

‖fk‖ q
k
,µ

= (‖f‖p,λ)1−k(‖f‖q,µ)k,

de onde segue que f ∈Mr,γ .

Em [12], Kato introduz uma outra notação para os espaços de Morrey Mp,λ dada da seguinte

forma:

Mp,λ = M(A), em que A = (p−1, α) ∈ ∆ e α =
n− λ
p

> 0, com p ∈ [1,∞) e λ ∈ [0, n). (2.12)

Aqui ∆ denota o triângulo retângulo com vértices O = (0, 0), (1, 0) e (1, n), com o lado inferior

exclúıdo (como pode ser visto na Figura ), exceto a origem O. Além disso, convencionamos que

M(O) = L∞.

Para A = (p−1, α), escrevemos p−1 = x(A) e α = y(A) que será chamado de altura de A. Vale

ressaltar que y(A) = 0 se, e somente se A = O. De fato, é claro que se A = O, então y(A) = 0. Agora

se y(A) = 0, temos

y(A) = 0⇒ α = 0
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e como λ < n segue que p =∞ e, portanto, x(A) = 0, ou seja, A = O.

Figura 2.1: Espaços de Morrey com a notação de Tosio Kato.

Escrevemos [A,B] para denotar o segmento fechado que liga A e B, (A,B) para denotar o

segmento aberto conectando A e B e [AB] o comprimento desse segmento.

Em correspondência com a notação dada em 2.12, a norma ‖f‖p,λ será denotada por ‖f ;M(A)‖

ou, simplesmente, ‖f ;A‖, (com ‖f ;O‖ = ‖f‖∞, em que O = (0, 0)). Assim,

‖f ;A‖ = sup
x0∈Rn,R>0

{
R

(
−n
p

+α
)
‖f‖p;x0,R

}
, A = (p−1, α) ∈ ∆.

Cada ponto A = (p−1, α) ∈ ∆ correspondente a λ = n − αp = constante, pertence a um raio

emanando de O e representa os espaços de Morrey Mp,λ = M(A). A hipotenusa de ∆, dada pela reta

y = nx, correspondente a λ = 0, representa os espaços Lp, se p > 1 ou M, se p = 1. Por exemplo, ao

ponto B =
(α
n
, α
)

na hipotenusa de ∆, (ver Figura 2.2), corresponde o espaço M(B) = Mn
α
,0 = L

n
α .

Além disso, usamos também as notações Ṁ(A) e M̈(A) para Ṁp,λ e M̈p,λ, respectivamente.

Para A = O definimos o conjunto Ṁ(0) ⊆M(O) = L∞ como o conjunto das funções cont́ınuas

e limitadas e M̈(O) ⊆M(O) como o conjunto das funções uniformemente cont́ınuas e limitadas.

Observação 7. Note que se p ∈ [1,∞) e λ ∈ [0, n), então Mp,λ ∩ L∞ ⊆ Ṁp,λ ou M(A) ∩M(O) ⊆

Ṁ(A), na notação de Kato.

De fato, se f ∈Mp,λ ∩ L∞, então f ∈ L∞ e, portanto, pela Observação 6, segue que f ∈ Ṁp,λ.

Por fim, escrevemos A ⊆ B se y(A) = y(B) e B está a direita de A ou B = A. Com esta



2.2 Algumas propriedades dos espaços Mp,λ 30

notação, a inclusão cont́ınua pode ser reescrita. Mais geralmente, o próximo resultado é o Lema 2.2.1

expresso na notação de Kato:

Lema 2.2.2. (i) (Inclusão cont́ınua) Se A ⊆ B, então M(A) ⊆M(B).

(ii) (Desigualdade de Hölder) Se f ∈M(A), g ∈M(B), então fg ∈M(A+B) com

‖fg;A+B‖ ≤ ‖f ;A‖‖g;B‖,

em que A e B são tais que A+B ∈ ∆.

(iii) (Convexidade) Se f ∈M(A) ∩M(B) então f ∈M(C), ∀C ∈ [A,B] e vale

‖f ;C‖ ≤ ‖f ;A‖1−k‖f ;B‖k,

com k = [AC]
[AB] .

Observação 8. Note que se f ∈ M(A) = Mp,λ então A =
(

1
p ,

m−λ
p

)
e se f ∈ M(B) = Mq,µ então

B =
(

1
q ,

m−µ
q

)
.

Sabemos, da hipótese da desigualdade de Hölder na notação usual, que 1
r = 1

p + 1
q e γ

r = λ
p + µ

q ,

então temos

(
1

r
,
n− γ
r

)
=

(
1

p
+

1

q
,
n

r
− γ

r

)
=

(
1

p
+

1

q
, n

(
1

p
+

1

q

)
− λ

p
− µ

q

)
=

(
1

p
+

1

q
,
n− λ
p

+
n− µ
q

)
=

(
1

p
,
n− λ
p

)
+

(
1

q
,
n− µ
q

)
= A+B,

o que justifica (ii) na notação de Kato.

Agora, se A =
(

1
p , α

)
, B =

(
1
q , β

)
e C =

(
1
r , τ
)
, em que α = n−λ

p , β = n−µ
q e τ = n−γ

r , visto

que 1
r = 1−k

p + k
q e γ

r = (1− k)λp + k µq , temos

(1− k)A+Bk = (1− k)

(
1

p
, α

)
+ k

(
1

q
, β

)
=

(
1− k
p

+
k

q
, (1− k)α+ kβ

)
=

(
1

r
, (1− k)

n− λ
p

+ k
n− µ
q

)
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=

(
1

r
, (1− k)

n

p
+ k

n

q
− γ

r

)
=

(
1

r
,
n− γ
r

)
= C.

Logo, (1− k)A+Bk = C e, por isso, k = [AC]
[AB] , o que justifica (iii).

Observação 9. Além da inclusão apresentada no item (i) do Lema 2.2.2 também vale que Ṁ(A) ⊆

Ṁ(B) e M̈(A) ⊆ M̈(B), se A ⊆ B.

No entanto, uma relação do tipo M(A) ⊆ Ṁ(B) não é verdadeira. De fato, sabemos que se

0 < k < n então f(x) = |x|−k ∈ Mp,n−pk, com 1 ≤ p < n
k , mas f /∈ Ṁp,λ, para todo 1 ≤ p ≤ ∞ e

0 ≤ λ < n, ver [12].

Assim, se A = (p−1, k) e B = (q−1, k), com 1 ≤ p < q < n
k , então A ⊂ B. Pela afirmação

acima, segue que f ∈Mp,n−pk = M(p−1, k), mas f /∈ Ṁq,n−pk = Ṁ(q−1, k).

Finalmente, na definição abaixo, apresentamos os espaços de Morrey de funções à valores

vetoriais.

Definição 2.2.3. Dada uma função vetorial f : Rn → Rm, dizemos que f ∈ (Mp,λ)m (ou (Ṁp,λ)m ou

(M̈p,λ)m) se fi ∈Mp,λ (ou Ṁp,λ ou M̈p,λ),∀ i ∈ {1, . . . ,m}. Mais ainda, definimos ‖f‖p,λ := ‖|f |‖p,λ,

em que |f | é a norma de f em Rn.

2.3 Semigrupo do Calor

Note que o problema linear associado ao sistema (1) nada mais é do que o problema de Cauchy

para a equação linear do calor em Rn :


∂u

∂t
−∆u = 0, em x ∈ Rn, t > 0,

u(0, x) = u0(x), em x ∈ Rn

(2.13)

que trata-se de um problema clássico da literatura de EDP’s.

É bem conhecido que uma aplicação da transformada de Fourier em (2.13) fornece, para cada

ξ ∈ Rn fixado, o PVI


(∂t + 4π2|ξ|2)û(t, ξ) = 0,

û(0, ξ) = û0(ξ)

(2.14)
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que possui uma única solução, dada por

û(t, ξ) = û0(ξ)ĥ(t, ξ), (2.15)

em que ĥ(t, ξ) = e−4π2|ξ|2t.

Sabe-se também, que a solução de (2.13), é obtida através da aplicação da transformada inversa

a (2.15), ou seja, tem-se

u(t, x) = h(t, x) ∗ u0(x), (2.16)

em que

h(t, x) =
(
e−4π2|ξ|2t

)∨
(x) = (4tπ)−

n
2 e−

|x|2
4t , (2.17)

o qual é chamado de núcleo de Gauss-Weierstrass.

A solução (2.16) do problema linear (2.13) gera um semi-grupo {U(t)}t≥0 via convolução com o

núcleo de Gauss-Weierstrass (2.17), isto é,

U(t)u0 := et4u0 =

 ht ∗ u0 = h(·, t) ∗ u0 se t > 0.

u0, se t = 0
(2.18)

Para mais detalhes sobre a discussão acima veja, por exemplo, [17]. No que segue, nos referimos

a {U(t)}t≥0 e ht como semigrupo do calor e núcleo do calor, respectivamente.

O objetivo desta seção é estudar o operador de convolução U(t) = et4, com núcleo

ht(x) = h̄t(|x|) = (4πt)−
n
2 e−

|x|2
4t , t > 0, (2.19)

em espaços de Morrey.

Note que se t > 0,

U(t)f = ht ∗ f =

∫
Rm

ht(y)f(x− y)dy = C

∫
Rn

f(x− y)

t
n
2 e
|y|2
4t

dy

está bem definido para f ∈ Mp,λ, com p ∈ [1,∞) e λ ∈ [0, n) e U(t)f ∈ C∞, com todas as derivadas

limitadas (ver [12]).

O próximo lema nos dá estimativas para U(t) e suas derivadas em espaços de Morrey.

Lema 2.3.1. Sejam 1 ≤ p, q ≤ ∞ e 0 ≤ λ, µ < n. Se n−λ
p ≥ n−µ

q e µ = λ quando p ≤ q, então

U(t), DU(t) e ∂tU(t), com t > 0, são operadores limitados de Mp,λ em M̈q,µ ⊆ Mq,µ e dependem

continuamente de t. Além disso, para toda f ∈Mp,λ, temos
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(i) t
1
2

(
n−λ
p
−n−µ

q

)
‖U(t)f‖q,µ ≤ C‖f‖p,λ,

(ii) t
1
2

(
1+n−λ

p
−n−µ

q

)
‖DU(t)f‖q,µ ≤ C‖f‖p,λ,

(iii) t
1+ 1

2

(
n−λ
p
−n−µ

q

)
‖∂tU(t)f‖q,µ ≤ C‖f‖p,λ,

em que a constante C = C(p, q, λ, µ, n).

Demonstração. A prova de cada item será separada em três casos, a saber, (p, λ) = (q, µ), (q, µ) =

(∞, µ) e o caso geral, isto é, p < q e λ = µ.

Prova do item (i): Defina ft := U(t)f = ht ∗ f. Observe primeiramente que o caso em que

λ = 0 admite apenas µ = 0 e sua prova é trivial, pois sabendo que ht ∈ L1 ∩ L∞, f ∈ Mp,0 = Lp e

1 + 1
q = 1

p + 1, segue da desigualdade de Young 1.2.3 que

‖ft‖q = ‖ht ∗ f‖q ≤ ‖ht‖1‖f‖p = ‖f‖p,

em que ‖ht‖1 = 1. De fato,

‖ht‖1 =

∫
Rn
|ht(x)| dx

=

∫
Rn

(4πt)−
n
2 e−

|x|2
4t dx

= (4πt)−
n
2

[∫ ∞
0

(∫
|x|=r

e−
|x|2
4t dS

)
dr

]

= (4πt)−
n
2

[∫ ∞
0

(∫
|x|=r

e−
r2

4t dS

)
dr

]

= (4πt)−
n
2

[∫ ∞
0

e−
r2

4t

(∫
|x|=r

dS

)
dr

]

= (4πt)−
n
2

∫ ∞
0

e−
r2

4t

(
2π

n
2

Γ(n2 )
rn−1

)
dr

=
4π−

n
2 t−

n
2 2π

n
2

Γ(n2 )

[
1
2Γ( (n−1)+1

2 )

( 1
4t)

(n−1)+1
2

]

=
4−

n
2 t−

n
2

Γ(n2 )

[
Γ(n2 )

( 1
4t)

n
2

]
= 1,

onde usamos ∫ ∞
0

xne−ax
2
dx =

1
2Γ(n+1

2 )

a
n+1
2

, com n > −1 e a > 0, (2.20)

em que Γ denota a função gama.
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Seja agora dµ = ht(y)dy e p′ tal que 1
p + 1

p′ = 1. Como ‖ht‖1 = 1 e usando a Desigualdade de

Hölder temos

|ft(x)|p =

∣∣∣∣∫
Rn
ht(y)f(x− y) dy

∣∣∣∣p
=

∣∣∣∣∫
Rn
f(x− y) dµ

∣∣∣∣
≤

(∫
Rn
|f(x− y)| dµ

)p
≤

[(∫
Rn
|f(x− y)|p dµ

) 1
p
(∫

Rn
dµ

) 1
p′
]p

=

∫
Rn
|f(x− y)|pht(y) dy(‖ht‖1)

p
p′

=

∫
Rn
|f(x− y)|pht(y) dy (2.21)

= (ht ∗ |f |p)(x).

Como f ∈Mp,λ, então ‖f‖p,λ ≥ R−
λ
p ‖f‖p;x0,R, ou seja,

∫
BR(x0)

|f(x− y)|pdx = (‖f‖p;x0,R)p ≤ (‖f‖p,λ)pRλ.

Usando novamente que ‖ht‖1 = 1 e a desigualdade (2.21), temos

(‖ft‖p;x0,R)p =

∫
BR(x0)

∣∣∣∣∫
Rn
ht(y)f(x− y) dy

∣∣∣∣p dx
≤

∫
BR(x0)

∫
Rn
ht(y)|f(x− y)|p dy dx

=

∫
Rn

(∫
BR(x0)

|f(x− y)|p dx

)
ht(y) dy

≤
∫
Rn

(‖f‖p,λ)pRλht(y) dy

= (‖f‖p,λ)pRλ
∫
Rn
ht(y) dy

= (‖f‖p,λ)pRλ,

ou seja, ‖ft‖p,λ ≤ ‖f‖p,λ, o que prova o item (i) para o caso em que (p, λ) = (q, µ).

Considere agora o caso em que q =∞. Para x = 0, por (2.21), temos

|ft(0)|p ≤
∫
Rn
h̄t(|x|)|f(x)|pdx. (2.22)
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Agora, note que se ρ(r) :=

∫
|x|<r

|f(x)|p, então

∫
Rn
h̄t(|x|)|f(x)|pdx =

∫ ∞
0

h̄t(r)dρ(r).

De fato,
d

dr

(∫
|x|=r

|f(x)|pdx

)
=

∫
|x|=r

|f(x)|pdS, ou seja, dρ(r) =

(∫
|x|=r

|f(x)|pdS

)
dr e ,

portanto, ∫
Rn
h̄t(|x|)|f(x)|pdx =

∫ ∞
0

(∫
|x|=r

h̄t(r)|f(x)|pdS

)
dr =

∫ ∞
0

h̄t(r)dρ(r).

Logo, integrando por partes obtemos

∫
Rn
h̄t(|x|)|f(x)|pdx =

∫ ∞
0

h̄t(r)dρ(r)

= h̄t(r)ρ(r)
∣∣∣∞
0
−
∫ ∞

0
h̄′t(r)ρ(r)dr

= lim
r→∞

h̄t(r)ρ(r)− h̄t(0)ρ(0) + |h̄′t(r)|ρ(r)dr

≤ lim
r→∞

h̄t(r)

r−λ
r−λρ(r) +

∫ ∞
0
|h̄′t(r)|(‖f‖p,λ)prλdr

≤ lim
r→∞

h̄t(r)

r−λ
(‖f‖p,λ)p +

∫ ∞
0
|h̄′t(r)|(‖f‖p,λ)prλdr

= 0 + (‖f‖p,λ)p
∫ ∞

0
|h̄′t(r)|rλdr (2.23)

Assim, uma vez que φ(r) = h̄t(r) = (4πt)−
n
2 e−

r2

4t , de (2.22) e (2.23), segue que

|ft(0)|p ≤
∫ ∞

0
|h̄′t(r)|(‖f‖p,λ)prλ dr (2.24)

≤ Ct−1−n
2

∫ ∞
0

(‖f‖p,λ)pe−
r2

4t rλ+1 dr

= Ct−1−n
2 (‖f‖p,λ)p 2Γ

(
λ

2
+ 1

)
t
λ
2

+1 (2.25)

≤ Ct−
n−λ
2 (‖f‖p,λ)p, (2.26)

sendo que em (2.25) utilizamos novamente a expressão (2.20).

Observemos que não há nada em especial no ponto x = 0, e a desigualdade 2.26 vale para todo

x ∈ Rn. Assim,

|ft(x)| ≤ Ct−
n−λ
2p (‖f‖p,λ), ∀x ∈ Rn. (2.27)

Tomando o supremo para x ∈ Rn, fica provado o item (i) para o caso em que (q, µ) = (∞, µ).
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Considere o caso geral, isto é, p < q e µ = λ. Desta forma,

‖ft‖q;x0,R =

(∫
BR(x0)

|ft(x)|q dx

) 1
q

=

(∫
BR(x0)

|ft(x)|q−p|ft(x)|p dx

) 1
q

≤ (‖ft‖∞)
q−p
q

(∫
BR(x0)

|ft(x)|p dx

) 1
q

= (‖ft‖∞)
1− p

q (‖ft‖p;x0,R)
p
q

≤ (‖ft‖∞)
1− p

q (‖ft‖p,λR
λ
p )

p
q .

Uma vez que ‖ft‖p,λ ≤ C‖f‖p,λ e λ = µ, segue que

‖ft‖q,µ = sup
x0∈Rm,R>0

{
R
−µ
q ‖ft‖q;x0,R

}
≤ (‖ft‖∞)

1− p
q (‖ft‖p,λ)

p
q (2.28)

≤
(
Ct
−n−λ

2p ‖f‖p,λ
)1− 1

p
(‖f‖p,λ)

p
q

= Ct
(−n−λ

2p
−n−µ

2q
)‖f‖p,λ, (2.29)

provando assim a estimativa (i) no caso geral.

Prova de (ii): Para o caso (p, λ) = (q, µ), observemos que

∂ht
∂xj

(x) = −2xj
4t

(4π)−
n
2 t−

n
2 e−

|x|2
4t = −xj

2t
ht(x)

e

h2t(x) = (4π)−
n
2 (2t)−

n
2 e
− |x|

2

4(2t) = (4π)−
n
2 (2t)−

n
2 e
|x|2−2|x|2

8t = 2−
n
2 e
|x|2
8t (4π)−

n
2 t−

n
2 e−

|x|2
4t =

e
|x|2
8t

2
n
2

ht(x).

Então,

t
1
2

| ∂ht∂xj
(x)|

h2t(x)
= 2

n−2
2 e−

|x|2
8t
|xj |
t
1
2

. (2.30)

Uma vez que a expressão do lado direito de (2.30) é limitada superiormente, segue que

t
1
2Dht(x) ≤ t

1
2 |Dht(x)| ≤ Ch2t(x). (2.31)
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Desta forma,

(‖t
1
2 (Dht ∗ f)‖p;x0,R)p =

∫
BR(x0)

∣∣∣∣∫
Rn
t
1
2Dht(y)f(x− y) dy

∣∣∣∣p dx
≤ C

∫
BR(x0)

(∫
Rn
h2t(y)|f(x− y)| dy

)
dx

= C

∫
BR(x0)

∫
Rn
h2t(y)|f(x− y)|p dy dx

= C

∫
BR(x0)

(∫
Rn
|f(x− y)|p dx

)
h2t(y) dy

≤ C

∫
Rn

(‖f‖p,λ)pRλh2t(y) dy

≤ C(‖f‖p,λ)pRλ
∫
Rn
h2t(y) dy

= C(‖f‖p,λ)pRλ,

donde segue que

‖t
1
2 (Dht ∗ f)‖p,λ ≤ C‖f‖p,λ,

provando o primeiro caso.

Consideremos agora o caso em que (q, µ) = (∞, µ). De (2.21) e (2.31) temos que

|t
1
2 (Dht ∗ f)(0))|p ≤ (t

1
2 |Dht| ∗ |f |)p(0)

≤ (Ch2t ∗ |f |)p(0)

≤ C

∫
Rn
h̄2t(|x|)|f(x)|p dx

≤ Ct−
n−λ
2 (‖f‖p,λ)p.

Como x = 0 não é um ponto especial, segue que

|t
1
2 (Dht ∗ f)(x)| ≤ Ct−

n−λ
2p ‖f‖p,λ, ∀ x ∈ Rn,

e , portanto,

t
1
2 ‖Dht ∗ f‖∞ ≤ Ct−

n−λ
2p ‖f‖p,λ.

Agora, para o caso geral temos

‖t
1
2 (Dht ∗ f)‖q;x0,R ≤ C(‖f2t‖∞)

1− p
q (‖f2t‖p,λR

λ
p )

p
q

≤ C(t
−n−λ

2p ‖f‖p,λ)
1− p

q (‖f‖p,λR
λ
q )

p
q .
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Logo,

t
1
2 ‖(Dht ∗ f)(x)‖q,µ ≤ Ct

−(n−λ
2p
−n−µ

2q
)‖f‖p,λ,

provando a estimativa (ii).

Prova de (iii): Note que

∂ht
∂t

(x) =

(
|x|2

4t2
− n

2t

)
ht(x) e h2t(x) =

e
|x|2
8t

2
n
2

ht(x),

então
t|∂tht(x)|
h2t(x)

= 2
n
2

(
|x|2

4t
− n

2

)
e−
|x|2
8t . (2.32)

Como o lado direito de (2.32) é limitado superiormente, segue que

|t∂tht(x)| ≤ t|∂tht(x)| ≤ Ch2t(x). (2.33)

Logo,

(‖t(∂tht ∗ f)‖p;x0,R)p =

∫
BR(x0)

∣∣∣∣∫
Rm

t∂tht(y)f(x− y) dy

∣∣∣∣p dx
≤ C

∫
BR(x0)

(∫
Rm
|t∂tht(y)||f(x− y)| dy

)p
dx

= C

∫
BR(x0)

∫
Rm
|h2t(y)||f(x− y)|p dy dx

= C

∫
BR(x0)

(∫
Rm
|f(x− y)|p dx

)
h2t(y) dy

≤ C

∫
Rn

(‖f‖p,λ)pRλh2t(y) dy

≤ C(‖f‖p,λ)pRλ
∫
Rn
h2t(y) dy

= C(‖f‖p,λ)pRλ.

Elevando a última desigualdade a 1
p , multiplicando por R

−λ
p e tomando o supremo para x0 em

Rn e R > 0, segue o resultado para (p, λ) = (q, µ).

Para o caso (q, µ) = (∞, µ), tendo em vista (2.33), (2.21) e (2.23) temos

t|(∂tht ∗ f)(0))|p ≤ (t|∂tht| ∗ |f |)p(0)

≤ (Ch2t ∗ |f |)p(0)
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≤ C

∫
Rn
h̄2t(|x|)|f(x)|p dx

≤ Ct−
n−λ
2 (‖f‖p,λ)p (2.34)

e como na prova de (ii), a desigualdade (2.34) vale para todo x ∈ Rn, mostrando o caso (q, µ) = (∞, µ).

No caso geral , usamos (2.34) e obtemos

‖t(∂tht ∗ f)‖q;x0,R ≤ C‖f2t‖q;x0,R

≤ C(‖f2t‖∞)
1− p

q (‖f2t‖p,λR
λ
p )

p
q

≤ (Ct−
n−λ
2 ‖f‖p,λ)

1− p
q (‖f‖p,λR

λ
p )

p
q ,

donde segue que

t‖(∂ht ∗ f)(x)‖q,µ ≤ Ct−(m−λ
2p
−m−µ

2q
)‖f‖p,λ,

o que prova o item (iii).

Finalmente, resta mostrarmos que ft = ht ∗ f ∈ M̈q,µ. De fato, usando a estimativa (i) e (2.19)

segue que

‖τξft − ft‖q,µ → 0, quando ξ → 0. (2.35)

Vale ressaltar, que o semigrupo do calor {U(t)}t>0 não é fortemente cont́ınuo nos espaços Mp,λ,

quando t → 0+. Isto se deve ao fato de não existirem resultados de aproximação da identidade em

Mp,λ, com 1 ≤ p <∞ e 0 < λ < n.

Uma vez que a função U(t)f é cont́ınua para t > 0 e f ∈ Mp,λ, a não continuidade forte do

semigrupo para t = 0 é consequência de que existem funções f ∈Mp,λ que não podem ser aproximadas

por funções cont́ınuas em Mp,λ. Veja o exemplo dado por [1], páginas 18-19 ou [29]. No entanto, para

contornar a falta de continuidade forte consideramos o espaço M̈p,λ, no qual a translação é cont́ınua.

Em vista disso, o semigrupo U(t) é fortemente cont́ınuo em M̈p,λ.

Lema 2.3.2. Seja f ∈Mp,λ. Então, as seguintes condições são equivalentes:

(i) f ∈ M̈p,λ;

(ii) ‖τξf − f‖p,λ → 0, quando ξ → 0;

(iii) ‖U(t)f − f‖p,λ → 0, quando ξ → 0+.

Demonstração. Para cada f ∈Mp,λ escrevamos fξ = τξf e ft = U(t)f. Observe que a equivalência de

(i) e (ii) segue da definição de M̈p,λ.
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Mostremos agora que (ii) implica (iii). Observemos que

(ft − f)(x) =

∫
Rn
ht(ξ)f(x− ξ)dξ − f(x)

=

∫
Rn
h1(ξ)

[
f(x− ξ

√
t)− f(x)

]
dξ

=

∫
Rn
h1(ξ)

[
fξ
√
t(x)− f(x)

]
dξ.

Dáı,

‖ft − f‖p,λ =

∥∥∥∥∫
Rn
h1(ξ)

[
fξ
√
t − f

]
dξ

∥∥∥∥
p,λ

≤
∫
Rn

∥∥∥h1(ξ)
[
fξ
√
t − f

]∥∥∥
p,λ
dξ

=

∫
Rn
h1(ξ)

∥∥∥fξ√t − f∥∥∥
p,λ
dξ.

Uma vez que
∥∥∥fξ√t − f∥∥∥

p,λ
é limitado por 2‖f‖p,λ e

∥∥∥fξ√t − f∥∥∥
p,λ
→ 0, quando ξ

√
t → 0

aplicando o Teorema da convergência dominada, obtemos (iii).

Por fim, conclúımos que (iii) implica (i), já que pelo Lema 2.3.1 ft ∈ M̈p,λ e pela Proposição

2.1.5 M̈p,λ é fechado.

Como consequência do Lema 2.3.2 temos o seguinte resultado.

Corolário 2.3.3. Nas condições do Lema 2.3.2, o subespaço M̈p,λ é o subespaço maximal de Mp,λ no

qual a famı́lia τξ forma um grupo fortemente cont́ınuo e, além disso, é também o subespaço maximal

no qual U(t) é um C0-semigrupo.

2.4 Operadores de Convolução

O objetivo desta seção é apresentar alguns resultados para operadores de convolução em espaços

de Morrey.

Lema 2.4.1. Seja S : Rn → R tal que

|S(x)| ≤ c|x|δ−n, em que 0 < δ < n.

Sejam p, q, λ e µ tais que p, q ∈ [1,∞), λ, µ ∈ [0, n), com 0 < n−µ
q < n−λ

p < n e

n− λ
p
− n− µ

q
= δ e

n

p
− n

q
≤ δ (< δ se p = 1). (2.36)
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Então, S∗ (operador convolução com S) é um operador limitado de Mp,λ em Mq,µ.

Demonstração. Tendo em vista a propriedade de inclusão (Lema 2.2.1, item (i)), podemos assumir

que
n

p
− n

q
= δ se p > 1 e

n

p
− n

q
< δ se p = 1. (2.37)

Para cada ρ > 0, seja Sρ dada por

Sρ(x) =

 S(x) se |x| < ρ.

0, se |x| ≥ ρ

Seja f ∈ Mp,λ. Queremos mostrar que ‖S ∗ f‖q,µ ≤ C‖f‖p,λ. Para isso, escrevemos S ∗ f = g′ + g′′,

em que g′ = Sρ ∗ f e g′′ = (S − Sρ) ∗ f e estimaremos g′ e g′′ separadamente.

De ińıcio, provemos que g′′ ∈ L∞. Seja p′ tal que 1
p′ = 1− 1

p e escolha r, s > 0 tais que

r

p
+
s

p′
= n− δ, com r > 0 e s > n. (2.38)

Note que tal escolha é posśıvel, pois

λ

p
+
n

p′
=
λ

p
+ n

(
1− 1

p

)
= n− n− λ

p
< n− δ,

já que n−λ
p > δ por (2.36).

Assim, pela desigualdade de Hölder para espaços Lp, isto é, pela Proposição 1.2.2 temos

|g′′(x)| = |(S − Sρ) ∗ f(x)|

=

∣∣∣∣∫
Rn

(S − Sρ)(y)f(x− y) dy

∣∣∣∣
≤

∫
Rn
|(S(y)− Sρ(y))f(x− y)| dy

≤ C

∫
|y|≥ρ

(|y|δ−n − 0)|f(x− y)| dy

= C

∫
|y|≥ρ

|y|−
(
s
p′+

r
p

)
|f(x− y)| dy

= C

∫
|y|≥ρ

|y|−
s
p′ |y|−

r
p |f(x− y)| dy

≤ C

(∫
|y|≥ρ

|y|−s dy

) 1
p′
(∫
|y|≥ρ

|y|−r|f(x− y)|p dy

) 1
p

. (2.39)

Mostremos que o primeiro fator da desigualdade acima pode ser majorado por Cρ
n−s
p′ . Para
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isso, observe que se φ(r) = r−s, com r = |y|, então

∫
|y|≥ρ

|y|−s dy =

∫ ∞
ρ

φ(r) dθ(r),

em que

θ(r) =

∫
ρ≤|y|≤r

dy.

Logo, integrando por partes, obtemos

∫ ∞
ρ

φ(r) dθ(r) = φ(r)θ(r)

∣∣∣∣∞
ρ

−
∫ ∞
ρ

φ′(r)θ(r) dr

= lim
r→∞

[φ(r)θ(r)− φ(ρ)θ(ρ)]−
∫ ∞
ρ
−sr−s−1θ(r) dr

≤ lim
r→∞

[
Crn−s

]
+ Cs

∫ ∞
ρ

r−s+n−1 dr (2.40)

= Cs

∫ ∞
ρ

r−s+n−1 dr

=
Cs

n− s
lim
r→∞

[
rn−s − ρm−s

]
= Cρn−s,

sendo que em (2.40) usamos que

θ(r) =

∫
ρ≤|y|≤r

dy ≤
∫
|y|≤r

dy = Crn.

Assim,

C

(∫
|y|≥ρ

|y|−s dy

) 1
p′

≤ Cρ
n−s
p′ .

Com um racioćınio análogo, mostramos que o segundo fator de (2.39) pode ser majorá-lo por

Cρ
λ−r
p ‖f‖p,λ. De fato, se φ(s) = s−r, com s = |y|, então

∫
|y|≥ρ

|y|−r|f(x− y)| dy =

∫ ∞
ρ

φ(s) dθ(s),

em que

θ(s) =

∫
ρ≤|y|≤s

|f(x− y)|p dy ≤
∫
|y|≤s

|f(x− y)|p dy ≤ sλ(‖f‖p,λ)p.

Assim, integrando por partes, temos

∫ ∞
ρ

φ(s) dθ(s) = φ(s)θ(s)

∣∣∣∣∞
ρ

−
∫ ∞
ρ

φ′(s)θ(s) dr
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≤ −
∫ ∞
ρ
−rs−r−1θ(s) ds

≤ r

∫ ∞
ρ

s−r−1sλ(‖f‖p,λ)p ds

= r(‖f‖p,λ)p
∫ ∞
ρ

s−r−1+λ ds

=
r(‖f‖p,λ)p

λ− r

[
lim
s→∞

s−r+λ − ρ−r+λ
]

= − r

λ− r
(‖f‖p,λ)pρλ−r,

e portanto, (∫
|y|≥ρ

|y|−r|f(x− y)|p dy

) 1
p

≤ Cρ
λ−r
p ‖f‖p,λ.

Logo, usando (2.36) e (2.38) segue que

|g′′(x)| ≤ Cρ

(
n−s
p′ +λ−r

p

)
‖f‖p,λ

= Cρ

(
n−n−λ

p
−n+δ

)
‖f‖p,λ

= Cρ
−n−µ

q ‖f‖p,λ. (2.41)

Tomando o supremo para x em Rn na última desigualdade e sabendo que n−µ
q > 0 e que

f ∈Mp,λ, isto é ‖f‖p,λ <∞, temos g′′ ∈ L∞. Além disso,

‖g′′‖q;x0,R =

(∫
BR(x0)

|g′′(x)|qdx

) 1
q

≤ C‖g′′‖∞

(∫
BR(x0)

dx

) 1
q

= CR
n
q ‖g′′‖∞. (2.42)

Agora, provemos a seguinte desigualdade

‖g′‖q;x0,R ≤ C(R+ ρ)
µ
q ‖f‖p,λ. (2.43)

Note que os valores f no exterior da bola BR+ρ(x0) não contribuem com o lado esquerdo de

(2.43). De fato, fazendo a mudança de variável z = x− y, podemos escrever

g′(x) =

∫
Rn
Sρ(y)f(x− y) dy

=

∫
|y|<ρ

S(y)f(x− y) dy

=

∫
Bρ(x)

S(x− z)f(z) dz.
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Seja f̄ dada pela seguinte condição

f̄(x) =

 f(x), se x ∈ BR+ρ(x0)

0, se x /∈ BR+ρ(x0)
.

Então, temos que

‖g′‖q;x0,R =

(∫
BR(x0)

|g′(x)|qdx

) 1
q

=

(∫
BR(x0)

∣∣∣∣∣
∫
Bρ(x)

S(x− z)f(z)dz

∣∣∣∣∣
q

dx

) 1
q

=

(∫
BR(x0)

∣∣∣∣∣
∫
Bρ(x)

S(x− z)f(z)dz

∣∣∣∣∣
q

dx

) 1
q

(2.44)

= ‖Sρ ∗ f̄‖q;x0,R

≤ ‖Sρ ∗ f̄‖q, (2.45)

sendo que (2.44) é justificada, pois uma vez que x está sendo tomado em BR(x0) se z ∈ Bρ(x), então

y ∈ BR+ρ(x0), como pode ser visto na Figura 2.2.

Figura 2.2: Figura 2

Uma vez que por (2.37) temos 1
q = 1

p −
δ
n , para p > 1, pela Desigualdade de Hardy-Littlewood-

Sobolev 1.2.4, temos

‖Sρ ∗ f̄‖q ≤ C‖f̄‖p
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≤ C‖f̄‖p,x0,R+ρ

≤ C(R+ ρ)
λ
p ‖f‖p,λ. (2.46)

Assim, de (2.45) e (2.46) segue (2.43), para o caso em que p > 1.

Suponha agora p = 1. Então, pela desigualdade de Young 1.2.3 temos que

‖Sρ ∗ f̄‖q ≤ ‖Sρ‖q‖f̄‖1,

já que
1

q
+

1

1
= 1 +

1

q
.

Além disso, vale que ‖Sρ‖q ≤ Cρ
(
δ−n+n

q

)
, sendo que δ − n+ n

q > 0, por (2.37).

Por outro lado, temos que ‖f̄‖1 ≤ (R+ ρ)

(
n−n−λ

p

)
‖f‖p,λ. De fato,

‖f̄‖1 =

∫
Rn
|f̄(x)| dx

=

∫
BR+ρ(x0)

|f(x)| dx

= (R+ ρ)λ(R+ ρ)−λ
∫
BR+ρ(x0)

|f(x)| dx

≤ (R+ ρ)λ sup
x0∈Rn,R+ρ>0

{
(R+ ρ)−λ

∫
BR+ρ(x0)

|f(x)| dx

}
= (R+ ρ)λ−n+n‖f‖1,λ

= (R+ ρ)

(
n−n−λ

p

)
‖f‖p,λ,

pois p = 1.

Agora, uma vez que, por (2.36), obtemos δ −m+ m
q +m− m−λ

p = µ
q segue que

‖g′‖q;x0,R ≤ ‖Sρ‖q‖f̄‖1

≤ C(R+ ρ)
δ−m+m

q
+m−m−λ

p ‖f‖p,λ

= C(R+ ρ)
µ
q ‖f‖p,λ,

o que prova (2.43), para o caso em que p = 1. Sendo assim, (2.43) fica provada para p ≥ 1.

Como S ∗ f = g′ + g′′, a partir das estimativas (2.41), (2.42) e (2.43) obtemos

‖S ∗ f‖q;x0,R ≤
[
CR

m
q ρ
−m−µ

q + C(R+ ρ)
µ
q

]
‖f‖p,λ. (2.47)



2.4 Operadores de Convolução 46

Dado R > 0, escolhemos ρ = R em (2.47) para obter

‖S ∗ f‖q;x0,R ≤ CR
µ
q ‖f‖p,λ.

Logo, multiplicando ambos os lados da desigualdade acima por R
−µ
q e tomando o supremo para

x0 em Rn e R > 0, segue que

‖S ∗ f‖q,µ ≤ C‖f‖p,λ,

ou seja, S ∗ f ∈Mp,λ, como queŕıamos.

Lema 2.4.2. Seja K : Rn \ {0} → R um núcleo singular do tipo Calderón- Zygmund, isto é, uma

função homogênea e cont́ınua de grau −m com integral nula em qualquer esfera em torno da origem.

Se p > 1 e 0 ≤ λ < n, o operador K∗ é limitado de Mp,λ em Mp,λ.

Demonstração. É suficiente adaptarmos a prova do Lema 2.4.1 para o caso em que (p, λ) = (q, µ).

Para cada ρ > 0, seja Kρ dada por

Kρ(x) =

 K(x) se |x| < ρ

0, se |x| ≥ ρ
.

Seja f ∈ Mp,λ e escreva K ∗ f = g′ + g′′, em que g′ = Kρ ∗ f e g′′ = (K −Kρ) ∗ f . Como no

Lema 2.4.1 estimaremos g′ e g′′ separadamente.

Provemos que g′′ ∈ L∞. Seja p′ tal que 1
p′ = 1− 1

p e escolha r, s > 0 tais que

r

p
+
s

p′
= n, com r > 0 e s > n. (2.48)

Tal escolha é posśıvel pois,

λ

p
+
n

p′
=
λ

p
+ n− n

p
= n− n− λ

p
< n,

pois n−λ
p > 0.

Desta forma, pela Desigualdade de Hölder em Lp, (Proposição 1.2.2), temos

|g′′(x)| = |(K −Kρ) ∗ f(x)|

=

∣∣∣∣∫
Rn

(K −Kρ)(y)f(x− y) dy

∣∣∣∣
≤

∫
Rn
|(K(y)−Kρ(y))f(x− y)| dy
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≤ C

∫
|y|≥ρ

|y|−
(
s
p′+

r
p

)
|f(x− y)| dy

≤ C

(∫
|y|≥ρ

|y|−s dy

) 1
p′
(∫
|y|≥ρ

|y|−r|f(x− y)|p dy

) 1
p

.

Como em (2.39), o primeiro e o segundo fator da desigualdade acima podem ser majorados por

Cρ
n−s
p′ e Cρ

λ−r
p ‖f‖p,λ, respectivamente. Logo, por (2.48), temos

|g′′(x)| ≤ Cρ

(
n−s
p′ +λ−r

p

)
‖f‖p,λ

= Cρ

(
n−n−λ

p
−n

)
‖f‖p,λ

= Cρ
−n−λ

p ‖f‖p,λ. (2.49)

Tomando o supremo para x ∈ Rn na última desigualdade temos que g′′ ∈ L∞ e, mais ainda,

‖g′′‖p;x0,R ≤ C‖g′′‖∞R
n
p ≤ CR

n
p ρ
−n−λ

p ‖f‖p,λ. (2.50)

Com relação ao termo g′, temos

‖g′‖p;x0,R = ‖Kρ ∗ f̄‖p;x0,R ≤ ‖Kρ ∗ f̄‖p,

em que

f̄(x) =

 f(x) se x ∈ BR+ρ(x0)

0, se x /∈ BR+ρ(x0)
.

Como pode ser visto em [23], [24] e [25], o operador Kρ∗ é cont́ınuo em Lp, 1 < p < ∞. Mais

ainda, a constante de continuidade independe de ρ. Assim,

‖g′‖p;x0,R = ‖Kρ ∗ f̄‖p;x0,R

≤ ‖Kρ ∗ f̄‖p

≤ C‖f̄‖p

= C‖f‖p;x0,R+ρ

≤ C(R+ ρ)
λ
p ‖f‖p,λ.

Uma vez que K ∗ f = g′′ + g′′, segue que

‖Kρ ∗ f̄‖p;x0,R ≤
[
CR

n
p ρ
−n−λ

p + C(R+ ρ)
λ
p

]
‖f‖p,λ.
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Assim, dado ρ > 0, escolhemos ρ = R a fim de obter

‖K ∗ f‖p;x0,R ≤ CR
λ
p ‖f‖p,λ.

Portanto, K ∗ f ∈Mp,λ, com ‖K ∗ f‖p,λ ≤ C‖f‖p,λ.



Caṕıtulo

3

Boa colocação em Mp,λ

Neste caṕıtulo apresentaremos resultados de existência, unicidade e continuidade em relação ao

dado inicial, de soluções das equações de Navier-Stokes nos espaços Mp,λ.

3.1 O Problema de Cauchy para as equações de Navier-Stokes

Consideraremos o Problema de Valor Inicial (PVI) para as equações de Navier-Stokes em Rn,

com dimensão n ≥ 3. Tal problema, descreve o movimento de um fluido incompresśıvel e com

viscosidade µ > 0. Vamos considerar, por simplicidade, que não existem forças externas atuando

sobre o fluido. O conjunto de equações que descrevem o PVI é dado por:


∂tu− µ∆u+ (u · ∇)u+∇p = 0, x ∈ Rm, t > 0

∇ · u = 0, x ∈ Rm, t > 0

u(0, x) = u0(x), x ∈ Rm
, (3.1)

em que u = u(x, t) e p = p(x, t) representam, respectivamente, o campo de velocidades e a pressão do

fluido no instante t > 0 e na posição x ∈ Rn. A constante µ representa a viscosidade do fluido e, por

simplicidade, atribuiremos a ela o valor µ = 1.

Observemos que ∇p =

(
∂p

∂x1
, · · · , ∂p

∂xn

)
denota o vetor gradiente de p e ∇ · u =

n∑
j=1

∂uj
∂xj

o

divergente de u = (u1, u2, · · · , un). Além disso, (u · ∇)u é o campo cuja j-ésima componente é dada

por

(u · ∇)uj =

n∑
i=1

ui
∂uj
∂xi

.

49
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Vale ressaltar que se u é um campo satisfazendo ∇ · u = 0, então é posśıvel escrever

(u · ∇)u = ∇ · (u⊗ u) =

 n∑
j=1

uj
∂u1

∂xj
, · · · ,

n∑
j=1

uj
∂un
∂xj

 ,

em que u⊗ u é o produto tensorial dado pela matriz

u⊗ u =


u2

1 u1u2 · · · u1un

u2u1 u2
2 · · · u2un

...
...

. . .
...

unu1 unu2 · · · u2
n


e u = (u1, u2, · · · , un).

Neste trabalho, estaremos interessados em obter soluções mild (ou brandas) do Problema de

Cauchy 3.1. Tais soluções satisfazem a equação integral proveniente do prinćıpio de Duhamel.

No entanto, antes de tornar precisa a noção de solução mild para o Problema 3.1, observamos

que um argumento clássico utilizado para encontrar soluções do problema em questão é eliminar a

incógnita p. Assim, obteremos um sistema de equações envolvendo apenas uma incógnita, a saber

u. Posteriormente, podemos recuperar p utilizando a segunda equação de 3.1. Para isso, usamos o

projetor de Leray P, (veja Definição 1.4.6 e (1.5)), dado por

P(u) = u+ (R1σ,R2σ, · · · ,Rmσ)

= (u1 +R1σ, u2 +R2σ, · · · , um +Rmσ),

em que σ =
m∑
j=1

Rjuj e Rj é a j−ésima transformada de Riesz. Na Seção 1.4, vimos que o projetor

de Leray pode ser reescrito na forma (veja (1.6))

P(u) =

(
u1 +

∂

∂x1

(
(−∆)−1 div u

)
, . . . , un +

∂

∂xn

(
(−∆)−1 div u

))
(3.2)

e que o projetor tem as seguintes propriedades: P comuta com derivadas, P(∇u) = 0, div (P(u)) = 0

e div u = 0⇔ P(u) = u.

Sendo assim, aplicando o projetor de Leray na primeira equação do Problema 3.1 obtemos:

P (∂tu−∆u+ (u · ∇)u+∇p) = 0 ⇒ ∂t [P(u)]−∆ [P(u)] + P [(u · ∇)u] = 0

⇒ ∂tu−∆u+ P [(u · ∇)u] = 0
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⇒ ∂tu−∆u+ P [∇(u⊗ u)] = 0,

donde segue o seguinte sistema equivalente ao Problema 3.1 envolvendo apenas a incógnita u:


∂tu−∆u+ P [∇(u⊗ u)] = 0, x ∈ Rn, t > 0

∇ · u = 0, x ∈ Rn, t > 0

u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn.

(3.3)

3.2 Formulação Integral

Nesta seção apresentaremos a formulação integral associada ao sistema de Navier-Stokes (3.3).

Considere u uma solução clássica de (3.3), isto é, u satisfaz todas as equações do sistema (3.3)

e defina

ψ(s) = U(t− s)u(s, x),

em que U(t) é o semigrupo do calor, s > 0 e x ∈ Rn. Uma vez que

U(t− s)u(s, x) = h(t− s, x) ∗ u(s, x),

temos

∂

∂s
ψ(s) =

∂

∂s
(h(t− s, x) ∗ u(s, x))

=
∂

∂s

[∫
Rn
h(t− s, x− y)u(s, y)dy

]
=

∫
Rn

[
∂

∂s
(h(t− s, x− y))u(s, y) + h(t− s, x− y)

∂

∂s
u(s, y)dy

]
. (3.4)

A seguinte igualdade é verdadeira

∂

∂s
(h(t− s, x− y)) = −∆ (h(t− s, x− y)) . (3.5)

De fato, observemos primeiramente que

∂

∂s
(h(t− s, x− y)) =

∂

∂s

 e
− |x−y|

2

4(t−s)

(4π(t− s))
n
2


=

2πn

(4π(t− s))
n
2

+1
e
− |x−y|

2

4(t−s) +
(−4)|x− y|2

(4(t− s))2

e
− |x−y|

2

4(t−s)

(4π(t− s))
n
2
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=
e
− |x−y|

2

4(t−s)

(4π(t− s))
n
2

[
n

2(t− s)
− |x− y|

2

4(t− s)2

]
. (3.6)

Por outro lado,

∂

∂xi
(h(t− s, x− y)) =

∂

∂xi

 e
− |x−y|

2

4(t−s)

(4π(t− s))
n
2


=

1

(4π(t− s))
n
2

e
− |x−y|

2

4(t−s)
(−(xi − yi))

2(t− s)

e, derivando mais uma vez, obtemos

∂2

∂x2
i

(h(t− s, x− y)) =
∂

∂xi

−(xi − yi)
2(t− s)

e
− |x−y|

2

4(t−s)

(4π(t− s))
n
2


=

[
−1

2(t− s)
+

(xi − yi)2

4(t− s)2

]
e
− |x−y|

2

4(t−s)

(4π(t− s))
n
2

. (3.7)

Logo, de (3.6) e (3.7), segue que

−∆(h(t− s, x− y)) =
e
− |x−y|

2

4(t−s)

(4π(t− s))
n
2

[
n

2(t− s)
− |x− y|

2

4(t− s)2

]
=

∂

∂s
(h(t− s, x− y).

Uma vez que ψ é diferenciável, aplicando (3.5) em (3.4) e utilizando propriedades de convolução,

segue que

∂

∂s
ψ(s) =

∫
Rn
−∆(h(t− s, x− y))u(s, y)dy +

∫
Rn
h(t− s, x− y)

∂

∂s
u(s, y)dy

= U(t− s) ∂
∂s
u(s, x)−∆U(t− s)u(s, x)

= U(t− s)(∆u(s, x)− P∇ · (u⊗ u)(s, x))−∆U(t− s)u(s, x)

= U(t− s)∆u(s, x)− U(t− s)P∇ · (u⊗ u)(s, x)− U(t− s)∆u(s, x)

= −U(t− s)P∇ · (u⊗ u)(s, x). (3.8)

Agora, integrando (3.8) de 0 até t e lembrando que

ψ(0) = U(t− 0)u(0, x) = U(t)u0(x) e
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ψ(t) = U(0)u(t, x) = u(t, x),

temos

ψ(t)− ψ(0) = −
∫ t

0
U(t− s)P∇ · (u⊗ u)(s, x)ds,

isto é,

u(t, x)− U(t)u0(x) = −
∫ t

0
U(t− s)P∇ · (u⊗ u)(s, x)ds.

Como o projetor de Leray P comuta com derivadas e como o semigrupo U(t) aplicado a uma

função é expresso por uma convolução, obtemos que

u(t, x) = U(t)u0(x)−
∫ t

0
∇U(t− s)P(u⊗ u)(s, x)ds. (3.9)

Sendo assim, podemos concluir que toda solução clássica do sistema (3.3) satisfaz a equação

integral (3.9), no entanto, se u satisfaz a formulação integral, não necessariamente u é solução clássica

de (3.3).

Como veremos adiante, soluções que satisfazem a equação integral (3.9) são chamadas de soluções

mild (ou brandas) do problema de Cauchy (3.3).

Com o objetivo de simplificar a expressão (3.9) sua parte não linear será denotada por

B(u, v)(t, x) = −
∫ t

0
∇U(t− s)P(u⊗ u)(s, x)ds. (3.10)

Assim, podemos reescrever (3.9) como

u(t, x) = U(t)u0 + B(u, u)(t, x). (3.11)

3.3 Espaços Funcionais e Relação de Escala

Nesta seção apresentaremos os espaços funcionais, do tipo Kato-Fujita, nos quais estudaremos

a equação integral (3.11). Uma vez que também buscaremos por soluções autossimilares, para o

problema (3.3), precisaremos escolher ı́ndices adequados a fim de que as normas desses espaços sejam

invariantes pela relação de escala de (3.3). Vale ainda ressaltar que, por simplicidade, não faremos

distinção na notação de espaços de funções vetoriais e espaços de funções escalares.

Definição 3.3.1. Seja u = u(t, x) uma solução clássica de (3.3). Definimos uα por

uα(t, x) := αu(α2t, αx), ∀α > 0. (3.12)
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A aplicação

u 7→ uα (3.13)

é chamada de relação de escala (ou scaling) de (3.3).

Notemos que se u é solução clássica das equações de Navier-Stokes (3.3), então uα também o é.

De fato, pela regra da cadeia obtemos

∂uα
∂t

(t, x) =
∂

∂t
(αu(α2t, αx))

= α
∂

∂t
(u(α2t, αx))

= α3∂u

∂t
(α2t, αx),

P(uα · ∇uα)(t, x) = P[αu(α2t, αx) · α∇u(α2t, αx)]

= P(α3u · ∇u)(α2t, αx)

= α3P(u · ∇u)(α2t, αx)

e

(−∆uα)(t, x) = −∆[αu(α2t, αx)]

= −
n∑
i=1

∂2

∂x2
i

[
αu(α2t, αx)

]
= −

n∑
i=1

∂

∂xi

(
∂

∂xi
(αu(α2t, αx))

)

= −α
n∑
i=1

∂

∂xi

(
α
∂u

∂xi
(α2t, αx)

)

= α3

(
−

n∑
i=1

∂2u

∂x2
i

(α2t, αx)

)
= α3(−∆u)(α2t, αx).

Logo, adicionando as igualdades acima e, lembrando que por hipótese u = u(t, x) é solução

clássica de (3.3), obtemos

∂uα
∂t
−∆uα + P[∇ · (uα ⊗ uα)] = α3

(
∂u

∂t
−∆u+ P[∇ · (u⊗ u)]

)
= 0.

Portanto, para todo α > 0, uα é solução do problema (3.3) quando u o é. Além disso, a relação
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de escala (3.12) é a única entre todas da forma αuk(α2t, αx) com tal propriedade. Sendo assim, é

natural nos perguntarmos sobre a existência de soluções invariantes pela relação de escala.

Definição 3.3.2. Uma solução u = u(t, x) do sistema (3.3) é dita autossimilar se satisfaz

u(t, x) = uα(t, x) = αu(α2t, αx),

∀t > 0, x ∈ Rn e α > 0.

Fazendo, formalmente, t 7→ 0+ em (3.13), temos

u(t, x) 7→ αu(α2t, αx)

D′ ↓ ↓ D′

u0(x) 7→ αu0(αx).

Por consequência, para que u seja autossimilar, o dado inicial u0 deve ser uma função homogênea

de grau −1, isto é,

u0(x) = αu0(αx), ∀x ∈ Rn.

Em outras palavras, se u é uma solução mild autossimilar com u = u(t, x) → u0(x), quando

t→ 0+, então para φ ∈ C∞c (Rn), temos

∫
Rn
uα(t, x)φ(x) dx =

∫
Rn
αu(α2t, αx)φ(x) dx

=

∫
Rn
α1−nu(α2t, x)φ(α−1x) dx (3.14)

→
∫
Rn
α1−nu0(x)φ(α−1x) dx

=

∫
Rn
αu0(αx)φ(x) dx,

ou seja, uα(t, x) 7→ αu0(αx).

Como u(t, x) = uα(t, x), pela unicidade do limite em D′(Rn), temos αu0(αx) = u0(x), isto é, o

dado inicial é homogêneo de grau −1.

Deste modo, percebe-se que os espaços adequados para se encontrar as soluções autosimilares são

os que contém as funções homogêneas de grau −1. Além disso, a norma de nossos espaços funcionais

devem ser invariantes pela relação de escala (3.13). Na sequência apresentaremos os espaços que iremos

trabalhar daqui em diante.

Sejam λ ∈ [0, n), p = n− λ e 1 < p < q <∞. Definimos Xq como o espaço das funções vetoriais
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u : (0,∞)× Rn → Rn, tais que ∇ · u = 0 e cuja norma é dada por

‖u‖Xq = sup
t>0

tk‖u(t, ·)‖q,λ <∞,

em que o ı́ndice k é escolhido de modo que ‖ · ‖Xq seja invariante pela relação de escala (3.13), ou seja,

‖u‖Xq = ‖uα‖Xq , ∀α > 0.

Calculemos agora o valor do ı́ndice k. Observemos que

‖uα‖Xq = sup
t>0

tk‖uα(t, ·)‖q,λ

= sup
t>0

tk‖αu(α2t, α·)‖q,λ

= sup
t>0

αtk‖u(α2t, α·)‖q,λ

= sup
t>0

α
( s
α2

)k
‖u(s, α·)‖q,λ

= sup
t>0

α1−2ksk‖u(s, α·)‖q,λ,

em que s = α2t.

Em contrapartida, temos que

‖f(α·)‖q,λ = sup
x0∈Rn,R>0

R−λq
(∫

BR(x0)
|f(αx)|q dx

) 1
q


= sup

x0∈Rn,R>0


(
αR

α

)−λ
q

(
α−n

∫
BαR(αx0)

|f(x)|q dx

) 1
q


= α

−n−λ
q sup

x0∈Rn,R>0

(αR)
−λ
q

(∫
BαR(αx0)

|f(x)|q dx

) 1
q


= α

−n−λ
q ‖f‖q,λ.

Desta forma, segue que

‖uα‖Xq = α
1−2k−n−λ

q sup
t>0

tk‖u(t, ·)‖q,λ

= α
1−2k−n−λ

q ‖u‖Xq
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e para que ‖uα‖Xq = ‖u‖Xq , devemos ter

1− 2k − n− λ
q

= 0⇔ k =
1

2
− n− λ

2q
.

Se q = p = n− λ, a norma no espaço Xp é dada por

‖f‖Xp = sup
t>0
‖f(t, ·)‖p,λ.

Definição 3.3.3. Sejam n ≥ 3, λ ∈ [0, n), p = n− λ e 1 < p < q <∞. Definimos os espaços

Xp = {u : (0,∞)× Rn → Rn; u ∈ BC((0,∞),Mp,λ) e ∇ · u = 0}

Xq = {u : (0,∞)× Rn → Rn; t
1
2
−n−λ

2q u ∈ BC((0,∞),Mq,λ) e ∇ · u = 0}

X = Xp ∩Xq,

em que B((0,∞), E) representa o espaço de todas as funções cont́ınuas e limitadas definidas em (0,∞)

com valores em E. Cada espaço é munido, respectivamente, com as seguintes normas

‖u‖Xp = sup
t>0
‖u(t, ·)‖p,λ (3.15)

‖u‖Xq = sup
t>0

t
1
2
−n−λ

2q ‖u(t, ·)‖p,λ (3.16)

‖u‖X = ‖u‖Xp + ‖u‖Xq . (3.17)

Observação 10. Como vimos na Proposição 2.1.2 os espaços de Morrey Mp,λ são espaços de Banach.

Logo, os espaços Xp, Xq e X munidos de suas respectivas normas também são espaços de Banach.

3.4 Resultados de Boa Colocação

No que se segue apresentaremos um dos principais resultados do trabalho que garante a existência

e unicidade das soluções mild no espaço X bem como a dependência cont́ınua dos dados iniciais em

espaços de Morrey. Além disso, trataremos da autosimilaridade e da estabilidade assintótica das

soluções mild globais.

Começaremos tornando precisa a noção de solução mild (ou branda) em Mp,λ, associada as

equações de Navier Stokes (3.3).

Definição 3.4.1. Sejam 1 < p <∞, 0 ≤ λ < n < q, n ≥ 3 e λ = n− p. Assuma que u0 ∈Mp,λ, com

∇ · u0 = 0. Diz-se que u = u(t, x) é uma solução mild (ou branda) global em X, se a função u satisfaz
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a equação integral (3.11), ou seja

u(t, x) = U(t)u0(x) +B(u, u)(t, x)

e u(t, x)→ u0(x) em D′(Rn), quando t→ 0+.

No que segue, apresentaremos nossos resultados de boa colocação, autosimilaridade e estabilidade

assintótica.

Teorema 3.4.2. Sejam 1 < p < q <∞, 0 ≤ λ < n, n ≥ 3 com λ = n− p e p
(

1− 1
q

)
> 1. Considere

u0 ∈Mp,λ, com ∇ · u0 = 0.

(i) (Existência e Unicidade) Existem ε > 0 e δ = δ(ε) > 0, tal que se ‖u0‖p,λ ≤ δ então, o

problema (3.3) tem uma solução mild global em X, a qual é única na bola fechada B2ε = {u ∈

X; ‖u‖X ≤ 2ε}.

(ii) (Dependência cont́ınua no dado inicial) A aplicação dado-solução u0 → u, da bola Bδ =

{f ∈Mp,λ; ‖f‖p,λ ≤ δ} em X é Lipschitz cont́ınua.

Teorema 3.4.3. (Solução autosimilar) Se u0 é uma função homogênea de grau −1, isto é, se para

todo α

u0(x) = α−1u0(αx), ∀x ∈ Rn,

a solução u = u(t, x) obtida em (i) do Teorema 3.4.2 é uma solução mild global autosimilar para o

problema de valor inicial (3.3).

Teorema 3.4.4. (Estabilidade assintótica) Sejam u e v duas soluções mild globais obtidas no

Teorema 3.4.2, com dados iniciais u0, v0 ∈Mp,λ, respectivamente. Então, vale que

lim
t→+∞

‖u(t, ·)− v(t, ·)‖p,λ = 0 ⇔ lim
t→+∞

‖U(t)u0 − U(t)v0‖p,λ = 0. (3.18)

Além disso,

lim
t→+∞

tk‖U(t)u0 − U(t)v0‖q,λ = 0 ⇔ lim
t→+∞

tk‖u(t, ·)− v(t, ·)‖q,λ = 0, (3.19)

em que k = 1
2 −

n−λ
2q .

Para a demonstração dos resultados acima, precisaremos de um lema geral, cuja demonstração

é uma aplicação do Teorema do Ponto Fixo de Banach.
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Lema 3.4.5. (Lema Geral) Seja X um espaço de Banach, com norma ‖ · ‖X , e B : X × X → X

um operador bilinear e cont́ınuo, isto é, existe K > 0 tal que

‖B(x, y)‖X ≤ K‖x‖X‖y‖X , para todo x, y ∈ X.

(i) (Existência e Unicidade) Sejam 0 < ε < 1
4K e y ∈ X tais que ‖y‖X ≤ ε. Se 4Kε < 1, então

existe uma única solução x ∈ B2ε = {z ∈ X; ‖z‖X ≤ 2ε} para a equação

x = y + B(x, x).

(ii) (Dependência cont́ınua no dado inicial) A solução x depende continuamente de y, ou seja,

se ‖ȳ‖X ≤ ε, x̄ = ȳ + B(x̄, x̄) e x̄ ∈ B2ε, então

‖x− x̄‖X ≤
1

1− 4Kε
‖y − ȳ‖X . (3.20)

Demonstração. (i) Considere F : X → X uma aplicação dada por F (x) = y + B(x, x), em que X é

Banach, e seja B2ε = {z ∈ X; ‖z‖X ≤ 2ε} munido da métrica

d(a, b) = ‖a− b‖X .

Note que, como X é Banach e B2ε é subconjunto fechado de X, o par (B2ε, d) forma um espaço métrico

completo.

Queremos mostrar que a aplicação F restrita a B2ε é uma contração que satisfaz F (B2ε) ⊂ B2ε.

Notemos que F (B2ε) ⊂ B2ε, pois se x ∈ B2ε, então

‖F (x)‖X = ‖y + B(x, x)‖X

≤ ‖y‖X +K‖x‖2X

≤ ε+ 4Kε2

= (1 + 4Kε)ε

≤ 2ε.

Mostremos agora que F é uma contração. Se x, x̄ ∈ B2ε, então temos

‖F (x)− F (x̄)‖X = ‖y + B(x, x)− y − B(x̄, x̄)‖X
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= ‖B(x− x̄, x) + B(x̄, x− x̄)‖X

≤ ‖B(x− x̄, x)‖X + ‖B(x̄, x− x̄)‖X

≤ K‖x− x̄‖X‖x‖X +K‖x̄‖X‖x− x̄‖X

≤ 4Kε‖x− x̄‖X .

Como assumimos que 4kε < 1, segue que F é uma contração satisfazendo F (B2ε) ⊂ B2ε.

Uma vez que (B2ε, d) é completo e F é contração, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, segue

que F possui apenas um ponto fixo em B2ε, isto é, existe um único ponto x ∈ B2ε tal que x é solução

da equação x = y + B(x, x).

(ii) Mostremos agora a continuidade em relação ao dado inicial y. Para isso, considere x, y e

x̄, ȳ satisfazendo as hipóteses do enunciado. Temos

‖x− x̄‖X = ‖y + B(x, x)− ȳ − B(x̄, x̄)‖X

= ‖y − ȳ + B(x, x)− B(x̄, x) + B(x̄, x)− B(x̄, x̄)‖X

= ‖y − ȳ + B(x− x̄, x) + B(x̄, x− x̄)‖X

≤ ‖y − ȳ‖X + ‖B(x− x̄, x)‖X + ‖B(x̄, x− x̄)‖X

≤ ‖y − ȳ‖X + 4Kε‖x− x̄‖X .

Logo,

‖x− x̄‖X ≤
1

1− 4Kε
‖y − ȳ‖X ,

como queŕıamos.

Para provarmos o Teorema 3.4.2, iremos aplicar o Lema Geral 3.4.5, que acabamos de

demonstrar, para X como na Definição 3.3.3 que, pela Observação 10 é um espaço de Banach.

Precisamos mostrar, ainda, que a parte não linear da equação

u(t, x) = U(t)u0 + B(u, u)(t, x)

é cont́ınua de X ×X em X e que a norma da parte linear em X pode ser controlada pela norma do

dado inicial u0 ∈Mp,λ. Esses serão os objetivos das duas próximas seções.

3.4.1 Estimativas da Parte Não Linear

Antes de iniciarmos o estudo das estimativas da parte bilinear do problema em questão,

precisaremos de um lema sobre a continuidade do Projetor de Leray P, em espaços Mp,λ.
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Lema 3.4.6. Sejam 1 < r <∞ e 0 ≤ λ < n. Então, P : Mr,λ →Mr,λ é linear e cont́ınuo.

Demonstração. Lembremos que o projetor de Leray é dado por

P(u) = (u1 +R1σ, u2 +R2σ, · · · , un +Rnσ),

em que σ =
n∑
j=1

Rjuj . Assim, sabendo que a j-ésima transformada de Riesz Rj é um operador do tipo

Calderón-Zygmund (veja [23] para mais detalhes), a prova segue diretamente do Lema 2.4.2.

A seguir, mostraremos a continuidade em X do termo bilinear da equação integral (3.11).

Lema 3.4.7. Sejam n ≥ 3, 1 < p <∞, 0 ≤ λ < n < q, p = n− λ e p
(

1− 1
q

)
> 1. Existe C > 0 tal

que

‖B(u, v)‖Xq ≤ C‖u‖Xq‖v‖Xq , (3.21)

para todo u, v ∈ Xq.

Demonstração. Relembremos que

B(u, v) = −
∫ t

0
∇U(t− s)P(u⊗ u)(t, x) ds.

Assim, utilizando a igualdade acima e o Lema 2.3.1, item (ii), segue que

‖B(u, v)(t, ·)‖q,λ ≤ C
∫ t

0
‖P(u⊗ v)(s, ·)‖r,λ(t− s)−

1
2
−
(
n−λ
2r
−n−λ

2q

)
ds,

em que r = q
2 . Como q > n ≥ 3, então r = q

2 > 1 e o operador P é cont́ınuo em Mr,λ, e então

‖B(u, v)(t, ·)‖q,λ ≤ C
∫ t

0
‖(u⊗ v)(s, ·)‖r,λ(t− s)−

1
2
−
(
n−λ
2r
−n−λ

2q

)
ds.

Logo, pela desigualdade de Hölder em espaços Morrey (Lema 2.2.1, item (ii)) e, lembrando que

k = 1
2 −

n−λ
2q , temos

‖B(u, v)(t, ·)‖q,λ ≤ C

∫ t

0
‖u(s, ·)‖q,λ‖v(s, ·)‖q,λ(t− s)−

1
2
−
(
n−λ
q
−n−λ

2q

)
ds

≤ C

∫ t

0
sk‖u(s, ·)‖q,λsk‖v(s, ·)‖q,λs−2k(t− s)−

1
2
−n−λ

2q ds

≤ C

∫ t

0
sup
s>0

sk‖u(s, ·)‖q,λ sup
s>0

sk‖v(s, ·)‖q,λs−2k(t− s)k−1 ds

= C‖u‖Xq‖v‖Xq
∫ t

0
s−2k(t− s)k−1 ds
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= I(t)‖u‖Xq‖v‖Xq ,

em que

I(t) = C

∫ t

0
s−2k(t− s)k−1 ds.

Notemos que fazendo a mudança de variáveis w = s
t , obtemos

I(t) = Ct−k
∫ 1

0
w−2k(1− w)k−1 dw = Ct−kβ(−2k + 1, k) = Ct−k,

em que β é a Função Beta (veja Definição 1.5.1) e β(−2k+1, k) <∞, pois −2k+1 = −2
(

1
2 −

n−λ
2q

)
+

1 = n−λ
q > 0 e k = 1

2 −
n−λ
2q = 1

2 −
p
2q = 1

2

(
1− p

q

)
> 0, já que p < q.

Desta forma,

tk‖B(u, v)(t, ·)‖q,λ ≤ C‖u‖Xq‖v‖Xq . (3.22)

Logo, tomando o supremo para t > 0 em 3.22, segue que

‖B(u, v)‖Xq ≤ C‖u‖Xq‖v‖Xq .

Lema 3.4.8. Sejam n ≥ 3, 1 < p <∞, 0 ≤ λ < n < q, p = n− λ e p
(

1− 1
q

)
> 1. Existe C > 0 tal

que

‖B(u, v)‖Xp ≤ C‖u‖Xq‖v‖Xp , (3.23)

para todo u, v ∈ X = Xp ∩Xq.

Demonstração. Pelo Lema 2.3.1, item (ii), e pela continuidade do operador projetor de Leray P em

Mr,λ, temos

‖B(u, v)(t, ·)‖p,λ =

∥∥∥∥∫ t

0
∇U(t− s)P(u⊗ v)(s, ·) ds

∥∥∥∥
p,λ

≤
∫ t

0
‖∇U(t− s)P(u⊗ v)(s, ·)‖p,λ ds

≤ C

∫ t

0
‖(u⊗ v)(s, ·)‖r,λ(t− s)−

1
2
−
(
n−λ
2r
−n−λ

2q

)
ds,

em que r é tal que 1
r = 1

p + 1
q , ou seja, r = pq

q+p = p
p
q

+1
> 1, pois por hipótese p

(
1− 1

q

)
> 1.

Note que 1 < r < p e λ
r = λ

p + λ
q . Logo, pela desigualdade de Hölder em espaços Morrey (Lema
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2.2.1, item (ii)), segue que

‖B(u, v)(t, ·)‖p,λ ≤ C

∫ t

0
‖u(s, ·)‖q,λ‖v(s, ·)‖p,λ(t− s)−

1
2
−
(
n−λ
2r
−n−λ

2q

)
ds

= C

∫ t

0
s

1
2
−n−λ

2q ‖u(s, ·)‖q,λ‖v(s, ·)‖p,λs−
1
2

+n−λ
2q (t− s)−

1
2

(
n−λ
r
−n−λ

p

)
− 1

2

≤ C

∫ t

0

(
s

1
2
−n−λ

2q sup
s>0
‖u(s, ·)‖q,λ

)
sup
s>0

(‖v(s, ·)‖p,λ) s
− 1

2
+n−λ

2q (t− s)−
n−λ
2q
− 1

2 ds

= C‖u‖Xq‖v‖Xp
∫ t

0
s−k(t− s)k−1 ds

= I(t)‖u‖Xq‖v‖Xp ,

em que

I(t) = C

∫ 1

0
w−k(1− w)k−1 dw = Cβ(1− k, k) = C,

pois 1−K = 1− 1
2 + n−λ

2q = 1
2 + n−λ

q > 0 e k = 1
2 −

n−λ
2q = 1

2 −
p
2q = 1

2

(
1− p

q

)
> 0, já que p < q.

Assim, tomando o supremo em t > 0, na desigualdade

‖B(u, v)(t, ·)‖p,λ ≤ C‖u‖Xq‖v‖Xp ,

obtemos

‖B(u, v)‖Xp ≤ C‖u‖Xq‖v‖Xp .

Precisaremos do próximo resultado para mostrar que a solução u converge para o dado inicial

u0, quando t→ 0+, no espaço das distribuições D′(Rn).

Lema 3.4.9. Nas mesmas hipóteses do Lema 3.4.8, sejam u0 ∈Mp,λ e u ∈ X satisfazendo 3.9. Então

B(u(t, ·), (u(t, ·))→ 0, em D′(Rn), quando t→ 0+.

Demonstração. Seja φ ∈ C∞c . Devemos mostrar que

〈B(u(t, ·), u(t, ·)), φ〉 → 0, quando t→ 0+.

Como o supp(φ) é compacto tomemos r > 0 de modo que supp(φ) ⊂ Br(x0), em que Br(x0)

denota a bola de raio r e centro x0 ∈ Rn.
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Pelo Teorema de Fubini, temos

r−λ|〈B(u(t, x), u(t, x)), φ〉| =
∣∣∣∣∫ t

0
r−λ

∫
Rn
∇U(t− s)P(u⊗ u)(s, x)φ(x) dx ds

∣∣∣∣ .
Considere l = p

η+1 > 1, com 0 < η < p
q e 1 = 1

l + 1
l′ . Uma vez que supp(φ) ⊂ Br(x0), pela Desigualdade

de Hölder em espaços Lp, (veja Proposição 1.2.2), temos

r−λ|〈B(u(t, x), u(t, x)), φ〉| =

∣∣∣∣∫ t

0
r−λ

∫
Rn
∇U(t− s)P(u⊗ u)(s, x)φ(x)) dx ds

∣∣∣∣
≤

∫ t

0
r−λ

∫
Rn
|∇U(t− s)P(u⊗ u)(s, x)φ(x)| dx ds

=

∫ t

0
r−λ

∫
Br(0)

|∇U(t− s)P(u⊗ u)(s, x)φ(x)| dx ds (3.24)

≤
∫ t

0
r−

λ
l

(∫
Br(0)

|∇U(t− s)P(u⊗ u)(s, x)|ldx

) 1
l

·

(∫
Br(0)

|φ(x)|l′ dx

) 1
l′

r−
λ
l′ ds (3.25)

=

∫ t

0
r−

λ
l ‖∇U(t− s)P(u⊗ u)(s, ·)‖Ll(Br(0))r

− λ
l′ ‖φ‖Ll′ (Br(0)) ds

≤ C

∫ t

0
‖∇U(t− s)P(u⊗ u)(s, ·)‖l,λ‖φ‖l′,λ ds. (3.26)

Seja 1
d = 1

p + 1
q . Como η < p

q , segue que

1

d
>

1

p
+
η

p
=
η + 1

p
=

1

l
,

isto é, 1 < d < l. Usando o Lema 2.3.1 e a desigualdade de Hölder em espaços de Morrey (Lema 2.2.1,

item (ii)), temos

‖∇U(t− s)P(u⊗ u)(s, ·)‖l,λ ≤ C(t− s)(
n−λ
2l
−n−λ

2d
− 1

2)‖u(s, ·)‖p,λ‖u(s, ·)‖q,λ

≤ C(t− s)(
n−λ
2l
−n−λ

2d
− 1

2)s−k sup
s>0
‖u(s, ·)‖p,λ sup

s>0
sk‖u(s, ·)‖q,λ,(3.27)

em que k = 1
2 −

n−λ
2q .

Assim, substituindo (3.27) em (3.26), obtemos

r−λ|〈B(u(t, ·), u(t, ·)), φ〉| ≤ I(t)‖u‖Xp‖u‖Xq‖φ‖l′,λ,
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em que

I(t) = C

∫ t

0
(t− s)(

n−λ
2l
−n−λ

2d
− 1

2)s

(
− 1

2
+n−λ

2q

)
ds

= Ct

(
n−λ
2l
−n−λ

2d
+n−λ

2q

)
β

(
n− λ

2l
− n− λ

2d
+

1

2
,
1

2
+
n− λ

2q

)
= Ct

(
n−λ
2l
−n−λ

2p

)
,

pois n−λ
2l −

n−λ
2d + 1

2 = (n−λ)η
2p + 1

2 = η
2 + 1

2 > 0 e 1
2 + n−λ

2q > 0.

Portanto,

r−λ|〈B(u(t, ·), u(t, ·)), φ〉| ≤ Ct
n−λ
2l
−n−λ

2p ‖u‖Xp‖u‖Xq‖φ‖l′,λ. (3.28)

Uma vez que p = n−λ, temos n−λ
2l −

n−λ
2p = (n−λ)η

2p = η
2 > 0. Além disso, como C∞c (Rn) ⊂Ml′,λ

segue que ‖φ‖l′,λ <∞.

Assim, de (3.28), conclúımos que 〈B(u(t, ·), u(t, ·)), φ〉 → 0, quando t→ 0+, uma vez que r > 0

está fixado.

3.4.2 Estimativas da Parte Linear

Nesta subseção, obtemos estimativas para parte linear do problema, U(t)u0, e mostramos que

quando t→ 0+, ela converge para u0 em D′(Rn).

Lema 3.4.10. Sejam n ≥ 3, 1 < p < ∞, 0 ≤ λ < n < q, p = n − λ e p
(

1− 1
q

)
> 1 e considere

u0 ∈Mp,λ de modo que ∇ · u0 = 0. Então, existe C > 0 tal que

‖U(t)u0‖X ≤ C‖u0‖p,λ, (3.29)

para todo u0 ∈Mp,λ.

Demonstração. Da primeira estimativa do Lema 2.3.1, para o caso (p, λ) = (q, µ), temos

‖U(t)u0‖p,λ ≤ C‖u0‖p,λ (3.30)

e, do caso geral, em que p ≤ q e µ = λ temos

t
1
2

(
n−λ
p
−n−λ

q

)
‖U(t)u0‖q,λ = t

1
2
−n−λ

2q ‖U(t)u0‖q,λ

= tk‖U(t)u0‖q,λ

≤ C‖u0‖p,λ. (3.31)
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Logo, tomando o supremo para t > 0 em (3.30) e (3.31) e adicionando as desigualdades, obtemos

‖U(t)u0‖X = ‖U(t)u0‖Xp + ‖U(t)u0‖Xq

= sup
t>0
‖U(t)u0‖p,λ + sup

t>0
tk‖U(t)u0‖q,λ

≤ C‖u0‖p,λ + C‖u0‖p,λ

= C‖u0‖p,λ.

Lema 3.4.11. Nas mesmas hipóteses do Lema 3.4.10, temos U(t)u0 → u0, quando t → 0+, em

D′(Rn).

Demonstração. Seja φ ∈ C∞c (Rn) ⊆ S(Rn). Segundo Kato, (veja [11]), o operador U(t) é cont́ınuo na

topologia de S(Rn) e U(t)f → f em S(Rn), quando t→ 0+ com f ∈ S(Rn).

Agora observemos que se u0 ∈Mp,λ ⊆ S(Rn), então

〈U(t)u0, φ〉 − 〈u0, φ〉 = 〈u0, U(t)φ〉 − 〈u0, φ〉

= 〈u0, U(t)φ− φ〉. (3.32)

Como pode ser visto em [12], página 132, o espaço Mp,λ está imerso continuamente no espaço

Lp com peso Lp−k/p = 〈x〉
k
pLp ⊂ S ′(Rn) para k > λ, em que 〈x〉 = (1+ |x|2)

1
2 e S ′(Rn) denota o espaço

das distribuições temperadas, isto é, o espaço dos funcionais lineares cont́ınuos em S(Rn).

Uma vez que (U(t)φ− φ)→ 0 quando t→ 0+ em S(Rn) e u0 ∈ S ′(Rn), segue de (3.32) que

lim
t→0+

〈u0, U(t)φ− φ〉 = 0, (3.33)

para toda φ ∈ S(Rn).

Em particular, (3.33) é valida para toda φ ∈ C∞c (Rn) ⊆ S(Rn), o que prova o resultado.

3.4.3 Prova do Teorema 3.4.2

Uma vez que já verificamos todas as hipóteses do Lema Geral 3.4.5 estamos agora em condições

de mostrar o Teorema 3.4.2.

Mostremos, primeiramente, que o operador bilinear B : X ×X → X dado por

B(u, v)(t, x) = −
∫ t

0
∇U(t− s)P(u⊗ v)(s, x) ds
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é cont́ınuo.

Note que ∇ · B(u, v)(t, ·) = 0 e, também, ∇ · (U(t)u0) = 0. De fato, usando as propriedades do

projetor de Leray, temos

∇ · B(u, v)(t, x) = ∇ ·
[
−
∫ t

0
∇U(t− s)P(u⊗ v)(s, x) ds

]
= −

∫ t

0
∇ · [∇U(t− s)]P(u⊗ v)(s, x) ds

= −
∫ t

0
∇u(t− s) · (∇ · [P(u⊗ v)](s, x)]) ds

= −
∫ t

0
∇u(t− s) · 0 ds

= −
∫ t

0
0 ds

= 0.

e

∇ · (U(t)u0) = U(t)∇ · u0 = 0,

já que, por hipótese, ∇ · u0.

Em seguida, aplicando as estimativas (3.21) e (3.23) dos Lemas 3.4.7 e 3.4.8, respectivamente,

segue que

‖B(u, v)‖X = ‖B(u, v)‖Xp + ‖B(u, v)‖Xq

≤ C‖u‖Xq‖v‖Xp + C‖u‖Xq‖v‖Xq

= C‖u‖Xq
(
‖v‖Xp + ‖v‖Xq

)
≤ C

(
‖u‖Xq + ‖u‖Xp

)
‖v‖X

= C‖u‖X‖v‖X ,

em que C > 0.

Portanto, B(u, v) é um operador bilinear cont́ınuo de X ×X para X.

Como o espaço X é um espaço de Banach, usaremos o Lema Geral 3.4.5 para mostrar que a

equação integral (3.9) tem uma solução mild neste espaço.

Por hipótese, sabemos que u0 tem norma suficientemente pequena, isto é, ‖u0‖p,λ < δ, com

δ > 0. Logo, pelo Lema 3.4.10, temos

‖U(t)u0‖X ≤ C‖u0‖p,λ ≤ Cδ = ε. (3.34)
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Desta forma, escolhendo ε > 0 de modo que 0 < ε < 1
4K , segue que

‖U(t)u0‖X ≤ ε.

Assim, se y = U(t)u0, então ∇ · (U(t)u0) = 0. Isso juntamente com (3.34) implica que y =

U(t)u0 ∈ X.

Portanto, o Lema Geral 3.4.5 assegura que existe uma solução em X para a equação integral

(3.9). Mais ainda, esta solução é única na bola fechada B2ε = {u ∈ X; ‖u‖p,λ < 2ε}.

Os Lemas 3.4.9 e 3.4.11 garantem, respectivamente, que

B(u(t, ·), u(t, ·))→ 0 quando t→ 0+

e

U(t)u0 → u0 quando t→ 0+,

em D′(Rn). Portanto, disto segue a convergência da solução u para o dado inicial u0 em D′(Rn), o

que demonstra o item (i).

Agora, sejam u e v, duas soluções com dados iniciais u0 e v0, respectivamente, satisfazendo as

hipóteses da parte (i) do Teorema 3.4.2. Pelo item (ii) do Lema Geral 3.4.5, temos

‖u− v‖X ≤ 1

1− 4Kε
‖U(t)u0 − U(t)v0‖X

= ‖U(t)(u0 − v0)‖X

≤ C

1− 4Kε
‖u0 − v0‖X ,

o que demonstra o item (ii). �

3.4.4 Prova do Teorema 3.4.3

A solução do Teorema 3.4.2 foi obtida por meio de um argumento de ponto fixo. Com isso,

podemos notar que a solução u pode ser obtida como limite em X da sequência de Picard dada por u1(t, ·) = U(t)u0(·)

um+1(t, ·) = u1(t, ·) + B(um, um)(t, ·),

ou seja, o limite de um, em X, é o ponto fixo da aplicação F (u) = y + B(u, u).
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Mostremos, primeiramente, que u1 é invariante pela relação de escala (3.13). De fato,

u1(α2t, αx) = U(α2t)u0(αx)

= (hα2t ∗ u0)(αx)

=

∫
Rn
hα2t(αx− y)u0(y) dy

=

∫
Rn
hα2t(α(x− α−1y))u0(y) dy.

Uma vez que

hα2t(αx− y) = (4πα2t)−
n
2 e−

|αx−y|2

4α2t

= α−n(4πt)−
n
2 e−

|α(x−α−1y)|2

4α2t

= α−n(4πt)−
n
2 e−

|x−α−1y|2
4t

= α−nht(x− α−1y), (3.35)

segue que

u1(α2t, αx) =

∫
Rn
α−nht(x− α−1y)u0(y) dy

=

∫
Rn
ht(x− z)u0(αz) dz

= α−1

∫
Rn
ht(x− z)u0(z) dz

= α−1u1(t, x).

Assim, u1(t, ·) = αu1(α2t, α·).

Agora, por um processo de indução, mostraremos que u também é invariante pela relação

de escala (3.13). Para isso, suponhamos que um é invariante pela relação de escala, isto é, que

αum(α2t, αx) = um(t, x).

Observemos que, aplicando a regra da cadeia, temos

∇(hα2t(αx)) = α(∇hα2t)(αx). (3.36)

Além disso, por (3.35), temos

∇(hα2t(αx)) = ∇(α−nht(x)) = α−n(∇ht)(x). (3.37)
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Assim, de 3.36 e 3.37, obtemos

(∇hα2t)(αx) = α−1−n(∇ht)(x). (3.38)

Desta forma, utilizando (3.38) e fazendo as mudanças de variáveis s̄ = α2s e ȳ = αy, obtemos

B(um, um)(α2t, αx) = −
∫ α2t

0
∇U(α2t− s̄)P(um ⊗ um)(s̄, αx) ds̄

= −
∫ α2t

0

∫
Rn
∇hα2(t−s̄)(αx− ȳ)P(um ⊗ um)(s̄, ȳ) dȳ ds̄ (3.39)

= −
∫ t

0

∫
Rn
α2∇hα2(t−s)(αx− ȳ)P(um ⊗ um)(α2s, ȳ) dȳ ds

= −α2

∫ t

0

∫
Rn
αn∇hα2(t−s)(α(x− y))P(um ⊗ um)(α2s, αy) dy ds

= −α2+n

∫ t

0

∫
Rn
α−1−n∇h(t−s)(x− y)α−2P(αum ⊗ αum)(α2s, αy) dy ds

= −α−1

∫ t

0

∫
Rn
∇h(t−s)(x− y)P(um ⊗ um)(s, y) dy ds

= α−1B(um, um)(t, x).

Portanto, podemos concluir que um+1 também é invariante pela relação de escala. De fato,

um+1(α2t, αx) = u1(α2t, αx) + B(um, um)(α2t, αx)

= α−1(u1(t, x) + B(um, um)(t, x))

= α−1um+1(t, x),

isto é, αum+1(α2t, αx) = um+1(t, x).

Uma vez que a norma em X é invariante pela relação de escala, isto é,

‖uα‖X = ‖u‖X , ∀α > 0,

segue que

‖u− uα‖X = ‖u− um + um − uα‖X

≤ ‖u− um‖X + ‖um − uα‖X

= ‖u− um‖X + ‖(um)α − uα‖X

= ‖u− um‖X + ‖(um − u)α‖X
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= 2‖u− um‖X .

Como um → u em X, quando m→∞, temos ‖um − u‖X → 0, quando m→∞.

Portanto,

u(t, x) = uα(t, x) = αu(α2t, αx),

para todo t, α > 0 e x ∈ Rn, ou seja, a solução u é autosimilar, como queŕıamos. �

3.4.5 Prova do Teorema 3.4.4

Nesta subseção, temos como objetivo mostrar a estabilidade assintótica das soluções mild que

obtivemos no Teorema 3.4.2.

Mostremos primeiramente (3.18). Assumamos que

lim
t→+∞

‖U(t)u0 − U(t)v0‖p,λ = lim
t→+∞

‖U(t)(u0 − v0)‖p,λ = 0

e consideremos u = u(t, x) e v = v(t, x) duas soluções mild globais do problema de Navier-Stokes, com

dados iniciais u0 = u0(x) e v0 = v0(x), respectivamente.

Então, tais soluções satisfazem a equação integral (3.3), isto é,

u(t, x) = U(t)u0(x) + B(u, u)(t, x)

v(t, x) = U(t)v0(x) + B(v, v)(t, x).

Logo, usando a bilinearidade do operador B, segue que

‖u(t, ·)− v(t, ·)‖p,λ = ‖U(t)u0 + B(u, u)(t, ·)− U(t)v0 − B(v, v)(t, ·)‖p,λ

= ‖U(t)(u0 − v0) + B(u, u− v)(t, ·) + B(u− v, v)(t, ·)‖p,λ

≤ ‖U(t)(u0 − v0)‖p,λ + ‖B(u, u− v)(t, ·) + B(u− v, v)(t, ·)‖p,λ. (3.40)

Procedendo como no Lema 3.4.8, temos

‖B(u− v, v)(t, ·)‖p,λ ≤ C

∫ t

0
sk‖(u− v)(s, ·)‖p,λ‖v(s, ·)‖q,λs−k(t− s)−

n−λ
2r ds

≤ C‖v‖X
∫ t

0
‖(u− v)(s, ·)‖p,λs−k(t− s)−

n−λ
2r ds, (3.41)
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e, também

‖B(u, u− v)‖p,λ ≤ C

∫ t

0
sk‖u(s, x)‖q,λ‖(u− v)(s, x)‖p,λs−k(t− s)−

m−λ
2r ds

≤ C‖u‖X
∫ t

0
‖(u− v)(s, x)‖p,λs−k(t− s)−

m−λ
2r ds, (3.42)

em que r é tal que 1
r = 1

p + 1
q e k = 1

2 −
n−λ
2q .

Pelo Teorema 3.4.2, sabemos que ‖u‖X ≤ 2ε e ‖v‖X ≤ 2ε. Então, pelas estimativas (3.41) e

(3.42), obtemos

‖B(u, u− v)(t, ·) + B(u− v, v)(t, ·)‖p,λ ≤ ‖B(u, u− v)(t, ·)‖p,λ + ‖B(u− v, v)(t, ·)‖p,λ

≤ C(‖v‖X + ‖u‖X)

∫ t

0
‖(u− v)(s, ·)‖p,λs−k(t− s)k−1 ds

≤ 4Cε

∫ t

0
‖(u− v)(s, ·)‖p,λs−k(t− s)k−1 ds

= 4Cε

∫ 1

0
‖(u− v)(ts, ·)‖p,λs−k(1− s)k−1 ds,

sendo −n−λ
2r = k − 1.

Consideremos agora A = lim sup
t→+∞

‖(u− v)(ts, ·)‖p,λ = lim
j∈N,j→+∞

sup
t≥j
‖(u− v)(ts, ·)‖p,λ.

Uma vez que

sup
t≥j
‖(u− v)(ts, ·)‖p,λ = sup

t≥j
‖u(ts, ·)− v(ts, ·)‖p,λ

≤ sup
t≥0
‖u(ts, ·)‖p,λ + sup

t≥0
‖v(ts, ·)‖p,λ

≤ ‖u‖X + ‖v‖X ≤ 4ε,

o Teorema da Convergência Dominada 1.2.6 garante que

lim sup
t→+∞

∫ 1

0
‖(u− v)(ts, ·)‖p,λs−k(1− s)k−1 ds ≤ A

∫ 1

0
s−k(1− s)k−1 ds

= Aβ(1− k, k)

e como já sabemos, a β(1− k, k) é finita, pois 1− k, k > 0.

Portanto, segue que

A ≤ lim sup
t→+∞

‖U(t)(u0 − v0)‖p,λ + lim sup
t→+∞

‖B(u, u− v) + B(u− v, v)‖p,λ

≤ lim sup
t→+∞

‖U(t)(u0 − v0)‖p,λ + 4CεA. (3.43)
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Note que a constante C acima pode ser tomada igual a constante K no Teorema 3.4.2 e, portanto,

temos 4Kε < 1. Então

A = lim sup
t→+∞

‖(u− v)(ts, ·)‖p,λ = 0,

isto é, lim
t→+∞

‖u(t, x)− v(t, x)‖p,λ = 0.

Reciprocamente, mostraremos que se lim
t→+∞

‖u(t, x) − v(t, x)‖p,λ = 0 então lim
t→+∞

‖U(t)u0 −

U(t)v0‖p,λ = 0.

Observe que, podemos reescrever (3.40) e obter

‖U(t)(u0 − v0)(t, ·)‖p,λ = ‖u(t, ·)− v(t, ·)− [B(u, u− v)(t, ·) + B(u− v, v)(t, ·)]‖p,λ

≤ ‖u(t, ·)− v(t, ·)‖p,λ + ‖B(u, u− v)(t, ·) + B(u− v, v)(t, ·)‖p,λ. (3.44)

Por hipótese, lim
t→+∞

‖u(t, ·)− v(t, ·)‖p,λ = 0, então, aplicando o lim sup
t→+∞

em (3.44) segue que

lim sup
t→+∞

‖U(t)(u0 − v0)‖p,λ ≤ lim sup
t→∞

‖u(t, ·)− v(t, ·)‖p,λ

+ lim sup
t→+∞

‖B(u, u− v)(t, ·) + B(u− v, v)(t, ·)‖p,λ

≤ 0 + lim sup
t→+∞

‖B(u, u− v)(t, ·) + B(u− v, v)(t, ·)‖p,λ

= lim sup
t→+∞

‖B(u, u− v)(t, ·) + B(u− v, v)(t, ·)‖p,λ.

Agora, por (3.43), vale que

lim sup
t→+∞

‖B(u, u− v)(t, ·) + B(u− v, v)(t, ·)‖p,λ ≤ 4KεA

= 4Kε lim sup
t→∞

‖u(t, ·)− v(t, ·)‖p,λ

= 0.

Portanto,

0 ≤ lim sup
t→+∞

‖U(t)(u0 − v0)‖p,λ ≤ 0

e então,

lim
t→+∞

‖U(t)u0 − U(t)v0‖p,λ = 0,

como desejávamos.

A prova de (3.19) segue por um racioćınio similar e, por esta razão, será omitida. �
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