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RESUMO

O objetivo deste trabalho é o estudo das condicoes necessarias e suficientes de otimali-
dade para problemas de controle 6timo, compreendendo o estudo do Principio do Maximo
e convexidade generalizada.

As condicoes necessarias dadas pelo Principio do Maximo Pontryagin sao obtidas
mediante o formalismo de Dubovitski e Milyutin, que permite determinar, usando a lin-
guagem da analise funcional, condicoes necessarias de otimalidade para uma classe de
problemas extremos.

As condigoes suficientes de otimalidade sdo dadas introduzindo a nogao de invexidade
generalizada adequadas ao problema, que denominaremos PM-pseudo-invexidade.

Palavras-chave: Condig¢oes de Otimalidade, Formalismo de Dubovitskii-Milyutin,
Principio do Méaximo, Invexidade Generalizada.



ABSTRACT

The purpose of this work is the study of necessary and sufficient conditions of opti-
mality for optimal control problem including the study of the Maximum Principle and
generalized convexity.

The necessary conditions given by the Pontryagin Maximum Principle are obtained
by means of the Dubovitski and Milyutin formalism, which allows to determine, using
the language of functional analysis, necessary optimality conditions for a class of extreme
problems.

The sufficient conditions of optimality are given by introducing the notion of genera-
lized invexity suitable to the problem, which we will call PM-pseudo-invexity.

Keywords: Optimality Conditions, Dubovitskii and Milyutin formalism, Maximum
Principle, Generalized Invexity.
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CAPITULO 1

, INTRODUCAO

Considera-se problemas de extremo a todo aquele problema de minimizar ou maximi-
zar um funcional sob um dado conjunto de pontos vidveis, que comumente denominamos

Problema de Otimizacao.

A teoria de Otimizacao, seja diferenciavel ou nao diferenciavel é baseado principal-
mente na procura de condi¢oes necessarias e suficientes que permitem caraterizar solugoes
6timas. As condigOes necessarias se fundamentam na hipétese de que o conjunto de solu-
¢oes possiveis para o problema a resolver, verifica certas condicoes, chamadas restrigoes,
que caraterizam os cones tangente e/ou cones factiveis através de derivadas de primeira
ordem dos funcionais que definem as restrigoes (cone tangente para as restrigoes de igual-
dade e cones factiveis para o caso das restrigoes de desigualdade). Problemas em que
esta hipdtese é verificado sao chamados de problemas regulares. Entretanto, existem pro-
blemas onde essa hipdteses nao é garantida, esse tipo de problemas sao chamados de
problemas nao regulares ou degenerados. Consequentemente, as condigoes de otimalidade
de primeira ordem de Karush-Kuhn-Tucker, nao sao aplicaveis. Portanto é necessario
estabelecer condicoes de otimalidade baseado em aproximacgoes ao conjunto factivel que
nao sejam de primeiro ordem, ou seja, usando derivadas de ordem superior, que de fato
coincidem com as de primeira ordem quando o problema é regular, ver Orellana [42].
Quando a finalidade do problema é minimizar (ou maximizar) que depende de variaveis,
que a sua vez sao fungoes, as quais variam no tempo, entao estamos em um problema de
otimizacao dinamica. KEsses problemas caraterizam-se pelo fato que o funcional a mini-
mizar (ou maximizar) é um operador, isto é, é uma fungao definida sobre um espago de

funcoes, de dimensao infinita.
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Esta classe de problemas incluem os problemas variacionais, onde os funcionais a mi-
nimizar (ou maximizar) é um operador integral, cuja origem se atribui ao planteamento
do problema da Braquistocrona, formulado por Bernoulli em 1686. O problema do Bra-
quistocréna consiste em encontrar a trajetéria étima de uma particula que, sujeita a um
campo gravitacional constante, sem atrito e com velocidade inicial nula, se desloca entre
dois pontos no menor intervalo de tempo, ou seja, a curva de descenso mais rapido. A

teoria deste tipo de problemas é chamada de Calculo de Variacoes.

O resultado principal do calculo de variagoes que permite determinar curvas extremais
sao as equagoes de Euler e Lagrange, introduzidas por Euler (1707-1783) e Lagrange (1736-
1813). Estas equagdes estabelecem condigoes necessérias de otimalidade, ou seja, se uma
curva ou trajetéria é um extremo, minimo ou maximo de um operador que determina
um problema variacional, entao necessariamente deve satisfazer as equacoes de Euler-

Lagrange.

Uma outra classe importante de problemas de otimizagao dinamica sao os problemas
de controle 6timo, que na verdade sao uma generalizacao natural do calculo de variagoes,
e tem muitas aplicagoes, na medicina, ver Pinch [36], na fisica, ver Christensen [IT], na
biologia, ver Swam [40], e em particular na economia, modelos neoclassicos de crescimento

economico, ver Macki [32], Shone [3Y], Cerda [9] entre outras.

O objetivo deste trabalho é estudar condi¢oes necessarias e suficientes de otimalidade
para problemas de controle étimo, para isso faremos uma pequena introducao no que se
refere a definicao, formulagao e resultados principais. Um problema de controle étimo
consiste basicamente em maximizar (ou minimizar) um funcional, sujeito a um sistema
que evoluciona no tempo (sistema dinamico). Este funcional depende de uma varidvel,
que descreve o estado do sistema em cada momento, e uma variavel de controle, que regula
o comportamento do sistema. Estas variaveis se relacionam por uma equagao diferencial

ordinéria (ou em derivadas parciais) que chamamos de sistema dinamico.

Pensemos em um sistema dinamico que evoluciona no tempo (como por exemplo o
corpo humano ou um sistema econémico), com um horizonte temporal predefinido [to, T,
onde a situacao inicial é dado, digamos x(, e que a evolugao do sistema pode ser influ-
enciada por decisoes de um agente. O estado do sistema é descrito, em cada momento,
por uma varidvel x(t), denominada varidvel de estado, e as decisoes consideradas pelo
agente sao representadas por uma variavel u(t), denominada varidvel de controle. O
controle u(t) exerce uma influencia sobre o comportamento do sistema dinamico, descrita

pela varidavel de estado z(t), em qualquer instante ¢t € [to,T]. Portanto a evolugao do
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sistema depende das decisoes tomadas pelo agente, representada por u(t).

As varidveis de estado z(t) e a varidvel de controle u(t) se relacionam pelo sistema de

equacoes diferencias, denominadas equag¢ao de estado,

7'(t) = p(x(t), ult), 1), t € [to, T,

I(to) = Xy,
onde x : [tg, T] — R™, w: [tg,T] — R" e ¢ : R" x R" X [to, T] — R™.

A varidvel de controle u(-) usualmente pertence a uma familia de fungdes U cha-
mado conjunto de funcoes admissivets, com valores em um conjunto U de R",
que representa as restrigoes fisicas do controle u(t) em um tempo t. O conjunto U=
{u(t) :ue U, te [ty,T]}, de imagens de controles admissiveis, se conhece como regi@o
de controle. A familia de fungdes U e a funcao ¢(x,u,t) devem satisfazer hipéteses

suficientes, para garantir a existéncia e unicidade de solugoes da equacao de estado.

Uma vez escolhido um controle u(-) em U, a equagao de estado determina uma tra-
jetéria ou estado z(t), com x(ty) = xo. A solucao da equagao de estado, dependera das
diferentes escolhas do valor da varidavel de controle, isto é, escolhas diferentes do controle

implica em trajetorias diferentes do sistema dinamico.

Uma das variantes mais simples de um problema de controle étimo é a seguinte: Dado
um sistema dinamico que evoluciona no tempo, de acordo com a equacao de estado, se
deve obter as varidveis, de estado x(t) e de controle u(t) factiveis, isto é, fungoes x(t) e
u(t) que satisfazem a equagao de estado e que minimizem (ou maximizem) o operador

integral

F(x,u)—/ O (z(t), u(t), t)dt + S(x(T)), (1.1)

to

onde, a variavel de controle satisfaz a restricao do tipo
u(t) € U, para quase todo t € [tg, T,

com U subconjunto de R", o tempo T é dado, onde supomos o estado no tempo final,

livre, isto é, x(T) é varidvel e ® : R" x R" X [tg, T] — R.

O funcional ®(z, u, t) medi quantitativamente o comportamento do sistema. A integral
de ®(z,u,t) dada por (D) depende das varidveis de estado z(t) e de controle u(t) ao
longo de um horizonte temporal, ou seja, ao longo de um intervalo de tempo [to, 7],
portanto, representa o valor do comportamento do sistema através do tempo, enquanto a

fungao S(z(T')) representa a valorizagao do estado que fica o sistema ao final do horizonte



1 Introducdo 14

temporal.

Existem muitas variantes dos problemas de controle étimo que diferem da formulacao
inicial, no que refere as formas que pode tomar o funcional objetivo, condigoes iniciais
e finais de estado e as restrigoes sob o controle e/ou a varidvel de estado. Em alguns
problemas pode ser que se tenha x(7') fixo, ou que seja limitado superior ou inferiormente,
ou que o horizonte temporal nao seja limitado por um valor dado 7. No problema anterior
nao sao considerados restrigdes nas variaveis de estado x(t), embora em alguns problemas

é necesséario impor restrigdes de igualdade ou desigualdade a variavel de estado z(t).

Existem diferentes formas para o funcional objetivo (), dependendo das fungoes
O(z,u,t) e S(x(T)). Sado denominados: Bolza, se ®(z,u,t) e S(z(T)) sdo nao nulos;
Mayer, se ®(x,u,t) énulo e S(x(T)) nao nulo e Lagrange, se S(x(T)) é nulo e ®(x, u, t)
nao nulo. Mostra-se que los problemas de controle 6timo com restricoes do tipo Mayer,
Bolza e Lagrange sdo equivalentes, ver Cerda [d]. Neste trabalho consideraremos proble-

mas de controle 6timo com restrigoes do tipo Lagrange.

Um problema de controle 6timo com restricoes do tipo Lagrange, onde nao existe
restrigoes no controle (U = R") é chamado de problema de controle de Lagrange, neste

caso o problema é

min /Ttb(x(t),u(t),t)dt

to

saz'(t) = ¢z, u,t), x(t) =c, x(T) = d.

O objetivo da teoria de controle é o estudo das condigoes necessarias e suficientes de
otimalidade, além de resultados para garantir a existéncia e unicidade da solucao. Assim
como também do desenvolvimento de métodos para sua solucao desde o ponto de vista

tedrico e aplicagoes.

Os principais resultados da teoria de controle 6timo sao o Principio de Méaximo de
Pontryagin (1962), e o principio do Maximo Local de Pontryagin (equacoes de Euler-
Lagrange). A diferencia principal entre esses dois principios é que no principio do maximo
local, nao se tem a maximizacao da Hamiltoniana em si, o que se tem ¢ uma condigao
necessaria para a maximizacao da Hamiltoniana. Em quanto no principio do Méaximo, o

Hamiltoniano é maximizado.

O principio do Maximo local estabelece o seguinte:
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Seja (z°,u%) uma solugao do problema de controle de Lagrange:

(

min F(z, 1) = / B(x (1), ult), )dt

s.a (1.2)
2 (t) = p(x(t),u(t),t) z(ty) = ¢, z(T)=d
x(t) e U qt.p. to <t <T,

\

onde as fungoes ® : R” X R" x [tg,T] — R e ¢ : R* x R" X [ty, T] — R™ sao fungoes
continuamente diferencidveis com respeito a (x,u) e mensuraveis em ¢, onde U é um
conjunto fechado e convexo, com interior nao vazio de R". Entao existem \g > 0, e uma

fungao ¢ : [to, T] — R"™ simultaneamente nao nulas, tais que
Y(t) = =g (2w’ 1) (t) + Ao ®q (2", u”, 1); (1.3)
além disso, para todo u(t) € U,
(Mo@u (2,1’ t) — pi(a u®, )0 (t),u —u’) > 0 qt.p. to <t < T, (1.4)

onde ¢*(z% u° t) e (2% u° t) denotam o operador adjunto de ¢(z° u®, t) e p(a® u°, t)

respetivamente.

O principio do Méaximo Local, e suas variantes proporcionam condigoes necessarias de
otimalidade para distintas formulagoes do problema de controle, ver Alekseev [l], Cerda
[@], Girsanov [22], Craven [I4] sempre sob a hip6tese No controle u tal que u(t) € U é um
conjunto fechado e convexo de R". No entanto em muitas aplicacoes é natural considerar
problemas onde a varidvel de controle u(t) pertence a um conjunto menos restritivo, como
sdo os problemas onde o controle 6timo toma somente dois valores, por exemplo u°(t) = a
ou u’(t) = b, neste caso o controle u’ ¢ denominado controle Bang-Bang, ver Cerda [9] e
Craven [14]. Este tipo de fenémenos acontece quando o funcional objetivo e a equagao de

estado ¢é linear na varidvel de controle u(t).

A derivacao de condigoes de otimalidade para problemas de controle étimo, sob o
suposto que a varidvel de controle u(t) pertencenga a um conjunto arbitrario U de R” sdo
estabelecidos pelo Principio de Maximo de Pontryagin e suas variantes, que estudaremos

no Capitulo B.

Ambos principios sao aplicaveis somente no caso em que o problema em estudo seja
regular, o que em teoria de controle é denominado: Problema controlavel ou extremais

regulares ou normais, isto é, quando o multiplicador associado ao funcional objetivo, é nao
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nulo, ou seja A\g é nao nulo. As condigoes suficientes pra garantir Ag > 0 sao denominadas
condicoes de regularidade ou ou normalidade, ver Girsanov [22] e Craven [[4] e no contexto
da otimizagao matematica, sdo denominados restrigoes de qualificacdo, ver Bazaara [3].
Em caso Ao seja nulo, dizemos que o problema é nao regular, ver Avakov [25], neste
caso o Principio do Maximo Local e o Principio de Maximo de Pontryagin proporcionam
condicoes degeneradas, nao dependem do funcional a minimizar e nao produzem nenhuma
informacao sobre o extremo local ou global em estudo. A regularidade é fundamental,
tanto para a obter as condigoes necessarias de otimalidade nao degeneradas, como para a

obtencao das condicoes suficientes.

Existem varias formas de provar o Principio do Maximo local de Pontryagin, uma de
elas é via analise real, ver Pontryagin [37], outra via inclusoes diferenciais, ver Challco
[T0], via métodos variacionais, veja Cerda [9] e também usando principio de Lagrange em
dimensao infinita, veja loffe [24], [26] ou através do formalismo de Dubovitskii e Milyutin,

ver Girsanov [22], Orellana [42]. Esta dltima forma serd vista com detalhe no Capitulo .

Para formular condi¢oes necessarias de otimalidade para problemas extremos, medi-
ante este formalismo se deve caraterizar, o cone das direcoes factiveis ao conjunto das
restricoes de desigualdade, cone das diregoes tangentes, ao conjunto das restrigoes de

igualdade num ponto 6timo e seus respetivos cones duais, ver Girsanov [22].

Se as fungoes involucradas no problema sao convexas, o qual determina um problema
convexo, entao as condi¢oes necessarias de otimalidade sao também suficientes, mas estas
hipéteses sao muitos restritivas, dado que existem uma classe amplas de problemas nao
convexos. Com a finalidade enfraquecer esta hipdtese de convexidade surgiu na literatura
a nocao de funcao invexra no contexto da otimizacao matematica, introduzida por

Hanson em 1981, em [23] e suas generalizagoes em Craven [I3] e Martin [33] .

Em 1985, Martin em [33] introduz uma generalizagdo da nogao invexidade, deno-
minada KT-invexidade e mostrou que KT-invexidade nao é unicamente uma condicao
suficiente de otimalidade, para problemas de otimizacao classicas, no sentido de que cada
ponto satisfaz as condi¢oes de Kuhn-Tucker, (definido por Craven em [I3], como KT-
ponto) é um minimo global do problema, se ndo também uma condigao necessaria, isto é,
mostra que cada KT-ponto é um minimo global se, e somente se, o problema ¢ K'T-invexo.
A classe mais ampla de problemas que cumpre esta proposicao sao a classe de problemas
KT-invexos. Posteriormente esta nocao foi aplicada a problemas em tempo continuo por
Brandao em [B] e [B8], além disso, para certo tipo de problemas variacionais por Mond e

Hussain em [35], anos depois Oliveira et al. em [I8] estenderam a noc¢ao de KT-invexidade
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da programacao matematica para problemas de controle 6timo regulares, para mostrar
que as condicoes necessarias de otimalidade, dadas por uma versao do Principio de Ma-
ximo de Pontryagin sao suficientes se e somente se, o problema é KT-invexo. Tambem

foram extendidas recentemente para problemas de controle no suave e multiobjetivo em
[I5], [I6] e [I7].

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira. No Capitulo B apresentamos as
definicoes e resultados essenciais para a determinacao de condigoes necessarias de extremo

para problemas extremais, e determinacao do formalismo de Dubovitskii e Milyutin.

No Capitulo B estudamos o formalismo de Dubovitskii e Milyutin. Na Secao 3.1
definiremos conjuntos associados as restri¢oes de certo problema extremo, como o conjunto
de diregoes de factiveis e tangentes, assim como também os conjuntos de direcoes de
descida do funcional objetivo, para logo mostrar um resultado que da condig¢oes necessarias
e suficientes de otimalidade para um problema extremal com restrigoes de igualdade e
desigualdade. Na secao 3.2 veremos o estudo dos cones duais associados aos conjuntos
de diregoes de descida, factivel e tangente, assim como alguns resultados que caraterizam

esses conjuntos.

No Capitulo @ estudaremos uma aplicacao do formalismo de Bubovitskii e Milyutin,
demonstrar o Principio de Maximo Local de Pontryagin usando o formalismo de Bubo-

vitskii e Milyutin.

Finalmente, no Capitulo B sao desenvolvidas as condigoes suficientes de otimalidade
para os problemas de controle estudados nos Capitulos B e B. Na primeira secao sao
abordados a suficiéncia sob hipoteses de convexidade, e na segunda secao introduzimos
a nocao de MP-pseudo-invexidade para mostrar a condigao suficiente de otimalidade sob

hipoteses de MP-pseudo-invexidade.



CAPITULO 2

PRELIMINARES E RESULTADOS BASICOS

Neste capitulo iremos definir alguns conceitos de analise funcional e analise convexa,
assim como alguns resultados importantes que serao de muita utilidade no desenvolvi-
mento desta dissertacao. As defini¢oes e resultados desse capitulo podem ser encontrados

em Boyd [5], Brézis [[1], Kreyszig [28] e Girsanov [22].

2.1 Conjuntos Convexos, Cones e Cones Duais

Nesta secao consideramos F conjunto nao-vazio, a menos de mencgao contraria, dota-

mos de certa estrutura ou propriedade.

Definicao 2.1. Um conjunto C' C E € dito convexo quando dados x,y € C' o segmento
[z yl={(1—-t)z+ty:te[0;1]} (2.1)

estiver inteiramente contido em C.

A Figura 2.1 ilustra dois conjuntos, um convexo e outro nao.
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(a) conjunto convexo (b) conjunto nao convexo

Figura 2.1: Conjunto convexo e nao convexo

Uma classe de fungoes que tem propriedades importantes no contexto de otimizacgao

sao as fungoes convexas.

Definicao 2.2. Seja C' C E um conjunto convexo. Dizemos que a funcio f : E — R é

convexa em C se
A=tz +ty) < (1 —=t)f(x) +1f(y) (2.2)

para todos x,y € C et € [0, 1].

Geometricamente, significa que o grafico esta sempre abaixo do segmento de reta que

liga as extremidades, como na Figura abaixo.

(x) + (1= 1)

//// Jux+(1-1)y)

1)

-

x  tx+(I-0)y y

Figura 2.2: Funcao convexa

Definicao 2.3. Um conjunto K C E, com E espaco linear, é dito ser um cone com

vértice em 0, se para cada x € K, \x € K para qualquer A > 0, isto é, \K = K.
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Observacao 2.1. Se K é um cone com vértice em 0, entao xo+ K é um cone com vértice

em .
Teorema 2.1. Seja K um cone com vértice em xy e f(x) um funcional linear sobre E

tal que f(x) > «, para x € K. Entdo f(x) > f(xo) Vo € K.

Demonstra¢ao. Suponha, por absurdo, que existe y € K e f(y) < f(zq). Por defini¢ao de

cone, xo+t(y—xo), t > 0, deve estar inteiramente contido em K, mas f é linear, portanto

f(xo +t(y = w0)) = f(xo) + t(f(y) = f(x0)).

Como f(y) < f(xo), entdo f(xg +t(y — o)) — —o0, para t suficientemente grande. Isto
contradiz o fato de f(z) > a Vx € K. O

f(z) = flz)

= f(1)=0

Figura 2.3: Interpretagdo geométrica do Teorema (PT)

Agora introduziremos o conceito importante de cone dual que serd de muita impor-

tancia na caraterizacao das condicoes necessarias de otimalidade.

Definicao 2.4. Seja K um cone em E, com vértice em 0. O conjunto K* de todos os

funcionais f € E' tais que f(x) > 0 para todo x € K é chamado de cone dual de K :

K*={feF : : f(x)>0Vz e K}. (2.3)

Denotamos por E’ o dual topoldgico do espaco de Banach E, isto é, E' é o conjunto
de dos funcionais lineares e continuos, definidos sobre E. E fdcil mostrar que E' é um

espaco de Banach com a norma

I/} = sup {[f(2)| : 2 € B, ||=]] <1}
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Exemplo 2.1. Sejam E = R" e K =R} = {(21,22,..,2y) : 1, ...,x, > 0}. Entdo K ¢

um cone fechado em E, além disso K* = K.

Exemplo 2.2. Sejam E =R? ¢ o cone K associado a E dado por
K = {x = (z1,2) :a’x > 0,2 > 0; com a,b € R? ﬁxos}.

Entao
K" = {fERQ DA1a A+ Aoby Ap, Ao ZO}-

Figura 2.4: Representacao grafica de K* do Exemplo 22

Observacao 2.2. Se K ¢ um cone em E com vértice em 0, temos que

i) K* é um cone de vértice 0,
ii) Se K = {0}, entdo K* = F/,

ii1) Se K € um subespago arbitrdrio de um espago de Banach E, entdo o cone dual

associado a ele €
K*={feF:f(xr)=0Vz e K}.
Neste casso K* é chamado de subespago anulador ou aniquilador do subespaco K.
Lema 2.1. Sejam K e K5 cones com vértice na origem em E. Se K1 C Ky, entdo

K; C K.

Demonstracao. Se f € K5 entao f(z) > 0Vr € Ky D K. Entao f(z) > 0 Ve € K. Isto
implica que f € K7. n
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Lema 2.2. Seja Kyepn uma familia de cones, entdo (U Ka> = ﬂ K} para qualquer

a€EN aEA

conjunto de indice A.

Demonstracao. Se [ € (U Ka> entdo f(z) > 0Vzx € U K,. Fixando o € A, temos

acl a€EA
que f(x) >0 Ve € K,, eentao f € K. Como a € A é arbitrario, segue que f € ﬂ K.
a€cl

Por outro lado, se f € ﬂ K, temos que f € K} Va € A, ou seja, f(z) > 0Vx €
aEA

K, C U K, eVa € A. Portanto, f(z) > 0 paratodo x € U K,,donde f € (U Ka> )

agl acl agl
O
Lema 2.3. Sejam K, cones convezros para i =1,...,n. Entao U K = Z K.
i=1 i=1
Demonstracao. Veja Girsanov [[22], p. 34]. O

Lema 2.4 (Teorema de Krein). Sejam Kum cone convexo com vértice na origem 0, o
qual contém pontos interiores, e L um subespaco tal que int (IA() NL #0. Seja g(x)
uma forma linear sobre L tal que g(x) > 0 sobre K N L. Entdo existe uma forma linear

continua g(x) sobre o espago de Banach E, de tal maneira que

g(z) = g(z) para todo z € L;
g(z) > 0 para todo x € K.

Demonstragao. A demonstracao de este resultado pode ser encontrada em Girsanov [[22]

p.31]. O

Teorema 2.2. Sejam K1, ..., K, cones convexos abertos em E, tais que

n

(WIQ:%:Q
=1

entao i}
(ﬂ Ki> => K;.
i=1 i=1

Demonstracao. Usaremos argumentos geométricos tais como conceitos de produto direto

de espacos de Banach e do respectivo espago dual.

Definamos o espago M = [[_, E, onde E é Banach, isto ¢, o espago

M=A{2=(x1,...,x0,) :x; €EE, i=1,...,n}.
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Assim
M*:{F:(fl,...,fn)ZfiGE*, Z:]_,,?’L}

Deste modo, podemos dizer que cada F' € M* tem a representacao

F(z) = Z fi(z;), para todo & = (x1,...,z,), (2.4)

=1

onde f; € E*, para todo ¢ = 1,...,n. Consideremos ainda, o conjunto

K={t=(x1,...,2,) 1, € K;, i=1,...,n} C M.

Aqui, K é um cone convexo aberto, porque é o produto direto de cones convexos
abertos (K =[[;_; K;). Definamos L = {# = (z,...,z): 2 € E} C M, onde L é um
subespaco de M. Por hipétese, existe g € K;, i =1...,n,logo LN K # (.

Seja f € (N, Ki)". Tomemos o funcional linear f definido sobre L, como segue:

f(@) = f(z), (2.5)

onde = (z,...,xz) € L. Se &y = (x¢,...,T9) € LN K, entao z¢ € (), K;. Assim,
f(zo) > 0. Portanto,

F(70) > 0,Vig € LNK.

Usando o fato de int (K) = K, pois K é aberto, temos que L Nint (K) # (). Pelo Lema
24, conseguimos a existéncia de F' = (f1,..., f,) € M*, tal que

F(z) >0Vt e K; (2.6)

F(%) = f() VZ € L. (2.7)

Assim, para todo Ty € L , temos por (Z4) que F(Zo) = i fi(x0); por (E20) F (&) = f(o)
i=1

e por (Z3) (i) = f(x). Logo,

f(zo) = Zfi(”fo), Vio € L.
=1
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n
Entao, para & = (xo,...,To); Tg € ﬂ K;, também teremos
i=1

f(xo) = i fi(zo), o que equivale a

i=1

f:zn:fi, onde f € (ﬁKZ> )
=1 i=1

Devido a (E8) segue que F(Z) > 0, onde F(z) = >, fi(x;), para todo z; € K;, i =
l,....,neZ = (x,...,2,). Consequentemente, f;(z;) > 0, Vz; € K;, ou seja, f; € K},
1=1,...,n.

Agora de acordo com a analise feita para T, onde xg € ﬂ K;, podemos usar o resultado
i=1

n
obtido acima e concluirmos que f(xg) = Z fi(zo), com f; € K, Vi =1,...,n. Portanto,
i=1

dado f € (ﬁ

i=1
ﬁK) C Y K.
=1 i=1

)

*

n

K; | , existem f; € Kf, i« = 1,...,n, tais que f = Zfz Em outras
i=1

i

palavras, (

n n
Por outro lado, seja f € ZK;, existem f; € K* tais que f = Zfi’ para todo

i=1 =1

i=1,...,n. Se xy € ﬂKi, temos que fi(zg) > 0 Vi = 1...,n. Logo, f(zo) > 0
i=1

Vro € i, Ki. Assim, f € (N, Ki)", ou seja, ZK;‘ C (ﬂ Ki) . O
i—1 i=1

2.2 Topologia Fraca e Teoremas de Separacao

Nesta secao vamos definir alguns conceitos de topologia, e um resultado fundamental
de analise funcional com muitas aplicagoes em andlise convexa, o Teorema de Separagao

de Hanh Banach. Para mais detalhes veja Brézis [[7], Kreyszig [2]].

Definicao 2.5. Seja C' um subconjunto nao vazio de um espago vetorial normado E.

i) Se C' € fechado na topologia da norma (isto €, se dada uma sequéncia (x,) C E tal
que ||z, — z||pg = 0 quando n — oo, temos que x € C), entao dizemos que C €

fortemente fechado.

ii) Dizemos que C' é fracamente fechado, se ele for fechado na topologia fraca, ou seja,
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se dada uma sequéncia (x,) C C, tal que f(x,) — f(x) quando n — oo Vf € E*,

entao x € C.

iii) Dada uma sequéncia (x,) C C. Se f(xz,) — f(x) quando n — oo para todo
f e J(x) C E*, onde J(x) € isomorfo a E, entio x € C. Diz-se que C € fechado na

topologia fraca*, isto €, C' € fracamente* fechado

Observacao 2.3.

i) Em espagos normados de dimensao finita as topologias da norma, fraca e fraca* sao

equivalentes,

ii) A topologia fraca* € mais fraca que a topologia fraca de E* e portanto qualquer con-
junto fracamentex fechado em E* € fracamente fechado; estas topologias sdo equiva-

lentes quando E é um espaco de Banach reflexivo.

Teorema 2.3. Seja C' um conjunto convexo em E. Entao C' € fortemente fechado se, e

somente se, ele é fracamente fechado

Demonstracao. Veja Brézis [[[d] p.60]. O

Lema 2.5. Se K € fracamente fechado entio K** = K

Demonstragao. Veja Girsanov [[22] p.34-35]. O

Teorema 2.4. Sejam K;, 1 = 1,...,n, cones convexos e fracamente fechados tais que

S K € fracamente* fechado, entao
() -3
i=1 i=1

Demonstracao. Seja QQ = Z K, entao

7
=1

Q = (ZK:) = (U &)
-
ok

1

ok
Ki

Assim Q™ = (N, K;)". Mas Q** = @ e portanto segue o resultado. ]
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Teorema 2.5. Seja E um espago de Banach de dimensao finita. Entao:

i) K* é fechado.

ii) K* = (clK)*, ou seja o cone dual de um cone e de seu fecho sao iguais.

Demonstracao.

i) Seja (f,) € K*, com lim, ., f, = f. Fixando = € K arbitrario e passando o limite
quando n — oo em f,(z) > 0, obtemos f(x) > 0. Portanto, como z € K é arbitrério,

f € K* isto mostra que K* é fechado.

ii) Temos que K C clK, logo pelo Lema 2.1 clK* C K*. Por outro lado, seja f € K*
e x € clK arbitrario. Entao existe uma sequéncia (z,) C K tal que lim, o =, = =.
Agora passando o limite quando n — oo em f(z,) > 0, como f é continuo, obtemos

f(z) > 0. Portanto f € (clK)*, isto completa a prova.

Definicao 2.6. Um hiperplano afim é um subconjunto H de E da forma
H={zecFE: f(z)=a},

onde f(x) € um funcional linear que nao nulo e « € R € uma constante dada. Escrevemos

H =|[f =a] e dizemos que f =« é a equagdo de H.

Proposicao 2.1. O hiperplano H = [f = a] € fechado se, e somente se, f € continua.

Demonstragao. Veja Bréziz [[ld] p.5]. O

Definigao 2.7. Sejam A, B C E ndo vazios. Dizemos que um funcional linear continuo
nao-nulo f separa os conjuntos A e B (ou que o hiperplano H = [f = «| separa A e B),

se existe a € R tal que
f(x) <a< fly), Vo e AVy € B.
Dizemos que f(x) separa estritamente A e B se existe algum € > 0 tal que
flz)<a—eVreAe f(zr)>a+eVreB.

Geometricamente, a separacdo significa que um conjunto encontra-se num dos semiplanos

determinada por H, e o outro conjunto encontra-se no outro; veja a figura abaizo.
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Figura 2.5: Separagao de conjuntos

Teorema 2.6. Se os conjuntos A C E e B C E sao convexos, nao-vazios e disjuntos, e
A € aberto, entao existe um funcional linear continuo nao-nulo separando A e B.
Demonstracao. Veja Brézis [[[d] p.5]. O

Teorema 2.7. Sejam A C E e B C E subconjuntos convezos, nao-vazios e disjuntos. Se
A € fechado e B compacto, entao existe um funcional linear continuo nao-nulo separando

A e B estritamente.

Demonstracao. Veja Brézis [[7] p.7]. O

Definigao 2.8. Dizemos que um funcional linear continua f(x) é funcional suporte

para um conjunto A C E em xg € A se,

f(x) > f(zo), Vo € A.

Sob as condigoes da defini¢ao acima, um hiperplano fechado H = {x : f(z) = f(z0)}

¢ chamado hiperplano suporte para A em .

O sentido geométrico de um hiperplano suporte é bastante simples: o conjunto A

encontra-se em um lado do hiperplano e corta em um ponto, veja a Figura 2.6.
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Figura 2.6: Hiperplano suporte

Observacao 2.4.
e Nao existe funcional suporte alguma no interior de um conjunto.

e Se o conjunto A € um conjunto convezo, entao A tem um funcional suporte em cada

ponto da fronteira, veja Girsanov [[22] p.25].



CAPITULO 3

FORMALISMO DE DUBOVITSKII-MILYUTIN

Uma grande quantidade de trabalhos na teoria de problemas extremos usam o forma-
lismo de Dubovitskii-Milyutin, para obter condi¢oes necessérias de otimalidade (ver [22],

[29], [30], [31] e entre outros).

Consideremos inicialmente um problema extremo, de minimizar um funcional definido
sobre um aberto de um espago de Banach sujeito a restrigoes, determinadas por conjuntos
com interior vazio e nao-vazio. Especificamente, seja E espaco de Banach, defina um

funcional f: U C E — R e considere o seguinte problema extremo:

min f(x)
(Py) ] s.a
reNH Qi zel.

Na formulacao usual, os conjuntos @);,7 = 1,...n, representam restrigoes de desigual-

dade e (), 41 a restricao de igualdade do problema.

Na teoria apresentada por Dubovitskii e Milyutin em 1962, foram estabelecidas as
condicoes necessarias de otimalidade local num ponto dado zy € E, mediante um en-
foque, em principio, nao geométrico, mas sim analitico, isto é, as condigoes necessarias
de otimalidade sao determinadas em forma de uma tnica equacao, descrita mediante a
linguagem da andlise funcional. Elas sao obtidas a partir da separacao das aproximagcoes
conicas aos conjuntos de restrigoes (de igualdade e/ou desigualdade) Q;, i =1,..,n+1, e
ao conjunto {z € £ : f(z) < f(x9)}. Neste estudo as defini¢oes foram feitas de tal modo

que se os cones (de diregdes fativeis, tangentes e de descida) sdo nao vazias e convexos,
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entao é vélida a seguinte proposi¢ao. Se zy é um minimo local do Problema (F), entao
nao existe uma direcao comum a todos os cones aproximantes. Os resultados obtidos por
Dubovitskii e Milyutin provam que esta propriedade geométrica de otimalidade local num
xo pode ser equivalentemente descrita em termos das formas lineares dos correspondentes

cones duais.

Na primeira secao iremos a definir o conjunto dire¢oes de descida, factivel e tangente,
logo mostraremos um resultado devido a Dubovitski e Milyutin que da uma condi¢ao
necessaria de otimalidade para o problema (F;), o qual serd uma ferramenta muito ttil
para mostrar o Principio de Maximo Local de Pontryagin. Na segunda secao estudamos

o calculo de cones e seus duais para os conjuntos definidas na primeira segao.

3.1 Condicoes Necessarias de Extremo

A seguir vamos lembrar algumas defini¢oes e resultados necessarios para abordar o
formalismo de Dubovitskii-Miltyutin, para logo obter condig¢oes necessaria de otimalidade
para um problema de controle étimo no capitulo seguinte. Para isso vamos seguir Alekseev

[M] e Girsanov [22] .

Definicao 3.1. Dizemos que um vetor h € E é uma direcao de descida do funcional
f(z) num ponto xy € E, se existe uma vizinhanc¢a U de h, um escalar o = «(f, h, x),

a <0 eegy >0 tais que para todo € €]0, 0| e qualquer h € U,
f(l’o + &be) S f(l’()) + ea.

Definigao 3.2. Um funcional f(x) é regularmente decrescente ou reqularmente de
descida, se o conjunto das diregoes de descida no ponto xy é convexo. O conjunto de

tais direcoes € denotado por D(f;xy) ou Kp.

Lema 3.1. As diregioes de descida geram um cone aberto D(f;xy) com vértice em 0.

Demonstracao. Seja h € E uma direcao de descida do funcional f no ponto xy. Entao

existem, uma vizinhanga U de h, a < 0 e gy > 0, tais que para todo € €]0, [, tem-se
fzo+¢h) < f(xo) + ca.

Seja A > 0, tome uma outra vizinhanga V' = AU de h, gy = ¢ e a = Aa. Logo para todo
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£ €]0,2[ e qualquer h € V temos

o) = 1 (moe 29) e
< flxg) + (N, (pois € < &g = Ae < &p)

= f(.iEo) -+ gOVé

Assim Ah é uma diregao de descida. Portanto D(f;x) é um cone com vértice em 0.

Verifiquemos agora que D(f;xzq) é aberto, para isto considere h € D(f;xz) e hevU.
Tome « e gy os mesmos da definicio de direcio de descida para h, entdo f(xg + ch) <
f(z0) + e, para todo h € U e todo € €0, gq[. Portanto I € D(f; ) e consequentemente
D(f;xq) é aberto. O

Definicao 3.3. Seja Q) uma restricao de destigualdade. Dizemos que h € E é uma
direcao factivel ou vidvel para () no ponto xy € QQ, se existem uma vizinhanca U de

h e ey > 0 tais que para todo £ €]0, o[ e todo h € U tem-se que,
Zo + ch € Q.

Definicao 3.4. Uma restricao de desigualdade ¢ dita regular no ponto xy, se o
conjunto das diregéoes factiveis para Q) em xo € convexo. Denotamos por F(Q, xy) ou Kp

o conjunto de todas as direcoes factiveis.

Figura 3.1: Direcao de factivel

Lema 3.2. O conjunto de dire¢ées factiveis F(Q;xg) é um cone aberto com vértice em 0.

Demonstragao. Se h € F(Q;xg), entdo \h € F(Q;xo) para A > 0. Basta tomar V' por
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AU e gy = 2. Logo

ZEQ‘I‘&?L:ZEQ—I—;)\FLGQV}L/EV

Assim Ah € F(Q);x). Portanto F(Q;x¢) é um cone com vértice na origem.

Além disso, para qualquer helU , tomando ¢ €]0, g9[ e a mesma vizinhanca U de modo que
T+ eh € @ para toda direcdo h € U segue que he F(Q; ), isto mostra que F(Q;xq) é
aberto. ]

Para restricoes de igualdade, o conjunto de diregoes factiveis é vazio. Assim, torna-se

necessario uma ligeira modificagao em tal definicao para este tipo de restrigao.

Definicao 3.5. Seja Q C E uma restricao de igualdade. Dizemos que um vetor
h € E ¢ diregcao tangente a (Q no ponto xo € E, se existem 9 > 0 e uma aplicacao
r:]—eo,e0] — E,tais que:

a) x(e) =xo+ch+r(e) € Q;

b) %r(s) € V para qualquer vizinhanca V' de 0 e para todo € > 0 suficientemente pequeno,
ou equivalentemente, ||r(e)|| = o(e) para todo € > 0 suficientemente pequeno.
Denotamos por 7T,,Q ou K7 ou T'(Q; x¢) ao conjuntos de todas as dire¢oes tangentes

a () no ponto xg.

Definicao 3.6. Diremos que a restricao de igualdade Q) é regular no ponto xg € () se o

conjunto T'(Q; xg) € convexo.

Lema 3.3. O conjunto de todas as direcoes tangentes a () mo ponto xo geram um cone
com vértice em na origem.

Demonstragao. Supondo h € T(Q;x¢)Q basta tomar &, = Aegy na defini¢do de diregao
tangente e entao para A > 0, Ah € T(Q; x). ]
Definicao 3.7. O vetor h € E ¢é dito direcao tangente unilateral a () no ponto
zo € Q, se existem g9 > 0 e uma aplicagdo r :]0,e[— E tais que:

a) vo+eh+r(e) € Q;

b) ||r(e)|| = o(e), para todo € > 0 suficientemente pequeno.

Denotamos por T 3;; ou TT(Q; o) ao conjuntos de todas as diregoes tangentes unilaterais

a (Q no ponto xy. O grdfico a sequir mostra uma direcao tangente unilateral h € E em um

ponto arbitrario xg € Q):
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Xo + he

X T(E)

x(g)

Figura 3.2: Direcao tangente unilateral

Observagao 3.1. i) E claro que T,,Q CTQ eT,,Q =TFQNT,Q, onde T, Q =

—T}Q ¢ definido como na Defini¢ao 1, mas com g9 <0 ee — 0.

ii) Se o conjunto T, ,QQ € um subespaco vetorial de E, entao ele se chamard espago

tangente a () no ponto xg.

iii) Toda dire¢ao factivel é também uma dire¢ao tangente, porém a reciproca € falsa. De
fato, se h € F(Q;x), entdo existe g > 0 tal que 9 +ch € Q, com h €V, onde V ¢é
uma vizinhanga de h e € €]0,&0[. Em particular xo +ch € Q, para todo € €] — €q, €.

Isto implica que h € uma direcao tangente a QQ no ponto xo com r(e) = 0.

Como contra exemplo, considere E = R?, Q = {(z,y) € R* : y > 2°} e x5 = (0,0).
Logo h = (1,0) € T(Q;xo), mas h ¢ F(Q;x).

Exemplo 3.1. Seja E = R?, Q = {(x1,22) : 1 > 0}. Entao T(EO)Q = Q; TnQ =
{(0,0) : b € RY; T Q = T}, (@ = R2.

De fato, tomando xo = (0,0), h = (hy,hg) e r(e) = (r1(€),2(¢)) determinaremos quais
os vetores h que satisfazem as condi¢oes da definicdo de vetor tangente:

zo+eh+r(e) € Q< (0,0)+c(hy, ha) + (r1(e),r2(e)) = (ehy + 11(€).€hy + 12(¢€)) € Q.
Dai ehy +1(e) > 0,

i) See =07, hy > 16 Assim, hy > 0. Portanto T(J(;’O)Q = {(x1,m2) : 1 > 0}.

ii) See — 07, hy < —11E)  Bntio hy <0 e —Tp0)@ = {(x1,29) : x1 <0},

Portanto, T(p0)Q = T(E’O)Q NTp0@ ={(0,0):b € R}

Considerando xy = (1,0), teremos:

(1,0) + &(hy, he) + (r1(€),m2(c)) € Q < chy +7ri(e) +1 > 0= echy +1r1(e) > —1.
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Por consequinte,

€

hy > _1_—”(8), quando € > 0, donde seque que hy > —oo, se e — 0F;
hy < 71%”(5), quando € < 0, donde seque que hy < 400, see — 0.

Consequentemente, T(10)Q = T(iO)Q = R2.

O esboco a seguir mostra os cones tangentes T(’(;’O)Q, T0,0)Q, TanQ e T, (J{’O)Q.

€L9
ThnQ=Ti,Q=F

(0,0) I

Y
Ton

Figura 3.3: Direcao tangente unilateral

O resultado a seguir, é de fundamental importancia na obtenc¢ao da condigao necesséria

de otimalidade para o problema (Fp), conhecida como equagao de Euler-Lagrange.

Lema 3.4. (Dubovitskii-Milyutin). Sejam K1, ..., K,, K, 1 cones convexos com vértice em
~ ~ 1 . . .
0, onde Ky, ..., K,, sao abertos. Entao ﬂf:l K; = 0 se, e somente se, existem funcionais

lineares f; € K7, i =1,...,n+ 1, nao todos nulos, tais que

f1+f2++fn+fn+1:()

n

Demonstracao. Necessdria. Seja ﬂKi =K # (), entdao K, 1)K = 0. Como K é
i=1

aberto e com vértice em 0, aplicando o teorema de separacao, Teorema P8, e Teorema

21 temos que existe f € E’', f # 0, tal que

f(z) > 0Vx € K,

fz) <0Vr € K.

Como Kj, ..., K, sdo cones abertos e convexos, segue do Teorema (Z2) que
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K* = (ﬂm) = K7
i=1 =1
ie,se fe K*entao f =3, f;,onde f; € K} parai=1,2,...,n.

Defina fn+1 = _f- Entao fn+1 S K:Hrlv fn+1 7£ Oe fl +f2+ t '+fn+fn+1 = 0. Mas
se (e, Ki =0, existe s € {1,2,...,n—1} tal que (;_; K; # 0 e N K; = 0. Aplicando

e

o resultado anterior trocando n por s, obtemos f; € K@i =1,2,...,s+ 1, for1 # 0 tal
que fi + fo+ -+ fu + fsx1 = 0. Tomando fs19 = --- = f,y1 = 0 obtemos os n + 1
funcionais desejados fi,..., fni1-

Suficiéncia. Seja fi+ fo+- -+ fut+ for1 =0, fi € K, nem todos nulos. Suponhamos

pelo absurdo que, ﬂ?ill K; # 0, entao existe zg € K;, 1 =1,...,n+ 1. Ao mesmo tempo

deve existir f; # 0, para algum 1 < j < n (caso contrério terfamos f,41 = —> ., fi =0)
e entao f;(zo) > 0 (desde que K; é aberto), mas 0 = (fi+ fo+- -+ fri1)(z0) > fi(x0) >0
0 que ¢ um absurdo. Portanto, (=] K; = 0. O

Observacao 3.2. No decorrer da demostracao do Lema afirmamos que se K; é aberto
para todoi =1,...,n, entao f;(xo) > 0. De fato, note que, se v € K;, implica que f;(x) >
0. Portanto K; C {z: f;(z) >0}. K; € aberto se, K; C int{x € E: fj(x) >0} =
{zr € E: f;(x) > 0}.

Logo, dado x € K; existe um aberto U tal que v € U C K;, mas K; C {x: f;(z) > 0},
entio v € X C {z: f;(z) > 0}. Logo x € int{z : f;(z) > 0}.

Teorema 3.1. (Dubovitskii-Milyutin). Seja f : U C E — R um funcional, numa vizi-

nhanga U de g, e considere o Problema (FPp). Se,

(i) f(x) € reqular de descida em xq com diregoes de descida no cone Ko;

(ii) As restrigoes de desigualdades em Q;, i = 1,...,n, sao requlares em xy, com diregoes

factiveis no cone Kj;

(111) A restrigao de igualdade em Qny1, € também reqular em xy com dire¢oes tangentes

no cone K.

Entao existem funcionais lineares continuos f; € K, i =0,...,n+ 1, nem todos nulos,

tais que satisfazem a equagao de Fuler-Lagrange

f0+f1+"'+fn+fn+1:0-
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Demonstracao. Primeiramente vamos provar que a condi¢ao necesséaria para o funcional

ter um minimo em xq é que,
n+1

ﬂ Kz = @,
i=0

ou seja, nenhuma dire¢ao de descida do funcional f(x) pode ser factivel para todas as
restricoes. Entao suponhamos que isto é falso, assim existe h € K;, + = 0,1,...,n + 1.
Pela definicao de K;, i« = 0,1,...,n existem, uma vizinhanca U de h e ¢y > 0 tal que

para qualquer 0 < € < gy e h € U, o vetor xo + ch € N, Q: e satisfaz a desigualdade
f(zg +eh) < f(xo) + ea,

para algum a < 0. Consideremos agora o vetor z(¢) = zg + eh + r(e) € Q,11 como na
definicio B de diregao tangente, e seja €1 > 0 tal que ir(e) € U\ h com 0 < ¢ < ¢y,
ou seja, h(e) = h + %r(e) € U, para 0 < € < g;. Entdo quando 0 < ¢ < min{gg,&;} os
vetores x(g) = xg + h(g) = mg + ch + 7(¢) estao ao mesmo tempo em (), Q; € Qi1

Assim eles satisfazem as restrigoes, mas eles também satisfazem a desigualdade

f(@(e)) = f(zo + €h(€)) < f(zo) + o < f(z0),

o que contradiz o fato de zy ser um minimo local. Portanto

n+1

-0

i=0
Como cada K; é um cone aberto e convexo para todo ¢ = 0,...,n, e K,;1 é convexo,
entao pelo Lema B4 existem funcionais lineares continuos f; € E' parai =0,...,n+ 1,

nao todos nulos, tais que

f0+f1+"'+fn+fn+1:0'
O

Observagao 3.3. Uma condicao suficiente para garantir que fo # 0 é que exista pelo

menos uma direcao factivel e uma direcao tangente, i.e.,

n+1

in#@-

A conclusao € valida para qualquer f;, i=1,...,n,n+ 1.

O teorema anterior proporciona condi¢oes necessarias de otimalidade para um pro-
blema extremal, as quais sao uma generalizacao da Regra dos Multiplicadores de Lagrange

da andlise classica, da equacao de Euler-Lagrange no Célculo de Variagoes e do Principio
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de Maximo de Pontryagin para Problemas de Controle Otimo, que sera motivo de dis-
cussao no préximo capitulo. Note que para obter essas condigoes necessarias, para um
problema especifico, é necessario determinar as diregoes de descida, direcoes fativeis e

direcoes tangentes e seus respetivos duais.

3.2 Calculo de Cones e seus Duais

Nesta secao faremos uma breve selecao de resultados, os quais nos permitem exibir os
cones de direcoes de descida, direcoes factiveis e direcoes tangentes associados ao problema

que estudaremos no préximo capitulo.

3.2.1 Direcoes de Descida

Como veremos a seguir, as derivadas direcionais fornecem um tépico conveniente para

a construcao do cone de dire¢oes de decrescimento (descida).

Definigao 3.8. Um funcional f(x) num espago linear normado E diz-se que possui deri-

vada f'(xo, h) no ponto xo na diregdo h se,

lim f(mO + Eh) — f(xO) _ f/<l’0, h)

e——+0 €

existe.

Esta derivada é conhecido na bibliografia como a derivada de Gatéuz.

Observagao 3.4. Se E = R (f é uma func¢ao de varidvel real), entdo a existéncia de
f'(xg, h) € equivalente a existéncia das derivadas laterais o direita (h > 0) e a esquerda

(h < 0) de f no ponto xy.

Teorema 3.2. Se h € D(f;x) e f'(xo,h) eziste, entao f'(xg,h) <O0.

Demonstragao. Se h € D(f;xy), segue da definigao de diregao de descida que, f(xo+eh) <
f(zo) + e para ¢ suficientemente pequeno, logo

oo h) = lim L0+ EN) = J(@0)

<a<0.
e—40 g

]

Agora consideremos uma outra classe de funcionais com a propriedade de que sao

regularmente decrescentes (de descida) em um ponto, e que o cone de diregoes de des-
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cida sao faceis de determinar. Vamos definir entao a nogao de derivada para operadores

definidas sob espacos de Banach.

Definigao 3.9. Sejam FEi e Es espagos de Banach e F : Ey — Ey um operador (geral-
mente nao linear). F é dito Fréchet diferencidvel em xo € E se existe um operador

linear A : £y — F5 tal que para todo h € F;
F(zo+ h) = F(xg) + Ah + r(xo, h), (3.1)
onde
[ (2o, h)[| = o([[R]])- (32)

O operador linear A é denotado por F'(xg) ou DF(zg). Quando Ey =R, A é um funcional

linear.
Teorema 3.3. Se f(x) € diferencidvel em xy € E no sentido de Frechet, entao D(f;xo) =

{h e E: f'(xg)h <0} e f(x) € reqgular de descida em x.

Demonstra¢ao. Como f(x) é diferencidvel em z, entao f(x) possui derivada direcional
em qualquer diregao e do Teorema B segue que D(f;x0) C {h € E: f'(x)h < 0}. Por

outro lado, da diferenciabilidade de f(x) em ¢, temos

f(wo+n) = f(xo) + f(o)n + o (|Inl])

Tomando 1 = eh, para € > 0 suficientemente pequeno e h € E pertence a uma vizinhanca
de h, e tendo em conta que f'(xg)h < 0, segue que h é uma diregdo de descida, isto é,

h € D(f;x0). Assim mostramos a igualdade desejada.

Agora, como {h € E : f'(x9)h < 0} é convexo, pois é um semi-espago o conjunto nao

vazio, entao D(f;xg) é regularmente de descida. ]

Exemplo 3.2. Consideremos E = C ([0,T];R"), x = x(t) € E e o funcional integral

onde ®(z,t) € continua em (x,t), diferencidvel com respeito a v e ®,(x,t) continua em

(x,t). Entao F(x) € diferencidvel e
(F’(xo),h):/ (D, (xo(t), 1), (L)) dt,

D(F,0) = {h cE: OT (@, (wo(t),£), h(t)) dt < o} .
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De fato, como ®(+,t) é diferencidvel com respeito a = pode-se usar o Teorema de Valor

Médio,
Flzo+h) — Flzg) — /0 " B(ot) + h(t).1) — D(xo(t). t) dt
= [ @ttt + om0, 000t + [ @) 000}
-/ (. o (0), 1), ()
= /OT (D, (zo(t),t), h(t)) dt +
[ @ ol + 000000.0) = @), 0),000)

onde, 0(t) €]0,1]. Como ¥, (z(t),t) é continua em todo (z,t), entdo é uniformemente

continua em M x [0, 7], onde
M ={x e R": |z < [zol[ + [2][}
é compacto. Logo Ve > 0, 3 6 > 0 tal que
|y (21,t) — Pu(x2,8)| <6,

para todo z1,x9 € M, |x1 — x| < d et € [0,T].
Claro que zo(t),zo + 6(t)h(t) € M, portanto |®,(zo(t) + O(t)h(t),t) — Pu(zo(t),t)| < €
para |h(t)| <4, i.e., para ||h|| < 0. Por conseguinte

max |0, (zo(t) + O(£)h(t),t) — Bu(zo(t),t)] — 0 (3.3)

0<t<T
quando [|h]] — 0, ou seja,
T

/ (P (zo(t) + 0(t)h(t), t) — Pup(zo(t), t), h(t)) dt

0

S/O [{@a(20(t) + 0(2)R(2), 1) — Pu(0(t), 1), h(1))] di

< / 1@, (2ot) + O(E)A(E), 1) — Dy (0(t), £)] [1(2)dt

o O<t<T

< [ max [®,(xo(t) + O)R(E), 1) — By (wo(t), £)] | dt

— T max |9, (20(t) + O(0)h(1), £) — D, (ao(t). D11

0<t<T

= o([IAl)-
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Portanto,
F(zo + h) — F(x0) = (F'(20), h) + o([|A]]).
Assim F'(z) é diferencidvel em zy, onde (F'(z),h) = fOT (O, (zo(t),t), h(t)). Logo pelo

Teorema B33, F(x) é regularmente de descida e

D(F,x0) = {h : (F'(x0),h) < 0} = {h : /0 (@, (wo(t), 1), h(t))dt < 0}.

Exemplo 3.3. Sejam E = C ([0, T];R™) x Ly ([0, T];R"), (z,u) = (x(t),u(t)) € E e o

funcional integral
T
Fla,u) = / B(x(t), ult), t)dt.
0

Suponha que ®(z,u,t) € continua em (x,u,t), diferencidvel com respeito a z,u e Y, (x,u,t),
O, (z,u,t) sio continuas em (x,u,t). Entio F(x,u) € diferencidvel e
T

F'(z,u)(Z,u) = / (Do ((t), ult), 1), () + (Pu(z(t), u(t), 1), u(t))] dt,

0

D (F,(z,u)) ={(z,u) € E: F'(x,u)(z,u) < 0}.

De fato, como ®(z,u,t) é continuamente diferencidvel em x, u, usando o Teorema de

Valor Médio para ®(-,-,t) com t € [0,T] fixo, existem 6;(t), 0(t) €]0, 1] tais que

Oz +z,u+u,t)— Pz, u, t) = (P, (v + 0:1()T,u, t),2(t)) + (Do (x,u + O2(t)u, t) , u(t)) .

Entao

Fz+z,u+u)— F(z,u)
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E facil ver que,

/O (D, (2(t) + 01T (), u(t),t) — Do (w(), ult), 1), 5(2) di+

T
/0 (Pu (x(t), u(t) + b2()u(t), 1) — Pu(x(t), ul(t),t), u(t)) dt = of||(z, u)]]).
Logo F(x,u) é diferencidvel, obtendo assim as concluses do exemplo. De fato,

|/ t) + 01(1)% (1), u(t), 1) — o (x(t), u(t),t), 2(t))di+

[\
=
8
—~
&
=
+
o
=
Kl
—~
=
I~
S
?_/
N
|
KH
8
8
—~
N
Bl
=
QL
~

IA
Bl
=
5
54
=
8
]
=
+
S)
~
SN—
S
=
S
=
=
|
KA
8
%)
=

ult), )| dt
+ ”ﬁH“’/o max |B, (2(t), u(t) + 0a()a, t) — By (2(t), u(t), )| dt.

Esta ultima expressao converge a 0, quando ||Z|]] — 0 e ||a|| — 0 (do modo similar a

obtengao de (B33) no exemplo anterior). Portanto fica provado a afirmacao.

Teorema 3.4. Seja f(x) um funcional convexo e continuo em um espago de Banach E,

entao:

i) f(x) tem derivada direcional em qualquer ponto, e em qualquer diregdo;
it) f(zo+h) > f(xo) + ['(x0, h);
iii) D(f;20) ={h € E: f'(xo,h) <0};

i) f(x) € reqular de descida em qualquer ponto zy € E.

Demonstragao. i) Sejam xy € F e h € E fixo, e considere a fungao real

p(e) = f(wo +h).

Como f(x) é convexa, segue que ¢(¢) é também convexa,
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De fato, para qualquer 0 < A < 1 e €1, € R temos o seguinte:

(2 (/\81 + (1 — /\)62)

f(xo+ (Aer + (1 — Nea)h)

f (Mo +e1h) + (1 — N)(zg + £2h))
< AMf(mo+erh) + (1= N)f(xg + e2h)
= Ap(er) + (1 = A)p(ea).

Donde, para qualquer 0 < A < 1 temos

p(Ae) < Ap(e) + (1= A)e(0).

Dai, para ¢ > 0.

p(Ae) = 9(0) _ #(e) = #(0)
e - 5 ’
— (0
portanto, M é mondtona decrescente para € — +0. Além disso,
€
O =0 (1o + o) < Toe(-1) + (o)
LA A 1+ 1+¢ _1+590 1+8S0
= (14+¢)p(0) < ep(-1) +ep(e)
ple) — (0
= 6(0) — (1) < 220
Assim, M ¢ limitada inferiormente para ¢ > 0.
€
— (0
Portanto, lim._, M existe. Logo, segue da definicao de derivada direcional que,
€

f/(zo, h) = EETOM.

Por conseguinte, a derivada direcional existe em qualquer ponto e em qualquer diregao.

ii) Do item i) temos que

é monotona decrescente, isto que implica

p(1) — (0) > lim 2L —F

ou seja,

f@o+h) > f(xo) + f' (20, h).

iii) Pelo Teorema B2 temos que D(f;x0) C {h € E : f'(x9,h) < 0}. Resta provar a

inclusao contraria. Considere h € E tal que f'(xq,h) < 0. Segue da definicao de derivada



3.2 Calculo de Cones e seus Duais 43

direcional que existe g > 0 tal que

f([EO + 50h) < f(l’())

Tome

0= f(.il?o) — f(l’o + €0h) > 0. (35)

Como f(x) é continuo, considere U uma vizinhanca do vetor h tal que para todo h € U

se verifica
|f (w0 + goh) — f(xo + eoh)| < g
Entao,
f(zo +oh) < flzo+20h) + g
e por (B3),
Flao +20h) < o) ~ 3+ 5 = f(ao) ~ 3. (3.6)

Agora da condicao de convexidade, para 0 < € < gy temos que

flzo+eh) = f(zo— ixo + ixo + isoﬁ)
€o €o €o

= f((l_sio) xo+§o(xo+soﬁ))

< <1 — i) fxo) + giof(xo + £oh),

€0
e por (B8),
- € € )
Fotel) < o) - <G+ = (sl - 3)
€0 €0 2
€0
= f(@o) — 2—60-

Ou seja, a condicao de direcao de descida é satisfeita para a = —%, portanto h € D.

vi) Para mostrar que f(z) é regular de descida vejamos que D( f; x) é convexo. Sejam

hi, ho € D(f;20) e A € [0,1]. Como f(z) é convexo temos que

flxo+eh) — f(xo) f(zo+e(Ahy+ (1= Nho)) — f(x0)
19 19
M(xo +ehy) + (1= A) f(zo + ha) — f(x0)
19
ALf(xo + ehi) — f(wo)] + (1 = N)[f (w0 + ha) — f(z0)]
. ,
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tomando limite quando € — oo esta ultima desigualdade temos que,
f(xo, ) < Af'(wo, ha) + (1 = A) f' (2o, ha).

Como hy, hy € D(f;xo) entao f'(xo,h1) < 0 e f'(xg,hy) < 0. Assim, f'(zg,h) < 0, ou
seja, h = Ahy + (1 — AN)he € D(f;20). Portanto D(f;xq) é convexo, e consequentemente
f(z) regular de descida. O

3.2.2 Direcoes Factiveis

Nas segbes anteriores denotamos por F(Q;zg) ao cone de dire¢oes factiveis de um
conjunto () no ponto o e por D(f;xg) ao cone diregoes de descida do funcional f(x) no
ponto zy e vamos considerar o caso em que o conjunto () ¢ definido por algum funcional
f(z), isto é,

Q={reE:[(x) < f(x)}.

Observacao 3.5.

i) Se xy € int(Q), entao F(Q;x¢) = E, assim os pontos interessantes sao os pontos da

fronteira de Q, ou seja x € Fr(Q).
ii) O conjunto @ deve ter pontos interiores, pois caso contrario € trivial, F(Q;xg) = (.

iii) Se f(x) € continuo nao faz sentido estudar o caso mais geral Q = {z : f(x) < \)},
com X # f(xg), pois se f(xg) < A entdo xo € int(Q) e se f(xg) > X entdo xg € Q,

ou seja, xo nao € um ponto factivel.

Lema 3.5. O cone das direcoes de descida esta contido no cone das diregoes factiveis,
isto €, D(f;x0) C F(Q;x).

Demonstragio. Se h € D(f;xo) entdo f(xg +¢eh) < f(xo) +ea < f(zg) Vhe U, a<0e
Y € €]0,¢0[. Portanto, zq +ch € Q Vh e Ve €]0, ¢, donde h € F(Q;x0). O

A pergunta natural que surge é, quando F(Q;x¢) = D(f;x0)?. O teorema a seguir

responde a questao.

Teorema 3.5. Seja f(x) diferencidvel em xy em qualquer dire¢ao e f'(xo, h) convexo em

h. Se existe h tal que f’(yco,ﬁ) <0, entdao F(Q;x9) C {h: f'(xo,h) <0} = D(f;x0).
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Demonstracao. Seja h € F(Q;xo). Entao existe eg > 0 tal que zg + eh € Q Ve €]0,&0)],
mas Q = {z : f(z) < f(x)}, dai segue que

f(xo —eh) — f(xo)

3

Logo, f'(x¢,h) <O0.

Além disso, o cone F(Q;xo) é aberto (Lema B3), logo existe uma vizinhanca U de h tal

que U C F(Q; xp). Tome v > 0 tal que, h, = h+~(h—h) € U, ou seja h = ﬁhv—l—%ﬁ.

Usando a convexidade de f’(xq, h) temos o seguinte:

7 1 / / 7 /
hot——h) < f(xo,h7)+%f(xo,h)gLf(xo,h)<o.

f/(SU(), h) = f/<$0,

v+1 y+1 77 y+1 +1 v+1
——
>0
Portanto, f'(xg,h) < 0, ou seja, h € D(f;x0). Donde F(Q;x¢) C D(f;x0). O

Corolario 3.1. Suponha que qualquer das sequintes condi¢coes se satisfaz:

(i) E é um espago de Banach, f(x) satisfaz uma condi¢ao de Lipschitz numa vizinhanga
do ponto xq, f(x) € diferencidvel no ponto xo em qualquer dire¢ao, f'(z,h) € conveza

em h, e existe h tal que f'(zo, 71) <0y
(i1) f(z) € um funcional convexo continuo e existe T tal que f(T) < f(xo);

(iii) E é um espago de Banach, f(x) é Fréchet-diferencidvel em xo e f'(xg) # 0.

Entao

F(Q;x) = D(f;20) ={h: f'(xo,h) < 0}.

Teorema 3.6. Se () ¢ um conjunto convezxo, entao o cone de direcoes factiveis no ponto

xo € E vem dado por:

F(Q;z0) = {\int(Q) — x¢), A >0} ={h:h =Xz —x0); A > 0,2 € int(Q)} .

Demonstracao. Seja A ={h:h= Xz —z0);\> 0,z € int(Q)}. Se h € F(Q,xy), entao
existe eg > 0 e uma vizinhanca U de h tal que g + eh € Q para todo ¢ €]0, 0] e para
qualquer h € U. Note que V := {zo} + €U é uma vizinhanga de zy + ¢h em @, logo
xo + eh € int(Q). Assim h = é(m — ), onde . =xg+chel/e>0.

Por tanto, h € A, ou seja, F(Q,zo) C A.

Por outro lado, se h € A, entdao h = A(z — zp) com A > 0 e z € int(Q). Como
z € int(Q), entdo existe uma vizinhanga V' C @ de z. Considere U := {A(v — x¢); A >
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0,veV}eegy = % e note que U é uma vizinhanga de h, logo para todo helUel<e< %,

To+eh = zo+e(Nv—m)); veV CQ
= dev+ (1= Xe)zg € Q,

jaque @ é convexoe ) < A\e = %6 < 1. Portanto, h € F(Q;xo), ouseja, A C F(Q;xy). O

3.2.3 Direcoes Tangentes

Quando um conjunto é determinado por certo operador diferencidvel, o Teorema de
Lyusternik (Teorema 3.10) é uma ferramenta muito forte para determinar o cone das
diregoes tangentes. Antes de enunciar e demonstrar esse teorema, vejamos algumas ob-

servacoes e resultados.

Observagao 3.6. Das igualdades (F1) e (B2) da defini¢ao B da derivada de Fréchet,
podemos formalizar tal definicdo em termos de & e € como seque.

Dado € > 0 arbitrdrio, existe 6 > 0 tal que
|F(xo + h) — F(xo) — Ah + 1(zo, h)|| < e ||h (3.7)

para todo h € Ey e ||h]] <.

Este ultimo, naturalmente nos leva a sequinte defini¢ao.

Definicao 3.10. Seja F' : Ey — E5 um operador, sendo Ey, Es espacos de Banach.
Dizemos que F ¢é estritamente diferencidvel em xy € Ey, se existe um operador linear
A By — E5 tal que para todo € > 0, existe 6 > 0 e para todos x1,x5 € Ey satisfazendo

|z1 — @ol| < 0 e [|ze — x| <& tem-se:
(1) = F(22) = Ay — 2)|| < eflar — |- (3.8)

Observacgao 3.7. Tomando xs = xg e x1 = xo+h em ((F13), tem-se que F' € diferencidvel.
Portanto toda funcao estritamente diferenciavel € diferencidvel, embora a reciproca nao

seja necessariamente € verdadeira.

Os resultados a seguir, sem demostragao, podem ser vistos em Alekseev [, Toffe [76]
ou Flett [20].
Teorema 3.7. Sejam E; e Ey espacos de normados, x1,x2 € E e seja U um aberto de

Ey contendo |x1,x5]. Se F: U C Ey — Ey € diferencidvel no ponto xq € [x1,xs], entao

1 (1) = Fa2) = Mzy —z2)| < sup [|F(wo)| [l — 22| (3.9)

3806[3:1,332}
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Corolario 3.2. Sob as condig¢oes no Teorema B3, tem-se

|F(21) = F(zg) = Ay — 22)|| £ sup  [|[F'(z0) — All [lz1 — 2| -

zo€[z1,22]

Corolario 3.3. Sejam Ei, Fy espacos de Banach, U uma vizinhanca de xo em FEp e
F : U C Ey — Ey é diferencidvel, com F'(xy) continua no ponto xy. Entio F é

estritamente diferencidvel em xg.

Teorema 3.8. (Existéncia das Fung¢ées Implicitas) Sejam X um espago topoldgico,
Y e Z espagos de Banach, W uma vizinhanga do ponto (xg,y0) em X x Y. Considere

uma aplicacao W : W — Z e U(xg,y0) = 20. Se as sequintes condigoes sao verdadeiras:

1) A aplicagio x — Y (x,yo) € continua em xo;

2) Existe uma aplicacao A € L(Y,Z) tal que Ve > 0, 30 > 0 e uwma vizinhanca Y, do

ponto xqy, possuindo a propriedade a sequir:

e A condicao x € Y e as desigualdades
ly1 = yoll <6 [ly2 — woll <0
implicam a desigualdade
W (z, y1) = (2, y2) = Ayr — w2) |l < ellyr — w2ll;
3) AY = Z;
entao existe um nimero k > 0, uma vizinhan¢a U do ponto (x¢,z9) em X X Z e uma
aplicacao p : U — 'Y tais que:
a) ¥(z,p(r,2)) = z;
b) lle(x, 2) = yol| < &l (x, yo) — 2]

Teorema 3.9. (Lyusternik). Seja P : Fy — Es um operador diferencidvel numa vizi-
nhanga de xo e suponha que P'(xo) : By — FEy € continua em uma vizinhanga de xo,
além disso P'(zg) seja sobrejetivo. Entao o conjunto das direcoes Tangente T'(Q;xo) ao

conjunto Q = {x : P(x) = 0} no ponto xy € um subespaco de E, e esta dado por:

T(Q;x9) ={h € E: P'(x9)h =0} := KerP'(xy).
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Demonstra¢ao. Primeiramente suponhamos h € T1(Q;xy). Entdo, existem ¢ > 0 e
r: [0,e] = Ej tal que zg + ah + r(a) € Q, com [|r(a)|| = o(a), para & — 0 e como
P'(zg) é continua, logo, em virtude da diferenciabilidade estrita de P(Coroldrio B2) de

acordo com a definicao BT, temos que
0= P(zg+ ah+r(a)) = P(xg) + aP'(zg)h + o(a) = aP'(x¢)h + o).

Logo, P'(xz¢)h =0, donde h € KerP'(xy) e consequentemente T7(Q; zo) C KerP'(x).
Agora, para provarmos a outra inclusao, aplicaremos o Teorema das Funcoes Implicitas
BR a fungao V(z,h) = P(x + h), com hg =0 e zy = 0.

Decorre da diferenciabilidade estrita de P que a aplicagdo © — ¥(z,0) é continua no

ponto xg, logo a condigao 1) d e que

|P(x +h) = Pz + h) = P'(x0) (h — h)]|
10 (2, ) = W, h) — P'(2o)(h — h)l|

elh—h|| <

<
< 5HB - il”a

quando z € B(xo,6) e h, h € B(0,0), donde 2) do é satisfeita. A condicdo 3) também
é satisfeita, ja que P'(zg)F; = E,. Portanto teremos a existéncia de uma aplicagdo
@V — Ej, onde V é uma vizinhanca do ponto zg em E; e ¢(x) = ¢(x,2),Vz € U,

vizinhanga de (2o, 29) = (29, 0). Considerando em particular para z = 0, segue que
U(z,p(x,2)) = ¥(z,p(x)) =0 Plz+ ¢(x) = 0; (3.10)

le(z,0) = holl = l@(@)]| < &[[¥(z, ho) — =]
= & ¥(z,0)|| = &[| P(z)]]
Ou seja:
lo(z,0) = holl = &[| P(z)]] (3.11)

Definamos r : [—£,¢] — Ej tal que r(a) = @¢(xo + ah). Dal,
P(zo+ ah +r(a)) = P(xg + ah + @(zg + ah)) =0,

por (B1M); de onde segue a afirmacdo zo + ah + r(a) € Q. Temos também que:

lr(a)ll = [l¢(zo + ah)l, por (BLT)
[¢(z0 + ah)|| < w[|P(xo + ah)l| = &| P(zo + ah) — P(xo)|| =
k||P'(xo)ah + o(||ah|)| = kllaP (zo)h + o(a)||, para K >0
Se h € kerP'(xg), entdo ||r(a)|| = o(a). Assim, pela defini¢do de cone tangente, re-

sulta que h € T(Q;x9) € T, Q. Portanto, kerP'(xz¢) C T,,Q € T, Q. Desta maneira
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mostramos as igualdades:
T(Q;x0) = TT(Q; 1) = kerP'(zg) = {h € Ey; P'(x9)h = 0}.
O

Observamos que o Teorema de Lyusternik é uma ferramenta poderosa para se obter
o cone de diregoes tangentes, o qual é feito basicamente, pelo calculo da derivada estrita
do funcional associado. Porém, nao é possivel utilizd-lo no caso em que o operador asso-
ciado nao é estritamente diferenciavel, ou quando a sua derivada nao é sobrejetora. Na
pratica, a dificuldade se concentra na condicao de sobrejetividade do operador derivada.

Na terminologia de otimizacao, esta ¢ uma condicao de regularidade.

Exemplo 3.4. Sejam E; = C ([0,T];R") X Lo ([0,T];R"), z(t) € C ([0, T];R™), u(t) €
Lo ([0,T);R"), e considere

@= {(%W € Ep:a(t)=c+ /Otcp(:c(r),u(f),f) dr} ,

Defina um operador
P:FE — C(]0,T];R")

P(z,u) =xz(t) —c — /0 o(x(1),u(r), 7)dT,

com oz (z,u,t) e o, (x,u,t) continuas em x,u, mensurdveis em t e limitadas, para todo

(x,u) € Ey limitadas e para todo t € [0,T]. Entao
P'(x,u0)(Z,u) = Z(t) — /0 [z (xo(T), uo(T), T)T(T) + @ul@o(T), uo(T), T)U(T)| dT €

T(Q, (x0,u0)) = {(@,) : P (0, uo)(z, @) = 0} .

De fato, procedendo como no Exemplo BZ3 temos

Plx+z,u+a)— P(z,u)
= /O [o(2(7) + 2(7), u(r) + a(r), 7) = p((7),u(r), )] d7

— () - / (@ (r), u(r), T)E() + pule(r) u(r), ) a(n) dr 46, (3.12)

t
onde ¢ := / o(|(z(r),u(r))|) dr é um termo restante para os quais conseguimos a esti-
0

6 = o (y/lIall2 + a3, )

mativa:
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De fato,

|(@(7),a(r))| = VIz(T) +a(r)]2 < \/Ili’H?; +lallz, = 1@ u)llexruw, (3.13)

com C' X Ly :=C ([0, T];R™) x Ly, ([0, T]; R"),

isto implica que,

o(l(z(r), a(r)]) _ o((&(r),a(r)])
1@ Dl exr., (z(r), u(r)] (3.14)

Além disso, em (BL3) [|(Z,%)|¢y .. — 0 implica que |(Z(7),u(7))| — 0. Portanto, como

<

o(z,u,t) é diferencidvel em (x,u),temos que

o ((z(7), a(r))[)
Iz, a)

— 0.

Logo, tendo em conta (BT4) temos

Jy o (@), a)l) /to<|<x<r>,u<f>>|>

1(Z, )]l cx Lo

Portanto, § = o(||(Z, @)||cxr.. ), € note que

(z,a) = z(t) —/0 (o (x(7), u(T), T)Z(7) + pulz(7), u(7), T)u(r)] dr

¢ um operador linear de F; em C ([0, T]; R™). Entao segue que P(z,u) é diferenciavel e

Pz, u)(Z,u) = I(t) —/0 0o ((7), u(T), T)Z(T) + pu (1), u(T), T)u(r)] dr.

P’(xz,u) é continua em alguma vizinhanga de (z,u), desde que ¢, (z,u,t) e p,(z,u,t) sdo
também continuas.

Vejamos agora que P’(z,u) é sobrejetora. Em outras palavras, vamos mostrar que para
todo a(t) € C'([0,T];R™), existe (Z(t),u(t)) € E; tal que

alt) = 2(t) - / (e (@o(r), wo(r), VE(T) + pulo(r), o), T)a(r)] dr,

ou seja, P(z,u)(z,u) = a(t). Tomando u(t) = 0, temos que

z(t) = a(t) +/0 ©u(xo(T), uo(T), T)Z(T)dT (3.15)

é uma equacao integral de Volterra de segunda espécie, e a teoria de equagoes integrais
nos diz que para todo a(t) € C ([0, T];R™), (BI3) possui uma unica solugdo z(t) €
C ([0, T]; R™) . Para mais detalhes veja Functional Analysis, Kantorovich L.V. and Akilov
G.P. [[21] p 396].
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Portanto, dado a(t) € C ([0,T];R"), existe (T,u) € E; tal que P(x,u)((Z,u)) = a(t),
consequentemente, P’(x,u) é sobrejetora. Logo do Teorema de Lyusternik (Teorema B9)
segue que

T(Q; (w,u)) = {(z,u) : P'(x,u)(z,u) = 0}.

3.2.4 Calculo de Cones Duais
Teorema 3.10. Seja K um subespaco de E. Entio K* ={f € E': f(x) =0V € K}.

Demonstragao. Dado f(x) > 0, para algum =z € K e f € K*. Como —z € K, desde que
K é subespago vetorial, entao f(—z) = —f(z) < 0 o qual contradiz o fato de f € K*. [

Teorema 3.11. Seja f € E' fizado, Entao:

i) Se Ky ={x € E: f(x) =0}, entao K ={\f: A€ —00 < A < 00};

ii) Se Koy ={x € E: f(x) >0}, entdo K5 ={\f: X>0};
iii) Se K3 ={x € E: f(x) >0}, entao K = F se f =0, e K} = K se f #0.
Demonstragao. i) Se g € K*, pelo teorema anterior, g(x) = 0 Va € K;, pelo lema (2.3)
segue que g = A\f com A € R. Assim, K7 = {A\f: A€ —00o < A < o0} .

Por outro lado, se g € {A\f : A € —00 < A < 00}, entdao g = \f € K, mas f(x) =0,Vz €
K, dai que g(z) =0, Vo € K. Portanto g € K*. Assim mostramos a igualdade.

ii) Como K; C Kj, segue do Lema 5.5 K5 C K;. Agora se g = A\f € K, temos que
g(x) = Af(z) >0, para todo x € Ky. Mas f(x) > 0, entdo A > 0.

iii) Se =0, entao K3 = () e portanto K* = E'. Mas, se f # 0, temos que Ky = K3,
isto implica que K5 = K3. O

Definicao 3.11. O conjunto de funcionais suporte para um conjunto () no ponto x
¢ definido por Q* ={f € E': f(z) > f(x0),Vz € Q}.

Em alguns casos os duais dos cones de direcoes factiveis e de direcoes tangentes coin-

cidem com o conjunto de funcionais suporte para () no ponto xg.

Teorema 3.12. Seja Q) um conjunto convezxo e fechado. Entao T*(Q;xo) = Q*. Se além

disso int(Q) # 0, entao F*(Q;xo) = Q.
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Demonstracao. Sejam dados um funcional f € @* e uma direcao tangente unilateral

h € TH(Q;x0). Entao dado 0 < & < eq, existe z. € Q, . = xo + ch + r(e), tal que

o) ¢ V', para toda vizinhanca V de zero e ¢ suficientemente pequeno. Ja que x. € @ e

f € Q*, temos que f(z.) > f(xq). Portanto
iy = L= S0 JUED 5 (1))

9 9

Mas f (@) — 0, quando ¢ — 0T (pois, desde que f é continua, para cada § > 0, existe

/()

para € < 0 suficientemente pequeno). Por conseguinte, f(h) > 0, isto é, f € T(Q, xo)*.

uma vizinhanca V' de 0, tal que para qualquer z € V., |f(z)| < §. Assim, < 0,

Reciprocamente, sejam f € T(Q,x9)*, © € Q. Entdao h = = — xg é uma diregao
tangente (para 0 < € < 1, tome zo + ¢h € Ey, donde obtém-se que xg +ch = (1 —¢)xg +
ex € C, ja que @ é convexo). Visto que f € T(Q,x0)*, segue que f(h) > 0, ou seja,
f(z) > f(xg). Isto significa que f € Q*.

Deste modo, provamos que Q* = T'(Q; xo)*.

Se intQ # (), entao pelo Teorema BZ4,
F(Q;x0) ={h € Ey: h= Az —x),x € intQ e XA > 0}.
Consequentemente, se f € F(Q;xg)*, entao, para todo x € int@ e todo A > 0,
J(Mx — xg)) > 0 equivalentemente, Af(x) > Af (o).

Em particular, para A = 1. Entretanto, cl(intQ) = cl@, quando int@ # (). Portanto,
pela continuidade do funcional f, o fato de que f(z) > f(x¢), para todo = € int@Q,
implica que f(z) > f(xo), para todo x € cl@. Podemos entdo dizer que f € Q* e
F(Q;x0)* C T(Q;x0)* = Q*. Por outro lado, F(Q;xz¢) C T(Q;xg), por conseguinte do
Lema 2.1, F(Q;x0)* D T(Q;x0)* = Q*. Logo, F(Q;xo)* = Q*. ]

Observacao 3.8. Do resultado acima, verifica-se que a determinacao dos cones duais €
equivalente a determinagao dos funcionais suporte para um conjunto convexo e fechado
em E;.

Lema 3.6. Seja U = {u € Loo([0, T];R") :u(t) e M q.t.p. 0<t<T} M CR eu €

U. Entao, se o funcional definido por

¢ o suporte para U no ponto ugy, com g(t) € Li([0,T];R"), entao (g(t), (u — u°)(t)) >0
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para todo u(t) € M e q.t.p. t € [0, T](isto é, para quase todo t € [0,T] o vetor g(t) € R"

¢ um suporte a M no ponto u°(t)).

Demonstracao. Suponha que a afirmacao é falsa, ou seja, existe um subconjunto R; C
[0,7] com p(Ry) # 0 (onde p denota a medida de Lebesgue em R), tal que, para todo
t € Ry, existe u(t) € M e (g(t), (u —u°)(t)) < 0. Pelo Teorema de Lusin (veja Apéndice
D), dado um intervalo J e ¢ : J — R” uma fungdo mensuravel, entdo, dado € > 0,
existe um subconjunto J. C J tal que pu(J \ J.) < € e ¢ é continua em J.. Logo existem
subconjuntos Ry C [0,77], com pu(Ry) < 5, Ry C [0, T],com p(R3) < 5 tais que g é continua
sobre [0, 7]\ Ry e u® é continua [0, 7]\ Rs.

Como pu(Rs) + u(Rs) < p(Ry), existe um ponto tg € Ry, tg ¢ Ry U R3. Agora, como
g(t) e u°(t) sdo continuas em tq e (g(to), u(ty) — u’(to)) = v < 0, existe Ry C [0,7T] com
p(Ry) > 0, tal que (g(t),u(ty) — u°(t)) < 3 para t € Ry. Considere a fungao

ul(t) _ { ’ﬁ(to), set € Ry,
u’(t), sete[0,1]\ Ry.

Entao, u; € U ao mesmo tempo que

) = [ oo+ [ (o). a() = w () < 1) + JulRa),

ou seja, f(u1) < f(u°), o que contradiz o fato de f ser o funcional suporte a U em u°. [



CAPITULO 4

O PRINCIPIO DO MAXIMO DE PONTRYACGIN LOCAL

Neste capitulo estudamos um problema basico de Controle Otimo em tempo continuo.
O resultado fundamental que da condigoes necessarias de otimalidade é o Principio do
Méximo de Pontryagin cuja demostracao sera feita usando o formalismo de Dubovistkii e

Milyutin estudado no Capitulo [3].

4.1 Problema de Controle Otimo
Principio do Maximo Local

Apresentamos uma versao simplificada de um problema de controle 6timo, logo verifica-
se que se enquadra na formulacao de problema extremal e aplicamos a condicao de ex-

tremo, Teorema BT, para obter o Principio do Maximo de Pontryagin Local.

Problema 4.1. Encontrar funcgoes x : [0,T] — R"™, (trajetoria de fase) e u:[0,T] — R"

(controle) que satisfacam a equagao diferencial

dx(t
Zi ) (), ult),t) gtp 0<t<T, (4.1)

com as condicoes de fronteira
z(0) = ¢, (4.2)
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sendo ¢ : R® x R" x [0,T] = R™, de modo que minimizem o funcional integral

T
| o, 0 (1.4
0
cujo controle satisfaz restrigoes do tipo
u(t) € M, qtp. 0<t<T, (4.5)

com ®:R*"xR" x[0,7] - R, M C R".

Como conjunto de controles admissiveis tomamos a classe de todas as funcoes men-
surdveis limitadas (isto é, u € Lo ([0, T);R"). Além disso, em vez da equagdo (1)

consideramos a equacdo integral equivalente, ou seja, a solucao serd o par
(x,u) € C([0,T];R™) x Lo ([0, T]; R")
satisfazendo a equacdo integral

z(t) =c +/0 o(x(1),u(r),7)dr q.t.p. 0 <t <T. (4.6)

Teorema 4.1. (Principio do Mdzimo Local de Pontryagin. Sejam ¢ : R" x R" x [0,T] —
R*, & : R*" x R" x [0,T] — R, tais que p(x(t),u(t),t) e ®(x(t),u(t),t) sao fungoes
continuas em x e u; mensurdaveis em t; continuamente diferencidveis com respeito a x
e u. Além disso, sejam o, (x(t),u(t),t), @u(z(t),u(t),t), ®.(x(t),u(t),t), Oy (z(t),u(t),t)
fungoes limitadas para todas x e u limitadas e M C R" convezo e fechado, tal que intM #
0. Se (z°(t),u’(t)) € uma solu¢io do Problema 1. Entdo existem um nimero A\, > 0 e

uma fungao ¥ : [0,T] — R™, satisfazendo a equagdao

%gt) = i (2°(1), u”(8), () + Aoy (2°(t), u(t), ) g.t.p. 0 < E < T, (4.7)

tais que A, € (.) nao sao simultaneamente iguais (identicamente) a zero, além disso
(=pn(@?(t), u(£), )1h(t) + AoPu(2°(2), u”(t), 1), u(t) — u’(t)) = 0 (4.8)

para quase todo 0 <t < T e para todo u € M.

Observacao 4.1. Aqui, o espaco E é tomado como

E=C([0,T];R") x Lo ([0, T];R").
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Denotamos por

Q1 = {(x,u) € E: € satisfeita (A7)} e
Q2 = {(x,u) € E: sdao satisfeitas (1), (E2) e (E3)}.

Entao o Problema [ torna-se
T
min F(z, 1) = / B (1), u(t), t)dt
0

S.a.

reQ=0:[)Q

Logo procede-se o esquema geral, onde ()1 € conjunto das restrigoes de desigualdade, Q3 o
conjunto das restrigoes de igualdade, apos se determinam os cones e seu respetivos duais.

Finalmente aplica-se o teorema de Dubovitskii-Milyutin.

Demonstra¢ao. Analisaremos o problema de acordo com o esquema geral. Primeiramente
iremos determinar os cones associados ao funcional F, aos conjuntos )1 e ()2, e por fim

calcularemos os cones duais.
a) Anilise do funcional F.
Como F(z,u) é diferenciavel (ver Exemplo B3) e dado (z,u) € E,
T
Fi(a?,u®)(2,u) = /0 (D (2°(t), u®(£),1), (1)) + (Pu(2°(t), u®(£), 1), ult))] dt,
do Teorema B=3, o cone de direcoes de descida ¢ dado por
D(F; (z°,u®)) ={(z,u) € E: F'(2°,u°)(Z,u) <0},
e do Teorema B0, se D(F; (z°,u°)) # (0, entdo para qualquer fo € D(F; (2%, u°))*,
T
fo(m,m) = —Ao/ (Do (2(2),u’(t), 1), (1)) + (Du(2°(2), u(£), 1), u(t))] dt,  (4.9)
0
para algum A\, > 0, ou seja,
D(F; (z°,u®))* = {=XoF'(2°,u®) : \g > 0},

b) Andlise da restricao de desigualdade em Q;.

O conjunto Q) = {u € Lo ([0,T];R") : u(t) € M CR" g.t.p. 0 <t < T|} é convexo e
fechado no espaco Lo, ([0, T]; R") desde que M é convexo, fechado e int(M) # ). Portanto



4.1 Problema de Controle OtimoPrincipio do Mdzimo Local 57

o conjunto @1 = C ([0, T];R™) x Q] é também convexo e fechado em F, além disso
int(Q1) = C ([0, T R") x int(Q}) # 0.

Seja F' (Qq; (2z°,u°)) o cone de diregoes factiveis para )1 no ponto (z°,u°). Entdo, se
f1 € F(Qq;(x°,u°))", segue-se que f1 = (0, f]), onde f; € L* ([0, T];R") é um funcional

suporte para )} no ponto u°, conforme Teorema B0 e Teorema BT2.
c) Andlise da restricao em Q5.

Queremos calcular o subespacgo tangente T'(Q2; (z°,u°)) ao conjunto

Q2 = {(I,U) e E:x(t) = c+/0tg0(x(7'),u(7),7')d7', x(T)=d, 0<t< T}

no ponto (x°,u°®). Para isto definimos o operador A : E — Ej, onde E; = C ([0, T]; R") x
R™ por
t
A($, U) = <$(t) —C— / gO(:L‘(T), u<T),T)dT,x(T) — d) .
0
Logo
Q2 ={(z,u) € E: A(z,u) = (0,0)}.

Além disso,

A(x® 4+ z,u® 4+ u) — A(z°, u°)
- (@(t) - [ el + 2 0+ ), 7) = (o), () szm)
_ (m) ~ [ 01,00, 712(0) + a0 0(0), ) :frm) 4

Onde para o resto 6 pode-se encontrar uma estimativa:

5=o (y/llelz + Nl )

Note que

(x(t) - [ e @), 13(0) + a0 7)) x(T))

é um operador linear de £ em E;. Logo A é diferencidvel em (z°,u°), como no Exemplo
3 e

N (2% u)(Z,u) = (f(t) — /Ot [0r(x(7), u’(T), T)Z(T) + pu(z°(T), u’(7), 7)u(7)] dT,Zf(T)) )

Além disso, A'(xz°,u®) é continua em qualquer vizinhanga de (z,@). Se mostrarmos que
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AN (x°,u®) é sobrejetor, entao pelo Teorema de Lyusternik (Teorema BM), podemos exibir

o cone tangente T'(Q, (z°,u)).

Afirmacgao. Se a condi¢ao de nao-degeneracio (A) é satisfeita para o sistema

= A(t)z(t) + B(t)u(t),

com A(t) = p.(x°(t),u’(t),t) e B(t) = @u(z°(t),u’(t),t), entdo A'(z° u°) é sobreje-
tora, ou seja, A(z° u®)(E) = F;. Assim todas as hipdteses do Teorema de Lyusternik
(Teorema BX) sao satisfeitas para operador A, portanto o cone tangente (subespago tan-

gente) T'(Qs, (x°,u®)) é dado por

T(Q2, (x%,u®)) ={(z,u) € E: N'(2°,u°)(z,u) = 0},

= @ (2°(t), u’(t), t)T(t) + pu(x°(t), u’(t), t)u(t), (0) = 0, (4.10)
Z(T) = 0. (4.11)

Sejam L; C E o conjunto dos pares (Z,u) satisfazendo (B00) ¢ Ly C E o conjunto dos
pares (7, u) satisfazendo (E10). Entdo L; e Ls sdo subespagos e T(Q2, (z°,u°)) = L1 N Lo,

ou seja,
Ly ={(z,u) € E : z(-) verifica (A10)} e Ly = {(z,u) € E: z(T) = 0}.

Fato 1. Sendo L; subespaco, segue do Teorema BI0 que se f3 € L}, temos que
f5(Z,u) = 0 para todo (Z,u) € E satisfazendo (E10).

Fato 2. Se f, € L}, entao fo(z,u) = (z(T),a), onde a € R™. De fato, como Lg é
subespago vetorial, pelo Teorema B0, fo(Z,u) = 0 V(z,u) € Ly. Portanto,
f2(Z(T),u(T)) = 0 para todo (z,u) € Ly, donde existe (a,b) € R™ x R" tal que

0= fo(z(T), a(T)) = ((a,b), (z(T), a(T))) = (a, z(T)) + (b, u(T)).

Claro que b = 0, portanto, se fo € L}, temos que fo(z,u) = (Z(T), a).

Considere
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onde Ly, = {(z,u) € E:7;(T)},1=1,2,--- n.

Dai segue que,
ZL;‘ = {Z1(T) + Xo2o(T) + -+ - + XZn(T); M € R} = {(2(T), A) : A € R"}.
i=1

Sendo Ly; fechado, Vi = 1,2..,n (w-fechado), convexo e ) L3 w*—fechado, temos que

L%:Q]ho :Zp&:ﬂﬂﬂ@%aeR@.

Assim, L3 tem dimensao finita n e como a soma de subespacos fechados de dimensao
finita é também fechado, L} + L} é fechado, logo w*—fechado (L] e L} sao fechados). Pelo

Teorema P4, segue que
T(Qo, (2°,u°))" = (LN Ly)" = L} + L.
Portanto, se f € T(Qa, (x°,u°))* = f(z,u) = fo(Z,u) + f3(z,u) = (2(T),a), a € R™.
= fo(z,u) = (Z(T), a).
d) Anaélise da Equacao de Euler.

Aplicando o Teorema de Dubovitskii-Milyutin (Teorema Bl), temos que existem

fo, f1, f2, f3 € E' nado todos nulos, tal que para todo (z,u) € E,
fo(@,u) + f1(Z, ) + f2(Z, ) + f3(Z,u) =0, (4.12)

onde, fo(7,u) é dado por (E9); fi(Z,u) = f{0(u) é o suporte para @} em u’; f3(T,u) se
anula em (Z,u), solugao de (D) e fo(z,u) = (2(T),a), a € R™.

e) Anélise da Equacao de Euler.

A equagao (B10) vale para todo (Z,u) € E. Tome @ arbitrario e £ = Z(u) uma solugao

de (E10). Com essa escolha de (Z,u) temos que f3(Z,u) = 0, e a equagao (EI2) torna-se

ﬂw:MA[@M%ﬂﬁ@+@@%ﬂ&ﬂﬁ—@ﬂﬂ) (4.13)

Vamos trabalhar com o lado direito, de forma a substituir Z por u. Para isto consideremos
(t) solugao do sistema (B=4) com a condigao inicial de fronteira ¢(T) = a.

Usando integracao por partes e o fato que (7, u) satisfaz (E=1), temos
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Ao /0 (D, (2°(), u%(t), 1), T(t)) dt — (a, T(T))

= [ (G + 000000050 e - 3(1).0)

-/ (Groao)i | (L0, 0), 0 (0), 7(0)) de — {2(T), )

~ w1 - | ) <w<t>, %x<t>>dt+ / {0, @, )20 dt — (3(T),
_ _/OT (W (1), Bu(2°, 0, 1)) dt

_ /O (@, uP 1yt), )

Dai que, (BZT2) pode ser escrita como

T
fi() = / (= (1%, 1) (8) + Dodbu(a®s s 1), ) d,

onde @ é arbitrario e f'(u) é o suporte para ()} no ponto u°. Logo, por defini¢ao de suporte
de @} em u°, temos que fi(u) > f{(u°) q.t.p. 0 <t < T eVu € M. Portanto, do Lema
38 segue que

((—@k (z°,ul, t) () + Nodu (2%, u’ ), u —u(t)) >0 qtp. 0<t<TeVue M.

Logo, temos que (ER) é satisfeita. Observe que sob estas hipdteses, o caso \g = 0 e
Y(t) = 0 nao acontecem simultaneamente pois, se ocorressem, teriamos fo(z,u) = 0;
a=1Y(T) =0, entao fi(u) =0e fo(Z,u) = 0. Logo teriamos fo = f1 = fo = f3s =00 que
contradiz a condi¢ado de nao-trivialidade do Teorema de Duvobitskii Milyutin (Teorema
B3).

f) Analise de casos excepcionais.

No decorrer da demostracao, fizemos duas hipoteses adicionais:
1) D(F; (2%, u?)) # 0;
2) O sistema (B10) é ndo-degenerado.

Mostremos que estas duas hipdéteses sao supérfluas. De fato:
1) Se Ky = 0, entao

/0 (Do (22,00, 1), () + (Bu(a®,ul, ), A0 dt = 0 (7, 7) € B (4.14)
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Tomando Ay = 1;9(T) = 0, temos:

QAT@gwauzw@@»dt::lAT<

= /OT< ¢(t),x(t)>dt+/OT<gp;(a:",u0,t)¢(t),x(t)>dt
= w0 - [ (v 20 )a

+ /0 ((t), pe(x®,u®, t)T) dt.

5(0) +¢;<x0,u0,t>w<t>@<t>>dt

SR

Como (Z,u) satisfaz (E10) temos que
— / ((8), a2, u? £)E(1)) dt — / (6(8), pula®,u® D)a(t)) dt
" / (1), a2, w2, )T(1)) dt

- / (a2, ) (8), () dt.

Portanto
A(%@%ﬂﬁﬂMﬁz—A(%wm%W®ﬂ®Mt (4.15)
Por (B14) e (13) temos que:

/0 (= (2%, u® ) (t) + @y (2%, u’, t), u(t)) dt = 0 V.

Logo
(—r (%, ul, 0)(t) + Py (a®,u’t),u) =0 qt.p. 0 <t <T.

Desta forma a desigualdade (ER) é satisfeita.

2) Se o sistema (B0) for degenerado, existiria uma fungao ¢ (¢) nao-nula solu¢do da
equagao (EZ0) com \g = 0 tal que —? (2°, u®, t)(t) = 0, que recai na desigualdade (ER)
com Ay = 0. ]

Observagao 4.2. Introduza a fung¢ao
H(z,u,,t) = (p(x,u,t), 1) — X®(z,u,t).
Chamada de fungao de Pontryagin ou também Hamiltoniano. Entao,
Hoy (2%, u,1h,t) = (@ (2%, u®, 1), (1)) — Ao®u (2,1, 1),

e como uma condi¢ao necessdaria para H(x°, u, 1, t) atingir seu maximo em M como fung¢ao
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de u, € que —H,(z°,u®, 1, t) seja suporte para M em u°(t). Logo a condigao (-8) pode
ser reescrita como seque.
Se (x°,u°) € uma solugdo do Problema -1, entdo H(x° u,v,t) como fungdo de u em M

satisfaz as condigoes necessdrias para um mdximo no ponto u = u°(t) q.t.p. 0 <t <T.

Nas observagoes a seguir discutimos algumas modificagoes nas condigoes de contorno

para diferentes versoes de problemas de controle 6timo:

Observagao 4.3. Substituindo a condi¢ao de contorno (-3) por uma restrigaio mais geral
Gi(z(T))=0,i=1,..,k (4.16)

onde G; sao funcoes escalares diferencidveis em R™. Depois, utilizando os mesmos arqu-
mento como no Exemplo e assumindo que verifica-se a condi¢cao de nao degeneracao,
o subespaco tangente T(Q2, (x°,u®)) ao conjunto Qs no ponto (x°,u®) consiste de todos
0s pares (T,u) € E, tais que:

dz(t)

dt
(GL(2°(T)), B(T)) =0, i =1,.... k.

= pr(l‘ov u?, t)i‘ + SOU(:EO’ u’, t)ﬂ’ E(O) =0, (4.17)

Neste caso o operador A é dado por

A(z,u) = <x(t) —c— /Otgﬁ(l’(T),u(T),T)dT, Gi(z(T)),..., Gk(w(T))> .

Agora assuma que ¥ (t) satisfaca a equagao diferencial (1) com a condigoes de fronteira

0(T) = S AG(T)), (4.18)

onde \; sao mumeros arbitrdrios. Assim podemos utilizar exatamente os mesmos argu-
mentos para provar (.8). Assim, a formulagcdo das condig¢des necessdrias de extremo
serao da forma (-8), com a unica diferenca de que a fungao (t) que aparece ai tem que

satisfazer também as condigoes de contorno (G-13).

Observacao 4.4. Em geral, se o estado z(t) é sujeito a condigdes de contorno na forma
general x(0) € Sy, x(T) € Sy, onde Sy e Sy sdo variedades diferencidveis, entao a con-
di¢ao (-8) pode ser mantida, mas com hipdteses adicionais para ¥(0) e ¥(T): ¥(0) tem
que ser transversal a Sy no ponto x°(0), e Y(T) transversal a Sy em x°(T).

Em particular, se o extremo esquerdo € fizado, x(0) = ¢, enquanto o extremo direito é
livre, entao as condigoes de contorno precisam ser impostas sé em (T'), em virtude do

fato de que, durante a prova ndo teriamos o conjunto Lo e por isto na equagao (F-13)
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ndo apareceria o termo fo(Z,w). Assim continuando com o mesmo raciocinio da demons-
tragao, temos que impor ¥(T) = 0, por causa do termo ((t),z(t))|L. Uma importante
observacdo aqui € que neste caso especial a condi¢ao de nao degeneragao € supérfluo, en-
tao podemos assumir Ao = 1.

Modificagoes andlogas das condigoes extremais verificam-se para o caso em que Sy e Sy
sao conjuntos convexos. ¥(0) tem que ser o suporte de Sy no ponto z°(0) e (T) o suporte

de Sy em x°(T).

Observacao 4.5. Se o funcional a ser minimizado nao € um funcional integral do tipo
(Z24), mas € do tipo ®o(x(T)), ou seja, é um problema tipo Mayer, onde ®o(x) é uma

funcao diferencidvel em R™, entdo este problema se reduz ao problema [1, desde que

Py (2(T)) Z@o(fv(o))+/0 (P (2(1)), p((t), u(t), ))dt.

Entretanto, problemas deste tipo podem ser considerados diretamente, desde que o cone de
diregoes de descida para este funcional é determinado de forma muito simples. Verifica-se

que as condigoes de extremo tem a mesma forma; basta tomar ®(z,u,t) =0 e P(x(T)) =
—04(z°(T)).



CAPITULO B

PRINCIPIO DO MAXIMO DE PONTRYAGIN

Os resultados do capitulo anterior dao condigoes necessarias para um minimo local
no espago L, (com u varidvel). No cédlculo das variagoes tais condigoes sao chamados
de “condigoes de estremo fraco”(eles sao obtidos comparando uma trajetéria étima com
outras trajetérias numa vizinhanga fraca, i.e., trajetérias que se aproximam ao O0timo
uniformemente em x e u.)

Em muitos casos é mais natural considerar o problema em espacos mais gerais. Por
exemplo, se M C R" (condigao (BH) u(t) € M q.t.p. 0 <t < T) consiste em exatamente
de 2 pontos, e u°(t) é uma fungao arbitraria que também satisfaz (BH), entdo nao existe
trajetéria alguma perto de u°(t) (na norma de Lo,) que também satisfaz (E3). Por outro
lado, se o controle u°(t) recebe um incremento u(t) que nao é zero sobre um intervalo
pequeno de tempo At, que denominaremos “Spike Variation”(veja a Figura 5.1), entao o
incremento para o espaco de fase também serd pequena (mesmo quando ||@||.. nao seja
pequeno). Portanto é desejavel considerar o problema num espago para o qual o tamanho
do “Spike Variation”seja pequena (por exemplo o espaco L1). As condigbes para extremo

local nesse tipo de espagos sao chamados de “condicoes de extremo forte”.

Neste capitulo consideramos a derivagao das condigoes para este tipo de Problemas
de Controle. Ao fazer isso é possivel relaxar a condi¢ao de que M seja convexo e conter
pontos interiores, nem precisamos assumir que ®(x,u,t) e p(z,u,t) sejam diferencidveis
com respeito a u.

Em vez de analisar diretamente o funcional e as restrigoes no espago L;, empregaremos um
“método artificial”, sugerido por Dubovitskii- Miltyutin. A ideia principal deste método é

introduzir uma transformacao na variavel temporal. Isto serd feito de tal forma que uma



5.1 Principio de Mdaximo para problemas auténomos com tempo final livre 65

pequena variacao da transformacao corresponde a uma variagao do “Spike Variation’no

problema inicial.

x,u t Ly
x0(t) + x()
u®(t) + u(t) x°(7)
w0 (2)
P
L

Figura 5.1: Spike Variation

Vamos proceder com a formulagao rigorosa do problema.

5.1 Principio de Maximo para problemas autonomos
com tempo final livre

Problema 5.1. Encontrar fungoes x : [to, t1] — R", (trajetoria de fase) e w: [0,T] — R"

(controle) que satisfacam certas condigoes, ou seja,

minF (z, u) — / "B (a(t), u(t))dt (5.1)

to

B — ow(t) uh) atp <t <, 52)
x(tg) =c e x(ty) =d, (5.3)
u(t) € M q.tp. to <t <t. (5.4)

O funcional é minimizado sobre todo t, > 1y, todas as fungdoes u(t) limitadas e mensurdveis

satisfazendo (B4), todas as x(t) continuas satisfazendo (03)-(223).
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Condigoes do Problema:

o O(x(t),u(t)) e p(x(t),u(t)) definidas em R™" com valores em R™ e R! respectiva-

mente, continuas em u, continuamente diferencidveis em x.

o O, (z(t),u(t)) e pu(x(t),u(t)) sdo limitadas para todos os z(t),u(t) limitadas e arbi-

trarias.

Diferencas entre os Problema b1 e A1:

No Problema BT consideramos M como sendo convexo, fechado e int(M) # 0,

enquanto no Problema B0 M C R" (qualquera).

e Em 570 ndo requer que ®(x(t), u(t)), p(z(t),u(t)) sejam diferencidveis com respeito
a u. Isto é natural tendo em conta que M pode consistir de um ntmero finito de

pontos.

As fungoes ®(z(t), u(t)), ¢(x(t), u(t)) ndo dependem explicitamente de ¢.

O tempo t; em bl nao é fixo a diferenca de que no Problema B T é fixo.

Observacao 5.1. O sistema descrito acima é conhecido como “sistema invariante no

tempo”.
Agora introduzimos uma transformacao do tempo 7 — t,

t: [0, 1] — [to,tl],
aplicagao de [0, 1] sobre [to, 1], definida por certa funcao v(7) € Ly([0, 1];R) como sendo:
t(r) =to +/ v(t)dt, (5.5)
0

t(1) = ty, (5.6)

v(t) > 0. (5.7)
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Figura 5.2: Transformacao temporal ¢(7)

A transformagcao assim definida ¢ injetiva se v(7) > 0 para todo 0 < 7 < 1. De fato,
suponha por absurdo que t nao seja injetiva, entdo, existem 7,7 € [0,1], 7 # 7, tais que
t(T) = t(7). Logo,

/O?U(t)dt = /:U(t)dt — /:v(t)dt - /O?U(t)dt —0.

Supondo T < 7, temos que,

/?;U(t)dt—i-/;v(t)dt— A;U(t)dt —0

0

:>/ v(t)dt =0,
insto implica que v(7) =0, 7 € [T, 7|, 0 que contradiz a suposigao de que v(7) > 0, para
todo 7 € [0, 1].

Agora, se v(7) anula-se sobre algum intervalo fechado A, entao t(7) = const., para 7 € A,

pois

t(T):t0+/TU(t)dt:to
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Para fazer 7(t) injetora suporemos que

7(s) = inf{71 : (1) = s}. (5.8)

(]
o~
[y
~V

o

Figura 5.3: Inversa da transformagao ¢(7)

Consideremos agora um problema de controle étimo auxiliar nas variaveis 7, v, x para

v(7) definida (no sentido que v(7) é dado), satisfazendo (53)-(B1).
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Problema 5.2.

min[(x,u,v):/o ()P (x(7), u(r))dr, (5.9)

com z(1) € C([0,1;R"), u(7) € Lo ([0, 1];R"), w(7) € Ly ([0,1];R),

TT) _ o )plalr).ulr) atp 0<7 <1 (5.10)
z(0) =c,z(1) = d, (5.11)
v(r) =0, (5.12)
u(r) € M, ¢tp. 0 <71 <1, (5.13)

Verificamos inicialmente que toda solugao (x(t),u(t)) do Problema B induz uma
solugao (z(7),u(7)) do problema B2 e reciprocamente. O resultado a seguir relaciona os
problemas b e b2

Lema 5.1. Sejam x(t), u(t) fungdes satisfazendo (B=3) e as restri¢ées (B=3), (B6-4). Entdo
para qualquer v(T) satisfazendo (E20)-(071), as fungdes

u(r) = { u(t(r)), para T € Ry, (5.14)

arbitrario, para T € Ra,

onde, t(T) € definido por (BF) e
Ry ={r€]0,1]:v(r) >0}, Ry ={7r€[0,1] : v(7) = 0},
satisfazem a equagdo (BID) e as restrigoes (IA)-(BI3). Além disso,
I(z,u,v) = F(z,u).

Reciprocamente, se x(7),u(T),0(T) satisfazem (EI0)-(E13), entdo as fungoes definidas

por:

com
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e 7(t) € dado por ([B8), satisfazem (23)-(64). Além disso,

F(z,u) = I(z,u,v).

Demonstra¢ao. Supondo que z(t), u(t) satisfazem (532) e as restrigoes (B33), (54) e seja
v(T) satisfazendo (B3)-(B12), entao:

1) Se T € Ry,

de(r)  dx(t(r)) dx(t(T)) dt(r)
dr dr dt dr

ii) Se 7 € Ry, temos que v(7) = 0 e t(7) = const., de modo que x(7) = z(t(7)) = const.

dz(T
— D _ o~ w(r)p(atr). ulr)).
-
Agora mostremos a igualdade dos funcionais. Para isto, seja W(t) := ®(x(t), u(t)),

t € [to, t1].

Observe que ®(-,u(t)) é continua, portanto mensurdvel, além disso, u(t) é mensuravel,
portanto ®(z(t),-) é mensurdvel, donde ¥(¢) é mensuravel. Logo usando o teorema de

mudancga de varidveis para integrais de Lebesque (ver apéndice D) temos que:

Flz,u) — /tl U (t)dt

to

- [wenre
- / (w(t(r), v
_ /1U<T>q><x(7>,

= I(z,u,v).

[e=]

K

dr
(t(7)))v(r)dr

t
u(T))dr

o

Sejam z(7), u(T), v(7) tais que satisfazem (522)-(63) e x(t) = z(7(t)), u(t) = u(7(t))
e seja t € [to, 11] tal que 7(t) € Ry. Entao

v(r(t)) =0e diTx(T(t)) = o(r()p(x(r(t)), u(r(t))) = 0,
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portanto, x(t) = const. e z(7(t)) = const.

Por outro lado, considerando ¢ € [y, t1] com 7(t) € Ry temos que

dx(t) dx(7(t))

dt dt
_ dx(7(t)) dr(t)
dr dt

Isto mostra que a equagao (A1) se transforma em (52).

Para a igualdade dos funcionais, note que

para todo 7 € Ry. Além disso, u (771 (Ry) N [te,t1]) = 0, onde p é a medida de Lebesque

em R, entao
/ p(a(t), u(t), Hdt = 0.
Tfl(Rz)ﬂ[to,tl]

Logo,
Howo) = [ o)) um)r
— / o(7)p(a(r), u(r))dr + / v(T)p(a(T), u(r))dr
Ry Ry
:/ v(7(t))e(x(7(t)), u(r(t)))dr(t) + 0
T=L(R1)N[to,t1]
1
sy PEORG.00 )t 0
_ / gp(x(t),u(t),t)dt+/ p((t),u(t), t)dt
7 1(Ry)Nlto,] 7 H(E2)Nto 1]
_ /t (1), u(t), t)dt
= F(x,u).
Assim, fica provado o Lema. n

Coroldrio 5.1. Se z°(t),u°(t) € solugao do Problema B, entao para qualquer v°(T) sa-
tisfazendo (B4)-(B1) as funcgoes x°(7),u’(T),v°(7) definidas por (B-14) fornecem uma
solucdo do Problema 3. Naturalmente, este também fornece uma solug¢ao do novo Pro-
blema B3, que € igual ao Problema B3 exceto que u®(T) € fizo e I(x,u’,v) € minimizado

s6 sobre x(1) e v(T).
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Para estabelecer um Principio de Méaximo para o Problema Bl usamos a transfor-
macao do tempo B3, logo através da escolha adequada de u® e v° obtemos a condicao
do méaximo para o Problema B2 que é fornecido pelo Teorema B, e finalmente usando
o Lema BTl obtemos o resultado desejado. A dedugao do Principio do Méximo para o

Problema BT esta dividido em varias etapas:

Consideremos z°(t), u°(t), t; como sendo solugdo do problema inicial (BT e seja
v°(7) qualquer fungao satisfazendo (B8) e (Bd). A forma dessa funcao sera definida mais
adiante.

Definimos u°(7) conforme (B14), isto é:

() = { u’(t(r)), paraT € Ry,

arbitrario, para 7 € Rs.

A definicao de u°(7) quando T € Rj serd dada mais adiante. Entao vamos resolver o novo

problema:

Problema 5.3.

nxl’iUnF(a:,uo,v) :/0 ()P (x(7),u’(T))dr (5.15)
sujeita a: d:;(:) = v(7)p(z(1),u’(7)), ¢tp. 0 <7 <1, (5.16)
z(1) =d, (5.17)

v(r) >0, 7 €]0,1]. (5.18)

Pelo Coroldrio b, z°(7) e v°(7) constituem uma solu¢do do Problema B3. Para
derivar uma condicao necessaria de otimalidade para este problema, usaremos o resultado
do capitulo anterior (Teorema B), com v(¢) como sendo o controle. De fato este resultado

é aplicavel, pois:
i) A restrigao (BIR) é de forma v(7) € My, 0 < 7 < 1, onde M; = [0,+00] é um
conjunto convexo em R com interior nao vazio (semi-eixo positivo);

ii) O integrando em (hT3H) e a parte direita de (B18) sao diferenciaveis com respeito a

v,

iii) O tempo T =1 ¢ fixo.

Portanto, do Teorema B (teorema do principio do méximo local para o Problema
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B3), existem ¥(7) e Ag > 0 nao simultaneamente nulos tais que,
dw T o * o o o o o
WD) ()i, w(P)() + A ()2 (), (), (519
[ (p(z°(7), u’(7)), (7)) + Ao ®(2°(7), u®(7)] (v — v°(7)) = 0 (5.20)
para quase todos 0 < 7 < 1 e para todo v(7) > 0.
Da ultima desigualdade segue que
— (p(°(7),u’(7)), (7)) + AP (2°(7), (7)) =0, q.t.p. T € Ry (5.21)
— (p(@°(7), u’(7)), (7)) + M P(2°(7),u’(7)) 2 0, q.t.p. 7 € Ry (5.22)

De fato, seja 7 € Ry, tal que vale (B220) e seja
a=—(p(@’(1), u’(1)), ¥(7)) + X ®(2°(7), u’(1)),

entao (B220) torna-se

a(v —v°(7)) > 0, para todo v > 0.

Suponhamos que a igualdade (B=20) ¢ falsa, i.e., a # 0, entdao o > 0 ou a < 0.

i) Se a > 0, e como a desigualdade (B220) vale para todo v > 0, podemos escolher v de

tal forma que v —v°(7) < 0, logo terfamos que a(v —v°(7)) < 0 o que é um absurdo.

ii) Da mesma forma, se o < 0 escolhemos v de tal forma que v — v°(7) > 0, logo temos

que a(v —v°(1)) < 0, o que é um absurdo outra vez.

Portanto, a = — (p(x°(7), u®(7)), ¥(7)) + Ao®(2°(7),u°(7) = 0 para 7 € Ry ¢.t.p. Assim a
igualdade (B2Z0) ¢é verificada. A desigualdade (B=22) ¢é vélida desde que v°(7) = 0 quando

T € RQ.
Aqui, Ry = {7 €[0,1] : v°(7) >0} e Ry = {7 € [0,1] : v°(7) = 0}.

Agora introduzimos a fungao ¥ (t) = ¥(7(t)), desde que

Y(t) = const. = P(7(t))
quando v°(7) = 0, segue deste fato e de (B219) que (t) satisfaz

%(f) = —@i(z°(t), u’(£)(t) + APy (2°(2), u(t)), q.tp. to <t <ty

Se substituirmos ¢ por 7 na condi¢ao (B=Z1l) temos,

= {p(@(1), u?(8), (1)) + Ao ®(2°(1),u(t)) = 0

(5.23)

(5.24)
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para quase todo ponto tg <t < t; tal que t = t(7) e 7 € Ry. Mas o conjunto de pontos ¢

tal que t =t(7) e T € Ry é no maximo enumeravel (pois a fungdo mondtona

t(r) =to + /OT v°(s)ds

é injetora em todo ponto exceto talvez sobre um conjunto enumerdvel). Portanto, vale a

condigao (b=24) para quase todo ponto to < t < t5.

Falta analisar a condi¢ao (b=22), mas primeiro vamos especificar a forma das fungoes

v°(7) e u®(7) sobre Ry. Consideremos Ry C [0, 1] com as seguintes propriedades:

i) um subconjunto perfeito nunca denso em [0, 1] (isto é, ndo contem intervalos, obtém-

se suprimindo de [0,1] uma quantidade enumeravel de intervalos);
ii) se a intersegao de R; com qualquer intervalo é nao vazia, entdo tem medida positiva;

iii) a construgao de tal conjunto é andloga & construgao do conjunto de Cantor, exceto que
os intervalos devem ser suprimidas de tal forma que a medida do conjunto restante é

sempre maior do que uma constante positiva. Veja Apéndice [Al

Definimos v°(7) como:

se T € Ry,

0 se T € Ry =[0,1]\ Ry.

Logo,

1 PR—
t(1) =to +/ v°(s)ds = to +/ v°(s)ds + / v°(s)ds =ty + f1 =t / ds =t
0 Ry Ro /’L(Rl) Ry

e v°(1) > 0.
Donde, (58) e (522) sao verificados.

Agora, vamos definir u°(7) para 7 € Ry. O conjunto Ry como complemento do
conjunto perfeito R; é a uniao enumeravel de um conjunto de intervalos. Seja 7 € A,
onde A é um desses intervalos. E possivel escrever A como uniao disjunta enumeravel de

intervalos fechados a esquerda:

Tome u' € M, i € N, onde {u’ € M : i € N} constitui um subconjunto enumerével e denso
em M (isto é sempre possivel, desde que R” é separdvel). Defina u°(7) = u’, 7 € A;. Isto

completa a defini¢ao de v°(7) e u°(7).
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Finalmente, analisemos a condigdo (522). Para isso escrevemos esta desigualdade

para 7 € A; C A C Ry, com a mesma notacao de antes:
— <go(:v°(7),ui)),w(7)> + X®@(z°(7),u") > 01 € Ay
Mas,
2°(7) = const. = 2°(7(t)), 7 € A e (1) = const. = P(7(t)), T € A.

Assim,
—(p(a®(r(t)), u"), ¥(7(t))) + X@(z°(7(t)),u') > 0, i € N.

Como {u': i € N} é denso em M e

w— (p(2°(7(1)), w), (7 (1)) + Ao ®(2°(7 (1)), )

¢ continua, segue que

— (p(%(7(1)), u), (T (1)) + A ®(2°(7(t)),u) = 0, (5.25)

para todo u € M e para quase todo 7 € Rs.
Tomando z°(t) = z°(7(t)) e ¥(t) = ¥ (7(t)) temos que,

— (p(x°(t),u),¥(t)) + AP (x°(t),u) > 0 Vu € M. (5.26)

Esta desigualdade é vélida para todo ¢ tal que a medida do conjunto R, = {7 € Ry :
t(r) = t} é positiva. De fato, se u(R;) > 0, entdo a desigualdade (AZH) ¢é valido para
algum 7 € R;(ja que (B23) deixa de ser verdade s6 num conjunto de medida nula).

O conjunto de pontos t € [t, 1] tais que u(R;) > 0 é denso em [tg, ¢4]

De fato, se este contem algum segmento, entao sua pre imagem sob t(7) é também um
segmento, mas Ry é denso, e a intersecao com esse segmento é nao vazio e contem um
segmento A(Ry unidao enumerdvel de intervalos). Seja 7 € A, t = ¢(7); entdo Ry D A,
assim p(R,) > 0, contradigao.

Portanto o conjunto de todos os ¢ tal que vale (6228) é denso em [tg,¢;]. Além disso,
t— {p(z°(t), u), (1)) + Ao®(2°(t), )
¢ continua como funcao de t. Portanto (B28) é valido para todo [to, t1].
Desta forma mostramos o seguinte resultado:

Teorema 5.1. (Principio do Mdzimo de Pontryagin.) Suponha que as condi¢oes (E1)-
(6=4) do Problema B sejam vdlidas. Seja x°(t), u°(t), t1 uma solug¢do do Problema (B1).
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Entao existem ¢(t) e Ay ambos ndao simultaneamente nulos, tais que:
dw(t> _ *( .0 o o o
= —pr(x?(t), u®(t)) + AP (x°(t), u’(t)) q.t.p. to <t <ty, (5.27)
H(x(t),u’(t),v(t),t) =0 q.t.p. to <t <ty, (5.28)
H(z°(t),u(t),v(t),t) <0 Yu e M,V € [ty, 1], (5.29)
onde
H(z,u,,t) = (p(z,u), (1)) = Ao®(z,u). (5.30)

Em outras palavras, a func¢ao H(z°, u, ) (t),t) assume o mdzimo sobreuw € M em u = u°(t)

em quase todo ponto de ty <t < t;.

5.2 Principio de Maximo para problemas nao auto-

nomos com tempo final livre

Nesta se¢ao assumimos que as fungoes ¢ e ¢ do Problema b dependem explicitamente

de t, isto é, & = ®(x,u,t), ¢ = P(z,u,t). Além disso, ®(x,u,t) e p(x,u,t) satisfazem as

condigoes(bI-(A2 e sao continuamente diferenciaveis com respeito a t. Entao estamos no

seguinte problema de controle.

Problema 5.4.

(

min Pz, 1) = / B (a(t), u(t), t)dt

to
S.a

da(t
0 palt).ult).t) gty o<t <,

x(ty) = ¢, z(t1) =d,
u(t) € M.

\

Este problema sera reduzido ao Problema BTl. Para isso completamos as variaveis

x = (x1(t), 2o(t), ..., x,(t)) com uma nova variavel z,,1(t), satisfazendo

d$n+1<t)

=1, x,4+1(ty) = to.
dt ,35+1(0) 0
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Entao o Problema B4 pode ser escrita como:

,

min Pz, 1) = /t B (a(t), u(t), mn i (1)) dt

dflit> = o(a(t), ult), 2 (1), qtpto <t <t
z(tog) = ¢,
dx%tl(t) =1q.tp. to <t <ty xo1(to) = to,

\ u(t) € M.

Definimos,
f(t) = ($(t)7xn+1(t))7

O(F,u) = B(a(t), u(t), zara(t)),
o(x,u) = (p(z(t),ut), zn1(t)),1).

Mais ainda, o problema anterior pode ser escrita como

(

\

min F(z, u) = / B, ult))dt

to
S.a

T _ 0, un),

%(to) = (Cv t0)7%(t1) = (d’ 0)7
u(t) € M.

Note que resolver o Problema B4 é equivalente a resolver o Problema (PA), e este ultimo

satisfaz todas as hipdteses do principio de Méximo, Teorema b7, ou seja, 5(%,11(75)) e

o(7,u(t)) sdo continuas em T e u, continuamente diferencidveis com respeito a z, além

disso Pz(Z(t), u(t)) e Fu(E(t), u(t)) sao limitados. Aplicando o Teorema 5 ao Problema

(PA) segue que:

Se x°(t), u°(t), x2,,(t) é uma solucdo do Problema (PA), existem

b(t) = (Wa(t), Pa(t), ..

,Uni1(t)) e Ao > 0 tais que,

T EE(E(8), u ()Y + AeP(TO(H), u’(1)) qbp. to <t <ty

A G (F0(8), (1)) + Ao®z(F0(E), uo(t)) qtp. to <t <t

~+
S~—
£
—~
~+
N—
<
_~ !
~+
S~—
~
~—

) =0qtp to <t <t
<0; Yu € M,Vt € [to, ti].

(5.31)
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Onde

(@ u 1) = (3(F0), ) = M®(F,w)

pr(xoauoﬂf) gpt(ajo,uo,t) T /~o0 o q)x(xoauoat)
0 0 )= '

65(%0, uo, t) = [

De (B330) e das equagdes acima segue que:

%it) = —i(z(t), u’(t), () + AP, (z°(t), u(t), 1),

d¢n+1 (t)

o = — (@@(), w (1), 20 (8)), 0 (1) + Ao@u(2”(8), w0 (1), 251 (1) (5.32)

com ¥,11(t1) = 0 (a condigdo de contorno para ,1(t;) é dado, desde que z,41(t1) é
livre).

Além disso,

H(@,u,1p,t) = {(p(x(t), u(?), 1), 1), (), Ynsa (1)) — Ao®( (), u(t), t)
= (p(a(t),u(t), 1), ¥(t)) + Ynia(t) — Ao@(2(t), u(t), t)
= H(x(t),u®), ¥(t),t) + nsa (1),

e o principio do maximo implica:

0 = maxH(Z(T),u,

¢
: $(1), 1) + G (1)

(t),1)
= max[H (2°(t), u,
= H(z°(t),u’(t), ¥(t), t) + Ypsr(t).

= H(wo(t)’ u%t),@b(t),t) = _¢n+1(t) qt.p. o <t <t

Logo, como o lado direito da equacao (B=32) ¢ independente de 1,1, esta equagdo pode

ser integrada:

Uni1(t1) — Ynia(t) = /t1 dw%l(s)ds

= /tl[— (pe(@(t), u (1), 201 (6)), 1 (1)) + NoPe(2°(t), u° (1), 2044 (1)) ]dt.

Assim,

—Ynia(t) = /t [ (@), 0(0), ), () + Ao(a”(8), u(0), )
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Logo,

H(a?(t), u(t), ¥(t), 1) Z/tl[— (oe(2°(t), u®(t), ), (1)) + Ao®e(z°(£), u®(t), £)]dt.

Assim, a condigao de extremo para nosso problema tem a mesma forma que do problema

autonomo, exceto que a condi¢ao

H(z®(t),u®(t), (1), 1) = 0

¢ substituido por

H(2"(t), u(t), b(t). £) = / [ (@ (8), uP(1), £), () + Ay (2°(), uP(1), £)]dt.

O resultado a seguir é uma versao do Principio de Maximo para problemas nao autonomos

com tempo final livre.

Teorema 5.2. Suponha que as condigéoes (B)-(122) do Problema B sejam vdlidas. Seja
x°(t), u°(t), t1 uma solugdo do Problema 4. Entdo existem ¥ (t) e Ao simultaneamente

nao nulos, tais que:

%f) = — @ (2°(1), u® (1), ) (t) + MoPo(2°(t),u0(t), 1) qtp. to <t <t;,  (5.33)
H(2°(t), u®(t), ¥(t), t) = max H(x°(t), u(t), ¥(t),t) q.t.p. to <t < ty, (5.34)

ueM

H(a?(t), u®(t), ¥(t), 1) Z/tl[— (pe(@?(t), u®(t), 1), ¥ (t)) + Ao®u(2°(t),u’(t), )]dt, (5.35)

H(z,u,,t) = (p(z,u,t),9(t)) — AP(x, u,t). (5.36)

Em outras palavras, a func¢ao H(z°, u, ) (t),t) assume o mdzimo sobrew € M em u = u°(t)

em quase todo ponto de ty <t < t;.

5.3 Principio de Maximo para problemas nao auto-
nomos com tempo tempo final fixo

Nesta se¢ao consideramos o Problema 54 com ¢; fixo. A variavel x,,,1(t) é introduzida
como na segao b2 | que satisfard a condigdo de contorno x,y1(t;) = t;. Portanto nao

haverda condicao de contorno sob 1,41 (¢1) na equagao adjunta. Entao principio do méximo
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terd a mesma forma da segao anterior, mas a condigao (b=35) é da forma:

H(:L‘o(t), u()(t)? w<t)7 t) = A + /t 1 [_ <90t(x07 uov t)a w(t» + )\O(I)t(xoa u07 t)]dt:

onde A\ é uma constante.

Em particular, no caso do problema invariante no tempo conseguimos a condi¢ao

H(a?(t), u®(t), (1), 1) = A

(a diferenca da condigao H(z°(t),u(t),®(t),t) = 0 para o problema com ¢; livre).

Teorema 5.3. Suponha que as condigoes (1)-(122) do Problema B2 com ty fixo sejam
validas. Seja xz°(t), u°(t), t; uma solu¢ao do Problema 4. FEntdo existem (t) e Ao

simultaneamente nao nulos, tais que:

%it) — — o (2°(1), u?(t), ) (t) + M@ (20(t), u0(t), 1) qtp. to <t <ty,  (5.37)

H(22(t), (1), (1), 1) = max H(2"(0), u(t), 0(0),1) q.bp. to SE<t,  (5.38)

t1

H(z°(), u%(t), (t), 1) = A+ / [ (0o (2%, 1, 1), (1)) + M@, (2,1, D)]dt,  (5.39)

t
onde \ € uma constante.

Para terminar esta se¢ao vamos aplicar o principio do maximo para o problema classico

do célculo de variagoes.

5.4 Aplicagao: Problema classico de calculo de vari-
acoes.

Nesta secao vamos a considerar um problema bésico do calculo de variagoes e ob-
ter uma condi¢ao de otimalidade (equagbes de Euler-Lagrange). Isto com a finalidade
de mostrar que os problemas de controle 6timo englobam os problemas do calculo de
variacoes.

T
min F(x, u) :/ O(x(t),u(t), t)dt
0
s.a
dx(t)
dt
Como, neste caso a equagcao variacional é nao degenerado, podemos tomar A\g = 1. Por-

=u(t);xz(0) = ¢;2(T) = d.

tanto,
H(z° u, 1, t) = uwp — ®(2°,u,t).
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Onde 1 (t) satisfaz a equagao diferencial

W _

i O, (z,u’,t)

dai,
W(t) =(0) + /t O, (z,u’, T)dr = O, (2°,u°, t).
Portanto o principio do maximo proguz a seguinte desigualdade para todo u e t.
u’th — O(z°,u’t) > up — O(x°, u,t),
H(z° u® 9, t) > H(x° u,1,t).
Alternativamente definimos,
E(z®u’,u,t) = ®(z°, u, t) — ¢(z°,u’, t) + (u® — u) P, (2°, u, t),
(Funcao de Weierstrass), temos que:
E(z°,u®,u,t) > 0 Yu,t. (5.40)

Este é conhecido como a condigao necesséria de extremo forte (condigao de Weierstrass) do
célculo de variagoes, para mais detalhes veja [26]. O Principio do Méximo é portanto uma

generalizacao natural da condi¢ao de Weierstrass para o problema de Controle Otimo.



CAPITULO 6

CONDICOES SUFICIENTES PARA PROBLEMAS DE
CONTROLE

Nos Capitulos [@] e [B] estudamos as condigoes necessarias de otimalidade para certos
tipos de problemas de controle 6timo que sao dadas pelo Principio de Méximo de Pontrya-
gin. Em relagao as condicoes suficientes podemos citar trabalhos envolvendo hipoteses de
convexidade, ver [4], condi¢oes de segundo ordem ver, [34] e [43], ¢ o método da fungao

de verificac@o via teoria de Hamilton-Jacobi-Bellman, veja [4], [8], [A1] entre outros.

Neste capitulo estudamos as condigoes suficientes sob hipéteses de convexidade e inve-
xidade generalizada. Na primeira se¢ao determinaremos sob quais hipéteses as condicoes
necessarias de otimalidade para problemas de controle com tempos finais fixos e tempos
finais livres considerados nos capitulos [@] e [B] (Segao b) respectivamente, sdo também
suficientes. Na segunda secao vamos estudar a suficiéncia de um problema de controle
com tempo final livre considerado na Secao B2 sob hipdteses de invexidade generalizada,

que denominaremos PM-pseudo-invexidade.
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6.1 Condicoes suficientes sob hipéteses de convexi-
dade

Comecamos considerando o problema de controle como no Capitulo @:
(

min F(z, 1) = /0 B (1), ult), t)dt

(PCO) dz_f) — (a(t)u(t),f) qtp. 0< t < T,
0) (T) =d,

z(0)=¢c, x
u(t) € M.

\

Com as mesmas hipoteses do Teorema B

Defini¢ao 6.1. Dizemos que (x,u) € C([0,T];R"™) X Loo([0,T]; R") é um processo fac-

tivel se (x,u) satisfaze as restri¢oes do problema de controle (PCO).

Defini¢ao 6.2. Dizemos que (z,u) € C([0, T];R") X Loo([0,T]; R") é um processo ex-
tremal, se existem Ao > 0 et : [0,T] — R" satisfazendo as condigoes do Principio de

Mdazimo de Pontryagin para quase todo ponto t € [0,T].

Definig¢ao 6.3. Dizemos que (z,u) € C([0,T];R™)x Loo([0,T];R") é um processo 6timo
se (z,u) € uma solugcdo de (PCO), isto é, F(x,u) > F(z,u) para todo processo factivel

(z,u).

Teorema 6.1. Seja (z,u) um processo extremal normal de problema (PCO). Se H(x,u,,t)

¢ concava nas varidveis x e u, entéo (T,u) € um processo otimo.

Demonstragao. Por hipétese H(z,u,1,t) é concava em (z,wu) para quase todo t € [0, 7.
Além disso, ®(x(t),u(t),t) e p(x(t), u(t),t) sdo continuamente diferencidveis em (x, u) (de
classe C'! nas varidveis x e u), portanto H(z,u,t) é também de classe C*, logo para cada
par (z,u),(Z,u) € C([0, T]|;R") X Loo([0,T];R") tem-se que:

H(x(t), u(t), t) — H(E(t),a(t), )
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Como (Z,u) é uma solucao extremal de (PCO), entao existem A\g > 0 (Ag = 1) e ¥ :

[0,7] — R™ satisfazendo (8=2) e (E=8) do Teorema B, isto implica que,

HA(3(t),a(t),t) =0 q.tp. 0<t < T.

u
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Como a desigualdade é valida para quase todo 0 <t < T podemos integrar e a desigual-

dade (B se preserva.

/0 H(x(t), u(t), 1)t < /0 U (3(1), (1), 1) + (H2(2(0), (6), £), 2(t) — 5@ dt.  (6.2)
De (62), da Observagao B2, (B21) e usando integracao por partes temos

/0 [@(z(t), u(t),t) — D(x(t), u(t), )] dit

< /0 {p(@(t), alt), t) = p(z(t), u(t), 1), (1)) dt

Assim, F(z,u) > F(z,u) V(z,u) € C([0,T],R") x L([0,T],R"). Portanto, (z,u) é uma

solugao étima. O]

Agora consideremos um problema de controle como na Se¢ao 61 do Capitulo [H],
problema de controle 6timo nao-autonomo com tempo final livre sob as hipdteses do

Teorema b2:

.

min F(z, 1) — /t "B (a(t), u(t), £)dt

(PCO") dfzit) — p(@(t), ult)t) atp. to <t < t,

z(ty) = ¢, x(t1) =d,
u(t) € M q.t.p. to <t <t.

\
Definicao 6.4. Dizemos que (z,u,t1) € C([to, t1]; R™) X Loo([to, t1]; R") X [tg, +00) € um

processo factivel se (r,u,t,) satisfaze as restrigoes do problema de controle (PCO").

Definig¢ao 6.5. Dizemos que (Z,u,t1) € C([to, t1]; R™) X Loo([to, t1];R") € um processo
extremal, se existem Ao > 0 e ¢ : [to,t1] — R" satisfazendo as condi¢oes do Principio

de Mdzximo de Pontryagin para quase todo ponto t € [to,t1].
Definicao 6.6. Dizemos que (Z,u,t1) € C([to, t1];R™) X Loo([to, t1];R") X [tg, +00) € um
processo 6timo se (T,1u,t;) é uma solugio de (PCOY), isto é, F(x,u) > F(T,u) para

todo processo factivel (x,u,t,).
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Teorema 6.2. Seja (T,u,t,) um processo extremal normal de (PCO"). Suponha que para
cada t € [to,t1] fizo, a aplicacio (x,u) — H(z,u,(t),t) + Iy () € concava. Entao

(z,u) € uma solugcdo étima.

Demonstragdo. Como (Z,,t;) um processo extremal normal de (PCO?'), entao existem

X =1e: [ty,t1]] — R” tais que satisfazem (b=3H)-(638) do Teorema b2, De (B3R)

temos que
H(z(t), u(t),(t),t) = max H(z(t), u(t), ¥ (t), 1)
= —H(2(?), ult), ¥ (t),t) = min —H(z(t), u(t), (). ).

Como —H atinge seu minimo sob M em u = u(t) e —H é convexo na variavel u, segue

do Teorema 3, apéndice O que:

0 € Oy [-H(@(),ult),(),t)] + Nar(u(t))
= Ou[—H(z(t),u(t), ¥(t),t)] + Oular(u(t))
= O, [=H(x(t),u(t),(t),t) + In(u(t))] q.t.p. to <t <ty (6.3)

Na segunda igualdade usamos a Proposicao C4 e na terceira igualdade o Teorema A4,

com I, sendo fungao indicadora. Logo, de (B231) e (B33) concluimos que
(¥'(2),0) € Opu [-H(Z(t), 4, 1, 1) + Las (u(t))]

Deste modo, para quase todo tg <t < ¢y, segue da definicao C33 que

—H(z,u,(t), t)+H(Z(t), u(t),(t),t) > ((¢'(),0), (x — Z(t),u — a(t))) Vo € R", Yu e M.

Seja (z,u, ) um processo factivel para (PCO'). Tem-se, que para quase todo ty < ¢ < ¢y,

que

O(x(t), u(t),t) = {p(x(t), ut), 1), v(t)) = (p(2(1),ult), 1), ()

= (), ut), 1) — p(@(t), u(t), 1), d(t
+ (1), 2(t) — Z(t)) -
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Integrando esta tultima desigualdade temos

/1@(x(t),u(t),t)dt > /lé(j(t),a(t),t)dwr/l(:U’(t) _ (), 0(8) dt

to to to

+ [ . — o) a
= [ oG av.0dt + (20 - a0, w0}
- [ —ao e+ [ W - o)

to

_ /ttl B(z(1), alt), t)dt

— F(z,u) > F(z,u).

Portanto, (Z,,t;) é uma solugao étima. ]

6.2 Condicoes suficientes sob hipoteses de invexidade
generalizada

Nesta secao introduzimos a nocao de PM-pseudo-invexidade, nocao que foi exten-
dida do contexto da programacao matematica para problemas de controle étimo escalar
(PCOY), a qual é essencial para mostrar que as condigoes necessérias de otimalidade
estabelecidas pelo Teorema Bh™@ sao também suficientes. E possivel mostrar que estas
condicoes necessarias de otimalidade sao suficientes se, e somente se, o problema é PM-

pseudo-invexo.

Definigao 6.7. (Inveridade). Seja ¢ : S C R¥ — R uma funcao diferencidvel, onde S ¢é
um conjunto aberto ndao vazio. Dizemos que ¢ € invexa se existe uma fungaon : S xS —
R™ tal que

¢(x) — &(7) > Vo (z) (2, 7) Yo,z € S.

Claramente que se ¢(-) € convexo, ¢(-) € invexo com n(x,z) = x — .

Definigao 6.8. (Pseudo-invezidade). Uma fun¢io ¢ : S C R¥ — R € dita pseudo-

invexa, se existe n: S x S — R" tal que para todo x,x € S,
n(z,2)"Ve(z) > 0= ¢(x) — $(z) > 0.

Agora vamos definir o conceito PM-pseudo-invexidade para um problema de controle.

Logo provaremos que sob essa hipdtese, a condicao necessaria de otimalidade é também
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suficiente.

Definigao 6.9. Dizemos que o Problema (PCO") é PM-pseudo-invezo se para cada par
(x,u,t1), (T,u,t)) € C([to, t1]; R™) X Loo([to, t1]; R") X [to, +00) de processos factiveis tais

que F(z,u) < F(a, ), ezistem fungdes 1 [to,t1] — R™ e v : [to, 1] — R verificando
n'(t) = 0p(Z(t), u(t), hn(t) + e (Z(t), u(t), v (t) + o(@(1), at), )v'(t) + Ap(Z, u,t) (6.4)

em quase todo ponto to <t < ty,
n(te) = n(t1) = 0; v(te) =0, v(t) € R, (6.5)

/t 1 (P (Z(t),alt), t),n(t)) + P(Z(t),a(t), t)v(t) + D(z(t), u(t), )V (t) + AP(Z, u,t)] dt <0,
’ (6.6)
onde,

AD(E(H), ult), t) == B(F(t), u(t), t) — B((t), a(t), 1) e

Ap(z(t), ult), 1) == (z(t), ult),t) — p(2(t), ult), 1)

sao definidos como em Vinter [1], isto com a finalidade de linearizar o sistema dinamico.

Observacgao 6.1. Na definicdo acima as fungoes n e v dependem tanto de (z,u,t)) como

de (Z,1u,t1).

Teorema 6.3. Seja (T,u,t1) um processo extremal normal do Problema (PCO"). Suponha

o problema é MP-pseudo-invezro, entao (Z,u,t1) € um processo étimo.

Demonstragao. Suponha por absurdo que (Z,@,t;) nao seja um processo étimo, entao
existe um processo factivel (z,u,t}) € C([to,t1];R™) X Loo([to, t1];R") X [tg, +00) tais
que F(z,u) < F(z,u). Como (PCO!) ¢ PM-pseudo-invexo, existem 7 : [to, ;] — R™ e
v : [to, t1] — R verificando (64)-(61).
De (B4) temos que
t1
| v
to
t1
=/ (pa((t), ult), hn(t)+ou(2(t), ult), hv(t)+o(2(1), ult), ' (1) +Ap(Z, u, 1), P (t))dt.
to
(6.7)
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Agora, de (B8) e (B22) segue que

S im [ @0.5(0.0,1(0) + (a0, 50 O0(0) + ale) a0, ) (1)

n / CAB((t), u(t), t)dt — / (A (E(t), ult), 1), w(t))dt + / (o (1), 0(0) )t

—/tl (pa(@(t), u(t), hn(t) + (1), u(t), ) (t) + p((t), u(t), V' (1), () dt
<0. (6.8)

Por outro lado,

5 = / (@, (2 (1), (1), ) — pa(2(0), A(E), D)8, (1)) dt

e~ (6.10)
Além disso, de (B=333) e (B10) tem-se para quase todo ponto ty <t <t que
—r(t) = /t [@4(3(r), (), 7) — (), 0(7), 7). () e

= H(z(t),ult),¥(t),1). (6.11)

De (B338) tem-se que o Hamiltoniano é maximizado em w(t), isto é,

H(z(t),u(t), (), 1) = H(@(t), u(t), ¥ (t), 1) 2 0 q.t.p. to <1 <ty (6.12)
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Logo de (63), (E12), usando integracao por partes e tendo em conta (63H) e (B) temos

= [ woaoiasronol - [ v

to to

= [ HG.a0).00.00 0 + (o), w0 - [ @)

to

+/Wﬂmmwmwmw—MﬂWMWMWMﬁza

to
que contradiz com (B3). Portanto (z,u,t;) é um processo étimo. O
O resultados a seguir é uma caraterizagao de um processo extremal.

Proposigao 6.1. Seja (z,u,t;) um processo factivel de (PCO"). Suponha que dado u(t) €
M q.t.p. to <t <ty, para todo par (n,v) tal que

' (t) = L (@(t), alt), )n(t) + eu(2(t), ult), )v(t) + e(z(t), ult), )/ (t) + Ap((t), u(t), t)
(6.13)
em quase todo ponto ty <t < tq,

T](to) = T](tl) = 0, l/(t()) = O, V(tl) - R, (614)
tem-se

/t 1 (P.(Z(t),a(t), t),n(t)) + P (Z(t), u(t), t)v(t) + P(Z(t), u(t), t)V' (t) + AP(Z, u,t)] dt > 0.
’ (6.15)

Entao (Z,u,t,) € um processo extremal.
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Demonstragao. Consideremos o problema de controle auxiliar (PCA):

(

min F(. . €0) = [ AGa(e) 0), 0, u(0)d

(PCA) ' (t) = O(n(t), v(t),£(t), ult)) a-t-p. to <t <t

£(t) € R, u(t) € M qt.p. to <t <ty

onde
A, v, & u) = (Pa(Z(t), u(t), t), n(1))+Pu(Z(t), u(t), )v(t)+@(2(2), u(t), &) +AD(Z, u, t),

O 1,6, u) = i (B(E), A(E), O0(t) + 1 (F(8), B), () + (), T(E), DE(E) + Ap(T, u, ).
Observe que (7,7,&, 1) = (0,0,0,%) é um processo factivel. Além disso, F(7, 7, &, 4) =
0 < F(n,v, &, @) para todo processo factivel, por hipétese. Logo (7,7, &, 1) é um processo

6timo. Pelo principio de Méximo, Teorema B2, existem \g > 0 e ¢ : [to, ;] — R
Y = (Y1,12) tais que
(1) <)‘07¢) 7£ (Oa 0)7

(i) &) ¥1(t) = = (z(1), a(t), ) (t) + AP (Z(1), ult), 1) q-t.p. to <t <,
b) P5(t) = =i (z(t), u(t), )i (t) + Ao Pe(Z(2), ult), 1) q.t-p. to <t <1y,

(i)

%3 |

e { (a0, e B0, al0). O7(0) + @(0), alt). O3 (E) + p(a(t), a(e) D6+
Ap(@(t),u, 1)) + ba(0)E(1) — M@ (2(1), a(1), 1) — NAD(&(), u(t), 1) } = 0

EEN X U (), o(@(t), ult), )€ + Ap(Z(t), u, t))+
o (t)E — X ®@(Z(t), u(t), t) — NAD(Z(t),u,t) } =0

<¢1(t)790(:f(t)7a(t)7t)§ + Ago(j(t),u,t)>+1/z2(t)§

para todo u € M, V¢.

(iv) ¥a(t1) =0
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Em particular, para £ =1 e u = u(t) temos

(W1 (1), (), T1), 1) + Y (t) — M®(F(t), (1), 8) < 0 q.t.p. to < ¢ < o,

para £ = —1 e u = u(t), obtemos a desigualdade oposta. Logo

H(f(t),ﬂ(t),?/),t) = _¢2(t) qtp tO S t S t1~

Desta tltima igualdade, integrando em b) e de iv) obtemos (6233).
Para £ =0,

Ang <¢1(t)7 sp(j(t)a u, t)> - )‘Oq)(j(t)a u, t) < <¢1(t)7 @(E(t% ﬂ(t)a t)> - /\Oq)<j7(t)v ﬂ(t), t)
< H(z(t),u,1(t),t) < H(z(t),u(t),1(t),t) Yu € M.

Portanto,

max H(z(t), u, 91 (t),t) = H(z(t), alt), (1), 1) a.tp. to <t <.

Donde (B3R) é satisfeita. De (iii)-(a), segue que (52317) vale. Claro que (Ao, %1) # (0,0),
pois caso contrario terfamos ¥5(t) = 0, i.e., ¥o(t) = cst ;= 0 q.t.p. t € [to,t1]. Logo
(Ao, ¥1,12) = (0,0,0), contradizendo (7).

Logo sao satisfeitas (5=37)-(h=33) do Teorema B2. Portanto, (Z,u,t;) é um processo ex-

tremal. O

Teorema 6.4. Se (PCO') € tal que todo processo extremal é um processo dtimo, entao

(PCO') é PM-pseudo-invero.

Demonstragdo. Suponha o contrdrio, que (PCO!) nao seja PM-pseudo-invexo. Entao
existem um par de processos factiveis (z,u,t}), (Z,u,t;) € C([0,T],R"™) X Lo ([0, T],R") x
[to, +00) tais que F(x,u) < F(Z,u) e para qualquer n e v verificando (6.4)-(6.5), a desi-
gualdade (6.6) nao se verifica. Pela Proposicao B, (Z, @, t;) é um processo extremal. Mas
F(z,u) < F(Z,u) implica que (Z,u,t;) ndo é processo étimo, isto contradiz a hipdtese

que todo processo extremal é processo 6timo. Portanto (PCO!) é PM-pseudo-invexo. [

O seguinte teorema segue diretamente dos Teoremas e B4, e mostra que os pro-
blemas de controle PM-pseudo-invexos sao a classe mais ampla com a propriedade que

todo processo extremal é 6timo.

Teorema 6.5. Suponha que todo processo extremal de (PCOY) é normal. (PCO%Y) ¢

PM-pseudo-invexo se, somente se, todo processo extremal é otimo.



CONCLUSOES

O objetivo principal desta dissertagao foi discutir condi¢oes necessarias e suficientes

de otimalidade para problemas de controle 6timo.

No Capitulo @ estudamos um problema de controle com restricao sobre o controle,
envolvendo hipéteses de diferenciabilidade a respeito das varidveis de estado e controle
dos funcionais de custo e de estado. Logo fizemos uso do formalismo de Dubovitskii-

Milyutin para a derivacao de condi¢oes necessarias de otimalidade.

No Capitulo B estudamos um problema de controle autonomo, Problema B, sob
hipéteses mais fracas no controle, com tempo final livre e tirando a diferenciabilidade
no controle dos funcionais, onde condi¢ao necessaria ¢ dado pelo Teorema B, em cuja
prova se reduz ao caso tratado no Capitulo B, introduzindo um problema auxiliar. Como

variante a este problema, estudamos problemas de controle 6timo nao-auténomos.

Finalmente no Capitulo B. Na Secao B obtivemos uma caraterizagao para a con-
dicao suficiente de otimalidade para os Problemas B e b4, impondo uma hipdtese de
concavidade no Hamiltoniano com respeito as variaveis de estado e controle. E, na Secao
62 estudamos a derivacao condicao suficientes de otimalidade para problemas de controle
nao-autonomos com tempo final livre, introduzindo a nogao de PM-pseudo-invexidade.
Mostramos que a hipétese de PM-pseudo-invexidade é uma condicao necessaria e sufici-
ente de otimalidade para (PCO!), isto é, se todo processo factivel é um processo 6timo

se, e somente se, o problema é PM-pseudo-invexo.

Como trabalho futuro, um grande desafio é estudar as condigoes de otimalidade para
problemas de controle nao suave via formalismo Dubovitski-Milyutin. Assim como tam-

bém o estudo problemas de controle multiobjetivo usando esse mesmo formalismo.
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APENDICE A

CONJUNTO DE CANTOR DE MEDIDA POSITIVA

Esta secao trata sobre a construcao de conjuntos de Cantor generalizados, no sentido
de que é possivel construir conjuntos que sejam perfeitos e nunca densos igual ao conjunto
classico de Cantor (de medida zero), mas neste caso com medida positiva. A diferenca
vem da construgao, em lugar de omitir o ter¢o médio de [a,b] com a = 0 e b = 1, se

remove qualquer intervalo centrado em [a, b] de comprimento menor que |b — al.

A construgao de um conjunto tipo Cantor de medida positiva poder ser feita para
qualquer a # 0 e b # 1. Por simplicidade tomaremos a =0 e b = 1. Sejam C' = [0,1] e
0<a<l

Passo 1. Retiramos de [0,1] o intervalo K, = (% - 1a, % + ia) , cuja medida (me-
dida de Lebesgue) é A(K11) = §, entdo o resto ¢
1 1 1 1
Cip1=|0,=—- Cia=|z+-a,1
1,1 [ ' 404} eCipo {2 + 4047 ]7

com

MCh1) = A(Cha) = % (1 - %@) |

Passo 2. Dos intervalos restantes excluimos os intervalos médios

1 3 1 1 3 1 3 3
Koq=(2—-a-—— Kooe (24 2q 242
21 (4 1671 160‘) y 22 (4 gt 160‘) ’

onde A (K31) = A (K3z) = §, entdo restam quatro intervalos

1 3 1 1 1 1
Coy = [O’ZL_EO‘}’ Coo = [Z_Eai_é_la]’
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onde

A(Ca1) = A(Cha) = A(Chg) = A (Cay) = i (1 — % — %) .

Passo 3. Dos quatro intervalos restantes do Passo 3. retiramos os intervalos médios

de comprimentos iguais a 33’ isto €, retiramos Ky 1, Ka 9, K3 3, {5 4 tais que

o
)\ (KQJ) - )\ (K272) — )\ (K273) — )\ (KQA) — i
No seguinte passo, dos 8 intervalos restantes Cs 1,5, ..., C3s cada um de comprimento
1 [0 (6% (0% :
g(l—ﬁ—z—g),ouseja,
1 a o «
A(Cs1) = A (Csa) = --- = A(C :—(1 —————— )
(Cs1) = A (Cs) Com =5 (1- -7 5

o

195 € construindo indutivamente temos:

removemos os intervalos médios de comprimento

Passo n. Depois de n etapas restam 2" intervalos fechados C,, 1,C,,2, ..., Cyon cada
um de comprimento menor que 2%

Sejam
2n71 on
An = U Kn,k € Bn - U Cn,k
k=1 k=1
e definimos o conjunto
C=()B.
k=1

A este conjunto assim definido chamaremos de conjunto de Cantor Generalizado.

Note que (B,,).” é uma sequéncia decrescente e A\(B;) < 0o, entao

n

AC) = lim M(B,) = lim (1— \(4,))

n—oo n—oo
2n—1
- 1—JL%A<UAM>
k=1
anl
= 1— lim » A(Aup)
n—00 1
2n—1

. (67
= 1-)m ) o
k=1

=«

= 1—a>0.
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Portando, obtemos um conjunto cuja medida é positiva e verifica-se as propriedades topo-
l6gicas do conjunto de Cantor como, densidade, compacidade, nao enumerabilidade, etc.,

veja [21).



APENDICE B

CONDICAO DE NAO DEGENERACAO

Consideremos o problema de valor inicial

dz(t)
dt

= A(DE(t) + B()a(t), 7(0) =0, (B.1)

onde A(t) e B(t) sdo matrizes n Xxn e n Xr, respectivamente, e %(t) é uma funcao arbitraria
em LY[0, 7).

Defini¢ao B.1. (Condi¢io de nao degeneracao A). Dizemos que o sistema dado por (IB)
satisfaz a condi¢cao de nao degeneracgao A ou simplesmente é nao degenerado, se

qualquer solugdo nao nula () da equagdao

dp(t) .
BT —A*(t)y(t) (B.2)

satisfaze a condi¢io B*(t)(t) # 0. Mais precisamente, B*(t)(t) é ndo nulo sob um

conjunto de medida positiva.

Observacao B.1. O sistema de equagoes diferenciais (B1) que satisfaz a condi¢do de

nao degeneracao (A) € dito completamente controldvel.

Existe outra condigao de nao degeneracao, condigao de nao degeneragao (B).

Defini¢ao B.2. (Condicdo de ndo degeneragio B). Seja D C R™ o conjunto de todos os
vetores T(T'), onde Z(t) satisfaz a equagao diferencial (B). Dizemos que o sistema ([B1)
satisfaz a condi¢cao de nao degeneragcao (B) ou simplesmente é nao degenerado
se D =R"
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Lema B.1. A condi¢ao de nao degeneragao (A) implica a condi¢ao de nao degeneragao

(B).

Demonstra¢ao. Suponha que a condi¢ao de nao degeneracao (B) nédo seja valida, isto é,
D # R". Como uma consequéncia da linearidade da equacao, D é um subespaco donde
segue que existe a € R™, a # 0 ortogonal a D, ou seja, (a,zZ(T')) = 0 para todo Z(t) que é
solucdo da equagao (B).

Considere agora o sistema
d
—(t) = =A*(t)Y(t
Sw(t) = —A ()0 (1)

W) =a
Como a # 0, segue que 1(t) # 0. Entao para qualquer solugao z(t) de (B),

0 = /OT <%¢(t> + A, :L“(t)> dt

= w0 - 0050 - [ (o0, E ) ar+ [ awa) i
= (o) - [ w0, BOm) @
=~ [ mopw.am e
Logo para todo @(t) € Lu, ([0, T]: R") temos
[ B @wo.ama=o

mas isto é possivel somente se B*(t)1(t) = 0 q.t.p. 0 <t < T o que contradiz a hipdtese.

Portanto fica provado o lema. O]

Agora, suponhamos que a condi¢ao de nao degeneragao B é satisfeita para o sistema
(BO), entdao A’(x°,u°) é sobrejetora. Consideremos (a(t),b) € E; e tomando z(t) €
C([0,T];R™) como no (B4), tal que

z(t) = a(t) +/0 0u(2°(7),u’(T), T)2(T)dT ¥Vt € [0,T], (B.3)

como (B33) é uma equagao integral de de Volterra de segunda espécie, este possui uma
tnica solugao z € C([0,T];R"™), para qualquer a(t) € C([0,T];R"), veja [27] pag. 396.

Note que a equacao

z(t) — /0 02 (2°(7), u?(7), T)Z(7) + pu(2°(7), w"(7), T)u(T)] d7 = a(t) Vi € 0, T],



B Condicdo de ndo degeneracao 101

tem em particular como solucao u(t) = 0 e Z(t) = z(t), para qualquer a € C([0,T];R").
Por outro lado, como o sistema (BZ) é nao degenerado, podemos achar @ € Lo ([0, T]; R")
ey € C([0,T);R") de modo que

Y () = @a(@°(t), u(t), )y (t) + pu(a(t), u’(t), t)u(t),
y(O) =0, (B'4)

y(T) =b—2(T).

Finalmente, colocando Z(t) = y(t) + z(t) e s = (x(7),u’(7), T) por simplicidade, temos

AMWuXxu (s wa T,())()+%A()m( 7)a(r)] dr, (7))

— (50 + 200 — [ a(6)0lr) + 2(7) + pula”() (). 7 Mw)
(B.5)

Assim por (B3) temos que

N (2°u®)(Z,u) = (y(t) + 2(t) — /0 0 (2°(t), u’(t), t)z(T)dr — y(7), b) )

E por (B43) obtemos A'(z°, u°)(z,u) = (a(t),b), ou seja, A'(z°, u°)(z,u)E = E;. Podemos
dizer entdo, que a sobrejetividade do operador A’'(z° u°) pode ser verificada através da
condigao de nao degeneragao A, de onde basta encontrar a matriz fundamental A (matriz

transicao de estado) da equagao

dij(t)
L = AMY(t
. (1)
ou seja, basta resolver a equacao matricial
de *
W = —A%e(1),

onde I é a matriz identidade e © uma matriz n x n, e depois achar a matriz B*©(t). Se
as colunas &;(t) da matriz O(¢) sao linearmente independentes como fungoes de t, ou seja,
S N&i(t) # 0 para A = (A,...,\,) # 0, entdo o sistema (BI) é ndo degenerado. De
fato, como qualquer solugao ¢(t) de (B) é da forma O(¢)\, para A # 0. Portanto

B*(t)O(t) = B*(t)O(t)A = Z N€i(t) #0

E como consequéncia, fica provado a afirmacao da pagina 54.



APENDICE C

CALCULO SUBDIFERENCIAL

Notagao: E espaco normado e Ry, := R U {oco}.

As definicoes e demostracoes dos resultados apresentados em esta secao podem ser

encontrados em Clarke [12] ou Vinter [A41].

Definigao C.1. Seja S um subconjunto de E. O cone normal a S, Ng(zx), no ponto x

¢ um subconjunto do espaco dual E* definido por:
Ng(x):={& € E*: ({,v) <0VveT(S;z)}.

Proposicao C.1. Seja f : E — R uma funcdao diferencidavel, e f atinge um minimo

sobre A C E em um ponto x. Entdo temos
—f'(x) € Na(z) e (f'(x),v) >0 Vv eT(Azx).

Definicao C.2. Seja S C E. Uma fungao Is : E — R, definida por

0, sex €8
Is(z) = {

oo, sex &S,
chama-se fung¢ao indicadora.

Definicao C.3. Seja f : E — R e seja x € domf. Um elemento & € E* chama-se

subgradiente de f em x, se satisfaze a sequinte desigualdade subdiferencial:

fly) = f(x) > (&y—x), y€ E.
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O conjunto de todos subgradientes de f em x é denotado por df(z).
Proposicao C.2. Seja f: F — R, uma fungao convexa, e x € domf. Entao
Of(x) ={{ € E™: fi(z,v) = ({v) Vv € B}

Proposicao C.3. Seja f : E — R, uma funcao convera com x € domf. Se [ é
Gateaux diferencidvel, entao 0f(x) = {f'(x)}.

Proposicao C.4. Seja x € S, com S subconjunto convexo de E. Entao 0ls(x) = Ng(x).

Teorema C.1. Sejam f,g: E — R fung¢oes convexas tais que admitem um ponto em

dom f Ndomg onde f é continua. Entao
O(f+g)(z)=0f(x)+ dg(x) Vx € domf N domyg.

Teorema C.2. Seja f: E — R, uma fungao convezra e continua, e seja A um subcon-

Junto convezro de E. Entao sao equivalentes:

(i) x € minimizador de f sob A.

(i1) —0f(x) N Na(z) # 0; ou equivalentemente, 0 € df (x) + Na(z).



APENDICE D

NOCOES BASICAS DE TEORIA DA MEDIDA

Nesta secao, apresentamos algumas definicoes e resultados basicos da Teoria da Me-
dida. As referéncias bésicas podem ser encontradas em Folland [21], Fernandez [I9] ou

Bartle [2]. Seja X um conjunto nao vazio.

D.1 Sigma—Algebra

Definicao D.1. (Sigma-Algebra). Uma familia S de subconjuntos de X é uma Sigma-

algebra se

(i) 0,X €S;
(ii) se A€ S, entao o complemento de A, denotado por A°, pertence a S;

(iii) se {A,}22, € uma sequéncia de conjuntos em S, entao a uniao | J,—, A, pertence a

S.

Definigao D.2. (Sigma-dlgebra de Borel-B). A Sigma-dlgebra de Borel € sigma-

algebra gerada por subconjuntos abertos de R™.

Definicao D.3. (Conjunto Mensurdvel). O par (X,S), sendo X um conjunto nao-
vazio e § uma sigma-dlgebra de X, é denominado de espago mensurdvel. Qualquer con-
junto em S € chamado de conjunto S-mensurdvel, mas quando a sigma-dlgebra € fixa

(como geralmente € o caso), o conjunto serd chamado de mensurdvel.
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Observagao D.1. Seja X = R. A Sigma-dlgebra de Borel é a sigma-dlgebra gerada por
todos os intervalos abertos (a,b) em R. Observe que a sigma-dlgebra de Borel B é também
a sigma-dlgebra gerada por todos os intervalos fechados |a,b] em R. Qualquer conjunto

em B € chamado um conjunto de Borel.

D.2 Funcao Mensuravel

Consideramos um espago mensuravel fixo (X, S), logo temos a seguinte defini¢ao:

Definigao D.4. (Fun¢do Mensurdvel). Seja f : X — R uma fun¢ao real em X.
Dada uma sigma-dlgebra S, diremos que a fun¢ao f é mensurdvel (com respeito a S) se

para cada numero o, o conjunto
{reX: f(z)>a} (D.1)

€ mensurdvel.

Sao consequéncias da definicao de fungao mensurével:
(i) Os conjuntos {x € X : f(z) =a}, {re X : f(z) >a}, {reX: f(z)<ale{re
X : f(z) < a} sdo mensuraveis.

(ii) Se X = R e S é a sigma-dlgebra de Borel B, entdao qualquer fungao continua f :

R — R é Borel mensuravel.

(iii) Se X =R e B =S, entao qualquer fun¢ao monétona é Borel mensuravel.

D.3 Medida

Introduzimos a nocao de espa¢o mensuravel (X,S) consistindo de um conjunto X e
uma sigma-dlgebra S de subconjuntos de X. Vamos considerar certas fungoes definidas
em S e tomando valores no conjunto do nimeros reais ou reais estendidos. Estas funcoes

generalizam a ideia de comprimento, area, massa, assim em diante.

Definicao D.5. Uma fun¢do p: S — [0,400] € chamada de medida em (X,S) se

(1) ;>0 para todo A € S;

(ii) p(0) = 0;
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(111) se {An}2, € qualquer sequéncia disjunta de conjuntos em S, entao
(U] -
n=1 n=1

Vamos apresentar um exemplo considerado importante:

Exemplo D.1. Se X =R e B =S8, a sigma-dlgebra de Borel, entao podemos mostrar
que eziste uma unica medida X : B — [0,+00]| a qual coincide com o comprimento dos
intervalos abertos, isto significa que se A = (a,b), entao A(a,b) = b — a. FEsta unica
medida € geralmente chamada medida de Lesbegue (ou Borel). Esta nao é uma

medida finita, mas sim o-finita.

Podemos apresentar alguns resultados simples da teoria da medida:

Lema D.1. Seja i uma medida definida em uma sigma-dlgebra S. Se E,F € S e E C F,
entdo p(E) < p(F). Se p < 400, entio p(F\ E) = p(F) — p(E).

Também temos:

Lema D.2. Seja p: S — [0, +00] uma medida. Temos as sequintes afirmagoes:
a) Se {A,} € uma sequéncia crescente em S, entao:

’ (U1 An) = lim p(A,).
b) Se {B,} € uma sequéncia decrescente em S e u(By) < +00, entdo

7 (ﬂ Bn) = lim p(B,).
n=1

D.4 Espaco de Medida

Defini¢ao D.6. (Espaco de Medida). E uma tripla (X,S, 1) que consiste de um conjunto

X, uma sigma-dlgebra S de subconjuntos de X e uma medida p definida em S.

Definicao D.7. Se p € uma medida definida em S, entao uma relagao envolvendo o0s
elementos de X € dita valer quase sempre se o conjunto A de todos pontos para os

quais a relagao falha é um congunto de medida nula, isto €, u(A) = 0.
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D.5 Integral de Lebesgue

Seja & uma sigma-algebra em um conjunto X e p uma medida positiva em §. Se

s: X — R ¢ uma funcao simples mensurdvel, da forma

n
s = E o; Xa,,
i=1

onde ayq, ..., o, sao valores distintos de s e X4, é a fungao caracteristica do conjunto A;.

Se F € S definimos a integral de s em E com relagao a u por:

/ sdp = Z%M(E NA;).
E

i=1

Definigao D.8. Seja f : X — RT uma fungdo mensurdvel e E € S. Definimos

/Efd(u)zssgljg/Esdu (D.2)

A integral do lado direito de (ID-2) é chamada integral de Lebesgue de f sobre E, com
relacao & medida p. Quando [, fd(n) < oo, dizemos que f ¢ integrével.
A integral para qualquer funcao mensuravel é como segue:

f X — R ¢é integravel se,

Lﬁmm<welﬁwmpaQ

[ s = [ rraw = [ £aw)

Da defini¢ao de integral de Lebesgue temos as seguintes propriedades:

onde f:= f~f".

Teorema D.1. (Teorema da Convergéncia Mondtona). Seja {f,} uma sequéncia

de fungoes mensurdveis em X, e suponha que

a) 0 < fi(x) < fo(x) < -+ < o0 para todo x € X;

b) fu(x) = f(x) quando n — oo, para cada x € X. Entao, f é mensurdvel e

Ah%ﬁ%éﬂ@)

Lema D.3. (Lema de Fatou). Seja {f.} uma sequéncia de fungoes nao-negativas e e
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integraveis em (X, S, u). Entao

f(x) := lim inf f,(z)

n—oo
é mensurdvel e
/ (lim inf fn) d(p) < lim [ fod(p).
X X

n—oo n—oo

Teorema D.2. (Teorema da Convergéncia Dominante de Lebesgue). Suponha
uma sequéncia de fungoes integraveis {f,} que converge para uma fungdo f de valores
reais mensurdvel, quase sempre. Se existir uma fun¢ao integrdvel g tal que |f,| < g para

todo n, entao f € integrdvel e

i [ )i = [ fo)
n—oo
Teorema D.3. (Teorema de Fubini). Sejam (X1,S81,11) e (Xa, Sa, p2) dois espagos

mensurdveis sigma-finitos. Se f € uma funcao mensurdvel S; X So em X; X Xy e nao-

negativa, entao a sequintes integrais Sao 1guais

/Xl><X2f<x7y)d(Ml X pz) = /X ( flz,y) (m)) d(p1)

= /XZ ( flz,y) (m)) d(p2).

D.6 Owutros resultados

Defini¢ao D.9. Uma funcao f : [a,b] — R € absolutamente continua se, satisfaz-se uma

das sequintes:

1. Ve > 036 > 0 tal que para cada colegao {[a;,b;]} de sub-intervalos disjuntos de [a, b]

Z( <5=>Z|f fla)| < e

7

tem-se

2. Jv € L(a,b) (o espago das fungoes integraveis definidas em [a,b]) tal que

b
f&) = f(a) —l—/ v(T)dr,t € |a,b].

Teorema D.4. (Teorema fundamental do cdlculo para integrais de Lebesque). Se —oo <

a<b<ooekF:[ab — R, sao equivalentes:

a) F € absolutamente continua em [a,b].
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b) F(x)— F(a) = [; f(y)dy para algum f € L.

c) F € diferencidvel q.t.p. em [a,b], F'(x) € L; e

F(z) - Fla) = / F'(y)dy.

Teorema D.5. Seja G uma fungdo continua e crescente sobre |a,b] e G(a) = ¢, G(b) = d.

Se f é uma fun¢ao Borel mensurdvel e integrdvel sobre [c,d|, entdo

[ s = [ scanace),

[ sy = [ ewewn

se G € absolutamente continua.

Teorema D.6. (Teorema de Lusin). Seja f : [a,b] — R uma fun¢ao mensurdvel a medida

de Lebesgque. Entdo para todo 6 > 0, existe uma fungao g : |a,b] — R continua, tal que:

p{z € la, 0] : f(x) # g(x)}) <0



Autorizo a reproducao xerografica para fins de pesquisa.

Sao José do Rio Preto, 03 de Margo de 2016.

Raul Tintaya Marcavillaca
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