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Resumo

Neste trabalho consideramos o mapa padrdo descrito nas varidveis momento e angulo, a partir
do movimento de um rotor pulsado. Uma vez definido o modelo para o caso conservativo, cons-
truimos o espago de fase para analisar a dindmica do sistema. Observamos um mar cadtico ao
redor de ilhas periddicas e limitado por um conjunto de curvas invariantes spannig. Para carac-
terizar o caos, usamos os expoentes de Lyapunov. Estendemos os nossos estudos introduzindo
dissipa¢do no sistema. Dada a escolha dos parametros de controle, observamos que a estrutura
mista observada no sistema conservativo decai exponencialmente para atratores cadticos. Os
expoentes de Lyapunov foram usados para caracterizar os atratores cadticos. Introduzimos uma
funcdo de descontinuidade no sistema para investigar a raiz quadrada da varidvel acdo quadra-
tica média ao longo dos atratores caéticos. Uma lei de escala foi estabelecida e os expoentes de
escala sdo encontrados numericamente. Finalmente, discutimos uma abordagem analitica para

a varidvel acdo quadritica média no mapeamento padrio dissipativo descontinuo.

Palavras Chaves: Mapa Padrao, Fun¢ao de Descontinuidade, Expoentes Criticos, Lei de Es-
cala.



Abstract

In this work we consider the standard map described in the momentum and angle variables from
the movement of a kicked rotor. Once the model for the conservative case is defined, we build
the phase space to analyze the dynamics of the conservative system. We observe a chaotic sea
surrounding periodic islands and limited by a set of invariant spannig curves. To characterize
chaos we use the Lyapunov exponents. We extend our studies introducing dissipation in the
system. Given the chose of the control parameters we obseve that the mixed structure observed
in the conservative case decay exponentially for large chaotic attactors. The Lyapunov expo-
nents were used to characterize the chaotic attactors. We introduce a discontinuity function
in the system to investigate the root mean square of the quadratic action variable along of the
chaotic attractors. A scaling law was established and the scaling exponents are found nume-
rically. Finally a analytical approach for the quadratic mean action variable in the dissipative

discontinuous standard mapping is discussed.

Key Words: Standard Map, Discontinuous Function, Critical Exponents, Scaling Law.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo de sistemas dinamicos vem despertando o interesse de varios autores nas
ultimas décadas. Trabalhos com esse tipo de sistema comecgaram a ter um maior destaque apos
o matematico francés Henri Poincaré, no final do século XVIII e inicio do XIX, demostrar a
estabilidade do movimento dos corpos do Sistema Solar [1, 2, 3]. O sistema de trés corpos
estudado, mostrou movimentos complexos e instaveis [4, 5].

Em 1961, Edward Lorenz, meteorologista americano, descobre acidentalmente
as consequéncias do caos deterministico. Lozenz trabalhava em uma 4rea cujas equacgdes que
descreviam a atmosfera eram ndo lineares. Para resolver o problema do tempo computacional
que inicialmente demorava muitas horas, ele recomecou a evolucao de um ponto intermedidrio
da antiga solugdo, entretanto os dados fornecidos por ele tinham trés casas decimais, mas 0s
valores computacionais tinham seis casas [1]. Com essa pequena mudanga, os valores obtidos
com os dados com poucas casas decimais ocasionaram em resultados completamente diferentes
dos resultados obtidos com os nimeros completos.

Com o desenvolvimento computacional, as simulacdes numéricas ficaram mais aces-
siveis, e investigar detalhadamente as dinamicas de sistemas ndo lineares ficou mais aborddvel.
Logo, os mapeamentos discretos acabaram se tornando cada vez mais possiveis. A técnica de
resolver problemas por meio de seguidas auto realimentagdes, isto €, necessitando inicialmente
apenas de um par de condic¢des iniciais, sdo conhecidas como mapas [1]. Tais mapeamentos sao
parametrizados utilizando parametros de controle que desempenham um papel fundamental na
evolucdo de um sistema, de modo que, podemos observar a ocorréncia de caos, sensibilidade
as condig¢des iniciais e estabilidade. O comportamento cadtico segue algumas caracteristicas
como: a imprevisibilidade, o comportamento aperiddico e ndo variancia de escala [6].

Um dos mapeamentos mais estudados na literatura é o mapa Taylor-Chirikov [7, 8],
também conhecido como mapa padrdo. Esse mapeamento pode ser descrito pelas varidveis
acdo e angulo e por um parametro k que controla a ndo linearidade do sistema. Esse mapa pode
descrever o comportamento de alguns sistemas fisicos, tais como: do movimento de um rotor
pulsado ou do movimento do péndulo simples, ambos com pulsos periddicos.

O espaco de fase, isto €, o conjunto de todos os estados possiveis do sistema [9], que
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ilustra o comportamento do sistema dindmico, pode apresentar uma estrutura mista composta
por um mar de caos envolta de ilhas periddicas e limitado por curvas invariantes spanning [9].
IThas periddicas sdo estruturas que se repetem periodicamente e as curvas invariantes sao as
curvas que limitam o tamanho do mar de caos no espaco de fase.

No mapa padrio, a escolha do pardmetro k, determina no espaco de fase a transicao
de caos local, caos confinado por curvas invariantes do tipo spanning, para caos global, quando
ndo se observa mais as curas invariantes spanning € uma particula na regiao de caos difunde-se
sem limites [9], essa transicdo pode ser observada ap6s o valor de k£ = 0,9716.... Um estudo
detalhado das propriedades dinamicas no mapa padrdo sera feita no Capitulo 2.

Uma consequéncia imediata observada ao introduzir dissipacdo em um sistema € que
a dindmica do modelo € drasticamente afetada. De certa forma, podemos dizer que dissipagcdo
implica que a drea do espago de fase nao € conservada sob o tempo de evolucdo. Existem varias
maneiras de introduzir dissipagdo em um sistema [10, 11, 12, 13], todavia uma delas pode
ser feita introduzindo for¢cas de amortecimento, como o movimento relativo de uma particula
dentro de um fluido com um gés [10, 14]. Neste caso, o sistema ndo conserva area ou volume
no espaco de fase e a estrutura mista vista no espaco de fase do mapa conservativo € destruida.
Nesse momento € possivel observar diferentes comportamentos a medida que o parametro de
amortecimento € variado.

Dentre esses conportamentos temos, o efeitos de transiente que consiste no tempo
que a particula fica vagando até atingir o equilibrio [15], pontos fixos atrativos que sdo ponto de
equilibrio estdvel [13, 16], érbitas periddicas que sd@o o conjunto de todos os pontos percorrido
pelo sistema no espaco de fase [14] e atratores cadticos. Atratores cadticos sdo atratores que
tém dependéncia sensitiva as condi¢des iniciais. Atrator € um conjunto invariante para o qual
Orbitas proximas convergem depois de um longo tempo. [2, 6, 17, 18].

A proposta deste trabalho € investigar algumas propriedades dinAmicas considerando
o mapa padrdo. Definido o mapeamento, o nosso foco serd construir o espaco de fase para
analisar o comportamento do sistema dinamico considerando valores diferentes dos parametros
de controle k e vy, onde k € um parametro de ndo linearidade e v é um parametro de dissipagdo.
Se v = 0 recuperamos o modelo conservativo, para v # 0 temos o modelo dissipativo.
No Capitulo 2, estudamos as propriedades dinamicas para o mapa padrio conservativo
e dissipativo. Inicialmente obteremos as equagdes para o mapa padrdo conservativo, a partir da
Hamiltoniana para o problema do Rotor Pulsado. Para o problema conservativo, construimos
o espaco de fase e depois determinamos os expoentes de Lyapunov para caracterizar o caos.
Posteriormente estudamos o caso dissipativo, construimos o espaco de fase, e determinamos os
expoentes de Lyapunov. Mostramos também para o caso dissipativo que as estruturas mistas
vistas no espaco de fase do modelo conservativo, quando adicionado dissipa¢do, decaem em
atratores cadticos, dependendo da escolha dos parametros de controle.
No capitulo 3, estudamos o mapa padrdo dissipativo descontinuo. Iniciamos

com o espago de fase, depois calculamos sua matriz Jacobiana, determinamos os expoentes
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de Lyapunov, e mostramos o decaimento das estruturas mistas em um atrator cadtico. Ainda
nesse capitulo, iremos calcular numericamente os expoentes criticos. Os expoentes criticos sao
aqueles que definem uma classe de universalidade do mapa padrdo dissipativo descontinuo.
Iremos também propor algumas hipéteses de escala, na tentativa de colapsar todas as curvas da
raiz quadrada da média (/r)s5) em uma Unica curva universal. Esse colpso serdo comprovados,
tanto analitica como numericamente.

Para complementar nossos estudos, no Capitulo 4, encontramos os valores dos
expoentes criticos analiticamente. Finalmente, no Capitulo 5 apresentamos as consideracdes

finais e as perspectivas de continuidade.



Capitulo 2

O Mapa Padrao

Este capitulo é dedicado a uma revisao bibliogréafica para determinar as equacdes do mapa
padrdo [2, 3], e ao estudo de algumas de suas propriedades. Iniciamos com o cdlculo da Ha-
miltoniana para o sistema do rotor pulsado, assim encontraremos as equagdes do mapa padrao
conservativo. Apds obter essas equacoes, iremos discutir algumas propriedades deste mapa.
Posteriormente faremos um estudo do mapa padrao dissipativo e algumas de suas propriedades

estatisticas.

2.1 O Modelo Fisico

Algumas das vantagens de se representar um sistema fisico por mapas, isto €, representé-
lo por equacdes discretas ao invés do uso de equacdes diferencias, sdo o custo computacional
e a precisdo numérica [2]. A dindmica de um sistema Hamiltoniano é determinada por uma
unica fun¢do, a Hamiltoniana, e essa funcio descreve seu comportamento. O estado do sistema
¢ caracterizado pelo seu “momentum”, p, e sua “posicdo”, . As equagdes de movimento,
também chamadas de equagdes de Hamilton, determinam a trajetéria (p(¢), Z(¢)) em uma regido
chamada de espaco de fase, que tem dimensdo 2N, onde N € o nimero de graus de liberdade
[3].

Podemos chegar ao mapa padrdo a partir de alguns modelos fisicos, como por
exemplo: o péndulo forcado, o rotor pulsado, uma particula em um campo eletromagnético,
entre outros [19]. Neste trabalho usaremos o exemplo do Rotor Pulsado, (“kicked rotor”) [3].

O Rotor Pulsado é constituido por uma barra rigida de comprimento L, com
uma das extremidades fixa em um piv0 sem atrito. A outra extremidade estd sujeita a uma forcga
impulsiva periédica vertical de intensidade & /L e periodo 7. Essa barra tem momento de inércia
I e ndo hd acdo da gravidade sobre o sistema. Esse modelo pode ser visto na figura (2.1).

Com essas informagdes conseguimos expressar a forca como sendo:
F, k fo: S(t )] (2.1)
r = — —nT)79. .
( 7¢7t) L nzo ‘7

12
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Figura 2.1: Esquema do sistema do Rotor Pulsado. Figura retirada da referencia [3].

Pela simetria do sistema, podemos expressar essa forca em coordenadas polares, logo:

o0

,.¢t =7 Z (t — n7)(dsen(p) — Feos(). (2.2)

n=0

TN

A somatdria é sobre todos os pulsos, e a fungdo de Dirac, d(t — nT), ocorre pois como
os pulsos sdo periddicos, temos que para t = n7, temos um pulso, (F' # 0), e para qualquer
outro tempo, ¢ # 7, temos F' = (. Assim, a energia potencial, energia relacionada a distancia,

pode ser dada como:
U(F) = —/ﬁ.df, (2.3)

U(r) = k:cos Z d(t —nr) 2.4)

A energia cinética, energia relacionada a velocidade, de uma barra em rotacao é dada por:

K=—. (2.5)

K== (2.6)

onde, K € a energia cinética, w € a velocidade angular, / momento de inércia, p 0 momento gene-
ralizado e U a energia potencial. A partir desses resultados, podemos escrever a Hamiltoniana,

que € dada por:
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Hpo) = p —|— kcos Z o(t —nr) 2.7

Com essa Hamiltoniana, vemos que H ¢é periédica no tempo e em ¢, isto é
Hppromt) = Hpgr)» 10go ela € conservativa. As equacdes de movimento sdo dadas pelas

seguintes derivadas:

%?:%%, (2.8)
E%——%%. (2.9)
Portanto, para 0 noSSO Caso em estudo, temos
¢:§, (2.10)
p = —ksen (o) f: d(t—mnrt). (2.11)
n=0

Podemos concluir das equagdes de movimento que o0 momento, p, € constante entre
quaisquer dois pulsos e varia descontinuamente no pulso. J4 a varidvel ¢, varia linearmente com
o tempo entre quaisquer dois pulsos. Como a Hamiltoniana depende periodicamente do tempo,
a superficie de secao conveniente € t, = ty + n7, onde t;, € uma varidvel constante positiva
entre 0 e 7 [3].

A fim de resolver essas equagdes de movimento, teremos que fazer algumas

consideragdes como:

On = h_>mo ot =nt —¢), (2.12)
Dn = h_)m p(t=nt —¢), (2.13)

onde ¢ € a varidvel de discretizacdo, ¢,, € p, sdo os valores das varidveis do sistema no instante
imediatamente anterior ao n-ésimo pulso. Analogamente, definimos os valores das varidveis no

instante de tempo imediatamente posterior ao n-ésimo pulso, entdo outra consideracao é que:

Opx = lim ¢(t =n1 +¢) (2.14)
e—~ 0

pn* = lim p(t = n71 +¢) . (2.15)
e— 0

Fazendo uma ultima consideracgao:
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bunsn) = lim ¢(t = (n+ 1)7 +2), (2.16)
P(nt1) = glr%p(t =(n+1)71+¢). (2.17)

Com essas consideracdes, poderemos conhecer o estado do sistema em qualquer ponto.
Agora, para resolver as integrais, precisaremos admitir dois intervalos de tempo diferentes. Para
uma primeira solu¢ao das integrais, consideramos o primeiro intervalo sendo o intervalo entre

dois pulsos, isto é, (n7 +¢ <t < (n+ 1)7 — ¢). Logo:

J p((n+1)7—e) p((n+1)7—e) .
L Ly ~ .
Po=—r = ll_I)Ié / dp, = ll_l}é / [ksen(¢) Z It —nr)]dt , (2.18)
p(nT+e) p(nt+e) n=0
i d((n+1)T—e¢) ((n+1)T—¢)
LN} =i P
O = S = Tim / A, = lim / Lt (2.19)
o(nt+e) o(nt+e)

Resolvendo as integrais, equacoes (2.18) e (2.19), teremos os seguintes resultados:

ll_I}I(l)[p((n +1)71—¢)—pnt+¢) =0, (2.20)
lim(¢((n + 1)7 = £) = ¢(n7 + )] = lim | © (”TI+ o) . (2.21)

Aplicando o limite de ¢ tendendo a zero, (lin%), e substituindo os resultados pelas consideragdes
e—

que fizemos anteriormente, equacdes (2.12) a (2.17), chegaremos nas seguintes equagoes:

Pn+1 = Pn*, (222)

Gnp1 = bn * +p%*r . (2.23)

Para a segunda solucdo das integrais, admitiremos o segundo intervalo, sendo o intervalo entre

um pulso, isto &, ((nT — ) <t < (n7 + ¢€)). Agora as integrais serao:

p(nt+e) p(nt+e) .
P = lim dp, = lim / [ksen(o) ZO §(t — nr))dt (2.24)
p(nT—¢) p(nT—¢) n=
d¢ P(nT+e) p(nT—¢)
y =20 oy — i P
by = = = lim A6y, = lim / Cat (2.25)

¢(nT—¢) P(nT—e)
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Integrando as equacdes (2.24) e (2.25), obtemos:

lim[p(nt + ) — p(nt — &)] = lim [/%sen(qs)(m . g)]] , (2.26)

e—0 e—0
[ p(nt —¢€)

li_r}r(1)[¢(n7' +¢) —p(nt —¢)] = lim 7 (25)1 . (2.27)

e—0

Aplicando novamente o limite de ¢ tendendo a zero, (liH(l)), e substituindo os resultados pelas
E—>

consideragdes feitas, teremos:

Pk = Do + ksen(¢y,) . (2.28)

On* = Op (2.29)

Comparando as equagdes (2.22) e (2.23) com as equagdes (2.28) e (2.29), obtemos:

D1 = Do + ksen(ey,) . (2.30)
T
Gng1 = O + 7Pt [mod2r] , (2.31)

Entretanto precisamos deixar o sistema adimensional, e para isso, multiplicamos as equacdes

por 7/1, isso nos da:

T T T~
Tpn-i-l - Tpn + 7ksen(¢>n) 9 (232)
T
¢n+l = ¢n + Tpn-&-l [m0d27r] . (233)

Mudando as varidveis, 7p — I ¢ 7k — k, chegaremos no seguinte mapeamento:

{ Iy = I, + ksen(6,) (234)

Opni1 = [0n + Ini1]  [mod2r]

Esse par de equacdes forma o conhecido mapa bidimensional que € o mapa padrdo ou mapa de
Chirikov - Taylor [3, 6].

2.2 O Mapa Padrao Conservativo

O mapa padrio conservativo mostrado na equacao (2.34), ou mapa de Chirikov
- Taylor, ¢ um modelo muito utilizado no estudo da transicdo do movimento regular para o
cadtico. Este mapa além de ser capaz de modelar sistemas reais ele abre caminho para o estudo

de outros casos, como o dissipativo e o descontinuo. Um exemplo de aplicagdo € para descrever
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localmente a dindmica de sistemas realisticos que tem como caracteristicas a coexisténcia entre

estados regulares e cadticos.

Figura 2.2: Espaco de Fase Para o Mapa Padrao Conservativo para diferentes valores do para-
metro de controle k. Em (a) K =0,5;(b) k=1,0,(c) k=1,5,(d) k = 2,0.

A partir do mapa (2.34) conseguimos uma descricdo completa do sistema, deste
modo, dadas as condi¢des iniciais 0, e I, podemos obter os valores de 6,, e I,, para todos os
valores de n, portanto, poderiamos também conseguir os valores de 0(t) e I(t) para todos os
instantes de tempo.

Quando k£ = 0 temos que o sistema € integravel. Um sistema € integravel quando
o ndmero de constantes do movimento € o mesmo que o nimero de graus de liberdade do
sistema [9], logo os colchetes de Poisson devem ser zero. Enquanto que para k # 0 o sistema
se torna nio integravel, isto €, existe uma perturbacdo, sendo assim um sistema de transicao de
integrabilidade para ndo integrabilidade.

Quando k£ > 0, dependendo das condi¢des iniciais, 0 sistema apresenta regimes
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dindmicos como caos, curvas invariantes tipo spanning e ilhas de estabilidade. A figura (2.2)
mostra o espaco de fase do mapa padrio conservativo, equagdo (2.34), considerando valores de
k diferentes (conforme mostra legenda). Pela figura (2.2), as curvas regulares sdo formadas por
curvas invariantes, conhecidas também como KAM (Kolmorogov-Arnold-Moser), enquanto
que as regides cadticas sdo formadas por trajetérias que apresentam comportamento irregulares
e podem gastar eventualmente muito tempo nas bordas das regides regulares [9]. A transi¢ao de
caos local para caos global ocorre para um valor especifico de &, sendo ele dado por: ke iico =
0,9716. Deste valor em diante, ndo € possivel mais observar as curvas invariantes do tipo

spanning, observando apenas caos e ilhas periddicas.

2.2.1 Os Expoentes de Lyapunov e o Calculo da Matriz Jacobiana para o

caso Conservativo

O principal sinal de existéncia de caos em sistemas ndo lineares € a sensibilidade das
condicoes inicias. Se duas trajetérias com condi¢des iniciais muito proximas divergirem uma
da outra exponencialmente, podemos caracterizar caos no sistema. Por exemplo, no caso dis-
sipativo, mesmo com duas condic¢des iniciais muito préximas uma da outra, nio existe certeza
que ambas serdo atraidas pelo mesmo atrator. Para estudar a caoticidade do sistema, usaremos
o método que se refere a sensibilidade as condi¢des iniciais. [2].

O matemadtico russo Alexandre M. Lyapunov desenvolveu um método de medida de
afastamento entre duas trajetdrias iniciadas em pontos préximos. O cdlculo dos expoentes de
Lyapunov, A, consiste em evoluir duas condicdes iniciais vizinhas infinitesimalmente proximas
e verificar se elas divergem exponencialmente uma da outra com o passar do tempo, como no
esquema da figura (2.3). Se A for positivo, ou seja, A > 0, o sistema tem componente cadtica
[19, 20].

Os expoentes de Lyapunov para o caso bidimensional sdo definidos como:

1
A= lim ~In]A™], =1, 2, (2.35)

n—oo N,

onde Agn) sdo os autovalores da matriz M = ﬁ Ji(1,0), J; é amatriz Jacobiana do mapeamento
calculado evoluido ao longo da 6rbita. Para lg i:élculo dos expoentes de Lyapunov foi utilizado
o método de triangularizacdo de matrizes, Eckmann-Ruelle [20]. Da-se o nome de 6rbita o
conjunto de todos os pontos percorrido pelo sistema no espago de fase.

Para cada uma das quatro condi¢des iniciais as curvas vistas na figura (2.4) convergem
para um valor possitivo diferente. Os expoentes de Lyapunov para o mapa padrdo conservativo,
equacio (2.34), podem ser vistos na figura (2.4) considerando o parametro k£ = 2 e condi¢des
iniciais diferentes (conforme legenda).

A matriz Jacobiana utilizada nos célculos dos Expoentes de Lyapunov é definida
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iz + un)

Ip + Up

x = f(=z)

Figura 2.3: Expoente de Lyapunov. Trajetéria das condi¢oes iniciais. Figura extraida da refe-
rencia [20].

como:
8In+1 8I’n«‘ﬁl
_ oI o0
= O0nir O0n s , (2.36)
oIy, 00,

onde os elementos da matriz Jacobiana sao dados por:

a[nJrl

TR (2.37)
8579‘:1 = kcos(6,,) , (2.38)
% 1. (239)
82’5:1 = 1+ kcos(0,) (2.40)

Logo a Jacobiana sera:

Je ( 1 kcos(6,) ) (2.41)
1 14 kcos(6,) | '

Calculando o determinante dessa matriz, obteremos

Det(J) =1. (2.42)



20

O teorema de Liouville [19, 21], que diz que se o determinante da matriz Jacobiana
de um sistema for igual a +1, o sistema € caracterizado como conservativo. Logo a drea do
espaco de fase € conservada. Conservar drea no espaco de fase significa que, para regides de
formas geométricas diferentes dentro do espago de fase, a drea destas regides serdo as mesmas.

Com o resultado do determinante que obtivemos da matriz Jacobiana para o
mapa padrdo conservativo, equacio (2.32), podemos concluir que a drea do espaco de fase
¢ preservada. Podemos ver os expoentes de Lyapunov para o mapa padrdo conservativo na
figura (2.4) considerando k = 2, quatro pares de condi¢des iniciais diferentes (conforme mostra

legenda) e iterando 107 vezes obtemos uma média dos expoentes de Lyapunov igual a A\ =
0,2822(6).

T I T T T T
—1 -1
— o107 =10
0.35- 810 107 .
0,=10 1,510
0,=1,3x10” 1,=1,3x10”
— 0,=1,5x107 1,=1,5x10"

0.3 B
<
0.25
A=0,2822(6)
072 ! | ! | ! |
0 3x10° 6x10° 9x10°
n

Figura 2.4: Expoentes de Lyapunov para o Mapa Padrao Conservativo (2.32) considerando
k = 2 e condicdes iniciais diferentes.

2.3 O Mapa Padrao Dissipativo

O interesse nos estudos de sistemas dissipativos ocorre por serem capazes de modelar
problemas de forma mais complementares que no caso conservativo. Quando consideramos
dissipacdo, o mapa padrdo passa de conservativo para dissipativo. Se pensarmos no modelo
fisico que estudamos anteriormente, essa dissipacdo pode decorrer de um atrito na barra rigida
e o pivo onde ela estd presa. Esses tipos de sistemas sdo caracterizados por uma continua
contracdo de seu volume conforme evolui o tempo, diferentemente de sistemas Hamiltonianos
que o volume no espaco de fase se mantém constante [2, 8]. As equagdes para o mapa padrao

dissipativo sdo dadas por:
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L1 = (1 =), + ksen(6,) (2.43)
Opni1 = [0n + Ini1]  [mod2r]
Novamente, / € a varidvel acdo, # € a varidvel angulo, k é o parimetro de controle, mas agora
temos vy que € o parametro de dissipacdo. O espaco de fase para esse sistema € dado na figura
(2.5) utilizando os pardmetros k = 10% e v = 10~%. Podemos ver vemos que as estruturas mistas
vistas no modelo conservativo, figura (2.2) sao destruidas. Com a redu¢do do volume do espago
de fase é possivel que se formem estruturas para onde as trajetdrias sdo atraidas. Essas estrutu-
ras tem como caracteristica dimensdo fractal, isto €, dimensdo ndo inteira, e sdo chamadas de
atratores caoticos. Um atrator € o conjunto invariante para o qual érbitas convergem depois de
um longo tempo [6]. Um atrator é cadtico quando duas Orbitas préoximas divergem exponenci-
almente com movimento cadtico [2]. Logo as estruturas mistas vistas no modelo conservativo,

figura (2.2) decaem para um atrator cadtico.

40000}

20000

-20000°

400001

Figura 2.5: Espaco de Fase Para do Mapa Padrio Dissipativo para k = 10% e v = 1072,
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2.3.1 Os Expoentes de Lyapunov e o Calculo da Matriz Jacobiana para o

caso Dissipativo

Para caracterizar o caos no mapa padrdo dissipativo, vamos calcular os expoentes
de Lyapunov para esse sistema. Mas como vimos antes, precisamos primeiramente calcular a
matriz Jacobiana.

Para o sistema dissipativo os elementos da Jacobiana sdo dados por:

aail;rl =1—-7, (2.44)
8(;2:1 = kcos(6,,) , (2.45)
827}:1 =1—, (2.46)
agg:1 = 1+ kcos(0,) (2.47)
Calculando o determinante encontramos:
Det(J)=1—1. (2.48)

Com esse resultado, podemos concluir que a drea no espago de fase ndo € preservada.
Logo, para diferentes regides no espaco de fase, mesmo com a mesma geometria, as dreas
dentro dessas regides nao serdo as mesmas. Com v # 0 e k >> 0,9716... o sistema exibe
atratores.

Com a definicdo dos expoentes de Lyapunov, equagdo (2.35), e os elementos
da matriz Jacobiana, podemos calcular os expoentes de Lyapunov. A figura (2.6) mostra estes
expoentes. Utilizamos os seguintes valores para os parametros de controle, k = 103, v = 10~
e quatro condigdes iniciais diferentes considerando 107 iteragdes. A figura (2.6)(a) mostra os
expoentes de Lyapunov positivos, enquanto a figura (2.6)(b) mostra os expoentes negativos.
A média dos expoentes Lyapunov positivos fornece \; = 6,21461(9), enquanto o negativo
fornece A\, = —6,21471(9). Algo interessante de se perceber é que a diferenca entre o médulo

da média dos expoentes é da mesma ordem que o pardmetro de dissipacdo 1074

2.3.2 O Decaimento de Orbitas para os Atratores

Agora vamos investigar analiticamente o decaimento das 6rbitas apresentadas no modelo

conservativo para os atratores cadticos mostrado no modelo dissipativo. Iterando a primeira
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Figura 2.6: Expoentes de Lyapunov para o Mapa Padrdo Dissipativo considerando quatro con-
digGes iniciais diferentes e k = 10° e ¥ = 10~*. Em (a) expoentes positivos e (b) expoentes
negativos. A soma dos expoentes positivo e negativo € | A\; + Ay |~ 1074

equacio do mapeamento (2.43), partindo de um par inicial ([, 6p). Temos

Substituindo (2.49) em (2.50), obtemos

I = (1 — 7)1y + ksen(by) ,

Iy =(1—~)I + ksen(6y) .

Iy = (1 — )Ly + k[(1 — v)sen(6y) + sen(6;)] .

Iterando o mapa novamente, e substituindo /-, teremos

Iy = (1 —7)%Iy + k[(1 — v)%sen(fy) + (1 — v)sen(61) + sen(6s)] .

I3 = (1 — )1y + ksen(6s) ,

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

Continuando as iteragdes, pode-se encontrar uma generalizacdo para a expressdo acima, que

serd dada por
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n—1
L= (1—9)"Ip+ k> (1—5)"""sen(6;) , (2.54)
i=0

ao tomarmos 7y pequeno, € dada a periodicidade da fun¢@o seno, a segunda parte depois da

igualdade da equacgdo (2.54), pode ser anulada, pois o seno oscila em pequenas oscilacdes em

n—1
torno da média do decaimento [13]. Entdo temos que a >_ (1 — )" ~sen(6;) = 0, assim
i=0
L= (1— )", (2.55)

Fazendo uma expansao em série de Taylor, obtemos

1
I, =Ll +In(l—~)n+ 5 In(1—7)*n*+..], (2.56)

onde, observando os termos dentro dos colchetes, perceberemos que é exatamente a definicdo

de exponencial, entdo [, pode ser escrita como

I, = I (-1 (2.57)

Agora, fazendo novamente uma expansdo em série de Taylor no termo da exponencial, teremos

que

In(l—v)=—y——=———— —+ ... (2.58)

Considerando apenas o termo de primeira ordem da série, teremos finalmente

I, = Ipe 7" (2.59)

Esse resultado confirma o decaimento exponencial da varidvel acdo com expoente
dado por —~. Iterando a primeira equagdo do mapa (2.43) e considerando k = 10° e valores
diferentes de v e de condi¢des iniciais, podemos construir as curvas de decaimento, [ x n,
como pode ser visto na figura (2.7)(a). Vemos que as Orbitas decaem exponencialmente para
os atratores cadticos. Um ajuste exponencial do tipo / = AeP™ (curva amarela), na curva com
pardmetro e condigdo inicial v = 8 x 107% e Iy = 12 x 10* (curva preta) fornece um expoente
B = —0,00077361 e coeficiente A = 11,351 x 10°. Esse resultado confirma, mais uma vez,
que a varidvel acao decai exponencialmente.

Observando os comportamentos das curvas na figura (2.7)(a), podemos fazer uma
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reescala nos eixos coordenados, do tipo, I — I—IO e n — nvy, observado na figura (2.7)(b). Em (b)
uma sobreposicdo de todas as curvas mostradas em (@) em uma dnica curva universal pode ser
vista, mostrando deste modo, uma invariancia de escala. Novamente o melhor ajuste a ser feito
foi o ajuste exponencial (curva em amarelo) agora com o expoente dado por B = —0,96694 e
coeficiente A = 0, 9451.

106 E T T TTTT \‘ T T TTTT \‘ T T TTTT \‘ T T TTTT %
1008282 E
z;- - DA DD :
4

~10°F : :
F|O--0 y=8x10"  I;=12x10 ]
MEERGES T SN ]
3L -3 4 B
10 E v=2x10 I[,=4x10 E
Flaay=10" 1=2x10"
L Ajuste Exponencial 4
102 1 1 L1111 \‘ 1 L1111 \‘ 1 1 L1111 \‘ 1 1 L1111l

0 1 2 3 4
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n
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10 ? e T D Y TN X000 ‘E
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Figura 2.7: Decaimento para o atrator cadtico: (a) o comportamento de / x n para valores de -y
e condigdes iniciais diferentes e k = 103. (b) sobreposi¢do de todas as curvas para uma tnica
curva universal.



Capitulo 3
O Mapa Padrao Dissipativo Descontinuo

Apresentamos nesse Capitulo algumas propriedades estatisticas para 0 mapa padrao
dissipativo descontinuo. Iniciamos os nossos estudos com a apresentacdo das equacdes do ma-
peamento e em seguida, o cdlculo da matriz Jacobiana com o intuito de determinar os expoentes

de Lyapunov. Posteriormente, discutimos numericamente algumas propriedades de escala.

3.1 O Mapa

O mapa padrdo dissipativo descontinuo pode ser obtido a partir do mapeamento (2.32).
Para isso, adicionamos na primeira equacdo do mapa, uma dissipacao no primeiro termo, € uma
descontinuidade no segundo termo. A dissipa¢do pode vir da resisténcia do ar ou da viscosidade
do meio, como foi visto no Capitulo anterior. A descontinuidade pode ser resultado do pulso
dado ao sistema do rotor pulsado [9]. Para o caso dissipativo descontinuo o pulso serd ora para

esquerda, ora para a direita. Com isso, 0 mapeamento pode ser escrito como:

{ Liyi = (1 =), + kf(0,)sen(6,) 3.1)

Opni1 = [0n + Int1] mod2m

onde 7 € a varidvel acdo, 0 € a varidvel angulo, v é o pardmetro de dissipacdo, k € o parame-
tro que controla a intensidade de ndo linearidade e f(6,,) € a fungdo sinal que é o termo de

descontinuidade, e que € definida como:

1 se cos(6,) >0

On) = sign(costy) =
f(0,) = sign(cosb,,) —1 se cos(6,) <0

(3.2)

Com as equacdes do mapa podemos iterar as varidveis I e #. Considerado os pardmetros de
controle & = 10® e v = 1072 e 100 condi¢des iniciais diferentes, construimos o espaco de
fase, como pode ser visto na figura (3.1). E possivel observar que, assim como no modelo

dissipativo, as estruturas mistas vistas no modelo conservativo sdo destruidas e decaem para um

26
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atrator caético, de acordo com a escolha dos parametros.

2000— - - . . :

1000f: -

-1000

[ ST R R | | | 1
20000~ "3 T4 5 6

Figura 3.1: Espacgo de fase para o mapa padrdo dissipativo descontinuo, considerando os para-
metros de controle & = 102 e v = 1073,

3.2 O Expoente de Lyapunov e o Calculo da Matriz Jacobi-

ana

Como discutido no Capitulo anterior, para calcular os expoentes de Lyapunov definidos

na equacao (2.35), precisamos calcular a matriz Jacobiana, cujos elementos sdo dados por:

aIn—‘,—l o
Ot 1(6,)c0s(6,) (3.4)

00,
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aen—f—l o
Wit _q 4, f(6,)cos(6y) (3.6)
00,
ficando entido
I L—v  kf(0,)cos(6,) 3.7)
1—~ 1+kf(0,)cos(6,) |’ '

o determinante dessa matriz fornece
Det(J)=1—1. (3.8)

A partir do resultado do determinante, percebemos novamente que, para v #* 0, a drea no
espaco de fase ndo € preservada.

Com as equagdes da matriz Jacobiana podemos calcular os expoentes de Lyapunov,
conforme mostramos na figura (3.2), e assim conseguimos caracterizar o sistema como cadtico.
Para a figura (3.2), utilizamos os seguintes valores para os parAmetros de controle, & = 103,
v = 1072, e condigdes iniciais diferentes (conforme legenda). Em (a) mostramos a média
dos expoentes de Lyapunov positivo, que fornece \; = 3,98222(7), enquanto (b) fornece a
média dos expoentes de Lyapunov negativo dado por Ay = —3,99227(7). Podemos perceber
novamente que, a diferenca entre o médulo da média dos expoentes é da mesma ordem que o

parametro de dissipacdo, 1072,

3.3 O conceito da Raiz Quadrada da Média /5,5

Agora vamos discutir sobre a raiz quadrada da média, ou Root Mean Square, denotada por
Irns, que € definida como sendo a raiz quadrada de duas médias da varidvel / do mapeamento
(3.1), sendo a primeira na 6rbita e a segunda em um ensemble de 6 € [0, 27]. Considerando
entdo, a primeira equagdo do mapeamento (3.1), iremos estudar o comportamento de /zy;s a0
longo dos atratores cadticos. A raiz quadrada da média, /)5, pode ser obtida pela seguinte

equacao:

n

1L
_ - 2
[RMS - M E n Ijﬂ' )

j=1""i=1

(3.9)

onde M € o nimero de condi¢des iniciais distintas, n € o nimero de iteragdes da Orbitae / € a

varidvel acdo. Na figura (3.3) mostramos o comportamento de /p);s X n para valores diferentes
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Figura 3.2: Expoente de Lyapunov para o Mapa Padrdo Dissipativo Descontinuo com dife-
rentes condigdes iniciais (conforme legenda). Em (a) expoentes positivos e em (b) expoentes
negativos, considerando os parAmetros de controle ¥ = 1073 e k = 103.

de k e v (conforme mostrado na legenda).
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Figura 3.3: Comportamento de [zy;5 X n para valores diferentes dos parametros de controle.
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A partir do comportamento observado na figura (3.3), notamos que para tempos
curtos e considerando [y = 0, as curvas crescem de acordo com uma lei de poténcia. Apds
certo numero de iteragdes, no crossover (n,), as curvas se aproximam de um regime de satura-
cdo. Notamos também que quanto maiores os pardmetros de controle %, maior serd o valor de

saturacao.

3.4 Hipoteses de Escala

A partir do comportamento das curvas de Iry;s x 1, mostrados na figura (3.3) que
podemos propor as seguintes hipoteses de escala:

1. Paran < n,, temos

Trns ~ (k)P (3.10)

2. Paran > n,, temos

IRMSSAT ~ ka17a2 ) (3.11)

3. Para o ponto de transi¢do do crescimento para o regime constante (nimero crosover),

temos

Ng ~ k*1y*2 . (3.12)

Das trés hip6teses de escala acima, temos que, 5 é um expoente critico chamado
de expoente de aceleracdo, o € oy s@o chamados de expoentes de crescimento € z; € 25 S20 0S
expoentes dindmicos. Estas hipéteses de escala junto com o comportamento das curvas Izy/s,
permitem propor uma fun¢do homogénea generalizada, a partir do comportamento descrito de

Irns. Essa funcdo € dada por:

[RMS(nkQ?ka’y) = ZIRMS(Zank27lbk7lC’y) ) (313)

temos que [/ é um fator de escala e a, b, c sdo expoentes caracteristicos [1].
Como [ é um fator de escala, isto &, um fator que ird reescalar todas as curvas,

pode-se escolher que ele seja:

I'nk? =1, (3.14)
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= (nk?)= . (3.15)

Se esse resultado mostrado na equacdo (3.14) for substituindo na funcdo homogénea generali-

zada temos que

Inas = (k)™ Ipags(1, (nk?) "ok, (nk?)i) . (3.16)

Para a regido de n < n,, o termo Ipys(1, (nk?)~ ek, (nk?)e~) pode ser considerado constante.

Se compararmos com a primeira hipétese de escala, mesma regido n < n,, podemos observar

que:
1
B=—=. (3.17)
a
Considerando agora
k=1, (3.18)
[=kb. (3.19)

Substituindo novamente na fun¢do homogénea generalizada, teremos

Ipas = k™o Ipars((nk?)k™8, 1, (k7 67) . (3.20)

Agora, considerando a regido onde n > n,, o termo Irys((nk?)k~%, 1, (k"57)) pode ser
considerado constante. Nessa regido, podemos comparar esse resultado, equagdo (3.20), com a

segunda hipétese de escala, assim, encontramos

1
ay = -5 (3.21)
Para o ultimo expoente, escolheremos:
I‘v=1, (3.22)
l=~¢. (3.23)

Fazendo a substituicdo na funcdo homogénea generalizada, obteremos
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1 _a _b
IRMS:'V_iIRMS((nkQ)"Y e,y ek, 1) .

(3.24)

Considerando novamente que Irys((nk?)y~«, 7_%1@ 1) é constante na regido onde n > n,,
também podemos comparar o resultado, equacdo (3.24), com a segunda hipétese de escala, logo
1
g = —— . (3.25)
c

Comparando as trés expressdes obtidas para os fatores de escala [, equagdes (3.17), (3.21,
(3.25)) a primeira comparacgao nos levara a:

(nk?)? = k™ | (3.26)
nk? = k9 (3.27)
n = k%% .

(3.28)

Se compararmos o resultado, equagdo (3.28), com a terceira hip6tese de escala, percebendo
também que v € constante, teremos que

631
21:——2.

3.29
E (3.29)

O resultado da equacdo (3.29) define uma lei de escala: conhecendo dois expoentes pode-se
definir o terceiro.

Uma segunda comparagao pode ser feita, e assim determinar o segundo expoente
dindmico 25, logo,

(nk*)P = ~o2 | (3.30)
nk? =~7 (3.31)
n= kJ_Q’y% .

(3.32)
Comparando novamente com a terceira hip6tese de escala, equagdo (3.12), agora considerando
k constante, teremos que

9 =— — .

(3.33)
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O resultado obtido na equagdo (3.33) define outra lei de escala.

Os expoentes criticos podem ser obtidos analiticamente, conforme serd mostrado no
Capitulo 4, ou numericamente, conforme mostraremos a seguir. Para a analise numérica, todos
os expoentes podem ser obtidos a partir da andlise da figura (3.3), com isso é possivel construir
figuras especificas e obter os expoentes.

Para o expoente (3 utilizamos um ajuste de lei de poténcia para o crescimento da
curva de Irp;s como uma funcdo de n, figura (3.3), quando n << n,, o resultado numérico
fornece § = 0,5. O expoente «; € obtido a partir do comportamento de /zy;5 em funcio de
k, paran >> n, e 7 fixo no valor de v = 0,0009. Esse comportamento é mostrado na figura
(3.4), onde podemos perceber também que quanto maior os pardmetros de controle k maior serda
o valor de saturagdo. Um ajuste em lei de poténcia nos fornece o; = 1,002(1) = 1. O expoente
oz € obtido a partir do comportamento de /r;s em fungdo de v, para n >> n, € o parametro
k fixo no valor de k = 103. Esse comportamento é mostrado na figura (3.5). Um ajuste de lei
de poténcia nos fornece o valor de vy = —0,4969(3) = —0, 5. A escolha dos valores de k e

deve-se ao fato de que o cdlculo do desvio padrdo ser no entrono do atrator cadtico.

6

I 00 Dados Numericos ]
5 — Melhor Ajuste
10°F E
= | |
5
210'F
>—<M r ]
103; oc1:1,002(1) -
102C 1 1 1 1 1 11 11 1 1 1 1 1 1 1 ll 1 1 1 1 1 1 1
10’ 107 10° 10*

k

Figura 3.4: Comportamento de Iry/s,,, X k com v = 0,0009. Um ajuste em lei de poténcia
fornece ov; = 1,002(1) = 1.

O expoente z; € obtido a partir do comportamento de n, X k, com o parametro
de dissipacdo, -, fixo no valor de v = 0,0009. Esse comportamento é mostrado na figura 3.6.
Podemos ver que, mesmo com -y fixo e valores diferentes de k, n, permanece praticamente
constante. Um ajuste da lei de poténcia fornece o valor de z; = —0,01(1) = 0, confirmando
assim a independéncia de n, com k.

Por fim, o expoente z, é obtido a partir do comportamento de n, X v, com o

parametro de controle k fixo com valor de k = 103. Esse comportamento é mostrado na figura
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com k£ = 10%. Um ajuste em lei de poténcia

Figura 3.6: Comportamento de n, x £ com v = 0,0009. Um ajuste em lei de poténcia fornece
2z =—0,01(1) = 0.

(3.7). Um ajuste da lei de poténcia fornece o valor de zo = —0,9939(7) = —1.

Conhecendo os valores desses expoentes criticos e conhecendo as leis de escala,

podemos reescalar os eixos da figura (3.3), e validar as hipéteses de escala. A primeira reescala

conveniente é Iryrs — Irars/k* 2, do mesmo modo, a segunda reescala conveniente é dada

por n — ny*2. A figura 3.8 mostra essa reescala e consequentemente a sobreposi¢do de todas as

curvas em uma unica curva universal. Esse resultado reforca a validade das hipéteses de escala.
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Figura 3.7: Comportamento de n, x v com k& = 10%. Um ajuste em lei de poténcia fornece

[a¥)

2 = —0,9939(7) = —1.
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6

Figura 3.8: Sobreposicdo de todas as curvas mostrada na figura (3.3) em uma udnica curva

universal.



Capitulo 4

Abordagem Analitica para Obter os

Expoentes Criticos

Apresentaremos neste Capitulo uma descri¢do analitica dos expoentes criticos para o
mapa padrdo dissipativo descontinuo. O objetivo aqui € a comprovacao analitica dos resultados
computacionais discutidos anteriormente. Inicialmente encontraremos a equacdo para Igy/s,
logo, estudaremos os casos particulares para a evolu¢cdo dindmica dessa equagdo e obteremos

0s expoentes criticos.

4.1 O Comportamento de /r);s para o Mapa Padrao Dissi-

pativo Descontinuo

Nesta parte do trabalho consideraremos a raiz quadrada da média da varidvel acao gy
do mapa padrdo dissipativo descontinuo. Como foi visto no Capitulo anterior, o mapa (3.1) é

dado por:

)

Iy = (1 =), + kf(6,)sen(6,)
Oni1 = [0n + Lny1] mod2m

onde vy € o parAmetro de dissipacdo, k£ é o parametro que controla a intensidade da ndo li-
nearidade e f{6,,) é a fungdo de descontinuidade definida na equagdo (3.2), como f(6,) =
sign(cosl,). A seguir serd estudado o comportamento de /r);s para alguns casos, como o0s

casosdey=0e~ # 0.

36
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4.1.1 Primeiro Caso - Sistema Conservativo (v = 0)

Para determinar o comportamento de /)5, consideramos a primeira equacao do
mapeamento (3.1) (a equacdo que envolve as varidveis I e o angulo #). Nesta equacdo e para
0 nosso caso podemos eliminar a varidvel 6 utilizando uma média em um ensemble de valores
distintos para 6 € [0, 27].

A descricdo analitica para determinar os expoentes criticos consiste em calcular a
média utilizando o quadrado da primeira equacio, 2. Esse procedimento serd adotado devido
ao fato da varidvel acdo média, I, ndo ser apropriada dado que f(#)sen(f) = 0, como vemos a

seguir:

Iy =1, + kf(0,)sen(0,) , 4.1)
I =1, + kf(0,)sen(d,) , 4.2)
Ly =1, . 4.3)

Entdo elevando ao quadrado a primeira equacdo do mapa (3.1) e depois fazendo a sua média,

teremos:

L1 = [I, + kf(6,)sen(0,)]?, (4.4)
12, = 12 4 2k1, [ (0,)sen(0,) + k> f(0,)2sen(6,,)? , 4.5)
12, =2+ k*f(6,)2sen?(8,) . (4.6)

Sabendo que sen?() = 1/2, pela equagdo (3.2) é possivel perceber que f(6,)> = 1, entdo a

equacdo (4.6) pode ser escrita como

4.7)

A definicdo de derivada dada por STEWART (2006, p. 158) [21] € que “A derivada

w, se o limite

de uma funcdo f em um nimero a, denotada por f'(a), é f'(a) = Illim
—0
existe”. Escrevendo x = a + h e com z tendendo a a, a equacdo da derivada pode ser escrita

como:

(4.8)

A partir da definicdo de derivada podemos fazer a aproximacdo da equacgdo (4.7) para uma

derivada
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2, -2=_—rt o~ 0 (4.9)

Observando a figura (3.3) e sabendo que a menor parte que se pode ter de n € 1, pode-se
considerar n — 0, logo a aproximac¢do acima € vidvel. Fazendo a separacdo de varidveis e

integrando dos dois lados da equacgdo (4.9), teremos

k2
dI? = —-dn., (4.10)
12 n’

_ k2
/dQ:E dn (4.11)
1072 0
I k2
I2(n) = I3 + 5 (4.12)

4.7)
k2
[7%+1 = 72z + ? )
de modo para n = 0, obtemos
— k2
I? :[§+5 , (4.13)
e paran = 1, temos
g2
Z=1I —1—7, (4.14)
Substituindo (4.13) em (4.14), obteremos
I
=12+ 2? , (4.15)
continuando as iteracdes, é possivel generalizd-la para a seguinte expressao
k2
T-Tan (4.16)

2
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de modo que obtemos o mesmo resultado encontrado em (4.12), mostrando que a aproximagdo
¢ valida.

Com os resultados (4.12) e (4.16), aplicando a raiz quadrada de ambos os lados, e

A / 2

definindo y/ I%(n) = Igys(n)
Considerando o caso particular, onde /; = 0, obteremos

k

NI

O resultado obtido na equagdo (4.18) mostra que na auséncia de curvas invariantes spanning,
a variavel acdo difunde ilimitadamente com a raiz quadrada de n. As curvas invariantes sao
as curvas que cortam o espago de fase e limitam a regido de caos. A figura (4.1) mostra o
comportamento de [p);s como uma funcdo do ndmero de interacdes n usando os parametros
de controle v = 0 e £ = 1,1. Um ajuste em lei de poténcia fornece o expoente critico § =
0,498(8) = %

2

10 r T T T T TTTT T T T T T T TTT ]
; o
°°
o) 4
o
L 0 4
1 o"@
2100 5 E
O°
L %//Q, 4
I O Ok=1,1 y=0
L ,O‘. — Melhor Ajuste 1
0 6‘
10 F .-O'O 7
ELO 1 B
0 2 4
10 10 10
n

Figura 4.1: Gréfico de Ir);s X n para o Mapa Padrao Conservativo Descontinuo com os para-
metros de controle £ = 1 e y = 0. Um ajuste em lei de poténcia fornece 5 = 0,498(8) = 1/2.
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4.1.2 Segundo Caso - Sistema Dissipativo (v # 0)

Para investigar analiticamente o comportamento de /zy;s como uma fun¢ao do nimero
de iteragdes n no sistema dissipativo, v # 0, devemos elevar ao quadrado a primeira equagao

do mapeamento equacdo (3.1), de modo que

(In1)* = [(1 = )Ly + kf(0n)sen(0,)] (4.19)

L= (1 =~)2L2 4201 — ) Lk f(6,)sen(,) + k2 £60,,) > sen?(6,,) . (4.20)

Tomando a média de Iry;5” em um ensemble de 6 € [0, 2] , teremos:

L2 = (1= )12 +2(1 — ) Lk f(0,)sen(8,) + k> £(6,) sen?(6,,) . 4.21)

Como foi discutido anteriormente, os valores das médias das seguintes equagdes sdo: sen(d,,) =

0, sen?(6,) = 3, f?(6,) = 1. Deste modo, podemos reescrever a equagio (4.21) da forma

I k2
Ll =(1—-9)>22+ R (4.22)

In+12 = (1 - 2/7 + 72)]71 +

kQ
. 4.23

A partir deste resultado, podemos novamente considerar a aproximacao da equagdo (4.23) a

uma derivada. Assim, reescrevendo a equagdo (4.23), teremos a seguinte aproximacao:

-1 dP? k2
L L= gy S =0 P+ (4.24)

Renomeando a varidveis /2 = E, poderemos entdo, separar as varidveis dE e dn, assim a parte

final da equacdo (4.24) é dada por

dE
5 = =dn . (4.25)
(V=27)E+ %
Integrando os dois lados da equacgdo (4.25), obteremos
E n

EV
/ d = / dn’ . (4.26)
(V2 =27)E + % )

0
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Resolvendo a primeira integral pelo método da substitui¢io, teremos

k‘2
u=(y?—27)E + TR (4.27)

du = (v* —2v)dE' . (4.28)

Substituindo esses valores na integral, teremos

/% = (v —27) /dn' , (4.29)
uo 0

0 que nos leva no seguinte resultado

In— = (v* = 29)n. (4.30)
Uo

Aplicando a funcdo exponencial em ambos os lados da equagido (4.30), teremos:

u(n) = uge"* 20" (4.31)
Voltando para a varidvel E, teremos

2 k2 2 k? (v2=27)n

(V=B + 5= |V = 20)EBo+ e : (4.32)
k2 2 2
(v —27)E(n) = b3 [6(7 —2n _ 1] + (72 = 29) Epel" 20 (4.33)
2
B(n) = B2 4 M [6(72_27)" - 1] . (4.34)
2(7* = 2v)

Voltando para a varidvel original, £ = 12, aplicando a raiz quadrada dos dois lados e renome-

ando \/ I?2(n) = Irps(n), teremos

Irpys(n) =4/ I%(n) = \/]026(72—27)71 + (k—Q)[e(vz—%)n —1], (4.35)

2(72 — 2

de modo que podemos reorganizar os termos da equacdo acima, assim ficaremos com:

k?

1 — e—(2v)n
s, ol e (4.36)

Trus(n) = \/1026_(27_“’2)" +
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Podemos comparar o resultado numérico observado na figura (3.3), com o resultado
analitico obtido na equagdo (4.36). Observando a equacdo (3.9), vemos que para o caso numé-
rico, a varidvel )¢ faz duas médias, uma nas condig¢des iniciais e outra ao longo da 6rbita.
Para o célculo da variavel /g,;s no caso analitico, além da média das condi¢des iniciais feita
acima, equacdo (4.36), € preciso fazer a média em torno da orbita. Para isso faremos o seguinte

procedimento [9]:

1« [— k?
T = | = Ie= @@= 4 —  — [1 — e=(2v=%)n]]| | 4.37
rms(n) n ;:1 { 0¢ 2(27 72)[ e ] ( )

Elevado ao quadrado os dois lados da equagiio voltamos para a varidvel 72. Aplicando a propri-

edade distributiva no termo #;2) 11— e*(z’V*VQ)”], e chamando os termos de
/{32
A= —m—, (4.38)
2(2y —7?)
2 k?
B=(I)y"— ———), (4.39)
o 3y =)
C=(2y—-7%, (4.40)
a equacdo (4.37) fica:
— 1<
P=—)% (A+Be ). 4.41
- ;( + Be") (441)
Abrindo a somatdria em n termos, teremos:
— 1
P=-[(A+Be )+ (A+Be )+ (A+Be )+ ..+ (A+Be ") . (442)
n
Simplificando os termos, teremos:
— 1
P=—[An+Ble®+e ™ +e3+ . +em9], (4.43)
n
72 B ¢ -C 4 ,—2C | ,-3C —(n—1)C
P=A+—e“l4+e“+e?+e% + . +e ]. (4.44)
n

Chamando os termos entre colchetes de .S, com:

S=14eC4e20 430 4 4O (4.45)
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e multiplicando S por e, temos:

SeC=eCqe 2430 4 40, (4.46)

Subtraindo as equagdes (4.46) e (4.45), obteremos:

S—8eC=1—e"¢, (4.47)
Sl—e9=1-e", (4.48)
1 —e ¢

Logo a equacio de I2, determinada na equagio (4.44), é reescrita como:

o B 1— —nC
P=AtZeC0(22C ), (4.50)
n 1—eC

Voltando para a equacao (4.37), teremos o seguinte resultado:

k,2 ? k2 1 — e*(Q'Y*'YQ)n
I B I ] [ty O
ras(n) 22— ( no 2n(2y - 72)> ’ { 1 —e =79 } @D

Com o resultado acima, obtido na equagdo (4.51), podemos construir um grafico

de Irps como fungdo de n e sobrepor esse resultado com as curvas mostradas na figura (3.3).

Deste modo, observamos que o resultado analitico coincide com o resultado numérico, como
poder ser visto na figura (4.2).

Com o resultado da equagdo (4.36) podemos encontrar os expoentes criticos

analiticamente. Para isso analisaremos alguns casos particulares, esses casos serdao apresentados

a seguir.

Casos Particulares

Nessa se¢do iremos considerar alguns casos particulares para a equagdo de Irss:

1. Para n = 0, teremos na equacdo (4.36) que:
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Figura 4.2: Sobreposicao do resultado analitico obtido na equacgdo (4.51) nas curvas de Igpss
mostrada na figura(3.3).

S k2
Tras(0) = 4 [To*— (27 — 42)0 + ———[1 — e=(=7")0] | (4.52)
RM \/ ’ 2 |
As exponenciais serdo iguais a 1, de modo que
3 k?
I 0)=4/1"(1) + m——[1 —1]. 4.53
rars(0) o()+2(27_72)[ ] (4.53)

O termo entre colchetes se anula, de modo que retornamos a condic¢ao inicial.
Trus(0) =\ 1> =| Iy | . (4.54)

2. Considerando n — oo, e sabendo que limn%m(e*(z‘“%)”) = 0, teremos na equagao
(4.36) que:

(4.55)
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1
I =k 4.56
RMS 27(2 — "y) 5 ( )
k 1
Trus = E(v(% —7%)" 2. (4.57)

Se considerarmos v — 0, o termo quadratico cresce mais rdpido que o termo 2. Assim, 0

termo quadrado pode ser anulado, de modo que obteremos:

Kl )
Trus & —=——===7""2". (4.58)
2(2—=7)
A partir desse resultado, podemos obter os dois expoentes criticos a; = 1 e ap = —%. Compa-

rando a equacdo (4.58) com as hipéteses de escala (3.11), vistas no capitulo anterior, € possivel
perceber que os valores obtidos analiticamente coincidem com os valores obtidos numerica-

mente.

4.1.3 Evoluciao Dinamica

Nessa sec¢do, faremos uma discuss@o de como o sistema evolui para o equilibrio no caso

0 <~y < 1leparal = 0. Assim teremos que a equagao (4.36), ficara:

2
I = [l — e~ @] 4.5
RMS \/2(27 —7 [1—e ] (4.59)

Essa equacdo pode ser reescrita na forma

k 21
Trpg = ———oxo—[1 — e~ @2 | (4.60)
2(2y =%

Expandindo essa equagdo em série de Taylor, teremos

k 1
ITryms = m VvV (2y — 72)71% + 1 (27 =) v(y — 2)n% + ... 4.61)

Se considerarmos somente o termo de primeira ordem da expansdo, teremos

k
V(27 —%)n2 . (4.62)

Trms =
V2y/(27 =7

D=

Simplificando teremos o seguinte resultado
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Trs = —=n2 . (4.63)

Esse resultado nos permite concluir que o expoente de aceleragdo é 8 = %, coincidindo nova-
mente com o resultado obtido numericamente, como podemos observar na figura (4.3). Consi-
derando valores diferentes dos parametros de controle £ e -, conforme mostrado na legenda da
figura.

10°F o RGN _
O..@-O

IRMS

ﬁz() 505(4) ,|:|....,.|Z|"E"EH:H:“:Et

10 g g OOk=4x10' y=9x10"
-2t O-0k=6x10" y=9x10"
— Melhor Ajuste
| ! ! Lo | ! ! L
10' 10° 10°

Figura 4.3: Gréfico de Ir)/s X n para o mapa padrao dissipativo descontinuo com parametros
de controle diferentes. Um ajuste em lei de potencia fornece 5 = 1/2.

4.1.4 Obtencao do Crossover n,

O nimero de Crossover, n,, pode ser determinado igualando a equacdo (4.58) a
equacao(4.63). Numero de Crossover é um nimero especifico que determina a mudanca do

crescimento para a saturagao, vista na figura (3.3). Teremos entdo

Trps(00) = Ipns(Ip =2 0) (4.64)

k Lk
Y2 =—=n2, (4.65)

22— 7) 5

k 1 1 k 1
— (2 =)y 2 = —n2, 4.66
2( v) "2y 7" (4.66)
(2—7) "ty i =07, (4.67)

-1

n=_—1 (4.68)
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Para v = 0, obteremos:

ne =270 (4.69)

Asim, comparando a equacdo (4.69) com a terceira hipdtese de escala (3.12) poderemos con-

cluirque z; =0e z, = —1.

4.2 Decaimento

Supondo Iy >> k?/2v(2 — v), a equagdo de Irys, equagdo (4.36), tem o 2° termo

desprezivel, resultando em

Tras(n) = V Iye 72— (4.70)

y(2=—7)n

[RMS(n) = Ioe_ 2 . (471)

Se v € pequeno, isto €, ¥ = 0, temos que 2 — v = 2. Logo podemos escrever a equacdo acima

como

IRMs(n) = ]De_“’" . (472)

De acordo com a equagdo (4.72), o decaimento da varidvel agdo € feita a partir de uma expo-
nencial. Entretanto, podemos encontrar essa mesma equacgao iterando a primeira equacao do
mapeamento discreto, equagdo (3.1), a equagdo da varidvel acdo, partindo de um par (g, 0y).

Assim, teremos

Lo =1 =), + kf(0,)sen(b,) , (4.73)
I = (1 =)o+ kf(B)sen(by) , (4.74)

Substituindo (4.74) em (4.75), obteremos

Iy = (1 — %)L, 4+ k[(1 — ) f(60)sen(6y) + f(01)sen(6y)] . (4.76)

Iterando o mapa novamente, e substituindo /-, teremos
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Ig = (]_ — ’7)]2 + kf(92)36n(92> s (477)

Iy = (1 — )31, 4+ k[(1 — 7)%f(0o)sen(By) + (1 — ) f(01)sen(61) + f(02)sen(6y)] . (4.78)

Continuando as iteracOes, podemos encontrar uma generalizacdo para a expressao acima, que

serd dada por
n—1
L= (1—=y)"To+k> (1—~)"""7"f(6;)sen(6;) (4.79)
i=0

Tomando v pequeno, e como vimos no Capitulo 2, a segunda parte da equacao (4.79) depois da

igualdade pode ser desconsiderada [11], logo teremos

Li=(1—y"I. (4.80)

Expandindo a equacao (4.80) em série de Taylor teremos que

1
(1—)"Iy = Iy +In(1 —)Ion + §ln(1 — ) Ign® + ..., (4.81)

1
I, :]0[1+1n(1—7)n+§1n(1—7)2n2+...] . (4.82)

Observando os termos dentro dos colchetes, percebemos que € exatamente a defini¢cdo de expo-

nencial, entdo [, pode ser escrita como

I, = Ie™ (= (4.83)

Agora, fazendo novamente uma expansdo em série de Taylor no termo da exponencial, teremos

que

In(l=v)=-v—-+—5-— —+... (4.84)

Considerando apenas o termo de primeira ordem da série, temos finalmente

I, = Iye "™ (4.85)

Esse resultado confirma o decaimento exponencial da varidvel acdo, assumindo que
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Iy >> k*/2v(2 — 7). Com a equagio (4.85) € possivel perceber também que o expoente de
decaimento € dado por —7. Com isso podemos construir as curvas de decaimento, / X n, como
pode ser visto na figura (4.4), (a) para valores diferentes de 7y e Iy. Fazendo um ajuste (curva em
amarelo) utilizando as condi¢des da curva preta, isto é v = 8 x 10~* e I, = 12 x 10, vimos que
o melhor ajuste foi por uma fungdo exponencial do tipo / = CeP™, onde D = —0, 00078465 e
C = 11,633 x 10°, confirmando novamente que a varidvel acdo decai exponencialmente.
Observando a similaridade das curvas da figura (4.4)(a), pode-se fazer uma reescala
nos eixos coordenados, do tipo I — é e n — 7, vemos na figura (4.4)(b) que todas as curvas
mostradas em (4.4)(a) sobrepde em uma tnica curva universal, mostrando a invaridncia de
escala. Novamente, o melhor ajuste a ser feito foi o ajuste exponencial do tipo I = CeP™

(curva amarela), agora com expoente dado por D = —0,98082 e C' = 0,96941.

10°

U] T T T 1717

U]

U]

L1

[S=Y
(a»)
N
v_?'\l\\l—’?—l‘
Lo
Lo
oo

Ll

— 104? E
- |00 y=8x10"  1=12x10" ]
S TR =¥ T 1
]()3 3 y=2x10" 1 ,=4x10" E
E a8 y=102 1,=2x10" ]
5 i Zjuste Exponencial R
@ 10 10 10 100 10’
10% 3
= 10'F E
107
10 ; _
) 10 107 101(1 10° 10
n

Figura 4.4: Decaimento para o atrator cadtico considerando valores diferentes dos parametros
de controle (conforme legenda). Em (a) o comportamento de / x n para diferentes condi¢des
iniciais e £ = 10. (b) sobreposi¢@o de todas as curvas para uma tnica curva universal.



Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Estudamos nesse trabalho algumas propriedades do mapa padrdo. Foi considerado trés
situacoes diferentes, o caso conservativo, o caso dissipativo e o caso dissipativo descontinuo.
Inicialmente, foi feita uma revisdo dos calculos para encontrar as equagdes do mapa
padrdo conservativo. A partir da Hamiltoniana do sistema do Rotor Pulsado, discretizamos e
resolvemos as equacdes de movimento, assim encontramos as equagdes que descrevem o mapa
padrdao conservativo. A partir destas equagdes obtivemos os casos dissipativo e dissipativo
descontinuo.

Para todos os mapas foram calculados os expoentes de Lyapunov. Em todas as
situagdes encontramos expoentes possitivos, podendo assim, caracterizar o caos para todos os
Ccasos.

Para o mapa padrao dissipativo e dissipativo descontinuo mostramos analiticamente
e numericamente, que as estruturas vistas no modelo conservativo sdo destruidas e decaem
exponencialmente para atratores cadticos com expoente de decaimento dado por —+.

Aprofundamos nossos estudos no mapa padrao dissipativo descontinuo, estudando a
raiz quadrada da média da varidvel acdo, /r)ss, a0 longo dos atratores cadticos. Conseguimos
encontar as curvas para [g)sg, analitica e numericamente, conseguindo uma boa sobreposi¢cao
dessas curvas, possibilitando assim, a uma boa aproximacdo do estudo fenomenolégico com o
estudo numérico.

Com o estudo de Ig)/s, foi possivel encontrar os expoentes criticos que sao, o
expoente de aceleracdo 3, os expoentes de saturacdo o e ap, € 0s expoentes dinAmicos z; € 2.

Os expoentes criticos foram encontrados tanto numericamente quanto analiticamente,
obtendo resultados semelhantes para ambos os casos, que podem ser visto na tabela a seguir:

Estes expoentes sdo os mesmos encontrados na literatura para o modelo de bouncer
[18, 23, 24]. Além disso, a fun¢do de descontinuidade ndo interfere nos expoentes criticos
obtidos para o mapa padrao dissipativo [1]. Também foi observado um colapso universal de

todas as curvas das médias da varidvel acdo, validando assim as hipéteses de escala que foram
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Tabela 5.1: Comparagdes entre os valores analiticos e numéricos dos expoentes criticos

expoente de aceleragdo

expoente de saturagio

expoente dindmicos

analitico B8 =0,5(8) a;=1,0eay =-0,5 z1=0ezy=—1
numérico B =0,498(8) a1 =1,002(1) e ag = —0,4969(3) | 21 = —0,01(1) e 2o = —0,9939(7)
propostas.

Nossas perspectivas para a continuacao desse trabalho é investigar o espago de

parametros a partir do cdlculo dos expoentes de Lyapunov e dos pontos fixos para o mapa

padrdo dissipativo descontinuo. Esse estudo tem o intuito de investigar as estruturas de auto

singularidade.
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