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Resumo

Na 1ltima década varias observacgdes indicam que o universo esta expandindo
aceleradamente. Essa expansédo acelerada pode ser explicada em um universo com-
posto de 70% de energia escura e 30% de matéria (25% de matéria escura e 5% de
matéria baridnica). A energia escura proporciona a pressio negativa necessaria para
produzir a aceleracdo em grandes escalas. Nesse trabalho faz-se uma reviséo do
modelo de um campo escalar como fonte da energia escura, conhecido genericamente
como modelo de quintesséncia. Estuda-se o modelo de quintesséncia acoplada a

matéria escura.

Palavras e conceitos Chaves: Energia escura, matéria escura, Quintesséncia acoplada,

expanséio acelerada,

Areas do conhecimento: Teoria da energia escura, cosmologia de quintesséncia
acoplada
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Abstract

In the previous decade many observations indicate that the universe is accelerat-
ing. This rapid expansion can be explained in an universe made up of 70% of dark
energy and 30% of matter (25% of dark matter and 5% of baryonic matter). The dark
energy provides negative pressure to produce acceleration. In this work it is studied
the model of Quintessence, a model of scalar field, as source of the dark energy. It is
studied the model of Coupled Quintessence with dark matter.
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Capitulo 1

Introducao

Na ultima década varias observacgoes indicam que o universo esta expandindo acel-
eradamente. Essa expansdo acelerada pode ser explicada em um universo composto
de 70% de energia escura e 30% de matéria (25% de matéria escura e 5% de matéria
bariénica) [1, 2, 21]. A energia escura proporciona a pressio negativa necessaria
para produzir a aceleracdo em grandes escalas. A explicacdo mais simples da en-
ergia escura é dada pela constante cosmolédgica, mas este cenario tem um problema
sério como é a discrepancia em escalas de energia. Da acordo com a evidéncia ex-
perimental, o universo a grandes escalas é especialmente plano [2]. Isso significa
que o universo esta em seu densidade critica e assim, a ordem de grandeza da en-
ergia contida na constante cosmolégica é da ordem da densidade critica 10747 GeV*
[2]. Mas este valor é diferente em muitos ordens de grandeza com relacdo ao valor
que prediz a teoria quantica de campos 107 GeV* [3]. Este problema pode ser solu-
cionado considerando um campo escalar com uma equacio de estado barotrépica e
dinamica, p = wp, onde p é a densidade de pressdo do campo escalar e p a densi-
dade de energia. Nos dltimos anos muitos modelo de energia escura foram propostos,
energia escura dilaténica [8], K-esséncia [5], campo fantasma [6], tachiones [7],
e o0 modelo de Quintesséncia [4], etc. Em todos os modelos, para proporcionar um
cenario de energia escura viavel, se requer que a densidade de energia do campo es-
calar seja subdominada durante as épocas nas quais a radiacdo e a matéria dominem
a dindmica do universo e que venha a ser dominante s6 agora para conduzir a ex-
panséo acelerada, satisfazendo o vinculo observacional de um universo plano.
Tipicamente os modelos de energia escura de campo escalar ndo apresentam o



acoplamento do campo escalar ao fluido material. Mas néo existe uma razio funda-
mental para que esse acoplamento seja inexistente

1.1 Modelo Cosmolégico Padrao

A evolucédo do universo se descreve teoricamente pela solugéo das equacgoes do campo
gravitacional da teoria geral da relatividade. O modelo padréo da cosmologia atual é
a solugéo proposta por Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker, o qual considera uma
completa homogeneidade e isotropia na distribui¢édo do contetido do universo. O
modelo padrédo se construiu considerando que o espaco que compreende o universo
esta preenchido uniformemente de matéria e radiacéo , é completamente homogéneo
e isotrépico em seus propriedades em escalas da ordem de 10® parsec ou maiores (1
parsec~ 10'%m) [9]. Isto significa que se pode escolher um tempo universal tal que
em qualquer tempo a métrica do espaco seja a mesma em todos os pontos e em todas
as direcoes .

A métrica do espaco tempo que satisfaz estas condigoes é conhecida como a métrica
de Friedmann-Robertson-Walker, [9, 10], ou FRW, a qual se escreve do jeito

ds® = —dt® + a*(t)dl?, (1.1)
onde

2
di* = a*(t) (1_d;(r2 + r2d6? + r236n20d¢2> (1.2)

é a métrica do espaco em coordenadas esféricas, que depende do tempo através do
fator de escala a(t). A velocidade da luz considere-se ¢ = 1. Ha trés tipos de universo
descrito por esta métrica. O universo fechado K = 1, o espaco aberto K = —1
e 0 universo plano X = 0. Assim para o caso de universo plano com coordenadas
espaciais (z,y, z), a métrica do espaco-tempo FRW esta dada por

ds® = —dt* + a®(t) [dz* + dy* + dz*] . (1.3)

Algumas vezes é melhor expressar a métrica 1.1 em coordenadas esféricas quadri-
dimensionais como

05 = —d 1@ (42 + £ (d0° +sin? 0?)] 1.4
onde
siny, K =+1,
fK)=¢ x. K=0, (1.5)
sinhy, K =-1.
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1.1.1 Equacoes de Friedmann

A lei de gravitacdo de Einstein sem matéria e radiacdo tem a forma

1
R,uzz - igul/R =0, (1.6)

R é a curvatura escalar, a qual define-se como uma operacéo de contracdo de indices
no tensor misto R = g"“R,, [11]. O tensor simétrico R,,, é conhecido como o tensor
de Ricci e se define em termos dos simbolos de Christoffel I'}, [11]

Ry, =T

wiw — Dius + Tislo — T L0 (1.7)

ur= apB”

Ainda que os simbolos de Christoffel ndo sejam tensores se podem definir em termos
do tensor fundamental g,,,,, 0 qual é a métrica do espaco tempo [11]

gO'l/
w5 = 5 v+ Gupp— Gupw) - (1.8)
Em presenca da matéria e radiacdo , estas equacdes se tem que modificar, intro-
duzindo o tensor momentum energia 7),,. As equacdes de Einstein ficam [11]

1
R, — §gw,R =81GT,, (1.9)

onde G é a constante de gravitacdo . O tensor momentum energia 7),,, representa a
presenca da matéria e radiacéo junto com as leis de conservacgéo , ver apéndice (A). O
modelo de matéria e radiacédo que se escolhe é o de um fluido material perfeito. Um
fluido perfeito é um fluido homogéneo e isotrépico sim friccdo e sem conducéo de calor,
para o qual o tensor momentum energia se define como [10]

T = (p + p) u"u” + pn™”, (1.10)

onde u* é a quadri-velocidade do fluido no ponto z* do espago tempo, p é a pressao
, p a densidade de energia e 7" é a métrica de Minkowski (—, +,+,+). Devido ao
sistema de referéncia que se escolhe, todo elemento de fluido se encontra em repouso e
portanto as componentes tri-dimensional da quadri-velocidade séo iguais a zero(u® =
0 a = 1,2,3). O tensor momentum energia, o qual é um tensor simétrico, pode-se

escrever como

0 0 0
T = 8§08 (1.11)
p
0 0 0 p



e por contracéo dos indices é obtido
T:T[f = —p+ 3p. (1.12)

Para obter as equacées de Friedmann calcula-se os simbolos de Christoffel difer-
entes de zero as componentes diferentes de zero do tensor de Ricci, a curvatura es-
calar R e o traco do tensor momentum energia (1.12), para assim substituir na equa-
cao de Einstein (1.6) [11]. Substituindo R = —87GT na equacéio (1.6)

1
R, = 8nG (TW — 2gle) , (1.13)
da equacgéo (00) encontra-se
a A7 G
-—=—— 3 1.14
" 3 (p+3p), (1.14)
e a equacdo (ij) junto com 1.16
N
(a> SLUCHIES (1.15)
a 3 a

onde p é a densidade de energia total, p é a pressao total, G é a constante gravitacional
o
e 1.15 séo conhecidas como as equacgdes de Friedmann e junto com a métrica de FRW,

de Newton e o termo = é conhecido como o termo de curvatura [9]. As equacgoes 1.14

constituem o modelo cosmolégico padréo .
De 1.14 pode-se deduzir que a expansio acelerada ocorre para p + 3p < 0 e pela
equacao de estado
p = wp, (1.16)

tem-se que o universo esta acelerando para

1
——. 1.17
w < 3 ( )

Por outro lado, a equacéo (1.14) pode-se escrever como

K

onde 0
p

Qt) = , (1.19)

© pe(t)

é o parametro de densidade total, e define-se a densidade critica
3H2(t)

e(t) = ) 1.20
pelt) = ——= (1.20)



e H = % é o parametro de Hubble, o qual descreve a aceleragao do universo. A
densidade de energia total p determina a geometria espacial do universo da seguinte

maneira
Q>1 ou p>p. — K=+4+1— Universo fechado,
Q=1 ou p=p — K =0 — Universo plano, (1.21)
Q<1 ou p<pec — K = —1 — Unqiverso aberto.

Lembrando que ha evidéncias de que o universo é muito plano em escalas cos-
molédgicas [2], portanto, de acordo com o modelo padréo, a densidade de energia total
do universo é préxima a densidade critica.

1.1.2 Lei de Gravitacao de Newton versus Aceleracao do Universo

Seja o universo completamente preenchido de um fluido material barotrépico, com
equacéo de estado w = p/p, onde w é constante. Entdo solucionando as equacdes de
Friedmann 1.14 e 1.15 com K = 0 se obtém para o parametro de Hubble

2
H(t) = 1.22
U= saroyi—n) (1.22)
o fator de escala no tempo ¢
2

a(t) o< (t — tp)30+e) (1.23)

e a densidade de energia total
p(t) oc =30+, (1.24)

onde ¢y é uma constante. O universo dominado por radiacdo tem equacdo de estado
w = 1/3, enquanto que o universo dominado por matéria néo relativistica ou matéria
fria tem equacdo de estado w = 0. Ambos casos correspondem a um universo com
expansio desacelerada. Assim, o modelo cosmolégico padrdo ndo pode explicar a
expansao acelerada do universo ja que descreve um universo que esta preenchido de
matéria ordinaria e radiacéo .

A lei de gravitacdo de Newton concorda com a equacdo de Friedmann 1.14 para o
caso de um universo plano dominado pela matéria fria. Em efeito, considere-se uma
esfera homogénea com raio a e densidade de energia p respectivamente. A equacéo
de Newton de movimento para um ponto material com masa m sobre esta esfera é

dada por
4 3
L ( - ”) , (1.25)
a 3
simplificando pode-se obter )
2 —%P, (1.26)
a 3



onde w = 0. Para explicar a expansao acelerada do universo se requer uma energia
exética denominada energia escura, com equacio de estado satisfazendo a desigual-
dade 1.17. A desigualdade 1.17 significa que requer-se uma pressio negativa para
produzir uma expanséio acelerada.



Capitulo 2

Evidéncia da energia escura

2.1 Vinculos de supernova Ia

2.1.1 Distancia de luminosidade

Seja um objeto distante na posicdo (¢, xs(t),0s, ¢s) com 05 e ¢ fixos, que emite um
féton com energia AF cada intervalo de tempo At. Na Terra, na posicdo (¢, 0,0,0),
um observador registra a chegada de cada féton com energia AFE, cada intervalo de
tempo Aty. A luminosidade absoluta e a luminosidade aparente estéo definidas por

AFE AFEy
E (& LU = Tto’
respectivamente. Como sabemos a energia de cada foton que é emitido é AF = hv e

Ls = (2.1

a energia de cada foton recebido é AEy = hig, onde h é a constante de Planck, v e vy

sdo a frequéncia de cada féton. Deste modo tem-se que AAP;EO = V—l; e pela definig¢éo do

redshift

14,=2 -2 (2.2)
o a
entao AE
NG =14 z. (2.3)

Agora, seja A o comprimento que percorre o foton no tempo At. Também, seja At pe-
queno de tal jeito que o fator de escala a(t) ndo mude. Entao pela trajetoria geodésica
que percorre cada féton, segundo a métrica (1.4), tem-se que At = a(t)A e do mesmo

modo para o féton que chega a Terra no tempo ¢, satisfaz-se Aty = apA. Assim

At
— =1 . 2.4
At +z (2.4)



Portanto, pela equacao 2.1, 2.3 e a 2.4 tém-se que
Ls = Lo(1+ 2)2 (2.5)
A luz viajando na diregao x satisfaz a equacéo geodésica
ds? = —dt? + a%dy® = 0, (2.6)

e, portanto, integrando tem-se

Xs t dt
xs=/ dxz/ — (2.7)
0 to a(t)
da definicéo de z, equacédo 2.2,
p=2 (2.8)
a
entao p )
z ap a aq
—=—-——-=—-——H 2.9
dt aa a "’ (2.9)
¢ d
z
dt — —@, (210)
desta maneira fazendo a mudanca de variavel ¢ por z na integral 2.7 se chega a
expresao
1 [* dZ
s = — —. (2.11)
X ao Jo H(Z)

O area da esfera com centro em (s, 65, ¢s) € raio ys, de acordo com a métrica 1.4,
esta dada por

27 T
A= [ [ v=gdsas = amai v, 2.12)
0 0

onde g é o determinante da métrica espacial, em ¢t = ¢y
dy? = aj f*(x)d6” + ai f(x)sen0d¢?, (2.13)

Portanto o fluxo de energia recebido pelo observador em (¢y,0,0,0) é

Lo
- = (2.14)
dmad f7(xs)
A distancia de luminosidade define-se como
L
a2 == 2.1
L™ 4rF (2.15)
entdo pela definicdo de d7 e da equagdo 2.5 e 2.14 obtém-se
dr, = aofr(xs) (1 +2), (2.16)
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Lembrando que no universo de FRW com curvatura K = 0 (universo plano) satisfaz
fx(xs) = x, equagdo 1.5, e usando a equacédo 2.11 encontra-se que

s
o H(2)

A densidade de energia p do lado direito da equagéo 1.16 inclui todas as compo-

dp = (1+2) (2.17)

nentes presentes no universo, matéria barionica, radiacéo , energia escura, matéria
escura, etc. Considere-se que cada componente da energia total do universo tem uma
equacéo de estado w;, que ndo muda no transcurso do tempo. Deste jeito a densidade
de energia total esta dada por

73(1+wi)

p= Z o ( ) , (2.18)

por meio da equacgéo 2.2, obtém-se

p= sz (1 + z)30Fw) (2.19)

assim a equacgdo 1.17 com K = 0 escreve-se na forma

H? = 787;; PO (1 4 2)30+w) (2.20)
(0)
e da definicao do parametro de densidade QEO) = %, para cada componente, onde
pe
pEO) = % é a densidade critica do universo no instante ¢y, encontra-se que
= H? Z OO (1 4 z)30 )| (2.21)

portanto, substituindo a ultima equacéo (2.21) na equacgéo (2.17), obtém-se final-
mente

2) / ’ dz . (2.22)
ST
Na figura (2.1) se tem dados de observacdo da distancia de luminosidade d; versus
redshift z junto com curvas tedricas derivadas da equacéo (2.22). Nesta figura pode-se
ver que para o universo plano no qual dominam dois tipo de componentes, a materia
escura fria com equacado de estado w,, = 0 e o outro uma componente com equa-
cdo de estado w, ~ —1 tal que 2, =~ 0.7 e Q,, ~ 0.3 se ajusta muito bem aos dados
experimentais. Este é um dos argumentos para apoiar a existéncia da energia escura.



Figura 2.1: Nesta figura pode-se observar trés curvas teoéricas tracadas de acordo
com a equacgdo (2.22) e um conjunto de valores determinados via observacéo para a
dependéncia entre a distancia luminosidade d;, e o redshift z (esta figura foi retirada
da referéncia [3]). Como se pode constatar a curva tedrica que mais se ajusta aos
dados experimentais é aquela que se constréi considerando €2,, = 0.31 e 2, = 0.69
(constante cosmolégica). Este é um dos argumentos para apoiar a

existéncia da energia escura
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2.2 A idade do universo e a constante cosmolégica

Otra peca de evidencia para a existéncia da energia escura ocorre quando se compara
a idade do universo (#p) com a idade de populacdes de estrelas mais velhas (¢5). Se
requer ty > ts, mas isto s6 se logra num modelo cosmolégico plano quando se consid-
era a existéncia da energia escura. Na referencia [16] se calculo a idade do cimulo
globular na via lactea do ordem de ¢; = 13.5 4+ 0.2 Gyr. Usando uma técnica diferente
na referencia [17] obteve-se a idade do cumulo globular M4 como t; = 12.7 + 0.7Gyr,
o qual é o cumulo mais velho conhecido. Entao a idade do universo deve satisfazer
to > 11 — 12Gyr.

Agora vai-se determinar a idade do universo para dois situa¢ées . Na primeira
situacéo s6 considera-se materia escura. Na segunda siutacéo considera-se dos com-
ponentes para o universo, a materia escura e a energia escura na forma de constante
cosmologica. A radiacdo pode-se despreciar em ambos casos ja que o periodo domi-
nado pela radiacdo é muito menor em relacio a idade total do universo.

De acordo com a equacio 2.9 tem-se que

0 o) dz
-f = ) miea (229

onde o tempo atual é considerado como o tempo zero e o tempo ¢ty é um instante de
tempo no comecgo do universo. O redshift de um foton emitido neste instante € infinito.

> dz

Segundo a equacédo 2.21, tem-se que

Assim,

H? = H? [Qg,(p (1+2)° + ng] . (2.25)

Pela equacéo 2.2 e a 2.25, a equacgédo 2.24 escreve-se do jeito

to = / e ol (2.26)
0 Hy(1+2z) (Qﬁ,?)(l +2)3 4 Q(AO)>

Num universo dominado pela materia escura néo relativista, Q,, = 1y Q\ = 0, du-
rante a maior parte da histéria, a idade do universo esta dada por

2

2 2.2
3Hy’ (2.27)

ty =

Das observacoes do telescopio espacial Hubble [18], das observacées da CMB [19] e
da estrutura a grande escala [20], a grandeza do parametro de Hubble no presente
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é Hy' = 9.776h~" Gyr com 0.64 < h < 0.80. Assim, de acordo com a equacio 2.27, se

obtém ¢ty = 8 — 10 Gyr, valor que nao satisfaz o requerimento. Pelo tanto um modelo

do universo plano sim energia escura néo satisfaz. Agora, considere-se a contribucéo

por parte da energia escura, pela equacdo 2.26 tem-se que

; /OO dz
0= )
O Ho(1+2)y/ 2 (1428 + 0

integrando encontra-se

2 1+\/QT/\())

to = In
3Hy QE\O) ol

(2.28)

(2.29)

De acordo com a evidencia experimental [1, 2], tem-se que 952) =03e Q(AO) = 0.7,

entdo a idade do universo, segundo a equacédo 2.29 é do ordem ty = 0.964H 1 o qual

corresponde a ¢y = 13.1 Gyr para h=0.72, idade que satisfaz a condig¢éo t; > 11 — 12

Gyr. Pelo tanto requer-se a existéncia da energia escura para poder ter consisténcia

com as estimacoes da idade das estrelas velhas.
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Capitulo 3

Quintesséncia

O modelo de quintesséncia postula a existéncia de um campo escalar ¢ que ainda néo

se encontra no minimo de seu potencial V(¢). A densidade de energia associada ao

campo pode ser uma explicacdo para a energia escura caso a equacio de estado para

o campo satisfaca w < —1/3.

3.1 Equacao de movimento

A acdo para o modelo de quintesséncia é

5 / Y [—;ama% V).

Variando a acdo com respeito do campo tem-se que

68 = / d*zé (v=gL),

gL gL
5 (V=3L) = (Vd) s+ (OVM ) 58,9,
“w
onde §0,¢ = 0,,0¢, logo

5(JfgL)=ng5¢+a < ((\9/8;;)5@ “<W>5¢’

o o[ (L o

e portanto

13
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onde o termo de superficie foi eliminado.
Agora do principio de minima agéo §S = 0, e para d¢ arbitrario tem-se

0v/—gL O/—gL\
Ao, < ) o (3.6)
para o campo de quintesséncia L = —% 0" — V (¢), logo substituindo encontra-
se
av

V—=90,0" ) + 0y/—go"'d — d((f) =0, 3.7

e para o caso FRW plano e ¢ espacialmente homogéneo \/—g = a> e

. LAV

¢+3H¢+d£b¢):0' (3.8)

3.2 Tensor momentum Energia

O tensor momentum energia do campo escalar esta definido assim

2 48
Tyw=——F———, 3.9
g g
e portanto para o campo de quintesséncia tem-se que
1
T = 0u90ud — g §6u¢au¢ +V(9)], (3.10)

ver apéndice A. Subindo um indice e considerando o campo espacialmente homogéneo

tem-se que
_ o &
po =10 =5 +V (9), (3.11)
também
P2
pp=Ti =5 -V(9). (3.12)

3.3 Dinamica cosmolégica de quintesséncia na presenca

de um fluido barotroépico perfeito

As equacgdes que definem o modelo séo

14



I{Q

H? = = (pg + pm). (3.13)
. /{,2
€ dv
<25+3H¢'>+%=0, (3.15)

onde p,, é a densidade de energia da matéria escura, considerada com um fluido
barotrépico e ndo relativistico (matéria escura fria). A densidade de energia da
matéria barionica é desprezada. Também, x = 817G é uma constante.

Introduzindo as variaveis do espaco de fase

; 1% VvV
etV Ve pl 20 (3.16)
V6H V3H KV v
e derivando com respeito ao tempo fisico tem-se
dx /ﬁ(}ﬁ' /1(15 H
> 2=, 3.17)
dt  6H /6 ( H 2)
Substituindo o tempo fisico pelo nimero de e-folding N = Inaq, % = H obtém-se
dz Ko H
il . 1
N \/6H2+x( H2> (3.18)
A equacéo de movimento do campo escalar
/fﬁ.f; \/6 2
= —\y° — 3z, (3.19)
vem2 27
também, da equacio 3.14
H K2
77 =~z Pe+Ps+pm (1+wm)), (3.20)
onde p, + py = $* e portanto
H ’i2¢2 H2pm
—— =3 1+ wm), 3.21
7 <3H2>+2H2( + W) (3.21)
H 9 52 pm

15



Por comodidade se vai conservar w,,, no final se considera matéria escura fria w,, = 0.

Definindo v = 1 + w,,, e da equacédo 3.11 e 3.13 tem-se que

logo

portanto

dx_\/é

2

dN

dN 2

Da mesma maneira

Ay
dN

dN 2

dx_\/é)\z

H2
3

1

K

(;«iﬂ +V(9) +pm>

K2 KV (9) L K2m

y°—3

K

ERCEN O A

dy V6 [(RVV
V3H

dy _ V6,
aN = 2
Finalmente
dx
N

~ 6H?

- 3H? 3H?

Y

)

3
\y? — 3z + [3m2+;(1—x2—y2)],

:c+§x[(2—7):c2+(1—y2)ﬂ.

2

1L V. wVV
V3

2 (%) +

H

HQ

KV
V3V

)

)4

+3—y[(2—fy)m2+(1—y2)'y].

2

&V K V2

ax [ VVies
dN V2

Junto com a equacédo

dA

dN

dX

Ve \ [ o
V) <¢éﬂ) V646 (-
= —V6222T + \22V/6,
= V66X (I — 1)z

dN

16
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Ve
&V

)

K
V6H

)

)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)



k2 py,
3H?
que expressa o fato que o universo seja muito plano Q4 + Q,, = 1. O sistema de

2 4+ + =1, (3.36)

equacgoes do modelo ficam assim

dr  V6X , 3 ) 2
aN- 3 Y —3:64-5%[(2—7)56 +(1—-y%)1]. (3.37)
dy V6 3y 2 2
—_— = —— —_— 2 — 1 - . .
N 5 AT+ [(2—v)2®+ (1-y%) 9] (3.38)
C‘l% — VBaNT + NG, (3.39)

3.4 Parametros cosmologicos importantes no espaco de
fase

Para expressar que o universo é plano tem-se o pardmetro de densidade de energia
total. Para descrever sua expansdo acelerada se tem o pardmetro da equagéo de
estado. O parametro de densidade de energia esta definido pela equacgao 1.20. No
caso do campo de quintesséncia p = ps = %2 + V (¢), e portanto

K242 K2V
Qy=—5 +— 4
¢ 6H2 + 3H2 ) (3 0)
eem termosde x ey
Qp = 2% + 97 (3.41)
Assim a condicido de que o universo seja plano fica
2
.2 2, K'Pm _
Qp+ Q=" +y~ + Ve =1, (3.42)

a mesma equacdo 3.36. O parametro de estado esta definido pela equacédo 1.17. Entéao
das equacoes 3.11 e 3.12, em termos de = e y a equacgdo de estado para ¢ esta dada
por

22— 2
T2 q y?
Também se p e p sdo as densidade de pressdo total e densidade de energia total,

LU¢ (343)
tem-se o parametro de estado efetivo w.yy,

+
wepp = 2o Pm _Po | Pm (3.44)
Po + Pm Pc Pc

17



onde

Py _ Po Py _ wells, (3.45)
Pc  Pg¢ Pc
e portanto
wepf = 2" =y + winQm, (3.46)

onde da equacéo 3.42 tem-se que €2, = 1 — 22 — 3% e entéo
ey = —1+7+(2—7) 2" =y (3.47)

Lembrando a desigualdade 1.18, a condicéo de expanséo acelerada é w.;r < —1/3 ou
em termos de v.5r = 1 + we s fica como .5 < 2/3.

3.5 Solucoes constantes ou pontos criticos

O estudo é feito para )\ constante, ou seja, para o potencial exponencial tipico do
modelo de quintesséncia,
V(9) = Voe 2, (3.48)

e portanto I' = 1. Os pontos criticos podem-se obter escolhendo

dr o dy

resultando em duas equacoes
-3z + \f)\yQ + gwA (x,y) =0, (3.50)
Yy (—?Ax + 2A($,y)> =0, (3.51)
onde A(z,y) = [(2—7) 2% + v (1 — y?)]. Da equagéo 3.51 tem-se para y # 0
—\éé)\x + ;A(az, y) =0, (3.52)
e
379614(5'3, y) = \fw, (3.53)
Substituindo 3.53 na equacéo 3.50
—3x + \f)\yQ + \gé)\xz =0, (3.54)

18



agora da mesma equacéo 3.53

2 — y)z?— Y6
RPN Clul s iy (3.55)
Y

entdo substituindo a equacdo 3.55 na equacéo 3.54 obtém-se o polinémio de segundo
grau

1 Y
2 2
T4 — — |3y + N+ = =0. (3.56)
As solucgoes sao
37 A
xr1 = 2x, Tro = % (3.57)
Para a solucdo z1, da equacgio 3.55 encontra-se
3
=152 (3.58)
e para a solugdo x5 obtém-se
22
Y2 = 1——. (359)
6
No caso de y = 0, da equacgao 3.50
3
—31 + ;A(x, 0) =0, (3.60)
3T 9
2oyl =0, 361
de aqui tem-se as solucoes
z=0, z=1, z=-1, (3.62)

(a) =0 ey—O
b)) z=1 ey=0,
2) x=-1 e y=0,
( Y
A A2
(¢) o= e y= - % e
(@) v=1/33 y=1/3 2=
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3.6 Estabilidade ao redor dos pontos criticos

Para estudar a estabilidade dos pontos criticos tem-se que calcular os autovalores da
matriz de perturbacées do sistema autonomo de equacgodes diferenciais, ver apéndice

B. Definindo 7
_ dr _ V6, 5, 3
f(z,y) = N = Tt Ay” + 2:L‘A(:E,y), (3.63)
_dy 3y | V6
g(z,y) = N2 ?)\x + A(z,y) |, (3.64)
a matriz de perturbacdes esta definida por
of 9f
M = ( o ) : (3.65)
T
Da equacgéo 3.63
of 9 2 3 2
L3402 21— :
o 3+2( vz +2( v°) v, (3.66)
of
= (\/6,\ - 3) y, (3.67)
e da equacao 3.64
dg V6
A 2 — :
e [ 2)\—1—3( y)x]y, (3.68)
dg V6 3 9 , 3 )
a—y——7)\az+§7—§7y —|—§(2—7)m : (3.69)
3.6.1 Ponto critico (a)
Para esta solucéo , das equacgées 3.66, 3.67, 3.68 e 3.69 tem-se que
<8f> =-3+ §7, (3.70)
9T / 4—0y=0 2
¢ 0 3
(g) =Sy, (3.71)
oy z=0,y=0 2

as outras entradas da matriz M sio zero. Da equacéo de autovalores det (M — pI) =0

3 3
<—3 +57 - u) <27 - u) =0, (3.72)

20
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de aqui os autovalores do M sao

ur:—g@—v% M2=%% (3.73)
No caso de um fluido material que satisfaz 2 —~v > 0 e v > 0 (y = 1, matéria escura
e v = 4 radiacdo ) encontra-se ;3 < 0 e pg > 0. Assim o ponto (a) é um ponto de
sela. Também para esta solucdo , da equacdo 3.41 2, = 0, assim (a) é uma solucéo
onde somente a radiacdo ou matéria escura contribui a densidade de energia total
do universo. A matéria é dominante nesta fase. Também é uma fase onde néo ha

expansao acelerada.

3.6.2 Ponto critico (bl)

As entradas diferentes de zero da matriz M sido

<6f) =3(2-7), (3.74)
Ox z=1,y=0
e
(89> =3- @)\, (3.75)
ay z=1,y=0 2
da equacédo de autovalores encontra-se
6
(3(2—7)— <3 - \gz\ — u) =0, (3.76)
de aqui que
6
w =3(2-79), M2:3—§)\. (3.77)

De novo para o caso que interessa ps > 0 e u; > 0 ou u; < 0 dependendo do valor
do A\. Em ambos casos o ponto (b1) é instavel. No primeiro caso um nodo instavel e
no segundo um ponto de sela. Da equacéo 3.41 2, = 1 e o campo de quintesséncia é
dominante. Pela equacéo 3.41 w.fy = 1 > —1/3 e portanto esta solucdo também néo
pode descrever a expansio acelerada.

3.6.3 Ponto critico (b2)

Para este ponto

0 f)
— =3(2—-7), (3.78)
<6x z=1,y=0 ( ’7)
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<89> =3+ @A, (3.79)
8y z=1,y=0 2

e da equacao de autovalores

(3(2—7)—n) <3 + \26)\ - u) =0, (3.80)
de aqui
/L1:3(2—’7), u2:3+\g€)\. (381)

Também para este ponto, tem-se que 12 > 0 e g > 0 ou g < 0. E é um nodo instavel
ou ponto de sela, sendo em ambos casos instavel. Do mesmo modo da equacdo 3.41
Ny =1ede3.47 w5y =1 > —1/3. Logo esta solugdo também é uma solucéo de campo
escalar dominante e sem expansio acelerada.

3.6.4 Ponto critico (c)

Para esta solucéo as entradas diferente de zero da matriz M séo

1
My ==3+3 (3 -7\, (3.82)
M _Q(Q_ ) 1_)‘72 (3.83)
1,2 \/6 '7 6 Y *
3\ A2
Moi =21~ 1- = (3.84)
2,1 NG ( 20) 6
e
/\2
M272 = —3’)/ <1 - 6) . (385)
Assim, da equacéo de autovalores encontra-se o polinémio de segundo grau
3 1
1+ 5 [20+7) M- 3 (3v =A%) (-6 +A%) =0, (3.86)

e a solucédo de esta equacéio é
2

w1 = -3+ 5 M2 = —37 4+ A2 (3.87)
Entéo , para que p; < 0, tem-se que ter

M <6, (3.88)
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e <0
2\ < 3. (3.89)

Sendo v < 2 entdo o ponto critico (¢) € um nodo estavel se
2\ < 3. (3.90)

No outro caso, para
3y < A% <6, (3.91)

tem-se que p; < 0 e ug > 0 e portanto (c¢) é um ponto de sela. Da equacéo 3.41 para
este ponto encontra-se que 0y = 1. Por tanto nesta solucdo tem-se que a energia
escura é a componente dominante da densidade de energia total.

Agora, da equacio 3.47, encontra-se para esta solucao

A2 A2
Weff = wWm + (2 — — ) = 1-——, (3.92)
It (2-7) ( \/6> v ( G >
)\2

wepf =5 — 1L, (3.93)

e a expansio acelerada se da para )‘; —-1< —%, isto é
M <2. (3.94)

Entao, para

N <2, A< 3y, (3.95)

tem-se que o ponto (¢) é uma solucdo de campo escalar dominante attractor e com
expansio acelerada.

3.6.5 Ponto critico (d)

Para esta solugdo as componentes do M séo

3 9 2
My = =3+ 357+ (2-7) % (3.96)
3 2
Mo =3 <1 — 2;) : (3.97)
3 g
Mar=35 [3 2-7)33— 1} 2=, (3.98)
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__9 7
M2 =—35 (2-7) 2 (3.99)

entdo da equacdo de autovalores det (M — ul) = 0 obtém-se o polinomio de segundo

grau
3 9 ¥
2 - - - - —_ —_— prm—
W2 fy)ﬂ+2(1 3A2)(2 ) =0, (3.100)
e os autovalores sdo
3 8 (N2 —3v)~y
=—(2- 141 - —S5——-71. 3.101
H1,2 4 ( 7) \/ 22 (2 — ’7) ( )
Lembrando que 2 — v > 0, entédo p1 < 0 sempre. Enquanto que ps < 0 se
87 (A2 —3v)
1—4/1— ——~ 27— 3.102
\/ X2 > 0, ( )
ou
A2 > 3. (3.103)
O parametro efetivo é
3 ? 3 ?
— _ 5T 2 (9
wepp = —1+7+(2 7)( 2)\> v( e (2 7)7) : (3.104)
Weff =~v—1 (3.105)

A condicdo de expansio acelerada exige que 7 — 1 < —1/3 e portanto v < 2/3. Entéo
esta solucdo néo satisfaz a condicéo de expanséo acelerada para o caso de que o fluido
barotréopico material seja a matéria escura fria v = 1. O parametro de densidade de
energia é dado por

Q0 :$2+y2:§12+i(2_7)7 (3.106)
¢ 272 2)2 ’
0y = i% (3.107)

sendo que A\? < 3y implica que 0 < €, < 1. Portanto o ponto critico (d) é um nodo
estavel e ), < 1 para \? > 3. Para A\? < 3y é um ponto de sela e néo é uma solugéo
fisica 24 > 1.

Assim o estudo feito permite concluir que pode-se descrever a expanséo acelerada
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do universo se o sistema dindmico do campo de quintesséncia vai para o ponto fixo (c)
com \? < 2, em qual caso o estado final do universo est4 dominado pelo campo escalar,
Qs = 1. A solugéo (d) néo pode explicar a aceleracdo atual do universo. Embora, esta
pode ser usada para proporcionar uma evolugdo cosmolégica na qual a densidade de
energia do campo escalar vai diminuindo proporcional 4 densidade do fluido back-
ground na era da radiacdo ou na era da matéria, como se vai ver mais adiante. Esta
classe de solucéo é conhecida como solugéo de escala. Si a derivada do potencial ex-
ponencial vem a satisfazer A\> < 2 no presente, o universo sai do regime de escala e
aproxima-se ao ponto critico (c¢) levando a uma expanséo acelerada. No capitulo 4
vai-se estudar o acoplamento do campo de quintesséncia com a matéria escura, e a
solucdo de escala (d) vai poder explicar a expansio acelerada do universo.
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Capitulo 4

Quintesséncia com acoplamento a
matéria escura

A possibilidade de um campo escalar ¢ acoplado a matéria e seus consequéncia cos-
molégicas foram primeiro discutidas em [12]. Na referencia [13, 14] foi proposto um
cenario de quintessencia com acoplamento matéria escura, como uma extensio das
teorias acopladas ndo minimalmente. Uma aspecto interessante dos cenarios de en-
ergia escura acoplada é que o sistema pode-se aproximar para solugées de escala com
uma expansio acelerada, em diferencia dos cenarios sem acoplamento onde pode-se
ter solugdes de escala mas sem expanséo acelerada.

4.1 Sem radiacao

Considera-se o acoplamento entre o campo escalar de quintesséncia e a matéria es-
cura fria. No estudo néo considera-se a contribucdo dos barions. Também, primeiro
faz-se o estudo do sistema dindmico sem considerar o fluido de radiacdo . Na ultima
parte do capitulo considera-se o fluido de radiacdo , mas sem considerar o acopla-
mento de este com os outros fluidos.

A acéo que vamos considerar esta dada por

S = Sy + Sm + S, (4.1)

sendo que a acdo da matéria tem a dependénca S,,(¢g"", 1, ¢), onde ) sdo os campos
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materiais. S, é a acdo da gravitacdo. Variando a acdo com respeito do campo ¢

58 6S,  8S,

% = W + 5¢ s (42)
onde 5S
W = —/—yo, 4.3)

sendo o a carga escalar que caracteriza a interacdo, [3, 13, 14]. A natureza da
matéria escura nédo vai-se tratar, ela pode ser em principio matéria escura fermionica
ou bosonica com uma densidade lagrangiana especifica . Do principio de minima acéo
0S5 = 0 tem-se que

¢+3Hd+Vy=—Qpm, (4.4)

onde define-se o parametro de acoplamento Q = pim o qual é definido positivo. Neste
capitulo considera-se constante.
As equacgdes do modelo séo

12
3H? = % + V(®) + pm, (4.5)

—2H = ¢* + ypm, (4.6)
junto com a equacdo 4.4. De aqui em adiante considere-se x = 1. Introduz-se de
novo as variaveis do espade fase 3.16 e faz-se 0 mesmo procedimento que antes. Da
conservacdo da energia se econtra p,, + 3H(1 4+ wp,)pm = Qpm, € assim o comporta-

3

mento do p,, depende do acoplamento e da dindmica do campo escalar. p,, x a~° se

Q@ = 0. Diferenciando x a respeito do numero de e-folding N, tem-se

dr qb H
-

o segundo termo é o mesmo que ja foi deduzido na equagédo 3.26. Mas o primeiro

termo tem uma nova contribucio dependente do acoplamento ). Da equacio 4.4

¢ =—Qpm — Vs —3Ho, (4.8)

. i o
\/gsHQ = —\?g}p + \ng)\ — 3z, 4.9)

entdo da equacdo 4.5

1

~¢% -V (o), (4.10)

pm:3H2—2
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m 6
_\%sz :—\Zf@(l—xQ—yz), (4.11)
portanto )
6 6
\/g)HQ = —\QQ (1 —z? - y2) + \Q[gf)\ — 3z, (4.12)
e de aqui que
% =62 y% — 3z + ;:L‘A(.I, y) — \/SQ (1 o y2) . (4.13)

Em quanto para diferenciar y a respeito do N nédo se tem novos termos. A equacgédo
3.31 continua sendo valida.
4.1.1 Sistema autonomo e pontos criticos

Neste caso para encontrar as solugbes constantes ou pontos criticos tem-se que re-
solver o sistema de equacdes (equacgées 4.13, 3.31 com z e y constantes)

\f)\yz — 3z + %xA(a:, Y) — \/SQ (1 y2) =0, (4.14)
373, <-*§6m + A(x,y)) ~ 0. (4.15)

Como antes no caso y # 0 obtém-se as equacoes 3.52, 3.53, e 3.55. Substituindo estas
equagbes na primeira equagéo encontra-se o polindémio de segundo grau

2
\/5(A+Q>xz_<3+A+W>x+\f6A:o, (4.16)
¥ Yo 2
as solugdes sdo
Wby
xr = S0 Q) 4.17)

e a mesma solugdo z2, equacdo 3.57. De fato fazendo ) = 0 na solugéo 4.17 obtém-
se a solucdo x1, equacgdo 3.57. Também substituindo a solugdo 4.17 na equacéo 3.55

_ 200+ Q) +3(2—19)
y—\/ YT a7 : (4.18)

e para zo de novo a mesma solucdo 32, equacdo 3.59. Para y = 0 da equacéo 4.14

encontra-se

obtém-se o polinémio de terceiro grau

3+\/§Qw2—3(2—7)$—\/§Q=

. 0, (4.19)

| W

2-7)=
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as solucbes sao as mesmas solugdes x4 = 1, e x5 = —1, equacgdo 3.62 e

T = __V6Q_ (4.20)

32-7)
Para ) = 0 recupera-se a solucéo 3 = 0 da equagéo 3.62. Assim os pontos criticos
que mudam pela presenca do acoplamento ficam

(a) x:—3(2‘/6_%) e y=0
— oy —  [200+4Q)+3(2—)y
(d) o= g eV = \/ 20 Q)7

4.1.2 Estabilidade ao redor dos pontos criticos e propriedades

Das equacdes 3.31 e 4.13 os elementos da matriz de perturbacgoes estdao dados por

of 9 3
5 = 35 2-ma?+ oy (1-y?) +V6Q, (4.21)
g—f =y (\/5)\ — 327 + x/6Q> : (4.22)
Y

os outros elementos da matriz %, 2791 sdo os mesmos 3.68 e 3.69 respectivamente

4.1.3 ponto critico (a)

Para esta solugdo a matriz de perturbacoes esta dada por 4.21

Q2

3
M171 =-34+ -7+ s (4.23)
2 2—r
e 3.71 )
3 A
Moo = —v+ A9 + @ (4.24)

2 2—v 2—7’
e os outros elementos da matriz sdo zero. De aqui a equacgdo de autovalores

3 Q? 3 AQ Q? _
<—3+2’y+2_7—u> <2’y+2_7+2_7—u =0, (4.25)

e os autovalores sio

3
p=—5(2=7)+

Q2 1 [3
2 2—7’

=g 2(2—7)7+Q(A+Q)}- (4.26)

Para este ponto critico, da equacéo 4.26, tem-se que pu; < 0 se

Q? 3
7 <32, (4.27)
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ou

Q< \/g 2-79), (4.28)

e 2, também 4.26, é sempre positivo, dado que 2 — v > 0. Entéo (a) é um ponto de
sela quando satisfaz-se a equacio 4.28. E é um nodo instavel no outro caso. Alem
disso (a) é justamente uma solucéo fisica somente quando é um ponto de sela, isto é

no caso
2, 2 2Q°

W=2"+y" = —= <1, (4.29)

3(2—-7)

se Q < /3 (2—7). O parAmetro de estado efetivo é

2Q?
Wepf =—1+v+ 77—, (4.30)
1 3(2-1)

e wer < —1/3 se Q* < 0 para v < 1, logo para o caso de interesse v = 1, matéria
escura fria, (a) ndo descreve uma solucdo com expanséo acelerada.

4.1.4 ponto critico (b1)

Para esta solugéao

My =3(2-7) + V60, (4.31)
Mo =3 — ?A, (4.32)
e os outros elementos sdo zero. A equacgao de autovalores esta dada por
(6—37—{—\/6@—,11) <3—\g€)\—,u> =0, (4.33)
e
6
1 =32-7)+V6Q, jpp=3-— \2[)\. (4.34)

4.1.5 ponto critico (b2)

Nesta solucgao
Mg =3(2—-7)— V60, (4.35)

Myy=3— ‘fA, (4.36)

30



e os outros elementos sdo zero. Da equacéo de autovalores

(6—37—\/6Q—u> <3+\g€)\—u> =0, (4.37)
encontra-se
p1=32-7)—V6Q, =3+ \gé)\. (4.38)

Tanto para o ponto (bl) como para (b2), werr = 1 e Q4 = 1. Sao solucdes de
campo escalar dominante sim expansao acelerada. Para (b1) p; > 0 para todo Q e
A. Enquanto que i < 0 se A > /6. Entdo (b1) é um ponto de sela se A > /6 do
contrario é um nodo instavel. Para o ponto (b2), 1 < 0 se Q > \/§(2 —7). Epug >0

sempre. Portanto (b2) é um ponto de sela se ) > \/g (2 —7) e em outro caso é um
nodo instavel.

4.1.6 ponto critico (c)

As entradas do M para este ponto sédo

1
M171 =-3+ 5 (3 - ’Y) )\2 + Q)\a (4.39)
6 A2
Mo = \g 1= 2= A+20), (4.40)
6 A2
M21 = £)\(1—’)/) 1-— ) (441)
k 2 6
e
)\2
Mso = —3y <1 - 6) : (4.42)
A equacio de autovalores leva ao polinémio de segundo grado
2 3.2 z? 2
e+ 3(1+7)—§A — QN p+3 1—€ (3y = A" = QX)) =0, (4.43)
e as solugoes séo
)\2
,u1:—3+?, o ==-3v+ AN+ Q). (4.44)
Da equacéo (4.44), ju; < 0 para A < v/6 e jp < 0 se
M 4+QXA—3y<0, (4.45)
ou seja A < \. com
— 2 12
Y V2Q Ty (4.46)
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Assim se A < . e A < /6 entdo (c) é um nodo estavel. Agora como na secéo 3.6.4,
Dy =lewess = —1+%2 < —1/3se A < v/2. De aqui que (c) é uma solugio atratora com
expansdo acelerada se A < v/2 e A < \.. Este tipo de solucéo descreve um universo
onde a energia escura domina completamente e ha expanséo acelerada.

4.1.7 ponto critico (d)

Para esta solucao

2

L9 Vo \ 3 20+Q) +32 -7\ . 6@y
Mlvl“3+2<2‘”<2<x+@>>+7(“ 20+ QP >+2(A+Q)’

(4.47)
e depois de simplificar um pouco

3 1
Mia= -5t g @ sag G- -0 )| G
Também substituindo em a 4.22, 3.68 e 3.69 encontra-se
2Q) >\+Q +3(2—-7)v ( 32 )
Mo = A — 4.49
12 = \[\/ 201 Q) (A+Q)+Q (4.49)
_ 2Q A+Q +3(2- )7<A_3(2—7)7> 450
-, [0 9 20 s
¢ 9
Moy =S - L 2-Nr (M +Q). (4.51)

2 (A+Q) 2(A+ Q)

Da equacéo de autovalores obtém-se o polifiomio de segundo grau
p? +bu+c=0, (4.52)

onde b = — (M1 + Mss), e c = MMy — M;2M;. Das equacdes 4.48 e 4.51

encontra-se que
3[A(2—17) +2Q]

- S22 (4.53)
e —4c=b>f (), Q) com
8B2-171+2QA+Q)[-A(A+Q) + 3]
A = . 4.54
fAQ) SN2 ) + 20 (4.54)
De esta maneira b> —4c =b? (1+ f (), Q)) e
p1o = —g (1 +/1+ f()\,Q)) _ (4.55)

32



Das equagdes 4.54 e 4.55 13 < 0 se A > A\, e uy é negativo para todo A e (). Da
equacédo 3.41 tem-se que o parametro de densidade de energia esta dado por

QY9 4 3
2:37+Q(A+Q>:(1+A>A+v (4.56)

A+ Q) (Hg)? ’

Q¢:x2+y
A

ey < 1se X > A.. Enquanto ao parametro de estado efetivo, pela equacdo 3.47,

Q@ _ QA
A+Q 14+Q/A

para v = 1 se A < 2Q). Portanto para \. < A\ < 2Q) o ponto (d) é um nodo estavel e

encontra-se

weff:—l—l—'y— < —1/3, (4.57)

uma possivel solugdo cosmolégica com expansdo acelerada. Além o ponto (d) é uma
solucéo de escala, na qual se pode aliviar o problema da coincidéncia c6smica, porque
permite explicar porque no estado atual o universo tem densidades de energia da
matéria escura e da energia escura da mesma ordem de grandeza [22].

4.2 Com radiacao

Vamos agora considerar, além da matéria escura fria, também um outro fluido barotrépico
com equacdo de estado constante, w, = 1/3, a radiacdo . A acao que vai considerar-se
é

S =8g+ S84+ Sm + Sy, (4.58)
este caso adiciona-se a acdo da radiacdo , mas somente se considera o acoplamento
entre o campo de quintesséncia e a matéria escura. Variando a acdo com respeito ao
campo escalar, de novo encontra-se

¢+ 3Hd+ Vs = —Qpm. (4.59)

As equacbes de Friedmann ficam

12
3H? = % + V() + pm + prs (4.60)

) ) 4
~2H = ¢* + pmy + 3pr, (4.61)

e a equacao de movimento para a densidade de energia da componente de radiacéo

pr +4Hp, = 0. (4.62)
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De novo introduz-se as variaveis do espaco de fase 3.16 adicionando

JPr
2z = ) (4.63)
V3H
Seguindo o mesmo precedimento que na sec¢éo 3.3, neste caso encontra-se as equagoes
pm =31~ —V(9) ~ py. (4.64)
e
m 6
\/%HQ :\g(l—xQ—yQ—zQ), (4.65)
também
6 =~Qpm —3H$ ~V,, (4.66)
) IR /6
¢ 6 2 2 2 6 o
=——Q (1 —a°—y“ — — —y A 4,
NGTE QQ( a?—y? —2°) =3z + Qy)\ (4.67)
Por outro lado da equacgéo 4.61
H 1 [ 4
—m = 92 <¢ + pmY + 3pr> ) (4.68)

e substituindo a aquacéo 4.65 no segundo termo obtém-se

H 2 2, 3 2 .2 2
—E:Sx + 2z —i—i'y(l—x —y —z). (4.69)
Enté&o a equacéo 4.7 fica
d—N—fB:erT)\y +§:UA(x,y,z)77Q (lfx —y -z ), (4.70)

onde A(z,y,2) = (2 —7)2? + (3 — 7)2z* + 7(1 — y?) também a equagéo 3.31 muda para

dy 3y [_\fm+A(x,y,z)] _ (4.71)

dN 2
Do mesmo jeito que antes, derivando o z, equacio 4.63, a respeito de N encontra-se

dz 1 1 . v/ Pr H
—H = -+ —— . 4.72
N T BH2 T VB ( H?) @72

Substituindo as equacoes 4.62 e 4.68 obtém-se

d 1 1 3
ﬁ — NETTE N (—4Hp,) + = [3902 +22° 4+ 57 (1 — - y2 — 22)] , (4.73)
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dz _ o P gA(x,y,z), (4.74)

AN~ “\BH
logo
dz 3 4
4 3, [_3 T Ay, z)] . (4.75)

Entéo o sistema auténomo de equacoes diferenciais para resolver esta dado pelas
equacoes 4.70, 4.71 e 4.75.

4.2.1 Sistema autonomo e pontos criticos

Considera-se solugoes constantes z, y, z de 4.70, 4.71 e 4.75. Da equacéo 4.75 para
z#0

4

4
Alz,y,2) = 5 (4.77)
da equacgéo 4.71, também para y # 0

—\fx\:c + A(z,y,2) =0, (4.78)

e de acordo com a equacao 4.77 encontra-se

81
o= \/;x (4.79)

Substituindo esta solucdo constante nas equacédo 4.70 e 4.78 obtém-se respectiva-

mente Y ) A
2 ee=y .2 * 2 _
3t oz Y + <3 7) 27 =0, (4.80)
¢ 4 8
_= _ % 2 2 _
) Q <1 3>\2> + A+ Q)y*+Qz"=0. (4.81)

A solugédo deste sistema de duas equacgoes algébricas é

2 4

Agora para z # 0 e y = 0, da equacgdo 4.70 junto com 4.77

-1- \/EQ_lz + 22+ 22 =0, (4.83)
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e da mesma equacgdo 4.77 com y = 0

T2 422 =0 (4.84)
—

2 —
~1+3
3

A solugédo deste sistema algébrico de equacoes é

=0, z=1, (4.85)

v 3(4—7)62- z=\/1—§(2—7)<4—7>622 (4.86)

Agora para o caso z = 0 e y # 0, tem-se as mesmas solucdes para o caso sem radiacéo

b

ver secdo 4.1. Por tanto todos os pontos criticos sdo

v/6Q =0ez=0

a) &= =55y, Y
1

r=1,y=0e 2=0,
r=—-1,y=0e z=0,

(

(

(

(c) =5 Y= 1—%ez:0
(

(

(

(

Q) z= YO oy \/2Q(/\+8):Q3)(2 M o =0,

4.2.2 Estabilidade ao redor dos pontos criticos e propriedades

Agora a matriz de perturbacées lineares é uma matriz 3 x 3, da forma

of of of

v

— o9 99 99
M = 5r Oy 02 (4.87)

Oh  Oh  Oh

or Oy 0z

Diferenciando 4.70 a respeito de z tem-se que
or _ <3x <4 — 7) + \/662) 2, (4.88)
0z 3
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diferenciando 4.71 a respeito de z

0g 4
I3 4,
9, 5 (3 7) Yz, (4.89)
e finalmente diferenciando 4.75 a respeito de z, y e também 2 encontra-se respectiva-
mente J
oh  O3x
%= o1 = 3(2—7)zx, (4.90)
Oh = —3vyyz, (4.91)
dy
¢ oh 3 3 9 /4
o 5 %y _ 2, ° T N 2
P 2+2(2 v) x +2’y(1 y)—i—2<3 7)2. (4.92)

4.2.3 Ponto critico (a)

Substituindo esta solucédo nas equacoes 4.21, 4.22, 3.68, 3.69, 4.88, 4.89, 4.90, 4.91 e
4.92, encontra-se

3 2
Myg=-3+;7+ Q , (4.93)
2 2—x
3 A+
Moo= -v+Q <Q> ; (4.94)
2 2—x
3 2
M3z =—-2+_-v+ ¢ (4.95)

2

os outros elementos da matriz sdo zero. Assim, da equacédo de autovalores tem-se que

2—7’

(M1 — p) (M2 — p) (M3 3 — i) =0, e os autovalores para este ponto séo

_ 3 Q
p=—3 2=+ 3o (4.96)
113
=3 [3e-Nr+e0+a). (4.97)
3[4 Q?
M3—2<3—7>+2_77 (4.98)

Pela equacéo 4.97, tem-se que po > 0. O ponto (a) é um ponto instavel, poder ser
sadle ou nodo instavel. Também, pela equacgio 3.43

202

S 4.99
32— 7) (4.99)
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e para v = 1, tem-se que Q4 < 1 se Q? < 3/2. Agora, quando se tem a contribuicdo da
radiacdo , alem da materia escura, a equacio de estado efetiva é modificada por um
termo proporcional a z2. Isto é, pela equacio 3.46

Py+ Pp+ P,
Weff = (z)—i_p—i_ = W¢Q¢ + wQO + WTQm (4100)

e para v = 1, ou seja w,,, = 0, e equacdes 3.43 e 4.61 tem-se que (), = % =22e

1
Weff = —y2 + 22+ gzz, (4.101)

~ 2 ~
e para a solucgéo (a) encontra-se wefs = % > 0 com 2, = 0. Portanto esta solucéo
é uma solucio instavel, que satisfaz a condi¢do de que o universo seja plano e sem
expansio acelerada.

4.2.4 Ponto critico (bl)

Para este ponto os elementos da matriz M diferentes de zero séo

Mi1=3(2-7)+V6Q, (4.102)
Mg =3~ ?A., (4.103)

e M3 3 = 1. Da equacéo de autovalores

(Myg — p) (Mao — p) (M3 — p) =0, (4.104)
e os autovalores séo
6
1 :3(2—7)+\/(§Q, 2 :3—\2[)\, us = 1. (4.105)

Da equacédo 4.105 pode-se ver que o ponto (b1) é um ponto instavel. Tem-se que 3 > 0.
Também da equacdo 3.41 tem-se que Q24 = 1 e por tanto Q2,, = Q, = 0. E de 4.101
encontra-se que w.fy = 1 > —1/3. Entéo, o ponto (b1) é um ponto instavel com o
campo de quintessénce dominante e expansio desacelerada.
4.2.5 Ponto critico (b2)
Para (b2) também M3z =1e

M =3(2-7)—V6Q, (4.106)

M272 =3+ \26)\ (4.107)
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Os outros elementos de matriz sdo zero. Entao

V6
/JJ1:3(2_7)_\/6Q3 :U'2:3+7A7 M3:1

Para este ponto, de igual jeito que para (b1), tem-se que 2y =1 e werr = 1.

4.2.6 Ponto critico (¢)

Substituindo esta solucdo obtém-se

Mg =-3+= (3 YIA2+ QA
M1,2—\2[ 1—30\(2—7)4'2@)
A A2
2,12\/26(1—7) -

A equacéio de autovalores é
(Mzz — p) [(Myg — p) (M2 — p) — MiaMpa] =0,

e a solucédo é

\2 \2
=345 =34y HAQFA), py=-2+

(4.108)

(4.109)

(4.110)

(4.111)

(4.112)

(4.113)

(4.114)

(4.115)

Agora, diferente da secdo 4.1.6, tem-se um terceiro autovalor pu3. Satisfaz-se puz < 0

se A < 2. Da equacéo 4.46, para v = 1, pode-se encontrar que \. < 2 e por tanto

se A\ < A. entdo o (c) é um nodo estavel. Além, se A < /2, entdo também tem-se

expansao acelerada 3.94.

4.2.7 Ponto critico (d)

Para esta solucio tem-se

3 n 3y
ATQ 200+ Q)

20 >\+Q )+3(2—7)y 372
M”_\f\/ 2\ +Q)° (A (A+Q)+Q)

3
Mig=-52-7)+

: 3B2-7)7-Q(+Q),
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le__f\/mww +3(2- >7<A_3<2—m> 4.118)

A +Q)° A+Q
M2,2=§7 (AJFQ) (A+Q)2 [(2=7)7+Q(A+Q)], (4.119)
Ms3=—-2+ 203\7:@ (4.120)
Da equacéo de autovalores obtém-se uma equacgéo similar a 4.114, com autovalores
pg = 22 f&z)g) XA T 700Q)] . =2+ 2(;””3@. (4.121)

De igual jeito que para o ponto anterior, aqui também tem-se um novo autovalor, 3
dado pela equacgao 4.121, além dos autovalores que se tinha na secdo 4.1.7 e equacao
4.55. Da equacéo 4.121 pode-se ver que u3 < 0, paray =1, se A > —4Q. Jaque Q > 0
e A > 0 entdo u3 < 0 para todo @ e todo \. Assim, de acordo com a se¢ao 4.1.7, o ponto
(d) continua sendo um nodo estavel e uma solugdo scaling com expanséo acelerada.

4.2.8 Ponto critico (e)

A matriz de perturbacoes esta dada por

B 3 14 4(6 +QN)
Miy = 34+ <2 _ )\2> 2 (4.122)
Q
My =2V2 1—7+A (4.123)
2 /4 4
Mz =6 {A <3 - 'y) + Q] H (4.124)
Mg,lz_ql_4<2;;)], (a125)
M
Myos=—-2+—+ ﬁ (4 —5v) (4.126)
23 (4 4
My = 202 <3 _ 7) - (4.127)
V24 4
Ms, = 5 (2—7)y/1- Sek (4.128)
B 2v/37 4
My = -1 (4.129)
4 4



A equacao de autovalores é
p 4+ bp? +cp+d =0, (4.131)

com b = — (M + Moo+ Ms3), ¢ = My Moo + My Mg + MaosMss — My zMso —
My oMo —My3Msyed= —My 1 Moo M3z z+Myy Moz Mo+ My oMoy Mg 3—My 2 Mo 3Ms31—
My sMs1Mso + My oM 3Msz ;. Segundo o teorema fundamental do algebra a solu-
cdo para esta equacéo consiste de trés autovalores, dois complexos, um conjugado do
outro, e um real. A solucéo é dificil de simplificar, assim apresenta-se seu comporta-
mento na figura 4.1. O autovalor ps e u3 sdo complexos e a parte real de 3 é sempre
negativa para todo @ e todo A. Enquanto a > a parte real é sempre negativa onde
o p1 € positivo e vice versa. Assim o ponto (e) é um ponto instavel. Da equacéo 3.41
tem-se que {2, = % < 1se A > 2. Também da condic¢éo de universo plano e da equacéo
4.63 tem-se que

4 4
D+ U+ U =5+ +1-5=1, (4.132)

e portanto €2, = 0. Logo esta é uma solucéio na qual s6 se tem a presenca de radiacéo
e energia escura, sem materia escura. Da equacdo 4.101

1 41 81 1 4 1
Weff = —y2 +$2 + 5252 = —gﬁ + gﬁ + g (1 — )\2> = g, (4133)

por tanto tem-se o comportamento da equacdo de estado como se fora um fluido de
radiacdo e portanto ndo tem expansao acelerada.

4.2.9 Ponto critico (f)

As entradas da matriz M siao

3
M171 = —5 (2 — ’y) y (4134)
M5 =6Q, (4.135)
Mo = %% (4.136)
e
4
Ms3 = (3 - 7> . (4.137)

As outras entradas séo zero. Deste jeito da equacio de autovalores encontra-se
(My = p) (M5 — i) (Mg — 1) = 0, (4.138)
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N

-1

Figura 4.1: Na figura pode-se ver o comportamento dos autovalores para o ponto (e). O autovalor u3 é complexo
e a sua parte real é sempre negativa. Enquanto a uo, ele também é complexo e seu parte real é sempre negativa
quando o autovalor u1, que é sempre real, é positivo e vice versa. Na figura o p11 corresponde a linha verde e a linha
azul é a parte real de p2. Assim o ponto (e) é um ponto instavel

3 3 4
i =—=(2—7), po=-— us =3 = — ) 4.1

Da equacéo 4.139 pode-se ver que o ponto (f) € um ponto instavel, o é sempre posi-
tivo. E da equacédo 3.37 Q4 = 0. Da equacéo 4.101 w.¢s = 1/3. Assim, é uma solugéo
de radiagdo dominante.

4.2.10 Ponto critico (g)

Os elementos da matriz M diferentes zero sao

2
My =-T+ gv + 217 (2=7) <§ - v) Q7 (4.140)
3 (4 2 3 4
M3 = V6Q[1 — 5 (3 - ’Y> QQ\/l ~ 35 (2-7) <3 - ’Y) Q2 (4.141)

Mo =33 - (1) Ql\/ je-(3-a)en wu

My =3 <§ - 7) [1 - ; (2-1) (3 - v) Q‘Q] : (4.143)



Da equacao de autovalores obtém-se
(Ms — p) [(My — p) (Mo — p) — M3Mz] = 0, (4.144)
do primeiro fator obtém-se a solucéo
ng [7+Q‘1 <§—7) ()\4—;(2—7) (3—7) Q_1>] . (4.145)
Do segundo fator encontra-se a equacao de segundo grau
p? + by +c=0, (4.146)

com b= —(M; + My) e c = MMy — M3My. A solucédo desta equacdo é

e = —3 (i — ’y) + %Q_z [32 (1—27y) 4372 (14 — 37)] , (4.147)
¢ 3 /2 1
Hs =3 <3 - 7) - 1Q—2 [32(1 —29) +39* (14— 37)] . (4.148)

Da equacéo 4.145 tem-se que p; > 0 sempre. Por tanto (f) é um ponto instavel. Da
1
6Q?

plano e a equacéo 4.63 encontra-se €2, = ﬁ Assim para que esta solugdo exista

equacdo 3.43 tem-se que, paray = 1, {0y = e da condicdo de que o universo seja
tem-se que satisfazer Q,, < 1 e Q; < 1 e portanto Q* < 1/3. Da equacgéo 4.101 obtém-
S€ Weff = 1/3.

A solugdo (c) e (d) sao solugdes atratoras que podem descrever a expansio aceler-
ada. A solugdo (d) também pode solucionar o problema da coincidéncia césmica.
As outras solucdes podem ser solucdes intermediarias que sdo instaves, sendo (c)
e (d) os dois tipos de solucdes assintéticas. Na figura 4.2 pode-se ver como o sistema
dinamico vai para a solugdo (c), sem acoplamento, na figura 4.3 com acoplamento.
No caso de acoplamento diferente de zero, quando o sistema cai na solugéo instavel
(a), apresenta-se uma contribuicéo a densidade de energia total por parte da energia
escura de acordo com a equacdo 4.99. Isto pode-se ver na figura 4.3, onde na era dom-
inada pela matéria escura também tem-se uma pequena contribuicdo da densidade
de energia do campo de quintesséncia. Isto vai ter um efeito importante na formacao
de estruturas, o qual constitui um método direto para determinar a grandeza fisica
do acoplamento (). Na Figura 4.4 pode-se ver o caso onde o universo tende a solucéo
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atrator (d), a qual pode explicar a expanséo acelerada e aliviar o problema da coin-
cidéncia césmica. A densidade de energia da energia escura pode-se comparar com
a densidade da matéria escura no presente, porque o estado atual do universo é um
estado atrator (d). Mas estd solugdo tem um problema muito sério. No processo de
evolucdo do universo para o estado assintético atrator (d), o universo ndo tem uma
era dominada pela matéria escura a qual é fundamental para a formacédo de estru-
turas. Ele vai da era dominada pela radiacédo direto para e era dominada pela energia
escura sem sem ter era dominada pela matéria escura, como é mostrado na figura 4.4.

O problema tem a ver com a natureza do acoplamento, ou seja, tem a ver com
que Q é considerado constante. A grandeza do acoplamento tem que mudar nas
diferentes transi¢coes do universo. A dinamica do sistema vai muito rapido para a
solucdo atrator (d) para a qual Q4 é maior que §,,. Se (2, fora menor se poderia
conseguir uma era dominada pela matéria escura. Da equacéo 4.56 pode-se ver que
se /) é pequeno entdo (2, também é pequeno e assim 2, = 1 — €, é maior. Mas
pela equacdo 4.57 precisa-se de ()/\ grande para ter w.sy < —1/3, e portanto a ex-
panséao acelerada. Entéo , para ter uma era dominada pela matéria escura e formacéo
de estruturas precisa-se de um acoplamento pequeno, mas para poder ter expansao
acelerada precisa-se de um acoplamento maior. Portanto requer-se dois acoplamen-
tos. Precisa-se de um acoplamento nédo linear, onde o acoplamento depende do campo
e mude essencialmente na transicdo da era da matéria 4 era da energia escura, de
uma certa grandeza para uma grandeza maior. No capitulo 5 mostra-se uma forma de
solucionar o problema de néo ter uma era dominada pela matéria escura. Considera-
se um acoplamento néo linear parametrizado em termos de uma funcéo arbitraria do
campo de quintaesséncia.
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Figura 4.2: Nesta figura pode-se ver o comportamento dindmico do sistema. Q4 é o parametro de densidade da
energia escura, (2, a densidade da matéria escura e 2, da radiacdo. O universo vai assintoticamente a solugéo (c),
com expansio acelerada e dominado completamente pela energia escura, com A = 1.25, Q = 0, v = 1 e condi¢des
iniciais z = 0.01, y = 7 x 10712 e z = 0.9995. O numero de e-folding N foi reescalado para N = Logio(1 + z). Para o
redshift de transicéio era da radiacdo/era da matéria tem-se z ~ 10% e para a transicdo era da matéria/era da energia
escura z ~ 0.4.

1
0.8
0 p 0.6
—
o 04
0.2
= N

Figura 4.3: Nesta figura o sistema vai assintoticamente para 4 solucéo (c), somente que esta vez tem-se acopla-
mento Q = 0.245. Em quanto aos outros pardmetros A = 0.1 e as condi¢es iniciais z = 1 x 1072 , y = 1 x 10712,
z = 0.99961. Esta vez a densidade de energia escura tem uma contribui¢do importante na época dominada pela
matéria escura com o valor proporcional ao acoplamento.
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Figura 4.4: Aqui pode-se ver o sistema que vai para a solucéo scaling (d). Quando o sistema cai na solucdo (d)
ha um quociente diferente de zero entre a densidade de energia escura e a densidade de matéria escura (Solugéo de
escala). O universo vai assintoticamente para um estado onde se tem expanséo acelerada e também, a densidade de
energia escura é do ordem da densidade de energia da matéria escura, e pode ajustar os atuais valores de 245 = 0.7
e O, = 0.3. Assim pode-se proporcionar um acercamento 4 solugédo do problema de coincidéncia césmica. Mas esta
evolugéo para o universo nao é fisica, porque o universo ndo tem uma era dominada pela matéria escura o qual é de
muita importancia para a formacao de estruturas.
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Capitulo 5

Quintesséncia acoplada com
acoplamento nao linear

A acéo esta dada por
S =8y+ 84+ Sm + S, (5.1)

sendo que o campo de quintesséncia esta somente acoplado 4 matéria escura, do jeito

05m
0¢

onde o parametro de acoplamento (), neste caso depende do campo ¢. Seguindo a

= _\/jgme(¢)v (5.2)

proposta de [12], considera-se o acoplamento do tipo

1 ¢1— @
A

T2

Q(9) [(Q2 — Q1) tanh ( ) + Q2 + Ql} ; (5.3)

onde ¢1, A sdo parametros livres e ()1 e (2 sdo os parametros do acoplamento na
era dominada pela matéria escura e radiacdo e na era dominada pela energia escura,
respectivamente. Lembrando que o potencial de quintéssencia é V = V,e *?, em
termos dos parametros do espaco de fase tem-se que

2
1 — Vo AX
3H?2

<

—4 1
yﬂe_zi

Qly,H) = (Q2 — Q1) + Q1+ Q2] . (5.4)

A
K
A

| =

2. 4
1+ S‘%“yﬂe”

Assim o acoplamento fica dependente da variavel y e do pardmetro de Hubble H. De
este jeito tem-se um parametro dinamico extra no sistema de equagoes do modelo. O
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parametro de Hubble parametrizado em termos do nimero de e-folding vai aparecer
no sistema de equacdes , e portanto precisa-se de uma equacio mais. Da equacédo 4.69

f= 3

3H?
2

2x2+§22+’y(1x2y222)] , (5.5)

substituindo o tempo césmico ¢ pelo numero de e-folding N obtém-se

%:—gfl {(2—7)1’2—1—7(1—3/2)—1-(;1—7) Z2:|. (5.6)
Assim o sistema de equacoes a resolver esta dado pelas equacgdes 4.70, 4.71, 4.75 e
5.6, com Q(y, H) dado pela equacéo 5.4.

O problema com o acoplamento linear foi que a era dominada pela matéria es-
cura néo ocorre e o universo finaliza a era dominada pela radiacéo e vai diretamente
para a era dominada pela energia escura, o qual é catastréfico para a formacédo de
estruturas. Precisa-se de um acoplamento néo linear, onde o acoplamento depende
do campo e mude essencialmente na transicdo da era da matéria a era da energia
escura, de uma certa grandeza para uma grandeza maior. Assim quando a grandeza
do acoplamento seja ()1 o universo vai passar por uma era dominada pela matéria
escura e logo quando o acoplamento mude para um de maior grandeza (> o universo
também vai mudar para era dominada pela energia escura com expansio acelerada.
Na figura 5.2 pode-se ver como o universo vai de uma era dominada pela matéria es-
cura com acoplamento ()1 = 0 para a era dominada pela energia escura com acopla-
mento Q2 = 60, caindo na solugéo atratora (d). Na figura 5.4 escolhe-se ); = 1, assim
o sisteme primeiro vai para a solucéo instavel (a), para a qual () é diferente de zero
e portanto tem-se um efeito importante da energia escura na formacéo de estruturas
durante a era dominada pela matéria escura.
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Figura 5.1: Nesta figura pode-se ver o comportamento da equagéio de estado efetiva e considera-se um acopla-
mento dependente do campo de acordo a equagéo 5.3. Para 7,55 < 2/3 tem-se expansédo acelerada. Assim pode-se
ver que o universo entra em expanséao acelerada justamente quando termina a era dominada pela matéria escura e
comeca a era dominada pela energia escura. De novo, o numero de e-folding N foi reescalado para N = Log10(1+ 2).
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— _()_r
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Figura 5.2: Nesta figura pode-se ver o resultado de considerar um acoplamento néo linear entre a matéria escura
e a energia escura. Qg é o parametro de densidade da energia escura, Q,, a densidade da matéria escura e Q. da
radiacéo Esta vez, a diferenca do caso de acoplamento linear, o universo comec¢a numa era dominada pela radiagéo
e logo vai para a era dominada pela matéria escura para finalmente cair na solucéo atratora (d), na qual a energia
escura na forma do campo escalar de quintesséncia é dominante e tem-se expansio acelerada com o ajustamento dos
parametros Q4 = 0.73 e Q,,, = 0.27. Aqui escolhe-se A = 0.01, Vp =1, 1 =6.98, Q1 = 0, e Q2 = 60.
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Figura 5.3: Nesta figura muda o acoplamento na era dominada pela matéria escura a respeito da figura (5.1),
@1 = 0. Nesta figura escolhe-se Q1 = 1.
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Figura 5.4: Também, nesta figura muda o acoplamento na era dominada pela matéria escura a respeito, esta
vez, da figura (5.2), Q1 = 0. Nesta figura escolhe-se Q1 = 1.
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Capitulo 6

Conclusoes

No estudo do modelo dindmico de quintesséncia com acoplamento a matéria escura
encontra-se solugdes constantes o pontos fixos atratores que podem descrever a ex-
panséo acelerada do universo e podem solucionar o pelo menos aliviar o problema da
coincidéncia césmica, se¢do 4.1. A solucdo constante (c¢) é uma solucédo atrator que
pode explicar a expansio acelerada do universo além de ser uma possivel evolucéo
onde o universo fica dominado completamente pela energia escura. O estado atual
é um instante da evolucdo do universo em direcdo a solugdo atratora (c), figura 4.3.
Esta solugao fica independente do acoplamento entre a matéria escura e energia es-
cura. A solucdo constante (d) é também uma solucdo atrator com expanséo acelerada.
Mas esta solucdo é uma solucdo de escala, na qual a densidade da energia escura
vai evoluindo proporcionalmente a densidade da matéria escura. Assim esta solucéo
pode aliviar o problema da coincidéncia césmica. O fato que o universo tenha hoje
densidade de energia escura do mesmo ordem de grandeza da densidade de matéria
escura é porque o universo esta caindo na solugdo atratora (d), na qual se tem ex-
pansio acelerada e a densidade de energia escura domina figura 5.2 No caso do mod-
elo de quintesséncia sem acoplamento, a solucdo (d) ndo pode explicar a expansédo
acelerada, secdo 3.6.5. S6 quando tem-se acoplamento ela pode explicar a aceleracao.
Mas no caso do acoplamento constante ocorre um problema muito sério, o universo
ndo tem uma era dominada pela matéria escura e formacao de estruturas nao ocorre.
Para solucionar este problema precisa-se de um acoplamento nio linear. O acopla-
mento tem que ser menor na era dominada pela matéria escura para que a densidade
da energia escura néo seja dominante e depois tem que ser maior para que a energia
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escura domine e ocorra a expansio acelerada. Se o acoplamento é diferente de zero
na era dominada pela matéria, a densidade da energia escura vai contribuir e vai
ter um efeito importante na formacdo de estruturas, figura 5.4. Finalmente, pode-
se dizer que um acoplamento néo linear leva a solugoes aceitaveis, Figura 5.4, onde
pode-se explicar a expanséio acelerada, mas também pode-se explicar a coincidéncia
césmica, o fato que o universo justamente agora se encontre num estado onde a den-
sidade de energia da matéria escura e da energia escura sejam da mesma ordem de
grandeza.
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Apéndice A

Tensor momentum energia

A definicdo do Tensor momentum energia é

2 48
Ty = —————, (A.1)
Vg ogn
de aqui, variando a agéo a respeito de g"* se tem que
5S Ov/—gL Ov/—gL
= - A2
dghv dgHv 0 < D0ggv )’ @2
sendo que a densidade lagrangiana do campo somente depende da métrica e no de
seu derivada entéo 55 0
Sgiv — Oghv 8 l“” (4-3)
onde L = —5 u(b@“d) Vo),
oL 1
- = , A4
aguy 28ﬂ¢8 ¢7 ( )
e
v/ — 1
=g __ d9 (A.5)

dghv - QF 69/“”
e sendo que g = > gogCof’ = C"f entéo aag = Cof*® mas Cof*? = ¢*8¢ por-
tanto

= g“ A6
agoB =99 (A.6)
alem disso g"g,, = 6¥ de aqui g"* = 6¥ (go,) ' assim
dg
A.
agaB gOlBg7 ( 7)
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portanto

V=g _ V-4

= HY
g 59"
entao 59
_ N -9 pr vV —g
e

T,Lw = a,ud)auqb + g,twL-

Subindo um indice e considerando ¢ espacialmente homogéneo

T = 060,06 - 8% | 30,60°6 + V(6)|.

1=~ - |5 4V =56 - Vo),

e define-se
ol o
p=—Ty §¢ +V(9),

também .
p= Tf = 55152 - V(Cf’)-
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Apéndice B

Sistema autonomo e estabilidade

Um sistema dindmico que é muito importante na cosmologia é o sistema auténomo

= f(xvyvt)7

X
(B.1)
v =g(z,y,t).

O sistema (B.1) é um sistema auténomo se f e g ndo tém dependéncia com o tempo.

B.1 Pontos Fixos ou criticos
Um ponto (z.,y.) do espacgo de fase é um ponto fixo se

(fv g)(arc,yc) = Oa (B2)

Um ponto fixo (z.,y.) é chamado atrator quando ele satisfaz (z(t),y(t)) — (z¢, yc)
parat — oo,

B.2 Estabilidade ao redor dos pontos criticos

Pode-se estudar se o sistema aproxima-se ou ndo ao ponto fixo, estudando a estabil-
idade ao redor do ponto. Para poder estudar a estabilidade do sistema considera-se
pequenas perturbacgoes éx y dy tal que © = z. + dxr y y = y. + dy. Substituindo no
sistema de equacoes (B.1) obtém-se
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d ox ox
Sl e

onde N = Ina é o namero de e-folding [3], o qual é conveniente no estudo da dindmica
da energia escura. A matriz M esta dada por

fo Jy 7 (B.4)
9z Gy
onde os subindices x e y significam as derivadas parciais a respeito de = e y respectiva-
mente. A matriz M tem dois autovalores 11 e p2. A solugdo geral para as perturbacoes

2

e

oz = etV 4 coer2N

(B.5)
oz = czefV 4 cqer2N

onde ci, co, c3 e ¢4 s@o constantes da integracdo. Entdo a estabilidade ao redor
dos pontos fixos depende da natureza dos autovalores. Em geral tem-se a seguinte
classificacéo

(7) Nodo estavel : p1 <0 e pa <0,
(7i) Nodo instqvel : p; >0 e pg >0,
(7i1) Ponto sadle: p1 >0 e pue <0 0 pup <0 e pg >0,

(iv) Ponto espiral estqvel : det(M) < 0 e as partes reais de p1 e p2 sao negativas.

(B.6)
O nodo estavel e o ponto espiral estavel sdo as tinicas solugdes constantes que sdo
pontos atratores.
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