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Resumo

Neste trabalho, realizamos uma andlise detalhada da Orbita atual de Atlas sob diferentes
cenarios, identificando perturbac6es seculares e ressonantes devido a Prometheus e Pandora, e
também devido ao achatamento de Saturno. Mapeamos o dominio das ressonancias 54:53
Prometheus-Atlas e 70:67 Pandora-Atlas no espaco de fase considerando um conjunto denso
de condicdes iniciais para 0 semieixo maior e excentricidade para varios clones de Atlas. A
analise combinada dos mapeamentos das ressonancias 54:53 Prometheus-Atlas e 70:67
Pandora-Atlas revelou a sobreposi¢do de ambos os dominios ressonantes no espaco de fase.
Identificamos uma razdo fisica para 0 movimento cadtico do Atlas detectado anteriormente (~
0,1 ano™). Finalmente, investigamos a dindmica orbital de Atlas considerando Prometheus em
uma configuracdo de seu passado ditada pelas forcas de maré em Saturno, revelando que Atlas-

Prometheus poderia ter sido um sistema coorbital em 1,8x108 anos.

Palavras-chave: Ressonancia de movimentos médios, Atlas, Prometheus, Pandora, sistemas

cadticos.



Abstract

In this work, we performed a detailed analysis of the current orbit of Atlas under different
scenarios identifying secular, resonant perturbations due to Prometheus and Pandora, and also
due to Saturn's oblateness. We mapped the domain of the 54:53 Prometheus-Atlas and 70:67
Pandora-Atlas resonances in the phase space considering a dense set of initial conditions of
semi-major axis and eccentricity for several clones of Atlas. The combined analysis of the
mappings of the 54:53 Prometheus-Atlas and 70:67 Pandora-Atlas resonances revealed the
overlap of both resonant domains in phase space. We have therefore identified a physical reason
for the chaotic motion of Atlas previously detected (~0.1 year?). Finally, we investigate the
orbital dynamics of Atlas considering Prometheus in a past configuration dictated by tidal
forces in Saturn, which reveals that Atlas-Prometheus could be a co-orbital system at 1.8x108

years.

Keywords: Mean motion resonance, Atlas, Prometheus, Pandora, chaotic systems.
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Capitulo 1

Introducéo
1.1 Aspectos gerais

No inicio da década de 1980, as sondas espaciais VVoyager 1 e 2 realizaram observacoes
e medicOes no disco planetario, anéis e principalmente nos principais satélites conhecidos até
aquela ocasido do planeta Saturno. Os resultados contribuiram para um detalhamento e
redivisdo de seu anel em subanéis e a descoberta de novos pequenos satélites de formato
irregular internos a érbita de Mimas, entre eles Atlas, Prometheus e Pandora. O sucesso das
missGes Voyager abriu caminho para uma nova visita, com a finalidade de investigar as suas
propriedades fisicas e quimicas, porém, a missdo Cassini-Huygens acabou por revelar um

ambiente com complexas leis fisicas nas quais estes satélites orbitam (Thomas et al. 2013).

Atlas, Prometheus e Pandora, foram observados com mais detalhes a partir de meados
de 2004 pela miss&o Cassini-Huygens. As imagens produzidas pela sonda Cassini ajudaram na
compreensdo de seu comportamento dindmico devido ao ambiente a que estdo inseridos. As
imagens produzidas foram capazes de revelar detalhes da estrutura morfoldgica destes satélites,
refinar as medidas das dimensdes superficiais e estimar outras propriedades fisicas (Thomas et
al. 2013). Como exemplo, os satélites Pan, Daphnis e Atlas estdo proximos ao anel A e
Prometheus e Pandora estdo localizados nas bordas interna e externa do anel F,
respectivamente; por outro lado, coorbitando apds o anel F, encontramos 0s grandes satélites

Janus e Epimetheus e o par Helene-Polideuces que possuem suas Orbitas coorbitais com Dione.

Os recentes descobertos, Aegaeon, Methone e Anthe, com seus curiosos arcos de

particulas foram observados pela sonda Cassini.

Tabela 1.1. Propriedades fisicas dos satélites de Saturno, Thomas e Helfenstein (2020)

. Raio médio
Satélite a (km) b (km) ¢ (km) (km)
Aegaeon® 0,7+0,05 0,25+0,06 0,2+0,08 0,33+0,06
Anthe® - - - 0,5
Atlas® 20,440,1 17,740,2 9,3+0,3 14,940,2
Methone® 1,94+0,02 1,29+0,04 1,21+0,02 1,45+0,03
Mimas© 207,8+0,5 196,7+0,5 190,6+0,3 198,2+0,4
Pandora® 51,5+0,3 39,5+0,3 31,5+0,2 40,0+0,3

Prometheus® 68,5+0,8 40,5+1,4 28,1+0,4 42,8+0,7
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1.2 Os pequenos satélites de Saturno: Aegaeon, Anthe e Methone

Aegaeon, Anthe e Methone sdo trés pequenos satélites de formatos irregulares com raios
médios aproximados de 0,33 km, 0,5 km e 1,45 km, respectivamente, que foram descobertos
pelas imagens da Cassini (Spitale et al. 2006, Cooper et al. 2008, Hedman et al. 2009). Aegaeon
esta inserido no anel G e Anthe e Methone estdo além das oOrbitas de Janus e Epimetheus,
orbitando entre Mimas e Enceladus, aproximadamente na borda interna do anel E. As
dimensoes fisicas para Anthe nao foram estimadas devido ao seu pequeno tamanho (Tabela 1.1
e Fig. 1.2) e incertezas sobre as propriedades fisicas e quimicas deste pequeno pedaco de rocha
ainda prevalecem (Thomas e Helfenstein 2020).

El Moutamid et al. (2014) estudaram analiticamente a orbita de Aegaon, Anthe e
Methone com seu modelo CoraLin e Callegari e Yokoyama (2020) e, a partir desse estudo,

apresentaram uma abordagem numérica da dindmica orbital de Anthe.

Aegaeon, Anthe e Methone experimentam significativas perturbacées de longo periodo
provocadas por Mimas (Mundz-Guitiérez e Guiliatti Winter 2017, Callegari e Yokoyama 2020,

Callegari, Rodriguez e Ceccatto 2021, Callegari e Rodriguez 2023).

Aegaeon esta em ressonancia 7:6 de movimentos médios com Mimas (Hedman et al.
2010). Anthe possui 6rbita em ressonancia 11:10 de movimentos médios com Mimas (Callegari
e Yokoyama 2020). Methone esta na ressonancia 15:14 de movimentos médios com Mimas

(Callegari, Rodriguez e Ceccatto 2021).

A ressonancia é uma perturbacdo que contribuiu com variac6es periodicas no semieixo
maior dos corpos e que sera discutida no Capitulo 4. Ha outras perturbac6es de longo periodo,

como a variagdo secular na excentricidade e inclinagdo que serdo discutidas no Capitulo 3.

No caso do satélite Methone, Callegari et al. (2021) realizaram uma analise detalhada
das frequéncias fundamentais do sistema que permitiu determinar com precisdo a atual
configuracdo dindmica para o par Methone-Mimas. Determinaram numericamente o centro da
ressonancia e mostraram como 0s componentes forgados na excentricidade e inclina¢do séo
responsaveis pelas oscilagdes simultaneas de 4 angulos criticos relatados na literatura (veja a
Tabela 2 de Callegari, Rodriguez e Ceccatto 2021).

Na Fig. 1.5, nota-se o satélite Mimas, descoberto no século XIX pelo astrbnomo inglés
Willian Herschel. Este satélite, com raio médio de 198 km, possui forte influéncia em seu meio,

perturbando a orbita de varios satélites.



15

Figura 1.1: O pequeno satélite Aegaeon juntamente com o Anel G. Crédito da imagem: NASA/JPL/Space Science
Institute, acesso em 12 de junho de 2022.

Figura 1.2: As imagens da Cassini revelam a existéncia de um arco fraco de material orbitando com o pequeno
satélite, Anthe (seta). Crédito da imagem: NASA/JPL/Space Science Institute, acesso em 12 de junho de 2022.

Figura 1.3: Methone Crédito da imagem: NASA/JPL/Space Science Institute, acesso em 12 de junho de 2022.
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Figura 1.4: Os Satélites Anthe e Methone com seus respectivos arcos. Imagem obtida pela Cassini em 29/10/2007.
Crédito da imagem: NASA/JPL/Space Science Institute, acesso em 12 de junho de 2022.

Figura 1.5: Mimas, descoberto pelo astronomo inglés William Herschel em 17/07/1789, responsavel por perturbar
as Orbitas de Anthe, Methone e Atlas. Imagem obtida pela Cassini em 22/10/2016. Crédito da imagem:
NASA/JPL/Space Science Institute, acesso em 12 de junho de 2022.

1.3 Atlas, Prometheus e Pandora

Atlas € um satélite que esta préximo a borda externa do Anel A em um ambiente com
dindmica complexa, envolvendo varias ressonancias de movimentos médios (Renner et al.
2016).

O resultado dessas observacOes revelou que Atlas apresentava um comportamento
dindmico muito complexo, levantando a hipdtese de que Atlas estaria em uma ressonancia

coorbital com algum outro satélite proximo (Cooper et al. 2015).

Prometheus e Pandora (Fig. 1.7 e Fig. 1.8, respectivamente) estdo proximos a borda
interna e externa do anel F, respectivamente. Analisando em conjunto os dados obtidos pelas

sondas Voyager, pelo Telescopio Espacial Hubble e pela sonda Cassini Spitale et al. (2006) é
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possivel sugerir que a rbita de Atlas é fortemente perturbada por uma ressonancia 54:53 com
Prometheus e, em menor intensidade, pela ressonancia 70:67 com Pandora.

Os resultados de Cooper et al. (2015) se concentram na dinamica da sua orbita atual, a
qual é cadtica, segundo os autores. Renner et al. (2016) foram além, realizando um estudo mais
amplo da dindmica do satélite baseado em modelos analiticos (EI Moutamid et al. 2014).

As imagens obtidas pela Cassini foram capazes de revelar detalhes da estrutura
morfologica de sua superficie (Thomas et al. 2013), mostrando a presenga de uma suave
cordilheira equatorial com elevada altitude, terrenos com grandes elevacfes verticais nas altas
latitudes ao norte e ao sul (Fig. 1.6). Essa configuracdo geoldgica sugere que Atlas possui ou
possuiu, um interior geologicamente ativo (Thomas et al. 2013). As imagens obtidas em 2004

também foram capazes de revelar um fino anel temporéario de material ao redor de Atlas.

Figura 1.6: Atlas visto pela Cassini em 12/04/2017 em sua méxima aproximagdo. Acima, detalhes da cordilheira
equatorial, altas elevagdes ao norte e sul. Crédito da imagem: Crédito da imagem: NASA/JPL-Caltech/Space
Science Institute, acesso em 12 de junho de 2022.

Figura 1.7: A equipe cientifica da VVoyager 1 descobriu Prometheus em outubro de 1980. A espaconave Cassini
da NASA observou detalhes na superficie marcada por crateras de Prometheus (86 quildmetros de diametro)
durante um sobrevoo moderadamente préximo em 6 de dezembro de 2015. Podemos ver ao fundo a borda externa
do Anel F. Crédito de imagem: NASA/JPL-Caltech/Space Science Institute, acesso em 12 de junho de 2022.
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Figura 1.8: O satélite pastor do anel F de Saturno, Pandora, originalmente denominada de S/1980 S26. Crédito da
imagem: NASA/JPL-Caltech/Space Science Institute, acesso em 12 de junho de 2022.

Podemos ver na Fig. 1.9 uma representacdo esquematica do sistema de Saturno na época

01/01/2000, a qual foi considerada como ponto de partida para 0 nosso estudo.

1.4 Objetivos da Tese

O objetivo principal deste trabalho é estudar a dindmica orbital de Atlas. Para isso, 0
Capitulo 2 aborda as ferramentas numéricas que foram utilizadas neste trabalho, além de
apresentar uma breve caracterizacdo para a dindmica orbital de Atlas. O Capitulo 3 apresenta
um desenvolvimento analitico para a teoria secular, aplicando esses resultados em Aegaeon,
Anthe, Methone e Atlas. O Capitulo 4 discute as ressonancias de movimentos médios que
ocorrem entre os pares Mimas-Aegaeon, Anthe-Mimas e Methone-Mimas e, em seguida,
discutimos as ressonancias entre os pares Prometheus-Atlas e Pandora-Atlas. O Capitulo 5
apresenta o mapeamento dinamico no espaco de fase das frequéncias para a vizinhanca orbital
de Atlas e, em seguida, apresentamos os efeitos da excentricidade de Prometheus na 6rbita de
Atlas. Mostramos como a combinacgdo entre as ressonancias 54:53 e 70:67 afetam a dindmica
orbital de Atlas e, por fim, utilizamos o coeficiente de difuséo de Laskar para estimar os efeitos
combinados das perturbac6es de Prometheus e Pandora. O Capitulo 6 discute como a migragéo
por maré de Prometheus contribuiu para o cenario dindmico atual observado. Por fim, o capitulo

7 apresenta as principais conclusdes e perspectivas futuras.
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Figura 1.9: Representacdo esquemaética para a data 01 de janeiro de 2000. Podemos observar diversos satélites
naturais de Saturno, entre eles Atlas (amarelo), Prometheus e Pandora. Interessante notar as posi¢Ges orbitais de
Prometheus e Pandora. Figura elaborada no site Horizons. (Acesso em 25/03/2022)
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Capitulo 2

Metodos de Investigacdo e Ferramentas Computacionais
2.1 Equacdes de movimento e simulagdes numéricas

Para estudarmos o movimento de N satélites orbitando um planeta achatado com massa

M, iremos utilizar as equagOes exatas de movimento dadas em Callegari e Yokoyama (2010).

Fixado um sistema de coordenadas no centro do planeta, seja 7; 0 vetor posicdo de um
satélite em relacdo ao centro do planeta e p;, 0 respectivo momentum em relacéo ao centro de
massa do sistema, forma-se o par (7;,p;) que define o conjunto de variaveis candnicas com

hamiltoniana dada por:

H = Hy+H, +H, 1)
Hy = Iiv=1 (% - lli;ﬁl)a (2.2)

Hy = Yocic; ( % + pf"),j =1,..,N, 2.3)
Hy = 5 M- 5, (22 Pu(sento))] (2.4

onde B; = Mm;/(M + m;), u; = G(M + m;), G éaconstante gravitacional® e m; sdo as massas
dos satélites, J; sdo os coeficientes relacionados com o potencial devido ao achatamento, para
Saturno consideramos [ = 2,4 e 6. P, (sen((pi)) que sdo os polinémios de Legendre de grau [
e @; e que representa a latitude para o i-ésimo satélite em relacdo ao equador do planeta (o

plano de referéncia) (Callegari e Yokoyama 2007).

Na hamiltoniana (2.1), a Eq. (2.2) representa 0 movimento Kepleriano de cada satélite,
a Eq. (2.3) fornece as interagcdes mutuas entre os satélites e a Eq. (2.4) representa a perturbacao
na orbita kepleriana devido ao achatamento do planeta.

As equacOes de movimento para cada um dos satélites sdo dadas por:

dari 0H dp; 0H
—t=—e-=x=——i=1,..,N. :
dt  9p; dt oty (2.5)

Para cada satélite, os valores iniciais de (7, p;) sdo calculados a partir dos elementos

orbitais. Para se obter o valor absoluto para 0 momento p;, primeiro calculamos o vetor

G = 6,67384 + 0,00080 x 10711 m3 kg~1s~2.
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. .. dT o > A~ . ~
velocidade inicial % e, entdo, calculamos p; resolvendo trés conjuntos N X N de equagdes

lineares para cada componente p;,, vy € pi; (i = 1,2, ..., N) dado pelo conjunto de Eq. (2.5).

Em nosso estudo, podemos considerar N < 3 satélites, nomeados Atlas, Prometheus e
Pandora. Com o objetivo de comparar resultados, utilizamos dois modelos distintos para as

equacOes de movimento:

1) 0 modelo dado em Callegari e Yokoyama (2010), descrito acima, utilizando os termos
J» e ], (os coeficientes adimensionais presentes na expansao do potencial de Saturno até a 42.
ordem);

ii) aplicacdo direta do pacote Mercury (Chambers 1999) com adicdo do termo J,
(coeficiente adimensional presente na expansdo do potencial de Saturno até a 6 ordem).

Ambos resolvidos com a aplicagéo do codigo “RA15” (Everhart 1985).

As constantes fisicas para Saturno estdo apresentadas na Tabela 2.1 e as condicdes
iniciais e parametros numéricos para Atlas, Prometheus e Pandora estdo listadas na Tabela 2.2
e esses serdo mantidos no transcorrer desse trabalho (exce¢des serdo descritas). Os detalhes de
simulacfes numéricas especificas estdo indicados nas legendas das correspondentes figuras

(veja a Figura 2.1, abaixo, como exemplo).

Tabela 2.1: Constantes fisicas para Saturno @ Horizon, ? Jacobson et al. (2006)

Constante Valor Unidade
Massa® 568,317 x 10%* kg
Raio® 60268 km

J,® 16290.6 x 107°

1,® —935.1 x 107

J® 86.8 x 107°

Na Tabela 2.2 temos o0s seguintes elementos osculadores: semieixo maior (a),
excentricidade orbital (e), inclinacdo orbital em relagdo ao plano do equador de Saturno (i),

pericentro (w), longitude do nodo ascendente (2) e 0 movimento medio (n).

Dois esforcos adicionais serdo sempre aplicados para analisarmos nosso conjunto de
dados numéricos: 1) em alguns casos, as Orbitas serdo comparadas com o0s elementos orbitais
osculadores fornecidos pelo sistema de efemérides Horizons? que utiliza o banco de dadps

SAT343 (Giorgini et al. 1996), garantindo a validade de nossos dados numéricos; 1) A partir

2 http://ssd.jpl.nansa.gov/horizons.cgi
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do chamado vetor de estado, isto é, o vetor que contém as coordenadas de posi¢do e as
respectivas velocidades instantaneas para o satélite obtidas a partir dos elementos osculadores,
calculamos os chamados elementos geométricos pela aplicacdo direta do algoritmo descrito em
Renner e Sicardy (2006).

Os elementos geométricos sdo calculados para obter um melhor ajuste na 6rbita quando
um satélite estd sobre a influéncia de um campo gravitacional ndo central (como Saturno).
Nesse caso, 0 argumento do pericentro (w) avanca periodicamente com a mesma frequéncia do
movimento médio. Essa rapida componente observada em w € provocada por J, (Greenberg
1981; ver Tabela 1 de Callegari e Yokoyama 2020).

Tabela 2.2: Elementos osculadores para Atlas, Prometheus e Pandora, em relacdo a data 01 de
janeiro de 2000, obtidos a partir do Efemérides Horizons (acesso 29/05/2022). As massas foram
obtidas em Thomas e Helfenstein (2020).

Atlas Prometheus Pandora
Massa (kg) 0,575 x 10 0,15 x 1018 0,137 x 1018
a (km) 138325,37 140024,64 142346,13
e 0,00591 0,00252 0,00145
i (grau) 0,00419 0,00807 0,05024
w (grau) 200,77 201,36 332,15
Q (grau) 235,44 309,14 149,98
n (grau/dia) 592,97 581,87 567,69

A Fig. 2.1 ilustra 0 nosso método de célculo e comparacdo com os diferentes esquemas
numericos. A esquerda na Fig. 2.1(a) temos o avanco de curto periodo de w no caso de Atlas.
A curva preta foi gerada com os dados obtidos a partir do sistema Horizons. A curva amarela
foi obtida com uma simulacdo numérica realizada com o esquema ii), no qual um satélite
semelhante a Atlas sobre os efeitos de J, foi incluido na simulagdo juntamente com Prometheus
e Pandora. O alinhamento entre as curvas preta e amarela mostra que a rapida circulacdo do
pericentro de Atlas é regida pelo termo J,. A curva verde representa o pericentro geométrico de
Atlas calculado com o esquema 1) a partir do vetor de estado gerado na simulagéo ii) em que
foi considerado as perturbacdes provocadas pelos termos /,, /, e /4 juntamente com Prometheus

e Pandora.
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Figura 2.1: O (a) argumento do pericentro e (b) a excentricidade orbital de Atlas. A curva preta representa o
pericentro osculador (w) de Atlas obtido a partir de http://ssd.jpl.nansa.gov/horizons.cgi com data inicial em 01 de
janeiro de 2000. Os dados foram obtidos para 3 dias com intervalo de 5 minutos. A curva amarela foi gerada a
partir do esquema ii) em que somente a perturbagdo devido ao termo J, foi considerada. As curvas verdes
representam o pericentro geométrico (esquerda) e a excentricidade geométrica (direita) calculadas a partir do
esquema ii) considerando as perturbagdes provocadas pelos termos J,, J, € Je.

2.2 O Espectro Individual de Poténcias

A variacdo dos elementos orbitais consiste em uma série de oscilagdes periddicas, sendo
necessario a identificacdo dos periodos mais relevantes no espectro de poténcias. As trajetérias
regulares sdo periédicas, de modo que qualquer elemento orbital, definido como ele(t),

dependente do tempo, pode ser representado da seguinte maneira
ele(t) = Yy Age?™ikft, (2.6)

no qual f é um vetor frequéncia cuja as componentes sdo frequéncias independentes do

movimento e k é um vetor inteiro arbitrario (Michtchenko e Ferraz-Mello 2001).

Para uma funcédo regular ele(t), as amplitudes A, decrescem rapidamente com |k|,
assim a soma em (2.6) apresenta poucos termos, assim, 0 espectro para 0 movimento regular
sera caracterizado por um namero contavel de frequéncias e picos (geralmente um pequeno
namero). Essas frequéncias representam dois grupos: as fundamentais e 0os harmonicos que sao

combinac0es lineares das frequéncias fundamentais.

As Orbitas obtidas numericamente serdo analisadas no dominio das frequéncias, de
modo que, a partir de seus elementos osculadores orbitais, obteremos o0 seu espectro via
Transformada Répida de Fourier (Fast Fourier Transform - FFT) com o algoritmo dado em
Press et al. (1996).
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Uma grande quantidade de picos significativos distintos aparece no espetro de um
determinado elemento orbital e sdo identificados de acordo com as diferentes forgas
perturbadoras que serdo descritas em detalhes mais adiante. A Fig. 2.2 exibe o espectro de
curto periodo para um clone de Atlas. Na Fig. 2.2(a), temos 0 espectro para 0 semieixo maior
osculador de Atlas em um periodo de 1,2 dia. Notamos o pico relacionado com 0 movimento
médio (n) e o seu periodo de P,, ~ 0,6 dia. Ja na Fig. 2.2(b) e Fig. 2.2(c), temos o0 espectro para
dois elementos osculadores angulares, o pericentro (w) e a longitude do nodo ascendente ()
representados para periodos maiores que 20 e 40 dias, respectivamente. Podemos observar os

periodos fundamentais P, ~ 63,17 dias e Py ~126,33 dias além de seus respectivos

harmonicos H, = G) PoeH, = e) P,.
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Figura 2.2: Espectro de Fourier para os elementos osculadores (a) semieixo maior, (b) argumento do pericentro e
(c) longitude do nodo ascendente. O curto periodo € provocado pelo termo J,. Em (b) e (c) representamos 0s picos
relacionados a periodos maiores que 20 e 40 dias, respectivamente. Espectro obtido a partir da integragdo de um
clone de Atlas com condigdes iniciais a época 01/01/2000 por um periodo de 172,25 anos com intervalo de 0,06
dia, corpos presentes nessa simulacdo Atlas e Prometheus.

A fim de testarmos nosso codigo vamos reproduzir os resultados ja publicados em
Callegari e Yokoyama (2020). Na Fig. 2.3 temos a representagéo para o espectro dos elementos
osculadores semieixo maior (esquerda) e para a excentricidade orbital (direita) de duas
particulas semelhantes a Anthe. Observamos um pico em (a) e cinco picos em (b) e um elevado
numero de picos em (c) e (d). Essa quantidade de picos estd relacionada com o tipo de
movimento orbital. Em (a) e (b) vemos o espectro de Fourier para uma Orbita regular.
Identificamos o periodo fundamental (P) em ambos elementos e os respectivos harmonicos (H,,
H, e H;) para a excentricidade. Por outro lado, (c) e (d) representam o movimento cadtico. As
frequéncias independentes variam com o tempo e as trajetdrias se tornam irregulares e ndo
periddicas, logo a soma em (2.6) terd um grande ndmero de termos. Consequentemente, 0

espectro de poténcia ndo sera discreto, mostrando componentes de banda larga e um grande
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namero de frequéncias e amplitudes, tal como pode ser observado em (c) e (d). Esses resultados
séo idénticos aos apresentados na Fig. 6 de Callegari e Yokoyama (2020).
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Figura. 2.3: Comparativo entre os espectros de Fourier para os elementos orbitais osculadores semieixo maior
(km) e excentricidade entre uma Orbita regular (a-b) e uma 6rbita irregular (c-d) obtidos para um satélite
semelhante a Anthe. Podemos observar o baixo nimero de picos em (a) e (b) caracteristico do movimento regular
e 0 elevado nimero de picos para 0 movimento irregular em (c) e (d). Espectro obtido a partir dos elementos
orbitais osculadores relativos a época 01/01/2016 integrados por um periodo de 172,25 anos com intervalo de 0,06
dia, referente a uma amostra da ordem aproximada de 216,
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O Espectro Individual de Poténcias (Individual Dynamic Power Spectra — IPS) utilizado
por Callegari e Yokoyama (2010, 2020) e Callegari et al. (2021) é uma ferramenta para anélise

espectral que se baseia ha metodologia dada por Michtchenko e Ferraz-Mello (2001).

Assim, para uma determinada particula de teste no sistema de Saturno, Callegari e
Yokoyama (2010, 2020) e Callegari et al. (2021) determinam o IPS analisando o espectro
obtido por meio da FFT (Press et al. 1992) para algum elemento orbital, geralmente, o semieixo
maior, a excentricidade orbital, ou a inclinac¢éo do plano orbital em relacdo ao equador do corpo
central, sempre considerando o semieixo maior inicial a, dessa particula de teste, como um
parametro livre. Assim, as integracBes numéricas sao realizadas em um denso conjunto de
condigdes iniciais para a,, enquanto os demais elementos orbitais da particula de teste e demais
corpos maiores sdo mantidos constantes em relagdo a época. Cada linha desses espectros
individuais, com amplitude espectral maior que uma certa porcentagem pré-definida, a priori,
fornece a maior amplitude espectral observada no espectro, sera considerada como relevante,

um exemplo é dado na Fig. 2.4.

A analise do IPS revela as regides de movimento regular e irregular para os clones de
teste. Nele podemos identificar os periodos fundamentais e harmonicos. Por exemplo, a Fig.
2.4, reproduzida de Callegari e Yokoyama (2020), representa o IPS construido com o semieixo
maior osculador para 700 clones semelhantes & Anthe obtido considerando como porcentagem
de referéncia 5% da maior amplitude para cada um dos espectros individuais do semieixo maior.
Nele podemos observar distintas regides, sendo que duas regides podem ser definidas em

relacdo ao seu significado fisico:

a) Regido A: que contém todas as amplitudes livres de perturbagdes associadas aos termos /s,
J. e Jo e demais perturbacdes de curto periodo. Nessa regido, encontramos os periodos
associados as ressonancias e perturbacdes seculares, aléem das perturbacdes de longo periodo e

perturbagdes que ocorrem com algum outro satélite presente na simulacéo.

b) Regido B: contém todos os termos associados as perturbacdes de curto periodo e demais
perturbacdes associadas aos termos /,, /, € /o, desde que essas sejam maiores que a amplitude
de referéncia, sendo uma regido do espectro que nao possui interesse fisico e mantida apenas

por questdo de completude (Callegari e Yokoyama, 2020).

Podemos observar que a regido compreendida entre 198068 km < a, < 198157 km
(demarcada com linhas tracejadas em vermelho na Fig. 2.4) contém o valor para o semieixo

osculador de Anthe, a = 198130,5 km (linha vertical tracejada verde), e apresenta érbitas com
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um baixo nimero de picos, limitando, assim, a regido na qual as orbitas individuais apresentam-

se regulares. Nela encontramos o periodo (P, ) associado a ressonancia 11:10 de movimentos

médios Anthe-Mimas. Callegari e Yokoyama (2020) descrevem em detalhe essa regido.
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Figura. 2.4: Individual Dynamic Power Spectra (IPS) para o semieixo de Anthe construido com amplitudes
superiores a 5% do valor da maior amplitude obtido para cada espectro de poténcia individual. As linhas tracejadas
verticais vermelhas delimitam a regido na qual os espectros individuais possuem um pequeno nimero de picos
representando Orbitas regulares. O valor para o semieixo de Anthe em 01/01/2016 é indicado pela linha tracejada
vertical verde. A linha horizontal tracejada azul delimita as regides A e B. Cada 6rbita individual foi integrada por
172,25 anos com intervalo de 0,06 dia.

Na Fig. 2.5 podemos observar o IPS para Pan, um pequeno satélite de Saturno

responsavel por manter a divisdo de Enke livre de particulas, que foi obtido a partir da
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integracdo de 1000 orbitas de clones semelhantes & Pan. Esse satélite encontra-se proximo a
ressonancia 16:15 com Prometheus (Spitale et al. 2006). Neste IPS consideramos apenas as
amplitudes com periodos maiores que 15 dias. A linha vertical tracejada verde representa o
valor para o semieixo osculador de Pan, a = 134.263,6 km em relacéo a data 01 de janeiro de
2016.
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Figura 2.5: IPS para Pan obtidos com a andlise do (a) semieixo maior e (b) excentricidade orbital. A linha vertical
tracejada verde representa o valor para o semieixo maior osculador de Pan. Diferentemente da Fig. 2.4, aqui
observamos um denso conjunto de pontos que dificultam a anélise dos periodos fundamentais e em (a) podemos
observar a distancia entre a 6rbita atual de Pan e a ressonancia 16:15 com Prometheus. Satélites utilizados nas
simulac®es Pan e Prometheus além dos termos J,, J, € J, relacionados com o potencial de Saturno.

Notamos na Fig. 2.5(a) que representa o IPS para o semieixo maior osculador, uma
estrutura relacionada com a ressonancia 16:15 entre Prometheus-Pan (Spitale et al. 2006),
porém Pan encontra-se distante cerca de 30 km em relacdo a regido central que apresenta um
denso conjunto de pontos relacionados com diversas amplitudes. Na Fig. 2.5(b) temos o IPS
para a excentricidade orbital osculadora de Pan, vemos um denso conjunto de pontos que estdo
relacionados com um grande nimero de amplitudes, caracterizando a auséncia de regularidade

no movimento orbital de Pan®.

Para satélites que possuem suas Orbitas cadticas, esperamos encontrar um IPS que
apresente um denso conjunto de amplitudes. Goldreich e Rappaport (2003a, 2003b)

determinaram que os satélites Prometheus e Pandora possuem as suas orbitas cadticas e esse

3 Os resultados mostrados na Fig. 2.5 séo originais.
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par encontra-se proximo a ressonancia 121:118. Determinamos 0s espectros para 0 semieixo
maior osculador de Prometheus e Pandora. Para Prometheus, Fig. 2.6(a), 0 seu espectro revelou
um grande numero de picos concentrados em periodos menores que 2000 dias que provocam
uma pequena variacao aproximada de 0,02 km no semieixo osculador de Prometheus e uma
amplitude de 0,08 km que ocorre com periodo aproximado de 9250 anos. Por outro lado, 0
espectro para semieixo osculador de Pandora Fig. 2.6(b) apresenta uma elevada amplitude de
0,3 km com periodo de 700 dias. Esse elevado numero de picos condiz com a dindmica caotica

de Prometheus e Pandora.
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Figura 2.6: Espectros de Fourier para o semieixo maior osculador de Prometheus (a) e Pandora (b). O elevado
nimero de picos reflete a dindmica cadtica desse par de satélites. Nessa simulagdo consideramos Atlas,
Prometheus, Pandora e incluimos Mimas e Tethys e suas Orbitas foram integradas por um periodo de 1720 anos
com intervalo de 0,06 dia.

Nas Fig. 2.7(a) e Fig. 2.7(b) temos os IPS para 0 semieixo maior osculador de
Prometheus e Pandora. Esses IPS foram construidos a partir da analise de 1000 érbitas de clones
semelhantes a Prometheus e 2000 clones semelhantes a Pandora com condi¢@es iniciais na data
01/01/2000. Assim como Pan, Prometheus e Pandora estdo afastados da ressonéncia. Para
Prometheus, Fig. 2.7(a), hd um denso conjunto de amplitudes, caracteristico de um movimento
irregular, mas para Pandora, Fig. 2.7(b), podemos notar a direita de seu semieixo maior
osculador, que ha uma regido na qual os clones de Pandora possuem movimento regular e essa

regido esta associada a ressonancia 3:2 de movimentos médios com Mimas.
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Figura 2.7: A linha verde tracejada em (a-b) representa o semieixo maior para cada satélite de teste em relacdo a
data 01/01/2000. Em (a) vemos o IPS para o semieixo maior osculador de Prometheus que esta distante cerca de
25 km da ressonancia 121:118 com Pandora. Em (b) Pandora, encontra-se distante cerca de 40 km do centro da
ressonancia 3:2 de movimentos médios com Mimas. Nessa simulagdo, consideramos Mimas, Tethys, Atlas,
Prometheus e Pandora. Cada uma das orbitas individuais desses satélites clones foram integradas por 172,25 anos
com intervalo de 0,06 dia.

Para confirmarmos que a regido compreendida entre 142380 < a, < 142420 km
representa 0 dominio da ressonancia 3:2 de movimentos médios com Mimas, calculamos a
variavel angular geométrica ®3? = 3A4imas — 24 — @yimas: €M QUE Apimas © Dumimas
representam a longitude média e a longitude do pericentro de Mimas e A se refere a longitude
média do clone semelhante a Pandora com semieixo maior osculador igual a a = 142395 km
e 0s demais elementos orbitais osculadores considerados em relagdo a data 01/01/2000. A
variacdo temporal dessa quantidade angular pode ser observada na Fig. 2.8(a) para um periodo
de 60 mil dias. Observamos que, para esse satélite, ®32 esta librando ao redor de 180°, ou seja,
as conjungdes entre o par Mimas-“Clone de Pandora” oscilam ao redor de uma linha que passa
pelo apocentro de Mimas (Fig. 2.8(b)) e esse resultado sera discutido com mais detalhes no

Capitulo 4.
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Figura 2.8: (a) A libragio para o dngulo geométrico ®32 = 3,imas — 24 — @Wyimas a0 redor de 180° significa
que as conjuncg0es entre esse clone de Pandora e Mimas oscilam ao redor de uma linha que passa pelo apocentro
de Mimas. Nessa simulagdo, usamos o tempo de integragdo de 60 mil dias com intervalo de 1 dia e os satélites

considerados foram: Mimas, Tethys, Atlas, Prometheus e Pandora, ilustrando o esquema de uma ressonancia. (b)
Representacdo esquematica para a libragéo ao redor do apocentro de Mimas.

2.4 A andlise espectral para Atlas

Como vimos acima, podemos utilizar a analise espectral para a identificacdo de
frequéncias fundamentais e avaliarmos se 0 movimento orbital de um satélite € regular ou
irregular. A Fig. 2.2, acima, revelou os picos relacionados com a dinamica de curto periodo
para Atlas. Para a caracterizacdo da dindmica secular e ressonante, devemos observar 0s picos
relacionados com o longo periodo. Na Fig. 2.9 vemos 0s espectros para 0s elementos orbitais
osculadores (a) semieixo maior, (b) excentricidade e (c) a inclinacdo orbital para um clone de
Atlas perturbado unicamente por Prometheus. Com o0 objetivo de determinar os periodos
fundamentais com precisao, a Orbita para esse satélite foi determinada para 1720 anos com
intervalo de 0,06 dia. Diferentemente dos espectros obtidos para Anthe (Callegari e Yokoyama
2020) e Methone (Callegari, Rodriguez e Ceccatto 2021), os espectros revelaram um grande

namero de picos relacionados com pequenas variages nesses elementos orbitais.
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Figura 2.9: O Espectro de Fourier para os osculadores (a) semieixo maior, (b) excentricidade e (c) inclinacéo
orbital para um clone de Atlas perturbado somente por Prometheus, obtidos a partir de 1720 anos com intervalo
de 0,06 dia. Podemos observar um grande nimero de picos dificultando a identificagdo dos periodos fundamentais.
Condigdes iniciais relativas a data 01/01/2000

Em um comparativo com 0s espectros para Prometheus e Pandora (Figs. 2.6(a-b))
vemos que o elevado nimero de picos para os espectros de Atlas esta relacionado com o seu

movimento orbital irregular. Para confirmarmos, podemos construir o IPS para Atlas.

Assim como o IPS para Anthe (Fig. 2.4), a Fig. 2.10 mostra trés IPS's obtidos a partir
dos espectros calculados para os elementos osculadores (a) semieixo maior, (b) excentricidade
e (c) inclinacéo orbital de 5 mil clones de Atlas no intervalo 138.315 < a, < 138.328 km,
perturbado unicamente por Prometheus considerando a amplitude de referéncia igual a 5%.
Fixamos a excentricidade osculadora desses clones de Atlas em e, = 0.0059. Os lugares
geométricos dos periodos fundamentais no semieixo maior, excentricidade e inclinacdo sao
distribuidos na diregdo vertical e identificados com os respectivos simbolos (Pag, Paq Ver
Capitulo 3 para a definicdo de Aw e AQ). Em (a) temos 0 espectro para 0 semieixo maior
osculador e a regido A que contém os picos relacionados com o longo periodo e a regido B que

contém os picos relacionados com o curto periodo.
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Nesses IPS’s, identificamos o periodo orbital de Atlas, ~ 0,6 dia, os periodos seculares
devido a perturbagcdo com Prometheus Py4~2.859,75 € Pyq~2.995,32 e a perturbagéo de
“Muito Longo Periodo®” (MLP) ~ 62914. A linha vertical verde tracejada representa o valor

para o semieixo de Atlas dado na Tabela 2.2.
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Figura 2.10: O IPS para Atlas obtido a partir do espectro de 5 mil clones semelhantes a Atlas integrados por
172,25 anos com intervalo de 0,06 dia. Em (a) observamos o IPS para o semieixo maior osculador, (b)
excentricidade osculadora e (c) inclinacéo orbital. O curto periodo foi mantido apenas para efeito de completude.

4 O termo “Muito Longo Periodo” se refere ao tempo total de integragdo 172,25 anos ou 62.914,3125 dias.
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Na Fig. 2.10 vemos o IPS para um sistema formado apenas pelos satélites clones de
Atlas perturbados por Prometheus. Com o objetivo de ampliarmos a andlise feita em Cooper et
al. (2015) e Renner et al. (2016), adicionamos o satélite Pandora ao IPS dado na Fig. 2.10 e 0
resultado pode ser visto na Fig. 2.11. Uma rapida comparacdo entre as Fig. 2.10(a) e 2.11(a)
revela o aparecimento de um grande nimero de picos que ndo estavam presentes anteriormente,
e esse aumento de picos sugere que o acréscimo de Pandora contribui com perturbacGes

significativas na dindmica orbital de Atlas.

Embora o IPS seja uma ferramenta computacional Gtil para a analise do movimento
orbital, temos a desvantagem de mantermos apenas um parametro livre, logo a introducgéo de
uma nova variavel livre. A excentricidade orbital, 0 que nos permite analisar o espectro de
frequéncias para um denso conjunto de condi¢es iniciais e a metodologia adotada em Callegari
e Yokoyama (2010, 2020), Callegari et al. (2021) e Ceccatto et al. (2022) que aborda o
mapeamento do dominio das ressonancias no espaco de fase, denominado de Mapa Dinamico,

0 que sera abordado na proxima secéo.
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Figura 2.11: (a) IPS para o semieixo maior de Atlas obtido como na Fig. 2.10(a), porém acrescentamos os efeitos
perturbativos de Pandora. Notamos que a inclusdo de Pandora provocou o aparecimento de um elevado nimero
de picos na regido da ressonancia 54:53. (b) Vista detalhada para a regido interna a ressonancia 54:53.
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2.5 Mapa dinamico

Os mapas dindmicos consistem da grade onde é possivel investigar o espaco de fase em
funcdo da excentricidade (e,) e do semieixo maior (a,). Assim, uma nova dimensdo €
adicionada e, nesse caso, para cada condicdo inicial de um clone de Atlas, associamos 0 numero
espectral N que representa o numero de picos no espectro de Fourier que sdo maiores que uma
porcentagem previamente definida do maior pico presente no espectro, isto €, a amplitude de
referéncia (AR). Para evitarmos o curto periodo, excluimos os picos associados com os periodos
menores que 15 dias. Os mapas dinamicos sao construidos associando uma paleta de cores
(azul/branco) com distintos tons associados aos valores de N, ou seja, para um pequeno valor
de N, a respectiva cor tendera para o branco/azul claro e os altos valores de N serdo

representados por azul escuro.

A Fig. 2.12 representa 0 mapa dindmico construido a partir do espectro de 25.041
satélites clones de Anthe, no qual N foi construido com o nimero de picos significativos cuja
AR representa 5% para a amplitude maxima do espectro individual da orbita do satélite clone.

Reproduzimos na Fig. 2.12 a Fig. 7 de Callegari e Yokoyama (2020).

Com a introdugdo da excentricidade osculadora inicial, Callegari e Yokoyama (2020)
identificaram as regiGes que estdo relacionadas com os dominios para as ressonancias de
corrotacdo (C) e Lindblad (L). Vemos que as regiGes para as quais 0 movimento € regular
apresentam um valor pequeno para N, porém, as regifes nas quais as Orbitas apresentam-se

irregulares ou cadticas (regiGes mais escuras) tém um alto valor para N.
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Figura 2.12: Mapa Dinamico para Anthe, reproducdo da Fig. 7 de Callegari e Yokoyama (2020). Os Mapas
Dinamicos auxiliam na identificacdo das regides relacionadas com a ressonancia e demais perturbacées. A estrela
em negrito representa a condicédo inicial (ay,ey) = (198131.08 km, 0.0027) para Anthe em relacdo a data
01/01/2016. As regides representadas por C indicam a regido para a ressonancia de corrotacdo e L a regido para a
ressonancia de Lindblad, discutidas com detalhes no Capitulo 4.
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Capitulo 3

Dinamica Secular
3.1 Introducgéo

No capitulo anterior, realizamos uma breve discussdo sobre as ferramentas
computacionais utilizadas neste trabalho e, em seguida, apresentamos o méetodo da analise de
frequéncias do espectro obtido por meio da FFT e estudamos os espectros para alguns satélites
naturais de Saturno. Notamos a presenca nos IPS para a excentricidade e inclinagéo orbital de
uma frequéncia relacionada com uma perturbacdo de longo periodo denominada de
“Componente secular mttua de longo de periodo” (veja a Fig. 5 de Callegari, Rodriguez e

Ceccatto 2021 como exemplo).

Nesse capitulo, iremos apresentar essa perturbacao e analisar os efeitos provocados na
excentricidade e inclinacdo devido a perturbacdo secular introduzida pelo termo J, (veja o
Apéndice B para mais detalhes) e de longo periodo utilizando a metodologia dada no Capitulo
7 de Murray e Dermott (1999). Como aplicacgdo, apresentamos uma breve discussdo sobre 0s
efeitos seculares de Mimas em Aegaeon, Methone e Anthe e, por fim, analisamos os efeitos
seculares nos sistemas formados por Atlas-Prometheus, Atlas-Pandora e Atlas-Prometheus-

Pandora.

3.2 Perturbac0es seculares

Com o objetivo de exemplificar a analise para a variacdo secular na excentricidade e
inclinacdo, utilizamos Aegaeon, Methone e Anthe perturbados por Mimas. As condi¢es inicias
desses satélites foram obtidas considerando as Efemérides dadas pelo Horizons na época
01/01/2016 e dadas na Tabela 3.1. As massas para Methone e Aegaeon foram obtidas de
Thomas e Helfenstein (2020) ja a massa de Anthe foi obtida de Callegari e Yokoyama (2020)
e a massa de Mimas obtida diretamente do efemérides. sendo que, para cada satélite, 0s seus
elementos foram obtidos para um periodo de 12 mil dias com intervalo de 8 horas cada (Fig.
3.1).
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Tabela 3.1: Massas e elementos orbitais para Aegaeon, Anthe, Methone e Mimas em relacao a
época 01/01/2016.

Aegaeon Methone Anthe Mimas
Massa (kg) 7,82 x 101° 3,902 x 1012 1,4987 x 1012 3,75057 x 10*°
a (km) 1,94717 x 105  1,94717 x 10°  1,98131 x 10°  1,86026 x 10°

e 3.21228 x 1073 2,67417 x 1073 2,70805 x 103  2,00286 x 1072
1 (%) 1.09530 x 10~2  1,37551 x 102 2,11603 x 102 1,56808
Q(°) 172,11251 328,62956 284,43665 92,68827
w (°) 305,30558 247,93951 77,73816 149,66971
n (°/dia) 442,63108 354,840625 345,70510 379,99295
@ (°) 117.41809 216,56907 2,17481 24235798

Na Fig. 3.1 abaixo temos um comparativo entre a excentricidade e inclinacdo osculadora
(curva em negrito) e secular (curva em vermelho) obtida com a solucdo analitica para a teoria
secular dada em Murray e Dermott (1999) para Aegaeon, Methone e Anthe. A comparagéo
entre ambas excentricidades, osculadora e secular, nos permite determinar o periodo que a
componente secular possui. Fig. 3.1(a): periodo secular ~1200 dias. Fig. 3.2(b): periodo ~2440
dias, semelhante ao “periodo secular mituo” encontrado por Callegari et al. (2021). Fig. 3.2(c):
apresenta o periodo ~1800 dias para a excentricidade e inclinacdo de Anthe (Callegari e

Yokoyama 2020).
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Figura 3.1: Comparativo entre a excentricidade e inclinagdo osculadoras (negrito) com a excentricidade e
inclinacdo secular (vermelho) para (a) Aegaeon, (b) Methone e (c) Anthe perturbados por Mimas. Notamos os
periodos seculares em cada um dos elementos acima, sendo que, para (a) Aegaeon ~1200 dias, (b) Methone ~2440,
(c) Anthe ~1800 dias para excentricidade e inclinagdo em ambos elementos.
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Figura 3.2: Representacdo polar para a excentricidade e inclinacdo de (a) Aegaeon (b) Methone e (c) Anthe
perturbados por Mimas. Podemos observar que a perturbacdo provocada em Methone por Mimas introduz
componentes forgadas em sua excentricidade e inclinagdo, mas para Aegaeon e Anthe, essa perturbagdo é
observada na inclinagéo orbital.
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Pequenos corpos, em particular, os pequenos satélites, possuem uma componente
forcada em sua excentricidade e inclinacdo provocadas pelo corpo perturbador de sua Orbita.
Na Fig. 3.2, observamos o grafico polar para Aegaeon, Methone e Anthe. A representacdo no
plano polar permite avaliar as componentes livres e forgadas para a excentricidade e inclinacao.
Duas novas quantidades angulares sdo definidas, Aw;_; = @; — @; e AQ;_; = Q; — Q;, nas
quais i e j se referem aos satélites. Assim como na Fig. 3.1, a curva em negrito representa 0s
elementos osculadores obtidos com as efemérides do Horizons e, a curva vermelha representa
o0s elementos obtidos com a teoria secular generalizada. No caso de Methone, Aegaeon e Anthe,
Mimas provoca uma componente forgada na excentricidade de Methone ~0,0004 e em sua
inclinacdo ~0.0007° (Callegari, Rodriguez e Ceccatto 2021), por outro lado, para Aegaeon e
Anthe, a componente forgada em sua excentricidade é bem pequena, mas a componente forcada

para a inclinacdo é ~0,002° e ~0,02°, respectivamente.
3.3 A Teoria Secular para Atlas

Cooper et al. (2015) e Renner et al. (2016) investigaram o movimento orbital de Atlas
utilizando apenas Prometheus. Porém, Atlas € perturbado, em menor intensidade, por Pandora
(Spitale et al., 2006). Com o objetivo de avaliarmos o qudo significativo é a perturbacdo de
Pandora na Orbita de Atlas, tal perturbacéo sera investiga utilizando a teoria secular para esses
trés corpos. Iremos considerar trés diferentes cendrios: i) Para um subsistema formado apenas
entre Atlas e Prometheus; ii) um subsistema formado apenas por Atlas e Pandora; iii) Para um
sistema formado por Atlas, Prometheus e Pandora. Assim como na secéo anterior, poderemos
identificar os periodos, utilizando a FFT, como descrito na secdo 2.3, relacionados com a

perturbacdo secular para Atlas.

As condigdes iniciais sdo as mesmas da Tabela 2.2 para cada um dos satélites Atlas,

Prometheus e Pandora.
3.3.1 O subsistema Atlas-Prometheus

Quando consideramos esse subsistema, podemos ver que a excentricidade de Atlas é
perturbada por Prometheus com um periodo aproximado de 2978,9 dias, obtido por meio da
FFT. Tal perturbacdo provoca uma variagcdo com amplitude aproximada de 2,63 x 1076, ou

seja, muito pequena (veja a Fig. 3.3 abaixo).
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Para a inclinacdo, Atlas apresenta um periodo aproximado de 3048,1 dias, mais longo
em relacédo ao obtido para a excentricidade, com uma variagao aproximada de 0,00001°.
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Figura 3.3: Excentricidade e inclina¢do calculadas pela Teoria Secular para Atlas-Prometheus. A contribui¢do
secular de Prometheus em Atlas produz uma pequena variagdo em sua excentricidade da ordem de 107° e, em
relacéo a inclinagdo, temos uma variago ligeiramente maior da ordem de 1075,

3.3.2 O subsistema Pandora-Atlas

Pela Fig. 3.4, vemos que a excentricidade de Atlas sofre uma perturbacdo com periodo
aproximado de 1324 dias e com variagdo de 1,4 X 10~7. Em relacdo a inclinacéo, o sistema
Pandora-Atlas sofre perturbacéo de cerca de 1337,5 dias, com uma variagéo de 3,4 x 107° para
Atlas.
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Figura 3.4: Excentricidade e inclinacdo secular calculadas para Atlas-Pandora. Assim como na Fig. 3.3,
secularmente, a perturbagdo provocada por Pandora em Atlas é bem pequena.

3.3.3 O sistema Atlas, Prometheus e Pandora

Quando consideramos o sistema formado com os trés satélites, encontramos evidéncias

da pequena perturbacdo que Pandora provoca com Atlas e Prometheus.

Podemos observar na Fig. 3.5 que a excentricidade e a inclinagdo de Atlas passam a

apresentar uma composi¢do de dois periodos: ~1000 dias relacionados com Pandora e, com

Prometheus, apresentando uma perturbacdo com periodo aproximado de 3000 dias.
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Figura 3.5: Podemos observar que a introducdo de Pandora afeta a excentricidade e a inclinacdo orbital de Atlas.
Notamos a presenca de dois periodos relacionados com a perturbacéo secular de Prometheus, ~3000 dias, e a
perturbagdo secular provocada por Pandora, ~1000 dias.

A andlise espectral para as osculadoras excentricidade (curva azul a esquerda) e
inclinacéo orbital (curva magenta a direita) dada na Fig. 3.6 revela os periodos fundamentais
relacionados com a perturbacdo secular. Observamos que tanto a excentricidade como a
inclinacdo possuem apenas um periodo fundamental Fig. 3.6(a-b), mas, quando consideramos
0 espectro para a Orbita de Atlas obtida juntamente com Prometheus e Pandora, ambos periodos

sdo observaveis, Fig. 3.6(c).

Apesar das perturbacdes seculares sofridas por Atlas decorrentes de Prometheus e
Pandora provocarem uma pequena amplitude em seus elementos osculadores excentricidade e
inclinacdo, quando combinamos os efeitos mutuos dessas perturbacdes, vemos pela Fig. 3.5 que

h& um pequeno aumento na amplitude desses elementos osculadores.
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Figura 3.6: FFT para os subsistemas formados por (a) Atlas-Prometheus; (b) Atlas-Pandora e (c) Atlas-
Prometheus-Pandora. Curva azul, a esquerda, representa o espectro para a excentricidade e a curva magenta, a

direita, representa a inclinacdo orbital
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3.4 Efeitos de J, em w e Q de Atlas e Prometheus

VVamos considerar apenas 0s termos seculares que envolvem J, na expansao da funcao
perturbadora. Temos que a taxa de variacdo média para o nodo ascendente (£2) e 0 argumento

do pericentro (w) de um corpo movendo-se ao redor de um corpo central oblato € dada por

aQ _ 3 (JonRY)

2t = 2 a2(1=e2) COSL (3.1)
dw _ 3 (J2nRE) 2. g
dt ~ 2a2(1-e2) (2 SSlrl l)’ (3-2)

(Danby, 1988), em que n, a, e, i, R, sd0 0 movimento médio, 0 semieixo maior, a
excentricidade, a inclinagdo orbital com relagcéo ao equador celestial do corpo central e o raio
equatorial do planeta. Quando a oOrbita é proxima ao plano equatorial, cosi ~ 1, sin?i ~ 0.
Nesses casos, w circula em sentido prégrado com periodo que pode ser calculado pela Equagéo

(3.2) e Q circula em sentido retrégrado e periodo determinado pela Eq. (3.1).

A Fig. 3.7 ilustra essa dindmica considerando apenas Atlas e Prometheus. As variagoes
angulares podem ser observadas nas Fig. 3.7(a-b), na qual a curva em negrito representa o
osculador argumento do pericentro de Atlas (wy4;45) € @ curva verde o respectivo geométrico
argumento do pericentro e a curva azul o osculador nodo ascendente (Qy:45)- Com efeito,
considera-se a variacdo temporal para o argumento do pericentro de Atlas. Vemos que

W 411as Circula no sentido prégrado com periodo aproximadamente igual a metade do periodo
do nodo ascendente. Isso ocorre devido ao fator 2 no termo (2 —gsinz i) na Eqg. (3.2), a

variacdo média para a longitude do pericentro de Atlas (@4t1as = Watias + Qatias) © Qatias

possuem ordens similares de magnitude e sinais contrarios, como ilustrado na Fig. 3.7(c).

Considerando as condic@es iniciais dadas na Tabela 2.2 e, lembrando que % = ;—”

Q

podemos aplicéa-las na Equagdo (3.1) para Atlas e Prometheus e assim, obtermos os periodos
para as variacdes retrogradas para os nodos ascendentes de Atlas e Prometheus que séo,
respectivamente, 130,95 e 136,68 dias. Esses valores sdo semelhantes aos que podem ser
coletados a partir da analise espectral do conjunto de dados obtidos pelas efemérides (pontos

em negrito) utilizadas na construgdo dos gréficos como vistos na Fig. 3.7.
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Figura 3.7: A dinamica de curto periodo para o argumento do pericentro (w) e a longitude do nodo ascendente
(©2) podem ser vistos na parte superior. As curvas pontilhadas em preto representam o osculador e, em verde, 0
geométrico w e, em azul, o nodo ascendente . Podemos notar como o osculador w possui componentes
oscilatorios que dificultam a analise visual. Podemos notar que Awp,_,. € de dificil interpretagdo fisica (um
conjunto difuso de pontos), uma vez que Awp,_,, CONtém 0 pericentro de ambos os satélites, sendo fortemente
influenciado pela componente rapida devido ao termo J,. Para os demais, podemos observar o periodo relacionado
ao modulo secular matuo de longo periodo (~ 3123,6 dias). Satélites presentes na simulagdo: Atlas e Prometheus.
Condigdes iniciais em 01 de janeiro de 2000, calculadas por intervalo de 30 mil dias, com passo de 1 dia.

Seja a variacdo relativa para os nodos ascendentes de Prometheus e Atlas,

A-QPro—At = -QPrometheus - QAtlasa (3-3)

respectivamente ao plano equatorial de Saturno. A partir das taxas de variagdo para 0s Qg4 €

Qprometneus Obtidas com a Equacdo (3.1) podemos, de maneira simples, determinar que

AQp,_ 4 circula com periodo P aproximado de 3123,60 dias, obtido a partir da relacéo

1 1 1 1

Paq Qprometheus Qatias

136,68 ( 130,95

) & Py ~ 3123,6.

Como podemos observar na Fig. 3.7(e-f), AQp,_,4; Circula no sentido progrado com

periodo Py ~ 3123,6 dias, mostrando, assim, uma boa aproximacéo entre a teoria secular de

primeira ordem, efemérides e a integracdo numérica.
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O osculador wpromethens MOStra uma aparente circulagdo prograda com periodo
aproximado de 68,33 dias, obtido a partir da Equacéo (3.2), poluido pelo ruido formado por um
conjunto de pontos, conforme visto na Fig. 3.7(b). A variagéo relativa para as longitudes do

pericentro,

AZD-Pro—At = Wprometheus — DAatlas: (3-4)

demonstra também um aspecto borrado, j& que 0 osculador @Wp,omethens COMEM Wprometheus-
Em contrapartida, a variacdo de Awp,,_4; € lenta e suave, com periodo de 3133,15 dias (Fig.
3.7(c-d)).

O motivo para a rapida variacao de waias € Wprometheus & aSS0Ciado as perturbagdes
provocadas por J,, um fendmeno muito bem conhecido por trabalhos classicos (Greenberg,
1981). Os elementos geométricos sdo calculados para corrigir este rapido avanco do pericentro,
0 gqual somente ocorre nos casos em que a excentricidade orbital € menor que um determinado

valor superior (Callegari e Yokoyama, 2020).
3.5 A variacao secular para a excentricidade e inclinacéo de Atlas

As componentes forcadas e proprias para uma dada orbita, devido as interacdes
seculares em geral, sdo bem representadas em coordenadas polares. As componentes seculares
mUatuas Awp,o—a: € AQp,o—a: €StA0 principalmente lincadas com a excentricidade e inclinacao,
respectivamente. A coluna a esquerda na Fig. 3.8(a-b) mostra a projecdo para os elementos
geométricos (curva verdes) obtidos com os esquemas ii) e Il) representados em um periodo de
5 mil dias e a solucdo secular classica (curva vermelha) para um satélite semelhante a Atlas no

plano e,.cos(Awpro—ar) X €4 SeN(A@pro—at) € igtCOS(Qpro—ar) X igrSeN(AQpro_ar).
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Figura 3.8: Curvas pretas representam o0s elementos osculadores obtidos com o esquema ii); curvas verdes
elementos geométricos obtidos com o esquema Il), curvas vermelhas obtidas com a teoria secular classica,
incluindo Saturno com os coeficientes J, e J, e Prometheus. (a) proje¢do das trajetérias no plano
€4:C0S(AWpyro_ar) X eqrSen(Awpro—a:), (D) projecdes das trajetérias no plano  i,.co8(Qpro—ar) X
iqrsen(AQpro_a:), €M QUe iy, eStd em grau, () variagdo temporal para a excentricidade correspondente a (a), (d)
variacdo das inclinacGes orbitais correspondentes a (b). Podemos observar em (d) a componente secular matua de
longo periodo na inclinacéo.

Como podemos observar na Fig. 3.8(a), a trajetdria relacionada com a excentricidade de
Atlas estd muito préxima a origem, por outro lado, na Fig. 3.8(b), podemos observar que a

trajetoria relacionada com a inclinacéo de Atlas esté ligeiramente afastada em relacéo a origem.

Na Fig. 3.8(a), a curva verde representa a componente propria para a excentricidade
geométrica de Atlas, ep, ~ 0,002 enquanto a curva preta representa a oOrbita obtida pelo
Horizons e a curva vermelha representa a solucao secular classica para um satélite que possui
as condicdes iniciais semelhantes a Atlas. Podemos estimar que a componente propria para essa
excentricidade é e, ~ 0,006, ou seja, quase o triplo para a componente geométrica. A inclinagdo
forgada de Atlas € i ~ 0,0032°, uma boa estimativa medida a partir do raio médio da trajetoria

preta representada na Fig. 3.8(b). Por outro lado, diferentemente da componente prépria
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geométrica para a excentricidade, a componente propria para a inclinagdo geométrica possui

valor semelhante ao obtido com a teoria secular classica, isto é, ~ 0,004°.

Os elementos geométricos sdo fracamente afetados por essas variagdes de curto periodo,
no entanto, a inclinacdo geometrica de Atlas sofre com oscilagGes de longo periodo provocadas
pela componente secular mutua de longo periodo (Callegari, Rodriguez e Ceccatto 2021).

A coluna a direita representa a variacdo temporal para a excentricidade e inclinagdo das

simulac@es presentes na coluna & esquerda.

Na Fig. 3.8(c) podemos observar que a comparacao simultanea desses trés elementos se
torna complicada por questdo de escala. A excentricidade geométrica € muito menor que a
osculadora, tornando dificil a identificacdo visual de componentes de longo periodo. Por outro
lado, na Fig. 3.8(d), podemos identificar a componente secular mutua de longo periodo para a
inclinacdo. Notamos que o periodo obtido com a teoria secular classica € semelhante ao valor
~ 3100 dias.

Diferentemente do que Callegari et al. (2021) encontraram em sua Fig. 6, ndo podemos
identificar componentes ressonantes, uma vez que a Orbita atual de Atlas ndo estd presa a

ressonancia 54:53 de movimentos médio com Prometheus.
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Capitulo 4

Ressonancias no sistema de pequenos satélites interiores de Saturno
4.1 Introducgéo

Mesmo antes das descobertas realizadas pela sonda Cassini, o sistema de Saturno era
conhecido por fornecer uma variedade de exemplos em estruturas ressonantes. Os pares de
satelites Mimas-Tethys, Enceladus-Dione e Titan-Hyperion mostraram como a
comensurabilidade entre os seus periodos orbitais podem vir a realcar os efeitos gravitacionais
mutuos®. Recentemente a sonda espacial Cassini revelou a existéncia de novos pequenos
satélites naturais, entre eles podemos destacar Aegaeon, Methone e Anthe, cujas primeiras
andlises apontaram uma relagdo de comensurabilidade de seus periodos orbitais com Mimas
(Spitale et al., 2006; Cooper et al. 2008; Heddman et al. 2010). Esse fendmeno de
comensurabilidade entre os periodos orbitais é conhecido como uma ressonancia e podem vir a

fornecerem pistas tentadoras sobre a origem e evolucéo desses mundos (Peale 1999).

Em 2004, Saturno fora visitado novamente pela sonda Cassini-Huygens e suas imagens
obtidas dos anéis e satélites redefiniram o sistema de Saturno. Varios pequenos satélites foram

descobertos, entre eles Anthe, Methone e Aegaeon.

As recentes descobertas realizadas por sondas espaciais, combinadas com os dados de
instrumentos baseados em Terra, fornecem fortes evidéncias da importancia dindmica das
ressonancias no sistema de Saturno. Os novos satélites descobertos, Anthe, Methone e
Aegaeon, possuem peculiaridades no comportamento dindmico, apresentam arcos de poeira e
a origem destes arcos provavelmente esta relacionada com as ressonancias com Mimas (Mundz-
Gutiérrez e Giuliatti Winter 2017).

Neste capitulo discutiremos o papel das ressonancias com a interpretagdo de novos
dados, concentrando na relacdo entre as ressonancias e as propriedades dindmicas dos satélites

de Saturno.
4.2 Ressonancia de movimentos médios

A ressonancia de movimentos médios pode ocorrer quando a relagdo entre os periodos

orbitais de dois corpos orbitando ao redor do mesmo corpo central satisfaz a relacéo

e (4.1)

ni p+q

> No Apéndice A as ressonancias citadas foram estudadas brevemente.
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em que n, e n, representam o movimento médio do corpo interno e externo, respectivamente,
p e q séo inteiros ndo nulos e q ird denotar a ordem da ressonancia. Tal condicdo é valida desde
que as variacdes nas longitudes dos pericentro e dos nodos ascendentes sejam muito menores

que 0s respectivos movimentos médios.

Iremos supor que 0 corpo interno possua uma pequena excentricidade e inclinacdo,
sendo considerado uma particula de teste e essa particula sera perturbada pelo corpo externo
que também possui uma pequena excentricidade e inclinagdo. Essas considerag¢fes permitem a
expansdo da funcdo perturbadora R = u, Y. S cos¢, na qual S representa uma funcdo do
semieixo maior, excentricidade e inclinagdo para 0s corpos internos e externos (Murray e
Dermott, 1999).

A partir da definicdo de longitude média (1), longitude do pericentro (@) e longitude do
nodo ascendente (), de um modo geral, 0 argumento ¢ pode ser escrito como
¢ = jidz + jodi + j3wy + oy + jsQs + ey, (4.2)
em que A = £ + @ e j; SAo nameros inteiros que devem satisfazer a condicéo de d’Alembert
6 .
i=1Ji = 0. (4.3)
A relacdo de d’Alembert ndo influencia na escolha dos angulos, assim, podemos

escolher angulos que possuam a direcao fixa.

Os termos de baixa ordem na expansdo média sdo dados por

(:Rl) — [:R(SEC) 4+ e|]4| |]3| |]6| |]5|(f (a) +fe(a)) coS (P] (44)
(:RZ) — [:R(SEC) + e|]4| |]3| |]6| lJSl(Off (@) +fl(a)) cos (P] (45)

sendo s; = sin%l1 es, = Singlz- Sendo :Rg‘“) a contribuicédo secular dada pela Equacgéo (7.1)

em Murray e Dermott (1999).

As expressdes para f;(a), f.(a) e f;(a) para j =1,2,3, e 4 podem ser vistas no
Apéndice B de Murray e Dermott (1999).

Logo, uma ressonancia ira ocorrer em determinado semieixo maior quando
b = jids + jod1 + j3w, + jaw + sy + ey = 0, (4.6)
no qual ), Q,, @, e @, sio dados pelas Equacdes de Lagrange (veja as equacdes (6.148) e
(6.149) de Murray e Dermott 1999). Para localizarmos uma ressonancia no semieixo maior,

devemos encontrar j; s que satisfazem as Equacdes (4.3) e (4.6).
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Para uma ressonancia de primeira ordem, % = ﬁ, em que e representa o corpo externo
i

e i 0 interno, 0s quatorze argumentos relacionados com essa comensurabilidade podem ser

conferidos na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Argumentos dos cossenos ¢, para a expansdo até a terceira ordem em
excentricidade e inclinagdo da funcdo perturbadora associada & comensurabilidade de
movimentos médios do tipo (p + 1):p, em que p € um inteiro (Adaptado de Callegari,
Rodriguez e Ceccatto 2021).

Argumento (¢y) Argumento do cosseno

1 (p + 1)/16 - p/li — We

2 (p + 1)16 — pll — W

3 (p+ 1A, — plit@, — 2w;

4 (» + DA, — pA; — 2w, + @;
6
7
8

(p+ 1A, —pA; + @, — 2Q;
P+ DA —pAi —@; — Qe +
P+ DA —pAi —@; + Q, — Q

9 (p+1)le_pll+wl_ﬂe_ﬂl
10 (p+ DA, —pA — @, — Q, + Q;
11 p+1DA, —pA; —w, + Q, — Q;
12 p+DA, —pA+ @, — Q, — Q;
13 (p+ DA, —pA; + w; — 2Q,
14 (p+ DA, —pA; + @, + 20,

4.3 Viséo geral das estruturas do Sistema de Saturno

Uma vez que os satélites regulares® estdo proximos a Saturno desde a sua formagéo, as
suas Orbitas evoluem devido as forcas de marés envolvidas nas interaces entre Saturno e seus
satélite. A acdo dessas forgas provoca a migracdo do satélite, causando pequenas mudancgas em
suas Orbitas iniciais, sendo o semieixo maior, a excentricidade e inclinacdo orbital os elementos
mais afetados. Mas devido aos efeitos da migracdo por marés, grupos de satélites podem vir a
cruzar regides nas quais encontram-se as ressonancias de movimentos médios e, eventualmente,
serem capturados por algumas delas. Esse mecanismo, provavelmente, ocorreu e ainda ocorre
no caso dos satélites de Saturno. As trés ressonancias classicas Mimas-Tethys, Enceladus-
Dione e Titan-Hyperion possuem efeitos bem conhecidos que contribuiram para a determinagéo

de suas massas (Peale 1999).

6 O termo regular é adotado quando a érbita do satélite é quase circular, a inclinagdo do plano orbital é proxima
ao equador do corpo central e 0 semieixo maior € menor que a distancia critica classica.
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Para um satélite natural que apresenta sua érbita capturada em uma ressonancia é uma
importante pista para a compreensédo da origem e evolucdo orbital dado que, esses encontros,
podem mudar significativamente os valores “pré-ressonantes” dos elementos orbitais do
satélite. Por exemplo, Janus e Epimetheus, satélites coorbitais estdo na ressonancia 1:1 um com

0 outro e, essa ressonancia, previne a colisdo matua entre eles.

Uma hipotese para a formacéo dos satélites coorbitais € que eles sdo fragmentos de uma
colisdo interrompida entre dois corpos. Uma vez que Janus e Epimetheus estdo muitos proximos
a comensurabilidade 2:1 com Enceladus € natural especular que, no passado, poderia haver um
envolvimento ressonante com Enceladus. Tal ressonancia poderia ter promovido o aquecimento

de maré explicando a recente atividade geologica em Enceladus (Greenberg 1981).

Similarmente, Atlas, Prometheus ¢ Pandora, conhecidos como ‘“Satélites Pastores”,
exercem torque na borda de seus respectivos anéis. Esse processo de pastoreio € feito
provavelmente pela proximidade da borda de um anel com o seu satélite pastor a uma
comensurabilidade da forma j: j + 1, j um inteiro, e a combinacéo desses efeitos € geralmente
aceita como uma explicacdo para o motivo da ndo dispersédo das particulas que formam os anéis
devido as colisGes entre elas (Hedman et al. 2010). Por exemplo, a borda interna do anel A
apresenta uma ressonancia 7:6 com Atlas, 6:5 com Prometheus e 5:4 com Pandora (Colwell et
al. 2009).

Fendmenos ressonantes sdo comuns entre os satélites de Saturno, em particular a
ressonancia de excentricidade corrotagdo, corrotation eccentricity resonance (CER) e
ressonancia Lindblad, Lindblad eccentricity resonance (LER). A ressonancia de corrotacao
(CER) ocorre quando as conjuncgdes entre o perturbador (corpo maior) e o perturbado (corpo
menor) acontecem ao redor de uma linha que cruza o pericentro do perturbador e, a ressonancia
de Lindblad (LER) ocorre ao redor da linha que cruza o pericentro do perturbado. O
conhecimento do comportamento fisico desses dois argumentos torna possivel prever em qual

local as conjuncdes entre esses dois corpos ira ocorrer e avaliar a estabilidade orbital do sistema.
4.4 Os pequenos satélites naturais em ressonancia com Mimas: Aegaeon, Methone e Anthe

Aegaeon, Methone e Anthe sdo trés pequenos satélites descobertos pela sonda espacial
Cassini durante os primeiros anos de sua incursdo no sistema de Saturno. Esse trio de pequenos
corpos apresentam arcos de material ao redor de suas Orbitas e estdo inseridos entre as posi¢des
do par coorbital formado por Janus e Epimetheus, a partir de aproximadamente 152000 km do
centro de Saturno até a borda interna do Anel E onde o satélite Enceladus orbita a
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aproximadamente 238000 km. Logo apds as suas descobertas, esses pequenos COrpos
demonstraram ser um desafio para uma precisa caracterizacdo de suas Orbitas, devido a
complexidade do ambiente em que estdo envolvidos. Com a combinacdo de dados
observacionais, as suas principais caracteristicas orbitais puderam ser bem determinadas por
uma série de trabalhos (Spitale et al. 2006; Cooper et al. 2008; Hedman et al. 2010; El
Moutamid et al. 2014; Mun6z-Gutiérrez e Guiliatti Winter 2017; Callegari e Yokoyama 2020;
Callegari, Rodriguez e Ceccatto 2021, Callegari e Rodriguez 2023). Esses trabalhos mostraram
qgue Aegaeon, Methone e Anthe formam uma classe distinta de satélites que estdo em

ressonancia de corrotagdo com Mimas (Hedman et al. 2010).

A dindmica de curto periodo para esses trés satélites vem sendo explorada em um grande
numero de trabalhos como ja mencionado, Anthe, Methone e Aegaeon possuem suas Orbitas
presas a ressonancia de corrotacdo com Mimas (Callegari e Yokoyama 2010; Callegari,
Rodriguez e Ceccatto 2021; Callegari e Rodriguez 2023).

Motivado por esse resultado, EI Moutamid et al. (2014) elaboraram um modelo semi-
analitico simplificado denominado de CoraLin para explorar a dindmica de um satélite de teste
préximo as ressonancias de corrotacdo (CER) e Lindblad (LER) que pode ser aplicado para
esses pequenos satélites. O modelo CoraLin é uma simplificacdo do Hamiltoniano (Eg. 22 de
El Moutamid et al. (2014)) para o problema restrito de trés corpos, em que o satélite perturbador
possui excentricidade pequena e a 6rbita da particula de teste é proxima a ressonancia de

movimentos medios da forma m + 1: m, em que m é um namero inteiro.

Mundz-Guitérrez e Guiliatti Winter (2017) exploraram numericamente a evolugédo
orbital para esses satélites em um periodo superior a 100 mil anos, usando um sistema formado
por Saturno e 0s cinco maiores satélites proximos, a saber: Janus, Epimetheus, Mimas,
Enceladus e Tethys, incluindo as perturbacGes provocadas pelo achatamento de Saturno. Por
meio da analise de frequéncias, determinaram a estabilidade desses pequenos satélites,
encontrando um regime estavel e ha presenca de regides cadticas ao redor de Aegaeon, Methone
e Anthe. A estabilidade encontrada pode permanecer inalterada por um periodo aproximado de

5x10° anos, dado a atual configuracdo orbital do sistema.

Uma breve revisdo bibliografica sobre a dindmica desses pequenos satélites sera
apresentada abaixo. Para as figuras, usamos o sistema Efemérides, nas quais consideramos 0s

vetores de estado, que estdo representados na Tabela 4.2 e que foram convertidos em elementos
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geométricos. Os dados foram considerados em relacdo a época 01 de janeiro de 2016 até 01 de

janeiro de 2050, com intervalo de 1 dia entre eles.

Tabela 4.2: Vetores de estado para obtidos por meio da plataforma Efemérides, consideramos
os vetores de estado em (UA/dia) relativos a época 01 de janeiro de 2016. Acesso em 16 de
abril de 2022.

Satélite xx1072 yx103 zx10° wvxx1073 wvyx103 wvzx107°

Mimas 91,221 —83,468  —2,3896 5,7113 6,0098 —0.1636
Aegaeon  —53,783 98,198 —17183,38 —7,6354 —4,1812 9920,49
Methone —1,0833 —-7,1519 —281,699 4,454 —6,7445 —8,1494

Anthe 1,262 —39,047 415,412 2,3612 —7,6557 15,4941

4.4.1 Aegaeon

Aegaeon foi descoberto por Hedman et al. (2010), trata-se de um pequeno satélite com
raio médio aproximado de 0,33 km (Thomas e Helfenstein 2020) que esta inserido em uma
estrutura em formato de arco, localizado no interior no Anel G. Esse arco encontra-se em uma
ressonancia de corrotacdo 7:6 com Mimas, sendo essa ressondncia a responsavel pelo
confinamento longitudinal das particulas que constituem este arco (Hedman et al. 2010). Assim
como o arco do Anel G esta preso a ressonancia de corrotacdo 7:6 com Mimas, em particular,
a Orbita de Aegaeon também se encontra presa a essa ressonancia de corrotacao 7:6 com Mimas,
cujos efeitos primarios dessa ressonancia de corrotacdo podem afetar o movimento médio
orbital e o semieixo maior, tendo um efeito menor em sua excentricidade e inclinagéo orbital
de Aegaeon (Hedman et al. 2010).

O argumento ressonante é dado por ¢; = 7Ay — 644, — @y, €M que A € @
representam a longitude média, a longitude do pericentro e M e Ae se referem a Mimas e
Aegaeon, respectivamente, librando com uma amplitude de 10° ao redor de 180° (veja a Fig.
8(a) de Hedman et al. 2010). Contudo, a longitude de Aegaeon desvia da posi¢do esperada,
considerando a libragcdo aproximada de 10° devido a ressonancia de corrotacdo, esse pequeno
desvio apresenta um periodo aproximado de 70 anos, similar ao periodo da libracdo do
argumento relacionado a comensurabilidade de movimentos médios 4:2 Mimas-Tethys.
Callegari et al. (2021) identificaram a influéncia da comensurabilidade de movimentos médios
4:2 Mimas-Tethys na oOrbita de Methone (veja a Fig. 4.1 abaixo).
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Figura 4.1: Podemos observar em (a) a libragdo para os argumentos geomeétricos ¢,. Reconstrugdo da Fig. 3 de
Callegari e Rodriguez (2023).

A Fig. 4.2, abaixo, apresenta os elementos orbitais osculadores (negrito), geométricos
(verde) e seculares (vermelho). Podemos ver o periodo relacionado com a ressonancia 7:6 com
Mimas, os periodos ressonantes e seculares na excentricidade e inclinacdo. Os periodos sdo
semelhantes para os elementos osculadores. 4.2(a) e geométricos 4.2(b). As variacbes na
excentricidade e inclinacdo mencionados acima também ocorrem nos elementos geométricos e
seculares. Para a excentricidade osculadora de Aegaeon, podemos observar a componente de
curto periodo relacionada ao termo J,. Tal componente provoca rapidas oscilagdes que
implicam em uma série de pequenas amplitudes (picos com periodos menores do que 15 dias

presentes nos IPS).
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Figura 4.2: (a) elementos orbitais osculadores e (b) elementos orbitais geométricos para Aegaeon. Comparando
os graficos osculadores e seculares para a excentricidade e inclinacdo podemos determinar a componente secular
e, consequentemente, identificar a componente ressonante. Como a comparagao entre o osculador e geométrico
semieixo maior em um Unico gréafico ndo é viavel, apresentamos 0 geométrico em um conjunto separado de
graficos.
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A semelhanca entre as variagOes temporais para 0 argumento ¢, e Awj,_ 4, Sa0 devido
ao fato que ¢, pode ser reescrito como uma combinacdo angular que contém Aw,,_,. da
seguinte  maneira: @, = 7y — 614, — Wye + Wy — Wy = TAy — 6440 — Oy — (@Wy —
Wye) = @1 — Awy_4e, 1090, €5S€ argumento é uma composicao de dois argumentos: ¢, que
libra ao redor de 180° com Aw,_ 4. que circula, resultando na sua circulacéo vista na Fig. 4.1(b)

(veja a Fig. 4.3 abaixo e Callegari e Rodriguez 2023).
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Figura 4.3.: Podemos observar a influéncia que a ressonancia 7:6 exerce na excentricidade de Aegaeon. Notamos
que a cada inicio e final de oscilagdo de ¢, a excentricidade geométrica orbital de Aegaeon se anula.

4.4.2 Methone

Methone é um pequeno satélite de formato eliptico e com raio médio aproximado 1,45
km (Thomas e Helfenstein 2020). Primeiramente reportado por Porco et al. (2005), esta

localizado a aproximadamente 194.200 km a partir do centro de Saturno. Assim como Aegaeon,
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exibe um arco de poeira cuja longitude do arco se estende por 10° aproximadamente, ao redor
do centro desse pequeno satélite, Spitale et al. (2006) propds a proximidade da Orbita de
Methone a uma ressondncia de movimentos medios com Mimas para explicar diversas
componentes oscilatdrias em seus elementos orbitais, sugerindo que o angulo critico para essa
ressonancia € escrito como ¥, = 154y, — 144y — @y, 0scilando ao redor de zero, Hedman
et al. (2009) sugeriu que outro argumento associado a ressonancia de movimentos médios 15:14
apresenta o seu comportamento oscilatorio, a saber, ¥; = 154, — 141, — @y, oscilando ao
redor de zero, porém Hedman et al. (2009) ndo apresenta simulagcdes numeéricas que ilustram
essa libragdo simultanea destes dois &ngulos criticos.

Para EI Moutamid et al. (2014), esta libracdo simultanea entre 1, e ¥, sugere que a
oOrbita de Methone esta proxima as ressonancias de corrotacdo e Lindblad 15:14 com Mimas e

estéo separadas por aproximadamente 4 km.

A primeira simulacdo numérica que apresenta a libracao simultanea dos geométricos ¥,
e Y, foi apresenta na Fig. 1 de Mundz-Gutiérrez e Giuliatti Winter (2017). Simulando a
variacdo temporal para esses angulos por um breve periodo de 20 anos, ambos argumentos
ressonantes libraram com amplitude aproximada de 90° ao redor de zero e com periodo de
515,72 dias. Na Fig. 4.4(a-b) podemaos ver a oscilacdo para 0s argumentos geométricos ¥, e ¥,
elaborada com vetores de estado fornecidos pelas efemérides do Horizons. Notamos que a
amplitude da oscilagcdo € diferente entre ambos os argumentos, mas o periodo condiz com
Mundz-Gutiérezz e Giuliatti Winter (2017).

Porém, a oscilacdo simultanea para esses argumentos pode colocar em questdo o que é
bem conhecido na teoria dindmica das ressonancias de movimentos medios (Callegari,
Rodriguez e Ceccatto 2021) pelo fato de que a linha das conjuncées entre Methone-Mimas néo
estaria muito bem definida, fato que ndo fora discutido nos trabalhos anteriores (Hedman et al.
2009; ElI Moutamid et al. 2014; Mundz-Gutiérrez e Giuliatti Winter 2017).

Callegari et al. (2021) colaboraram com melhorias na interpretacdo do estado ressonante
da orbita de Methone por meio da analise numérica das componentes de sua Orbita a qual é
principalmente perturbada por Mimas e pelo campo gravitacional J, decorrente do achatamento
de Saturno. Eles analisaram a o¢rbita atual de Methone por meio dos dados obtidos pela
efemérides do sistema Horizons bem como utilizaram diversas simulagdes numéricas com

distintas ferramentas numéricas e apresentaram uma resposta ao aparente conflito na incerteza
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da exata localizacdo da linha das conjuncdes entre o par Methone-Mimas, que sera discutido ao

longo do texto.

Uma vez que as Efemérides do sistema Horizons sdo limitadas a um intervalo maximo
de tempo, ha& a necessidade de realizar a integracdo das equacdes de movimento para uma
compreensdo mais precisa da dindmica de longo periodo, assim como feito por Mundz-
Gutiérrez e Giuliatti Winter (2017), Callegari et al. (2021) utilizaram um sistema formado
pelos seis principais satélites: Mimas, Enceladus, Tethys, Dione, Rhea e Titan juntamente com
Methone e a influéncia dos harménicos /,, J, e Js, decorrentes do campo provocado pelo

achatamento de Saturno.
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Figura 4.4: Oscilacdo simultanea para os argumentos geométricos ¥, e ¥, relacionados com a ressonancia de
movimentos médios 15:14 Methone-Mimas para um periodo de 12 mil dias, aqui podemos notar que 0 argumento
1, oscila ao redor de zero com amplitude aproximada de 75° ja o argumento i, oscila ao redor de zero com
amplitude aproximada de 105°, ambos com periodos aproximados de 521,57 dias. Condi¢des iniciais relativas a
época 01 janeiro de 2016, com intervalo de 1 dia.

A ressonancia de movimentos médios 15:14 Methone-Mimas é bem caracterizada pelo
argumento 1, = 151y, + 144, — @, com libracdo ao redor de zero, com periodo
aproximado de 521,57 dias e com uma grande amplitude ~75° (Fig. 4.4). Fisicamente, a libragédo
de v, significa que as conjuncdes entre Methone-Mimas ocorrem ao redor de uma linha que
oscila na direcdo do pericentro de Mimas, correspondendo a uma carateristica tipica para o

dominio da ressonancia de corrotacao.

A libracdo de iy, ocorre independentemente do tipo de elemento orbital que foram
adotados (Callegari, Rodriguez e Ceccatto 2021), isto €, a libracdo ocorre tanto para o elemento
osculador quanto para o geométrico (veja a Figura 4 de Callegari, Rodriguez e Ceccatto 2021),
uma vez que a longitude média de Mimas ndo é afetada pelas varia¢bes de curto periodo
induzidas por J,. Porém, estendendo a analise de Mundz-Gutiérrez e Giuliatti Winter (2017),
Callegari et al. (2021) analisaram a Orbita geométrica e a variacdo temporal para 0s outros

argumentos relacionados com a ressonancia de movimentos médios (veja a Tabela 2 de
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Callegari, Rodriguez e Ceccatto 2021 e a Tabela 4.1 acima) na qual ha a definicdo para os 14
argumentos relacionados com as ressonancias de primeira ordem da forma m + 1: m, em que
m é um inteiro) é observada uma oscilagdo em funcdo do tempo para os outros trés angulos
geométricos: Y, = 151y, — 141, — @y, (descrito por Spitale et al. 2006, Mundz-Gutiérrez
e Giuliatti Winter, 2017), Y3 = 15y, — 144y + @y — 2wy € Yy = 154y, — 144y —
2wy, + @y (veja a Figura 4.5).
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Figura 4.5.: Representamos a libragdo simultanea para os argumentos geométricos 5 e i, observado por
Callegari et al. (2021), podemos notar que o periodo para a libragéo desses argumentos é aproximadamente 521,75
dias, semelhante ao periodo de i, e i,, porém suas amplitudes sdo mais elevadas. Callegari et al. (2021)

solucionaram o problema da libragdo simultdnea demonstrando o alinhamento entre os pericentro de Mimas e
Methone.

Esse aparente conflito de quatro argumentos ressonante estarem librando
simultaneamente pode ser explicado por meio da reescrita desses argumentos como uma
combinacdo angular para cada uma das componentes envolvidas na variacdo da longitude do
pericentro, a saber, A@wye_y = Wye — @y, 1000 temos: Y, = P, — Awpyepy, Y3 = Y1 +
AWye_py € Oy = @1 — 20— (Callegari, Rodriguez e Ceccatto 2021), Uma vez que o
geométrico Aw,,._p, 0scila ao redor de zero (Fig. 4.6), com periodo aproximado de 2408,21
dias, o resultado na variacdo temporal de ¥, ¥ e ¥, € uma composicao de duas frequéncias:

a ressonante (relacionada com 1)) e a de longo periodo (relacionada com Awye_py).
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Figura 4.6: Podemos ver a libragdo de Aw,._, com seu periodo aproximado de 2408,21 dias. Essa dinamica

peculiar é responsavel pela libragdo simultanea de quatro argumentos relacionados a ressonancia de movimentos
médios 15:14 Methone-Mimas.
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Para Callegari et al. (2021), a conclusdo acima é uma aplicacdo imediata da teoria
classica para ressonancias descrito por Brower e Clemence (1966) juntamente com a variagcdo
secular dada por Murray e Dermott (1999), logo, a oscilacdo de longo periodo da componente
Aw . SOMente é assegurada quando a variacdo de longo periodo para a longitude geométrica
do pericentro de Mimas e Methone séo semelhantes (Figura 7 (b) de Callegari et al. (2021)). A
andlise espectral desse argumento mostrou que seus periodos estdo centrados em 360,54 dias,
confirmando o resultado esperado (veja Figura 9 de Callegari, Rodriguez e Ceccatto 2021).

Uma vez que a orbita de Mimas e Methone estdo separadas por poucas centenas de
milhares de quildmetros, a variagdo para os argumentos do pericentro de Mimas e Methone néo
pode ser explicada somente pela variacdo secular provocada por J,, a qual é responsavel pela
diferencga na precessdo das oOrbitas (Danby, 1988) e que possuem uma maior dependéncia com
a distancia entre Saturno e o satélite. Callegari et al. (2021) determinaram o periodo para a
circulacdo da longitude do pericentro de um satélite como Methone sofrendo exclusivamente a
perturbacao de J, como sendo de 424,024 dias e a diferenca desses valores com o atual é de
63,5 dias, mostrando numericamente que isso é decorrente exclusivamente da ressonancia de
corrotagdo 15:14 Methone-Mimas e a ressonancia fornece uma regra geral para o alinhamento
das orbitas de Methone e Mimas. Logo, Callegari et al. (2021) demonstraram numericamente
que a libracdo simultanea de quatro argumentos (Y4, ¥, Y5 € ¥,) somente é possivel no caso

em que as Orbitas de Mimas e Methone estejam alinhadas.

El Moutamid et al. (2014) estudaram o dominio da ressonancia de movimentos médios
15:14 Methone-Mimas utilizando o seu modelo CoraLin. Callegari et al. (2021) mapearam o
dominio da ressonancia de movimentos médios 15:14 Methone-Mimas no espaco de fase. O
plano mais apropriado para esse mapeamento é o definido pelos pares da forma (a,, ;) no qual
a, € e, representam o semieixo maior incial e a excentricidade inicial, ambos em osculadores
e analisaram a combinacdo angular i, = 151¢ — 144, — @y, na qual S representa um satélite
de teste semelhante a Methone, no qual todos os demais elementos séo considerados constantes
em relagdo a época e somente 0 semieixo e a excentricidade sdo considerados parametros livres.
Para Orbitas individuais no intervalo 194655 < a, < 194735 km e 0 < e, < 0,015, o
argumento 1, libra ao redor de zero, delimitando essa regido como a zona associada a
ressonancia de corrotacdo 15:14 Methone-Mimas. As bordas da zona de corrotacdo séo
caracterizadas por Orbitas ndo regulares, caracteristica tipica associada as separatrizes das

ressonancias. De acordo com o0 modelo analitico de EI Moutamid et al. (2014).
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Na Fig. 4.7 temos um comparativo entre os elementos orbitais semieixo maior,

excentricidade e inclinagdo, como descrito na Fig. 4.2 acima.
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Figura 4.7: Comparativo entre os elementos orbitais osculadores (hegrito), geométricos (verde) e seculares
(vermelhos). Podemos identificar as componentes ressonantes no semieixo maior (osculador e geométrico) e as
componentes ressoantes nos elementos excentricidades e inclinacdo (osculadores e geométricos).

Aqui podemos comparar o osculador e geométrico semieixo maior em um mesmo
gréfico, identificando que a componente ressonante apresenta 0 mesmo periodo para ambos.
Notamos que a excentricidade geomeétrica ndo é afetada significativamente pela componente de
curto periodo e que hd uma boa equivaléncia entre a inclinacdo osculadora e geométrica. A
grande amplitude observada na inclinacdo secular é resultado da componente forcada para a
inclinagdo, como descrito por Callegari et al. (2021).

4.4.3 Anthe

Anthe é um pequeno satélite com diametro estimado em 0,5 km (Thomas e Hefenstein,
2020) localizado proximo a 197.600 km do centro de Saturno. Sua caraterizacdo dinamica foi
reportada por Cooper et al. (2008). Eles encontraram que Anthe estd préximo a ressonancia
11:10 com Mimas, com argumento associado a essa ressonancia dada por o; = 111, — 104,, —
w). Podemos observar na Figura 7 de Cooper et al. (2008) que além de o; a combinagédo
angular ;9 = 111, — 101y, — @y — Q4 + Qy também estd librando, em um periodo
aproximado de 50 anos (~18.262,5 dias). Ambos 0s argumentos, libram ao redor de zero com
periodo aproximado de 761 dias (Mundz-Gutiérrez e Giuliatti Winter 2017). Assim como
Aegaeon e Methone, Anthe possui um arco de poeira que se estende por 20° (Hedman et al.
2009).
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Figura 4.8: (a) A libragdo para os geométricos o, e (b) a oscilagdo para o,.

Callegari e Yokoyama (2020) expandiram o tempo de integracdo em suas simulacfes
numéricas com o objetivo de avaliar a libracdo de ambos os argumentos. Seus resultados
afirmam que o atual estado do par Anthe-Mimas é caracterizado de forma Unica pela libracdo
do argumento o; = 1144 — 104, — @), ao redor de zero. Fisicamente, a libracdo de o, ao
redor de zero significa que as conjuncdes do par Anthe-Mimas oscila ao redor de uma linha de
referéncia cuja direcdo passa pela longitude do pericentro de Mimas. A atual configuracdo do
par Anthe-Mimas é estavel e esta capturada na ressonancia de movimentos médios 11:10,
confirmada nas simulagdes de longo periodo, contemplando as efemérides disponiveis no

sistema Horizons.

Cooper et al. (2008) argumentam que a combinacdo angular a;, = 111, — 101, —
@y — Qy + Q) também esta librando para 0 mesmo conjunto de condiges iniciais em que g,
libra (veja Fig. 4.9(a)). Os resultados mostram que, ap6s 35 mil dias, aproximadamente, um
regime progrado de circulacéo é revelado por meio das simula¢des numéricas. De fato, o, pode
ser escrito como a combinacdo angular: 0,9 = 0; — Aw,_y — AQy_p, Que circula em uma
escala de tempo muito maior do que o periodo da libracdo de o;, desde que Aw,_y € AQ,_y
possuem taxas parecidas de circulacdo em dire¢cOes opostas (veja a Fig. 4.10), como descrito

pela teoria da perturbacéo secular generalizada (Callegari e Yokoyama 2020).
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Figura 4.9: (a) libracdo aparente do argumento o, € (b) 0 comportamento oscilatdrio para esse argumento. Para
(a) consideramos os dados obtidos pela Efemérides, (b) representa a integracéo das equacdes de movimento para
um periodo de 120 mil dias, utilizando o pacote Mercury.

Apds a compreensdo da Orbita atual de Anthe e as interacbes com a componente J, e as
perturbacdes com Mimas, Callegari e Yokoyama (2020) detalharam as propriedades da
ressonancia de movimentos médio 11:10 entre Anthe-Mimas, determinando o dominio da
ressonancia 11:10 no espaco de fase por meio das integracdes numéricas das equacdes totais de
movimento para um conjunto de drbitas dadas ao redor da posicao atual do pequeno satélite, tal
como dito na Fig. 2.12 da pag. 35. A dimensdo da zona de corrotacdo € de aproximadamente
90 km centrado em 198120 km, apresentando limite estavel localizado para pequenas

excentricidades no espaco de fase em que e < 0,0025 aproximadamente.

a) b)
360 \ 360
8 270- \ 3 270
57 5
= 180 "= 180
3] g
B 90- Q90
S ] /
0 T T T I T ] 0 T T T | T ]
0 4000 8000 12000 0 4000 8000 12000
Tempo (dia) Tempo (dia)

Figura 4.10: Circulagdo para 0s argumentos geométricos (a) Awy,_y, € (b) AQ,_y.

Diferente do que ocorre no mapeamento do espaco de fase para Methone, para valores
de excentricidades iniciais maiores que 10 vezes o valor atual, e dependendo do semieixo maior
inicial, o, = 1115 — 104y, — @ (em que S representa um satélite de teste semelhante a Anthe,
no qual as condices iniciais sdo mantidas exceto os valores para a, € e,) libra ao redor de 180°

definindo o local estavel para a ressonancia de Lindblad no espago de fase (Fig. 2.12).

Por meio da analise do mapeamento do espaco de fase para a ressonancia 11:10 Anthe-
Mimas, Callegari e Yokoyama (2020) estimaram que para valores de ey.~0,0425, as Orbitas

de satélites semelhantes a Anthe se cruzam com as 6rbitas de Mimas. Para as Orbitas de satélites
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semelhantes a Anthe, com valores para excentricidade inicial distinta e maiores que e, temos
a libracéo de o, ao redor de 180° o que significa que as conjungdes ocorrem em uma linha na
direcdo do apocentro do satélite semelhante a Anthe. Essa configuracdo atua como um
mecanismo natural de protecdo, pois, caso a libracdo de o, ocorressem ao redor zero, as
conjuncdes aconteceriam proximos ao pericentro desse satélite de teste, 0 que poderia ocasionar

uma colisao.

A importancia do mapeamento dessa regido no espaco de fase reside no fato de que a
zona de Lindblad é a contrapartida da zona de corrotacdo, ambas estruturas estdo associadas
com a comensurabilidade de movimentos médios 11:10 Anthe-Mimas. Seus dominios estdo
separados por regides de Orbitas ndo regulares, possivelmente cadticas no espaco de fase,
associadas com as separatrizes da ressonancia, Callegari e Yokoyama (2020) nao encontraram
outras regides que sugerissem possiveis ressonancias secundarias ou de ordem mais elevada.
Na fronteira da zona de Lindblad, a excentricidade para o satélite de teste semelhante a Anthe
é mais afetada pela ressonancia do que o semieixo maior, mostrando outro acordo qualitativo
do resultado numérico com as estimativas analiticas dadas por EI Moutamid et al. (2014). Um
satélite de teste que esta fora da zona de corrotacdo ou Lindblad pode vir a sofrer grandes
variacdes devido aos efeitos gravitacionais com Mimas podendo ser ejetado ou colidindo com
outros satélites (Callegari e Yokoyama 2010). A captura atual do par Anthe-Mimas na
ressonancia de corrotacdo 11:10 é um indicativo para a longa estabilidade observada na o6rbita
de Anthe.
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Figura 4.11: Similar a Fig. 4.7, considerando o satélite Anthe.
4.5 Atlas
Spitale et al. (2006) ao combinar diferentes dados observacionais notaram perturbacoes

periddicas na oOrbita de Atlas com periodos aproximados de 3 anos (~1.095,75 dias) devido a

uma ressonancia 54:53 de movimentos médios com Prometheus. Além dessa ressonancia,
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identificaram a ressonancia 70:67 de movimentos médios entre o par Pandora-Atlas (Fig. 5.9)
com periodo aproximado de 6,2 anos (~2.264,55 dias) — periodo semelhante ao antialinhamento
das orbitas de Prometheus e Pandora (Goldreich e Rappaport 2003). Uma vez que as Orbitas de
Prometheus e Pandora sdo cadticas (Goldreich e Rappaport 2003), Spitale et al. (2006)
sugeriram a possibilidade de que Atlas também teria sua dindmica orbital cadtica e que, sua
Orbita seria perturbada principalmente por Prometheus e em menor intensidade por Pandora.

Considerando essa hipdtese, Cooper et al. (2015) estudou a orbita atual de Atlas,
considerando 0s novos ajustes orbitais decorrentes da atualizagdo de dados produzidos pela
sonda Cassini, concluindo que Atlas possui a drbita cadtica tal como especulado por Spitale et
al. (2006) e Renner et al. (2016) e que utilizaram o modelo analitico CoraLin (EI Moutamid et
al. 2014) para avaliar os resultados de Cooper et al. (2015). Ambos os trabalhos néo
consideraram a influéncia de Pandora sobre a dindmica orbital de Atlas. Assim como descrito
na Se¢do 3.3, iremos avaliar a Orbita de Atlas considerando os seguintes subsistemas: Atlas-

Prometheus, Atlas-Pandora e Atlas-Prometheus-Pandora.
4.5.1 A ressonancia 54:53 de movimentos médios com Prometheus

Para a ressonancia 54:53 de movimentos médios Prometheus-Atlas, os argumentos ¢,
e ¢, podem ser vistos na Tabela 4.3 onde At e Prom representam Atlas e Prometheus

respectivamente.

Tabela 4.3: Argumentos para a ressonancia 54:53 de movimentos médios Prometheus-Atlas e
seus respectivos periodos. @ Renner et al. (2016)

Argumento Periodo® (anos)
¢1 = 54Aprom — 534t — @prom 4,9
b2 = 54Aprom — 5344 — Wyt 3,03

A primeira figura que ilustra esses dois argumentos € a Fig. 12 que aparece em Cooper
et al. (2015). Essa figura representa as variagcdes temporais para 0s argumentos ¢, € ¢, por um
periodo de 20 anos, com condicGes iniciais dadas a época 01/01/2000 (estamos considerando
essa mesma época inicial com a finalidade de comparar os resultados) e considerando apenas
Prometheus. Notamos que ambos os argumentos apresentam alternancia entre oscilagdo e
circulacdo. Portanto, ndo ha a libracdo de qualquer &ngulo critico, tal como descrito por Cooper
et al. (2015) e Renner et al. (2016). A Fig. 5.1(a) ira revelar o motivo por trads desse

comportamento e esse sera descrito com mais detalhes no Capitulo 5.
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Para ilustrar e comparar resultados, a Fig. 4.12 abaixo, representa um comparativo entre
esses subsistemas em um periodo de 30 mil dias. Na Fig. 4.12(a), temos o0 argumento
geométrico ¢, obtido considerando apenas Atlas e Prometheus e, na Fig. 4.12(b), temos o
mesmo argumento geométrico ¢, obtido com o acréscimo de Pandora. Notamos que Pandora
influencia a variagdo temporal desse argumento, pois houve uma mudanga nos intervalos em
que ocorrem a mudanca da oscilacdo para circulagdo e mudancas nas frequéncias, observadas
pelas amplitudes. Tal mudanca vem a contribuir com o acréscimo de picos significativos no

IPS para Atlas observado na Fig. 2.11, o qual contém Pandora, além de Atlas e Prometheus.

a) b)
360 360 . \
= 270 = 270
= =
e 7] o 7]
2 1805 D 180
A\ - - =1
< g0 < g0
0 0 T T T T T 1
0 20000 40000 60000 0 10000 20000 30000
Tempo (dia) Tempo (dia)

Figura 4.12: (a) argumento geométrico ¢,determinado com Prometheus-Atlas e (b) argumento geométrico ¢,
determinado com Atlas-Prometheus-Pandora. O acréscimo de Pandora resultou na mudanga de comportamento
para a variacdo temporal desse argumento. Houve mudancas nas passagens entre oscilac@es para circulacéo,
mudancas de frequéncias e consequentemente, mudancas nas amplitudes. Condices iniciais em relagdo a época
01/01/2000.

Cooper et al. (2015) e Renner et al. (2016) afirmaram que além do argumento ¢, estar
librando (como vimos acima, ndo ha libracdo mas, sim, alternancia entre oscilagcdo e
circulacdo), os argumentos dados por 534p,, — 524¢ — @Wp;, € 531pyo — 5215 — ws, ONde S
representa um clone de Atlas, também estariam librando. Porém, esses argumentos estdo
relacionados com a ressonancia 53:52 de movimentos médios que esta a cerca de 30 km a
esquerda da atual ressonancia 54:53 de movimentos médios, como pode ser observado na Fig.
5.1.

Fisicamente, a libracdo do angulo ¢, ao redor de 180° significa que as conjuncGes
ocorrem proximas ao apocentro de Prometheus, conforme a Fig. 4.12. Porém, podemos
observar que ha periodos de alternancia entre libracéo e circulagdo, implicando que a linha para

as conjuncgdes nao esta bem definida.

Por outro lado, o angulo ¢, apresenta-se circulando com alternancia para curtos
periodos de oscilacéo ao redor de 0°, implicando que a linha entre as conjunc¢des ndo esta bem

definida ao redor do pericentro de Atlas.
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Figura 4.13: Similar a Fig. 4.12 para o argumento ¢,.

Renner et al. (2016) estimaram que o periodo para 0os argumentos ¢, e ¢, seriam
aproximadamente iguais a P¢; = 4,92 anos (~1797 dias) e P¢, = 3,03 anos (~1106,7dias) e
sdo mantidos apenas para efeito de completude na Fig. 4.14(a-b), respectivamente, porém,
como visto, 0s argumentos apresentam comportamentos irregulares, dificultando a anélise de

seus periodos fundamentais, sendo necessario uma analise espectral.

A Fig. 4.14 representa os espectros de Fourier para os argumentos ¢, e ¢, obtidos com
os subsistemas Prometheus-Atlas (curva azul) e Atlas-Prometheus-Pandora (curva laranja).
Observamos nas Fig. 4.14(a), que representa o0 espectro para o argumento ¢, o periodo P¢, e
na Fig. 4.14(b), que representa o espectro para o0 argumento ¢,, podemos identificar além de
P¢, 0 periodo secular, denotado por S, pois, uma vez que ¢, = ¢p; — A@Wp,o—4¢, O SEU ESPECLrO

contém o periodo secular relacionado a Awp,.,_ 4;-

A inclusdo de Pandora, Fig. 4.14(c-d), implicou em espectros com um maior nimero de
picos que refletem o aumento das frequéncias nos argumentos ¢, e ¢,, tornando-se dificil a
identificacdo dos periodos fundamentais em ambos os espectros (curvas laranjas) e provocou

um aumento nas amplitudes em relacdo aos espectros para ¢, e ¢, dados pelo subsistema
Prometheus-Atlas (curvas azuis).
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Figura 4.14: Espectro de Fourier para os argumentos geométricos ¢, e ¢,. Para a determinacéo desse espectro,
consideramos apenas Atlas e Prometheus. Dentre os diversos picos, podemos identificar os periodos relacionados
ao argumento ¢, representado por P¢, e ao argumento ¢, denotado por P¢, dados por Renner et al. (2016),
além do pico relacionado com a componente secular (S) no espectro de ¢,. Cada um dos espectros foi obtido a
partir de uma 6rbita individual integrada por 1720 anos com intervalo de 0,06 dia.
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Capitulo 5

Resultados especificos para Atlas
5.1 Introducéo

Nas secdes 5.2 a 5.6 vamos explorar em detalhes as regides obtidas com 0 mapeamento

dindmico do espaco de fase.

5.2 O mapeamento para a ressonancia 54:53 de movimentos médios entre Atlas-

Prometheus

A Fig. 5.1 apresenta os mapas dinamicos obtidos com uma densa grade de condicdes
iniciais (a,, ey) relativos a data inicial 01 de janeiro de 2000, considerando o semieixo maior
(Fig. 5.1 (a)) e a excentricidade (Fig. 5.1(b)). Observamos regides claras e escuras, que estéo
relacionadas com o valor de N que possuem propriedades dinamicas distintas e que serdo

investigadas e definidas abaixo:

a) C: a regido que contém ressonancia de corrotacdo 54:53 entre Atlas e Prometheus. Para as

Orbitas internas nessa regido, ocorre a oscilacdo do angulo critico ¢, ao redor de 180°.

b) L: regido que contém a ressonancia de Lindblad ocorre a oscila¢do do angulo critico ¢, ao

redor de 0°.

Notamos, pela Fig. 5.1, que Atlas, para a época 01 de janeiro de 2000, encontra-se na
borda das separatrizes que conduzem a sua Orbita a uma regido possivelmente caética (Ceccatto
et al. 2022). Essa regido caracterizada pelo elevado valor de N~100 contribui para a

irregularidade observada por Cooper et al. (2015) nos angulos criticos ¢, € ¢.

Na proxima secdo, iremos explorar e determinar algumas Orbitas com as condigdes
iniciais (a,, ep) contidas nessas regides para uma melhor compreensdo, avaliando a variagdo
temporal para os argumentos geometricos ¢, = 54Ap,, — 534 — @Wpyry € Py = 54Aprom —

531 — @, em que A e @ se referem ao clone de Atlas.
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Figura 5.1: Mapa dindmico para Atlas. Para a construcdo desse mapa usamos apenas Atlas e Prometheus. Foram
determinados os espectros para 51 mil drbitas de satélites clones de Atlas integradas por 256,5 anos com intervalo
de 0,6 dia. A escala de cor representa o valor para 0 nimero espectral N, quanto maior esse valor, mais picos
significativos o espectro individual de cada um dos clones semelhantes a Atlas possui, indicando a irregularidade
de seu movimento orbital. A estrela vermelha representa o valor em relagdo a época 01 de janeiro de 2000. Com a
construcdo do Mapa Dinamico, podemos ver que Atlas esta atualmente na borda entre uma regido regular com
baixo valor para N e uma regido de movimento irregular (separatrizes), causando o comportamento ndo periddico
do argumento critico dessa ressonancia. Em (a) temos o semieixo maior (km), (b) excentricidade e (c) inclinagao
obtidos com elementos osculadores, considerando como valor de referéncia 5% do pico maximo em cada um dos
espectros individuas de Fourier. Nota-se as regides distintas C e L.

5.2.1 A regido C: local para a ressonancia de corrotagao.

Seja a Fig. 5.2(a), que contém um “zoom” da zona de corrotacdo. Analisando essa
regido, podemos encontrar condicdes iniciais (a,, eg) em seu interior na qual o argumento ¢,

possua uma variagdo temporal oscilatoria, sem apresentar a mudanca nesse comportamento.

Na Fig. 5.2(a) determinamos 5 orbitas de clones semelhantes a Atlas com valores de

semieixo maior e excentricidades representadas pelos circulos coloridos na Fig. 5.2(a) e, em
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seguida, determinamos a variagdo temporal para os argumentos geométricos ¢, (esquerda) e
¢, (direita) representados pelas Fig. 5.2 (b-k). Detalhes sobre cada um desses valores (a, ey)
podem ser observados acima de cada uma das figuras a esquerda e a estrela vermelha representa

a posicdo atual de Atlas em relagdo a época 01/01/2000.

Podemos observar nas Fig. 5.2(b, c, f, g,), Orbitas interiores a regido C, representadas
pelos circulos laranja e magenta, respectivamente, a oscilacdo do argumento geométrico ¢, ao
redor de 180°, indicando que as conjunc¢des entre o par Prometheus-“clone de Atlas” oscilam
ao redor de uma linha que passa pelo apocentro de Prometheus. Por outro, a variacdo temporal
para 0s argumentos ¢, e ¢, representada na Fig. 5.2 (h,i), circulo rosa neon na Fig. 5.2(a),
apresenta a oscilacdo por um periodo aproximado de 20 mil dias, mudando para uma circulagéo
aproximada de 10 mil e tornando a oscilar ao redor de 180°. Esse comportamento é
caracteristico de Orbitas que estdo proximas a borda de regibes de movimento irregular
(separatrizes), tal como o observado por Cooper et al. (2015) e Renner et al. (2016) e

representado em Ceccatto et al. (2022).

A Fig. 5.1(a) exibe duas regides proximas a regido C, com caracteristica interessante:
as Orbitas contidas nessa regido apresentam um pequeno valor para o nimero espectral N, a fim
de investigarmos a variacao para 0s argumentos ¢, € ¢, de particulas internas a nessas regides
escolhemos duas condi¢es iniciais representadas pelos circulos verde e amarelo na Fig. 5.2(a)
e a variacao temporal para os argumentos geométricos pode ser vista nas Fig. 5.2(d, e) e Fig.
5.2(j, k). Observarmos na Fig. 5.2(d, ) a rapida circulacdo retrograda para ¢, indicando que a
particula Atlas encontra-se em uma regido de movimento regular e para a Fig. 5.2(j, k) temos a
circulacdo prograda para o argumento geométrico ¢,, revelando uma regido de movimento

regular.
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Figura 5.2: (a) zoom na regido C, dada na Fig. 5.1(a). Em (b-k) temos a variacdo temporal para os argumentos ¢,
(esquerda) e ¢, (direita) para algumas particulas Atlas.

A Fig. 5.3 ilustra o IPS para a 6rbita individual com condig&o inicial (138323 km,0,005)

circulo magenta na Fig. 5.2(a). Podemos identificar alguns periodos fundamentais: P¢,; com

periodo aproximado de 1.720 dias (Fig. 5.3(a)), e, 0s periodos associados a combinagdo angular

Pamprs_s € Pagprg.s (Fig. 5.3(b,

c)),

com periodos que equivalem a 2.978 dias,

aproximadamente. Como essa Orbita esta quase no centro da regido que contém a ressonancia

de corrotacdo, o seu IPS apresenta-se “mais limpo” em relagdo ao IPS observado na Fig. 2.10.
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Figura5.3: IPS para a drbita individual (138323 km,0.005). (a) Semieixo maior osculador (km), (b) excentricidade
osculadora e (c) inclinagdo (grau). Podemos identificar a regido que contém o periodo ressoante, P¢,
aproximadamente 1720 dias, e os periodos seculares Pag,, ¢ € Pag,,,_g COM aproximadamente 2978 dias.

5.2.2 A regido L: local para a ressonancia de Lindblad

Outra importante regido no espaco de fase observada na Fig. 5.1(a) é a regido
relacionada com a ressonancia de Lindblad. As Orbitas capturadas nessa ressonancia,
apresentam as linhas das conjuncdes passando pelo pericentro de Atlas. Na Fig. 5.1(a) podemos
ver uma regido clara com excentricidade maior que 0,009 e valores para 0 semieixo maior

superior a 138328 km denominada de L.

Na Fig. 5.4(a) determinamos trés condigdes iniciais (a, ;) e calculamos as suas orbitas
individuais para esses clones a Atlas. A evolugdo temporal para os argumentos geométricos ¢
e ¢, podem ser observadas na Fig. 5.4(b-g). Podemos notar que para as Orbitas proximas a
borda inferior dessa regido, Fig. 5.4(b-e) o argumento geométrico ¢, apresenta um
comportamento alternando a sua evolucgdo temporal entre oscilagdes e circulacdes ao redor de
0. Essa caracteristica pode ser observada na Fig. 5.2(h) que representa a variagao temporal para
0 argumento ¢, que também estd proximo a borda entre a regido de corrotacdo e uma regido de
Orbitas irregulares. Por outro lado, o argumento geométrico ¢, representado na Fig. 5.4(Q)
apresenta sua evolucao temporal librando ao redor de zero. Isso implica que, para uma particula
Atlas com condicédo inicial (138.333 km; 0,012), as conjungdes com Prometheus ocorrem

proximas de uma linha que passa pelo pericentro de Atlas.
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Figura 5.4: (a) Os circulos coloridos representam as condi¢des iniciais (a,, e,) para trés clones semelhantes a
Atlas. (b, c) Representam a variacdo temporal para os argumentos geométricos ¢, € ¢,, podemos notar a
alterndncia entre a oscilacdo ao redor de 0 e a circulagéo de ¢, e a circulacdo de ¢, dessa particula assim como
observado em (d, €) que representam o comportamento de érbitas que estdo proximas a borda da ressonancia. Em
(f, g) temos o comportamento dos argumentos ¢, e ¢, para uma Orbita interna a regido L e vemos a libracdo de
¢, ao redor de 0, indicando que as conjuncdes entre a particula-Prometheus ocorrem préximas a uma linha que

passa pelo pericentro dessa particula. A estrela vermelha representa a oOrbita de Atlas em relacdo a época
01/01/2000.

Uma vez que estamos considerando particulas que possuem a sua excentricidade orbital
acentuada, existe a possibilidade dessas Orbitas cruzarem a Orbita de Prometheus e,
eventualmente uma colisdo entre eles pode vir a ocorrer. Para determinarmos um intervalo no
valor das excentricidades para as quais ambas as Orbitas possam vir a se cruzar, calculamos a
curva de coliséo, dada por: ap,,(1 — ep;,) = ao(1 + €y), em que a, representa os valores para
0 semieixo osculador de acordo com a grade dada nas Fig. 5.1(a) e Fig. 5.2(a). Determinando
os valores de e, considerando a, de acordo com a grade, encontramos o intervalo 0,009659 <
eo < 0,009805, isto é, para valores de e, contidos nesse intervalo as Orbitas de Atlas e
Prometheus se cruzariam, mas isso ndo acontece uma vez que a inclinagdo orbital de
Prometheus (~ 0,008°) ¢ maior que a inclinacdo orbital de Atlas (~0,004°). Na Fig. 5.4(d, e)
vemos uma Orbita para uma particula contida nessa regido que esta proxima a borda entre a
ressonancia de Lindblad e érbitas irregulares.

O IPS para a particula Atlas com excentricidade osculadora dada por e, = 0,0097 ¢
representado na Fig. 5.5(a-c) e para a particula Atlas com excentricidade osculadora e, = 0,012
é visto na Fig. 5.5(d-f). Podemos observar que a regido que contém a ressonancia de Lindbald,
representada pela letra L nas Fig. 5.5(a, ) esta limpa e contém poucos picos relacionados com

0s periodos do argumento ¢, e combinacdes lineares desse periodo com outros periodos.
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Figura 5.5: Acima: IPS para a 6rbita de um clone de Atlas com excentricidade inicial dada por e, = 0,0097. (a)
Semieixo maior osculador (km), (b) excentricidade osculadora e (c) a inclinacdo orbital (grau). Abaixo: IPS para
a orbita de um clone de Atlas com e, = 0.012. (d) Semieixo maior, (e) excentricidade e (f) inclinacéo (grau).
Observamos a direita local para a ressonancia de Lindblad.

5.3 Outras ressonancias na vizinhanca da érbita de Atlas

Uma ampliagdo do mapeamento do espaco de fase observado na Fig. 5.1(a) em seu
semieixo maior osculador inicial para as extremidades de 138.280 km a 138.380 km revelou

outras ressonancias de movimentos meédios (Fig. 5.6(a)).

Para determinarmos essas novas ressonancias, utilizamos o codigo aberto de Gallardo
(2020), um codigo em linguagem Fortran que possibilita a determinacdo das possiveis
ressonancias de movimentos médios entre dois ou mais corpos que estdo orbitando um corpo
central massivo. Porém, o cddigo ndo considera os efeitos dos termos J,, /. € J¢, mas podemos

considerar os dados de saida como indicadores e, em seguida, manualmente ajusta-los. A
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aplicacdo direta desse pacote revelou as ressonancias 53:52 (primeira vez descrita em Cooper
et al. (2015)) e 55:54. Como um teste de validacdo, escolhemos Orbitas individuais com
condicdes iniciais (a, ey) dadas na Fig. 5.6(a), e realizamos as integracdes individuas para

calcularmos a combinacéo angular dada na Tabela 5.1.

Tabela 5.1 Argumentos para as ressonancias de movimentos médios.
Argumento
¢‘Il;3:52 = 53Apro — 524 — @Wpy,
5352 = 531p,0 — 5245 — @
155:54 = 54Apro — 531 — Wpyo
$3°°* = 54Ap,, — 531 — @

O resultado esta na Fig. 5.6(b-g). Notamos que para a ressonancia 53:52, um clone de

Atlas com condicdo inicial dada por (138.291 km; 0,005) o angulo ¢332 apresenta sua
variacdo temporal librando ao redor de 180° (Fig. 5.6(b)). J& para um outro satélite semelhante
a Atlas, com a condicdo inicial (138354 km, 0.0045), interior a ressonancia 55:54, o angulo
5:54 apresenta a sua variagdo temporal oscilando ao redor de 180° (Fig. 5.6(c)). Verificando

apresenta a variacdo temporal para o argumento ¢53=522 oscilando ao redor de 0 (Fig. 5.6(¢)).
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Figura 5.6: Como o mapa dado pela Fig. 5.1(a) porém consideramos uma ampla vizinhanca ao redor da érbita de
Atlas. (a) o mapeamento no dominio das frequéncias permitiu identificar diversas ressonancias de 12, 2% e 3% ordens
na vizinhanga da Orbita de Atlas associadas as perturbacfes de Prometheus. (b) variacdo temporal para os
argumentos geométricos ¢73:52, (c) ¢p3+53, (d) ¢35 notamos a oscilagio ao redor de 180° desses trés argumentos
relacionados com a ressonancia de corrotagio. Em (e) temos a oscilagdo de ¢332, (f) p3*>3 e ¢3°°* argumentos
geomeétricos para a ressonancia de Lindblad. Vemos a oscilacdo para esses argumentos ao redor de 0.
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5.4 Mapeamento com baixa excentricidade de Prometheus

Como vimos na se¢do 5.1, a drbita de Atlas esta na borda da zona de corrotacdo com as
separatrizes relacionadas a ressonancia 54:53. Renner et al. (2016) sugere que a excentricidade
orbital de Prometheus é um pardmetro chave para a estabilidade da ressonancia de movimentos
médios 54:53, de modo que para uma excentricidade geométrica de Prometheus ep,, <
0,00008 a 6rbita de Atlas ficaria presa nessa ressonancia. Para verificarmos essa afirmacéo,
construimos 4 mapeamentos dindmicos, semelhante a Fig. 5.1(a), porém, considerando a
excentricidade osculadora de um clone de Prometheus igual a (a) 0, (b) 0,001, (c) 0,002 e (d)
0,0024.

N N
a) 0 20 40 60 80 100 D) 0 20 40 60 80 100
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Figura 5.7: Semelhante a Figura 5.1(a), mas as Orbitas dos clones Atlas foram obtidas integrando um clone
Prometheus com excentricidade osculadora igual a (a) 0, (b) 0,001, (c) 0,002 e, (d) 0,0024. C e L representam as
zonas corrotacdo e Lindbald associadas a ressonancia 54:53 "Clone Prometheus"-Atlas. A 6rbita atual do Atlas
(estrela vermelha) estéa dentro da zona C em (a) e (b). Em (d) Atlas é visto préximo ao limite da corrotacéo.
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Comparando a Fig. 5.1(a) com a Figura 5.7(a, b), vemos que a posi¢éo orbital de Atlas

é interna & regido de corrotacdo, pois para as pequenas excentricidades do clone de Prometheus,

a zona de corrotacdo € maior do que a vista em 5.7(c, d) que representam clones de Prometheus

com suas excentricidades préximas a atual. Para esses clones, a zona de corrotacdo sofre uma

contragéo, sendo preenchida pelas separatrizes e Atlas tende a ocupar a borda entre a zona de

corrotagdo e suas separatrizes. Podemos ver que a zona Lindblad aumenta com o aumento da

excentricidade do clone do Prometheus.

Para Orbitas internas a zona de corrotacdo, o angulo geométrico ¢, = 541" — 5345 —

w’, esta oscilando em torno de 180°, em que A’ e @’ representam a longitude média e o

pericentro do clone do Prometheus (ver Fig. 5.8 como um exemplo).

A Figura 5.8 mostra a variagcdo temporal para o (a) semieixo maior geométrico, (b) a

excentricidade e para os angulos (c) ¢, e (d) ¢, para Atlas em sua posicao orbital atual e um

clone de Prometheus com excentricidade osculante igual a 0,00008 em sua posic¢éo orbital atual.

O semieixo geometrico maior para este Atlas esta oscilando com o periodo Py, ~ 1750 dias,

causando uma amplitude de ~ 2 km. Esse comportamento regular resulta do aprisionamento

deste clone em ressonancia. ¢, libra com P4, ~1750 dias, e ¢, esta circulando na direcdo

retrograda.
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Figura 5.8. Variacdo temporal para a geometria (a) semieixo maior, (b) excentricidade, (c) angulo ¢, e (d) angulo
¢, obtido através da integracdo de um clone do Prometheus com sua excentricidade osculadora igual a 0,00008.
Vemos o periodo ressonante (Pg, ~1750 dias) para o semieixo maior e a excentricidade.
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Podemos concluir que para pequenas excentricidades do clone do Prometheus, Atlas
sera interno a zona de corrotacdo e para excentricidades proximas a atual de Prometheus, Atlas

estara na borda da zona de corrotacao e suas separatrizes.
5.5 A ressonancia 70:67 de movimentos medios com Pandora

A ressonancia 70:67 de movimentos médios Pandora-Atlas foi proposta por Spitale et
al. (2006) e foi estudada em Cooper et al. (2015). O mapa dindmico dado na Fig. 5.9 foi
construido apenas com Atlas e Pandora. Exceto para valores altos de excentricidade no mapa,
em geral, N é pequeno implicando aparentemente na hipdtese da ndo perturbacao significativa
de Pandora na oOrbita de Atlas, assim como especulado por Spitale et al. (2006).
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Figura 5.9: Mapa dindmico para 75 mil orbitas individuais de clones de Atlas. Consideramos Atlas e Pandora
nesse mapeamento. Consideramos a amplitude referéncia como 1%. Notamos estruturas diagonais que
representam o dominio da ressonancia 70:67 com Pandora.
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A combinacdo angular para cada um dos quatro primeiros argumentos associados a
ressonancia 70:67 pode ser vista na Tabela 5.2.

Tabela 5.2: Argumentos para a ressonancia 70:67 de movimentos médios Pandora-Atlas e seus
respectivos periodos (Renner et al. 2016).

Argumento Periodo (anos)
Y1 = 70pana — 6744; — 3@Wpana 1,23

Y2 = 70Apana — 674t — 2Wpana — Wat 1,9

Y3 = 70pana — 674t — Wpana — 2Wat 4,17

1/)4_ = 70/1Pand - 67AAL“ - 3wAt 21,54

Podemos observar na Fig. 5.10 que ambos os argumentos possuem a sua variacdo
temporal alternando entre a circulacao e oscilacdo. Esse comportamento sugere que a Orbita de
Atlas ndo é interior a essa ressonancia, como observado no caso Atlas-Prometheus. Na Fig.
5.12(b) temos uma explicacdo para essa alternancia observada na Fig. 5.10.
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Figura 5.10: Variagdo temporal para os argumentos (a) ¥4, (b) ¥, (¢) ¥5 e (d) ¥, para um periodo de 30 mil dias.

Renner et al. (2016) assume que as intera¢cbes com Pandora ndo contribuem de uma
forma significativa na dindmica orbital de Atlas, mas nao apresenta nenhuma figura para ilustrar
esse fato. Com a finalidade de avaliarmos essa afirmacao, construimos o IPS para o semieixo

maior, excentricidade e inclinacdo osculadora de Atlas, considerando as perturbacdes de
Pandora, dado pela Fig. 5.11 (a-c).

Na Fig. 5.11(a), podemos notar que ha poucos picos com periodos maiores que 100 dias.
A linha vertical tracejada verde representa o semieixo maior de Atlas em relacdo a época
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01/01/2000 e assim como na ressonancia 54:53 entre Atlas e Prometheus, Atlas encontra-se
fora dos periodos relacionados com a ressonancia 70:67 com Pandora. Observando a Fig. 5.11
(b) que representa o IPS para a excentricidade de Atlas, vemos que esse IPS representa uma
série de curtos periodos e vemos o periodo secular ~1280 dias como uma linha horizontal
constante em todo o IPS. A Fig. 5.11(c) representa os espectros da inclinagdo com um pequeno
namero de picos, também vemos o periodo secular ~1280 dias como uma linha horizontal

constante em todo o IPS e ndo temos picos relacionados com o curto periodo neste AR.
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Figura 5.11: IPS construido considerando a amplitude de referéncia 1% para o (a) semieixo osculador, (b)
excentricidade e (c) inclinagdo osculadora de Atlas. Consideramos apenas as perturbacdes com Pandora. A linha
vertical tracejada verde representa o semieixo maior de Atlas em relagdo a época 01/01/2000. Podemos notar em
(a) que Atlas se encontra fora dessa ressonancia e temos a sobreposi¢do dos multipletos da ressonancia 70:67.

O comparativo entre 0 mapa dinamico e o IPS pode ser realizado fixando um valor para
a excentricidade osculadora inicial e, em seguida, construindo o IPS para o conjunto de clones
de Atlas que possuem o valor para e, fixo (Fig. 5.12(a-b)). Na Fig. 5.12(a) que representa uma
vista detalhada da Fig. 5.9, podemos observar que ha uma série de listras diagonais que cruzam
0 mapa, sendo a posicdo orbital de Atlas representada pela estrela vermelha. Na Fig. 5.12(b)
temos uma vista detalhada para o IPS dado na Fig. 5.11(a) revelando o dominio para os
multipletos ¥,, ¥;, ¥, e ¥; relacionados com a ressonancia 70:67. Podemos observar que
Atlas esta a esquerda do dominio do multipleto ¥;, justificando o comportamento para 0s
argumentos geomeétricos y’s vistos na Fig. 10. Notamos a sobreposicdo para os demais ¥’s

descrita em Renner et al. (2016).
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Na Fig. 5.12(c-f) temos a variacdo temporal para 0s argumentos geométricos () y,, (d)

Y3, () Y, e (f) Y;onde consideramos um clone de Atlas com condicdo inicial (a,, e,) dada na

Fig. 5.12. Vemos a oscilacédo de y, e y, ao redor de 180° e 0 respectivamente e a circulacdo

de ¢, e Y.
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Figura 5.12. (a) Mapa dindmico no dominio das frequéncias para a ressonancia 70:67 com Pandora. (b) IPS para
cerca de 5 mil clones de Atlas. A linha vertical tracejada verde representa o semieixo atual para Atlas em relacdo
a época 01/01/2000, assim como a estrela vermelha representa a posicédo orbital de Atlas. Em (b) observamos o
dominio para os multipletos ¥,, W5 , ¥, e W, relacionados com a ressonancia 70:67. Variacdo temporal para os

argumentos geométricos (c) ., (d) ¥s, (e) ¥, e (f) ¥,.

Uma analise para os argumentos geomeétricos ’s, obtidos apenas com Atlas ¢ Pandora,
sem a presenca de Prometheus, pode ser vista na Fig. 5.13 e um fato interessante acontece: 0s
argumentos ’s passam a circular deixando de oscilar. A Fig. 5.13(a) exibe a variagéo temporal
no sentido prégrado, com periodo ~ 15 mil dias para . Por outro lado, nas Fig. 5.13(b-d)

temos a rapida circulacdo de curto periodo para ¥, P € Y,.

Comparando as Fig. 5.10 e Fig. 5.13 vemos que a presenca de Prometheus influencia na
variagcdo temporal dos argumentos ’s, levando-0s a alternar entre a circulagcéo e oscilagéo.
Resultado observado na Fig. 4.12, em que as perturbacdes provocadas por Pandora levaram o

argumento ¢, alterar os periodos entre a circulagdo e oscilagéo.
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Figura 5.13: Argumentos ¥;, i = 1,2,3 e 4 obtidos para o subsistema Pandora-Atlas sem a presenca de
Prometheus. Notamos a diferenca entre essa representacdo e a dada na Fig. 4.15 acima.

5.6 A influéncia de Pandora na dindmica de Atlas

Iremos discutir os principais resultados do acréscimo de Pandora no mapeamento da

ressonancia 54:53 de movimentos médios entre Atlas e Prometheus.

Quando consideramos a presenca de Pandora no mapeamento no dominio das
frequéncias para a ressonancia 54:53, entre Prometheus e Atlas (Fig. 5.1(a)), vemos uma

mudanga brusca nas estruturas que estavam presentes quando se considerava apenas Atlas e
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Prometheus. A Fig. 5.14(c) apresenta esse mapeamento. Podemos notar que as regides C e L

que apresentavam um pequeno valor para o nimero espectral N, passaram a ter um valor

elevado para esse N.
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Figura 5.14: (a) Mapa de linhas de contorno para o nimero espectral incluindo somente Prometheus (negrito) ou
Pandora (magenta) como perturbadores de Atlas. (b) IPS para a excentricidade atual de Atlas indicada pela linha
vertical vermelha em (). (¢) O mesmo que a Fig. 5.6(a) incluindo as perturbagdes de Pandora.
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A Fig. 2.11(a) apresentou o IPS construido para o semieixo maior osculador de Atlas,
considerando além de Prometheus os efeitos de Pandora. A comparacéo entre as Fig. 2.10(a) e
5.11(a) sugerem que as frequéncias relacionadas com a ressonancias 54:53 Prometheus-Atlas e
70:67 Pandora-Atlas ocupam a mesma regido no espaco de fase. Para visualizarmos o overlap
entre as ressonancias que afetam Atlas, determinamos o respectivo mapa de linhas de contorno
para o nimero espectral. Na Fig. 5.14(a) a linha de contorno em negrito (magenta) representa
a interacdo entre Prometheus-Atlas (Pandora-Atlas). As estruturas diagonais para as
ressonancias podem ser identificadas com as respectivas regides internas para as ressonancias
de corrotagéo e Lindblad associadas com a ressonancia 54:53. As linhas de contorno magenta
sdo internas penetrando nas zonas das ressonancias de corrotacdo e Lindblad revelando o
overlap entre as ressonancias. Resultado similar € dado no IPS da Fig. 5.14(b) que representa

uma vista detalhada da unido entre os IPS dados pelas Fig 2.10(a) e Fig. 5.11(a).

Fig. 5.6(a) e Fig. 5.9 permitiu identificar as principais regides no espago de fase de Atlas
associadas com as perturbacdes ressonantes de Prometheus e Pandora. Fig. 5.14(c) construida
como a Fig. 5.6(a) incluindo as perturbacdes de Pandora representa esse cenario dindmico. A
comparacao entre a Fig. 5.14(c) com as Fig. 5.6(a) e Fig. 5.9 mostrou que o dominio relacionado
com as ressonancias de corrotacao e Lindblad associadas a ressonéncia 54:53 com Prometheus,
claramente vistos antes nos mapas separados, (Fig. 5.6(a) e Fig. 5.9) agora estdo representados

por estruturas difusas no espaco de fase tipicas de sistemas caoticos.

Concluimos que as perturbacdes associadas com as ressonancias 54:53 Prometheus-
Atlas e 70:67 Pandora-Atlas estdo sobrepostas no espaco de fase, contribuindo para a origem

do caos na érbita de Atlas.

Na proxima secdo iremos quantificar o caos a partir do célculo de coeficientes de

difusao.
5.7 Difusdo Caobtica

No contexto da dindmica ndo-linear, a difusdo cadtica é mais comumente estudada no
dominio das a¢Ges. No entanto, Laskar (1990) mostrou que o tamanho das regides cadticas no
Sistema Solar € mais evidente quando analisado no espaco de frequéncias. Outra vantagem da
abordagem frequencial é devida a relacdo entre a difusdo de frequéncias independentes no
espaco de acdes com a difusdo no dominio temporal. Tal relacdo foi obtida em Laskar (1993) e

tem a forma
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af
2 - 51
Vf « 5t (5.1)
definida deste ponto em diante como &8, f (x, t) o« 6.f (x, t).

A relacdo obtida prontamente fornece dois coeficientes de difusdo baseados na
abordagem frequencial: um obtido pela andlise do comportamento das frequéncias
independentes no espaco de a¢des e outra no dominio temporal.

A difusdo no espaco (lado esquerdo da Eq. 5.1) pode ser obtida pela segunda derivada
da frequéncia de maior amplitude no IPS (como na Fig. 2.4), o que faz com que este coeficiente
tenha as mesmas limitacdes da construcdo do IPS, como tempo total de integracéo e passo de

integracdo.

J& o coeficiente de difusdo de frequéncias no tempo (lado direito da Eq. 5.1) é mais
comumente utilizado na literatura. Laskar (1993) e Ferraz-Mello e Wachlin (1998) utilizaram
o coeficiente definido como 6, = |v; — v, |, onde v, e v, sdo as frequéncias de maior amplitude
para 0s espectros de poténcia da Orbita na primeira e na segunda metade do intervalo de

integracdo, respectivamente.

O coeficiente se baseia na seguinte premissa: Frequéncias independentes de érbitas
periddicas sdo constantes no tempo, enquanto aquelas de érbitas caoticas apresenta oscilacdes

ndo periodicas.

Uma das vantagens da utilizagcdo dessa abordagem consiste no fato de que o estudo dos
sistemas dinamicos é independente de transformacGes de coordenadas no espaco de

frequéncias, fazendo com que as condicdes iniciais sejam unicamente definidas neste espaco.
5.7.1 Ferramentas utilizadas

Laskar (1993) apresentou o método da Anélise Numérica das Frequéncias Fundamentais
(NAFF) capaz de estimar a evolucdo temporal das frequéncias independentes do sistema.
Entretanto, a aplicacdo desse método depende da escolha prévia da janela temporal na qual a
ferramenta vai ser aplicada, fazendo com que a ferramenta nao seja sensivel aos casos de 6rbitas

fortemente cadticas.

Neste contexto, Michtchenko e Nesvorny (1996) apresentaram a analise de wavelets,
que se baseia na aplicacdo da Transformada de Wavelets Continua em uma série temporal. A
ferramenta permite a identificacdo das frequéncias independentes do sistema, com resolucédo

tanto no tempo quanto na frequéncia. Além disso, a analise de wavelets ndo necessita da escolha
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prévia de uma janela temporal na qual vai ser aplicada, permitindo a clara distin¢do entre orbitas
caoticas fracas e fortes.

De posse da nova ferramenta, o coeficiente de difusdo de frequéncias no dominio
temporal pode ser redefinido como &, = |v'; —v',|, onde v'; e V', sdo analogos ao coeficiente
definido anteriormente, mas considerando frequéncia média na primeira metade do intervalo de
integracdo e a frequéncia média da segunda metade, respectivamente, de modo a estimar com

maior precisdo a variagdo temporal das frequéncias independentes.

5.7.2 Metodologia

Uma vez que o coeficiente de difusdo através da variacdo espacial das frequéncias
compartilha das limitagdes numéricas da construcdo do IPS, somente o coeficiente de difusao

das frequéncias no tempo sera utilizado, conforme obtido pela aplicacdo do método de wavelets.

Apos a aplicagdo da ferramenta, definimos que os coeficientes de difusdo &, < 107>
sdo caracteristicos de Orbitas regulares, enquanto aqueles &, > 10~1sdo caracteristicos de
Orbitas fortemente cadticas (Marzari et al. 2003). A partir dessa definigdo, estipulamos que
valores de difusdo entre 1072 e 10~* podem ser considerados como fracamente cadticos

(estabilidade de longo periodo) ou quase-periddico.

O coeficiente é calculado para um conjunto de condic¢des iniciais no semieixo maior
138.322 km < a, < 138.328 km que corresponde ao dominio da ressonancia de corrotacdo
(Ceccatto et al. 2022). A excentricidade foi fixada no valor atual de Atlas e, = 0,0059 e as
condicdes iniciais foram integradas em trés cendrios distintos: (a) Atlas perturbado por
Prometheus, (b) Atlas perturbado por Pandora e (c) Atlas perturbado por Prometheus e Pandora.
Cada condicdo inicial em cada cenério foi integrada por 100 anos.

Os resultados podem ser vistos na Fig. 5.15, de cima para baixo, respectivamente. A
curva na cor preta corresponde ao coeficiente de difusdo calculado pela variagéo temporal da
frequéncia independente calculada para o semieixo maior, enquanto a curva em vermelho é o
analogo calculado a partir da excentricidade de Atlas. A discussdo dos resultados pode ser vista

nas proximas secoes.
5.7.3 Atlas Prometheus

O painel superior da Figura 5.15(a) apresenta o comportamento do indicador para a

secdo do sistema composto por Atlas e Prometheus, na regido da ressonancia de corrotagéo.
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A anélise do coeficiente mostra que a dindmica de Atlas é dominada por uma difuséo
lenta ao longo de toda a extenséo da regido de corrotagao. A vizinhanca de sua posi¢do nominal
(ap, = 183,325.32 km) é caracterizada por um coeficiente de difusdo 5, ~ 1072, condizente com
uma regido de difusdo lenta, na fronteira entre a ressonancia de corrotacdo e a camada
estocéstica entre as ressonancias, regido na qual hd grande complexidade de fenémenos
(Lichtenberg e Lieberman, 1992).

De fato, comparando-se o comportamento do coeficiente de difusdo com o IPS na Fig.
2.10(a), percebe-se que, apesar da caracterizacdo da 6rbita como caética devido ao grande
namero de picos de frequéncias detectados pela ferramenta de deteccdo de caos, 0 movimento
nesta regido é dominado pela evolucdo secular do sistema, uma vez que os termos de curto
periodo/alta frequéncia sdo facilmente identificaveis enquanto a regido caotica é confinada a

regido de longo periodo/baixa frequéncia (P > 1000 dias).

O espalhamento confinado das frequéncias nesta regido do espaco de fase pode fornecer
um argumento a favor da estabilidade de longo periodo de Atlas, uma vez que a complexidade
desta regido do espaco de fase sugere que a localizagdo de Atlas leve a difusdo do satélite na

camada estocéstica entre as ressonancias, possivelmente confinada nesta regido.
5.7.4 Atlas Pandora

No sistema simplificado sem a presenca de Prometheus, uma vez que esse € 0 Corpo que
apresenta a maior perturbacdo em Atlas (Spitale et al. 2006), o espaco de fase é fortemente

modificado, uma vez que a perturbacdo de Pandora € de baixa intensidade (Figura 5.9).

O comportamento do indicador confirma este fato, uma vez que o coeficiente de difusao

¢ consistentemente uma ordem de magnitude inferior ao calculado no sistema Atlas-

Prometheus, frequentemente alcangando valores 6, < 10~*, veja a Fig. 5.15(b).

Novamente, o resultado esta de acordo com o IPS apresentado na Fig. 5.11(a), na qual
termos de longo periodo (P>1000 dias) compdem estruturas muito bem definidas e termos de

curto periodo (P<100 dias) apresentam com valores facilmente identificaveis.

A dindmica de Atlas nesta configuracdo é dominada pela dindmica quase-periddica
devido a ressonancia 70:67 com Pandora, regido na qual had outras estruturas tipicas de
ressonancias, indicando que Atlas poderia se manter nesta configuracdo por longos periodos de

tempo.
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Estes resultados estdo de acordo com Cooper et al. (2015), no qual 0 movimento de
Atlas sob influéncia de Pandora foi investigado com o auxilio do Fast Lyapunov Indicator (FLI)
levando a categorizacdo da Orbita como quase-periodica, ao contrario do caso evidenciado no

sistema Atlas-Prometheus.
5.7.5 Atlas Prometheus e Pandora

Por fim, o cenéario completo composto por Atlas perturbado por Prometheus e Pandora
é estudado. Neste cenario, 0 espacgo de fase fica repleto de ressondncias, ao mesmo tempo em

que muitas das estruturas ressonantes sdo destruidas (Figura 5.14(c)).

Atlas estd na vizinhanca da ressonancia 54:53 com Prometheus, assim como com a
ressonancia 70:67 com Pandora (Renner et al. 2016). O comportamento do coeficiente de

difusdo cadtica pode ser visto no painel inferior da Figura 5.15(c).

Conforme discutido anteriormente, Prometheus é o maior perturbador da érbita de Atlas.
No entanto, no cenario completo, a sobreposicéo (overlap) de ressonancias apresentada no final

da secdo 5.5 é proposta como explicacdo para a Orbita de Atlas.

Com a adigdo de Pandora ao sistema Atlas-Prometheus, a regido na proximidade da
ressonancia de corrotacdo se torna globalmente mais caotica, levando ao desaparecimento desta
estrutura. A andlise do coeficiente de difusdo indica que essencialmente todas as condicdes
iniciais apresentam elevados coeficientes de difusdo &, > 1073, enquanto a maioria apresenta
5, ~ 1072,

Por outro lado, nenhuma condicdo inicial apresentou coeficiente condizente com
movimentacdo fortemente cadtica (8, = 1071) indicando que, apesar da sobreposi¢do das
ressonancias, a camada estocastica entre as ressonancias de movimento médio e as ressonancias

de corrotacao e de Lindblad estdo confinadas a regides de baixa excentricidade.

Este confinamento pode ser capaz de frear o aumento da caoticidade da oOrbita de Atlas
ao limitar a possibilidade de encontros préximos ou colisdes entre os satélites enquanto permite

que Atlas difunda irregularmente na camada estocastica.

Esta configuracdo € proposta como mecanismo para justificar a estabilidade de larga
escala e longo periodo ao mesmo tempo em que indica que orbita de Atlas é localmente caotica.
Tal conclusdo é corroborada por Pereira et al. (2024), no qual os autores investigaram a
dindmica caotica de Atlas com o auxilio dos expoentes de Lyapunov, chegando a conclusdo de
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que a Orbita caotica de Atlas é caracterizada como ca6tica, com curto tempo de Lyapunov, mas

radialmente confinada.

Além disso, os resultados estdo de acordo com Renner et al. (2016) com relacdo a
afirmacgdo de que a sobreposicéo das ressonancias entre Atlas-Prometheus e Atlas-Pandora é
responsavel por tornar o sistema em geral mais cadtico. No entanto, os efeitos de tal
sobreposicao sdo mais intensos na regido da corrotacao do que na localizagdo nominal de Atlas,
uma vez que o coeficiente de difusdo nesta regido se modifica marginalmente em comparacéo
com o sistema Atlas-Prometheus. Em ambos os casos a difusdo é confinada a camada
estocastica referente a separatriz entre as ressonancias, prevenindo que Atlas difunda para

regides de maior excentricidade e evitando, assim, que encontros proximos e colisdes ocorram.
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Figura 5.15: (a) O Coeficiente de Difusdo para o sistema Atlas-Prometheus em torno da vizinhanca de Atlas, linha
vertical verde tracejada, que representa o valor para o semieixo atual de Atlas, indica uma difusdo lenta em sua
dindmica orbital, revelando que ndo ha grandes perturbagdes que alterem a evolugéo orbital para o semieixo maior
(linha preta) e excentricidade orbital (linha vermelha). (b) Sistema Atlas-Pandora: a curva preta representa a
variacdo temporal para frequéncias relacionadas ao semieixo maior e a curva vermelha representa a variagdo
temporal para frequéncias relacionadas a excentricidade orbital. O pequeno valor do coeficiente de difusdo esta de
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acordo com os resultados de Spitale et al. 2006. (c) Como (a), mas consideramos o sistema formado por Atlas-
Prometheus-Pandora. A adicdo do Pandora elevou o coeficiente de difusdo em uma ordem de grandeza,
colaborando com os resultados obtidos com IPS e mapas dindmicos. As linhas verticais pontilhadas azuis em (a-
C) representam as separatrizes da ressonancia 54:53 entre Prometheus e Atlas.
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Capitulo 6
O passado dinamico de Atlas

Durante a expansao por maré da Orbita de um satélite massivo, pequenos satélites podem
ser capturados em uma ressonancia com esse satélite massivo e vir a migrar para o interior ou
exterior do sistema de Saturno. Varios autores vém testando essa hipotese (Giuppone et al.
2022) e analisando a probabilidade de captura em ressonancia de movimentos médios. Diante
desse cenario, iremos investigar como a migracéo por efeito de maré de Prometheus contribuiu

para a evolucdo orbital de Atlas.

6.1 A dissipacdo em Prometheus e sua migracao: o passado da dinamica orbital de Atlas

As variagOes do semieixo maior e da excentricidade de Prometheus séo resultados pelos
efeitos das marés em Saturno e em Prometheus. Como estamos trabalhando com um gigante
gasoso e um satélite gelado, a modelagem da evolucédo das marés seré diferente para cada corpo.
Seja um sistema formado por Saturno e Prometheus. Os modelos utilizados para calcular as

variacdes dos dois parametros orbitais mencionados sdo descritos a seguir.

6.1.1 A dissipacdo em Saturno

Seja Saturno um corpo de duas camadas formado por um nicleo viscoelastico envolto
por um envelope gasoso. Cada camada contribui para a dissipacdo das marés separadamente.

Ferraz-Mello et al. (2008), apresentam as equacGes (modelo de Darwin) para a maré no planeta:

. 2a 9n?MpRZ k;, ( 51 2)
a =——2>=—=|1+—e“), 6.1
Saturno 3n 2Mgas Q 4 ( )
R __ 57neMpk,
€saturno = 8Mga’ 31 (6.2)

onde Mp é a massa de Prometheus, Mg e R Sd0 a massa e o raio de Saturno e, a, e, n sdo a
excentricidade, semieixo maior e velocidade angular média do satélite, respectivamente. A
razao k,/Q é dada pelo nimero de Love de segunda ordem k. e pela funcdo de dissipacéo Q.

Nas subsecdes seguintes descrevemos a dissipacdo de maré no nucleo e no envelope do gés.
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6.1.2 A dissipacdo no nucleo de Saturno

Consideramos a reologia’ de Maxwell para descrever a dissipagdo de energia no ncleo

viscoelastico do planeta. Sejam as equac6es de Shoji & Hussmann (2017); Remus et al. (2015)

e (0 00
= %(% (@1, ©?
— Zplcggp'ccRc PC( P_g)( (1 po) (66)

SR P T (R R

sendo Q = |kys|/Im[kys|, Im[kys] = kas/Q, COM ky = kyg. Os pardmetros g., R, p. Sd0 a
aceleracao gravitacional na superficie do nucleo, o raio do ndcleo e sua densidade. p, € a
densidade do envelope e as constantes a e 8 dependem dos parametros fisicos do planeta. O

complexo da frequéncia de Maxwell (Remus et al. 2012) é dado por

~ _ Wrlctc
¢ Wfﬂc"'iﬂcy

(6.7)

em que i =v—1, u. e n. séo a rigidez e viscosidade do nucleo e wy, = 2(Q — n) € a
frequéncia associada a velocidade de rotacdo do planeta, Q. A Tabela 6.1 apresenta valores para

0s parametros do nucleo e do envelope de Saturno. Os demais parametros foram calculados.

Tabela 6.1 Valores dos parametros para o nucleo e envelope de Saturno. A massa da Terra é
dada por Mg, = 5.9736 x 10%* kg (Remus et al., 2014; Shoji & Hussmann, 2017).

Parémetro Simbolo Valor
Massa do nucleo de Saturno M, (kg) 18.65Mg,
Raio do nucleo de Saturno R. (kg) 0.219R¢
Densidade do nucleo de 3

Saturno pc (kg/m?®) 1156.3
Densidade do envelope de 3

Saturno po (kg/m?) 503.587
Taxa de rotacdo de Saturno Q (rads?) 1.64 x 10~*

”Reologia é a ciéncia que estuda o fluxo e a deformacéo da matéria por meio da analise, entre outras, das respostas
(na forma de deformacdes ou tensdes) de um material a aplicacdo de uma tensdo ou de uma deformacéo. A matéria
pode estar no estado liquido, sélido ou gasoso.
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6.1.3 A dissipacdo no envelope de gas de Saturno

Analisamos a dissipacdo das marés no envoltorio do planeta devido ao mecanismo

conhecido como blogueio de ressonancia (RL) proposto por Witte & Savonije (1999, 2001).

Planetas como Jupiter e Saturno apresentam um envelope convectivo, no qual o fluido
oscilante gera ondas inerciais (Greenspan et al., 1968). Essas ondas inerciais sdo consideradas
atratores para dissipacdo de energia das marés (Fuller et al. 2016). A medida que a estrutura
interna do planeta evolui, um satélite pode ficar preso perto de uma ressonancia e migrar. Esse
€ 0o mecanismo RL. Para descrever esse mecanismo utilizamos o trabalho de Lainey et al. (2020)

no qual a razdo dissipativa é dada por

NN =
Sl

k B M¢éa 13,1

2 = —1—a(t)(2 +B), (6.8)
QO 3 GampRSt,

em que Mg e Ry s80 a massa e 0 raio de Saturno, M, é a massa de Prometheus. Os pardametros

a, € t, a0 0 semieixo maior atual do satélite e a idade do planeta, enquanto B € uma constante

associada ao movimento do gas no envelope do planeta.
6.1.4 A dissipacdo de maré em Prometheus

Para descrever a dissipacdo de maré no satélite, utilizamos a teoria da fluéncia, que é
semelhante ao modelo de Maxwell em reologia isso devido a viscosidade ser o parametro
fundamental em ambos (Ferraz-Mello, 2013, 2015). Vale ressaltar que modelamos Prometheus
como um satélite homogéneo que estd em rotacdo sincrona com Saturno. Considerando
Folonier & Ferraz-Mello (2017) temos

__ 3gMp

- 87TR§-77P’ (69)
3
— 15 Mp (R
& = ——P(—P) , (6.10)
4 Mg\ a
€
. _ 42R%epe? n?y
Aprometheus = sa n2+y2’ (6.11)
) _ 21R3epe(1-e2) n2y
€prometheus — 5a2 n2+y?’ (6-12)

0 parametro y € o fator de relaxacdo e € inversamente proporcional a viscosidade do satélite.

Para Prometheus assumimos y = 10711 s~1 (ver Tabela 1 de Ferraz-Mello (2013)).
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6.1.5 A variagdo temporal para os parametros orbitais

A partir das raz@es entre a Eq. (6.1) e Eq. (6.11) e Eq. (6.2) e Eq. (6.12), concluimos
que C.’vSaturno > C.’vPromel:heus € que éSaturno < éPrometheus- Portanto, a mare no planeta
determina a variacdo temporal do semieixo maior do satélite enquanto a maré no satélite

determina a variagdo de sua excentricidade no tempo.

Rossignoli et al. (2019) estimaram a idade para a superficie dos pequenos satélites de
Saturno em funcdo do numero de crateras. Os autores obtiveram estimativas para a idade de

Atlas (7,4;) ~4.27 x 10° ano e Prometheus (p,-,) ~1x10° ano.

Para construir a Figura 6.1, tomamaos as relacdes dissipativas referentes a cada camada
na Eg. (5.1) e integramos junto com a Eq. (5.12) por 10° anos. Assumimos , = 10* Pas,
pe = 1011 Pa,y = 107 s 1eBp = 1/3.
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Figura 6.1: Variacdo para o (a) semieixo maior de Prometheus e (b) excentricidade de Prometheus, considerando
a viscosidade do nucleo de Prometheus 7 = 10'* Pa s e o fator de relaxamento y = 10~'* Pa s possibilitando

uma lenta variag8o na excentricidade de Prometheus. Os valores para o semieixo maior atual de Atlas e Prometheus
sdo representados pelas linhas horizontais vermelha e azul respectivamente. Estimamos que Prometheus esteve
préximo de Atlas acerca de —1.0 x 108 ano.

6.2 A dinamica de Atlas na evolucgdo por maré de Prometheus

Investigamos a dinamica de Atlas localizada em sua atual posicdo durante a expansao
por maré da Orbita de Prometheus, considerando que os elementos osculadores orbitais
semieixo maior e excentricidade de Prometheus variem durante a sua migracdo, assim
mapeamos a vizinhanga de Atlas em uma grade para diferentes valores de semieixo maior e
excentricidade orbital, visualizando dessa forma o comportamento dindmico de Atlas em

diferentes combinacdes para (ap,,, €pro) NO passado. Para cada condicdo inicial, resolvemos
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numericamente as equagdes exatas de movimento usando o pacote MERCURY (Chambers
1999) escolhendo o algoritmo RA 15 (Everhart, 1985) e calculamos o logaritmo das variag0es
maximas para o semieixo maior de Atlas (Aa), excentricidade de Atlas (Ae) e inclinacdo (Ai)
seguindo Guippone et al. (2022). Os elementos orbitais iniciais para Atlas sdo 0s mesmos da
Tabela 2.2. Além disso, os elementos orbitais iniciais para Prometheus, exceto semieixo maior

e excentricidade, sdo considerados na Tabela 2.2.

A Fig. 6.2(a-c) mostra o resultado obtido com esse mapeamento na grade (a,e). As
estrelas branca e azul representam as posicdes orbitais atuais de Atlas e Prometheus
respectivamente e a linha pontilhada representa a evolugdo da excentricidade de Prometheus

sobre os efeitos da expansdo de maré de Saturno.

Vamos agora investigar o comportamento de Atlas correspondendo com a posicao
orbital de Prometheus em algum momento do passado. Na verdade, para cada posic¢éo do clone
de Prometheus no plano (a, e), 0 comportamento dinamico de Atlas é identificado graficamente
pela quantidade logAa com uma determinada escala de cor, distinguindo assim, o
comportamento estavel (branco/amarelo) do instavel (vermelho). A estabilidade do movimento
é claramente relacionada com a ressonancia de movimentos médios. Pela Fig. 6.2(a), podemos
notar que a faixa entre [138.150 km, 138.250 km] representa a regido para 0 movimento
coorbital; para valores de semieixo entre [138.250 km, 138.3880 km], ndo ha ressonancias; para

valores de semieixo maiores que 138.880 km, temos o inicio das ressonancias orbitais.

Notamos que a excentricidade e a inclinacdo orbital de Atlas sdo perturbadas em menor
intensidade (veja as escalas de cor acima das Fig. 6.2(b-c)), mas ambas sdo perturbadas nas
regides que separam o movimento coorbital com o espaco de fase das demais ressonancias. A
Fig. 6.2(a) revela que o semieixo maior de Atlas é o elemento orbital que mais sofre
perturbacdes com a expansdo da particula Prometheus, sofrendo com variagdes da ordem de

10% km, como pode ser observado na escala de cor.
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Figura 6.2: Mapa dindmico de clones de Atlas no plano de condi¢des iniciais (a, e) de Prometheus. As regifes
amarelas/brancas representam regides de movimento regular, enquanto as regifes com tonalidade avermelhada
correspondem ao movimento irregular. A estrela branca representa a Orbita de Atlas e a estrela azul representa a
orbita de Prometheus atualmente. As barras de cores em cada um dos mapas correspondem ao logaritmo das
quantidades Aa, Ae ou Al. (a) Mapa para 0 semieixo maior, (b) excentricidade e (c) inclinacdo orbital de Atlas. A
linha pontilhada representa a expansdo por maré para a excentricidade de Prometheus

6.2.1 O caso coorbital

No caso do problema de trés corpos, 0 movimento coorbital, ou ressonancia 1:1 de
movimentos médios apresenta dois regimes distintos para a libracdo do argumento ressonante,
definido pela diferenca entre as longitudes médias (AA = A; — A,). Quando AA libra ao redor
de 60° ou 300°, temos o regime de movimento denominado de “girino” e quando a libragao de
AZ ocorre ao redor de 180°, com alta amplitude, o regime € conhecido como movimento
“ferradura” (Rodriguez et al. 2019). No espaco de fase da ressonéancia 1:1 de movimentos
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médios h& duas separatrizes para 0 movimento de libracdo: uma separa a 6rbita girino da

ferradura e a outra, separa a 6rbita ferradura da circulagdo de AA.

As Orbitas girinos sdo comuns no sistema solar e, em particular, no sistema de satélites
de Saturno. Por exemplo, Tethys possui dois pequenos satélites coorbitais, Telesto e Calypso,
enquanto Dione possui Helene e Polydeuces. Contrariamente, as orbitas ferraduras s&o mais
raras, somente Janus e Epimetheus sdo encontrados em um regime mutuo de movimento
ferradura (Rodriguez et al. 2019). Provavelmente, em algum momento na historia, o cenario
para o regime de movimento orbital do par Prometheus-Atlas compartilhou a ressonancia 1:1

de movimentos médios (Fig. 6.3).

Para uma regido entre [138.300 km, 138.400 km] podemos observar o dominio do
movimento coorbital entre o par Prometheus-Atlas (Fig. 6.3(a)). Nessa regido podemos destacar
algumas orbitas individuais e avaliarmos o comportamento temporal para o argumento A4,

relacionado com a ressonancia 1:1 de movimentos médios.

As Fig. 6.3(b-c) representam Orbitas em regime de movimento girino (circulos verde)
com destaque para a libracdo ao redor de 300° (Fig. 6.3(b)) e 60° (Fig. 6.3(c)) e as Fig. 6.3(d-
e) representam as orbitas ferraduras (losango azul), com sua libragéo ao redor de 180°. Podemos
observar que essa regido esta entre bordas de movimento irregular e que ao redor dessa borda
h& pequenas regides que apresentam um baixo valor para log Aa, provavelmente regides para
Orbitas estaveis. Notamos a estreita faixa branca (~5 km) centrada ao redor da posi¢édo orbital
de Atlas. Para Prometheus proximo a Atlas, (Fig. 6.2(c)), o movimento orbital obedece ao
regime girino e para drbitas que estdo préximas a borda, regido branca, 0 movimento obedece

ao regime ferradura.
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Figura 6.3. (a) Mapa dindmico para a variacdo do semieixo maior de clones de Atlas na regido [138300 km,138400
km] Argumentos ressonantes (A1) para as Orbitas (b-c) girino (circulos verdes) e (d-e) ferradura (losangos azuis).
A estrela branca representa a 6rbita de Atlas. Observamos que a ressonancia 1:1 esta envolta por regifes de

movimento irregular.
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6.2.2 As vizinhancas proximas a orbita atual de Prometheus

Nessa subsecdo mapeamos a vizinhanca proxima a orbita atual de Prometheus. Para
isso, na Fig. 6.2(a) consideramos os valores para semieixo compreendidos entre [139.900 km,
140.040 km] e procuramos identificar as ressonancias presentes nesse intervalo. O resultado
pode ser observado na Fig. 6.4. A estrela azul representa a posi¢éo orbital atual de Prometheus
e a linha pontilhada a evolugéo da excentricidade de Prometheus pelo efeito de maré de Saturno.
Ao seu redor identificamos ressonancias de 12 (circulo preto), 22 (losango azul) e 32 (triangulo
branco) ordem. Observamos que as ressonancias apresentam o formato “relogio de areia” e as
de primeira ordem se estendem por um pequeno intervalo aproximado de 5 km ao longo do
semieixo maior. E interessante notar as estruturas internas a essa ressonancia que apresentam
um pequeno valor para a quantidade log Aa. Esse pequeno valor esta associado ao movimento

regular visto para as Orbitas internas nessas regioes.

Para condiges iniciais (agpyo, Copro) INtErNas a essas regides, o argumento ¢pM+1im =
(m+ 1)A — mA,, — @, em que m € um inteiro positivo e as variaveis A, 14, e @ representam
a longitude média do clone de Prometheus, a longitude média de Atlas e o a longitude do
pericentro de Prometheus, respectivamente, apresenta seu comportamento temporal oscilando
ao redor de 180°, revelando que as conjuncdes ocorreram proximas a uma linha que passa pelo
apocentro da particula Prometheus. Em relacdo as ressonancias de 22 ordem, também notamos
as estruturas mais claras indicando o dominio dessas ressonancias nesse espago de fase. No
caso das ressonancias de 3% ordem, esse resultado ndo se aplica a todas, tornando dificil a

identificacdo de seus centros.

El Moutamid et al. (2016) fornecem expressdes analiticas aproximadas para determinar
a probabilidade de captura em ressonancias de movimentos médios de primeira ordem no
cenario onde um satélite em migracéo esta perturbando uma particula que ndo est4 migrando.

Seja a largura da ressonancia dada por

3m?mg) /a,
Wegr = 8ag || —— (—) 0,8meg, 6.13
CER Qo ( M, > as meg ( )

onde mg, ag, es representam a massa, 0 semieixo maior e a excentricidade do satélite em
expansdo (nesse caso Prometheus), M. representa a massa do corpo central, m o valor para a
ressonanciae a, € o centro da ressonancia cruzada. A probabilidade é dadapor P = W gr/ma,
(Eq. (22) de EI Moutamid et al. 2016).
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Figura 6.4: Mapeamento da vizinhanga de Prometheus, mas considerando as variaveis de Aa em Atlas. As
estruturas relacionadas com as ressonancias assumem o formato “reldgio de areia”. Identificamos ressonancias de

12, 22 e 32 ordem. A estrela azul representa a posicéo orbital atual de Prometheus. Outras estruturas relacionadas

com ressonancias de ordem mais elevada podem Ser notadas.

A Tabela 6.2 ilustra algumas dessas probabilidades determinadas com a e, = 0.002 e
a, estimamos como o valor aproximado para o ponto médio do intervalo na grade que contém

cada uma das ressonancias (Fig. 6.4).

Tabela 6.2: Probabilidade de captura de Atlas pela particula Prometheus em uma dada

ressonancia.

Ressonancia as (km) Wegr (Km) Probabilidade (%0)
58:57 139900.00 3.630 0.00084
57:56 139934.00 3.599 0.00083
56:55 139971.00 3.567 0.00082
55:54 139900.00 3.534 0.00081

54:53 140024.65 3.515 0.00080
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A verificacdo dos resultados apresentados na Tabela 6.2 revela que, no caso da 6rbita do
perturbador ser externa (interna) ao corpo perturbado, encontraremos um aumento (diminui¢do) na
probabilidade de captura em funcdo do semieixo maior de Prometheus. O mesmo ocorre com a largura
de W¢gg, mostrando que quanto maior o dominio de corrotacdo, maior seré a captura de aprisionamento

em uma determinada ressonancia.
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Capitulo 7

Conclusoes finais

Para o sistema de Saturno, os pequenos satélites sofrem com perturbagdes seculares e
ressonantes provocadas pelos satélites maiores que afetam as varidveis de seus semieixos
maiores, suas excentricidades e inclinacGes orbital, respectivamente. No caso das perturbacoes
ressonantes, o conhecimento da dindmica orbital para um pequeno satélite & fundamental.
Inicialmente reproduzimos resultados previamente obtidos para Aegaeon, Methone e Anthe o
que contribuiu para o melhor entendimento desses fendmenos servindo como base para aplica-

los ao satélite Atlas.

Primeiramente, vimos que a excentricidade orbital de Atlas é perturbada por Prometheus
com periodo ~3 mil dias e por Pandora com periodo ~1 mil dias. Ambas perturbacGes
contribuem com pequenas amplitudes e o mesmo efeito ocorre com a inclinacdo orbital.
Diferente do observado em Methone e Anthe, cujas excentricidades contém o termo forcado
devido a perturbagdo secular com Mimas, a excentricidade de Atlas ndo contém o termo forgado
devido as perturbacdes de Prometheus e Pandora.

O mapeamento do espaco de fase, para a ressonancia 54:53 de movimentos médios com
Prometheus revelou que Atlas se encontra na borda as separatrizes com a ressonancia de
corrotagdo e que essa localizacdo é responsavel pelo comportamento dos argumentos
geométricos ¢, e ¢, visto em Cooper et al. (2015) e Renner et al. (2016). Seguindo 0 mesmo
raciocinio, realizamos 0o mapeamento para a ressonancia 70:67 de movimentos médios com
Pandora revelando que Atlas também possui sua localizacdo orbital fora dessa ressonancia,
além de apresentar pequenos valores para o numero espectral N. Os dominios para as
ressonancias 54:53 e 70:67, no espaco das frequéncias possuem larguras aproximadas de 4 km

e 2 km, respectivamente, resultando em uma probabilidade de captura muito pequena.

O comportamento temporal para os quatro argumentos geometricos i’s da ressonancia
70:67 é irregular isso ocorre devido a posicdo orbital de Atlas que esta a esquerda do multipleto
Y, e adicionalmente observamos que quando simulamos o comportamento desses argumentos
geométricos, sem a presenca de Prometheus, passamos a ter uma nova variacdo temporal,
seguindo uma circulacdo para 0s quatro argumentos. Esse comportamento sugere que
Prometheus contribui com perturbagfes na ressonancia 70:67 de movimentos médios entre

Pandora-Atlas.
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Mapeando a ressonancia 54:53, conseguimos identificar as regides em que temos o
dominio das ressonancias de corrotagéo e Lindbald. A regido de corrotagdo esta limitada para
valores de excentricidade orbital entre 0.003 < e, < 0.006 e ocupa uma faixa bem estreita no
espaco de fase ~4 km, dentro do intervalo para o semieixo maior 138321 km < q, <
138325 km. Para as particulas com orbitas internas a essa regido, o seu argumento geométrico
¢, = 544p,, — 531 — @Wp,, apresenta a oscilacdo ao redor de 180°. Fisicamente isso significa
que a conjuncdo entre o par Prometheus-Atlas oscila ao redor de uma linha que passa pelo

apocentro de Prometheus.

Para valores de excentricidade iniciais e, > 0.01 e com semieixo maior inicial a, >
13827 km inicia-se o dominio da ressonancia de Lindbald. Para as particulas interiores a essa

regido, o argumento geomeétrico ¢, = 544p,., — 534 — @ apresenta a sua oscilacao ao redor 0.

Nosso mapeamento revelou que ambas as ressonancias estdo separadas por cerca de 2
km e estdo relacionadas com os valores para a excentricidade da particula Atlas, assim como
observado por Callegari e Yokoyama (2020).

Expandindo o intervalo para o mapeamento dado por Ceccatto et al. (2022),
identificamos duas ressonancias de 12 ordem, 53:52 a esquerda e a 55:54 a direita da 6rbita atual
de Atlas e, para cada uma dessas novas regides, identificamos condicdes inicias (a,, e,) para

clones de Atlas onde ha a oscilacéo dos argumentos relacionados com essas outras ressonancias.

Uma condicdo proposta por Renner et al. (2016) para que ocorra a libracdo do
argumento geometrico ¢, seria de que a excentricidade orbital de Prometheus fosse préxima a
zero. A fim de ilustrar esse fato, nosso mapeamento para um clone de Prometheus com
excentricidade orbital proximas a zero revelou o aumento na regido de corrotacdo e o
estreitamento para a regido de Lindbald e para valores de excentricidade proximos aos atuais a

regido de corrotacdo € preenchida com as separatrizes dessa ressonancia.

A andlise combinada entre os IPS para as ressonancias 54:53 e 70:67 revelou a
sobreposicao de ambas ressonancias e, essa sobreposicdo contribui para 0 movimento irregular
de Atlas observado em Spitale et al. (2006). Entretanto, esta sobreposicdo ndo altera
substancialmente a estabilidade da regido na qual Atlas se encontra, mantendo a Orbita
confinada na regido das separatrizes entre as ressonancias em regides de baixa excentricidade.
A descoberta de que a 6rbita de Atlas é fracamente cadtica (ou cadtica confinada) esta de acordo

com Pereira et al. (2024), no qual os autores estimaram, com o0 uso dos expoentes de Lyapunov,
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que apesar da Orbita de Atlas ser cadtica, ela ndo apresenta grandes varia¢des radiais, podendo
ser considerada estavel.

O estudo do passado dinamico de Atlas revelou que durante a migracdo de Prometheus
pelo efeito de maré, Atlas e Prometheus compartilharam a dindmica coorbital em seu passado.
A andlise desse mapeamento revelou condi¢Ges nas quais teriamos 0 movimento ferradura ou
girino. Continuando nosso estudo na vizinhanca orbital de Atlas, identificamos as ressonancias
de 18, 22 e 32 ordem, que foram cruzadas no passado, sendo as de 12 ordem as mais fortes, com
larguras aproximadas de 5 km. As estruturas ressonantes para o sistema Prometheus-Atlas
possuem a forma de “reldgio de areia”, sendo o centro ocupado pelo dominio da ressonancia de
corrotacao e a parte superior pela a ressonancia de Lindblad. Porém, a probabilidade captura

para essas ressonancias de 12 ordem sdo pequenas, da ordem de 107,

Os resultados originais apresentados neste trabalho estdo no manuscrito Ceccatto et al.

2024, submetido para publicacao no periddico Planetary and Space Science.
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Apéndice A
A.1 As ressonancias orbitais entre os satélites naturais de Saturno

Mesmo antes das descobertas realizadas pela sonda Cassini, o sistema de Saturno era
conhecido por fornecer uma variedade de exemplos em estruturas ressonantes. Os pares de
satélites Mimas-Tethys, Enceladus-Dione e Titan-Hyperion mostraram como a
comensurabilidade (ressonancia) entre os seus periodos orbitais podem vir a realcar os efeitos
gravitacionais mutuos (Peale 1999).

Neste apéndice, apresentamos a variacao temporal para o argumento critico associado a
cada uma dessas ressonancias. As condicdes iniciais para cada um dos satélites foram obtidas
do sistema efemérides e podem ser vistas na Tabela A.1.

Tabela Al. Vetores de estado (UA/dia) relativos a época 01 de janeiro de 1850, obtidos por

meio da efemérides, utilizamos um intervalo de 10 dias. Acesso em 20 de margo de 2022.

Satélite = xx10™* yx1072 zx107> wvxx107® vyx1073 wvzx10~°

Mimas 5,9909 —1,0849 3,3978 7,1621 4,1384 71,548
Enceladus -2,599 —1,5728 148,507 7,1904 -1,1569 —111,718
Tethys 5,0575 1,9039 2,6052 —6,3342 1,6841 —8,9745
Dione 0,1887 —1,6684 12,52 3,8486 4,3406 —11,3307
Titan 0,51254 6,2808 —4,3332 —2,5686 1,9787 —2,3196
Hyperion 58,554 —9,2577 19,671 2,3044 1,2582 1,5489

A.2 Titan-Hyperion

O argumento para essa ressonancia é dado por ay_y = 41y — 31 — wy (Fig. Al) e as
conjuncOes entre esses dois satélites ocorrem no apocentro de Hyperion com periodo

aproximado de 2 anos e uma amplitude aproximada de 36°, (Callegari e Yokoyama 2010).
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Figura A.1: (a) Regressdo de ~20° no pericentro de Hyperion; (b) Argumento para a ressonancia 4:3 entre Titan-

Hyperion. Nota-se a libracéo ao redor

A.3 Enceladus-Dione

de 180°.

A ressonancia entre Enceladus e Dione pode ser representada pela variacdo temporal do

argumento ressonante dado por

Bpo—g = 24p — Ap — @y (Fig. A2) e a libracdo ocorre sobre o

pericentro de Enceladus, com periodo de 11,2 anos e amplitude muito pequena (Callegari e

Yokoyama, 2010).

Bep @raw

1850

Figura A.2: Representacdo para librag

A.4 Mimas-Tethys

T T T T 1
1950 2000 2050 2100
Tempo (ano)

1900 2150

4o do argumento relacionado a ressonancia 2:1 Enceladus-Dione.

O argumento para essa ressonancia € dado por yy_r = 4Ar — 24 — Qp — Q, (Fig.

A3). Essa é uma ressonancia vertical andloga a uma ressonancia interna de Lindblad sobre

Mimas e de uma ressonancia externa de Lindblad sobre Tethys. Este tipo de ressonancia é

denominado de ressonancia do

satélites de Saturno.

tipo inclinagdo, sendo o Unico exemplo conhecido entre os
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Figura A.3: A ressonancia Mimas-Tethys atua nos pequenos satélites Methone (Callegari, Rodriguez e Ceccatto
2021). Aqui podemos ver a estabilidade para o argumento relacionado a essa ressonancia.
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Apéndice B
B.1 A Perturbacao Secular Para Dois Corpos

Consideramos dois planetas de massas m, e m, orbitando um planeta central de massa
mg, na qual m; K m, e my, K m, e 0s satélites 1 e 2 sejam o interno e o externo,
respectivamente. Sejam R; e R, as funcdes perturbadoras que descrevem as perturbacées nas
oOrbitas de m, e m,, em termos dos elementos orbitais, respectivamente. As perturbacfes para

estes elementos sdo dadas pelas equacgdes de Lagrange

ﬂ — 2 aiRj (B 1)
dt nja; 36].’ '
de 1-¢f aR; AR
T (1 ~ 1 e-2> i 9% (B.2)
dat naZe; 1] 0e;  Oa;
—e2[1= [1—e2 1
dEi _ 2 6731 1 ej (1 1 e]) 67€j + tanEIj 6721 (B 3)
dt  njajdq njajz-ej De; na? [1 eJ? an’ .
de 1 B:Rj
—=
at jai [1-e}sinl; 01 (B.4)
dw; 1—812 OR;
i N TN (B.5)
dt naje; de;’
1
dl; _ tanz; (6:7%]- dj > _ 1 OR; (B.6)
at njai [1-e? O¢; Ow; nja% ,1—312 sin[;j da; '

nas quais o subindice j refere-se ao planeta (j = 1 ou 2, respectivamente) e introduzimos uma
nova variavel angular €, denominada longitude média na época, que representa a longitude
média para o j-ésimo planeta no momento exato em que o tempo é determinado. Se escrevermos
a longitude média, 4; = M; + @; = n;(t — ;) + @; = njt — n;7; + @;, temos entdo que ¢; =

ZD'J — nl‘Tj.

Os termos seculares serdo obtidos ao isolar na funcéo perturbadora os termos que sao
independentes da longitude média. Para a expansdo em segunda ordem na excentricidade e
inclinacdo e, em primeira ordem para a massa, somente os termos na expansdo da funcgéo
perturbadora que ndo contém a longitude média sdo considerados. Logo a parte direta para

funcgéo perturbadora secular sera
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RFC = %[ZalzD + a?,D?] 5%(61 +e3) — a12b§%(51 +55) + - [2 + 2a1,D —

2 €))
—ai,D ]bl/zelez cos(w; — w,) + a12b3/25152 cos(Q; — Q).
(B.7)
onde, os indices 1 e 2 referem-se aos corpos interno e externo, respectivamente e a razao a,, =

a,/a,, coma,; < a,.

Podemos obter as fungdes perturbadoras para R, e R,, a partir de (B.7). Considerando
que R, ocorre devido a perturbacdo externa causada por m, e que R, € causada pela

perturbagdo interna de m,, assim temos

mo a
:Rl — G :Rsec — G a22 ai :Rsec — G a12R5eC (B8)
sec — ~ M1 a1 psec _ ~ M1 psec
R, = G alzR =G o 2, Ry G p” Ry ©. (B.9)
Usando a relacdo entre os coeficientes de Laplace e suas derivadas (Murray e Dermott
1999),
(0 2, (0)
db1/2 d b1/2 (€8)
2a i a? e b3/2, (B.10)
) 2, (1)
€h) b1z, 2% b1p _ @)
2by, — 2a — + a? i aby . (B.11)

podemos reescrever (B.7) da seguinte maneira

RiC = %alz bg})z (e +e2) — %alzbg})z(slz +52) — %b_,(j)z e e, cos(w; — w,) +
+a12b§})25152 cos(Q; — Q,).
(B.12)
Substituindo (B.12) em (B.8) e (B.9) e usando as aproximagcdes G (m, + m;) = n?a3 e

G(m. + m,) = nZa3, podemos escrever

R, =nia? m:Tml a1y E a1, bg})z — %alzbé})z bgi)z eie, cos(w; + w,) +
a12b3/211[2 cos(Q; — Qz)],
(B.13)
Ry = 8B, (e ) ef ~ Jaasb )12 — 203 ey cos(o + ) +
a12b3/211[2 cos(Q1 — Qz)].
(B.14)

. ~ .1 1 .1 1 ~ T
supondo que as aproximacOes s; = SmEIl zzll e s, = sm;l2 zEIZ sdo validas para

sinl;,sin/l, < 1.
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Logo, as equacdes de R, e R, podem ser generalizadas da seguinte forma

:R] = njajz [ A”e] + Ajkej'ek COS(ZD'] ZD'k) + - B”IJZ + B; kI'Ik COS(.Q]' - 'Qk)]a (815)

onde,j =1, 2,k =2,1,j # k e os coeficientes

Ay =3y %“jk@jkbég (@), (B.16)
Aj = _inj m:n?a]ka]kbyz(a]k)! (B.17)
Bjj =~ %“jk@jkbs/z(“jk)’ (B.18)

By = %njmajkcxjkbyz(%k) (B.19)

sendo que, @, = aj, se j = 1 (perturbacdo interna) e @, = 1, se j = 2 (perturbagao externa).

Em (B.15) os termos que contém ej2 e Ij2 séo denominados termos seculares e, 0s termos
que contém cos(w@; — @y ) e cos(£2; — 12;,) sdo ditos de longo periodo.

Desde que a4, < 1, podemos utilizar a definicdo integral dos coeficientes de Laplace

(1) 1 r2m@ cos(y)

by () == diy,

32 1-[-[0 (1—2acos(1/))+a2)% v (B.20)
1,2 (2y)

b (@) == [} —2 gy, (B.21)

(1-2acos(y)+a?)z

Os coeficientes A;

i, Ajk, Bjj & By, podem ser definidos como elementos constantes de

duas matrizes A e B, dadas por
A A B B
A= ( 11 12) B = ( 11 12>. (B.22)
A21 A22 BZl BZZ
Observamos que, os elementos dessas matrizes séo funcGes das massas, m; e m,, e dos
semieixos maiores, a, € a,, e que as linhas ou colunas de B nédo sdo linearmente independentes,

pOIS Bll = _812 e B21 == _Bzz.

Considerando os termos de ordem mais baixa para a excentricidade e inclinacéo
(Murray e Dermott, 1999), escrevemos, a partir das equagdes de Lagrange, as variagoes

temporais para os elementos orbitais da seguinte maneira

. 1 O0Rj . 1 O0Rj
& = n]a ej aw] wj = n]a ej ae}' (8'23)
. 1 672]' . 1 aij
ji=—-—L-2% = . (B.24)

2 ) j — 2
J leajljaﬂj J nja]-l]- alj
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Mas, vemos que, para valores muitos pequenos de e; e I;, as derivadas acima possuem
pontos de singularidade, porém, se definirmos as componentes horizontais e verticais para a

excentricidade e inclinacdo (Murray e Dermott, 1999), temos

hj = ¢ sin(w@;), k; = ejcos (w)),
p; = sin(l;) sin(€;) ~ I;sin (Q)), q; = sin (I;)cos () = I;cos ().
(B.26)
Estas varidveis possuem a vantagem de remover eventuais singularidades que podem

vir a ocorrer em (B.23) e (B.24). Assim, podemos reescrever a equacgéo (3.15) em termos de h;,

ki, pj € q;

R; = njaf EAJJ (h? + k2) + A (hihyc + kikie) +5 By (07 + a7) + Bju(pjpuc + q,-qk)] :
(B.27)

De fato, considerando (B.26) vemos que
hi + ka = ejz(Sinz(wj) + cos?(@;)) = ejz’
hj. hy + kj. ki = ejex(cos(w@;) cos(wy) + sin(w;) sin(wy,)) = ejeycos (w; — wy),
b} +q} = 1P(sin?(9)) + cos?()) = I}
pj-Pr+4; Qi = Ijlk(cos(ﬂj) cos(Qy) + sin(Qj) sin(Q)) = IiIxcos () — Q).

Note que o indice k denota o corpo interno (1) ou o externo (2), porém esta escolha ndo

pode ser confundida com o uso da componente k para o vetor excentricidade.

Como as componentes h; e k; séo funcdes de e; e w; e as componentes p; e g; s&o

funcdes de I; e ;, as derivadas em relagdo ao tempo séo obtidas da seguinte maneira

. on; an; . _ 0k, ok;
hy = ae, e wf’ ki = aej e wl’ (B.28)
. op ap ) aq aq

Pj = azl Iy + anj %, a4 = azl Iy + an] Q. (B.29)

Mas, para as derivadas parciais das componentes da excentricidade e inclinagéo temos

as seguintes relacOes
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dh; ak; kj
a—’ = sin(w;) = 2 a_e]- = cos(w;) = e—{,
] ]

ah ok (B.30)
il N - _p.
6w1 k], aZD'] h]’
opj . _pj aq; _qj
ar = sin(9) =7, oL =rcos()) =,

] ] ] J (B 31)
i, %5 _ |
29 Kk 20 Pj-

j

Substituindo as equagdes (B.23), (B.24), (B.30) e (B.31) em (B.29) e (B.30) temos que

h = ;(k.%_ﬁﬁ)

nja%e; 5

by =t (1 24 222 (B.32)
€j

.ae:
njaj

o= — (g n%y
p] n]a I] qi BI]- I,BQ]

Obtendo as derivadas parciais de R; dada por (B.15)

oR

a_Jj = n;a; [A e + Ajreg cos(w] wk)]’
(B.34)
R .
a—j = —njajz [Ajkejek Sm(wj - w")]’
?
ajzej = ;a7 |Bjje; + Bjielie cos (0 — )],
N (B.35)

on, = Ty a? [Bjili sin(Q; — )]

Derivando parcialmente a equagdo (B.27) s6 que desta vez, em relacdo as variveis h;,

ki, pj e q; temos

R
a— = n;af[Aj;hy + Ajchy],
o (B.36)
a_

_n] ][A k +Akkk]’
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OR;
ams = 4 [Bijpj + Bjepi]
(B.37)
OR;

o0, = 4 [Bjja; + Byear]
Substituindo as equacdes (B.34) e (B.36) em (B.32) e as equacdes (B.35) e (B.37) em

(B.33), realizando as devidas simplificacOes teremos as relagdes
hy = [4);k; + Apckec], k) = —[Ajh; + Ajichyc], (B.38)

Py = [Bjiq; + Bjrax]. 4, = —[Bj;p; + Bjra]. (B.39)
Assim, as equagdes para as variagdes temporais de h;, k;, p; € q; se tornam

f:l1 = Aq1kq + Asoks, ].<1 = —Aj 1hy — Aqzhy, (B.40)
hy, = Ayiky + Agzks, ky, = —Ay1hy — Az hy,

e
2.51 = B11q1 + B1292, C:h = —B11p1 — B12D2, (B.41)
P2 = B21q1 + B3293, 4z = —B31p1 — Ba2pa.

Portanto, para a ordem mais baixa, as equacdes (B.40) estdo desacopladas com (B.41),
além disso, essas sdo equac0es diferenciais lineares, encontramos assim, uma solucédo analitica
como desejado e o problema se reduziu a encontrar 2 autovalores para cada conjunto de

equac0es, cuja as solugdes sao

hy = Xiieysin (git + B;),  kj = Xi, ejicos (git + By, (B.42)

pj = Xz lysin (fit +v), qj = Xi=1 Iijcos (fit + vy, (B.43)
sendo as frequéncias g; (i = 1, 2) dois autovalores para a matriz A, com e;; a componente dos
autovetorese f; (i = 1, 2) os autovalores para a matriz B, com /;; a componente dos autovetores.

As fases f5; e y; sdo as amplitudes dos autovetores e sdo determinadas pelas condigdes de

contorno.

A solucdo descrita pelas equacdes (B.40) e (B.41) e conhecida como a solugéao secular

classica de Laplace-Lagrange.

B.2 Perturbacodes Seculares Generalizadas

Iremos considerar um caso mais geral da teoria secular aplicada a 6rbita de N-corpos
que estdo orbitando uma massa central ndo esférica, ou seja, podemos considerar os efeitos

provocados pela ndo esfericidade da massa central no potencial perturbado de uma massa m;
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pela adicdo dos harménicos gravitacionais, J, € J, (Murray e Dermott, 1999) e esta, serd a

metodologia utilizada em nossas analises.
blat 1 3 9 R\ 1s R\ 2
oolato 22 (Ze) _ 22 _< 4
(Rpato) = Ly [ o (%) - 22 (%) -2, (%) ] z
3 R 2 27 R 4 15 R 4
2ro(fe) g2 (fe) 227 (Zc 2
2]2 (aj) 8]2 (aj) 4]4 (aj> lIJ

As massas ao redor do corpo central irdo experimentar a perturbacéo secular provocada

(B.44)

1
zn]a

j 1y

pela presenca dos demais corpos.

Consideramos o efeito secular que a massa m,, provoca na massa m;. Escrevendo a parte

direta da funcdo perturbadora, (B.12)

1 1
(Rp(ajx)) = a]kbé/)z ef — —ajkb3/2e]ek cos(w; — @y ) — a]kbg/)zlz +

(B.45)
+- a]kb3/21 I cos(Q Qk)
onde aj, € a razdo entre os semieixos maiores, a; € a;, dos corpos.
Para uma perturbacdo externa, a; < a, temos
(R) = 625 (R, (L)) (B.46)
] ax P \a)” '
e para a perturbacéo interna, a; < a;, temos
secy — Mk %k %k
(RF*0) = GIE(R, (a,.)>- (B.47)

Se especificarmos se a perturbagéo € interna ou externa, definimos as quantidades a;y, e
a@;, dados por:
%, ax < a; (perturbagdo interna)

ik = é}_ N , (B.48)
—=, a; < ay (perturbagio externa)
k

1,ax < a;j (perturbagdo interna)

- Z_i' a; < ay (perturbagdo externa)’ (B.49)

Podemos escrever a parte secular da fungédo perturbadora (B.13) experimentada pela

massa m; devido a todas as outras N — 1 massas,
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sec\ _ .2 2VvN _my €] e2 —
(Rj°) = n7a; Yie=1 iz mc+m,[ %k kb3 €]

1 Wpz_ 1 = 1@ 1~ )
— gajka]kb3/zlj — Zajka]-kbyzejek cos(wj — wk) + Zajkajkb3/21jlk cos(ﬂj — Qk)].
(B.50)

Combinado as expressdes (B.50) e (B.44) iremos escrevemos uma expressao para a

funcao perturbadora de m; da seguinte maneira

Rp = n a; [ A”e] + = B 12 +Zﬁ:1,k¢jA]-kejek cos(w; — @y ) +

(B.51)
21]2’:1'](:#1 B]kI]Ik COS(Qj - Qk)]’
sendo os coeficientes
3 R 2 9 R 4 15 R 4
— C 2 C C
wy = B () =3 () —%n(5) +
(B.52)
my
1}2/ 1k¢]m +m: a]kajkb3/2(a]k)l
1
Ajk = —Z'I’lj mﬂ-il-m ajkajkbg (ajk) ] * k (853)
_ 3 R,;Z 272RC4 15 RC4
Bjj = —n |3/ o —5 /2 o — /s o) T
(B.54)
1 —
Zzgszij#kmjajk“jkbg})z(ajk)la
_1_ _m = (2 -
Bjk = an mc+1;nj ajkajkb3/2(ajk),] * k. (855)

As quantidades A;;, Ajx, B;; € Bjy, podem ser vistas como elementos constantes de duas

jj

matrizes N X N, A e B, respectivamente.

Com raciocinio analogo, realizamos as mudancas de variaveis h;, k;, p; € q;, dadas por

(B.26), obtendo a forma generalizada para (B.44).

As equag0es resultantes para 0 movimento sdo dadas por

1672 1893

hj - a ak kj - _n]a oh;’ (8-56)
.1 ﬁ L1 &
Pi = % aq; U4 = oy (B.57)
e sua solugdo é
hy =Y egsin(git+ ), ki =Xl ejicos (git + B, (B.58)
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= XiL1 lisin (fit +v2), = XiL1 jicos (fit + 1), (B.59)
onde g; e f; sdo os dois conjuntos de autovalores para as matrizes A e B, e as fases f3; e y;, séo

as magnitudes dos autovetores e;; e I;;, determinadas a partir das condi¢des de controno. Para

l]1
um dado tempo ¢, os quadrados da excentricidade e inclinagdo para a massa m; sdo dados por

elzj = [Ziv=1 eij Sin(git + .81 ] + [Zl 1 el] Cos(glt + .81)] (BGO)

[Z _1 L sin(fit +v;) ] + [Z =1 1ij cos(flt+yl)] (B.61)

B.3 O Achatamento Planetéario

Em alguns casos planetarios, nem sempre podemos encontrar o corpo central esférico,
mas sim ligeiramente deformado em seu equador. Nesse caso, devemos considerar o efeito do

achatamento nos corpos secundarios.

Considere um satélite natural orbitando um planeta de massa M e raio medio R. Se as
coordenadas para o satélite em um dado instante de tempo sdo (r,¢,a) para um sistema de
coordenadas centrado no planeta, onde r € a distancia radial, ¢ € a longitude e a representa a
latitude do satélite (Fig. B.1).

Quando a = 0, o satélite estd no plano equatorial e ¢ = 0 representa a posicao na
longitude O (primeiro meridiano) do planeta. Podemos escrever que o potencial gravitacional

experimentado pelo satélite como

V@) = ——[1 2. (2) Pi(sina)]. (B.62)

sendo P;(sin a) o Polinbmio de Legendre de grau i em sina e J; € chamado de coeficientes

harmonicos zonal.

Figura B.1: Relacdo entre a distancia radial r, longitude ¢ e a latitude « e o sistema de coordenadas cartesianas
para um satélite orbitando um corpo central de massa M (Adaptado de Murray e Dermott (1999)).
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A partir de (B.62), podemos determinar a forca que o satélite ira experimentar devido
ao potencial, para isso lembramos que a forca gravitacional dada pelo gradiente de potencial

Podemos entdo, encontrar cada uma das componentes de forca, F,, F,, e F, da seguinte
maneira

) 6M [ . R\ N

F, = —5(—7 _1 — Diz2Ji (;) P;(sin a)_), (B.64)
a em [ o R\ . ]

F, = —5(—7 _1 — Yiz2Ji (;) Pi(Sln“)_), (B.65)
o ( M| o R\ N

Fo=— 2 (-2 [1-52.0(5) PGina)) (B.66)

Considerando o corpo central como o planeta Saturno, podemos desenvolver o
somatorio em (B.61) até a sexta ordem, pois 0s termos J,, /. € J¢ sdo conhecidos para Saturno

e 0s termos de ordem impar sdo nulos.

ig. B.1, sina = Z, assim podemos escrever os Polindmios de
Pela Fig. B.1, podemos ver gue .

Legendre de ordem i = 2, 4 e 6 da seguinte maneira

B () =3(3() -1) ®67)

P (2) =3(35 () - 30(2) +3) 59

Z 1 Z 6 z\* Z 2
P, (%) = 1—6(231 (2) -315(%) +105(%) - 5). (B.69)
Ao realizarmos as derivadas parciais, iremos calcular derivadas da forma %(rin) =
x ; — (+2 2 2\1/2 : 0 (1Y) _ y .
M e POIS Ir| = (x* +y* + z*)'/%. De modo analogo, % (rn) = Ny Porem, teremos
. ~ . o (z™ mzm-1 z o . .
que derivar expressoes do tipo py (r—n) =" % (n W) onde n e m s&o interios.

Logo, realizando as derivadas parciais dadas em (B.67), (B.68) e (B.69) encontramos as

componentes de forgas provocadas pelo achatamento planetério

GM

Fe= = (143 (1-55) - (1- g 21) +

(B.70)

105 . R® /1 z2 z* 143 z©
+E/6r—e(§+9rz—33r4+?ra)]x)’
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=S+ 3 1 55) B (1 e )
105 . R® (1 72 z* | 143 z6 (B.71)
tideys (95 -385+55) )
s G

105 ., RS (7 z?  231z% 143 z°
Hlee G215 - 5+ %) |2)

5 r* 5 ré
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Apéndice C
C.1 O modelo CoraLin

Com o objetivo de explorar a dindmica de uma particula proxima a uma ressonancia de
movimentos médios ElI Moutamid et al. (2014) elaboraram um modelo analitico simplificado,
denominado de CoraLin, que é uma simplificacdo do hamiltoniano para o caso restrito do
problema de trés corpos no qual a orbita do satélite perturbado é excéntrica e o0 menor satélite
esta proximo a ressonancia de movimentos médios da forma (p + 1): p, onde p é um inteiro.
Esse modelo depende apenas de dois parametros livres, a saber, o primeiro, D representa a
distancia de separacao entre os centros das ressonancias de corrotacdo e Lindbald, enquanto o
segundo parametro €, representa a relagdo entre a massa e excentricidade do satélite

perturbador. (vejaa Tabela 1 de EI Moutamid et al. (2014) para a definicdo desses parametros).

Temos trés casos a considerar no modelo CoraLin: i) se D = 0 significa que ambas as
ressonancias de corrotacdo e Lindbald estdo na mesma posicao e o hamiltoniano é integravel
nesse caso; ii) Para D > 2, ambas as ressonancias estdo separadas ¢ o hamiltoniano ¢ “quase
integravel” e o caso intermediario iii) 0 < D < 2 sugere um forte acoplamento entre as
ressonancias que pode levar a uma evolucdo cadtica da Orbita do satélite de teste (Mufioz-
Guitérrez e Giulliatti Winter 2017).

Usando o modelo CoraLin, EI Moutamid et al. (2014) mapearam pela primeira vez o
dominio das ressonancias 11:10 Anthe-Mimas e 15:14 Methone-Mimas utilizando a técnica de
superficie de secdo com dois graus de liberdade. Para comparar os resultados aplicamos o seu
modelo para alguns clones de Anthe e Methone e investigarmos o comportamento no plano
X Xo;ey Xy, onde y =], —J., vejaaTabela 1 de EI Moutamid et al. (2014) que contém
a definicdo das variaveis J. e J,. com diferentes condi¢es iniciais como pode ser visto nas Fig.

C1 e Fig. C2, determinadas por nés.

Fig. C1 representa trés condigdes iniciais para 0 semieixo maior e excentricidade de
clones de Anthe (valores a cima de cada Figura). Em (a) temos a Orbita de Anthe em relagéo a
época 01/01/2016. Em (b) temos a 6rbita de um clone de Anthe interno a uma zona cadtica. Em

(c) podemos ver a condicdo inicial de um clone que estd proximo a ressonancia de Lindblad.
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a) 2p=198.131,08 km e(=0.0027 b) 25=198.120 km €=0.002 ¢) 3g=198.170 km e(=0.05

O (radiano) O (radiano) O (radiano)

Figura C1: Representacdo do modelo CoraLin para trés diferentes clones de Anthe no plano x X og;: a) Orbita
dada pelo Horizons. b) Orbita interna a regido de caos e em c) érbita préxima a regido de Lindbald.

A Fig. C2 representa duas condicdes iniciais para clones de Methone: (a) em relacéo a
época 01/01/2016, uma Orbita interna a ressonancia 15:14 de corrotacdo e em (b) uma 6rbita

interna a uma regido caotica.

a) ag=194.715,67 km e(=0.00267 b) ag=196.650 km e=0.01
0.004 — 4—
0.002 0
x 0 X 4—
-0.002 — -8 —
B B B B B B B B =12 N I R E S
3 £Z2 € 0 1 2 3 -4 42 0 2 4
\/ (radiano) \/ (radiano)

Figura C1: Representacdo do modelo CoraL.in para dois diferentes clones de Methone no plano y X ;: a) orbita
dada pelo Horizons e em b) 6rbita interna a uma regido cadtica.
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D.1 A influéncia da massa de Pandora na dindmica orbital de Atlas

Embora Pandora ndo contribua com perturbaces significativas na dindmica orbital de

Atlas, os efeitos combinados entre o par Prometheus-Pandora (sobreposicdo entre as

ressonancias, Secéo 5.6) contribuem para o surgimento de um caos estavel em sua Orbita.

Para analisar como esses efeitos alteram o0 espaco de fase, realizamos diversos

mapeamentos considerando, além de Prometheus, os efeitos de um clone de Pandora variando

sua massa e o resultado pode ser visto em Fig. D1.
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Figura D1: Mapeamento para o0 espaco de fase considerando os efeitos da perturbacdo provocada por clones de
Pandora que variam as suas massas: (&) Mpgnaora: (0) 0.5Mpandora: (€) 0,.2Mpandora € (d) 0.1Mpanaora-



131

Em Fig. D1(a) temos um zoom da Fig. 5.14(c), em (b) consideramos um clone de
Pandora com massa equivalente a 0,5Mpgn40ra, €M (C) UM clone de Pandora com massa

equivalente a 0,25Mpgn40ra © €M (d) um clone de Pandora com massa equivalente a

OrlMPandora-

Podemos observar que com a diminuicdo das massas, 0s dominios relacionados as

ressonancias de corrotacdo e Lindbald tornam-se mais evidentes no espaco de fase.



