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RESUMO

Nedse trabdho goresentamos uma edratégia de endno utilizando caeidoscopios, jogos
e o0 ftwae Cdori Géomére |l, paa agorendizagem de Geomeria Sob a perspectiva do
méodo Rexlucdo de Problemas, foran daboradas aividades abordando temas como
dmdrias (reflexdo, rotacd e trandagdn), poligonos regulares, condrugbes geometrices,
pavimentacGes do plano, seqiéncias numéricas, etc. Compilamnos nese estudo um referencid
tedrico maemdico detdhado, exemplos de véaias aividades e rdaos de nossa experiéncia
com duncs do 2° ano do Endno Médio. A utilizagéo dos cdeidoscdpios e do software Cabri
Géometre Il proporcionou uma interacdo entre o laboradrio de ensno e o de informética,

dinamizando o ambiente de gprendizagem.



ABSTRACT

In this scientific paper we present a teaching strategy which uses kaedoscopes, games
and Caori Géométre Il software for the geometry learning. Under the perspective of the
problemsolving method, it was done activities which approach subjects such as symmetry
(reflection, rotation and trandation), regular polygons, geometric condructions, plan floor,
numeric sequences, ec. In this dudy, it was gleaned a detaled theoreticd mathemdtics
reference, examples of many activiies and reports of our experience with High School
students of the second year. The use of kaedoscopes and of the Cabri Géométre Il software
gave the interaction between the teaching laboratory and the computer one, meking the
learning aimosphere dynamic.
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1 Introducao

Tratando-se da formag&o intdectud do duno, do seu raciocinio logico e da transicéo
da intuicdo e de dados concretos e expeimentas para 0S processos de abdragéo e
generdizacdo, a Geomelria gpresenta um amplo campo de idéas e méodos de extrema
importéncia Seu papd no endno € primordid, vido que a intucdo, o formdismo, a abdtracdo
e a deducéo compdem o seu cerne.

Por décadas, 0 ensno de Geometria foi desenvolvido com forte énfase na terminologia
correta e na axioméica formd, edruturas dedutivas de geometria (Matemdica Moderna).
Dessamaneira, 0 processo indutivo era desprezado.

Porém, com a mudangas que ocorreram no endno em ged, a necessdade de s
adequar 0 ensno de geometria & novas tendéncias deu inicio a busca de novos métodos e
materiais.

Percebeurs2, ento, que o envolvimento nas invesigagcOes e o trabdho com maerias
concretos faziam com que conceitos geométricos que estavam obscuros e desinteressantes
comecassam a ter red dgnificado para 0 duno. Assm, indrumentos educativos auxiliares
passyam a s muito utilizados por pesquisadores e/ou grupos de trabadho na &ea de ensno
gorendizagem de mateméica das mais diversas linhas.

Dentre 0s materias concretos empregados com éxito no ensno de geometria etdo 0s
caleidoscapios. Pesquisadores como Jacobs!, Daffer & Clemens?, Bdl & Coxeter®, Babosa' e
Murari® obtiveram resultados satisfatdrios ao se servirem desse materid.

Um cdedosoopio € um conjunto de egpdhos planos perpendiculares a um  mesmo
plano, formando um prisma de base triangular (eqlilétera, iSdscdes reto ou escadeno reto) ou
Quadrangular (retangular ou quadradd). Um dos temas ideds paa s edudado via
cdeidoscopios € “pavimentagéd0 do plano por poligonos regulares’. Sob 0 caeidosoopio
coloca-se 0 que denominamos “bases subdituivels’, que o figuras triangulares, quadradas
ou retangulares, que possuem segmentos de refa adequadamente condruidos, para que nas
reflexdes dos mesmos possa-se obter avisudizag&o da pavimentagdo desgada.

1 JACOBS, H.J, Geometry, W. H. Freeman and Company, New York, San Francisco, 1974.

2 DAFFER, ER, CLEMENS, R.S,, Geometry: an investigative approach, Addison-Wesley, M. Park, 1977.

s BALL, R. and COXETER, M.CH., Mathematics recreation and essays, University of Toronto, 1974,
republication by DOVER, N.Y ., 1987.

4 BARBOSA, R.M., Descobrindo padres em mosaicos, S8o Paulo, Atual, 1993.

® MURARI, C., Ensino-aprendizagem de geometria nas 72 e 82 séries, via caleidoscopio, Tese de Doutorado,
IGCEUNESP, Rio Claro, 1999.
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Na condrigédo dessss basss sfo  explorados concetos de  perpendiculariade,
paddisnp, eglidigéncda, dmetria. entre outros Deste modo, estudos direcionados a
descoberta dessas bases e sua congtrigéo gréfica condituemse numa atividade interessante e
motivadora

A introducdo das novas tecnologias no ensno-gorendizagem de maeméica, apesar de
um processo lento, trouxe mudangas pogtivas para a sda de aula, da mesma forma que para a
sociedade de um modo ged, como mutas pexuisss tém  demondrado. Com o
desenvolvimento  tecnolégico, muito e tem invetigado sobre a posshilidede de utilizac&o
educativa dos computadores.

Paticularmente, o software Cabri Géoméire Il tem se revelado fadilitador no ensno-
gorendizagem de geometria, sendo recomendado por Herriques®, Barbosa & Lourenco’,
Lourencd® e outros.

Utilizando parddamente os cdeidoscdpios e o oftware Cabri Géometre 1, buscamos
uma dividade interativa redizada em dois ambientes laboretorio de ensno e laboratdrio de
informaica Desenvolvemos fichas de trabdho com problemas-dessfio que envolvem, por
exemplo, pontos e segmentcs IMéricos, exo de dmeria de figuras e poligonos, rotagéo,
reflex@o, trandac&o e construg 8es geométricas em gerd.

Além dos cdeidoscpios e do software Cabri Géométre I, Sho utilizadas tiras de papd,
canudinhos plégicos, kits de poligonos e um jogo (quebra-cabeca), cujas pecas sd0 bases
geradoras €/ou transformadas dessas bases. Com isso, conceitos geométricos seréo reforgcados
e anda ocorrera a integracdo multidisciplinar com Ciéndias, Desenho Geométrico, Educac@o
Artistica, Informética e Algebra

Na seqiéncia, goresentamos dguns fatos que contribuiram para a daboracéo deste
projeo e também a teoria metodoldgica que gpdia nossa pexquisa, condituindo assm o
cgitulo 1. O refeencid tedrico maemdico, ou sga, dedhes sobre cadedosoopios,
pavimentacGes do plano e suas inter-rdacdes etdo no capitulo [I. No tercero e Ultimo
cgpitulo etd nossa proposta. Além de agumas atividades e suas respectivas descricfes, condta
um breve rdao sobre a experiéncia que tivemos com dunos de uma turma do 2 ano do
Ensno Médio na Escola Edadud Jamil Abrahdo Saad em  Cordeirdpolis — SP, onde
utilizamos este meterid.

® HENRIQUES, A., Ensino e Aprendizagem da Geometria Métrica: Uma seqiiéncia didatica com auxilio do
software Cabri-Géométre |1, Dissertagdo de Mestrado, | GCE-UNESP, Rio Claro, 1999.

" BARBOSA, RM., LOURENCO, M.L., Nova investigacdo de aplicabilidade do Cabri Géométre I1: Geometria
Analitica— CO271, vol.ll, p.276-727, In: VI Encontro Nacional de Educag&o Matemética, 1998.

8 LOURENGO, M.L., Cabri Géométre Il —introdug&o e atividades, FAFICA, Catanduva, 2000.



2 Origem do problema

A fdta do ensno de Geometria nas escolas tem ddo revelada por V&ios autores, entre
edes Peez (1991) e Pavandlo (1993). Somos tedemunhas dessa afirmacéo, pois quando
cusavamos 0 1° e 2 graus (auas endnos fundamentd e médio, respectivamente),
esperavamos sempre que Geomeria fizesse parte do curriculo ou da disciplina Maemédtica ou
Educacdo Artigica, mas nossas expectativas eram sempre frusradas, sendo muito pouco o
gue e vianestes nive's.

No curso universtaio da UNESP — Rio Claro, esudamos dois semedres de Geometria
Eudidiana e um de Desenho Geométrico. Apesar de nosso envolvimento e interesse por
distiplines, tivemos dificuldades, quando entdo pudemos avdiar a importancia do duno
receber uma boa fundamentag&o da Geometria nos nivels anteriores a0 universitario.

A partir dai, questionamentos como s gue Se Seguem comegaram anosinquietar:

?  Quepapd a Geometria deve desempenhar naformacéo do duno?

? Quelugar deve ter no curriculo programéico?

? A Geomeriadeve aparecer isolada ou em intima ligacéo com outras &reas?

? Que pgpd deve s resrvado paa os moddos fiscos os maerias
manipulaveis, ainformética, ec.?

Durante os anos de 1999 e 2000, enquanto cursavamos Licenciagura em Matemdica —
UNESP- Rio Claro, tivemos a oportunidade de traba har com pesquisas sobre Geometria

Foran desenvolvidos dois projetos para Edégio de Iniciacdo Cienttifica intitulado
“Atividades educacionais de Geometria fazendo uso de 1, 2 e 3 espehos — Cdedoscdpios’, e
paa Inicacdo Cienttifica “Engno-gorendizagem de Geometria no endno fundamentd, via
cdedoscopio’, ambos orientados pelo Prof. Dr. Claudemir Murari. Fomos contemplados com
uma bolsa do Programa de Apoio a0 Estudante (PAE) em 1999 e FAPESP em 2000.

Como fruto destes projetos, dguns traba hos foram apresentados.

Em 1999, no XlI Congreso de Inidacdo Cientifica da UNESP — Araraguara, redizado
nos dias 14 e 15 de outubro de 1999, intitulados
»  Um teorema sobre 0 nimero méximo de espe hos para obtengéo de um caeidoscdpio;

*

Processo n°® 99/11053-9.



»  Um estudo sobre 0 processo smulténeo de gerac@o de imagens em caedoscopios,

» Um dgoitmo paa daeminacdo de bases subdituives de cdedosoopios em
pavimentac Ges do plano;

» Desoobrindo bases para 0 cdeidoscopio da pavimentagdo 2-uniforme de configuragéo
(334,34,34,64).

No ano de 2000, gpresentamos.

> “Obtecdo de bases aubdituives para cadeidoscopio no Cabri Géométre 11", no
Workshop de Informética Aplicada & Educagéo, redizado em Araraquara, de 10 a 12
de agodo, em promogdo conjunta da UNIARA — Centro Universta&io de Araraguara e
SBEM/SP — Sociedade Brasileira de Educacdo Matemética/ Séo Paulo.

> “TesdacOes planas e egacias com padrdes caeidoscopicos obtidos aravés do
software Cabri Géométre 11", no Smpdso de Inidacé Ciettifica do Campus de Rio
Claro — UNESP, redlizado no periodo de 12 a 14 de setembro.

Foi também publicado um atigo no BICMAT — Boletim de Indacdo Cientifica em
Maematica, UNESP — Rio Clao, Depatamento de Matemdtica, vol.2, em agosto de 2000,
com o tituo “Pavimentagdo do plano de oconfiguracd (334,34;34,64) no cdadoscopio
eqilétero”.

A preocupacd0 com 0 endno de Geomdria nos ensinos fundamentd e médio
continuou. Entdo, nos inscrevemos no Programa de Pos-graduecdo em Educegdo Maeméica
da UNESP — Rio Clao, com o projeto de pesquisa intitulado “Um estudo de pavimentagdo do
plano utilizando caeidoscopios e o software Cabri Géomeétre 11”, o qud foi aprovado.

Os trabadhos anteriores agpresentados deramnos o regpddo paa a daboragéo deste
projeto utilizando conjuntamente caledoscopios e o software Cabri Géometre .

3 Pesuisa

Conaultas deitoras ou aguelas pedidas pelos profesores aps dunos, 0s quas acabam
smplesmente examinando uma encidopédia ou mesmo a Intenet, vulgarizam cada vez mas
0 sentido da pdavra“pesquisa’.



Segundo  Rampazzo®, pesquisa € um procedimento reflexivo, Sstemdico, controlado e
critico que permite descobrir novos fatos ou dados, solugBes ou leis, em qudquer &ea do
conhecimento; € uma aividade voltada para a solucéo de problemas aravés dos processos do

método cientifico. Ele indica trés e ementos que caracterizam a pesquisa

0 levantamento de algum problemg;

asolucdo aqud se chega;

0S melos ecolhidos para chegar a solugdo, a sber, os ingrumentos cdentificos e
0s procedimentos adequados.

A abordagem que aé bem pouco tempo ards predominou entre as pexquises
educacionals caracterizava-se por acreditar que 0 SUjeito da pesquisa, 0 pesquisador e seu
objetivo de estudo deverian esar segparados e que os fendmenos educecionals podiam ser
decompogtos em suas vaidvels bédcas onde 0 estudo anditico, e s possive quantitativo,
levasse a0 conhecimento tota desses fendmenos. Eda visio de fazer pesquisa em educacéo
corresponde mai's oU Menos a0 que Se convendionou chamar de paradigma positivista™®.

Mas a instifacéo crescente entre pesquisadores, em rdacé a0 méodo que néo
levava a resultados satisfatorios, fez com que se procurassem novas formas de trabadho em
pesquisa, métodos que buscassem a interpretacd% em lugar da mensuragéo, a descoberta em
lugar da condatacéo, vedorizando a induwdo, assumindo que os faos e vdores etéo
inimamente  relacionados,  tormando-se inaceitavel uma postura neutra do  pesquisadort. A
nova abordagem (ou também paradigma) de pesquisa, chamada de naturdigica por uns ou de
qudlitativa por outros, utiliza freqUentemente:

v aobsavacao participante, onde o pesquisador fica diante da redlidade estudada;

v’ aentrevigta, permitindo um maior gprofundamento das informac Ges obtidas e

v a andie documentd, complementando os dados obtidos aravés da obsavacdo e da
entrevista e gpontando novos aspectos da redidade pesquisada

® RAMPAZZO, L., Metodologia cientifica: para alunos dos cursos de graduag&o e pésgraduacio, Lorena, SP,
Ed. Stiliano; Sao Paulo; UNISAL, 1998, p.53.

19" UDKE, M., ANDRE, M.ED.A., Pesquisa em Educac&o: Abordagens qualitativas Ed. Pedagdgica e
UniversitariaLtda., 1986, p.6.

1 ANDRE, M.E.D.S,, Etnografia da pratica escolar, Papirus, 1995, p.17.



O ponto de patida de uma pesquisa € cOomo vimas N0 comego desta parte, a existéncia
de um problema que se devera definir, avdiar e andisar criticamente para, em seguida, ser
tentada sua solucéo.

Em nossa pesquisa, buscamos responder 0 seguinte problema:

“E possivel daborar uma estratégia de ensino em Geometria utilizando
caleidoscopios, o software Cabri Géometre |l e jogos, contribuindo para que a
aprendizagem se torne interessante e participativa?”

Além dessa pergunta principa, norteadora de nossa pesguisa, temos anda como avo
veificar s8 com essa edratégia, ocorre a agprendizagem (propriamente dita) dos contelidos
mateméaticos gpresentados. Para tanto, cada nova aividade sempre foi preparada levando em
consderacéo os temas estudados em aulas anteriores.

A dificuldade elou faclidade demondrada na redizacé das aividades desenvolvidas,
fol nosso referencid quantitativo da gprendizagem estabelecida

O problema que s quer trdbdhar € o0 que deemina como fazé-lo. Segundo
Goldemberg'?, a escolha do méodo ou trgetdria de pesquisa SO acontece quando se sebe
aonde = quer chegar. Nossa opgcéo pela abordegem quditativa de pesquisa s deu quando
verificanos que suas cinco caracteridticas bésicas, apresentadas por Bogdan & Biklen's, véo

a0 encontro da classficagéo de nossainvesigacdo. Séo das.

1 a pexquisa quditaiva tem o ambiente naurd como sua fonte dirdla de dados e o
pesquisador como seu principd instrumento;

0s dados coletados sfo predominantemente descritivos,

a preocupac & Com 0 Proceso € muito maior do que com o produto;

0 “dgnificado” que as pessoas dép a sua vida é foco de aerdo especid pelo pesquisador;

o bk~ w N

aandise dos dados tende a seguir um processo intuitivo.

12 GOLDEMBERG, M. A arte de pesquisar, Record, Rio de Janeiro, 1999, p.14.
13 BOGDAN, R, BIKLEN, SK. In: LUDKE, M., ANDRE, M.ED.A. Pesquisa em Educac&o: Abordagens
qualitativas, Ed. Pedagdgicae UniversitariaLtda., 1986, p.11-13.
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3.1 Resolucéo de problemas

Através de exploracdo e troca de informagbes com os coleges 0 duno va
aperfeicoando seu conhecimento. As tentativas de solucionar um problema desenvolvem sau
raciocinio e o estimulo a dividaleva a descoberta e a construg 8o do conhecimento.

Segundo Nasser'®, o professor deve “desenvolver 0 processo ensino-gprendizagem sob
a forma de desafios e em aulas egpecias, propor problemas interessantes, que possam Sser
‘explorados e ndo gpenas resolvidos’.

Onuchic'® nos diz que “a0 se ensnar matemdica aravés da resolugéo de problemeas,
os problemas sdo importantes Ndo somente como um propdsto de s gorender matemética,
mas, também, como um primeiro paso para e fazer isx”.

O ponto centrd de nosso interesse em trabdhar 0 ensno-gorendizagem de geometria
aravés da resolucd de problemas é baseado na mesma crenca de Onuchic'® “a razéo mas
importante para esse tipo de ensno € a de gudar os dunos a compreender 0s concetos, os
processos e as técnicas operatdrias necessrias dentro do trabdho feito em cada unidade
temdtica’.

Nossa concepcdo de 0 que vem a ser um problema va a0 encontro da definicdo de
Dante’’.

“...qualquer situacao que exija o pensar do individuo para soluciona-la.”
Para se resolver um problema, segundo Polya'®, quatro sfo as etapas principais:

compreender o problema
elaborar um plano
executar o plano

fazer um retrogpecto ou verificagéo

14 NASSER, L. In RODRIGUES, V., Resolug&o de problemas como estratégia para incentivar e desenvolver a
criatividade dos alunos na pratica educativa matemética, Dissertacdo de Mestrado, IGCE-UNESP, Rio Claro,
1992, p.31.

15 ONUCHIC, L.R., Ensino-aprendizagem de matematica através da resolucéo de problemas, In Bicudo, M.A.V.,
Pesquisa em educagao matematica: concepgdes e perspectivas ed. UNESP, Sao Paulo, 1999, p.207.

16 |id, ONUCHIC, L.R., 1999, p.208.

" DANTE, L.R,, Didatica da resol ug&o de problemas de matendética: 12 a 52 séries, Sdo Paulo, 1991, p.9.

18 |bid., DANTE, L.R., 1991,p.29.



V&ios s30 ostipos de problemas que Dante*® apresenta:

Exercicios de reconhecimento
Exercicios de dgoritmos
Problemas padréo
Problemas-processo ou heurigticos
Problemas de gplicacdo
Problemas de quebra-cabeca

vV V. .V V V V

Em nossa pexquisa, os problemas que utilizaemos sfo os chamados problemas
processo ou heuridicos, nos quais o duno precisa pensar, daborar um plano, tentar uma
estratégia de acordo com sua intuicdo, testar essa edtratégia e verificar se chegou a solucéo
correta.

~

Os principais objetivos da resoluco de problemas, de acordo com Dante?®, so:

¢ Fazer 0 duno pensar produtivamente;
% Desenvolver o raciocinio do auno;

¢ Endnar o duno aenfrentar Stuagdes novas,

*

+¢+ Dar oportunidade a0 duno de se envolver com as gplicactes da matemética;

*

% Tornar as aulas de mateméatica mais interessantes e desafiadoras;

R/
°

Equipar o duno com edratégias para resolver problemeas,

.0

+¢+ Dar uma boa base de matemética as pessoas.

A asociacdo americana “The Naiond Concl of Supevisors of Mahematics’
(NCSM) recomenda que os conceitos geométricos sgam explorados de modo a envolver
renlucd de problemas. Diz anda que para auarem efdivamente no mundo tridimensond,
0os dunos devem compreender dguns conceitos geométricos béscos, como  parddismo,
perpendicularidade, congruéncia, semdhaca, sSmelria, as propriedades béscas das figuras
planas e dos corpos Sdlidos smples Com excegdo dos corpos Solidos, estes concaitos todos
sf0 explorados quando se trabaha com o tema pavimentagéo do plano juntamente com os

19 |pid., DANTE, L.R., 1991, p.16-2L
20 bid., DANTE, L.R., 1991, p.11-15,



cdeidoscopios e 0 oftware Cabri Géometre |1, como se pode verificar nos capitulos 11 e I
desta dissertagéo.

Como professores preocupados com a formagZo de seus dunos, gpoiamos Miskulin®
a dirma que no contexto de renlucd de problemas “evidenciase a posshilidede de
proporcionar a motivagdo necessia paa formar jovens com espirito abeto e ndo
conformidas, jovens que edgam em condicOes de fazer uso, de uma mandra eficiente, dos
mas fidicados automaismos, jovens que possam Sobreviver a um  crescente avango
tecnol 6gico, visando sua plena integrag@o na sociedade’.

Sendo a geometria mundidmente reconhecida como um importante assunto paa a
fomacé matemédtica dos duncs, cabe apos professores a responsbilidade de vidbilizar ese
processo por meio de metodologias dternativas.

Vgamos dgumes recomendacOes para 0 uso do méodo “ensno de maemdica via
resolucp de problemas’, segundo Onuchic??:

& ouvir continuamente os dunos e basear 0 “ensing” (indr;ao) no que ees ja sabem;

L gudar osadunos afazer conexdes entre as vaiasidéias mateméticas,

& gudar osaunos afazer conexdes entre conceitos e procedimentos;

L gudar os adunos a ver conexdes entre representacOes manipuldivas, pictorias e
abgiratas,
encorgar 0s dunos a pensar araves de um problema mas do que confiar em
procedimentas memorizados,

gudar os dunos afdar uns com os outros sobre matemética;

&

5

& permitir que os aunos relaiem conceitos mateméicos de seu préprio modo;

& encorgar os dunos a fazer coment&ios sobre o progresso que fazem (mentd e escrito)
quando resolvem problemeas,

% encorgar os dunos a continuamente, avdiar seu progresso sobre um  problema

complexo g, também, considerar caminhos dternativos.

A resdlucdo de problemas € uma importante técnica de ensno. Com e€a os aunos
gorendem a desenwolver edratégias de  enfrentamento, plangando etgpas,  estabeecendo

21 MISKULIN, RG.S, Concepgdes tedrico-metodol bgicas baseadas em Logo e em Resolugdo de problemas
para o processo Ensino /Aprendizagem da Geometria, Dissertagdo de Mestrado, Faculdade de Educagcao da
Unlvers dade Estadual de Campinas, 1994, p.36.

2 ONUCHIC, L.R. In AZEVEDO, L.L, Uma proposta de mudanga na Licenciatura em matemética do ICMLA,
apoiada na metodologia de “ Ensino de Matematica via Resoluc¢ao de problemas” , Dissertag@o de Mestrado,
IGCEUNESP, Rio Claro, 1998, p.91.
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relacOes, veificando regularidedes, fazendo uso dos proprios eros cometidos para buscar
novas dternativaes. Adquirem, anda, autoconfianga, sentido de responscbilidede e epirito de
pesquisa, gorendendo a consultar, a experimentar, a organizar dados, a Sstemdtizar resultados,
a vdidar lucbes desnvolvem sua capacidade de raciocinio e findmente ampliam sua
autonomia e capacidade de comunicagéo e argumentacdo (PCN de Matemética).

Estes agpectos todos sfo de muita importancia para a formacé dos dunos e também
S50 desenvolvidos com a pratica de outros procedimentos didéticos, como, por exemplo, jogos

educativos. Por iss0, jogos representam o tema de nosso proximo assunto.

3.2 Jogos

Os jogos sempre condituiram uma forma de aividade naturd, tanto para recrear como
paa educar. EgQipcdos, gregos romanos, maas e também indigenas utilizavam-se de jogos
CcOMo Meo para a geragd mas jovem gorender com os mas vehos seus conhecimentos
fisgcos, socias e culturais.

Devido & axensio do cridianismo, oS jogos perderan 0 seu vdor, sendo entéo
condderados profanos e imoras, desprovidos de quaquer sgnificagéo funciond.

Mas os humanistas, a patir do siculo XVI, comecaram a perceber o vaor educaivo
dosjogos, sendo que os primeiras a recoloca-los em prética foram os jesuitas.

Muitos tedricos, precursores dos novos méodos divos da educacdp, como  por
exemplo, Montagne (1533-1592), Coménio (1592-1671), JeanJacques Rosseau (1712-1778),
Petdozzi (1746-1827), Froebd (1782-1852), frissmam a importancia do processo ludico na
educacac’®. A teoria froebiana de que a mdhor forma de conduzir a criaga & dividade, &
auto-expressio e a sodidizacéo seria aravés dos jogos, foi que realmente determinou 0s jogos
como fatores decisivos na educag 0™,

Em rdacd a0 ensno de matemdica, a utilizacdo do jogo recebe as contribuicOes de
tedricos como Piaget, Vygotsky, Leontiev, entre outros. Para Piaget, os jogos ndo sB0 gpenas
uma forma de desafogo ou entretenimento para gestar energia das criagas, mas meos que
contribuem e enriquecem o desenvolvimento inteectud.

2 VeaALMEIDA, P.N., Educac&o Ludica— técnicas e jogos pedagdgicos, S&o Paulo, Loyola, p16-19.
24 Froebel apresenta, em Educacdo do Honmem, uma concepcdo do jogo como o produto mais puro e mais
espiritual do homem nessaidade, que, por sinal, revela a atividade espiritual do homem de amanha.
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Andisando concepces de Piaget e Vygotsky sobre jogos, Moura™ chega & condusio
de que 0 jogo € “um comportamento socid que tem [ua origem na agdo espontanea, porém
orientada culturdmente. Ele é de cader smbdlico e regrado, implicando sempre na
representecd@ de dgo. Evolui com o desnvolvimento cognitivo e envolve a persondidade
completa da criaca e sua forma de entender 0o mundo’. Ainda defende’® que o jogo
goroxima-2 da maemdica via desenvolvimento de habilidades de resolucdo de problemas
por posshilitar a0 duno a oportunidade de edabdecer planos de agdo paa dingr
determinados objetivos, executar jogadas segundo este plano e avdia sua eficacia nos
resultados obtidos.

Podemos condaar outra semelhanca que faz com que jogos e resolugéo de problemas
£ goroximem muito enquanto edratégias de ensno, dém da descrita acima. Ela encontra-se
no sujeito que executa a &do. Para de ) haverd jogo se nde s inddar a vontade de jogar, s
eeentrar nabrincadeira Damesma maneira, o problema so € problema se de € do individuo.

Redmente, estudar € um trabaho dificl. Exige disciplina intdectud que ndo se ganha
% ndo praicando. Paulo Frare?’, um dos maiores pensadores da educaco como préica de
liberdade, d& ao trabaho (aio de estudar) a dgnificac@o lldica pois ninguém s diraia a uma
dividade eminentemente s&ria, penosa, £ nd tivesse o minimo de prazer, stifacdo e
predisposcéo paraisso.

Podemos dizer que a educagcdo lidica integra na sua esséncia uma concexéo tedrica
profunda e uma concexdo praica auante e concreta; tem como objetivos a estimulag&o das
relacbes cognitivas, afetivas, verbas pscomotoras, sodas a mediagd soddizadora do
conhecimento e a provoca; 8o para uma recreaGao aiva, critica, cridtiva dos dunos.

Como promotor da gorendizagem e do desewvolvimento, o jogo, na educagdo
matemédtica, passa a ter o carder de maerid de engno. Diante de Stuagdes Iudicas, 0 duno
gorende a edrutura logica da brincadera e, deste modo, gorende também a edrutura
matemética presente.

A posshilidade de explorar concatos colocando-os para 0 duno de forma lddica nos
levou a desenvolver um quebra-cabeca Sues pecas S0 bases geradoras e€/ou transformadas
(triangulares, retangulares ou quadradas) de uma mesma pavimentacdo. Pode-se montar, com
& pegas, tato uma porcdo da pavimentagdo como bases transformades a partir da base

25 MOURA, M. O., A construc¢&o do signo numérico emsituagéo de ensino, Tese de Doutorado, Faculdade de
Educac&o Universitéria de Sao Paulo, S&o Paulo, 1992, p.48.

26 |bid., MOURA, M.O., p.81.
" FREIRE, P., Acdo cultural como prética da liberdade, Paz e Terra, Rio de Janeiro, 1977, p.9.
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geradora Dentre outras coisas, durante o0 jogo os dunos veificam que pavimentagcdes
possuemn diversas bases, trabdham smetria reflexiond, e também contam o nimero de
regides a serem coloridas. Maiores detal hes seréo fornecidos no capitulo 111.

3.3 Astecnologias na Educag&o Matematica

Preocupados com a formag@, no noso caso formagdo matemdtica, devemos estar
sempre buscando méodos dternaivos que contribuam para uma mehoria na quaidade deste
processn. Muitas pesquisas nos mostram que as novas tecnologias fornecem recursos eficazes
paratd mehoria

Ponte’® afirma que “o papd fundamentd da escola passa a sr o de prepaa a
totdidade dos jovens para se insirem de modo critico e interveniente numa sociedade cada
vez mas complexa, em que a cgpacidade de descortinar oportunidedes, a flexibilidade de
raciocinar, a adaptacd a novaes Stuacles, a persgténcia a capacidade de interagir e cooperar
s80 qudidades fundamentas’.

O avango tecnologico tato em <oftware quanto em hardware proporciona aos
profissonais do ensno, como diz Hewiques®®, grande vaiedade de meios e recursos no
sertido de auxilid-los em seus trabahos didéticos, freqlientemente em sdlade aula.

No Brasl, muitass escolas ja edtf0 equipadas com computadores. E de fundamental
importéncia que os professores compreendam que a utilizagd dos recursos tecnoldgicos é
necessia e que nao ird subgtitui-los, e sm auxilia-los

3.3.1 O software Cabri Géometre ||

Em dividades onde condrugOes geomeétricas sG0 necessxrias, sua redizagéo no papd
exige 0 U de régua e compasy, dém de 1§is e borracha O micromundo utilizado neste
trabaho, a saber, software Cabri Géomeétre 11, vem preparado com ferramentas. O nome

28PONTE, J. P, O ensino de Matemética na sociedade da informética, In: Revista Educacéo e Matematica,
RAPM, n°45, 1997, p.1-2.

2YHENRIQUES, A., Ensino Aprendizagem de Geometria Métrica: uma seqiiéncia didatica com o auxilio do
software Cabri Géométre |1, Dissertag&o de Mestrado, |IGCE-UNESP. Rio Claro, 1999, p.48.
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oigna-se da direviatura de Cahier Brouillon Interactif, que dgnifica Caderno de Rascunho
Interativo.

Ese software didaico foi desenvolvido por JeentMaie Laborde e Franck Bdleman
no laboratério do Indituto de Informdica e Maemaica Aplicada da Universdade Joseph
Fourier de Grenoble, Franga, em colaborac& com o Centro Naciond de Pesquisas Cientificas
e Texas Indrumentos. O Cabri Géometre € representado no Brasil desde 1992 pda PROEM,
na PUC-SP.

O software Cabori Géométre Il € um programa que, dém da possivd congrugcéo dos
objetos do universo da Geometria Elementar em uma linguagem muito proxima & do universo
“papd-e-lgpis’, da exploracdo de forma interaiva e da manipulagdo dindmica e rdpida das
figuras, possui outros aspectos importantes permite visudizar lugares geométricos, como
também medir digéncdas, angulos e obsava a evougdo em tempo red durante as
modificagOes das figuras,

Foi escolhido o software Cabri Géométre 1l principdmente porque, dém dos recursos
inerentes a consrigdo de bases subdtituivels para cdeidoscopios, permite criar a imagem de
um objeto refletido em rdagd a uma reta, semi-reta, segmento ou lado de um poligono, com
a feramenta ametria axid. Com eda ferramenta, podemos condruir, de modo mas &jil,
bases transformadas com quantidade muito maior de regides a serem coloridas,

Rexolver problemas em Geomelria € uma aividade composta de duas fases o
raciocinio e a demonstracao®, que sBb sucessivas ou dternadas. O raciocinio manipula fatos
conhecidos (objetos e rdacdes) e ademonstracéo implementa a rede do problema em questéo.

Henriques®® nos explica que nes dividades com o intuito de soludionar um problema
utilizando o Cabri Géométre I, ocorrem sucessivamente os nivels tas como esquemdizados
abaixo. O Cabri Géométre || intervém em dois deles.

Congtrugéo (...de umafigura)
. . Cabri Géometrelll
Explorazéo (...de umafigura)
Conjectura (formulacéo de ...)
@ Verificag@o (...de uma conjectura)
Cabri Géometrelll
@ @Vdidagéo(...deumaconjectura) 1l eomere

Demonstrag&o (...de uma conjectura)

30 \ygaHENRIQUES, A., 1999, p.54.
31 |bid., HENRIQUES, A., 1999, p.54.
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Efetivada a construcdo, a exploracdo da figura acontece, levando a formulagéo de uma

conjectura que se procura verificar e depois validar, e, enfim, demondrar formamente.

Na tabda 1 edt@o as principas caracteridicas pedagogicas do Cabri Géométre 1l em

relagdo a0 universo déssico pape-e-l4pis®.

Universo
Caracterigticas Cabri Géométrell Pape-e-lapis
construgéo defiguras permite...rapidamente permite
redefinicdo de um objeto permite...rgpidamente néo é possive
deformacdo de umafigura permite néo é possive
visudizag&o de lugar geométrico permite néo exige (ou limitada)
movimentagdo dafigura permite...rapidamente impossivel
vaidacdo de propriedades exise néo exige (ou limitada)
leitura de &eas de figuras permite (e limitada) anddgica

tabelal

3.3.2 Asferramentas do Cabri Géometre | |

Na pate superior da tda, encontrase a bara de menus que contém as seguintes

opcOes, devidamente expodas com seus comandos:

JL
ar

AL
ar

AL
ar

Arquivo: com os comandos Novo, Abrir, Salvar, Salvar como, Recuperar,
Mostrar pagina, Formato da impressdo, Imprimir, Sair.

Editar: com os comandos Desfazer, Recortar, Copiar, Colar, Apagar,
Sdlecionar tudo, Rever construcéo, Redesenhar.

Opcdes: com os comandos Ocultar/Mostrar — atributos,  Preferéncias
Configuracoes.

Ajuda com os comandos Ajuda, Acerca do Cabri 1.

32 |bid., HENRIQUES, A., 1999, p.55.
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A figura 1 mostra os 11 icones da bara de ferramentas do software Cabri Géometre |1,

com seus respecti VOS NOMES.

figural

Cada um desses icones aciona um subrmenu, onde = pode escolher a ferramenta

desgjada

Ponteiros:
- Ponteiro
- Giro
- Rodar e Dilatar
- Dilatar/Reduzir

Retas:
- Reta
- Segmento
- Sami-reta
- Vetor
- Tridngulo
- Pdligono

- Poligono regular

Pontos: Curvas:
- Ponto - Circunferéncia
- Ponto sobre objetos - Arco
- Ponto deintersegéo - Conica
Construcoes: Trangormagoes:
- Reta perpendicular - Smetria axid
- Retapardda - Smdria
- Ponto médio - Trandagcéo
- Mediatriz - Rotacdo
- Bisstriz - Homotetia
- Somade vetores - Inverséo
- Compasso
- Tranferéncia de medidas
- Lugar geométrico
- Redefinir objeto



M acr os:
- Objdosinidas
- Objetosfinas

- Definir macro

Opcoes:
- Nomear
- Comentérios
- Edicdo numérica
- Marcar angulo
- Bloquear/deshloquear
- Trago de um objeto
- Animacéo
- Animacg&o multipla

Propriedades:

- Alinhado

- Parddo

- Perpendicular
- Equidistante
- Pertence

Aspectos do desenho:
- Ocultar/Mostrar
- Colorir
- Preencher
- Espessura de traco
- Portilhar
- Modificar aparéncia
- Sdemade axos
- Novoseixos
- Grade

Medidas:

- Digénciae Comprimento
- Area
- Dedlive
- Medida de &ngulo
- Coordenada e Equacéo
- Cdculadora
- Tabda
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1 Introducao

Em noso edudo, visamos uma dividade interdtiva, redizada paddamente em dois
amnbientes laboratdrio de endno e laboradrio de informdica, tendo, respectivamente, os
cdedoscopios e o computador, especificamente o software Cabri Géométre 1l, como recursos
meateriais educacionais mais importantes.

Um dos temas idesis paa s edudado via
cdedosoopios, dentro do  ensno-gorendizagem de  Geometria,
tem Sdo pavimentagéo do plano por poligonos regulares.

Para que 0 esdudo < redize, € fundamentd a congtrugcéo
de padrdes, o0s quas denominamos “bases subdituives’,
conforme figura 2. Nessas bases, segmentos sfo  congruidos fiura2
adequadamente para que suas reflexdes, quando colocadas sob o cdeidoscdpio, gerem oS
poligonos que formaréo a pavimentagéo desgjada.

As bases subdituivels que ndo contém propriamente nenhuma outra sGo chamadas
bases geradoras, quando uma base provém de uma geradora, recebe o nome de base
transformada.

Para a construcdo dessas bases sG0 hecessrios conhecimentos sobre agumas figuras
geoméricas e de dguns concetos geoméricos, como por exemplo, ponto médio, hissriz,
perpendicular, etc. Porém, a condrucdo de dguns desses padrOes araves de régua e compasso
pode tornar-se uma tarefa extenuante e com resultados sujeitos as imprecisdes. |0 nos leva a
buscar novas tecnologias capazes de oferecer recursos que nos auxiliem na importante tarefa
de enginar/aprender.

Dessa manera, promovemos o reforco de dguns conceitos geoméricos (pois na
condruigcdo gréfica das bases recorrese as construgcBes geométricas) e a  integracdo
mutidsdplinar com Ciéndas, Desenho Geomérico, Educac@d Artigica, Informética,
Algebrae Aritmética

Nesse capitulo, estudaremos as Smetrias, as reflexdes em espahos e também os tipos
de cdeidoscOpios com suas respectivas condrugdes. Apresentaremos quais as pavimentagdes
podem ser visudizadas em cdedoscdpios, faremos um estudo detdhado para a obtegdo de
bases geradoras e trandformadas, incluindo a condrigdo e judificativa de dgumes deas e
modraremos anda que, para dgumas pavimentegdes, € possive encontrar a lel de formacédo
do nimero de regides a serem coloridas nas bases transformadas.
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2 Smetrias
2.1 Smetria reflexional

Sgam dados uma reta r quaquer e um ponto P ndo
pertencente a r. Seoponto P étd que PP~ re PM = MP
(M=rC PP), entdo P’ édito smérico de P em rdacéo a reta
r. Essa smetria é chamada reflexional ou reflexdo e a reta r
recebe 0 nome de eixo de simetria reflexional.

Observe que £ um ponto Q pertence a reta, entéo

coincide com seu smérico Q' (figura 3).
figura3

Dado agora um ssgmento AB, s5am A e B os smétricos de A e B, repectivamente, em
relacdo aum eixo r. Entéo, como vimaos adima, temos:
- AM=MA (M=rC AA)
- AMN = AMN =9
- BN=NB (N=rC BB')
- BNM =B'NM =90

figurad

Assim, por lado-angulo-lado, os trigdngulos DAMN e DA'MN sfo congruentes, dando-
nos NA=NA e ANM = ANM . Como BNM =BNA+ANM e B'NM =B'NA+ANM ,
Ssegue que BNA=B'NA'. Portanto, por lado-angulo-ado, os tridngulos DBNA e DB'NA sfo
congruentes, donde tiramosque AB = A'B' (figura 4).

Com s, temos que a sSmetria refledond conserva as digéncias e também os angulos.
Por iss0, dizemos que areflexdo € umaisometria

O segmento A'B’ € dito segmento Simétrico de AB em relacdo a reta r. Se todos os
pontos de uma figura tém seu smérico em rdacdo a uma reta r, entéo a figura formeda pelos

simétricos é denominada figura simétrica daorigind emrdacéo aretar.
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A dmetria reflexiond ndo presarva os sentidos. Obsarve na
figura 5 que ao fixamos a letura dos vértices do tridngulo, por
exemplo, na ordem dfdbética, temos A B e C no sentido horério,
mas no tridngulo smétrico a letura dos vétices A, B e C tem
sentido anti-horé&rio.
Se numa figura quaquer for possive tra&car um exo de figura’

ametria reflexiond, dizemos que a figura dada possui estrutura <— dixode
simetria
reflexional

simétrica reflexional (figura 6). Toda figura com essa propriedade,

guando dedocada no plano, coincide com sua smérica ‘.

Nos casos em gue ndo é possive determinar td eixo, dizemos
que a figura apresenta estrutura assmétrica (figura 7). Por essa fiqura6
razédo, dado que a reflexdo inverte os sentidos € impossive fazer

uma figura que nd posui exo de dImeria reflexiond coincidir s

com sua dmérica em relacdo a uma reta r sem retirdla do plano.
Dizemos que a figura e a sua smétrica possuem isometrias opostas, n n

ou ainda.que 30 inver samente congruentes ou enantiomorfas .

figura7

2.2 Simetria rotacional

Sgam dados um ponto fixo O, umponto P O eum
angulo x qualquer, desde que 0 < x < 36(°.
SeP étd que OP=OP' e POP'= X, dizemos que
P é américo de P por simetria rotacional de anhgulo x a
redor de O (figura 8). figura8
O ponto O é chamado de centro de rotacdo ou rotocentro e x de angulo de rotagdo ou

giro.

" Do grego: enantios=“ contrario”; morfe= “forma’.



Dado agora um segmento AB quaquer, sgan A e B' 0s américos de A e B
respectivamente, por rotacéo de &hgulo x ao redor de um ponto O.
Com is temos que
- OA=OA
- OB=OB
- x=A0A'=BOB'

figura9

Mas sshemos que AOA= AOB+B'OA' e BOB'= BOA+ AOB'. Assim, AOB= AOB'.

Logo, pedo caxo lado-éngulo-lado, os trigngulos DAOB e DA'OB' sfo congruentes.

Portanto, temosque AB = A'B' (figura9).
Desse modo, averiguamos s a Smeria rotacional uma isometria que, diferentemente

dasmetriareflexiond, preserva a orientag@o (figura 10).

figura10

2.3 Smetria trandacional

Sgam dados uma reta r (diregdn), um ssgmento AB
de comprimento a e um ponto P qualquer do plano.

SeP étd que PP // re PP'=AB, dizenosque P’ é
simétrico de P par simetria trandlacional na direcéo r e
modulo a e a reta r é chamada reta de trandacéo (figura
11).

figurall
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Dado um ssgmento PQ qudquer, sendo PP e Q' os
dmédricos de P e Q, reypectivamente, por Smetria
trandaciond na dire;do de r e no modulo a, temos que PP //
r, QQ/ r e a=PP'=QQ. Com iso, PP'Q=QQP'
(dternos internos).  Logo, pelo caxo lado-angulo-lado, os

tridnguios DPPQ e DQQP s congruentes, dando-nos figura12

PQ=P'Q' (figura12).
Portanto, a dmetria trandaciond € uma isometria Da mesma manera que a rotacéo, a

trandagdo consarva os sentidos (figura 13).

figura13

3 Caleidoscopios

A primara publicagé¥ sobre cdeidoscdpios € devida a Kircher, datada de 1646, mas
Ua denominacéo, dada por Sir David Brewse, 0 fo utilizada em 1819 em su livio “A
Tedrise on the Kdedoscope’, pdavra que s origina eimologicamente da juncdo das trés
paavras gregas Kd os=Bdlo, Eidos=Formas, Skopen=Ve, id0 €, ver coisas belas.

Inicidmente, tanto no Brasl como em outros paises, 0s cdedoscopios surgiram em
obras de Fisca ou Ciéncias. Mas foi na década de 50-60 que gpareceram como materid
diddico, num livro de M.JS. Ormadtroni, de goenas 12 pé&ginas, com o titulo “Brincando com
Espehos’. Nas décadas de 70, 80 e 90, temos obras como as de Jacobs (1974), O Deffer &
Clemens (1977), Bdl & Coxeae (1987), Babosa (1993) e Murai (1999), que envolvem o
caeidosoopio em atividades educacionals de Matemética.



Um cdedosoopio nada mas € que um conjunto de dois ou mas espehos planos
perpendiculares a um mesmo plano que, quando dgum objeto é colocado entre os espehos,
mUltiplas imagens se formam.

Ao utilizaamos dois expdhos interessantes e beas figuras SGo obtidas por  reflexdes
Usando trés ou quaro espehos, obtemos sempre novas reflexdes, que se estendem por todo o
plano. Muitas vezes, as imagens sucessivas acabam e locdizando aréds do expelho, ndo mas
produzindo nova imagem. A vaiagd do angulo formado entre os espehos é que determina a
quantidade e a perfeicéo dasimagens (vgaitem 3.3.2).

A fim de que a repeticdo de imagens sga pefeta O exigem trés tipos de
cdedosoopios com  bases triangulares.  eqlill&ero, i0scdes reténgulo e escdeno  reténgulo
(vgaitem 3.4).

No comécio existe o caleidoscopio popular do tipo eqlilaero, com tampas para as
bases. Numa delas ha um orificio para obsarvagcéo e na outra, que é provida de movimento
rotatorio, ha pequencs fragmentos coloridos que produzem beas imagens nas reflexBes nos
espehos, e que so imprevisivels (figura 14).

figural4

Nos caleidoscopios educacionais individuais dos tipos triangulares (figura 15), uma de
Uas bases também possui um orificio para observac@o e a outra € aberta para a colocag@o de
desenhos (bases subdituiveis) que, diferentemente do cdeidosoopio popular, produzirdo nos
espelhos, aravés das reflexdes, um visud previsivel.

figura15
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Murari®® propde uma fusio do cdedosodpio de dois espdhos com o de trés,
posshilitando uma boa visudizagd% por pate dos dunos Ese recebeu 0 nome de
cale doscopio modificado (figura 16).

figura 16

Seguem abaxo as condrugdes dos cdedoscdpios individuais (triangulares) e do
modificado, segundo Murari>?.

Caleidoscopiosindividuais (triangular es)

Material: 9 laminas de espelhos retangul ares com as seguintes meddas
5 léminas de 30 cm por 6 cm
1 l&minade 30 cm por 848 cm
1laminade 30 cm por 8 cm
1 l&minade 30 cm por 4 cm
1 1&minade 30 cm por 6,92 cm

Montar os trés cdedoscopios fixando as lamines com fita gomada, durex ou
eparadrapo, com as faces espelhadas voltadas para o interior. Deixe entre as |aminas um
€e30aco Um pouco maor que o correpondente a egpessura dos espehos, para £ gudarem
mehor e possihilitarem aformagéo dos angulos.

Os eypdhos deverdo formar angulos de (60P60°60°), (30P60°P90°7) e (45°45°90°)
gerando, respectivamente, os cdedoscopios  eqlildero, isoscdes  retéhgulo e escdeno
retangulo.

% MURARI, C., Um caleidoscopio educacional modificado para trabalho em grupo, Revista de Educag&o
Matemética, SBEM, Ano 3, n°2, 1995, p.13.

3 MURARI, C., Ensino-aprendizagem de geometria nas 72 e 82, séries, via caleidoscopio, Tese de Doutorado,
IGCEUNESP, Rio Claro, 1999, p.103-104.
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Em seguida, envolva-os com papd adesvo, tipo Contact, servindo para evitar que
luminosidade entre pelos véos laterais.

Congrua trés bases superiores com papd catdo ou catoling, contendo um pegueno
orificio. As basesinferiores ficaréo provisoriamente abertas para a subgtituicéo de padrdes.

Caledoscopio modificado

Material: 3 espelhos planos retangulares com as seguintes medidas.
2 laminas de 25 cm por 22 cm
1 laminade 35 cm por 15 cm

Cortar dois pedacos de pgpd@: um medindo 35 cm por 15 cm e 0 outro deve conter a
medida de goroximadamente 51 cm por 22 cm, pois ird revedir os outros dois egpehos na
formade um livro.

Fixar com cda os epehos nos respectivos papddes (os dois espehos iguas deverdo
sr colados nes extremidedes do papddo, deixando uma digéncia entre des a fim de
possibilitar sua articulag@o para obtercdo de angulos).

O cdedosoopio modificedo pode s utilizado no formao eglildero, isdscdes ou
esca eno, dependendo da abertura dos angulos.

Devido a0 seu tamanho, esee cdedosoopio pode ser utilizado por um grupo de dunos,
Smultaneamente. Seus obsarvadores podem variar 0 Seu poscionamento para visudizagédo e a
confeccdo das bases aubdituivels fica também fadilitada podendo s detdhada, indusive, no
caso de coloragbes miltiplas™.

Utilizando dois expedhos (35 cm por 15 cm) e dois
aticulados (25 cm por 22 cm) da construgéo acima, podemos
congruir o caeidoscOpio com quatro egpdhos tanto do tipo
retangular como do quadrado (figura 17).

Como nossa pequisa ewolve visudizagdo em
cdedosoopios, na squéncia faemos um  estudo  sobre

espelhos e reflexdes.
figural7

% MURARI, C., Um caleidoscopio educacional modificado para trabalho em grupo, Revista de Educag&o
Matematica, SBEM, 1995, p.14.
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3.1 Espdhos

Os expdhos 0 produzidos por supeficies metdicas polidas Nos espdhos comuns €
a camada medica (prata ou aduminio, por exemplo) que funciona como expedho, sendo em
ged 0 vidro apenas um suporte e protetor (Murari, 1999, p.88). Conforme a natureza da
supeficie refletora, os espehos podem ser dassficados em: planos edféricos parabdlicos,
diticos, clindricos, etc.

As aividades daboradas em nossa pesguisa utilizam 1, 2, 3 ou 4 espdhos planos. Em
viga digo, na segiéncia trataremos de reflexfes, modrando quando um caeidoscopio fornece
repeticéo perfeta de imagens e também a gumas sugestes de trabaho com espelhos planos.

3.2 Um espelho

E por nés conhecido que o fendmeno reflexdo obedece a duas lds fundamentais da
Otica Geométrica, denominadas leis da reflexdo, a saber:

1° O rao incddete (Pl), a reta normd no
ponto de incisso (NI) e o rao refletido (P'l)
pertencem a0 mesmo plano (denominado plano
de incidéncia)

20, O angulo de reflexéo (r) é igud ap angulo
deincidéncia (i). figura18

Um ponto objeto P em frente a um espelho plano, sedo

vido por um obsavador O, aravés do espeho, parece a0

observador estar em P, arés do espdho (ua imagem virtud).

Esa impressito é causada pelo fao de O receber o0 rao

luminoso refletido e que, vindo de P, indde no eypdho e

segundo as duas lels dadas, reflete-se aingindo O (Barbosa,

1993, p.38). figural9
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Da primera le, temos que os pontos P, I, O e P et8 num mesmo plano. Em razéo da
segunda, resulta que P° é o Ssmétrico de P em rdac&o a reta de intersec@ desse plano com 0
espeho.

Dessa manera, dada quaquer figura num plano, obtemos a sua Smérica em rdacé a
umaretar colocando um epelho plano perpendicularmente ao plano obrearear.

figura20
Quando utilizamos um expdho, promovemos, de mandara informd, StuagcOes de
gorendizagem interessantes, onde os dunos edabdecem suas idéas explorando todas as
possibilidades de colocag&o do espeho.
Por exemplo, podemos explorar Smetria reflexiond de pontos e de figuras, utilizando
uma dividade como a descrita nafigura 21:

Desenhe as figuras smétrices em rdagd a reta, utilizando primeramente o espelho
paavisudizé-las

figura2l
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Outros asauntos como exo de Smetria, edrutura Smétrica reflexiond, congruéncia e
orientac&o, também podem ser trabd hados servindo-se de um espelho.

3.3 Doaisespehos

Quando empregamos dois espelhos, temos duas Situag des de gprendizagem:
dois egpehos planos verticais e parddos,
dois espelhos plancs articulados para formagéo de angulos.

Vegamos cada um deles.

3.3.1 Dois espehos planos verticais e paralelos

Quando um objeto qudquer é colocado
entre dois espehos planos paddos (E e F),
temos um ndmero infinito de imagens nos dois

espelhos (figura 22).
Além da reflexdo, podemos abordar
concetos de orientacdo e trandacd em
atividades que utilizamdois espelhos pardeos. figura22

3.3.2 Dais espelhos planos articulados para formagao de angulos

Sendo E e F dois epdhos planos aticulados formando um
angulo z quaquer e P um ponto objeto entre os espelhos, temos que
a reflexdo dese ponto em E € P, PP é pependicuar a E e

PM = MP', onde M é a intersegéo de PP’ com E. Andogamente, em
relac3o ao espalhos F, obtemos Pt que PN = NP" (figura 23).

figura23
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Sga O o poto de interse;ao entre os espelhos E
e F. Pdo caso de congruéncia lado-angulo-lado, temaos
gque DOMP =DOMP e DONP=DONP’. Asim, 0s
ssgmentos OP, OP e OP” s congruentes. Logo, os
pontos P, P’e P’ petencem a uma circunferéncia cujo
centro € O e o rao, OP (figura 24). Essa circunferéncia
determina os pontos A e B nos expdhos E e F,
respectivamente. figura 24
Por causa das reflexdes nos espelhos, os pontos imagens de P sfo didribuidos na
circunferéncia marcando-se dternadamente 2X e 2y num
sentido e 2y e 2X no outro, sendo X o angulo POAe §
oangulo POB, taisque X+ =2 (figura 25).
Segue que cada vez Qque macamos
2X 42y =2 X+Y)=22 , obtemos duas imagens.
Havera ocas@ em que as imagens s tonam
improdutivas, pois se locdizam aras dos espdhos, néo
produzindo mas novas imegens ou Sga hdo s pode figura2s
mas continuar marcando 2X e 2y, exceto se 22 € divisor de 2p radianos ou, em graus,
divisor de 360° .

Portanto, para se obter repeticdo perfeta de imagens € preciso que ;ﬁ =al IN, ido
z

A

€ gue o dobro do angulo entre os espelhos divida 360°.
O nimero de imagens que s obtém quando um objeto é colocado entre dois espeahos,

segundo Barbosa®®, é dado pdaformula

b @0R)

Z

onde R é o resto da divisdo de 360° por 2Z, e
(R=0b n'=- 1:
< 0<RE2XxP n'=0;
2X<RE2yP nN'=1 ou

29<RE£22Pb n'=2.
N~

figura 26

3 BARBOSA, RM, Descobrindo padr&es em mosaicos, S&o Paulo, Atual, 1993, p.42.



Vegamos um exemplo.

(0]

Para 0 caso em que z = AP (figura 27), temos que R=0, ja que i:gc =2. Com is,

360°

%C

temosque N’ =-1, resultando n = -1=4-1=3.

figura27

Através do cdedoscdpio com dois epdhos podemos goresentar nocles de
polivértices e de poligonos

Polivértices

Quando um ponto objeto € colocado entre dois egpehos obtemos um  polivétice
(vértices que ligados fornecem poligonos).

Por exemplo, no caso de o ahgulo ser de 90°, como vimos na figura 27, temos um totd
de 4 vétices Se 0 ponto ndo pertence a bissetriz do angulo, entéo gera um quadrivértice
retangular (figura 28); caso pertenga, geraum quadriveértice regular (figura 29).

figura28 figura29



Poligonos

Se um objeo (régua, fita de papd ou canudinho) for colocado entre dois espelhos de
manera que o objeto e 0s espahos formem um tridngulo isdscdles, obsarvamos que poligonos
regulares podem s obtidos nas reflexdes, os quais possuirdo maior nimero de lados quanto

meror for o angulo (figura 30).

120 0

figura 30

A tabda 2, a seguir, fornece dgumas figuras geoméricas que podem ser obtides em

funcéo da variagéo do angulo.

angulos | i=imagens possibilidades de congtruz&o
18 2 linhas parddas, circulos
1 3 tridngulos, circulos
oar 4 quadrados, pardelogramas, linhas parddas, circulos
720 5 pentégonoas, circulos
60° 6 hexégonos, tridngulos, circulos

51°37 7 heptagonos, circulos
45° 8 octogones, quadrados, circulos
40° 9 eneégones, circulos
36 10 dodecagonos, pentagonos, circulos

tabela 2

Fonte: Alspaugh, C.A., Kadedoscope Geometry,
Arithmetic Teacher 17, (1976), p.117.
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3.4 Trésespehos

Quando utilizamos trés egpehos as imagens obtidas nas reflexdes seréo  pefeitas
somente se for satisfeita a mesma condicdo nodrada no item 3.3.2, id0 € o dobro de cada um

~

dos trés angulos deve ser divisor de 360° Portanto, sendo 4, b e € os dngulos entre os

epehos, devemoster:
360°  180° 360° 180° _ b 360° 180° _

d ’

~
A

~ ~ a‘ 1 1 ~
2a a 2b b 2C C
ondea,b,dl IN.

Como 4+ b +¢& = 180°, temos entZo:

(o] o (o]
180°  180° 180° .. o 1+%+d1=1

a b d a

Supondo que a £ b £de a 3 2 para que exida tridngulo, e subgtituindo b e d por a,

temos:

§310 a £3b a =2oua =3.
a

v’ Sea =2, ao aubstituirmosd por b, obtemos:

%+b3310 b+432x U b£4

Mas b 3 a =2, porém, ndo pode s igud a 2, pois teriamos dois angulos retos no
tridhgulo. Logob =3 oub=4.
Entéo,

a=2eb=3pb £+1+1:1D d=6
2 3 d

e
a=2eb=4p 1+l+1:1p d=4
2 4 d
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v' Sea =3, temos

%J%slo b+63 3% U 2xb £60 b £3

Masa £ b, entiob=3.Logo d =3.
Temos, portanto, as trés ternas possivels
(333),(244) ,(236),

gue correspondem as trés seguintes formes triangulares para cdeidosoopios,  fornecendo
imagens coincidentes sam repeti¢éo:

(60°,60°,60°) , (90°45°45°) , (90°,60°.30°).

figura 31l

3.5 Quatro espelhos

Novamente usando o faio de que para se obter repeticdo perfeta de imagens devemos

~

ter 0 dobro de cada angulo dividindo 360° e ainda que a soma dos angulos internos 4, b, € e
d deum poligono quadrangular éigudl a360°, obtemos

180° 180° 180° 180°
+ + + =
a b d |

360°.



Segue que

Supondoquea £b £d £1 esubstituindo,temosa£3 2b af2

Mas a néo pode ser 1. Portanto a = 2.

Fazendo a =2, esubdituindo d el por b, conseguimos

%+§3 20 b+63 4% P 6330 b b £2

Comob3 a=2temosh=2

Agora, sfizaemosa =b =2 etrocarmos| por d, teremos.

1+d33 20 =310 d £2.

QN

Tanbém2=a =b£dbP d=2 oquenosdal =2

Portanto, 4=b=&=d =90°, formando um caleidoscopio quadrangular ou retangular
(figura 32).

figura32

Andogamente, paran espelhostemos

lYai+lar+..+lap=n-2



O edudo dessa equacd nos conduz a desiguddade Wai 3 n — 2 e como aj 3 2
(i=1,2,...n), resulta:
n32n-4 b 43h—-n P nf£4

Ou sga, 0 nimeo maximo de espehos para se formar um caeidoscdpio, sem que as
imagens se remontem, €4.

Os cdedoscopios podem s paticulamente  utilizados como  ingrumentos
fadlitadores no esudo de pavimentagcdes do plano. Por esse motivo, 0s itens a seguir tratam
de pavimentag 6es e de obteng des de bases para possive visudizagéo em cadeidoscopios.

4 Pavimentag0es do plano

Um conjunto de poligonos € uma pavimentagéo do plano 2, e omente 2 cobrir o
plano sam lacunas ou cruzamento. Os vertices dos poligonos sfo chamados de nés da
pavimentacdo. Os segmentos de retas que tém por extremos dois nGs consecutivos de um
mesmo lado do poligono so chamados de aretas.

Uma pavimentagéo € ladolado sg, e somente se, toda aresta € lado comum a dois
poligonos Id0 ggnifica que, quando pavimentamos, um novo poligoho sxd  acrescentado
somente se os lados em contato forem respectivamente congruentes (figura 33).

Uma pavimentagdo é chamada de Arquimediana quando todos os ndés possuem o

mesmo nimero de arestas concorrentes (figura 34).

) figura34
figura33

Quando a pavimentagcdo for lado-lado, Arquimediana, e todos os poligonos possuirem o
mesmo nUmero de lados, entdo ela sera chamada de Platdnica (figura 35).



Se a pavimentag@o for ladolado, Arquimediang, e anda os poligonos a redor de um no

forem sempre 0s mesmos e na mesma digposicéo, entéo achamamos de Uniforme (figura 36).

figura35
fioura36

Em nossa pexuisa, utilizanos pavimentagdes do plano por poligonos regulares Na
seqliéncia veremaos como e quals S0 estas pavimenta; Oes.

4.1 Pavimentacdo do plano com poligonos regulares

Sendo kK 0 ndmero de poligonos regulares a serem  dispostos
a0 redor de um no, sdbemos que k 3 3, porque ndo faz sentido
colocar 1 ou 2 poligonos Sabemos também que o angulo centrd de

(o]

um poligono regula de n lados é )“(:360
n

. Com iso, 0 éngulo

intermo | sera dado por f=m.
figura37
Como n 3 3, ja que ndo h& poligonos de 1 ou 2 lados temos que o menor angulo
interno de um poligono regular é 60° (tridngulo eqlildero). Assm, 6 € o maor vador dado a k
(6 tridngulos eqliléteros a0 redor de um ponto). Portanto, o intervalo de restricéo do inteiro k

€3 £k £ 6. Veifiquemos caso acaso.

canl k=3
Sgam a, b e ¢ 0s nimeros de lados dos trés poligonos regulares, respectivamente.
Logo, asoma dos angulos internos ao redor de um ponto nos leva a equago:

(a- 2):180° (b- 2):180° (c- 2):180°
a b C

=3P



Suponhamos quea £ b £ ¢. Ao subgtituirmosb e ¢ por aem (1), temos:
3,1~

—3—-U af£b6
a 2

O que nos leva a condusio de que 3 £ a £ 6, pois 0 menor vador e verifica para

tridngulo eqilétero.

(2-2)
= (.

+

A equacéo (1) também nos diz que

T
olr

Se subdituirmos ¢ por b, obteremos. b £ % .

Edtudando cada subcaso, temos 0 seguinte resultado para a quantidede de lados dos
poligonos regulares, que podem, em conjunto, ser digpostos ao redor de um ponto.

a b C
3 7 L
3 8 24
3 9 18
3 10 15
3 12 12
4 5 y.0)
4 6 12
4 8 8
5 5 10
6 6 6
tabela3

37



‘r\.:
~
1
5D

Com pensamento andogo, temos que a = 3 ea = 4, nos fornecendo os vaores.

a b C d
3 3 4 | 120
3 3 6 6
3 4 4 6
4 4 4 4
tabela4
can3 k=5
Para este caso encontramos a tabdla 4:
a b c d e
3 3 3 3 6
3 3 3 4 4

tabelas

L
=~
I
o

Nesta Stuacdo, temos como regpodta a posshilidade de dispor 6 tridngulos eqiiléteros
rodeando um ponto.

A figura 38 modra todos os possivels aranjos a redor de um ponto, estudados nes
tabelas anteriores. Note que cada combinagc&o recebe uma notacéo, chamada de configuracao,
gue indica quas poligonos et@ gudados a0 redor de um ponto e que agparecerdo
rigorosamente na mesma ordem em toda a pavimentagdo. Os nimeros da notagcdo, separados
por virgulas, correpondem sempre a0 nimero de lados dos poligonos utlizados na
combinagdo. Por exemplo, na configuracd® (4,6,12) temos gudados um quadrado, um
hexégono regular e um dodecégono regular.

" Permutando-se 0s poligonos, cada um destes casos pode ser arranjado de duas maneiras diferentes:(3,3,4,12) ou
(34,312); (3,6,3,6) ou (3,3,6,6); (34,6,4) ou (3,4,4,6); (3,3,3/4,4) ou (3,34,34).
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fiqura 38

Utilizando esses 21 conjuntos, € possivel pavimentar o plano de v&ias mandras.

Chamaremos de 1-uniforme as pavimentagOes cujos veértices sBo rodeados pdo mesmo
conjunto de poligonos (NGO necessariamente idénticos). PavimentagBes onde ha combinacdo
de dois diferentes conjuntos de poligonos o chamadas de 2-uniforme. Combinando k
didintos conjuntos de poligonos, teremos uma pavimentagc& nomesda k-uniforme  (onde
8>ki IN)¥,

Alguns desses conjuntos acima ndo podem s estendidos de mangra a formar uma
pavimentacdo  1-unifome Sio das (3742), (3824), (3918), (31015), (4520), (55.10),
(34/46), (334,12), (34,312) e(336,6). A verificago é bem smples.

As quaro primeras configurag@es possuem um trigngulo eqlildero e outros dois
poligonos, didintos entre 9; portanto, sendo 0s dois nUmeros de lados dos poligonos, b e ¢,
diferentes, teremos a Situacdo da figura 39, que é absurda

37 GRUNBAUM, B., SHEPHARD, G.C., Tillings by Regular Polygons, Mathematics Magazine, 1977, vol.50, n°
5, p.236.
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figura39

As oconfigurages (4,520) e (5510) provocan as digoscdes das figuras 40 e 41,
respectivamente. Estas duas sfo diminadas, porque 72° e 36° ndo SAo, respectivamente, 0s
angul os internos dos poligonos correspondentes.

figura40 figura4l

As configuragfes (344,6), (334,12, (34312 e (3366) ndo pavimentam o plao

sem s« combinrem com outras, formando assm pavimentagbes 2-uniforme. No primero

can, € necessxio que s gude a configuragdo (34,64), conforme figura 42. Para a
configuracd®o (334,12) deve-se associar a configuracéo (3,3,3,333), como modra
43.

a figura

figura42 figura43



A configuracdo (34,312) precisa s unir a (312,12) para que possa pavimentar o
plano (figura 44). E por fim, (336,6) pode-s unir tanto com a configursagéo (3,3,3,3,3,3)
como com a(3,6,3,6), conforme figuras 45 e 46, repectivamente.

) figura46
figura4s

figura44

Assm, exigem gpenas 11 conjuntos de poligonos que pavimentam o plano de maneira
1-uniforme. Vgamas as por ¢Oes destas pavimentag des (figura 47).

(333333 4444 (666) (34,64

(31212 4898) (4612 (36,36)

(33434 (33344 (33336
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figura47

Temos regisrado em Grunbaum and Shephard™® que B0 20 as possibilidades de

combinar dois diferentes conjuntos de poligonos para formar uma pavimentac2o, que no caso

€ chamada de 2-uniforme. Ja foram encontradas 61 pavimentagdes 3-uniforme e para k 3 4

anda ndo so conhedides todas as pavimentagdes k-uniforme possiveis Nosso edudo s

restringe & pavimentagdes 1 e 2 uniforme. Na figura 48 et@0 as pavimentagdes de

configuracéo 2-uniforme:

@;3"6p

(33!42;44)1

(3%4%,34,64)

(F:32412)

3%3 )

(33,42;44)2

(3.4,6,4;3,4°.6)

(34,3,12;312%)

334,

(3,6%,3,6,3,6)

(3532434

(34,64,4612)

figura48

33269 (3",6:3,6°)
(363634°6);  (3636:34°6),
(3423434, (34,643,434
(3%,4%:3 434); 33 o1

3 GRUMBAUM, B., SHEPHARD, G. C,, Tillings and patterns: an introduction, Freeman, N. Y ., 1989.
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O expoete no nimeo de lados dos poligonos das configuragBes representa quantas
vezes consecuivas 0s poligonos gparecerdo ao redor de cada vértice ou nd. A repeticdo de
dgumaes configuragOes, representadas por (1) € (), e judifica porque as pavimentagdes
ocorrem em duas formas enantiomorfas.

5 Basesecoloragtes

Condderamos  como  cdedoscopio quaquer  conjunto de  espdhos planos
perpendiculares a um mesmo plano, desde que posshilite a obtencdo perfeita de imagens. Os
cdedosoopios utilizados em estudos de pavimentacGes do plano sfo agqueles formados por 3 e
4 epelhos.

No interior destes cdedoscopios sdo colocados padrdes (que denominamos bases
subgtituiveis) condruidos  greficamente com  segmentos  adequados, de modo que  Suas
reflexdes nos espe hos fornegam a pavimentagéo pretendida

As bases aubdituiveis podem sy extradas de uma determinada porcéo  da
pavimentagdo, condderando as linhas de Smetria dos poligonos que a formam. Relacionando-
as, obtém-se as bases geradoras e as bases transformadas.

Segundo Murari®®, s3o trés os métodos de obteng&o de bases:

Méodo I:

Sabendo de antemdo qua o visud a ser gerado por segmentos em relagcéo aos angulos
dos espehos, podemos condruir a base subdituivel com 0s segmentos goropriados para que
nes dmetrias reflexionas possamos obter, dravés das regifes ddimitadas por edes
segmentos, os poligonos regulares desgados.

Quando nos utlizamos dete méodo, NosO objetivo € 0 deservolvimento da
percepcdo eypacid por pate dos dunos com exploracéd de Smelriass e construgdes
geométricas adequadas na determinagdo das bases.

39 MURARI, C., Ensino Aprendizagem de Geometria nas 72 e 82 séries, via cal eidoscopio, Tese de Doutorado,
IGCEUNESP, Rio Claro, 1999, p.129-132.
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Método I1:

Trabdhando, por exemplo, com trés régues ou trés esquadros para formacdo de
tridhgulos sobre 0 desenho de uma pavimentacdo, podemos “visudizar” (descobrir) as bases
ubdituiveis que geram eda pavimentagdo, pois réplicas triangulares da figura serdo
reproduzidas por todo o plano, contendo 0s mesmos segmentos da base encontrada

Para utilizacd deste méodo, as régues que formardo os tridngulos devem ser
podcionadas a patir do centro dos poligonos da pavimentacdo em estudo; isto € os vértices
do trigngulo formab pelas réguas corresponderdo a0 centro de trés poligonos, ocorrendo isto
na maoria das vezes mas nd sendo uma regra gerd (obsavar que, para dgumes
pavimentag Ges, serdo utilizadas quatro réguas).

Método I11:
Kinggon®® chama a atencd para 0 fato de que exisem pavimentaces que apresentam
ametrias reflexionals em rdacdo as mediatrizes dos lados dos poligonos
Por este fato Murai® propde um novo meio de obtengdo de bases para encontrélas
devemos treca as linhas de dmeria da pavimentagd® que sfo linhes de dmeria dos
poligonos regulares. Ede méodo tem o nome de “dgoritmo” e é 0 que mas usamos em NosO
estudo.

Vegamos um exemplo.

O dgaitmo da figura 49 foi feto na
pavimentag&o de configuracéo (3,4,6,4).

Os tracos vemdhos so as linhes de
smetriareflexiond.

Obsarvem que exigem dois outros
tragados um azul e outro verde Eles
correspondem & duas bases geradoras e
SuUas respectivas  transformadas,  conforme

figura49

40 KINGSTON, M., Mosaics by Reflexions, Mathematics Teacher, 50, 1957, p.280-286.
“! |bid, MURARI, C., 1999, p.131.



figuras abaixo.

bases geradoras

1 2

figura50 figura51

bases transformadas

figura 52 figura’53

Como s pode ver, as bases trandormadas sBo compostas por réplicas da base
geradora A primeira base transformada possui 4 bases geradoras, a segunda, 9; a terceira 16.
Obsarve que, a cada “passo’, sdo acrescentadas 3, 5, 7, 9, 11... réplicas da base geradora ao
passo anterior.

O nimero de regifes a serem coloridas aumenta a cada base transformada No
exemplo acima, temos que, para a base geradora 1, a sequiéncia destas regifes (cores) € 4, 9,
16, 25.... Faremos um estudo detdhado deste assunto na se¢@ 6 dedte capitulo. As figuras
abaxo modran os visuas cdedoscopicos da pavimentecdo (34,6/4), a partir das bases
geradoras.

4 cores 7 cores

figura54 figura55



As tebdas 6 e 7, daxo, modran quas pavimentacOes podem s visudizadas
quais os tipas de caeidoscopios utilizados para que a visudizagdo se processe.

Configuracéo 1-uniforme Tipo de cdedosoopio
(3333393), (666), (31212), (4612), (36,36), (3464) Equil&ero
(44420, (489 |sdsceles
(33434 Quadrangular
(3’313!414) RamgL“ a
(833336) N&o posaui eixo de Smetria
tabela 6
Configurag&o 2-uniforme Tipo de caedoscopio
(3:3,6)2; (3;3,434); (3;3°4,12); (F;3°,6°); (3°4%34,6/); o
Equilatero
(F4343464); 3463464, (34644612
(@3 8)1; (B;:348)2; (&)1 (34542 (3636,
Retangular
(3,6%3636); (34,63636); (3.4,63636)
(34312312 |shsceles
(B43°434): Quadrangular
N& i eixo de
(3%3'6)1; (3443°434)2 ® p(.mjl .GXO
Imdria

tabela7

Em Murai (1999 encontramos todo um estudo sobre as bases geradoras e
trandformadas das pavimentacdes de configuracd 1-uniforme, incdusve como condrui-las
utilizando régua e compassn. A seguir, faremos uma amodira das bases geradoras e dgumas

transformadas destas pavimentagdes.



5.1 Basespara pavimentagdes de configuracéo 1-uniforme

(333333
Bases geradoras
1
2
fiaura 56
Visud
cdedosodpico
apartir dabase
geradorapara
até duas cores
figura57
4449
Bases geradoras

Bases transformadas

Bases transformadas

a7



1

(6’6'6) figura 58

Bases geradoras

3

figuras9

B1212)

Bases geradoras

4

figura 60

Bases transformadas

Basss transformadas

10 19



Visud
caedosoopico a
partir da base
geradora para até
quatro cores

(36306

figura 62

Bases geradoras

figura6l
fioura63
Bases transformadas
6 10
10 19
fiaura 64
(3464

Algoritmo

49



Bases geradoras

(46,12

Visud
cdedosodpico
apartir dabase
geradora para
até sete cores

Bases transformadas
9 16
7 19 37
figura65
Bases geradoras Bases transformadas
4 9 16
7 19 37
figura 66
fiaura 67

(33344)



Base geradora Bases transformadas

4 1 20
figura 68

4898

Algoritmo
fiqura 69
figura70
Bae geradora Bases transformadas
2 4 6
figura71
(33434
Base geradora Bases trandformadas
5 16 33
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figura72

Visud
ca eidosodpico
apartir dabase
geradora para
até cinco cores

figura73
(33336)

néo posaui exo de Smetria reflexiona

figura74

As congruches através de régua e compasso de todas as bases geradoras das
pavimentegbes 1-uniforme foram feites por Murai (1999). A seguir, modraremos COmMo
congtruir algumas destas bases, utilizando o software Cabri Géomeétre 1.

5.1.1 Bases para a pavimentacgao de configuracao (3,4,6,4)

Por¢éo da pavimentagdo Algoritmo

figura75 52



Bases geradoras Bases transformadas

figura 76

4 9 16
7 19 37
Congtrucéo das bases ger fiqua7?
Base para aé 4 cores

v com software Cabri Géométre ||

um tridngulo eqlilatero de vetices A B e C, com tragos pontilhados (poligono

*

regular ,portilhado ) .
tracar bissetriz de A, determinando o ponto M em BC (bissetriz = ).

tragar abissatriz do &ngulo AMB , determinando o ponto P no lado AB.
pdo poto P baxa pependicuar a0 lado BC, determinando o porto R (reta

perpendicular ).

sgmento PR e sau américo QS em rdacdo a AM.(ssgmento , Smetria axid
).

segmento PQ.

econda todas as construgdes auxiliares (esconder/mostrar ), vistas na figura

78, devendo permanecer gpenas o que mostraafigura79.””

" Nas notas entre parénteses estaremos especificando, quando necessario, quais ferramentas devem ser utilizadas.

" Para que se possa colorir posteriormente, feche as regides formadas com poligonos, isto € marque os
poligonos APQ, PBR, QSC ePQRS
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fiaura 78 fiaura79
Base para aé 7 cores

oom of tware Cabri Géométre 1

— umtridngulo eqiilétero de véartices A B e C, com tragos pontilhados

— tracar ashissetrizes dos angulos A e C, determinando P em BC e M em AB.

— bissatrizdo ahgulo ANC , determinando R naintersecdo com abissetriz de A.

— retaperpendicular por R, determinando S em AB.

— sggmento RSesausmétrico R'S' emrdagd a CM . Segmento RR'.

— dméricos RD e TF de RS e R'S', respectivanente, em relacdo a AP.
Segmento RT .

— dméricos TF' e R'D' de TF e RD, regpectivamente em rdagcédo a CM.
Segmento TR' (figura 80).

— escondatodas as construg Oes auxiliares (figura 81).

) figura81
figura 80



5.1.2 Bases para a pavimentacgao de configuracéo (3,3,3,4,4)

Por¢éo da pavimentagdo Algoritmo
figura 82 figura83
Base geradora Bases transformadas
4 11 20
figura 84

Construcéo da base geradora:

v com software Cabri Géométre ||

? Retasr e < pependicularespor A.

? Circunferéncia C comcentro A erao quaquer (circunferéncia ).
? PontosBe D nasintersecGesde C com se r, repectivamente.

? Retas d e bperpendicularesar e € por D e B, respectivamente.
? Ponto E naintersscdode b comd .

? Circunferéncia C' comcentro E erao 2: AB.(compasso )
? Ponto F naintersscéode C' com s.
? Circunferéncia C" comcentro F erao AB .

? Ponto G naintersg;& de C' com s, no sami-plano acima do ponto F.



? Retas f e g peapendicularesa € por F e G, respectivamente.
? Pontos X eY nasintersegfesde f e g com d, respectivamente.

? Segmentos BE, ED, GF , FX e EF ocom trago continuo. Segmentos GY, YE,
AD e AF tracgados (figura85).
? escondatodas as construgOes auxiliares (figura 86).

figura 86
A seguir estdo figurasS jetgdhes sobre as bases geradoras e transformedas des

pavimentagOes de configuracéo 2-uniforme. Para que ndo figue um estudo exaudtivo, apenas
agumas pavimentag es terdo suas bases geradoras congtruidas e devidamente justificadas.

5.2 Bases para as pavimentag 0es de configuragao 2-uniforme

(34312317
Por¢éo da pavimentag&o Algoritmo
Base geradora
3
Bases transformadas
figura87
figura 88 6 12
figura89



(34643%434)

Bases geradoras Bases transformadas
6 16 31
figura90
13 40 82
fiqura91
(3,6,3636)
Por¢éo da pavimentag&o Algoritmo
figura 92
figura93
Base geradora Bases transformadas
2 5 10
figura94
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(34644612

Base geradora Bases transformadas
6 15 28
fiaura 95
10 31 64
fiaura96
(33.6)
Bases geradoras Bases transformadas
4 10 18
figura 97 4 16 36
figura98
Visud
caedosoopico
apartir dabase
geradoran® 2

figura99



(42,3464

figura100

(B 4%:4%,

Por¢éo da pavimentagdo

fioura 102

Base geradora

(3412

Basesgeradoras Basestransformadas
6 16 31
13 40 82
figura101
Algoritmo
fiaura 103
Bases transformadas
© 24
figura104



figura105
Bases geradoras
6
12
(36 33 49), figura 107
Base geradora
8
Basss transformadas
3
figura 108
fioura109
(34
figura110

Visud

cdedosodpico
apartir dabase
geradorapara
até seis cores
figura 106
Bases transformadas
17 4
39 82
44
Viad
cdedosodpico
apartir dabase
geradora
figuralll



Base geradora Bases transformadas
3 10 16
figural12
(3%3'6):
Bases geradoras Bases trandformadas
9 30 64
fiaura113
14 45 %
figurall4
(36,36
Bases geradoras Basestransformadas
4 13 %
figuralls
fioura 116
(44,
Base geradora
6
Bases transformadas
16 32
figura117 figura118
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(36363491

Visud
cadedoscpico
apatir dabase
geradora
figura119 figural20
Base geradora Bases transformadas
4 1 18
(36363 42,6)2 figural121l
Base geradora Bases trandformadas
6 16 32
fioura 122 ]
figura123
(F4F 434,
Base geradora Basestransformadas
13 a4 93
figura 124

figura 125



(B 432434

N&o possUi eixo de Smetriareflexiond

figural26

(%361
N0 possUi eixo de Smetria reflexiond

figural27

(34463464
Por¢éo da pavimentagéo Algaritmo
figura128
figura 129
Bases geradoras Bases transformadas



16 49 100 169
figura130

Construcéo das bases gerador as:

Base paraaté 7 cores

v/ com régua e compasso

~J

um tridngulo eqiil&ero de vértices A B e C.

? tragar as bissatrizes dos dngulos A, B e C, deteminando P em BC, Nem ACe
M em AB, repectivamente.

? tracar também as bissdrizes dos angulos AMC e BMC, dderminando R e R’
nas interseg0es com as bissetrizes de AeB , respectivamente.

? retas perpendiculaesa AB por R e R', detlerminando ospontos Y e Y' em AB e
também X e X' en AC e BC, respectivamente.

? reta pependicular a AC por R e a BC po R', ddeminando S e S nas
intersegcBescom AC e BC, respectivamente.

? marcar com tragco continuo os ssgmentos SR, SR, XY, X'Y', RR' e XX,

tracgar otridngulo ABC e apagar as construgtes auxiliares (figuras 131 e 132).

figura131 figura 132



v" com software Cabri Géometre ||

~J

um tridngulo de vértices A, B e C, com tragos pontilhados.

? abissetrizdoangulo C, determinando M em AB.

? ashisstrizesdos dngulos A e AMC, determinando R em suaintersegéo.

? perpendicularesa AC ea AB por R, determinando S e X en AC e Y en AB,
respectivamente.

? sgmentos SR e XY.

? dméricos SR e X'Y' de SR e XY, regpectivamente, enrdacédo a CM .

? sggmentos RR' e XX' (figuras 133 e 134).

figura 133 figura134

Justificativa da construgéo:
Dado que o tridgngulo CABC é eqliilétero, entzo;
A=B=C=60r,
AB=AC=BC;
as bistrizes de A, B e C interceptam  perpendicularmente BC, AC e AB em
Seus respectivos pontos médios.
Com isso, temos que:

MAR = MBR'=30° (ﬁ e BR' sio bisstrizesde A e B, respectivamente);



AMR=BMR'=4® (MR e MR <0 bissdrizes de AMC e BMC,
respectivamente);
AM =BM (M é ponto médio de AB).

Portanto, peo caso angulo-lado-angulo, os trigdngulos DMAR e DMBR' S0
congruentes. Logo:

AR=BR';
MR=MR';
ARM =BR'M .
Sbemos que paa quaquer  tridngulo  reténgulo,

sena :%, onde a é um de sas angulos agudos (figura

1
135). Sendo a =30°, temosque sena = 5 fiqura 135

Com edas informagdes, condderando o tridngulo reténgulo DRAY , temos que:
senRAY:senSG’:lzg_
2 RA
Assm, RY :%R_A. Andogamente, condderando agora os tridngulos  reténgulos

CRAS, CRXS, DR'BY', CR'BS' e CR'X'S', temos respectivamente:

RA=R'B (congruéncia enre DMAR e DMBR' modsrada adma) temos que

RS=RY=RS'=RY' eRA=RX =RB=R'X'.



Nomesndo D o ponto de intersscéo entre CM e RR, condderemos os trigngulos
DRMD e DR'MD que peo caso lado-angulo-lado, sfo congruentes, pois MD € lado comum,
RMD=RMD =4 e MR=MR (da congruéncia entre DMAR e DOMBR'). Portanto,
@:ﬁ,wama@%m

Shemos que RY=RY' e RYM=RY'M=9°. Assm RR/YY' e anda
DRY =DRY'=RDM =90° e DM =RY = R'Y'". Temos que DEM =YMR e DR'M =Y'MR'
(dternos intemos). Mas MR e MR' <% bissetrizes de YMD e Y'MD (retos), fazendo com
que YRM = DRM = DMR=YMR=Y'R'M = DR'M =DMR'=Y'MR'. Portato, os triangulos
DDRM , DDR'M , DYMF e DY'MR' sf0 isiscdles, donde DR = DR'=DM = RY =R'Y".

De resltados acima temos que XY=X'Y'. Como XYA=X'Y'B=90°, obtemos
XX'/IYY' e anda X'XY=XX'Y'=90° e XX'=RK'. Portanto, 0 quadrildero OXX'R'R é
um quadrado.

Resumindo:

XX'=RR'=RX =R'X'=2RS=2RY =2RY'=2RS.

Com iso, 0 ssgmento XX' geraa um hex&gono regula em relacéd ap angulo é,
assim como os pares de segmentos RS e RY emrelagéoa,& e RS e RY' enrdacdoa B.

Os ssgmentos XR e RS gaado um trigngulo eqlildero em rdacd a AC, da mesma
mangira que o par X'R' e R'S'. Os ssgmentos RY, RR' e R'Y' geado um quadrado em
relacdo a AB .

Dese modo, pdas reflexdes nos trés egpdhos Smultaneamente, obteremos a
pavimentecdo de configuracdo (34,4,6,34,6/4), com aé 7 cores, nomeadas com as letras A,
B, C, D, E, F e G, conforme figura 136 abaxo. A figura 137 modra o visud obtido quando as
regiGes da base estéo coloridas.
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figura 136 figura 137

Base para aé 16 cores
COm régua e compasso

? umtridngulo eqliil&ero de vértices A B e C.
? condruir as bissetrizes dos angulos A, Be é determinando P em BC, N em AC
e M em AB, repectivamente, e também o incentro O.
? tragar as bisstrizes dos ahgulos:
= AMC e AOM , interceptardo-seem R;
= BMC e BOM , interceptando-seem R';
= APB e BOP, interceptando-seem E';
= APC e COP, intercentando-seem G';
= BNC e CON, intercgptando-seem G;
= ANB e AON , interceptando-seem E.

? tracar asretas r de RR', s de E'G' e t de EG, deeminando Y, Y' e X nas
bisstrizesde A, B e C, respectivamente.

? tracar retas perpendiculaaesa AB por R, R', Y e Y', dderminando S, S, Z e
Z'em AB, respectivamente.

? retas perpendiculares a BC por E', G', Y' e X, dgeminando F', H', D' e K'
em BC, respectivamente.

? retas perpendiculaesa AC por E, G, Y e X,ddeminando F, H, D e K em
AC, respectivamente.

? marcar com trago continuo os segmentos RS, R'S', E'F', G'H', EF , GH, YY',
XY', XY, YZ, YD, Y'Z', Y'D', XK, XK', GG', E'R' e ER, tracga 0
triangulo ABC e apagar as construgdes auxiliares (figuras 138 e 139).



figura138 figura 139

v" com software Cabri Géométre ||

)

um tridngulo de vértices A, B e C, com tracos pontilhados.
? bissdrizesde A e C determinando P em BC e M em AB, respectivamente
? as bissetrizes dos angulos AMC e AOM ,onde O € o incentro, determinando R

naintersecéo.

? perpendicular a AB por R determinando S em AB. Segmento RS.

? américo RS de RS enrdagdoa CM .

? retapor RR' determinando Y em AP.

? pependiculara AB por Y ,degeminando Z em AB . Segmento YZ .

? dmérico Y'Z' de YZ emrdagdoa CM . Segmento YY'.

? gméricos XY de YY' enrdacdoa AP . Segmento XY'.

? gméricos YD, EF, GH e XK de YZ, RS, RS e Y'Z', respectivamente, em
rdacdoa AP

? gamdricos XK', GH', E'F' e Y'D' de XK, GH, EF e YD, respectivamente,
enredacdo aCM .

? sgmentos ER, E'R' e GG’ (figuras 140 e 141).



figura 140

(3333333434)

Porgéo da pavimentagéo

figura 142
Bases geraaoras

10

Construcao das bases gerador as.

figura 141

Algoritmo

Basestransformi  figura 143

11 21

31 63
figura144
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Base para até 4 cores

COm régua e compasso

um tridngulo eqliil&ero de vértices A B e C.

tracar a bissetriz do dngulo A, determinando o ponto M em BC.

bissetrizes dos angulos AMB e AMC, deerminando 0s pontos Pe Q em AB e
AC, repectivamente.

pelos pontos P e Q, baixar perpendiculares a BC, determinando os pontos Re S em
BC, respectivamente.

tracar os ssgmentos PR, QS, PQ, AP e AQ.

tracgar os segmentos PB, QC e BC e gpagar as construges auxiliares (figuras 145
e 146).

figura 145 figura 146

com software Cabri Géomeétre ||

um tridngulo eqiilétero de vértices A B e C, com tragos pontilhados.
tracar abissetriz do angulo A, determinando o ponto M em BC.

tracar abisstriz do angulo AMB , determinando o ponto P no lado AB.
peo ponto P baixar perpendicular ao lado BC, determinando o ponto R
segmentos PRe AP, e seus smétricos QSe AQ, em rdacéo aAM.
segmento PQ.

esconda todas as construgdes auxiliares (figuras 147 e 148).
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fioura 147 fioura 148

Visud caleidoscopico

figura 149 figura 150

Base para até 10 cores
v/ com régua e compasso

? umtrigngulo equiil&ero de vértices A B e C.

? condruir as bissetrizes dos angulos A, Be é, determinando P em BC, N en AC
e M em AB, repectivamente.

? tragar as bisstrizes dos angulos AMC, BPA e CNB, determinado os pontos R,

R' e T nasinterss;Oes com as bissatrizes de A Be é, respectivamente.
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?  baixa pependiculaesa
= AB por R eR',dderminando S e S' em AB , respectivamente;
= BC por R' eT,deeminando D' e F' em BC, respectivamente;
= AC por R eT ,deerminando D e F em AC , respectivamente.
? marcar com trago continuo os segmentos AR, BR', CT, RR', RT, RT, RS,
RS', R'D', TF', RD e TF, tracgar otridnguo ABC e gpagar as congrugdes
auxiliares (figuras 151 e 152).

figura151 figura 152

com software Cabri Géométre ||

um tridngulo eqliil&ero de vértices A, B e C, com tragos pontilhados.

? tragar as bissatrizes dos ahgulos Ae é,determinendo Pen BC e M en AB,
respectivamente.

— bisstrizdo angulo AMC , determinando R nainterseg&o com a bisstriz de A.

— retaperpendicular por R, determinando S em AB.

— sggmento RSesausmétrico R'S' enrdacdo a CM . Segmento RR'.

— gméricos RD e TF de RS e RS, regpectivanente, em rdagéd a AP.
Segnento RT .

— gméricos TF' e R'D' de TF e RD, respectivanente, em rdacédo a CM .

Sggmento TR (figuras 153 e 154).
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figurals54

figura 153

5.2 Basestransformadas no software Cabri Géomeétre | |

Condruir uma base trandformada com régua € compasso Mmuitas vezes € possive,
conforme fez Murari*? para a pavimentagcio de configuracé (46,12). Em primeiro lugar, o
tridngulo eqlilaero que servira de base para 0 cdeidoscdpio é triangulado: para a primera
tranformada os lados foram divididos em 2 partes iguas pdo ponto médio, obtendose 4
tridngulos equiiléteros congruentes (figura 156); para a segunda, cada lado foi dividido em 3
partes iguas, obtendo-se 9 tridngulos (figura 159); e assm sucessvamente, dividindo cada
lado em 4, 5 6... Em todos os tridngulos resultantes € empregada a condrugdo da base
geradora, no caso, para até 4 cores (figuras 157 e 160).

Base geradora

figura 155

Primeira Base transformada

2 |bid., MURARI, C., 1999, p.154.
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figural56 figura 157 figura 158

Segunda Base transformada

figura 159 figura161

fioura 160

Como deve ter sido obsarvado, a medida que passamos de uma base trandformada para
outra, 0 grau de dificuldade nas congtrugfes gréficas aumenta, dém de crescer também a
imprecisfo dos desenhos Assm encontramos no software Cabri Géométre 11 0 auxilio ided
paa aglizar e da maor eficéncda ap nosso trabaho. As bases trandormadas de quaquer
pavimentsagéo podem ser condruidas utilizando a ferramenta “ Smetria axial” . Veremos como
igo éfaito.

figura 162
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» Bases transformadas que sdo triangulos eguilateros (tomaremos como exemplo a
base geradora da pavimentacd® de configuracdo (34,64) paa aé 4 cores cua
constru; 8o se encontra na pag.53)

Base geradora

figura163

a Por dmdria axid, fazer um tridngulo ABC' dmérico ao tridngulo base ABC em
relac& aum de seus lados, por exemplo, ao lado AB (figura 164).

b. Obter mais dois tridguos AB'C e A'BC, américos do tridngulo ABC' em rdacéo
aoslados AC' e BC', respectivamente (figura 165 e figura 166).

fioura 164 fioural65 fiqura 166
c. Fazer 0os américos dos segmentos da base geradora em rdacéo aos lados AB, AC' e

BC (figura167 efigura 168).
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figura 167 figura 168

d. Tragcar o trignguo A'B'C pontilhado, esconder as letras (s houver) e os triangulos
equilderos condruidos nos pasos a e b. (figura 169). Se necessario, redimensione o
trigngulo utilizando a feramenta “semehanca” (€ preciso sdecionar o tridngulo
eqlilatero) (figura 170). Assm, findizamos a ocondricdo da primera  base
transformada

Primeira Base transformada

figura 170

figura 169

As basss trandformadas seguintes sfo obtidas continuando 0 processo de manera
andoga para a segunda é necessxio acrescentar a primeira base transformada 5 réplicas da
base geradora (figura 171); para a terceira sdo adicionadas 7 a segunda (figura 172); e assm,
sucessvamente, s2o acrescentadas 9, 11, 13... réplicas da base geradora.



Segunda Base transformada

fioural71

Terceira base transformada

fiaura172

» Bases transformadas retangulares (tomaremos como exemplo a base geradora da
pavimentac 2o de configuracéo (3,3,3,4,4), cuja construg 8o se encontra na pég.5s).

Base geradora

figural73

a. Fazer os américos de todos os segmentos da base de vértices YGAD eam rdacdo a um
dos lados, no caso, 0 lado AG, formando um reténgulo YY' D’ D (figura 174).

b. Fazer os américos de todos os ssgmentos do reténgulo YY'D'D em reagddo a0 lado
DD’, formando o retangulo YY'Y''Y” (figura 175).
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figural74 figura175

c. Esconder os segmentos pontilhados e as letras (se houver). Esta € a primeira base
trandformada (figura 176). Se necessaio, redimensone a base, de acordo com sua
congtrigéo. Observe que, assm como Nos casos em que as bases sfo trigngulos
equilderos, eta primera base tranformada foi obtida acrescentando 3 réplicas da
base geradora Nese casn, edta trandformada possui duas linhas e duas colunas de
bases geradoras.

Primeira Base transformada

figura 176

d. Paa se condruir a segunda base trandformada, basta fazer os smétricos de modo que
s tenha no totd, trés linhas e trés colunas de bases geradoras, ou sga, ha um
acréscimo de 5 bases geradoras (figura 177). Para a terceira, 0 processo € 0 mesmo,
sendo que 7 o somadas (figura 179). Segue-se adicionando 9, 11, 13.., assm como
nos casos em que as bases sho trigngulos eqliilaeros (De preferéncia, Sga um padréo
paa os acréscimos. Por exemplo, escolha sempre os lados “inferior e direito” para

Sserem os eixos de smetriareflexiond.).

Segunda Base transformada

figura177 figural78
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Terceira Base transformada

figural79 figura180

A medida que passamos de uma base trandformada para a seguinte (0 que chamaremos
de interac&o), 0 nUmero de regides a serem coloridas aumenta. Mas como saber quantas cores
poderdo ser utilizadas em uma base transformada qua quer?

Serd que € possivel estabdecer uma rdag@ entre 0 nimero de cores e as bases
trandformadas? A proxima s2¢8o deste capitulo esclarecerd essa pergunta.

6 Reacdesentre o nimero de cores

As bases geradoras de uma pavimentagcdo gerdmente possuem poucas regides a serem
coloridas. Quando queremos ter um nimeo maor de cores nas bases, congruimos as
chamadas bases trandormadas, que continuam gerando, em cdedoscopios, a mesma
pavimentac 80. Nessas construgdes existem objetivos de natureza matemética e educaciond.

Como objetivos de natureza maemdica temos as formas geoméricas das bases, as
construgbes geomélricas goropriadas das bases geradoras e transformadas, as rdacdes
geométricas exigtentes entre 0s elementos das bases e a andise das Smetrias.

O propésto dos objetivos de naureza educaciond € oferecer ao professor de
Maemdica ingdrumentos e recursos que o habilitem a uma integracd® multidiscipliner, por
exemplo, com: Ciéncias e Fidca, quando s exploram smetrias e s cdcula 0 nimero de
imagens em expehos, Desenho Geométrico, quando se condréem graficamente as  basess,
Educaco Artidica, quando se colorem as bases, desenvolve-se 0 senso estético.

A condrugdo geométrica das bases transformadas, com Egua e compasso, as Vezes €
um trabadho demorado. Entéo, utilizamos o software Cabri Géométre 11, com sua ferramenta
simetria axial, pararedizar td tarefa

Ao condruirmos as primeras bases trandormadas de dgumas pavimentagOes,

obsarvamos que o nimero de regifes a serem coloridas, aparentemente, aumentava de



maneira familia: Progressio Aritmética de segundo grau. Segundo Gilioli*3, uma sequéndia
numérica € dita Progressio Aritmética de primeiro grau quando a difereta entre dois termos
consecutivos € condante; temos uma PA de segundo grau se tais diferencas formam uma PA
de primero grau. Uma vez definida a progressio de grau m quaquer, chamaremos progressio
aitmética de grau mtl as progressdes cujas diferencas entre dois termos consecutives € uma
PA degrau m

Vgamos, primero, como e da 0 aumento das “cores’ nas sete bases agpresentadas
nese trabdho: (34,6/4), com 4 e 7 regides (3,3344), com 4 regides (344,6,34,64), com 7
e 16 regibes, e(3,3,3,3,3,3,3,34,34), com 4 e 10 regides.

Y Paa(34,64)

Com 4 regides

figura181

Fazendo a diferenca entre 0 nimero de regides de duas bases consecutivas, temos 0s
seguintes resultados:
9-4=5, 16-9=7, 25-16=9; 36-25=11,
Como podemos observar, os nimeros (5,79,11) sfo temos de uma PA de primerro
grau de razéo 2.

Com 7 regifes

figura 182

43 GILIOLI, A., Estudos de sucessdes numéricas particulares — Progresses de grau m, Colégio de Aplicagéo da
Faculdade de Filosofia Da Universidade de S&o Paulo, p.1.
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O cdculo das diferergas nos mostra nUmeros que so termos de uma PA de primeiro
grau derazéo 6. S2o des. (12, 18, 24, 30).

L Paa(33344)

fioura 183

Para pavimentacdo, a0 fazermos as diferencas entre os nimeros de regifes a
serem coloridas, encontramos a seqiéncia (7, 9, 13), cujos nUmeros ndo o termos de uma
PA.

% Paa(34/4,6.3464)

- Com 7 regides

7 19 37 61
fioura 184

Com os cdculos des diferecas, temos (12, 18, 24) que parecem edtar numa PA de

primero grau, cujarazéo € 6.

- Com 16 regites

16 49 100 169
figura 185

Com base, obtemos os primeiros termos de uma PA de razéo 18 e a, =33, au
sga 49-16=33; 100- 49=51; 169-100=69; 256-169=87; .. nos fornece
(3351,69,87,...).
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L Para(33333333434)

Com 4 regites

4 11 21
figura186

Nesse cao, os cdculos nos fornecem a seqiéncia (7, 10, 15, 18, 21), cujos nimeros

néo s2o pertencentes auma PA.

- Com 10 regides

10 31 63
figura 187

Fazendo os cAculos
31-10=21; 63-31=32; 106- 63=43; 160- 106 =54;...
percebe-se que 0s NUMeros (2],32,43,54, .. ) pertencem auma PA derazdo 11, com a, = 21.

Godariamos de exclarecer que a contagem das regides de todas as bases acima
goresentadas foi feita manuadmente, apds constricdo no software Cabri Géometre |l, sem a
utilizac&o de quaquer outro instrumento.

No proximo item dese cgpitulo mostraremos como fazer para saber quantas regides a

serem coloridas terd a n-ésma base transformada de uma pavimentaco.

6.1 Fo6rmula do nimero de cores

Esta pate € dedicada a0 estudo da relacéo que exise entre o nimero de regides a
serem coloridas e as bases trandformadas. Buscamos uma formula que possa gudar e facilitar

0 conhecimento da quantidade de regides numa base trandormada qualquer. Como nossas
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suspeitas apontam para Progressdes Aritméticas, mostraremos a teoria que nos da suporte para

as proximes afirmagoes.

6.1.1 Progressies Aritméticas (PA)

Se uma segiiéncia numérica (xo,xl, Xpyeuos X g1 X0 xnﬂ,...) € uma PA de primeiro grau,
entdo seu termo gerd € dado por X, =X, +Nnx onde r éarazio daPA eO£n T IN.
Deduziremos, aseguir, qud é aférmulado termo gerd de uma PA de segundo graul.

Suponhamos que a seqiiéncia numerica (ao,al,az,...,an_l,an,am,....) € uma PA de
segundo grau, ou sga, as diferergas:

ib=a- &
.:.bl:az_ a

i:

':'bn-l =a,-a,,
:::bn:an+1- a,
1

formam a seqiéncia (b,.b,b,,...0 b b .,..) que é uma PA de primeiro grau, td que
b, =b,+nxr onde r éarazdodaPAer =b- b =a,- 2xa +a,.

Temosque

a,=a,- &, ta,  -a,,ta, - ...-ata-ata,-ata - ata
b, , b, , b, by b,

=b,,tb ,+b ;+...+b, +b, +b +b, + 3,
=h, +(n- 1)x +b, +(n- 2)>r +...+b,+2x +b, +r +b +a,

=ns, +[(n- 1)+(n- 2)+...+3+2+1x +a,.



n:(n- 1)

Como (n- 1)+ (n- 2)+...+3+2+1= , Obtemos

01, o s A0 D 2, va)

=, +—~*
& =My +—— 5

+ ;.
Portanto, a formula do termo gerd de uma PA de segundo grau é

nAn- 1){a, - 2>a, +a,)
2

a, =na - a)+ +a.

Provemos, pelo Processo de IndugZo Finita, que estaféormulaévédidaparatodon T IN.

Para n =0 temos

0fa - 8)+04a, - 27, +8)+a,=a  OK
Para n =1temos

(a- 8)+04a,- 2, +g)+a=a- g +a=a OK
Para n = 2 temos

2Xa, - a,)+(a,- 2@, +q)+a, =2>a - 229, +8,- 2, +8,+8,=a, OK

Suponhamos que sgavdidapara N e mostremos gque para N +1 teremos

Jo 2, - 28, +a)

an+1:(n+1))(al' 2N 2

Sd:ﬂnosque bn =a,- a‘n!mta) a“n+1:a‘n+bn'|-cg0

= - o) AN A 203 2

+8 +h,.



Como b, | PAdbtemos b, =b,+nx =a,- a,+nxa,- 2>, +a,).
Asam,

n:(n-1):(a,- 2:a +a,)
2

a,., =nxa - a)+ +a,+(a - 3))+nxa, - 2xa, +a,)

(- a)+ S0 D el - 2 va) v

- (142 - a) D20, o)

“(rila- )+ EA e, 2, va)

Portanto, para as pavimentagOes cujas “cores’ em suas bases crescem conforme uma
PA de segundo grau, é possivel sdber quantas regifes a serem coloridas terd a n-ésma base

trandformada através desta formula:

a, =na, - a)+ - 1)x(a"’2' 2% ta0)

onde ap € o nimero de cores da base geradora e a; € ap, da primera e da segunda bases
transformadas, respectivamente.

6.1.1.1 Aplicando a férmula do termo geral (PA de segundo grau)

Tomando como exemplo a pavimentagdo de configuragéo (3/4,64), a patir da base
para aé 4 cores, temos 0s seguintes resultados:

Condderando n 0 nimero que representa a ordem da base (n=0,1,23,..., onde n=0
representa a base geradora) e a, 0 nimero de cores na n-éma base, obtivemos a tabda 8
abaixo.



n an n+1-3

0 4 -
1 9 5
2 16 7

3 25 9

4 36 11

tabela8

Supondo que as diferegas an1-an Sgam termos de uma PA de primeiro grau, e

subtittindo em a, =nxa, - a0)+n>(n- 1))(322 2>Qai+a0)+a0 os vaores de a,, a, € a,,

temos.
a =n*+4n+4,
como sendo a férmula do nimero de cores na n-éma base da pavimentagé de configuragdo
(34,64).
Verificando para n=3 e 4, obtemos os vaores 25 e 36, respectivamente. Utilizando o

software Cabri Géomeétre |l para construgcdo dessas duas bases, verificou-se serem verdadeiros
0s vaores encontrados.

Ainda ndo é possivd gaantir a veacdade da formula € preciso provar que as
diferengas an+ 1-an (N =0.1,2,...) formam uma PA de primeiro graul.

Ha anda um outro processo de descoberta do nimero de cores exigentes na n-€ésma
bae trandormada:  utilizar interpolagdo aravés do polindmio de Gregory-Newton com
diferengas descendentes, abordado no item seguinte.

6.1.2 Polindmio de Gregory-Newton
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Em su livio “Cdculo Numéico — Interpolagdo Polinomid e Tabdas Numéricas’, no
capitulo V, Barbosa™ define:
» Operador de diferenca descendente ou progressva D, f(x) = f(x+h) — f(x), com

D f(X) = f(x).
> Poténciainteira ou diferengassucessivas: Djy f(X) = D, [Dyy f(x)],onde Dy, = D,, .

> Poténciafatorid k decrescente: x ) =x(x-1)(x-2)...[x-(k-1)].

> Poténciafatorid k decrescente generdizada de passo h:
x M =x(x-h) (x-2n)...[%-(k-Dh]

paraas quas se tém as extensdes.

X(O;h): 1 X(l;h)zx X(k;l):X(k) X(k?o)zxk ,
onde x* = x.xX.X.X..x com k fatores.
> Diferengas descendentes e poténcias decrescentes: Dj, X" =k h" x|

Com iso, deduz-se a Formula de Gregory-Newton com diferencas  descendentes,

COMO Mostramos asegui r.

Sgam dados (n+1) pares de vaores (x ; ) com r =01,23.., n,ecom X 1 xspaar?
s, eandacom % = X + ih (eqidistantes)".
Sga P(x) o pdindmio de intepolagdo de grau n (pdo mencs n), que podemos SUpor
esrito ndo com poténcias Imples, mas com poténcias fatorias decrescentes de passo h, e
parax + X:
(e %)= § ax'?

i=o0

44 BARBOSA, R.M., Célculo Numérico - Interpolagédo Polinomial e Tabelas Numéricas, Livraria Nobel SA,
1976, cap. V.

" Percebe-se que, ao colocar que X = Xo + i h, temos que 0s X;' s constituem uma Progressao Aritmética de primeiro
grau com razéo h.
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onde os codficientesa; serdo determinados.

Parax =0, temos P(0+ x,) = P(x,)=a, + 0+ 0+...P P(x,) = g,

Aplicando D,, sucessvamente obteremos

- D, P(%,)
ith

Substituindo osvaores & naexpressdo de P(X+ X, ) , teremos:
P(X+X0) a D P(XO) (| h)
= ith’
que é aformula de interpolag@o polinomia de Gregory-Newton com diferergas descendentes.

Em particular, se h=1, podemos ecrever:

iy (i)
P(x+ %)= & ~—DP(x,).

iz 1!

Obs.: h é adiferencaentre ostermos X, €Xr+1, r=01,23,....

6.1.2.1 Aplicando a formula de Gregory-Newton

Para exemplificar, utilizaremos novamente os dados da pavimentagdo (34,64), a patir
da base geradora para aé 4 cores.

Congderando i 0 nimero que representa a ordem da base (1=0,1,23....) € y 0 nimeo
de cores nai-ésmabase, obtivemos a tabela seguinte.

i X y
0 1 4
1 2 9




tabela9
Neste caso, foram dados 4 pares de vaores ;yi), 10123, ecom X 1 X, paar ! s
Temos, também, vdido que x; = Xo +ih,ousda x; =1+i,comO£i1 IN.
Assm, fazendo os devidos céculos, chegamos a seguinte tabda

2 3 16 7 2 -

3 4 25 9 2 0

tabela 10

Logo, como %=1 e h =1, temos que:

(3)

Plcr1)= & 22 (0p() = X e+ (op(a)+ X (o) X (oe().

i=0

Sendo D*P(1) = 0, resulta que o polinémio interpolador seré
P(x+1) 14+ 5+ (X 1)2
11 2

= 4+5x+X%x%- X
= X2 +4x+4,

Portanto, o polindmio interpolador paa a pavimentacdo (34,64) a patir da base
geradora para aé 4 cores, € dado pdaformula

P(x+1)= x* +4x+4.



Verificando para x+1=4 e 5, obtemos os vaores 25 e 36, repectivamente, que nés ja
sabemos serem verdadeiros. Observe que as formulas obtidas nos dois casos (“termo geral de
PA de segundo grau’ e “polindmio de Gregory-Newton’) sfo idénticas.

Nas duas ocasfes, necesstamos conhecer pdo menos as duas primeiras bases
trandformadas, sendo que na primera ddas (Giliol) é preciso que a diferenca entre os
nimeros de cores de duas bases transformadas consecutivas e da geradora forme os primeraos
teemos de uma PA de primero grau. Mas, como garantir que essa sequéncia numérica €
mesmo uma PA com estas condig0es?

Essa dlvida nos levou a explorar 0 que acontece nas bases trandformadas das
pavimentegOes, ou Sga, era preciso entender como sf0 acrescentadas novas regifes a serem
coloridas a medida que passamos de uma base transformada para a seguinte.

Esse é 0 asunto do proximo item.

6.1.3 Acréscimo de regides a serem coloridas

Como j& dissamos muites pavimentagbes do plano podem ser visdizadas em
cdedosoopios  utilizando  padrfes  geometricamente  condruidos, que  chamamos  bases
subdtituivels geradoras e/ou transformadas.

As regides formadas no interior destas bases podem ser coloridas, fazendo com que a
pavimentecdo visudizada s torne mas interessante do ponto de vista matemdico e
educaciond. Quanto mais regides, mas cores. As bases trandformadas possuem um nimero
cadavez maor destas regides, como pudemos obsarvar nos itens anteriores.

Um méodo que nos permite descobrir a quantidade de cores a ser utilizada numa base
trandformada, para dgumas pavimentacdes, € golicar a férmula do termo gerd de uma PA de
segundo grau. Porém, é necessxio ter a ceteza de que as diferengas entre dois termos
consecutivos da sequiéncia de cores formam uma PA.

Para is30, procuramos contar as regides a serem coloridas nas bases de mandra exata
Cada base pode ser condderada como um “pedaco’ de uma regido fundamentd do plano, ou
sga, um bloco gerador de uma tessdacZo regular do plano (ver Firby & Garding™). Td
regido é obtida quando o trigdngulo ABC € transformado usando as reflexdes garadas em i €
(figura 188), formando: ou um tridngulo egliil&ero, ou um quadrado ou um hexagono regular.

“> FIRBY, PA., GARDINER, C.F., Surface Topology, second edition, Ellis Horwood, New Y ork, 1991, p.154.
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figura 188

O nimeo de regifes fundamentas em cada bese trandormada aumenta de uma
manera facilmente dedutivd, pois depende apenas de sabermos quad o formao das bases
subdtituiveis (se trigngulos, quadrados ou reténgulos). Assm, ssbendo o nimero de cores que
estas regifes fundamental's possuem, conseguimaos sanar nossa divida

Mostraremos esse processo feito com as pavimentagoes (3,4,6,4), (3,6,3,6) e (4,89).

6.1.3.1 Numero de regides para (3,4,6,4)

Tomaremos a base geradora para até 4 cores (figura 189).
Assm, afigura 190 mostra as primeiras bases transformadas.

figura 189

fioural190

Daremaos 0 nome de passo aordem da bese, isto &
passo 0 — base geradorg;
passo 1 — primeira base transformada;
passo 2 — segunda base transformada;
pass0 N — nésima base transformada.
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A regido fundamentd para essa pavimentagcd € um  hexégono
regular, formado por 6 réplicas da base geradora, comportando aé 13
cores (figura 191). Porém, o que fizemos foi consderar goenas metade
dessa regido fundamentd, ou sga um trgpézio formado por 3 réplicas da
geradora, comportando até 8 cores (figura 192). figura 191
Ese trgpézio, que chamaremos de trgpézio fixo, aparece sempre,
dedle a primera base trandormada (figura 193), porém ndo contamos

COMO acréscimos todas as suas regioes. figura 192

figura 193

A primera base transformada é obtida acrescentando a geradora 3
réplicss Uas Qque € exdamente o0 trgpézio dexrito  adima
Desconsderamos 3 regifes do trgpézio, pois So pates que completardo
os poligonos ja cond derados na base geradora figura194
Assm, somamos 5 & 4 regides da geradora. Portanto, no passo
1 sf0 acrescentadas 5 regides as do passo 0, resultando 4+5=9.
A segunda base transformada € obtida acrescentando 5 réplicas
da geadora a primeara trandormada, formando um novo trgpézio.
Ficam sobrando duas réplicas, uma de cada lado do segundo trapézio.
Com isn, novamente somamos 5 cores (referentes a0 novo figura 195
trgpézio) as 9 da primera transformada (passo anterior). As réplicas que sobraram contribuem
com 1 regido cada, pois as outras 6 sB0 pates que completam os poligonos ja contados no
trgpézio.
Portanto, 0 passo 2 acrescenta 5+2 regides as do passo 1, resultando em 9+(5+2)=16.



Para a terceira base transformada, ainda gparece um sO trapézio
(terceiro), mas agora sobram 4 réplicas. Estas contribuem com 4 cores
(2 de cada). Logo, 0 passo 3 acrescenta 5+4 regides as do paso
anterior, resultando 16+(5+4)=25.
Paa a quata trandormada, assim como para a primeira, néo figura 196
sobram réplicas da geradora. Agora, gparecem mas dois trapézios, um
de cada lado daguele j& fixo. Como 5 das 8 regides que cada um
desses dois novos trapézios possuem ja foram contadas (ou no passo
anterior ou no trgpézio fixo), temos um acrécimo de 6 cores (3 de
cadd). Portanto, 0 passo 4 soma 5+6 cores & do paso 3, resultando
25+(5+6)=36. figura 197
Ao macarmos todos o0s trapézios por vaios passos (figura 198), verificamos que
acontecem trés casos em relacdo as réplicas da base geradora e 0 acréscimo de cores com que
tal's réplicas contribuem:
- 0u néo sobra nenhuma, somando O;
- ou sobram duas (uma de cada lado), somando 1 para cada;
- ou sobram quatro (duas de cada lado), somando 2 para cada

Pda prépria formacdo de um trigngulo eqlild&ero, ito sempre va e repetir. Entdo, o
que fizemos foi separar n (Nmero do paso) em trés classes. Assm:

3k+1
n=< 3k+2 ,ondek=012..

3k+3

A vaiavd k é subdituida a0 mesmo tempo
nas trés classes. Por exemplo, quando k =0 temos

X0+1=1,

3X0+2=2,

XO+3=3,

fioural98

resultando n=1, 2 e 3, Smultaneamente. Os sucessores do exemplo o obtidos fazendo k=1,
resultandoem 4, 5 e6.



Obsarvacéo:

n=3k+3 ® n-1=3Xk+2
n+l=X+=3k+l) +1=FK+1

N=3Kk+2® { n-1= %+
n+1=3k+3

n=3k+1® N-1=% =% -3+3=3(k-1) +3=XK"+3
n+1l=3k+2

Assm, paracadapaso n, tem-se;

Regi0es acrescentadas as
regites do passo arterior

5+0+ 03

5+ 2+ 03

5+ 4+ 0x3

5+0+ 23

5+2+ 23

5+4+ 23

5+ 0+ 4x3

oo Nfo|O1 W[N] 5

5+ 2+ 4x3

tabela 11

Onde

5 regifes do trgpezio fixo

2 regides com as quais as réplicas contribuem



N

quantidade de novas trapézios (nomearemos f)

3 regides com as quais 0s NoVos trgpézi os acrescentados contribuem

Observe que a quantidade de novos trgpézios acrescentados varia como um multiplo de
2, detrésemtrésn’s ido &

t=0, para 1EnE£3

t=2, para 4En£6

t=4, para 7En£9...

3k+1
Ouanda " n= 3k+2 , temosquet=2k, onde k3 Q.

3k+3

Com iss0, temos 0s seguintes resultados

entdo, acrescentanmse
Ser= regides as regides do passo
anterior
3k+1 5+0+ &
3k+2 5+2+6&
3k+3 5+4+6&
tabela12

ondek=0,1,2,...

Observe que, paa qudquer n, temos que a difereca entre dois acréscimos
consecutivos € sempre igud a 2, isto € os acréscimos formam uma PA de primero grau; mas
anda ndo temos sua expressfo. Portanto, podemos utilizar a formula do teemo gerd de uma
PA de segundo grau, de onde obtemos a expressio a,=n+4n+4, ja vista anteriormente.

Vegamos as rdagdes que se estabe ecem.



k n acréscimo | numero de regifes

- 0 - 4 (0+2)°
1 5 9 (1+2)*

0 2 7 16 2+2)?
3 9 25 (B+2)?
4 11 36 (4+2)°

1 5 13 49 (5+2)°
6 15 64 (6+2)°
7 17 81 (7+2)*

2 8 19 100 (8+2)°
9 21 121 (9+2)?

tabela 13

Como ja& sugpatdvamos, a formula para descobrir 0 nimero de regides € a mesma
encontrada. anteriormente, pois (N+2)?= n?+4n+4. O que precis&vamos era demondrar que oS
acréscimos, ou sga, (5,7,911,13,..), foomavam uma seqiéncia que é PA de primero grau
que, como Vimaos acima, € verdadeiro.

Na sgiéncia modraremos, via Inducdo Finitas que para a rdacdo de acréscimo
edabelecida na tabela 12, é vdido que o nimeo de regifes na n-ésma trandformada é dado
pelaformula (n+2)2.

Sgaa, 0 nimero de regides na n-ésma transformada. Provemos que a, = (+2)? , n3 0.

Paran=0® ap =(0+2)*> =2* =4 OK!
Paran=1® a; =(1+2) =% =9 OK!

Suponha vdido paran quaauer, ou sda, a, = (n+2)? . Provemos que paran +1 teremos
an+1 = ((M+1)+2)? = (n+3).
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- Sen=3k+lentdo an = (k+3)? eandatemosn+1 = 3K +2.

1= an+5+2+ &k = (3k+3)? + 7+ 6= K +18& + 9+ 7 + k=
= k% +24K +16 = ()% +2x4 x3K +(4)? =
= (X +4? =((X++2? = (n+D+27 OK!

- Sen=X+2entdo a, = (k+4)? eandatemos n+1 = 3K +3.

Ane1= an+5+4+ 6 = (3k+4)? + 9+ 6k = K +24k + 16+ 9+ &k=
= % +30k +25 = (K)? +26x3K +(5)° =
= (& +5° = (K+3)+2)? = ((n+1)+2f° OK!

- Sen=XK+3entdo a, = ((K+3)+ 2)? = (3k+5? eandatemos n+1 = 3(k+1) +1= K +1.

1= an+5+0+6& =(k+5)?+5+6 = K* +0k + 5+5+ 6=
= k% +30k +30 + 6(k +1) = K> +36k +36=
= (XK)? +2x6x3k +(6)% =
=& +6)° = ((KH+)+2)? =
=((H+3+1) + 2= (B(k+1)+]) +2* =
=((3'+1) + 2) = (n+1)+2)* OK!

Portanto, é vdido que o nimero de regides a serem coloridas na n-ésima transformada
é dado pdaférmulaa,=(n+2)?, quando utilizamos as rlagdes dhtidas acima.
Com is0, conseguimos a expressio da PA de primeiro grau formada pelas diferencas

entre os acréscimos, pois, sendo a,=(n+2)? e a,+1=((n+1)+2)?, temos que:

b = an+1 - an=((N+1)+2)? - (N+2)3=
=3 (n+2)? =
=’ +&+9-n’*-4n—4=
=2n+5n30.



6.1.3.2 Numero de regides para (3,6,3,6)

Para esse caso, tomaremos a base geradora para até 3 cores (figura
199).

Assam, afigura 200 modira as primeiras bases transformadas.
figural199

figura200

Como as bases sho tridngulos eqiiléteros, muitas coisas funcionam
da mesma mandra que paa a pavimentecéo (34,64), ou sga a regido
fundamentd é um hexégono regular, porém comportando gpenas 7 Cores,
a mea regido fundamentd também é um trapézio, mas comporta 5 cores;
ede trapézio gparece sempre, desde a primera base transformada; e, por

figura 201

fim, trés casos ocorrem em relagéo as réplicas da base geradora:
. figura 202
- 0unéo sobranenhumg;
- ou sobram 2 (umade cadalado);

- ou sobram 4 (duas de cada lado).

A figura abaixo mostra estes fatos.

figura203



Mas, diferentemente da pavimentag@o do item anterior, nd0 serd preciso condderar td
falo, nem sepaar n em classes. Obsavando agumas bases transformadas (figura 204),
podemos verificar que os acréscimos acontecem da forma descrita natabela 14.

figura204

Regifes acrescentadas as regides do passo anterior
3+0+0=3+0=3+(n-1)
2+1+1=3+1=3+(n-1)
3+1+1=3+2=3+(n-1)
2+2+2=3+3=3+(n-1)
3+2+2=3+4=3+(n-1)
2+3+3=3+5=3+(n-1)

o g B~ W D | S

tabela 14

Assm, " n 31, sfo acrescentadas 3 + (N — 1) regides, N0 N-6SMO passo, as regides do
passo anterior.

Com iso, € fé&il perceber que a diferenca entre dois acréscimos consecutivos €
congante e igud a 1, e portanto, a seqiiéncia desses acréscimos € uma PA de primero grau.
Logo, podemos utilizar a formula do teemo ged de uma PA de segundo grau, para
encontramos 0 nUmero de cores numa base trandformada quaquer dessa pavimentagéo, ou

sga

2, = e, - )+ 20 1)(""22' 28,+3) , o (- 3)+(n2- n)(lg- 12+3)
=3n+ - ”+3:m
2
(+2)n+3)

2
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Com isso, temos a formula do nimero de regides a serem coloridas na n-6sma base
trandformada dessa pavimentagdo, ja que veificanos s verdadero o fao de que os
acréscimos formam uma PA de primeiro grau. O que ndo sadbemos é a expressio dessa PA.
Paa isso, modraemos primero, via Inducdo Finitay que pda rdacdo de acréscimos
edabdecida na tabda acdima a formula do nimero de cores coincide com a, destito, idto €

(n+2)(n+3) |
2

Sendo ap 0 numero de regides a serem coloridas na n-éima trandformada, provemos

quean:w , n30.

(0+2)0+3)

Paran=0, ou sga, a base geradora, temos veracidade, poisap=3 =

(1+2)1+3)

Paran=1, a;= =6 OK!

Suponha vdido para k quaquer, ou sga, a, =

w. Provemos que para k +1

((k+1)+2)(k+1)+3)
2

teremos a, ,, =
Paran = k+1, acrescentamos 3 + ( (k+1) — 1) regiGes as regifes do paso N =K, ist0 €,

an=a,+3+(ke)) =LA 5

(k+2)(k +3)+6+2k _k?+5k +6+6+ 2k
2 - 2

K +7k+12

==

Sebemosque k2 + 7k +12 = kk+ 3k + 4k +3x4 = (k + 3)(k +4).

oo ., < (+3k+4) _ ((c+)+2)(k+1)+3)

2 2
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Logo, évdido que o nimero de regides a serem coloridas nan-ésmatransformada é

(n+2)(n+3)
2

dado pdaférmulaay,= , quando utilizamas as relacdes obtidas acima.

Com isso, conseguimos a expressao da PA de primeiro grau formada pelas diferencas

(n+2)n+3) .. _((n+1)+2)(n+1)+3)

entre osacréscimaos, pois, sendo an= 5 1 5

, temos que:

b = Bt - an:((n+1)+ 2)(n+1)+3) (n+2)(n+3) _

2 2
_(n+3)(n+4)- (n+2)) _2(n+3)_
2 2
=3+n,n0.

6.1.3.3 NUmero de regides para (4,8,8)
As bases para esta pavimentagdo S0 do tipo triangular isdscdes reténgulo e a base
geradora possui duas regides a serem coloridas (conforme pég.51).

base geradora

figura 205

Exisem véios modos de se obter bases transformadas para pavimentages cuja base é
do tipo triangular isdsodes reténgulo. Por exemplo, unindo réplicas da base geradora a partir
de um de seus lados menores. Sfo acrescentadas 3,5,7,9,11,13... réplicas.

base geradora 1°. transformada 2°. transformada 3. transformada

figura 206
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O méodo que excolhemos foi unir réplicas a partir da hipotenusa do tridngulo base.
S&0 acrescentadas 8,16,24,32,40... réplicas.

base geradora 7°. transformada 2. transformada 3 transformada

fioura 207

Seguindo esse método, S8 as primeras bases da pavimentagéo de configurac@o

(4,8,8), com o respectivo nimero de cores

base geradora
2
figura 208
bases transformadas
6 12 20 30
figura209

A regido fundamentd para essa pavimentagéo tem a forma de um
quadrado formado por 8 réplicas da base geradora, comportando aé 5
cores (figura 210). Tomaremos metade dessa regido fundamenta, ou sga,
um tridngulo isdsceles retangulo formado por 4 réplices da base geradora,  figura210
que comporta aé 4 cores (figura 211). Egte tridngulo gparece sempre,
desde a 1% base tranformada, mas sempre s consideradas 3 cores de
acrétimo, pois uma de suas regifes sampre completa um  poligono ja
condderado no paso anterior. Por essa razép, o chamaremos de trigngulo figura 211
fixo (figura212).
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fioura212

Ao macamos todos os trigngulos (meia regido fundamentd) por Va&ios pasos
verificamos que sempre ha uma sobra de quatro réplicas da base geradora, mas gpenas 1

regido é condderada como acréscimo (figura 213).

fioura213

Pda propria formacao das bases transformadas, congtatamos que, a patir da 22, base
trandformada, dém do tridngulo fixo, a mea regido fundamentd aparece mais dgumas vezes,
s$ndo que metade ddas ndo contribui com nenhuma nova cor, conforme descrevemos na
tabela 15.

n 0 1 2 3 4 5 6
tridngulo fixo 0 1 1 1 1 1 1
mearegido fundamentd amais 0 0 2 4 6 8 10
n° de regides fundamentais que
. 0 0 1 2 3 4 5
contribuem com nova cor

tabela 15
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Em cada base tranformada, o tridngulo fixo contribui com 3 novas cores e as outras
meias regifes fundamentais acrescentam 2 cores cada uma Assm, obsarvando que o ndmero
de regifes fundamentais que contribuem com nova cor na n-éma base transformada € n-1,
temos que 0 acréscimo de cores é dado pdaformula 3+ 2(n-1) + 1, ouanda 2n+2," n3 1

Com iso, € f&il perceber que a difereca entre dois acréscimos consecutivos €
congtante igud a 2, e portaito, a sequéncia destes acréscimos € uma PA de primeiro grau.
Logo, podemos utilizar a formula do temo gad de uma PA de segundo grau paa
encontrarmos a expressao que nos diz quantas regides poderdo ser coloridas na n-6ma base
trandformada, ou sga

)+ 0- Ya, - 28, +a))
2
(n? - nJ12- 12+ 2)
2

a, =a, +n(a, - a

=2+n(6- 2+

=2+4n+n?- n

=n®+3n+2.

Portanto, temos a formula do nimero de regifes a serem coloridas na n-6dma base

trandformada, ou sga, a,=n*+3n+2, pois veificanos s vedadero o fao de que os
acréscimos formam uma PA de primeiro graul.
Modraemos, via Inducdo Finita que pea rdacéo de acréscimos estabelecida acima

(2n+2), aférmula do niimero de cores coincide com a, descrito, io €, n” +3n+2.

Sendo a, 0 numero de regifes a serem coloridas na n-ésma transformada, provemos

quea,=n*+3n+2 n30.
Para n=0, ou sga, abase geradora, temosapy =2=0+3x0+ 2.

Paran=1,a;=1+3x1+2=6OK!

105



Suponha vdido para k qudquer, ou sga a, =k*+3k+2. Provemos que paa k +1
teremos a, , = (k+1)* +3(k +1)+2.
Para n = k+1, acrescentamos 2(k+1) + 2 regides asregifes do paso =K, iS40 &,

a., =a +2(k+1)+2= k2 +3k+2+2k +4=
=k®+5k+6=(KC+ X +1) + XK +5=
=(k+D2+3k+1)+2

Portanto, é vaido que o nimero de regides a serem coloridas na n-ésima transformada
é dado pdaformulaa,=n? +3n + 2, quando utilizamos as rlagdes obtidas acima.
Com isso, conseguimos a expressio da PA de primero grau formada pelas diferengas

entre 0s acréscimos, pois, sendo a,=n’+3n+2 e a,,, = (n+1f +3(n+1)+2, temos que
bn=ans1-an=[(N+1D)*+3(n+1) +2] —(n*+3n+2)=

=P +N+1+N+3+2-n°-3n -2=
=21 +4, n30.
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Capitulo 11T



1 Introducao

Apoiados no referencid tedrico goresentado no  capitulo  anterior, daboramos uma
estratégia de ensno que utiliza os caeidoscopios, 0 software Cabri Géométre 1l e jogos.

A fim de averiguar ¢ esse maeid colabora para que as allas de matemdica =
tonem interessantes e que hga paticipacd dos dunos, trabadhamos com esudantes do
Ensno Médio numa escola de Cordeirgpolis— SP, no primeiro semestre de 2002.

Nesse cgpitulo gpresentaremos adgumes das aividades desenvolvidas e faremos um

breve relao dos mais importantes fatos ocorridos em nossa experiéncia.

2 Ambiente

O edabdecimento de endno onde s deu nossa experiéncia foi a EEE. Jamil Abrah@o
Sead, Stuada em Cordeirdpolis — SP (figura 214). Ocupando uma &ea de 291147nY, essa
ecola possui 17 sdas ambiente, um laboratdrio de informaica com 10 computadores, um
laboratdrio de ciéncias, uma biblioteca e duas quadras esportivas (uma delas coberta).

figura214
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Com 1160 dunos mdriculados em 2002 e 45 professores, funciona nos trés periodos,
sndo o da manha resarvado as Séries do Ensino Médio, o periodo da tarde as 5 e 8 (ndo ha
6% e 7* Sries) e o noturno a8, Endno Médio etde-sala.

Os dunos paticipantes foram os da turma do 2 ano 1 do Ensno Médio matutino (39
jovens em idade adequada para a s&rie). A ecolha dessa turma néo teve quaquer critério
preestabelecido, com excecdo de que fo possivd condliae o dia em que tinham aula de
Matemética com nosso dia digponive.

A professora responsavel pda alla de Maeméica dessa turma ja conhecia nosso
trabaho, pois em 2000, paticipamos de um grupo denominado “Rede Interlink”, que se
reunia semana mente com as professoras de Matemética dessa escola

Inicdamos nosso trabaho observando a turma com a qud iriamos trabdhar. Nossa
presenca tinha por findidede tornar conhecido nosso objeivo e também conhecer ©os
elementos desse grupo de dunos edreitando as relagcbes de amizade e confianga, bem como
saber as edtratégias a serem utilizadas no momento de nossaintervencéo.

Apbs o peiodo de observacdo, que durou goroximadamente um més cientes da
potencididade dos dunos e andisado seu comportamento quanto & participacd e interesse
nas aulas de mateméti ca, sentimo-nos seguros em redizar nossa experiéncia

O nimero de aulas de Maemdica por semana era quaro, mas, num acordo feito com a
professora, ficamos com gpenas uma, as tergas-faras, das 10:00h & 10:50h. Mesmo tendo um
dia acertado, ficamos livres para mudarmos se acontecesse dgum imprevigto, sendo possive
escolhermos entre segundas e quintas

As aividades foram desenvolvidas dravés de trabdho em grupo. Devido a0 nimero de
dunos, formaramse oito grupos, sendo que os dunos ficaram livres para escolher seus
companheros.

Na ddribuicdo das fiches de dividade e do maeid utlizado (espelhos
cdedoscopios, compassos, trandferidores, kits de poligonos, jogo de beses, ec) contdvamos
sempre com a guda da professora que, sempre presente, nos gudava namedida do possivel.

A arumacdo das cateras, tanto para a formacd de grupos quanto na disposcéo

norma (em fileiras), erafeita pelos aunos sempre de maneira organizada

" Interlink é ‘uma rede constituida por professores, futuros professores de Mateméatica e professores da
universidade que buscam organizar e desenvolver atividades para a sala de aula que utilizem osrecursos da
tecnologia informatica’. Seu principal objetivo é “estimular a interagc&o entre professores da escola publica,
alunos do curso de licenciatura e professores da universidade para discutir e implementar o uso de tecnologia
informéatica na educacdo matematica’. Um projeto coordenado pela Profa erlam Godoy Penteado. Para mais
informag Ges visite a pagina Interlink: http: inesp.t

109



Enquanto os dunos redizavam as taefas, nossa presaga s dtenava de grupo em
grupo, fomentando perguntas afim de avaiar 0 empenho de cadaindividuo do grupo.

Para que o trabdho, a manipulacd e principdmente a visudizacd nos cadedoscopios
s desse de mandira goropriada, foi permitido que os dunos ficassem em pé ao redor de suas
cateiras e aé mesmo andassem entre 0s grupos, trocando informacdes.

figura215

3 Algumas atividades

Em noso primeiro dia de intervecéo goresentamos oS cdeidoscopios com o intuito
de despertar o interesse dos duncs para as atividades que prosseguiriam.
Foi digtribuido a cada grupo um kit contendo:

= umafolhadeamaco,

=» umafolhacom um transferidor desenhado;

= uma foha com um tridngulo eqlilaero pontilhado desenhedo, cujos lados
mediam 22 cm cada;

=>» dois canudinhos pladticos,

=>» um pdito de madeira (tipo churrasco);

=>» um circulo de pgpd colorido;
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=>» um prismatriangular de isopor;
=>» um cdedosoopio modificado e um individud;
=> bases subdtituivels de ornamentos e de pavimentagdes.

Apds indruirmos sobre a montagem do cdeidoscdpio modificado, os deixamos livres
para que explorassam todo o maerid. Pedimos, apenas, que anotassem todos 0s experimentos
nafolha de dmaco, para nossa andise pogerior.

Durante o trabdho, fizemos adgumas sugestGes Por exemplo, utilizando gpenas dois
espehos e um objeto entre des (0 circulo de papd colorido), pedimos que vaiassem o angulo
de abetura (como auxilio, usaram o tranderidor) e obsarvassem o resultado. Muitos dunos,
antes mesmo de redizarem a tarefa, disseram que quanto menor fosse 0 angulo, mais imagens
veriamos. Houve grupos que escreveram a quantidade de imagens de acordo com o angulo.

As bases subdtituiveis que cada grupo recebeu ndo eram iguas. Mas ndo fol necessio
pedir-lhes que trocassem uns com os outros a fim de que todos tivesssm a oportunidade de
visudizar diferentes mosacos. Foi necess&io numerd-las para fadlitar o rdao do visud
obtido quando colocadas no caeidosoopio. E indispensivel frisy que o nome “baseg’ foi muito
bem aceito pelos aunos, fato esse que se comprova ao ver seus readrios.

O primero contato com o maerid didribuido dexou-os bastante animados e ansosos
paraaaula seguinte, naqud trabahamaos com gpenas um espelho.

Com um espelho

As dividades que deservolvemos com os dunos utilizando um espeho  exploravam
conceitos como: a reflexéo de pontos e figuras, exo de Smdria reflexiond e figuras com
estrutura smétrica reflexiond.

Cada grupo recebia um espdho medindo 10cm por 15cm, goroximedamente, dém da
ficha tarefa com instrug 8es sobre a dividade a ser desenvolvida

Comecamos trabahando com reflexdes de pontos e figuras com o objetivo de que os
aunos descobrissem onde estava 0 exo de Smetria utilizando o espaho (atividade 1).
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Obsarvando as figuras abaixo, como utilizar o espeho para obter as figuras 2 e 4 a partir
dasfiguras 1 e 3, respectivamente?

fig. 1 fig. 2

fig. 3 fig. 4

Atividade |

Todos os grupos fizeram praicamente 0s mesmos movimentos com o egEho, sendo
gue a primeira tentativa foi a de posciona-lo a esquerda da fig. 1 ou da fig.3. Vimos também
gue dguns grupos colocavam o espadho acima, abaixo e aé mesmo em poscado transversal.
Mas, gp0s dguns experimentos, 0s grupos todos chegaram a solugdo correta Vaios ddes
escreveran e desenharam onde deveria ficae 0 espedho e incdusve de que lado a face
espelhada apontaria

Nessa oceddo, introduzimos o conceto de “eixo de simetria reflexional”, exposto na

seguinte ficha
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Para obtermos as figuras 2 e 4 a patir das figuras 1 e 3, respectivamente, bastava
colocar 0 espelho sobre alinha apropriada. Vegamos

Essalinhaé chamada € X0 de smetria reflexional .

Ainda paa assmilacd do conceto de dmelria reflexiond, demos a seguinte
atividade, quefoi resolvida com muita criatividade:

No quadriculado abaixo, marque um eixo de simetria e desenhe figuras e suas reflexdes.

Atividade I
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Alguns grupos contaram os quadradinhos e, a0 perceberem que 0 nimero de colunas
eraimpar, optaram por duas solugcdes:
dividir acolunado meio
desenhar mais uma coluna
Nesse momento notamos, por pate dos duncs o0 entendimento de que o exo de
Imetriaequidista dafiguraorigind e de suaimagem.
Outros grupos fizeram figuras que possuiam estrutura Smétrica reflexiona e tragcaram
0s exos Com isso, percebemos que os dunos descobriram que o exo reflexiond divide a
figuraao meio.
Dada oportunidede, a aividade seguinte tratava exatamente de figuras com ou
sem estruturasmétrica reflexiond (etividade 111).

Utilizando um espelho, descubra todos os eixos de Smetria das figuras que os possuem.

il e

Atividade 11
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Em virtude da coloragdo, duas das figuras gpresentadas na atividede 11l ndo possuem
exo de smetria reflexiond. Essa dStuagdo gerou vada discussio entre 0s adunos, pois caso

ndo fossem coloridas, seria possivel tracar 1 e 4 eixos, respectivamente, conforme se vé nas

figuras 216 e 217.
@Q@

figura216
figura217

Alguns grupos regitraam a lado das figuras quantos exos e€as possuiam. Por
exemplo, nos casos das figuras 218, 219 e 220, os duncs etreveram que em todas as pontas

erapossive tragcar um exo de Smetria

N K W

figura218 figura219 figura220
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Concluida a procura dos exos de dmetria reflexiond de figuras quaisquer, os dunos
deveriam cumprir a seguinte tarefa encontrar todos os eixos de dmetria dos poligonos
regulares desenhados na ficha de trabalho, como segue abaixo na aividade V.

Abaixo etép desenhados dguns poligonos regulares. Descubra todos os eixos de
smetria de cada um e registre na tabela.

Numero de lados

NUmero de eixos

Atividade IV

Os grupos comecaam a peceber que quanto maor o nimero de lados maor o
nimero de eixos de smetria neses poligonos. Assm, patiu dos dunos a sugestéo de gpenes
contar 0S eixos e anotar na tabela, sem trecélos pemitindo entdo um mehor groveitamento
do tempo de aula

Nenhum grupo fez quaquer coment&io sobre o fato do nimero de exos de Smeria
coincidir com o ndmero de lados do poligono regular.

Além das dividades ja mencionadas, outras foram também desenvolvides Assm, com
um epdho, pudemos trabdhar conceitos de  reflexdo, exo e ponto Smérico, figuras

sméricas, congruéncia, orientacdo, figuras geométricas e explicar que “trandacdo e rotagéo”
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ndo sf0 possives de serem obtides gpenas com um espeho. Depois diso, passamos a
trabdhar com dois egpehos, os quas podem ser utilizados de duas mandras. aticulados ou
néo (pardeos).

Dois espehos

Com o obetivo de desenvolver as nocOes de orientacdo e trandacdo, trabahamos
com dois espe hos pard e os na seguinte atividade:

Cooque um espeho sobre cada uma das linhas, de modo que as faces espehadas
figuem frente a frente. Obsarve que os espelhos ficaram parddos. Entre des, coloque o sdlido
dado. Descreva o resultado.

Atividade V
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O dlido a que a dividade = referia era um prisma triangular
feito de isopor (figura 221).

Esse prisma, quando colocado entre os expelhos, gera dois tipos
de imagens que véo £ dtenando infinitamente uma com a mesma
orientacd do prisma e outra com aientegdo invertida em rdacdo a

- . figura221
origind (figura222).

figura222

Os grupos néo tiveram dificuldade em perceber ese fato e logo comecaram a se
lembrar de acontecimentos anteriores em que ediveran  envolvidos numa  Stuacdo
semdhante, sendo que eles mesmos eram os objetos entre os epehos. Esses episodios
recordados ocorreram, segundo des, em parques de diversio, cabdereros e shopping center,
onde expedhos s encontravam sobre paredes parddas e seus reflexos se  dternavam,
intercalando frente e cogtas.

Um duno nos disse que saria muito interessante colocar uma vela acesa entre 0s
epehos parddos, principdmente s2 0 ambiente edivesse sem nenhuma outra fonte de luz.
Essa dtividade néo foi redizada, mas fica registrada a indicago.

Usando dois espedhos planos aticulados, podemos reforcar dgumas propriedades dos
poligonosregulares.

Para a execucdp da aividade VI, foram didribuidos aos grupos faxas de papd
colorido, canudinhos plédicos, pdito de maddra e um cdedoscopio de dois espdhos o qud

chamamos de diedro.
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Utilizando os canudinhos, o pdito ou as faixas de papd, como visudizar no diedro de
espadhos poligonos regulares como  tridngulo  eqlill&ero, quadrado, hexagono regular, entre
outros?

Atividade VI

Os duncs deverian regidrar 9Bs experiéncias para que pudéssemos andisx
posteriormente.
Alguns comentérios foram muito produtivas, como por exemplo, este:

A madoria dos grupos conduiu que paa visudiza um quadrado, bedtava dorir o
diedro (cdeidosoopio) num angulo de 90° e para 0 hexégono, 60°. Alguns grupos tiveram
dificuldade na obtencdo do tridngulo eqlilatero via cdedosoopio, porém, eda foi superada

quando se lembraram que maior abertura acarreta menor nimero de lados.

figura223
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Durante o trabdho, os grupos ndo faziam quaquer coment&io sobre como colocar o
canudinho ou a faxa de papd entre os espelhos, mas pudemos verificar que esse materid era
colocado corretamente, ou sga, aberto 0 diedro no angulo adequado, a faixa era colocada de

mandraaformar com os esphos um tridngulo isdsceles.

figura224

Entretanto, nem todas as respostas dadas pelos duncs eram corretas. Por exemplo, um
dos grupos disse ter conseguido visudizar um pentdggono quando montou o cadedoscopio
sobre a folha com o tranderidor desenhado e o driu num angulo de 70°. Mas ese ero
aconteceu devido a proximidade do angulo correto que € de 72° foi um pequeno descuido
durante o posicionamento do caedoscdpio.

Essa dividade gerou muita descontrag@o. Apds registrarem suas respostas, os aunos
comecaam a “brinca” com os materias. Vaiando o angulo de abertura e colocando 0s
canudinhos e as faxas em posicdes diversas, obtiveram imagens de poligonos estrdados e
flores. Um grupo de meninas chamou a aetd de toda a sda pea cridividade Na
intersecé dos esgpdhos por baxo, uma das dunas colocou um dedo e depois dois e
movendo-0s, percebeu que Suas imagens e mexiam dternadamente. Outra menina pds o
cdedosoopio @ redor do olho e direcionou a visito paa a equerda e em sguida paa a
diredta Com brincadeira, 0 grupo gorendeu a mudaca que a reflexdo provoca na
orientacédo de um objeto, fazendo entdio uma ligacd com a dividade V, anteriormente
desenvolvida

Conduindo, no trabdho com dois egpehos pudemos abordar os concatos de
orientag&o e trandacdo e a obtenc&o de poligonos



Kit de poligonos

Num estudo preparatdrio para 0 tema pavimentacdo é recomendave trabahar-se com
um kit de poligonos 0 qua gera dividades interessantes. Murari (1999) sugere um kit de
poligonas, o qud fai por nés utilizado.

Os grupos receberam um kit com poligonos regulares, com mesma medida de lados,
recortados em papd catéo colorido dos dois lados com cores diferentes, permitindo, assm, a
utilizac&o das duas faces dos poligonos.

Nesse kit haviam trigngulos eqlilateros, quadrados, pentégonos regulares, hexagonos
regulares, octdgonaos regulares, decigonos regulares, dodecagonos regulares.

Como nossa intecd0 ea que 0s dunos descobrisssm, por melo de exploracéo,
dgumas pavimentages do plano por poligonos regulares, acreditamos ser  conveniente
primaro fazerem uma invedigagd <sobre os éangulos vetices dos poligonos didtribuidos,
conforme atividade VII.

Com aguda do trandferidor, preencha a tabela abaixo utilizando os poligonos do kit.

Numero de lados
do paligono
Medidado &hgulo
vértice

Nome do paligono

Atividade VI

A Geomeria Eudidiana plana, com seus podulados e teoremas, nos garante que o
angulo vérticei de um poligono regular den lados é determinado pela expressaa

(n- 2)1800_

Entretanto, no universo 1pis e papd ocorrem imprecisdes que muitas vezes nos levam
afasos resultados.
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Os poligonos utilizados nessa dividade foram recortados em papd catdo, porém,
mesmo tomando todo cuidado, as impefecdes S0 inevitaveis Da mesma manera,
indrumentos de medida, como o trandferidor utilizado pelos aunos, goresentam suas fdhes
Por essa razéo, na execucd0 dessa atividade surgiram dgumas regpodtas erradas, como por
exemplo, 0 éhgulo vétice do decdgono com medida 145°, quando na verdade vde 144°% e do
pentégono, medindo 110°, sendo o redl vaor 108°.

Tendo completado essatarefa, os dunos foram desafiados com a seguinte atividade:

Sdbendo j@ a medida dos éangulos internos dos poligonos regulares, utilizando os
poligonos do kit, descubra quais podem s agrupados em torno de um  ponto, sem
sobreposicéo ou lacunas.

Dica Tente agrupar primeiro um s tipo de poligono. Depois combine poligonos variados.
Pergunta: E possivd que os aranjos encontrados sgam estendidos pdo plano? Lembre-se
gue os poligonos devem estar dispostos na mesma ordem.

AtividadeVIlI

Devido a0 conhecimento j& adquirido pelos dunos antes de noso trabdho com des a
repodta imediada a0 problema foi que a soma dos angulos vértices dos paligonos envalvidos
num arranjo deveria ser 360°, para que N&o 0Corressem vazios ou Sobreposicao.

Entdo, a patir desse fao, os orientanos para que tentassem unir poligonos de um O
tipo, como por exemplo, ostridngulos eqiilaeros.

As experiéncias dos dunos os levaram a responder corretamente que somente oS
tridngulos equilderos, os quadrados e 0s hexdgonos regulares poderiam s agrupados a0
redor de um ponto quando utilizamos gpenas um tipo de poligono paraese fim.

Prosseguindo a aividade, 0s grupos deveriam varia os poligonos com 0 mesmo
objetivo, id0 € agrupar poligonos diferentes a0 redor de um ponto. As regpodtas foram as
mas diversas, como, por exemplo, as seguintes configuragdes (334,34), (34.64), (36,36),
(83344, (31212, (4898), (4612, (334,12). Entreatto, acreditando gpenas no materid
(sam conddera as medidas dos angulos internos), determinados grupos cometeram  dguns
erros, afirmando ser possive as seguintes configuracdes (34,5,5), (3,3/4,10), (5,6,8).




A ficha de trdbdho trazia anda mas uma pergunta, ou sga, oS dunos deveriam
descobrir quais dos aranjos encontrados poderiam ser estendidos por todo o plano. Pelo
tempo exassn, nem todos os aranjos foram discutidos peos grupos, mas  conseguiram
verificar que, por exemplo, £ esendem pedo plano as configuragfes (333333), (4444),
(6,6,6), (34,64), (4612), (4,88), (36,36).

Um grupo que estava muito envolvido com a aividade condruiu um aranjo de
configuracéo (3,3,6,6;3,34,3.4,3,4,4,6,4,6,12), conforme figura 225.

—

figura225

Apesr do pouco tempo, pareceu-nos compreendida a idda de pavimentacdo do plano

por poligonos regulares e 0 conceato de angulos internos de poligonos. Assm, passamos para
as atividades que envolviam trés espe hos.

Trés espelhos

Como pretendiamos trabdhar com pavimentacdo do plano via cdedoodpios a
dividede IX fol ddborada com o objetivo de familiarizaa os dunos com descobeta e
construg&o de bases subdtituive's.

Paraaatividade IX, foram distribuidos:



=>» um caedosodpio modificado;

=>» canudinhos plé&dticos, faixas de papd;

= uma foha com um tridngulo eqlilaero pontilhado desenhado, cujos lados
mediam 22 cm cada;

= uma folha com um tridngulo isoscdes reténgulo pontilhedo  desenhado, cujos
lados mediam 22 cm cada cateto e 31,1 cm (gproximadamente) a hipotenusa;

=» umafichade trabaho, como a que se segue

Utilizando canudinhos ou faxas de papd, tente visudizar essss pavimentagcdes no
caedoscopio de trés espehos.

1 2 3

Atividadel X

Apds digporem o cdeidoscopio sobre o trigngulo eqlil&ero pontilhado, muitos grupos
nos dissram que a pavimentacdo 1 edava pronta Nesse momento, tivemos de explicar que,
goesar da formacdp e visudizagd serem redmente gpropriades, 0 que s via eram 0s
“espelhos virtuais’ e ndo uma pavimentagcdo. Com is0, a primeira reegcd foi colocar um
canudinho junto a um dos epdhos conseguindo entéo visudizar a pavimentagcéo 3.
Imedigtamente, tomaram mais dois canudinhos € dispondo-0s
juto aos egpdhos redantes  visudizaan assm a
pavimentag&o 1.

Uma outra resposta muito ocorrida para obtengéo da
pavimentegdo  (333333) fo digpor um caudinho  como

modgtraafigura 226.
figura 226
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Nessa Stuacdo, para dizer onde o canudinho edava, 0s dunos usaram muito 0 termo
“no meid’. Assm, gorovetamos o fato da intuicdo leva-los a utilizar td termo e dissemos que
ndo edavam erados ao dizerem “no meo’, jA que ese canudinho etava na posicéo da
bisstriz de um dos angulos do trigngulo eqliildero e também passava pdo ponto médio do
lado opagto, dividindo o tridngulo em dois outros tridngul os congruentes.

Depois de montalem o cdedoscdpio sobre o
tridngulo  idscdes  reténgulo, a fim de visudizaem a
pavimentag&o por quadrados, as respostas dos aunos foram
& mesmas em rdacd as pavimentacdes anteriores ou
colocaam 0 canudinho junto a um dos egpdhos ou, como
elesdisseram, “no meio” (figura227). figura 227

Como essa dividade permitia diversas colocagOes das faixas ou os pditos de madera,
fomos orientando-os & denominages corretas dessas posicdes (ponto médio, bissetriz, etc) e
fazendo-os obsarvar 0 comportamento dos segmentos (fornecidos pdo materid utilizado) nes
reflexdes, formando poligonos diversos.

Concluido esse trabdho exploradrio, a dividade seguinte deu inido a0 estudo das
construcdes geométricas das bases subdituives utilizadas para visudizagdo de pavimentagdes
em caedosoopios.

Construcao das bases

Para a execu;&o da atividade X os grupaos receberam:
=> régua e compasso;
= uma foha com um tridngulo eqlilaero pontilhado desenhedo, cujos lados
mediam 22 cm cada;
= uma folha com um tridngulo isdscdes reténgulo pontilhado  desenhado, cujos
lados mediam 22 cm cada cateto e 31,1 cm (gproximadamente) a hipotenuss;
=» e umafichacomo a seguinte



Quando canudinhos ou faixas de pape s colocados ertre os espelhos de forma
gue se condga visudizar a pavimentagéo desgada, estamos condruindo uma base.

Como vocé condruiria, geometricamente, as bases para visudizar as pavimentagOes da
aividade anterior? (utilizar as folhas com tridngul os pontilhados).

Atividade X

Como essa aividade foi iniciada gpds o término da aividade 1X, apenas dois grupos s
interesso’ram em resolvéda Como 0 tempo restante era pouco e na aula subseqiiente os dunos
teriam uma avdiag&o, 0s demals grupos preferiram estudar.

Um gupo formado gpenas por meninos nos chamou a daencd. A principio, des
tiveram uma certa dificuldade de entender o0 que deveria ser feito nessa dividade. Porém,
durante nossa conversa, fomos questionando-os comecando por fazé-los lembrar do lugar
onde foi poto o canudinho ou a faxa de papd para a viudizacd da pavimentagc@ por
tridngulos, na aividade IX. Entdo, como nos disseram ter colocado o materid “no melo’, logo
s recordaram que 0 canudinho sa de um vétice e toca no ponto médio do lado oposto.
Portanto, bastava ligar esses dois pontos e terian a base geradora da pavimentac@d de
configuracéo (3,3,3,3,3,3).

Novamente, lembramo-lhes que 0 segmento formado nada mais era que a bissriz.
Um dos dunos desse grupo disse que ja tinha ouvido fdar da lissetriz de um angulo e que sua
propriedade era dividir o &hgulo ao meio.

Devido ao pouco interesse demondrado ao find da dividede anterior e a fim de que os
dunos ndo = digpasassem durante nossa intevergdo, optamos por aordar o tema
“construcdd de bases’ a patir de jogos do tipo quebra-cabeca daborados por noés e
explicados a seguir:

Jogo

As pegas de cada jogo sfo bases geradoras elou transformedas (triangulares, quadradas
ou retangulares) da pavimentagéo correspondente.
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Os jogos foram fetos utilizando o software Caori Géometre |l para a condtri;do e
colorag&o das bases geradoras e transformadas.

Em seguida, bases foram trangportadas para o Microsoft Word e impressas em
pape aulfite 60. Depois de recortadas, as pegas foram coladas da seguinte forma base
geradora numa face, base trandformada na outra Findizando, foram todas pladificadas com
papd do tipo Contact.

Paa que possamos explica mehor o funcionamento do jogo, tomaremos como
exemplo a pavimentag&o de configuragéo (4,4,4,4).

A base geaadora dessa pavimentagd0 possui duas regides, que (para 0 jogo) foram
coloridas de vermeho e verde escuro. A base transformada que tomamos foi a que possui trés
regides, no caso coloridas com rosa, verde dao e preto. Como 0 jogo = basda em smdria
reflexiond, € necess¥io que e tenham duss pecas diferentes ou mehor, enantiomorfas,

conforme figuras 228 e 229 para a base geradora e figuras 230 e 231 para atransformada

figura228 figura 229

figura230 figura231

As pecas foram fetas colando a figura 228 no verso da 230, e a figura 229 no verso da
231

O jogo pode s utilizado paa montar uma porgéo da pavimentacdo a partir da base
geradora ou da transformada (figura 232).
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por¢éo através da base porcéo através da base
geradora (frente) transformada (verso)

figura232

Obsarve que a pecas SB0 encaxadas levandose em consderagdo a Smelria
reflexiond.

Ese jogo também pemite trébdha na
descoberta de bases transformadas, ou sga, a partir da
base geradora, os dunos podem “monta” as bases
transformadas (figura 233).

AsSm, enquanto jogam, os dunos veificam
que as pavimentagOes podem s obtidas draves de
diverses bases, edudam a formagdo das transformadas,
podem contar as regides, dém de que, pela regra, estéo
trabalhando com simetria reflexiond. figura233

A primera aividade ussndo 0 jogo foi para a montagem de uma porcéo da
pavimentacdo de configuracdo (3,3,3,333). Nesse jogo, as pecas S0 triangulares, numa das
faces estd a base geradora para duas cores e na outra a base transformada para até seis cores
(figura234).

figura234



Para essa aividade digribuimos as pegas do jogo, um pedaco de vidro sobre o qud as
pecas deveriam ser montadas e aficha X| abaixo.

Com esse kit que vocé recebeu, monte a pavimentag@o corretamente sobre o vidro.
(observe que cada um dos lados das pecas é diferente).

Atividade XI

Os grupos deveriam montar as pegas obre 0 vidro justamente para que, quando O
levantassem e olhassem por baxo o que = formou, percebessem a posshilidade de
representar a mesma pavimentacdo a partir de bases diferentes (figura 235).

figura235

Logo que redizaram a tarefa de condruir a pavimentagd usando a face da base para
duas cores e ergueram o vidro, visudizando a pavimentag@o a partir da outra base, os dunos
viraram as pegas e remontaram 0 quebra-cabeca, agora utilizando a outra face, cuja base era a
transformada para até seis cores.

O coment&io gerd fol que com a base trandormada a pavimentagdo ficava mas
colorida, gpesar de serem menores os tridngulos que a formavam.

FHcaran muito curiosos sobre a confeccdo das pegas e e surpreenderam quando |hes
contamos como e deu td fao. A principio, pda qudidade do materid, pensaran que 0s jogos
haviam sdo adquiridos no comerdio.

Apbds as montagens, voltanos a propor a congrugdo das bases. Os grupos poderiam
escolher entre congtruir a base geradora ou a base transformada. A grande maioria congtruiu a



base trandformada. Poucos grupos se interessokam em condruir a patir do tracado das
bissetrizes dos angulos do tridngulo com compasso e régua ndo graduada. A maor pate dos
dunos fez do modo que dissTam s mas rgoido: ligar o ponto médio de cada lado com o
véetice opogo. Como os lados mediam 22 cm cada, 0 ponto médio foi facilmente encontrado
utilizando umaréguagraduada

Paa a coloracdo, levamos quaro caxas de 12 |&pis de cor, evitando assm
imprevigos. O mais interessante € que muitos dunos pintaram Suas bases com as mesmas

cores das pegas do jogo.

figura 236

Apbds a coloracdo, 0s grupos puderam, aravés do cdedosoopio, verificar o resultado
de sua construcéo.

figura 237
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Prosseguimos, agora digtribuindo aos dunos o0 jogo para a
pavimentag&o de configuracéo (4,4,4,4).

A dividade Xl ea smdhante montar sobre o vidro
uma porcdo da pavimentagéo utilizando a face com a base
geadora e em suida visudizar a posshilidade de obtéla
aravés de outra base (a transformada), porém mais colorida.

figura238

figura239

Praticamente todos os grupos tiveram uma ceta dificuldade de montar o quebra
cabeca para pavimentacdo. Redlmente € um pouco confuso quando ndo se aenta para a
regra condderar os lados das pecas como linhas de Imetria reflexiond e encaixar a peca
s métrica correspondente. Alertados sobre essaregra, o obstéculo foi vencido.

Alguns grupos a invés de levantarem o vidro onde haviam montado a por¢do da
pavimentegéo, colocaran um egpdho sob o vidro de td forma que puderam visudizar o
resultado, porém refletido no espelho.

Assm, a0 terminarem as montagens, a dividade seguinte condstia em condruir uma
das basss do jogo. Novamente, adguns grupos quiseram utilizar o ponto médio para condruir
as bases, mas, como agora um dos lados do tridngulo base media 22«/§cm, néo foi possive
encontrar com exatiddo seu ponto médio utilizando uma régua graduada. Por esse moativo,

todos os grupos tiveram de usar compasso e 0 lado ndo graduado da régua. Foi necessaia uma
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exposcéo sobre a construgdo de uma bissetriz com esses materials. Mas, como 0S grupos néo
tinham 0 mesmo ritmo, tivemas de explicar grupo a grupo.

Vde a pena ressdtar que, goesar de parecer cansativo eclarecer dlvidas para cada
grupo, fazia parte de nosso trabdho encaminha-los em seus desdfios e acompanhé-los em suas
descobertas. Por isso, ndo poderiamos ter ares de indiferenca para com des, principdmente
porque acreditamos que quanto menor a digéncia entre educador e educando, mehor o
aproveitamento de ambos.

Assm sendo, gpos a congtrugdo, a maoria dos grupos também coloriu sua base com as
mesmas cores das pegas do jogo e, em seguida, visudizaram o resultado no caeidoscdpio.

figura240

Bases trandor madas

Mas um jogo paa a pavimentegdo (333333 fo
digribuido: numa das faces das pecas estava a base geradora
com duas regides e na outra face a base transformada de quatro
regides que, N0 caso, etavam coloridas de marom, verde, rosa
eazul.
Os dunocs montaam a porcdo da pavimentacéo
utilizando a face com a bae trandormada sem muita
dificuldade. Comentaram que essa base transformada também
faz com que os triangulos que formam a pavimentagcd sgam mais coloridos e, a0 contr&io da

figura241

outra peca (base transformada para aé sais cores), os tridngulos néo ficam téo pegquencs.
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Com s, fo-lhes entregue a ficha da aividade seguinte que iniciava o trabadho com
bases transformadas.

Com o0 jogo vocé deve ter percebido que quaguer uma das bases abaxo monta a
pavimentagéo (3,3,3,3,3,3).

A primeraddas, como € amais Smples, € chamada de base geradora. As outras duas
recebem o nome de bases transformadas, ja que o feitas a partir da geradora.
Utilize 0 jogo para congtruir bases transformadas e preencha a tabela

base transformada 12 22 F
n° de bases geradoras
n° de regifes
Atividade X111

Num primero momento os dunos tiveram uma certa dificuldade sobre como deveriam
s dispostas as pegcas paa montar cada base trandformada Nosso apoio foi lembrélos da
regra de montagem, ou sga, condderar os lados das pecas
como se fossem expahos e entéo encaxar a peca Smétrica
Além disso, os detamos paa o0 seguinte fao: como, paa
eda pavimentegdo, as bases tém a forma de um trigngulo
equildero, paa s obter uma base trandformada as pecas
devem s> unidass a fim de que o rextado find tenha
também o formato de um tridngulo eqill&ero. figura 242
Assm, atebdafoi corretamente preenchida por todos os grupos.
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Cabri Géométrell

Noso proximo peso fol levar os dunos ao laboradrio de informaica Devido a
qQuantidede de dunos foi necessaio dividi-los em duas turmes Enquanto uma turma
trabdhava com o software Cabri Géometre 1, a outra ficava na sda de aula, onde a professora
reponsvel pda alla de maemdica continuava a desenvolver seu programa. Apds 25
minutos (metade da auld) erafeitaatroca

Cada computador era ocupado por uma dupla de duncs, pefazendo um tota de 20
adunos numa turma e 19 na outra A principio tivemos uma certa dificuldade para a@ender a
todos os chamados. A insegurarga dos aunos em manusear 0 computador eramuito grande.

Inidamos fazendo, junto com os dunos uma breve letura das ferramentas de que o
software digpde.

Em seguida, os duncs redizaram dgumas aividades exploratdrias a fim de que se
familiarizassem com o Cabri Géometre Il. Essss dividades ndo abordavam todos os recursos
que o software oferece, pois nossa intengéo era de que os dunos conseguissem manipular as
ferramentas necessrias & condrugd de bases geradoras e trandormadas de dgumas
pavimentagOes. Antes de ser feita a troca de turma, as dividades eram gravadas em disquete,
fadilitando assm a continuac&o e o término das tarefas.

Vegamos dgumes

>» retaperpendicular

tracar umaretae nomealader;

marcar um ponto P néo pertencente aretar;

tracar aretaperpendicular ar que passapelo ponto P;

marcar 0 ponto R de intersec&o;

marcar naretar dois pontos A e B taisque R etgaentre des;
medir os angulos ARP e BRP;

qua apropriedade caracterigtica?

Atividade X 1V
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> retamediatriz
tracar um segmento AB quaquer;
medir AB;
tracar aretamediatriz de AB e nomeg-lade n
nomear 0 ponto de intersecéo de M;
marcar um ponto P quaquer emm;
medir AM, BM, AP e BP,
quais as propriedades caracterigticas?
as propriedades prevaecem quando se movimentam os pontos A,B e P?

Atividade XV

> Dbissetriz
marcar trés pontos A, O e C;
tracar as semi-retas OAe CYf;
medir 0 angulo AOC;
tracar abissetriz do ahgulo AOC :
marcar um ponto B quaquer na bissriz
megir os angulos AOB e BOC ;
qua apropriedade caracterigtica?
apropriedade prevaece quando se movimentam os pontos A e C?

Atividade X VI
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>» dgmetriareflexional

tracar umaretasdividindo atelaem duas partes,
de um mesmo lado dareta:
condruir dois poligonos quasquer;
marcar cinco pontos A, B, C, D eE;
colorir um das poligonos e tracgar o outro;
tracar os ssgmentos AC e AE;
aravés da ferramenta smetria axia, obter os Sméricos dos poligonos, dos
segmentos AC e AE e dos pontos B e D;;
medir a diséncia entre 0 ponto B e seu Smétrico e entre 0 ponto B e a reta
S,
quais as propriedades caracterigticas?
as propriedades prevdecem quando se movem 0s pontos, 0s poligonos e os
segmentos?

Atividade XVII

As dlvides mas comuns dos dunos eam bre como executar as  funcOes
sdecionadas, ito € onde deverian “dica” para conseguirem O que queriam. Essss
dificuldades ja eram esperadas. Primero peo proprio computador, uma vez que muitos aunos
sequer haviam trabahado com e segundo, porque agude momento era O primero contao
desses dunos com o software Cabri Géométre 1l. Por isso, aividades eram justamente
paa que os dunos s adgptassem a e, de modo que noso trabaho poderior fluisse sem

maiores problemeas.

AplGs essa explorag@p, prosseguimos noso trabaho, anda utilizando o software Cabri
Géometre 1.

A aividade seguinte era sobre congrugdo das bases geradoras das pavimentacOes de
configuracéo (3,3,3,3,3,3) e (4,44.4).
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Congtruir e colorir as bases geradoras das pavimentacoes (3,3,3,3,3,3) e (4,4,4,4):

Atividade X V111

Os dunos se lembraram de que, na sda de aula, condruiram a base geradora para a
pavimentagéo de configurac@d (3,33,3,33) encontrando 0 ponto médio de um dos lados do
tridngulo que serve de base Ja paa a pavimertacdo de configuracdo (4,4,44) tiveram de
condruir a bissdriz, pois 0 ponto médio ndo seria encontrado com exatidéo. Mesmo deixando-
os livres para decidirem qua dos dois atificdos usaiam com o oftware, indgimos para que

tentassem através da construgdo da bissetriz.

figura243

Diferentemente do ocorrido na sda de aula, os adunos coloriram as regides das bases

de maneira muito criativa (aguns meninos usaram as cores de seus times de futebal).
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Algumas dessas bases foram ampliadas e imprimidas a fim de que os dunos pudessam,
dravés dos cdeidoscopios, visudizar as pavimentagbes, comparando seu trabaho manud
com o feito usando o software Cabri Géometrelll.

com régua com o software
€ compasso Cabri Géométrell

figura244

Os dunos achaam que com o0 Software a pavimentagdo fica muito mas bonita,
principdmente por ndo haver imperfecdes que ocorrem quando = usa lgpis de cor, sem

contar que o trabaho é menor.

Bases transfor madas com o Cabri Géométrel |

A dividede XIX oonddia em obter bases trandformadas da pavimentacédo de
configuracéo (3,3,3,3,3,3) dravés da base geradora de duas regifes, usando o oftware Cabi
Géometre Il. Essas condrugdes ficam muito fadliteadas quando utilizanos a feramenta
simetria axial (ver item 5.3 do capitulo I1).

Os dunos ndo agoresentaram dificuldades, pois ja haviam redizado, em sda de aula
uma atividade sobre obtengdo de bases trandformadas da mesma pavimentagdo (atividede
XIIl), e também, durante a exploragd do software Cabri Géomeétre 1l, fizeram uma tarefa
usando aferramentasimetria axial (aividade XVII).

Como a base geradora com a qud estavam trabadhando era a congruida e colorida por
eges mesmos (atividade XVIII), as bases trandormadas, gpesxy de terem mas regides,
continuavam goresentandd  gpenas  duas cores. Entdo, aendendo a0 pedido dos duncs
explicamos como fazer para que cada regido possuisse uma cor diferente, isto €, des deveriam

transformar cada uma das regides num poligono e s entdo preenché-lo com a cor desgada
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Numero de regides a serem coloridas

Para findizar nosso trabaho com adunos, foi-lhes proposa a seguinte atividade,
gue como pode ser vigo € longa, porém ndo muito trabahosa

1. O novo quebra-cabeca que voce recebeu montaqua pavimentacéo?

2. Condrua as bases trandformadas da mesma maneira que vOcé condruiu para a
pavimentagéo (3,3,3,3,3,3) e preencha atabea
base transformada 12 2 R 4

n° de bases geradoras

n° de regifes

3. Cdcule
a) (n°de regides da 12 transformada) — (n° de regides da geradora)=

b) (n° de regides da 22 trandformada) — (n° de regides da 12 transformada)=
¢) (n°de regibes da 3 transformada) — (n° de regides da 22 trandformada)=

d) (n°de regides da4?transformada) — (n° de regides da 3? trandformada)=

4. Osvdores encontrados formam uma seqiéncia. O que eatem de particular?

Atividade XX

O jogo que recebaan ea da pavimentagdo de
configuracdo (34,64). Em suas pecas estava a base geradora
com quatro regifes que, No caso, edavam coloridas de azul, cinza
preto e rosa (figura 245).
A primara questédo da ficha néo foi respondida como
esperdvamos, ou Sga, goenas dois grupos responderam que o
jogo montava a pavimentagio de configurag@o (3,4,6,4). Porém, figura245
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condderamos como correta a resposdta que foi predominante “monta  hexagono, triangulo,
quadrado’.

A tabda da segunda questéo foi adequadamente preenchida, j4 que uma dividade
semed hante havia Sdo executada por €es ha poucos dias.

Conforme 0 esperado, muitos dunos notaram que, para essa pavimentagd e essa base
geradora, 0 nimero de regides da base geradora coincide com o0 nimero de bases geradoras
necessarias para a obtecd da primera base trandormada, 0 nimero de regides da primera
base transformada coincide com o nimero de bases geradoras necessrias para a obtengdo da
segunda base transformada; e assm sucessvamente.

Foi necessria uma breve explicag@o para que os dunos entendessem do que se tratava
a tercara questdo da ficha de trabdho, isto € precisamos dizer-lhes que os itens @), b), ¢) e d)
nada mais pediam que Smples contas de subtracéo.

Assm, resolvida essa questéo, as respodas dadas a quarta pergunta nos surpreendeu.

Abaixo ssguem dgumes.

Alguns grupos se interessaram em sber se, de dgum modo, era possivel descdorir o
nimero de regifes de quaquer base trandformada para aguela pavimentacZo, ja que haviam
encontrado essa PA rdacionando exatamente 0 nUmero de regifes. Néo fizemos com des a
demondrag@, mas nossa respoda foi afirmativa e explicamos que essas descobertas também
fazem parte de nossa pesquisa (como mostramos no item 5 do capitulo |1 deste trabaho).

Com iso, fdamos que, para a pavimentacéo de configuracdo (34,64), as regides a
serem coloridas nas bases trandformadas podem s encontrades utilizando PA de segundo
grau. No casn, a expressio usada & a,=(n+2)?, condderando que ag=4 (regides na base
geradora) e n € an-ésmabase transformada.
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Muitos dunos comentaram que nunca haviam trabadhado com PA de outra manera ou
envolvendo outra pate da maemdica (no caso geometrid), a ndo ser naguelas ligas de
incontévels exercicios repeitivos pedindo para determinar este ou aguele termo, sabendo isso
ou aquilo, ou ainda, dados os termos, determinar arazéo, €etc.

Acharam também muito interessante exidir Progressfes Aritmétices que sfo de

Segundo, terceiro ou outro grau maior.
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1 Conclusdes

Conforme ja regidrado, 0 objetivo principd de nossa pesquisa foi 0 de goresentar uma
propoda dterndtiva utilizando cdedoscopios o oftware Cabri Géometre |l e jogos em
atividades de Geometria

Asam, edtabdecemos dguns parametros para 0 desenvolvimento de noso trabdho, a
fim de ndo torn&lo nem téo supéfluo e nem téo extenso. Para tanto, €egemos o tema
"Pavimentagdes do Plano" e escolhemos uma dasse do segundo ano do Ensno médio, de uma
escola estadud, para aplica;do de nossas atividades.

Com baxe na bibliografia que da suporte e fundamentacd0 a0 nosO  estudo,
edruturamos as aividades dravés da Metodologia Resolucdo de Problemas, que € a edratégia
de ensgno que mdhor promove uma interagdo entre duno e professor. Os problemas foram
goresentados aravés de dtuacdes desdfiadoras onde os dunos diante de StuacBes novas,
foram encorgjados a pensar produtivamente e a desenvolver seu raciocinio.

Foi com stifacéo que condatamos uma boa medhoria nese sentido. Comparando a
paticipacéo dos adunos no nosso periodo de obsarvacdo em rdacdo ao find de noso trabaho
efetivo com ees pudemos dirma que nosa intevegédo ndo foi em vép. A repidez na
renlucéo dos problemas propodtos e as diferentes olugdes por ees goresentadas sfo provas
inequivocas do progresso, do interesse e da participagdo desses aunos.

De un modo ged, as dividades foram desenvolvidas por todos os dunos Véios
faores contribuiram para isso: 0 materid utilizado ser totadmente desconhecido por des o
lidico presnte nas StuacOes de gorendizagem e, principdmente, 0 uso de computadores, pois
muitos anda nunca tinham utilizado esse equipamento e sentiramse aé mas vaorizados peo
fao de esarem incorporando novos conhecimentos que iriam mehorar seu curriculo no
mercado de trabaho.

A caateridica inerente aos cdedoscopios, de fornecer visuas magnificos e
paticulares, muito contribuiu para despertar 0 envolvimento dos adunos em paticipar dos
trabalhos.

A sqiéncia de dividades de mandra progressva quanto aos contelidos permite-nos
afirmar que os conceatos edudados foram compreendidos. Aquees que, nas discussdes,
pareciamnos anda um tanto obscuros, indstiamos em debatélos de modo a minimizar ou

aradicar tais dividas.
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Por tudo que ja dtamos sentimonos encorgados a responder afirmaivamente ao
guesionamento principd de nossa pesguisa, OU Sga aingimos nosso objetivo de  daborar
uma edratégia de endgno utilizando os insrumentos propostos, tornando mas interessante e
participativa a aprendizagem de dguns conceitos de geometria.

Além disso, paddamente ap aingimento dos objetivos préetabdecidos no inicio da
pesquisa, fomos contemplados com a ocorréncia de fatos que vieram a coroar de mas éxito o
nosso trabaho: aproduc&o de um jogo educaciond e a descoberta de umaférmulaoriging.

Primero, 0 surgimento de um jogo educaciond, com o0 quad pudemos desenvolver
concetos de dmetria (reflexdo, rotacdo, trandacdo) ao trabdhar na montagem das
pavimentagOes e de suas bases tranformadas. Esse jogo também auxiliou na contagem das
cores nas bases, sendo que, aravés dese trabdho diferenciado, foi possive reforcar as
nocdes de Progressfes Aritméticas Estamos avdiando a posshilidade de comercidizacdo
desse jogo, podendo estar no mercado ja no préximo ano.

Nossas invedtigacOes também nos levaram a um resultado inédito. um  dgoritmo
dravés do qud podemos encontrar precisamente a formula que determina a quantidede de
regides que poderéo s coloridas na n-esma bese trandormada de dgumes pavimentagdes
(nl IN).
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