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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é realizar um estudo sobre o com-
portamento dos zeros dos polinomios ortogonais definidos em um intervalo
(a,b), onde —oco0 < a < b < oo, com relagdo a uma funcdo peso w(z).
A densidade dos zeros em (a,b) e a distancia entre zeros consecutivos sao
discutidas. Além disso, se w(z) = w(z,7), alguns resultados sobre a de-
pendéncia dos zeros dos polindmios ortogonais associados com relagao ao
parametro 7 sao apresentados. Em particular, discutimos a localizagao e

desigualdades para os zeros dos polindmios ortogonais cldssicos.
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Abstract

The main purpose of this work is to study the behaviour of the zeros
of orthogonal polynomials with respect to a weight function w(z) defined
on the interval (a,b), where —oo < @ < b< co. The density of the zeros
on (a,b) and the distance between consecutive zeros are discussed. We
present some results concerning the dependence of the zeros of orthogonal
polynomials on a parameter 7 which appears in the weight function w(z) =
w(z, 7). We give special emphasis regarding the locations and inequalities

for the zeros of classical orthogonal polynomials.
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Introducao

Entre os polindomios associados a uma relagao de recorréncia de trés termos estao os
polinémios ortogonais. As aplicagoes de tais polinémios a Analise Aplicada sao muitas
e novas aplicagdes surgem a todo momento ( ver Gautschi [16] ).

As aplicagdes dos polindmios ortogonais associados as chamadas medidas classicas,
como as de Jacobi, Laguerre e Hermite, tém, particularmente, papel fundamental em
muitos problemas das ciéncias e das engenharias. Por exemplo: quadraturas numéricas,
aproximacoes por minimos quadrados, inclusive série de Fourier, aproximacao de Padé,
aproximacoes por “splines” (Gautschi [16]), aproximagbes que preservam momentos
(Bojanov & Sri Ranga [3]), método de relaxacdo em algebra linear, processo de nas-
cimento e morte (“birth and death”) e regressido polinomial em Estatistica (Karlin &
McGregor [23]) e teoria de cédigos (Sloane [29]). Por esta razao, a caracterizagao dos
zeros dos polindmios ortogonais é muito importante. Pelo Teorema Fundamental da
Algebra. sabemos que se conhecemos os zeros de um polinémio, conhecemos o polinémio
a menos de uma constante multiplicativa.

O objetivo inicial proposto para este trabalho era fazer um estudo sobre o com-
portamento dos zeros dos polindmios ortogonais, principalmente sobre os de Jacobi,
P(*8)(z), entre eles os Ultrasféricos, P")(z), que admitem uma interpretagao ele-
trostatica bastante interessante.

Este estudo, feito em detalhes nos capitulos 2 e 3, compreenderia o Teorema de
Markov (Teorema 3.5) e o de Sturm (Teorema 3.10) e o livro de Szego [33] é uma

excelente referéncia para isso.
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Introducao

Porém, ao iniciarmos a pesquisa bibliografica sobre o tema, deparamo-nos com
muitos trabalhos sobre propriedades de monotonicidade dos zeros dos polinémios ul-
trasféricos, varios deles bem recentes. Por ser um assunto bastante palpitante e atual,
optamos, entao, por incluir mais um capitulo nesta dissertacao, o capitulo 4, onde apre-
sentamos um estudo sobre trés desses artigos ( Dimitrov [5] e [6] e Elbert e Siafarikas
[11] ) para nao tornar o trabalho muito extenso.

Preocupamo-nos em elaborar um texto didatico sobre o assunto, que possa servir
de referéncia aos que pretendem iniciar seus estudos nesta area.

Organizamos, entao, esta dissertacao da seguinte forma.

O primeiro capitulo - Resultados Preliminares - contém os pré-requisitos matema-
ticos que necessitaremos no decorrer do trabalho.

No segundo capitulo - Polinémios Ortogonais - fazemos um estudo sobre os po-

linomios ortogonais: definigdes, propriedades e alguns resultados sobre seus zeros.

Apresentamos, também, um resumo sobre os polinomios de Tchebychev, Laguerre e
Hermite e um estudo detalhado dos polinémios de Jacobi.

No terceiro capitulo - Comportamento dos Zeros dos Polinémios Ortogonais - estu-
damos com mais detalhes a localizagao e densidade dos zeros dos polinémios ortogonais,
apresentamos alguns teoremas vélidos sob condigdes gerais impostas sobre a funcgao
peso e, em seguida, estudamos algumas desigualdades para os zeros dos polinomios
ortogonais classicos.

No capitulo 4 - Alguns Resultados Recentes, apresentamos o estudo dos trés artigos
acima mencionados.

Em - Consideragées Finais - apresentamos as observacoes finais sobre o trabalho.

Finalmente, relacionamos, nas Referéncias Bibliogrdficas, os livros e artigos por

nos consultados ou citados.
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Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados basicos da Andlise Matematica,
pré-requisitos essenciais ao desenvolvimento do trabalho. Muitos resultados serao con-
siderados sem demonstragdes, que podem ser encontradas nos textos classicos sobre o

assunto.

1.1 Equacgoes Diferenciais

Sejam K (z), M(z) e N(z) fungdes definidas no intervalo (a,b), onde K(z) e M(x)
tém derivadas continuas, K(z) # 0 e N(z) é continua. Consideremos a equagao dife-

rencial

K(z)y" + M(z)y' + N(z)y = 0. (1.1)

Fazendo y = s(z)u(z), onde u(z) é uma fungdo desconhecida, podemos determinar

s(z) de modo que u(z) satisfaga a uma equagao do tipo
u”’ + §(z)u = 0.

Substituindo y em (1.1), célculos diretos nos fornecem

¢ Mdzx
Tp 21{ :

2Ks'+ Ms=0 e s(z)= e:rp{—
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Capitulo 1. Resultados Preliminares

onde zo é um ponto arbitrério.

st =~ (ax) = (2%) + 7

Se introduzirmos em (1.1) a varidvel independente § definida por z = o(6), obte-

Entao,

mos:

K(2)o'(6) 2L +{M (@) [ OF - K(2)o"(0)} 2 5 T N@EOFy=0.  (13)

df?

Fazendo y = s*u em (1.3), obtemos

. Mo'? — Ko ;
§ = ea:p{—/ Tdﬁ} = (O‘ )lﬂs,

onde s é dado por (1.2). Assim, y = (¢/)/?su e u satisfaz

d*u 4
Wﬁ-éu—ﬂ

M(o')? — Ko"” M(')? -Ko"\> N _,,
)- (o) +xer

"= ( 2K’ 2K o’
Outro resultado importante é a representagiao de uma solugao y = y(z) da equagao
nao homogénea
K(z)y" + M(z)y' + N(z)y = f(2)
em termos de um sistema fundamental {y;(z),y2(z)} da equagdo homogénea (1.1)

correspondente. Temos

: « (2)nt) = () 0
) = eune) +ean®)+ [ e i K

onde zo é um valor fixo e ¢; e c; sao constantes. Agora,

(@la) ~ va(@hn(e) = ¢ eop{ - [ s},

onde ¢ é uma constante.

Observe que quando fazemos M = 0, esta expressao se torna uma constante.
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Capitulo 1. Resultados Preliminares

1.2 Funcao Gama

Definicao 1.1 A fun¢io Gama pode ser definida como a integral de Euler de sequnda
espécie, por
00
[(z) = ] e~ 1d,
0

para Re(z) > 0 ou z > 0.

Sao validas as seguintes propriedades:

[(z+1) =2[(z), TI'(z+1)=2z! para z inteiro positivo e
Pl

sen(mz)

A integral de Euler de primeira espécie define a fungao Beta

1
B(p,q) = fo " '(1-2z)"'de, p>0, ¢>0,

que pode ser expressa em termos da fun¢ao Gama por

['(p)l'(q)

D= Tt

1.3 Interpolacao de Lagrange

Consideremos o seguinte problema de interpolagéo.
Sejam zy,...,z, pontos distintos e yi,..., y, nimeros reais dados. Existe um unico

polinomio real algébrico P(z) de grau menor ou igual a n — 1, que satisfaz as condigoes

PlEe) S v= Lo i (1.6)

Em outras palavras, dados n pontos {(zy,y,)}.—, no plano, constréi-se um tnico

polinémio P de grau n — 1, cujo gréfico passa pelos pontos dados (z,,¥,), v =1,...,n.
A solugao do problema de interpolagdo (1.6) pode ser dada por

Hﬂ=i%uﬁ } iu () -

v=1 i=1iv Tv — &i (z — zy)7'(z




Capitulo 1. Resultados Preliminares

onde (z) = (¢ — z1)...(z — z,) e 7'(z,) = (z — Z1)...(T — Ty=1)(T — Tog1).-.(z — z5).
Em particular, quando os y, dados coincidem com os valores de funcao f(z), isto

é, quando y, = f(z,), v = 1,...,n, o polinomio de Lagrange que interpola a funcao f

n
1=1

nos pontos {z;},_, é dado por

LB S Flx) )

v=1 (z — z)m'(20)

A propriedade principal dos polindmios de interpolacdo de Lagrange L._i(f;z), é
que L._(f;z) = f(z), para qualquer f € IP,_;, onde IP,_; é o espago dos polinémios

de grau até n — 1.

1.4 Regra de Leibnitz

>

Sejam as fungdes f(z) e g(z). A n-ésima derivada do produto f(z)g(z) é dada por

O ()e(=)) = z( " ) [ o] [ o)

1=0 1

1.5 Teorema de Rolle
Teorema 1.1 (Rolle) Sejam f € Cla,b], com f(a) = f(b) e f € C'(a,b). Entdo,

eziste £ € (a,b) tal que f'(§) = 0.
Para mais detalhes, ver Guidorizzi [17],p.410.

1.6 Teorema de Weierstrass

O resultado abaixo é de grande utilidade para a teoria de polinomios pois permite

aproximar qualquer fung¢do continua por um polinémio.
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Capitulo 1. Resultados Preliminares

Teorema 1.2 (Weierstrass) Seja f(z) uma fungdo continua em um intervalo I fe-

chado e finito e seja € > 0. Entdo, existe um polinomio p(z) tal que
|f(z) —p(z)| <€ Yz el

Para mais detalhes, ver Rivlin [28],p.33.

1.7 Funcao Hipergeométrica

A fungao hipergeométrica, definida por

Ve a(a+1)..(a+v—=1)b(b+1). (b-t—v—l)v
B0, 5y e Fl+1§ v! c(c+1).. (c-l-v—l)
onde ¢ é um inteiro positivo, converge para |z| < 1 e satisfaz
2y

(l—x)ﬁ+[c—(a+b+l)$] —aby = 0.

Se m € inteiro positivo,

)m_la(a+1)b(b+l (b+m—1) o
c——(m—1) m! (m —1)!
X oFi(a+m,b+m;m+ 1;2) (1.9)

lim (c+m-—1)F(a,bcz) = (-1

e a fungao z™ 3 Fy(a +m,b+ m;m + 1;z) satisfaz & equagéo (1.8) com ¢ = —(m —1).

Em Erdelyi [12], p.103, foi demonstrado que

(c—a) o Fi(a—1,b;¢c;2) + (2a—c—az+bz)Fi(a,b;c;z)
+ a(z—1)Fi(a+ 1,b;¢2) =0 (1.10)

(c—0b) 2 Fi(a,b—1;¢2) + (2b—c—bz+az) 2Fi(a,b;c;2)
+ b(z—1) Fi(a,b+ 1;¢,2) = 0. (1.11)
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Capitulo 1. Resultados Preliminares

1.8 Teorema de Perron-Frobenius

Em seguida, apresentaremos o teorema de Perron-Frobenius para matrizes tridia-
gonais. Nao vamos enunciar o teorema em uma versao mais geral pois neste trabalho

vamos utilizar apenas o caso especial que segue. Para maiores detalhes, veja Horn &

Johnson [18].

Teorema 1.3 (Perron-Frobenius) Sejam A e B matrizes tridiagonais n X n com

elementos positivos fora da diagonal e elementos ndo negativos na diagonal. Se os
elementos de B — A sdo ndo-negativos, entdo o maior auto-valor de B € maior do que

o maior auto-valor de A.
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Capitulo 2

Polinémios Ortogonais

Neste capitulo, faremos um estudo sobre os polinémios ortogonais e suas proprie-
dades, em particular sobre os polinémios cldssicos: Em Szego [33], encontramos todos
os resultados aqui apresentados sobre as propriedades dos zeros dos polinomios orto-
gonais. Incluimos, também, alguns detalhes de demonstragoes que foram omitidos no

material consultado. Para mais detalhes veja, por exemplo, Szego [33], Chihara [4],

Freud [14].

2.1 Propriedades gerais dos polindomios ortogonais

Sejam [a, b] um intervalo real, —oco < @ < b < 00 e a(z) uma funcéo real, limitada,

nao-decrescente e com infinitos pontos de aumento em [a, b].

Definigao 2.1 Sejam os momentos definidos por:

b
Ui = [ zhdalz), =012 (2.1)

Se os momentos p,, n = 0,1,2,..., ezistem, da(z) € chamada uma distribui¢io em

[a,b]. Quando da(z) = w(z)dz, w(z) € uma fungdo peso.
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Capitulo 2. Polinémios Ortogonais 10

Definigao 2.2 Dizemos que {P,(z)},~, € uma Seqiéncia de Polinémios Ortogonais

n=0 €
(SPO) se:

(1) Pa.(z) € de grau ezatamente n, n > 0;

b , SeEn Fm

0
P,(z) Py (z)da(z) = { (2.2)

on £ 0 yden =m.

(i) (Pp, Po) :[

a

Se o, = 1, dizemos que a SPO é uma Seqiiéncia de Polindomios Ortonormais
(SPO*). Notagao: {pn(z)}oes-
Neste trabalho, denotaremos os coeficientes do polinomio P,(z) por an; @ =
0,...,n. Logo,
Pil#)= zn: Un k5, A # 0. (2.3)
k=0

Teorema 2.1 Sejam Py(z), Pi(z), ..., Pn(z), pertencentes a uma SPO {P,(z)},,. En-

>

tao, eles sdo linearmente independentes.

Demonstracao: Suponhamos que existam constantes ¢;, j = 0,1,...,m, tais que

m
Y ¢;Pj(z) = 0. Fazendo o produto interno por Pi(z), k = 0,...,m, em ambos os
j=0

membros, teremos:

m

3¢ (Pi(x), Pi(z)) = 0.

=0

Por definigao, (P;j(z), Px(z)) = 0,5 # k. Logo,

i cj {P;(z), Pe(z)) = ek (Pi(x), Pe(z)) = 0.

=0

Portanto, eg = 0, k=0, .., M.

Teorema 2.2 Seja { Pa(2)},2, uma SPO no intervalo [a,b] com relagdo a distribuigao

da(z). Entdo, as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

(t) {Pa(z)},2, € uma SPO;

(i) (Pa(z),7(2)) =0, V 7(z) € Pay;

0 ,sem<n

(3”) <$ms Pn(df)) = Ab men(:c]da(:c) = {

pnF0 ,sen=m
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Capitulo 2. Polinémios Ortogonais

Demonstragao: [(i) = (ii)] Seja 7(z) um polinémio de grau m, m < n. Entéo,

w(x) = i e Pi(z)s em F£ 0.
k=0

Dai, (Pu(z),m(z)) = zck<Pn, Bi) =0, pois m & %

k=0

Considerando 7(z) = 2™, temos prontamente que (ii) implica (iii).

[(ii) = ()] Seja m < n. Temos, entéo, por (iii), que

(Pma Pn) = <i am,kxka Pﬂ.> = i Am,k <$k1 Pn)
k=0 k=0

Como conseqiiéncia imediata deste teorema temos o seguinte resultado:

Corolario 2.1 Sejam {Qn(z)}or, € {Pu(z)}ir, duas SPO no intervalo [a,b] com

ﬂ,=0

relacdo & do(z). Entdo, Q;(z) =c;P:(z), 3=0,1,2,....

Definigao 2.3 Denominam-se Determinantes de Hankel os determinantes D, de or-

demn+1, n >0, dados por:

Hn Hn+1 see Han

onde p;,j =0,...,2n, sGo os momentos definidos em (2.1).

Teorema 2.3 Se os momentos pu, existem, D, #0, n=0,1,2,... .

Demonstra¢ao: Tomemos o sistema linear homogéneo, D,a = 0, isto é,

Bo H1 .o Hn ag 0
Hi H2 0




Capitulo 2. Polinomios Ortogonais 12

Observe que o determinante da matriz dos coeficientes é D,. Mostremos que a
unica solucao do sistema linear acima é a9 = a; = ... = a, = 0. Dessa forma, teremos
D we,

Substituindo os momentos no sistema linear pela sua defini¢ao, teremos:

ao [° 2%da(z) + ay [ zda(z) + ... + a, [P 2"do(z) =
ao [l zda(z) 4 a; [} 2da(z) + ... + a, [Pemtlda(z) =0

| a0 [} 2"de(z) + a4 P zrtida(z) + ... + a, [P 2*da(z) = 0.
Multiplicando, respectivamente, por ag, ay, ..., a, as equagdes do sistema e somando-
as, obteremos:

b b b b
af,/ da(z) + af/ da(z) + ... +a§f z*da(z) + 2a0a1/ zdo(z)

b

b
+ ...+ Zaoanf z"da(z) + 2@%[ " da(z)dz + ... = 0,

a
ou seja,

b
f (a0 + a1z + ... + apz™)?da(z) = 0.
Entao, (ag+ a1z + ... + a,z™)? = 0. Portanto, ap = a; = ... = a, = 0.
Substituindo (2.4) em (2.3), obtemos

0 ,s=0,1,...,n—1
puwF0 j8=n

n

8 AN
Zan'i <.'I: s L > =
=0

ou, na forma matricial,

( Ho Hi1 ( Qn,0 \ (0\

P P2 e n,1 0

Hn-1  Hn cee Hon—1 ann—-1 0
\ Hn 2SS BT Han ) \ Qnn ) \pn)

Resolvendo o sistema linear acima por Cramer, obtemos

=
Ann = pn—D'l -'/5 0.
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Capitulo 2. Polinémios Ortogonais
Substituindo a tltima linha de (2.5) por (2.3), temos

(o o o Y e )

H1 H2

1 T z? z"

Portanto, da expressao acima, demonstramos que existe uma tinica SPO, { P, (=

se, e somente se, D, #0, n=0,1,... .
ks

1 %
Observe que 2™ = Y _ ¢; P;(z) com ¢, = . Entao,

7=0 Ann

» Pu(z)) = ZC; Pu(2)) =

Logo,

De (2.6), temos, entao,

Dai, de (2.7), chegamos ao seguinte resultado:

Teorema 2.4 Seja {pn(z)}.—, uma SPO* em [a,b], com relagio a distribui¢io da(z).

A‘AYAY
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Capitulo 2. Polinémios Ortogonais

Entao, paran > 1, o polinémio ortonormal de grau n € dado por:

Ho Hi1 H2 Hn

Hi H2
pn(2) = (DpDyy )2

Hn—1 Hn  Hngl

1 - Y B R
onde D, € o determinante de Hankel e o coeficiente principal de p,(z) € dado por

Dn—l
D,

Unn =

Uma propriedade bastante 1til e interessante dos polindmios ortogonais é o seguinte

teorema:

Teorema 2.5 (Relagao de Recorréncia de trés termos) Seja {P.(z)}._, uma

SPO em [a,b], com relagdo a distribui¢do da(z). Entdo,
Pﬂ.+l (27) = (’Yn+l$ = ﬁn+l)Pn($) — Qp4 Pn—l(x); n 2 Oa (29)

com P_i(z) =0, Po(z) =1, ant1, Bn, Tn € IR, n > 1, onde
an+l,n+1

Tn+1 (Pn,Pn}
b1 = ——— F0, apy = 0,
Intt Ann ?é R Tn (P -—l)Pn—l) ?é

'I:Pﬂ} Pﬂ
ﬁn+1 = 7n+1<<—P;—?))-

n+1
Demonstracao: Como zP,(z) € IP,41, pode ser escrito como z P, ( Z b Pi(z
1=0

Mas, P,(z) = Zamm ann # 0. Logo, zPy( Zama\:

=0
Igualando os coeﬁc1entes dos termos de maior grau em ambas as expressoes de

zP,(z), obtemos: ann = bpny18nt1,0+1-

’ Gnn
Dai, b,4; = ———. Temos que
aﬂ.+l,n+1

b
(zPp, P;) :fa P.(z)zP;(z)w(z)dz = (Pa,zP;) =0, para j<n—2.

A‘AYAY
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Capitulo 2. Polinémios Ortogonais

n+1
Mas, (um Pj) = Z b,‘ (P,', PJ> = bj (Pj, Pj) . Da.f,
1=0
<$Pn,Pj>

by =)

(P, Pj)
Logo, b; =0, j <n—2. Assim,

1 bn— bn
Poi(z) = —aPa(z) — b—an_l(x) 5 P.(z)

bn+l n+1 n+1

1 b, b1
= T — P.(z) — P._1(z).
(bn+l bn+l ) ( ) bn+1 1( )

Proy1(2) = (Y417 — Bnt1) Pu(z) — g1 Paoa (2),

1 bn tt""‘-"t—l
Tn4l = b ) ﬁn-{»l == € ny1 =

n+1 bn+l bn—I—l

a
, temos Yy = —amitles )

an+l,n+l Qn,n
Calculemos, agora, os valores de ay41 € Bny1. De (2.11) e (2.12),

(el B.Y . (B, Bia)
= Yni1———— Xkl = Ynkl e
TR P I g P i)

Ann

Como b,y =

ﬁn+]

Mas, como P,(z) = (Ya& — Bn) Pa-1() — an Po—2(z), obtemos

2P la) = Bile) 4 PP ) B e,

n Tn Tn

b
(xPn,Pn_1)=/ Po(2)z Poy(z)w(z)dz = (Pa,2Pacy).

a

Entao,

Bn

| n 1
(Pnaxpn—1)=_(Pn:Pn)+_<Pﬂ;Pn—1)+%(Pn1Pn—2)=_(Pnapn>-

Tn Tn n

Portanto,

Qpiy = Tn+1 <PH}PR>
T Tn (Pn—l;Pn—l

F#0.

Do teorema acima imediatamente provamos que
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Capitulo 2. Polinémios Ortogonais 16

Corolario 2.2 Os polinomios ortonormais p,(z) satisfazem a sequinte relagio de re-

corréncia de trés termos:
2Pa(®) = G 1Pos1 () + bupa(@) + Gnpacs(2), 1 > 0, (2.13)

com as condigdes iniciais po(z) = 1 e p_1(z) = 0, onde

Apn—1,n-1 Qpn-1 Gntin
an, = —_ € bn = 2
Ann Ann An41,n+1

Aplicando a relagao de recorréncia de trés termos a expressao
Pr41(2)Pm(Y) = Pm(2)Pm41(y),
obtemos:

Prm41(2)Pm(y) — Pm(T)Pmtr(y) = Ympr(z — E)Pm(ﬂ’)Pm(y)

+ Q41 {pm—l(y)Pm(x) == pm—l(x)pm(y)} .

Por (2.10),

Amm  Pmt1(2)Pm(Y) = Pm(Z)Pmt1(y)
A1, m+1 -y

= pm(z)pm(y)

4 dmetme Pm(2)pm-1(y) — pm-1(x)Pm(y)_

Am,m r—Yy

Escrevendo a expressio acima para m = 0,1, ...,n, (que vale param = 0 com a_; —;

arbitrario) e somando-as, obtemos a importante identidade:

Teorema 2.6 (Identidade de Christoffel-Darboux) Seja {p.(z)},—, uma seqién-

cia de polinomios ortonormais - SPO*. Entdo,

nn_ Prt1(2)P(Y) = Pn(2)Prs1(y) (2.14)
On1nt1 =Y

Zn: pe(z)pe(y) =
k=0

No caso especial em que y = , chegamos que

i {pr(2)}* = ﬂ‘—l [P (@)Pa(2) = Ph(@)Pna (2)}

k=0 an,+l,n+
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2.2 Propriedades elementares dos zeros

Teorema 2.7 Os zeros dos polindmios ortogonais P,(z),n > 1, associados a distri-

buicio da(z) no intervalo [a,b] sdo reais, distintos e pertencem ao interior de [a,b].

Demonstracio: (i) Suponhamos que P,(z) nao tenha zeros no interior de [a,b]. Entao,

P.(z) #0, Vz € (a,b). (2.16)

Consideremos, sem perda de generalidade, P,(z) > 0, =z € (a,b). Temos, pelo

Teorema 2.2, gite
f: P.(z)da(z) =0, n> 1. (2.17)
Mas, de (2.16),
f: P.(z)da(z) > 0. (2.18)

De (2.17) e (2.18) chegamos a um absurdo. Assim, existe pelo menos um zero real

de P,(z) em (a,b).

(1) Mostremos que P,(z) tem n zeros distintos em (a,b). Sejam z,; € (a,b),
i =1,...,r, 7 < n,os pontos onde P,(z) muda de sinal, isto é, os zeros de multiplicidade

impar de P,(z) em (a,b). Entdo, P,(z) pode ser escrito como
Po(z) = (z = 2np)(z — Tn2)-..(z — ar)q(2), (2.19)

onde ¢(z) tera somente zeros complexos ou de multiplicidade par em (a,b). Portanto,
q(z) ndao muda de sinal em (a,b).

Logo, como r < n,
b
] Pa(2)(2 = 21 )(@ = Tn2)-.(z — Tn,)da(z) = 0.

Mas, substituindo (2.19) em (2.20) obtemos

[ab (€ — Zn1)* (T = Tp2)? (T — 0y ) gq(z)da(z) # 0.
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Capitulo 2. Polinémios Ortogonais 18

De (2.20) e (2.21) temos um absurdo. Portanto, r > n. Como P,(z) é um polinémio

de grau n, P,(z) tem exatamente n zeros distintos em (a,b). ]

Observe que podemos mostrar que os zeros de P,(z) sdo reais através da férmula
de recorréncia para os polinémios ortonormais. Na forma matricial, fazendo n =

0,1,...,m, (2.13) pode ser escrita como

Im(2)u(z) = zu(z) — ampm(z)em,

Ap—2 bm—‘z Am-—1

0 Am-1 lFJ‘m—l )

t
8m=(0 0 e O 1)-

Consideremos z,,; um zero de p,(z), 1 = 1,...,m. Entdo,

It Timit) = Cmi Wi Bimss )y 2= 15 sy T,

Portanto, z,,; € um autovalor da matriz J,, com correspondente autovetor u(z,, ;).
A matriz J,, é tridiagonal e simétrica e é conhecida como matriz de Jacobi (finita).

A simetria de J,, implica imediatamente que os autovalores (zeros de p,,(z)) sao reais.

Consideremos, daqui por diante, {P,(z)}._, uma SPO com a,, > 0. Entao, de

(2.15), obtemos a importante desigualdade:
P (2)Po(z) = Pi(2) Poi(z) >0, Yze R (2.22)

Como conseqiiéncia imediata, temos o seguinte resultado:
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Capitulo 2. Polinémios Ortogonais 19

Teorema 2.8 Seja {P.(x)},—, uma SPO em [a,b], com relagdo a distribui¢do da(z).

Entao, P,(z) € Poy1(z),n > 1, ndo possuem zeros em comum.

Além disso, o teorema abaixo mostra que os zeros de dois polinémios de graus

consecutivos se entrelagam.
Teorema 2.9 Seja P,(z) pertencente a uma SPO em [a,b] com relagio a distribui¢ao
da(z) e sejam x,1 < Tpo < ... < Ty, 08 zeros de Py(z), Tno = a € Tpny1 = b. Entao,

cada intervalo [T, p, Tnks1],k =0,1,...,n, contém ezatamente um zero de Pnyi(z).

Demonstracao: Sejam z,; € Z,x41, 1 < k < n — 1, dois zeros consecutivos de P,(z).

Entao,
Po(2nk) Pa(Znjks1) <0, 1< <n . (2.23)

Lembrando que o coeficiente do termo de maior grau de P,(z), n > 1, é positivo,

se fizermos z = z,, ; na desigualdade (2.22), teremos:
Pl (Zaw) Pagi(2an)r <071k €0 -1 (2.24)
Analogamente, se considerarmos = z, k41,
P;(mn,k+l)Pn+l($n,k+]) <0,1<k<n-1.
Multiplicando (2.24) e (2.25) e usando (2.23) chegamos que
Poiil@ap)Pasiloagzi) <0, 1 € E<n—1. (2.26)

Entdo, existe pelo menos um zero de P,;;(z) entre z, x € &y, k41, 0 que resulta em
pelo menos n — 1 zeros de P,y4,(z) entre z,,; € 5.

Precisamos ainda verificar a existéncia de pelo menos mais dois zeros: um entre
Tno € Tn, € outro entre Tn, € Tpayr.

Primeiramente, consideremos z = ,,, em (2.22). Entao, P.(znn)Pot1(Znn) < 0.

Como estamos considerando a,, > 0, vemos que P,(z,,) > 0. Logo, Prt1(znn) < 0.
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Capitulo 2. Polinomios Ortogonais

Além disso, como ant1n+1 > 0, Poy1(Znnsr) > 0.

Entdao, Poy1(Znn)Prt1(Znns1) < 0. Assim, provamos a existéncia de pelo menos
um zero de P,y (z) entre 2, , € Ty nt1.

Analogamente, se considerarmos z = z,; em (2.22), provamos a existéncia de pelo
menos um zero entre T, € T, totalizando os n + 1 zeros de Pni1(x).

Dessa forma, temos que existe um, e somente um, zero de P,4;(z) em cada intervalo

(xn‘k‘xn,kH), k= 0, 1.,2, cvey TTe B2

Teorema 2.10 A seguinte decomposi¢cdo em fragées parciais € vdlida:

P._i(z) s Ax
cnilll) Fnv. . BR . as
Pae) k;l (2 — Tni) k

onde %, k=1,...,n, sdo os zeros de P,(z).

Demonstragao: Consideremos o polindmio interpolador de Lagrange de P,(z) sobre os

ZEroS, Ty 1, ...y Lnny de Py(z). Entao,

n

P, i(z)= Z

i=1 (2 = zp1 )7 (20 )

m(z)

Pn—l (xn,i)a

m(z) = (2 — Zap)(T — Tp2)...(T— Tnn) (2.27)

é o polinomio dos nds.
Se multiplicarmos ambos os membros de (2.27) pelo coeficiente do termo de maior

grau do polindomio P,(z) teremos:

AnnT(2) = Gun(z — Tn1)(2 — Zp2)...(2 — Znn) = Pa(x).

()
(2 = @ny)m(T0y;) Fn
Pn—-l(xn,i)
(2 = ng) Po(2ns)

-1 (:rn,,;]
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Logo,

P’ﬂ—l(xﬂ,f)
Pl(2az) ’

Observe que

onde A; =

Poci(2ni)  Poci(Zng) Pr(Zn,)
Py (zn,) Pr(zni) Pr(zn)
Pt (Z0,i) Py (Tni) = Pr_y (%n,i) Pr(Tn,i)
{P(z0)}° '
Pela desigualdade (2.22) temos A; > 0, : = 1,...,n.

A;

Teorema 2.11 (Quadratura de Gauss-Jacobi) Se z,; < z,2 < ... < ZTn, deno-

tam os zeros de P,(z), entdo existem numeros reais Ap 1, An2, --.y Ann t@is que

/ ’ p£)do() = Anyo(@ma) + M (Enalet o+ Amm(Tnn)y (2.28)

sempre que p(z) € IPyp—y1. A distribuicdo da(z) e o inteiro n determinam unicamente
esses nimeros Ap . (Os nimeros A, sdo denominados pesos da formula de Gauss ou

niumeros de Christoffel e x,k, 0s nos).

Demonstracao: Sabemos que o polinémio interpolador de Lagrange L,_,(z) de grau

n — 1 que coincide com p(z) nos pontos z,k,k = 1,...,n, é dado por:

='0($“’k a:—:z:nk)P"(:cnk) ,gpx“k ni{®

k

n—1\T
1

Entao,
P(2uk) — Ln-1(Znp) =0, k=1,2,...,n
Logo, p(z) — Ln—1(z) é divisivel por P,(z) , isto é, p(z) — Lu-1(z) = Pu(z)r(z),
com r(z) um polindmio de grau n — 1.

Mas,

/ p(z)da(z kz::lp (Tnk) /: Lo k(z)da(z).

b Py(z)
a (5‘3 - mn,k)P,i(In,k)

Isto nos da (2.28) com A,k = / ln,k(:r)da(:r:)=f da(z),

k=1,2...,%

L‘.ﬁ"'

1 2 3 4 5 6 7 unesp v 13 14 15 16



Capitulo 2. Polinémios Ortogonais

Teorema 2.12 Os nimeros de Christoffel A\, x sdo positivos e

)"n,l + )\n.,2 + ...+ An,n = /b dQ’(SC) = Of(b) i o:(a). (229)

m(z) ) e fiz) =1 na
T — Tk

formula de quadratura (2.28). ]

Demonstracao: Imediata. Basta considerarmos f(z) = (

Sao validas, ainda, as seguintes representagdes para os pesos (ver Krylov[21]):

b n(:”) 2
i = | (p;(xn,f)(x - )) el

An41,n41 -1 _ An,n -1
Ann  Pn+l (xn,k)p!n(xn,k) Apn—1,n-1 Pn-1 (xn,k)p:;(xn,k)

e

()™ = 3 {pi(ai)

/\ﬂ,k -

2.3 Polinomios ortogonais classicos

2.3.1 Polinémios de Jacobi - P{*P)(z)

Sao ortogonais no intervalo [—1, 1], com relacao a fungéo peso w(z) = (1 —z)*(1 +
z)?, o,f > —1, a e (3 reais.
Através da Férmula de Rodrigues (Szegé [33], p.67), para a e § arbitrarios, os

polinémios de Jacobi P{*P)(z) satisfazem

(1 = 2)(1 + 2)? PO (z) = T (i) {A=zy*=@+2)*}. (230

2nn! \dzx

De fato: primeiro, consideramos « e # ambos maiores do que —1.

Aplicando a férmula de Leibnitz, temos que o lado direito de (2.30) é da forma

(1=2)*(1 +2)’p(),

AVA
AVAYEY

1 2 3 4 5 6 7 unespwll 12 18 14 15 16

17

18



Capitulo 2. Polinémios Ortogonais

onde p(z) é um polinémio de grau n.

Para mostrar que p(z) = ¢, P{*#)(z) é suficiente provar que

f_ll (%)” {(l - .7,')""'“(1 + x)“"'ﬁ}r(x) aFi=0; (2.31)

onde r(z) é um polindmio de grau n — 1 arbitrario.

Integrando n vezes por partes obtemos que o lado esquerdo de (2.31) é igual a
1
(—1)“/ {1 = 2)™=(1 + 2™} (2)da
=1

que se anula pois (") (z) = 0.

Determinamos o fator constante fazendo ¢ = 1 e usando (2.32), dada a seguir.

Os polinomios de Jacobi serao normalizados de modo a satisfazerem

P,£“=5’( )=(n+a)=f‘(n+a+l) —

- nll(&a+1) "~

Da férmula de Rodrigues (2.30) obtemos facilmente que

PRl (8)= (AR (o).

n+ 3
) .

O seguinte teorema nos sera de grande utilidade no decorrer do trabalho.

De (2.32) e (2.33) chegamos que

Teorema 2.13 Os polinémios de Jacobi P{*P)(z) satisfazem a equacdo diferencial de

segunda ordem:

(1=2’)y" +[B-a—(a+B+2)z]y +n(n+a+f+1)y=0 (23

d

o {1=2) (1 +2)* "y} +nn+a+B+1)(1-2)%(1+2)’y =0.
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Demonstragao: Seja y(z) = P(*#)(z) € IP,. Observe que
x)o:+l(1 +x ,G+l .f}

—(a+ 1)1 —2)*(1 + 2"y + (B+ 1)(1 —2)* (1 + o)’y

+(1 = o) (1 + 2)7y"

(1—2)*(1+2)’ {=(a+ 1)1 +2)y + (B+ 1)1 - z)y' + (1 —2*)y"}
(1—z)*(1+42)?2(z), onde z(z)€ PP,.

Para mostrar que z(z) = cte y(z), basta provar que, para todo p(z) € IP,_1,

[_1] (1 —2)*(1 + 2)°2(z) p(z)dz = / {(1 —2)*(l+z }p

Substituindo n(n+a+ + 1) por v em (2.35), o teorema seguinte nos diz para
quais valores de v esta equagao diferencial possui 501'11§5.0 polinomial nao-identicamente

nula.

Teorema 2.14 Sejam o > —1,0 > —1. A equagdo diferencial
1-2")y' +[B—a—(a+B+2)zly'+yy =0, (2.36)

onde v € um parametro, tem solugdo polinomial ndo identicamente nula se, e somente
se, v tem a forman(n+a+B+1),n =0,1,.... A solugdo € cteP\*#)(z) e ndo eziste
solugdo polinomial que seja linearmente independente de P{*P)(z).

o0

Demonstragdo: Sejay =Y ai(z — 1)'. Substituindo o valor de y em
1=0

)y +[B—a—(a+B+2)z]y +yy =0,

obtemos
o0

—(z+ 1)} i - Dai(z — 1) = [2(@+ 1) + (e + f+2)(z - 1)]

1=2

X Y iai(z — ) +4Y ai(z - 1) = 0.
i=1 1=0
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Dal,
—[24 (z—1)] Zz i—Dai(z =1 = [2(a+ 1)+ (a+ 8+ 2)(z —1)]

x Y daiz— 1)+ 4 aiz— 1) =
i=1 1=0

Com isso, vemos que os coeficientes das poténcias de (z — 1) sao nulos, isto €,
[y—it+a+B+1)]ai—-20:+1)i+a+1)ai1 =0, :=0,1,.... (2.37)

Suponhamos que y é um polinédmio e a, é o iiltimo coeficiente ndo nulo.

Fazendo i = n em (2.37) obtemos y = n(n+a+ G+ 1).

Reciprocamente, se v = n(n + a + # + 1) entdo, de (2.37), @n41 = @ny2 = ... = 0.

Portanto, y é um polinémio de grau n.

Agora, seja ¥ = n(n+a+ [ +1) e z uma segunda solucao de (2.35). Sabemos que
z é um polindmio de grau n. i

De (2.35), observe que
(1-2)[y"z —yz"| +[B - a = (a + B+ 2)2] [yz' — 2] = 0. (2.38)

Consideremos a fungio (1 — z)*+!(1 4 )P+ {y'z — yz'} .

Pela equagdo (2.38), temos que

& {a=2 1+ e -y} = (-2 (L4 ) (I
—zy (—(+ 1)1 +2)+ (B+ 1)1 —2))+ (1 —2*) [ y"z—y="]]}
=(1-2)1+2)’{B-a—-(a+B+2)2)

[yz' — 29| + (1 — 2%) [y"z — yz”]} =0.

Logo,
(1= 2)™ (1 + &) {y/z - y'} = ¢, Va,

onde ¢ é uma constante.
Fazendo z — +1, obtemos que ¢ = 0. Logo, y'z — yz’ = 0. Como y e z sao

polinomios de grau n, segue imediatamente que y = cte z. ]
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Um outro resultado bastante interessante e que precisaremos mais adiante é o

seguinte:

Teorema 2.15 Parav =0,1,..., podemos escrever:

['2v+a+ 1)I'(v+1) pla-1/2)

Fv+a+1)I'(2v+1) °

(_ )1.- F(zv S o I)F(U + 1) P[-—l;’2.a)
Flv+a+1)I'(2v+1) °

Bl (=) (22 — 1)

(1 —2z?).

['(2v 4+ a+2)[(v+1) 7 plesl/2)

Fv+a+1)I(2v+2) " "

(c1pL@utat DT+ D) - pajza
Pv+a+1)I(2v+2) "

(22 - 1)

1 —2a%).

Demonstragao: Sabemos que

/ PN z)p(z)(1 — 2%)%dz = 0, Vp(z) € Pan_1.

Entao, vamos mostrar que

1
I= f Pl=1/2(222 _ 1)p(z)(1 — 2?)dz = 0, Vp(z) € Pon_y.
Loy

Podemos escrever p(z) = pi(z) + p2(z), onde p;(z) é uma funcdo impar dada por

2n—1 2n-3
A2n_1T + Gopn—3T 0T

e p2(z) é uma funcao par dada por

2n—2 2n—4 2
Aon—2Z" "% + Agn_gz“" " + ... + azz” + ay.

/1 .P,Sa’_lﬁ}(2x2 _ 1),01 (3?)(1 . x2)ad$
+/ P12 (222 — 1)py(2)(1 — 2?)%dz

] P@=1/9(242 _ 1)p,(z)(1 — 2?)*da.
-1

A‘AYAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp v 13 14 15 16

17

18



Capitulo 2. Polinémios Ortogonais 27

Como py(x) é um polindémio par, podemos escrever py(z) = r(z?), onde r(z) €

s
Assim,
= [ PE(22 < 1)r(e?)(1 - 2 de
2 /ﬂ PL=1D(227 — 1)r(2?)(1 — 2?)"da.
Fazendo y = z?%, temos

L= 2 Py~ Dr)1 - 9" de

Fazendo, agora, z = 2y — 1, obtemos

1 -1/2
1= [ ER) ) () 2

2ot [ B (5) (1= 271 4.2) e =0

-

Portanto,
P(or a]( ) . cnprga,—l_m](zx? - l), (240)

onde ¢,, é uma constante.

'2n+a+1)['(n+1)
F = - - i |
acendo &= em (2i40) eusdndo (292),obtemos e, S pes - PP A1)

De (2.33), chegamos ao resultado

PinN(z) = cu P22 — 1) = (=1)"ea P21 — 222).

Analogamente, podemos encontrar a segunda igualdade de (2.39).

Fungoes Hipergeométricas

Fazendo ¢ = 1 — 22’ em (2.35) temos:

2
dx—f‘;+[a+1—(a+6+2) ]—+n(n+a+ﬁ+ )y =0,

que é a equagao hipergeométrica de Gauss e que tem como solugao a fungao hiper-

o' (1 —2)

geométrica

1
gFl(—n,n+a+ﬁ+l;a+l;:c’)=2F1( nn+a+B+1;a+l; 2T).

A‘AYAY
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Capitulo 2. Polinémios Ortogonais

Logo, pelo Teorema 2.14, se n > 1, temos

D
2 I (—n,n +ea+8+1ja+1; Tm) = cteP{*P)(z).

¥
Como, de (1.7), o F} (—n,n +a+ 8+ 1a+1; :c) = 1 para ¢ = 1, obtemos a

importante representagao:

n+ «
P{eP)(z)

i 2

1 —
) 2F1(—n,n+a+ﬁ+l;a+l; :c)
1K ([ n
_IZ (n+a+p+1)..(n+a+p+v)
=0 v
z—1\"
X (a+v+1)...(a+n) (—2—) ‘
Desde que P{*#)(z) é um polinémio em a e 8, por (2.41) e como o mesmo acontece
com o lado direito de (2.30) quando divididos por ¢1 — z)*(1 + z)?, segue que (2.30) é
valida para « e  arbitrarios.

Usando (2.41), notamos que o coeficiente a, , do termo de maior grau de P{*)(z)

n,mn n

T—00
n

2n+ a+
al*h) lim x_"P("’m(:c) =2 ( b

[la+B+2n+1)
2l (a+B+n+1)

Outra aplicacgao de (2.41) € a formula

% {PE)()} = é(n +a+ 8+ )P () (2.43)
que segue imediatamente da expansao de ambos os membros de (1.9) de acordo com
(2.41).

Calculando a n-ésima derivada em (2.30) pela Regra de Leibnitz, obtemos a repre-

sentacao:

P*P)(z) = i LA (&"“2‘1)”(32;-1)“-”

v=0 v
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Capitulo 2. Polinémios Ortogonais 29
n+ « I\ " = =
_ (m+ ) E (n=1)..(n=v+1) n+p (2.44)
# = (a+1)(a+2)..(a+ ) &

S (G5 R G ]

Obtemos, também, a férmula:

(Rﬁm@LQWWm>=[:u—xﬁu+mW{ﬂ”W@fdx:h§ﬂ

onde

BeB) _ QAERE n+a+1)I(n+8+1)
" 2n+a+pB+1T(n+1)I(n+a+pB+1)

A férmula de recorréncia, valida para quaisquer trés polinomios ortogonais de Ja-

cobi consecutivos, é dada por:

2nin+a+p6) x 2n+a+pB-2)PPz)=2n+a+6-1)
X {(2n+a+ﬁ)(2n+a+6—2x+a }P,Ec_"f)(;c]
— 2n4+a—-1)mn+8-1)2n+a+B)PP(z), n=234,..,

o o3 ]- ].
com P{*(z) =1e P*(z) = —(+a + 6 +2)z+ 5(& - B).

O coeficiente de zP* )(z) é obtido de (2.42) e calculamos os coeficientes de

P ﬁ)(x) e P{_’G)(x) substituindo os valores z = +1 e z = —1 na relacao (2.9).

Observagao: Quando a = # = 0, temos os Polinémios de Legendre, que sao

ortogonais em [—1, 1] relativamente a fung¢ao peso w(z) = 1.

2.3.2 Polinomios Ultrasféricos

Fazendo o = # = A — 1/2 # 0 nos polinémios de Jacobi, obtemos os Polinomios
Ultrasféricos ou de Gegenbauer, que sao ortogonais no intervalo (—1,1), com
relagao a fungao peso w(z) = (1 — z2)*~1/2,

A notagao usual para os polinémios Ultrasféricos é P()(z), onde

[(a+1)l'(n + 2a + I)P(“ n
2+ 1)l (n4+a+1) "

PY(z) = (@)

L‘.ﬁ"'
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Capitulo 2. Polinémios Ortogonais

C(A + 1/2)T(n + 2))

(A=1/2,A-1/2) "
TN +/\“{_1/2)}3‘ (z), a=A-1/2.

Vamos supor primeiro que a > —1 ou, A > —1/2.

Se a = —1/2 ou A = 0, de (1.5), o polinémio P{*P)(z) é identicamente nulo para

n>1. Coma=/=A\-1/2, obtemos:

2) — 1
PY(1) = ( " e  PPY(-z)=(-1)"PV(a).
n

B 1 : 5
Substituindo a = A — 5 €m (2.41) obtemos a importante representagao:

+ 22 -1 —
PO (z) (n ) m( a2k )\+l : x)

2

n

+A-1
Qn(n )($—1)“2F1(—n,—n—)\+%;—2n—2A+1; 2 )

1 l—=2

As 1ltimas formulas definem P (z) para todos os valores de A. Se necessario, para
alguns valores especiais de A, como A = Ao, as formulas podem ser interpretadas como
limites para A = Ag. Para A = —m, m =0,1,2, ..., temos P (z) = 0 se n > 2m.

Neste caso,

(A)
L P,g'“(g;)
Ao (om) A+ m dx S s P

2(2m)!(n —2m —1)! JF, (_

n!

existe.

Outra férmula envolvendo P (z), conseqiiéncia imediata de (2.43), é a seguinte:

{ B (z)} = 20P2tV (). (2.47)

Finalmente obtemos algumas formulas especiais envolvendo as fungoes hipergeo-
métricas. Combinando (2.39) e (2.41) temos:

2 2) —1
PO@) = [ 7 oy (=004 A+ 551- )
2v K
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Capitulo 2. Polinémios Ortogonais

+A-1
(=1)" ( ’ ) 2Py (*U,U+ )\;l;ﬁ«“z) ;
5 2

2v + 2\
20+ 1

+ A
(—1)"2)\(0 )ngl (—U,U+)\+1;%;$2).

(2.48)

1
);EQFI (—‘U,U+)\+1;)\+§;l—$2)

v

Os fatores constantes podem ser determinados substituindo-se = 1 e comparando-
se as maiores poténcias.

Os polinémios ultrasféricos satisfazem a seguinte equagéo diferencial de segunda

ordem:
(1 —=2z?)y" — (2A + 1)zy’ + n(n + 2)\)y = 0. (2.49)

No decorrer do trabalho necessitaremos também das seguintes integrais definidas.

Sejam [, = I,(n, A) definidas por:
1 1
L.=1L,(n ) = f (1-— xz)A—u—a [Pé"}(x)]zdm, A>v— é—, ri=0,1.2. (2:50)
o

Particularmente, Iy é bem conhecida pois é <P,§A), P,Q“), isto €,

2= (n42)) 1
A>—=,n=0,1,....

2+ VTP = =g = Ul

A férmula para [, é menos familiar:

21=22(n + 2))

ml(x = DI

1
De fato, parav=1,2e A > v — 7 temos, por (2.50),

Io(n, )) =

Li(n,A) =

1

(27— 20+ 1)(, = I,y (2,\—2u+1)f1

- [ [a -2 = [PV do

(1_&:2),\ v-1% 2[P().) ] Lo

[—(1 — g | Pr{l)‘)(a:)]z]l (2.53)

-1

+/ 2A-vth [[pm ] +22PWV(z) [PfEA}(I)ﬂ i

142 [ p-vthe [PO(e)] PO (2)ds.
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Capitulo 2. Polinémios Ortogonais 32

Para v = 1, a dltima integral pode ser facilmente determinada. Como z [ (:B)]
n—2
nPMN(z) + Z cni2', onde ¢, ; sao constantes, temos, pela relagao de ortogonalidade,
1=0
que esta ultima integral é dada por

1
f (1 - 2?1z [PV(2)] PV (z)da
=1
1
/ (1- :::2)’\']5 (nP(‘\) + Ecn :c) PX(z)dz
o
1 1
n/ (1-2%)*3 [P,.E’\)(a:)] dz = nl.
~1
Assim, por (2.53), temos

1
(2A =1, =2(n+ A)lp, para > 3" (2.54)

Logo, por (2.51) e pela equagdo acima, obtemos (2.52).
Finalmente, o caso v = 2 ainda nao aparece nos livros sobre integrais definidas.

Por (2.49), temos, para y = PW(z),
(1-2%) [PO(2)]" = @) + D)z [PO(2)] + n(n +20) PV (2) = 0.

Multiplicando esta identidade por (1 — 32)’\‘%}3‘,9)(2:) e integrando no intervalo
[—1,1], obtemos
@A+ 1) 1, (1 — 22) =32 [PO(2)] PV (2)de

_ _/_11 (1= 22t [ (A}[x)] )(z)dz + n(n + 20) 1,

onde a integral do lado direito é nula devido a ortogonalidade. Assim, de (2.53),

2(,\—%) (A+%)12:[(n+x)2+,\2—,\—1] % (2.55)

Logo, de (2.52), obtemos

272 T(n+2)) (n+ A+ A2 =21
n! T2 A+ -HA=3)

Ig(n, /\) =
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Capitulo 2. Polinémios Ortogonais

2.3.3 Polinémios de Tchebychev de 12 espécie - T,(z)

x : : S0 & 5 1
Sao ortogonais no intervalo [—1, 1], com relagao a fungao peso w(z)

V1—z? ®
definidos por:

Tw(z) = cos(n arccos z), = € [-1,1], n=10,1,2,... .

5
Claramente, temos que T,,(z) = 0 para n arccos z = (2k —1)=, k=1,...,n.

; . ; 2k — 1
Assim, os zeros de T,(z) sdo determinados por ¢, = cos (2—)”, =
n

O coeficiente do termo de maior grau é dado por a,, = 2""! e os polinémios

satisfazem a seguinte relagao de ortogonalidade:

0 ,sen#m;
(T, Tw)=4{{ ® ,sen=m=0;
™

5 c8em =% %0,

Observe que T,(z) = ¢,P{~1/%=1/2)(z), onde ¢, é uma constante que depende
apenas de n.

Usando (2.43), notamos que T'(z) = cteP\/21/3(z), T"(z) = ctePB/?3/2)(z) e,
assim, sucessivamente.

De (2.32), apés calculos simples, obtemos a seguinte relagao entre os polinémios de
Tchebychev de 12 espécie e os de Jacobi:

pl-1/2-1/2) () = 1.3. ... (2n—1) _13...(2n—1)

. ; b, 9.57
o4 . on (@) Y T {2:07)

onde =z = cos 0.

2.3.4 Polinémios de Tchebychev de 22 espécie - U,(x)

Os polinomios de Tchebychev de 22 espécie sao definidos por:

1
il = sen [(Hccos x]’ s 0, e[, 1]
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AVAYEY

234567un95p'

1T 120 13 214 15 1o 17

18



Capitulo 2. Polinémios Ortogonais 34

Sao ortogonais no intervalo [—1,1] com relagdo a fungao peso w(z) = V1 — 2% e

satisfazem a seguinte relagao de ortogonalidade:

0 ,senm;

(UnyUn) = { i

— ,sem=mn.

2
O coeficiente do termo de maior grau é dado por a,, = 2" e U,(z) = d, P{{/21/2)(z),
onde d,, = d,(n) é constante.
De (2.32), obtemos a seguinte relacao entre os polinémios de Tchebychev de 22
espécie e os de Jacobi:

1.3. i (2n + 1) _ 21.3. .. (2n+1)sen[(n+1)0)

p1/21/2) (1) — -
. (@) =2 e "M@ =% (2n+2)  send

. (2.58)

onde z = cos#.

De (2.57) e (2.58) podemos demonstrar que sao validas as seguintes representacoes
para os polinémios de Jacobi, respectivamente para o = -1/2eB=1/2ea=1/2¢
B=-1/2:

1.3.....(2n — 1) cos {(2n + 1)8/2}

P )= 2.4....2n cos(6/2)

1.3....2n — 1) sen[(2n + 1)8/2]
b2l 2 sen(0/2) :

onde x = cosf.

2.3.5 Polinémios de Laguerre - L(*)(z)

Os polinénios de Laguerre sdo ortogonais no intervalo [0, 00), com relagdo a fungao

peso w(z) = z%™*, a > —1, e podem ser definidos, pela Férmula de Rodrigues, por

Lg“’)(m) = (—1)“..’9*“6”5—“ [:c“‘“‘e_x] ;

ann = 1 é o coeficiente do termo de maior grau e eles satisfazem a equacao dife-

rencial dada por

zy" 4+ (a+1—-2z)y +ny = 0.
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Capitulo 2. Polinémios Ortogonais

Conservam a seguinte relagao de ortogonalidade:

<L£laJ,L£?]> =) , se n # m;
nll(a+n+1) ,sen=m.

Fazendo o limite ﬁlim 2Fi(a, B3;7; 3~ 'z), obtemos a série hipergeométrica
—o0

ale+1)..(atv—-1)z
Fee) =14 3 S

Pode-se, entao, demonstrar que ( ver Szegé [33], p. 103 ) L{*)(z) é dado em termos

das funcoes hipergeométricas, por

n+a
L (z) = 1Fi(—n;a + 15 2).
n

Dai, obtemos a importante rela¢do entre os polinémios de Jacobi e de Laguerre

L (z) = Jim P{*f)(1 - 2671z).
—+00

Como conseqliéncia, se I,(f'l) & l&fﬂ denotam os zeros de L{*)(z), temos:

B

1) s [l 2P, j=1,..,n.

na—jt1 = Hm
Portanto, obtemos os seguintes resultados para o menor e o maior zeros do po-

linomio de Laguerre:

i) = Jim —(1 ) (2.61)

im g(l — 2\, (2.62)

2.3.6 Polinémios de Hermite - H,(z)

Sao ortogonais no intervalo (—oo, 00), com relagdo a fungao peso w(z) =€

Pela Férmula de Rodrigues, podem ser definidos por

H,(z) = (—1)“e-x2£ ']

dz™
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Capitulo 2. Polinémios Ortogonais
e satisfazem a seguinte equagao diferencial:
y" — 2zy’ + 2ny = 0.
O coeficiente do termo de maior grau é dado por a,, = 2" e eles satisfazem

0 , se n # m;

(HmHm> =
"nl\/T ,sen=m.

Um resultado muito interessante sobre o maior zero de H,(z), demonstrado por

Elbert e Laforgia em [9], é o seguinte:

Teorema 2.16 Seja sc,{:\l) o maior zero do polinémio ultrasférico P\ (z). Entdo,

lim VAzL) = ha,,

onde hy,; € o maior zero do polindmio de Hermite H,(z).

Também encontramos em Elbert & Laforgia [9], o seguinte resultado para os zeros

dos polinomios ultrasféricos:

o= 1 52
PO s [, 2T ""‘+0(1)] (A = o), (2.63)

8\ A2

onde h, ; denota o zero correspondente do polinomio de Hermite H,(z).

2.3.7 Funcgoes de Bessel

A funcao de Bessel de primeira espécie de ordem n pode ser definida como

N G 0 €7 b
Ja(2) _g ! T(v+a+1)

e satisfaz a equacao diferencial

yu+ z_ly’-i- (1 _ C}:2z_2)y = 0.
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Capitulo 2. Polinémios Ortogonais

Aplicando (1.3) a equagao acima, temos

d*u g . g - 1/2
a2 + [k + 22— 0, desolugio u(z) =z '*Jy(kz) (2.65)

gl
+ (E v 14; ) u=0, desolugio u(z)==2"*J,{2(ke)"?}.
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Capitulo 3

Comportamento dos Zeros dos

Polinomios Ortogonais

Neste capitulo, nosso objetivo é fazer um estudo sobre outras propriedades refe-
rentes a localizagao dos zeros dos polinémios ortogonais, tais como sua densidade no
intervalo [a,b] e a distancia entre zeros consecutivos. Além disso, se w(z) = w(z,7),
onde 7 é um parametro, alguns resultados sobre a dependéncia dos zeros de P,(z,T)
com relacdo a esse parametro 7 serao também apresentados. Em particular, discu-
tiremos a localizagao e desigualdades para os zeros de alguns polinomios ortogonais

classicos. Os principais resultados sdo os Teoremas de Markov e Sturm.

3.1 Densidade dos zeros

Teorema 3.1 Sejam da(z) uma distribui¢do no intervalo finito [a,b] e {P,(z)},—, a

seqiiéncia dos polinémios ortogonais associada. Seja [a',b] um subintervalo de [a,b] tal

'

b
que /’ da(z) > 0. Entdo, para n suficientemente grande, todo polinomio P,(z) tem
a

' I
pelo menos um zero em [a,b].
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Capitulo 3. Comportamento dos Zeros dos Polinémios Ortogonais 39

Demonstragao: Seja p(z) um polinémio arbitrario de grau m, p(z) menor ou igual

a zero em [a, b] exceto, possivelmente, em [a’,b]. Tomemos P,(z) tal que seus zeros
Tpk & [a’,b'], kE=1,..,n,esejam < 2n — 1. Assim, pela formula de quadratura de

Gauss (2.28),

Abp(x)da(m) = i)‘ﬂ,kp(xn,k) S 0.

k=1

Pelo Teorema de Weierstrass 1.2, segue que

[ f(@)daz) <0,

onde f(z) é continua mas ndo é maior do que zero em [a, b] exceto, possivelmente, em

' ! .
[a,b]. Se considerarmos

0 ;Beasesd € VYee<dh
f(z) =

(z—a )b —z) ,sead <wz <

b
teremos f f(z)da(z) > 0, o que é um absurdo.

Portanto, P,(z) tem pelo menos um zero em [a’, b'].

3.1.1 Distancia entre zeros consecutivos
A partir deste ponto, vamos considerar distribuigdes do tipo w(z)dz.

Lema 3.2 Seja x = cosa. A fungdo definida por

o) = (Sl )™,

onde N e m sdo inteiros positivos, € um polinémio de grau m(N — 1) em z.

1 —cos(Na)

¢ um polinomio de grau
1 —cosa

Demonstracao: Primeiramente vejamos que [

N —1 em z. Temos que

cos(Na) = cos[(N — 1)a + a] = cos[(N — 1)a]cosa — sen[(N — 1)a]sena
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Capitulo 3. Comportamento dos Zeros dos Polinémios Ortogonais

cos[(N — 2)a] = cos[(N — 1)a — a] = cos[(N — 1)a]cosa + sen|[(N — 1)a]sena.

Assim, cos(Na) + cos[(N — 2)a] = 2cos[(N — 1)a]cosa. Logo,
1 — cos(Na) % 1 —cos[(N —2)a] 2(1 — cos[(N — 1)a)]
1 — cosa 1 — cosa 7 1 — cosa
1 — cos(Na)

Seja gn(cosa) = N T—— Temos, entao,

cosc.

gn(cosa) + gn—z(cosa) = 2gn_1(cosa)cosa.

Dai, como z = cos(a), obtemos gn(z) = 2zgn-1(z) — gn-2(Z).

Como ¢gi(z) = 1, g2(z) = 2z + 2, facilmente mostramos, por indugao sobre N, que

gn(z) é um polinomio de grau N — 1 em z.

Consideremos, agora, a funcao

sen(Na/2)
Nsen(a/2)

2m
l , & = cosa.

o
Temos que

) lsenz(Na/Q) ]m _ 1 [sen?*(Na/2)]™ 1 [1—cos(Na)]™
(z) = N2?sen?(a/2)] =~ N2m [ sen?(a/2) ] ~ Nm [ l '

1 — cos(ch)] ;

] — cosa

7 ¢ um polinomio de grau N — 1 em z, chegamos ao resultado
— cos a

desejado. [

Como [

Utilizaremos o lema anterior na demonstracao do seguinte teorema:

Teorema 3.3 Seja w(z) uma fungdo peso no intervalo finito [a,b], limitada por zero,
isto €, w(z) > pu > 0. Sejam T, > Tpa > ... > Tpn 0s zeros do polinomio ortonormal

associado, p,(x), em ordem decrescente. Se
1 1
o= -2~(a +b) + E(b —a)cos(Onk), 0<Opp<m, k=12..,n,

entao,

< I{log(n)) k - 0-} 1,2,...,?’1, 91’1.0 = 01 9nrn+l = B
n

9n,k+1 - Gn,k

A constante K depende somente de p,a e b.
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Capitulo 3. Comportamento dos Zeros dos Polinémios Ortogonais

Demonstragao: Sejam k um inteiro fixo, 0 <k <n, 7= (0pr41 +0nk)/2 e

sy p (%(a +b)+ %(b ) o8 9)

definida por

z) = *“e”[N(*r+9)/2])2”‘ (senw(w—e)/zl)z”‘
2p(z) (Nsen[(’r-!-ﬂ)/Q] Nsenl(h —0)/2])

onde N e m sdo inteiros positivos. Pelo Lema 3.2, os termos do lado direito representam
o mesmo polinoémio trigonométrico de grau m(N — 1), tomados alternadamente com
argumentos (v + 0) e (y — 0).

Temos que

(Onkt1 — Oni)/4 < 7/2 < (v+7)/2 <7 = (Onks1 — On i) /4
Assim, para 1 <k < n,

0< (Ong+1 —0ni)/A<(Y+0u1)/2<m— (Onis1 — Oni)/4,

de modo que

8N~ Onjesr — Oni\
(sen%—'k) <(sen%) W

Para |sen(y — 0,4)/2|”", temos:

=1
-0
(sen’y + gﬂ,k-i-l ) S (sen 9ﬂ,k+14 n,k

desde que |y — On k| > (On k41 — Oni)/2.

Assim,

an k+1 — enk i
plEia) < (Nsenf) g Be= 1,200

Supondo m(N — 1) < 2n — 1, usando a férmula de Quadratura de Gauss (2.28),

obtemos

[Ib p(z)w(z)dz < (Nsengfﬂlal—_gm)“ /:w(a:)dx. (3.2)
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Capitulo 3. Comportamento dos Zeros dos Polinémios Ortogonais
Por outro lado, p(z) > 1/2 para § = v, de modo que se
1 1
zo = —(a+b) + =(b— a)cosy,

2 2

obtemos, do tltimo resultado,

b b 1
[ p@w(@)de > u [ pla)de > uCn~*p(a0) 2 suCn7?,

com C' constante positiva que depende somente de a e b.

Comparando (3.2) e (3.3), temos

1 ol —2m b
§,U.C'n_2 < (Nsenwl—h) [ w(z)dzx

1/(2m)

son (2212008 < =t [y o] " [ [ wieres]

Substituindo N = [n/log(n)] e m = [log(n)], vemos que a condigao m(N — 1) <

2n — 1 é satisfeita para valores grandes de n e (3.1) segue imediatamente.

Teorema 3.4 Seja w(x) uma fungdo peso no intervalo [—1,1] e suponhamos que
A< (1-2z)Y%w(z) < B, Sy e

onde A e B sdo constantes positivas. Se T, = co80p i, 0 < Opp < 7, k =1,2,....n,
s@o os zeros, em ordem decrescente, do polinomio ortonormal p,(z) associado a w(z),

entao,

4B 1
6ﬂ,k+l - gﬂ,k < ?TT;: k= U:"':n: 9"1,0 . 0: 9n.ﬂ+1 =Tm. (34)

Demonstracao: Sejam A, ; os numeros de Christoffel correspondentes a z, x. Entao,

en, 1
A bl e € [ " w(cos 0)senddd

On,k

/ " w(2)dz < Anp 4 Anpris

n,k+1
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Capitulo 3. Comportamento dos Zeros dos Polinémios Ortogonais

= U, l, ey N2, /\0 — )\n.l.; = 0.

Por outro lado,

al _ (sen[n(0 = 0n)/2] 2 (sen[n(0+ 0n1)/2] 2
gl pleosl) = (nsen[(9 —0ai) /2]) (nsen[(a 3:0.5) /2])

é um polinémio de grau n — 1 em cos §. Além disso, p(z, k) = p(cosbnx) > 1, é tal que

ALl T e f el = B fo " p(cos 0)df

v=1 i

B :r (%)2&»: =

Combinando este resultado com (3.5), temos (3.4).

3.1.2 Variagao dos zeros com um parametro

O resultado seguinte é o mais importante desta se¢do, pois nos permite interpretar
o comportamento dos zeros dos polindmios ortogonais em relagao ao parametro do qual

dependem.

Teorema 3.5 (A. Markov) Seja w(z) = w(z,7) uma fungdo peso no intervalo [a,b],
que depende do pardmetro T, tal que w(z,T) € positiva e continua para a < x < b e
1 < T < 13. Consideremos, também, que as derivadas parciais w.(z,T) existem e sao

continuas paraa < x < b e 7y < T < Ty € que as integrais

b
f gl or)de s u=0,1,2. 0201,

convergem uniformemente em todo subintervalo fechado 7/ < 7 < 1" do intervalo aberto

T1,72). Se os zeros de P,(z) = P,(z,7) sdo denotados por 2 >l s s aln)
£ 2

n,n’t

0

T

v-€simo zero, xn!g,,

uma fungdo crescente de , a < x < b.

Demonstragao: Seja da(z) = w(z,7)dz. Sabemos que

b
fn =/ z¥da(z),. n=10,1,2,...,
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Capitulo 3. Comportamento dos Zeros dos Polinémios Ortogonais 44

convergem uniformemente para 7' < 7 < 7" e as relagoes (3.6) podem ser diferenciadas
em relagao a 7, parav =0,1,...,2n — 1.

Sejaa<a <b <b. Parad <z <ber <7 <7" afungdo w(z,7) tem um
minimo positivo. Dai, os determinantes de Hankel D,,_; ( dados pela defini¢ao 2.3) sao
uniformemente limitados por zero se 7/ < 7 < 7”.

De acordo com (2.8), os coeficientes de p,(z) e também os zeros z{7), que sio todos
distintos, possuem derivadas continuas para 71 < 7 < T3.

Consideremos p(z) um polindmio de grau 2n — 1 fixo e apliquemos a formula de

Quadratura de Gauss com da(z) = w(z, 7)dz.

; 2
Os nimeros de Christoffel A, = A, .(7) = / (p’ 7 p;((;) = )) da(z),

v=1,2,...,n, sao fungdes de T com derivadas continuas.

b
Derivando / (z)w(z)dz = Z AnwpP(Znw) em relagao a 7, obtemos

a v=1

[bwT(:r,'r) r)dz = Z,\nvp Fnoo ) ,”(T Z/\ P Tns).

v=1

desde que p'(z,,) = 0 se p # v.
O lado esquerdo da expressao (3.7) pode ser escrito da forma
2
f [wT (z,7) wT(xMJ)w(m,r)l Pa(2)” dz,
W(Zp oy, T) T—Tno

ja que o segundo termo da integral acima é zero devido a ortogonalidade. Assim, como
wr(2,7)  wr(Tnw,T)
w(z,7)  w(Tn,T)

w,/w é uma fungdo crescente de z, a diferenga tera o mesmo

!
sinal de (z — z,,). Portanto, (:c(’)) > 0.

n,v

Isto completa a demonstragao.

Teorema 3.6 Sejam w(z) e W(z) fungdes peso em [a,b], positivas e continuas para

a <z <b. Seja W(x)/w(z) crescente. Se zny € Xnp, v =1,...,n, denotam, em ordem

L‘.ﬁ"'
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Capitulo 3. Comportamento dos Zeros dos Polinémios Ortogonais

decrescente, os zeros dos correspondentes polinomios ortogonais de grau n, entdo

Taw < Xpgy 0=1,2,.,n

Demonstracao: Definindo w(z,7) = (1 — 7)w(z) + 7W(z), 0 < 7 < 1, vemos que

wy(z,T) _ —w(z) + W(z) e 1

w(z,r)  (—rw@) +W(@) = 1—r74r2E

w(z)

é uma fungao crescente de z,0 < 7 < 1. Como temos w(z,0) = w(z) e w(z,1) = W(z),

pelo teorema anterior, segue o resultado desejado. =

3.2 Desigualdades para os zeros dos polinémios or-

togonais classicos
Consideremos os zeros J:L‘j’f} = ¢os 0., do polinomio de Jacobi, P,&“'ﬁ](x) em ordem
decrescente:
4152 52805 1> w80 5 <15 0 € 0ng <Wnit € i Oy < T
Temos, entao, o seguinte resultado:

Teorema 3.7 Se z,, = (&, entdo,

AT

dp

A2y

do >0, v=12,...,n.

<0,

No caso ultrasférico a = 3, temos

.

<0; 9=1,2..,nf2]. (3.9)
da

Demonstracio: Aplicando o Teorema 3.5 para w(z,7) = (1 —z)*(1 + )’ coma =7

e A3 fixo, ou B = 7 e « fixo, obtemos as desigualdades (3.8). No primeiro caso, temos

w,/w = log(1 — z), que é uma fungao decrescente de z, z € (—1,1). No segundo caso,
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temos w,/w = log(1 + z), que é uma fungéo crescente de z, z € (—1,1).
No caso ultrasférico, a desigualdade (3.9) ndo segue imediatamente do Teorema
3.5, ja que para w(z,7) = (1 — 2%)7, w,/w = log(1 — z?) ndo é mondtona.

Fazendo 7 = A, temos, de (2.46) e (2.39), que

P (z) = can PY VA1 () = i x PO-VA-1B) (242 _ 1)

Pé:ll(x) = Czn+1P2(,':.|_.1m"\_m)($) = cfznﬂxpiz-uz.l,fz)(zxz —~15

onde czn, Cont1, €3, € Cy,,, SA0 constantes.

Assim, se z,, = 3, , é zero de Pz(,):)(as), entdo y, = 222 — 1 é zero de P\~1/2-1/2)(y).
Do mesmo modo, se z, = Za,41., € zero de Pg{:ll(a:), entdao y, = 222 — 1 é zero de
PO=1/21/2) ().
Wi _ g (1820,
d\ %, [dA

negativos, obtemos (3.9) com a desigualdade oposta.

Logo, Usando (3.8) para f3,fixo, obtemos (3.9). Para os zeros

Portanto, para os polinomios ultrasféricos, temos que os zeros positivos sao fungoes

decrescentes de A e os zeros negativos sao fungdes crescentes de A. ]

No caso dos polinémios de Laguerre temos w(z,7) = e 2% com a = 7. Observe
que w,/w = log(z) é crescente para = > 0. Dali, os zeros de L{*)(z), n > 1, sdo fungoes

crescentes de a, a > —1.

Teorema 3.8 Sejam a e 3 os pardmetros do polinémio de Jacobi, P{*P)(z), sujeitos

as condigoes

Entao, para os zeros, temos:

W=l ey &
nv = ﬂ-)
1 = M=o

com igualdade somente nos casos especiais a = —1/2, 3 =1/2 ea=1/2, f = —-1/2.
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Demonstracao: De acordo com (3.8), o maximo e o minimo de z(®f) = cos#, , sao
b n,v YU

obtidos nos casos especiais mencionados acima. Assim,
arccos[z{ /%% < 0,,, < arccos[z{}/%~1/2)],

Sabemos, de (2.59), que para &, = z{}/%1/2),

1.3....(2n — 1) cos {(2n + 1)b,,/2}
2.4.....2n c0s(0,.,/2)

0= P,-(;_]fz’lfg)(in,v) o

b}

onde 6, , =arccos B
w T ~ - cvae 1 2(2v=)x .
Entao, cos [(Zn + 1)9,1_1,/2] =0. Dal, 8, = = e Bz L2y i

Assim,

(2v =17

gl St ¥

Do mesmo modo, por (2.60), temos que, para Z,, = z{!/*~1/2)

1.3.....(2n — 1) sen [(2n + 1)0,,,/2] |

P Pyglﬂ,—lf?)(inv) =

2495 sen(0p.0/2)

2k

B ST D
m+1 "

Logo, como sen [(2n + 1)@,;,,,/2] = 0, entdo én,v =
Dai,

Teorema 3.9 No caso ultrasférico com —1/2 < a = < 1/2, temos as desigualdades

1|
(U_E)Eggn,vgv

n n+1’

v=1,2,...,[n/2],

com igualdades somente nos casos especiais a = = —-1/2 ea = =1/2.

Demonstragio: De (3.9), temos que o méximo e o minimo de z{%?), v < [n/2], sdo

obtidos, respectivamente,se a = = —-1/2 ea = =1/2.
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Sabemos que P{~'/%~1/2)(z) = ¢, cosnf. Logo, P{~'/%!/?)(z) = 0 para cosnf = 0,

: : 2v—1
isto é, 6 = T
2n
Assim,

2v—1

5T S Oy, v=1,2,.,[n/2]

sen(n +1)0

Do mesmo modo, 0= P(M/2V3(z) = ¢,
send

v
D 1)0 =0t 0= i
e sen(n + 1) 0 temos = 111'

Assim, obtemos

j Seem
W= el

3.3 O Método de Sturm

O principal resultado desta se¢cao é o Teorema de Sturm, que nos fornece uma
maneira de obtermos desigualdades para os zeros dos polinomios ortogonais, que cha-

maremos aqui de Método de Sturm.

Teorema 3.10 (Sturm) Sejam f(z) e F(z) fungées continuas em zo < x < Xo, com
flz) < F(z). Sejam as fungées y(z) e Y(z) ndo identicamente nulas, satisfazendo,

respectivamente, as equagoes diferenciais
v+ f(z)y=0 Y"+ F(z)Y =0.

Sejam z' e 2", ' < 2", dois zeros consecutivos de y(z) em (z¢,Xo). Entdo, a
fungdo Y (z) tem pelo menos uma variagdo de sinal em (z',z") desde que f(z) # F(z)

em [z, 2"].

A afirmagdo também € vdlida para ¢’ = z¢ [y(zo 4 0) = 0] se a condi¢do adicional

lim {y'(x)Y (z) - y(@)Y"(z)} = 0 (3.10)

r—xo+0

€ satisfeita (analogamente para 2" = Xo).
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Demonstracao: Seja Y (z) >0, Y(z) # 0 para 2’ < < z”. Suponhamos, sem perda

de generalidade, y(z) > 0, 2’ < z < z”. Entao, se zo < 2’ < z" < Xo,

x!.‘

(v'Y —yY')is, (F(z) - f(z)) Y(z)y(z)dz > K.

z=z' S
Conseqlientemente,
Y)Y (&)~ y(@)Y (") - ¥ (@)Y (&) + (&)Y (@)
=y'(2")Y(2") — y'(2")Y (') > 0.
Como z' e 2" sao dois zeros consecutivos e y(z) > 0, &’ < z < 2", temos

y'(z")
@) =
Mas, de (3.11),

y(@") _ Y(2)
y(@) ~ V()

Y (')
Y(.‘B”)

entre z’' e z”.

Logo, = 0 Portanto, existe pelo menos uma variacao de sinal de Y(z)

Se z' = z¢, de (3.10) e de (3.11), temos que
v (") ¥ (") = 0.

Como y(z") < 0, entdo Y (2"”) < 0, o que é uma contradigao.

Teorema 3.11 Seja ®(z) continua e decrescente em o < x < Xj € sejay uma solugdo
nao identicamente nula de y” + ®(z)y = 0. Entdo, se 2’ < 2" < 2" sdo trés zeros

"

consecutivos de y(z), temos 2" — z' < a"' — 2", isto €, a seqiéncia de zeros de y €

SEMpPTE convera.

Demonstracao: Suponhamos a existéncia de pelo menos trés zeros no intervalo zy <

z < Xop. Sejam 2’ < 2" < 2 < ... 0s zeros em questdo, com z” — z' = h.

Aplicando o Teorema de Sturm no intervalo (z”,z"") para as equagoes

y'+®(z)y=0 e Y'+®(x+h)Y =0, onde Y(z)=y(xz—nh),
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temos que existe z € (z”,z"), com Y (z) = 0.
Mas, Y (Z) = y(z — h). Logo, y(Z — h) =0 e, entdo, T — h = 2".
Observe que 2" — 2" =2" -z +h>hez—-h>z"—-h=2'
Como z' < z" < 2" sao trés zeros consecutivos, entdao  — h (que é zero de y(z))

sO pode ser z”. B
Teorema 3.12 Sejam f(z) uma fungdo continua e negativa em zo < z < Xy € y uma
solugdo arbitrdria de y" + f(z)y = 0, com y — 0 se ¢ = Xo. Entdo, y ndo se anula

em 2o <2< X,

Demonstragao: Como f(z) < 0, ¢ < & < Xj, e y(z) satisfaz a equagao diferencial

acima,
sinal y"(z) = sinal y(z), zo < < Xo.
Suponhamos que seja positivo.
Mas, se f(x) possuir zeros em [z, Xo) a conclusio acima é uma contradigio, pois

entre zeros consecutivos, se y(z) > 0, entdo y"”(z) < 0 em alguns subintervalos de

[JJQ,X()). ||

A seguir, aplicaremos os teoremas anteriores nas equagdes diferenciais de Legendre

2" + { (n + %)2 + (2381’19)_2} z=10, (3.12)

cuja solugao é z = (senﬂ)l’}2 P, (cos 8), de Bessel
u+ {1+ (200 }u=0, u=0"2Jy(0),
dos polinomios ultrasféricos
A+ {(n+ X0+ A1 =) (send)} 2y =0, 21 = (send) PY(cos 0)
e na equagao diferencial geral de Bessel

wl+ {1+ (1-40)(20)}ua =0, uq = 0"2J4(0).
\_e\mssc.fgo

V-‘
= ‘ '::' 1INTE
!
A -
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As equagdes (3.12) e (3.14) sao satisfeitas em (0,7) e (3.13) e (3.15) sao validas
para 6 > 0.

Todas as equagdes acima sao facilmente obtidas das equagoes diferenciais para os
polinémios de Legendre, Ultrasféricos e Bessel dadas no capitulo 2, aplicando-se o

método dado na secao 1.1.

3.3.1 O Método de Sturm e os polindmios de Legendre

Inicialmente, vamos estudar as desigualdades para os zeros dos polinomios de Le-
gendre P,(cos @), dadas por Bruns, Markov e Stieltjes.

Sejam 0,,1,0,2, ...,0, , 0s zeros de P,(cos #) em ordem crescente no intervalo (0, 7),
tais'que Qi< i,y €' 0 0 < lhn < 1.

Entao, as desigualdades de Bruns podem ser formuladas como seguem:

1
' v
2 i
— AN LWy & ——m, 9= 1,201

2 B

2
e as desigualdades de Markov e Stieltjes sao dadas por
1

2
m<0,, <
n e T

U-.—

T, v=12..,[n/2] (3.17)

Esses resultados sdo validos para os zeros que estao no intervalo 0 < 6 < /2. No

entanto, a propriedade simétrica
Bn‘v + 9n,n+l~—v =m (318)

permite uma estimativa similar para os zeros que estdao no intervalo /2 < 6 < .

Comparemos (3.12) para z =Y, com a solugao y = sen ((n +3)(z - CC())) de

1 2
y" + (n+ -2—) =0, (3.19)

2

que y se anula para todo = = zo + LTS 0,510
n =
2

2 2
Sejam f(z) = (n + —;—) e F(z) = (n - l) + (2senf)~2, com z = cos . Observe
v
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Pelo Teorema de Sturm, temos que existe pelo menos um zero de (sen8)'/2P,(cos 0)

. . m v .
em todo intervalo de comprimento T e, em particular, nos intervalos
n

2

-1
’ T <8< %‘H’, v=1,2, R

2 RT3
Logo, todo intervalo contém exatamente um zero 0, , de (sen)!/2P,(cos 0) e, por-
tanto,

el = llrr Zln X Llﬂ', v= 1.2 i h (3.20)

2 Miitiig
A estimativa inferior de (3.16) pode ser demonstrada através da propriedade simétrica

n+l-—-v v—
gﬂ-.v=7r_'6n,n+1—v > T — T = T,
i n+

de modo que obtemos as desigualdades de Bruns.

A seguir, vamos demonstrar, primeiramente, a estimativa superior de (3.17).

»

Como (2senf)~? decresceem 0 < 6 < m/2, o Teorema 3.11 garante a convexidade da
v

—T
n+1

, V=

seqiiéncia 0y, ,. Temos, também, a convexidade da seqiiéncia 0, , = 0, , —
0,12, 0 /2] 4 1.

Sabemos que uma seqliéncia convexa tem seu maximo somente nos pontos extremos
de qualquer intervalo, isto €, sempre para o primeiro ou o ultimo valores de v.

Como 07,y = 0 e, para n impar, 0, ..,), = 0, tem-se o limite superior para n
impar.

Seja n par. Entao, 8, ., + 0, ./, =0, de modo que se 9;_,1‘,2 < 0, entdo 0, , <
0, v=1,2,..,n/2.

Conseqiientemente, obtemos o limite superior.

Para demonstrar o limite inferior de (3.17), vamos usar a seguinte desigualdade

m
oﬂ.,u - an,u—l < T 102
n + 2

(3.21)

que é consequéncia imediata de (3.20).

Agora, consideremos

gﬁ' - gn,u e
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Por (3.21), 6, , — 0, ,, < 0, de modo que 0, é decrescente. Para n impar,

n,w— n,v

05 (n+1)/2 = 0 e, conseqiientemente, 6, > 0 para v < (n + 1)/2. Para n par, é

n,v

suficiente demonstrar que 07, > 0. Isto segue de (3.21) pois

9n,n,a’2+1 ] 9n,n,¢'2 =l 911,71]2 e Bn,nﬂ < ?‘I'/(TI + 1/2)

Assim, chegamos ao resultado desejado.

A Funcao de Bessel Jy(0) e os polindmios de Legendre

Comparando (3.13) com y” + y = 0, cuja solucdo é y = senf, temos a existéncia

de um ndmero infinito de zeros de 8'/2J,(0), 0 = jo < j; < j2 < ..., para os quais

f =T i G e < oy =1,2,8,u (3.22)

Além disso, as diferengas j, — j,—; sdo monotonicamente crescentes, de modo que,

pelo Teorema 3.11, a seqiiéncia j, é convexa. Usando (3.22), vemos que
. , ’ 1
Jw—vr <)y —m=074.T—7 e 3,< (1} - Z) T+ 0.014..7.  (3.23)
Agora, comparemos (3.12), para z =Y, com

y' + {(n + %)2 + (29)'2} y =0,

que tem solucio y = 6'/2J, [(n + %) 9], 0<fd<m.

Desde que senf < 60, temos a existéncia de pelo menos um zero de P,(cosf) em

todos os intervalos ((?j‘:l%) ) (nj_: %) ), = L2

Ju ; : S
O fato de 7——— < 7 implica na existéncia de exatamente um zero em cada um

(n+3)

desses intervalos, de modo que

jv—l jv = |
Ty oS b2 520

A estimativa superior é particularmente importante: é melhor do que a estimativa

LS

superior de Bruns.
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Capitulo 3. Comportamento dos Zeros dos Polinémios Ortogonais 54

Isto também vale para o limite inferior de j,. De fato: seja v qualquer inteiro
positivo e n = 2v — 1.

" n + ]. ™ & m™ jv

Entao, v = e 0,, = —. Temos, conseqientemente, 3 <

2 2

) e, em Vir-

(2v-1

2

tude de (3.23),
] _ 1
(U . Z) . (v _ 4_) 74001471, v=123,..

A estimativa superior (3.24) para 0, , = 0, ,(n) é a melhor possivel para v fixo e
. ’ » . . ]' .
n — oo, pois, de (3.24), é facil ver que nll}ngo (n - 5) Or= Yy
A primeira desigualdade em (3.24) ndo é particularmente boa. Para obtermos uma

melhor, usamos a desigualdade elementar

(sen®) 2 —02<1—-(2/n)’ =k, 0<O<m/2

2
e comparamos (3.12) com Y + {(n + %) + g + (29)_2}‘/ =1}

Assim, obtemos

. .
Bints 2 o W0 ]2, 7 = 0.148678816...
(o3 +4]

O mesmo argumento fornece uma desigualdade para os zeros no intervalo 0 < 6 < [,

onde [ é um nimero positivo fixo, [ < 7/2. Entdo, obtemos (3.25) com a constante k;
no lugar de k, onde k; = (sen(l))™% — [2.
A formula (3.25) também fornece um limite superior para 7,, quando fazemos
v=(n+1)/2, 0s5=7[2:
1/2
+k]”2 ( 1) L4kl
- =(lv—=|m et e
4 4 (21} = )2
') " T Rw-1/4)
Para v = 1, esta desigualdade ndo é tdo boa quanto a desigualdade (3.23). No

entanto, para v > 2, ela € muito melhor, especialmente para v grande.
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Capitulo 3. Comportamento dos Zeros dos Polinomios Ortogonais

3.3.2 Polinémios Ultrasféricos e fungoes de Bessel J,(z)

Consideremos a equagdo (3.14) no caso 0 < A < 1. Sejam :c,(,;\g = ¢0810aus Bi=

l,...,n, os zeros dos polinomios P (z).

O mesmo argumento usado no caso especial A = 1/2 (caso dos polinémios de
Legendre) fornece

v—1

n+/\?r<9n,v<

v

——r. " = 1,200 1
n+ A

de onde obtemos, pela propriedade simétrica,

v—(1-2A)
n+A "

v

il e T V=L Do T
: n+A

Essas sao as desigualdades correspondentes as de Bruns.
Temos, também,

b= 312
n+ A

v

o B < n+11r,' t =uls Do

correspondente as desigualdades de Markov-Stieltjes. A demonstracao é feita como no

caso dos polinomios de Legendre. Ela é baseada na convexidade das seqiiéncias

—-11-2
gn,u Gn‘v_v_%ﬂ', U=0,1,2,...,[n/2]-}-1

e na desigualdade 0, , — 0, ,—1 < 7/(n+A), v=1,2,...,n.

No caso —1/2 < a < 1/2, obtemos resultados similares para os zeros j{*) de
6'/2J,(0). Temos, em particular,

G i <m, D <wm, v

=12, ..
=0 e P <(w-Dr+5®.

Agora, vamos comparar (3.14) com (3.15), para A = a + 1/2. Obtemos, entao,

3
v gnv 26
—Ep <Oy < (3.26)

i(a)
: g : m
Disto, obtemos, como foi feito anteriormente, — < =

RS ERY de modo que

(v + % - %) T < j,g") <(v-1m +j§a) i< on)v=12:35 (3.27)

2 3 4 5 6 1 l"1e5“3'
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Capitulo 3. Comportamento dos Zeros dos Polinémios Ortogonais

3.3.3 O Método de Sturm e os polinomios de Jacobi

Aplicando o Método de Sturm para os polinomios de Jacobi, vamos melhorar con-

sideravelmente alguns resultados.

Consideremos —1/2 < a < 1/2 e —1/2 < 3 < 1/2, excluindo, em geral, o caso
=% =174,
Consideremos, como antes, os zeros de P(*#)(z) em ordem decrescente, (%) =

€05 8,45

+ixalP sl 5 5208 s 4 D=8, < 805 <l <

Teorema 3.13 Sob as condigoes actma mencionadas, temos:

™

n+(a+p+1)/2°

que vale para o* = 3% = 1/4, com o sinal de = no lugar de <. Aqui,

0 , sea>—1/2
—0p1 ,sea=-—1/2

y=1 2080

gﬂ,u e Hn,'v—l <

911,0 —

T , se 3> —1/2
l91rz,n+l —
2 —0,, ,sef=-—1/2

Demonstragao: Notemos que, para

a:ﬁ:—l/?#ﬂn,vz(v—%)ﬂ, a=8=+4+1/2=0,,=v

n$1’

T LT
Q:—ﬁ:+1/2=>6n,v=vn+ a:—ﬁ——l/g:an,v—n

parav =0,1,...,n+ 1.

A desigualdade (3.28) segue imediatamente do Teorema de Sturm, quando compa-

ramos

du 1_ o2 1. L0708 a+ﬁ+1)2
i kel =0,
a2 " {4sen2(3/2) LT T\ T T 2 v
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cuja solugao €

0 a+1/2 0 B+1/2
u(0) = (seni) (cos 5) P(*P)(cos 0),

&2V at+f+1\*.,
2 for 2222 2o

com solugao

V=sen(n+ (a+8+1)/2)(0 — 0,,-1).

Teorema 3.14 Sob as condigées mencionadas no teorema anterior, temos:

v+ (a+8-1)/2 v~ -
n+(a+p8+1)/2"

) U= 1200

nt(@+tB+1)/2"

Demonstragao: Os limites (3.30) seguem da soma de (3.28) para v = 1,2,....,n+ 1, e
do fato de P,E""ﬁ)(:c) = (=1)"P¥e)(—z).

No caso a = —1/2, o fator v do limite superior pode ser substituido por v — 1/2.
Se B = —1/2, o fator v+ (a + 3 + 1)/2 do limite inferior pode ser substituido por
v+ (a4 F)/2.

Nos casos (3.29), valem os mesmos limites, com o sinal de = no lugar de <. a

Observe que essas desigualdades sdao mais precisas do que as Desigualdades de

Bruns (3.16), desde que a + 3 > 0.

No caso dos polinémios de Legendre (a = 3 = 0), elas sdo idénticas as de Bruns.

3.3.4 O Método de Sturm e os polinomios de Laguerre

Passemos, agora, ao estudo do comportamento dos zeros dos polinomios de La-

guerre L(*)(z). Consideremos o > —1.

AVA
AVAYEY

2 3 4 5 6 7 unespwll 12 18 14 15 16 147

18



Capitulo 3. Comportamento dos Zeros dos Polinémios Ortogonais 58
Teorema 3.15 Sejam I,(f‘*j, v =1,2,...,n, os zeros do polinomio de Laguerre L{) (x)
em ordem crescente. Entao,

(o) 2)?
@) 5 __B7/2° =1,2... 3.31
‘{n,v>n+(a+l)/2$ v Y=y 1n: ( )

onde j*) sio os zeros positivos da fungdo de Bessel J,(z).

Demonstracao: A afirmacao segue diretamente do Teorema de Sturm, quando compa-

ramos as seguintes equagoes:

2
U,,+(n-l-(a+1)/2+l o )U=O,

x 42

1\1/2

T 4z 4

<
ur:+(n+(a+l)/2+l o 1)1;::0,

cuja solucgao é

U(.’E) = e—zf2$(a+1)f2Lga]( )

a+1 of+1)‘=’2

1/2
Observe que J,, {23:”2 (n + ) } se anula para j(*) = 2,/z, (n + 5

ot () 22
is = T
2 n+ 2

Logo, x, esta entre dois zeros consecutivos de L{*)(z) e a desigualdade (3.31) segue

imediatamente. n

Podemos obter um limite superior similar para i,&"‘g Seja w uma constante positiva
tal que w < 4n + 2(a + 1).

Agora, vamos comparar (3.32) com

o e
V,,+{n+(a+l)/2 w/4+l a}v
+

T 4z2
(84

=0, onde 0<z<w,

1/2
: E) } Ent3o, os zeros de L{*)(z)

cuja solugao é V(z) = o) ) {23:1!2 (n ¢ 9 1

satisfazem

() (Jia]/Q)Z
baw < n+(a+1)/2 —w/4’ k)
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Capitulo 3. Comportamento dos Zeros dos Polinomios Ortogonais

se a expressao do lado direito for menor ou igual a w (para um v fixo e n grande).
A constante (3{*)/2)? nas desigualdades (3.31) e (3.33) é a melhor possivel pois

para v fixo, temos

Jim nlf) = (5$/2)%. (3.34)

1/2
1
Observe que para ¢ > zp = (2n +a+1+ \/(21@ +a+1)2+ i az) , 0 coefi-

ciente de u na equacgao diferencial

u”+(41’;+2oz+2—..*f:"+4 )u=0,

s
cuja solugao é

u = e % /2got1/2 L) (=%,

1 2

P . = F; F 2 3 (0]
e negativo, isto €, 4n + 2a + 2 — z° + TR 0.
T

Como a solugdo u(z) tende a zero para ¢ — oo, pelo Teorema 3.12, u(z) nao se

»

1/2
anula para = > z,. Mas, (ff;"ﬁ) ¢ , k =1,...,n, sao zeros de u(z). Temos, entao, o

seguinte resultado:

Teorema 3.16 O maior zero do polinémio de Laguerre L{*)(z) satisfaz a desigualdade

1 1/2
J,(;j'g<2n+a+1+{(2n+a+1)""+3—02} 4n. =)

Fazendo z = [n 4 (a4 1)/2]™" ¢ na equagao (3.32), obtemos

d*u 1 1-ao* 1 a+1\7?

— -t — - =),

d§2+{§+ 182 4(’” 2 ) %

; (a+1)
Como o coeficiente de u cresce com n, para um v fixo, segue que { n + T M

é funcao decrescente de n.
(a) 2

O limite quando n — oo é ( ‘:? ( de acordo com (3.34)).

Uma conseqiiéncia interessante desta propriedade (decrescer) é

n+£§—”[&2§v+#!&?, n = 0,0+ 1 (3.36)
[(e)
Assim, I(2) < {v 4+ (a+1)/2} Tt "‘:_ /3} Agora, usando (3.35), obtemos o
’ n+ («

seguinte resultado:
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Capitulo 3. Comportamento dos Zeros dos Polinémios Ortogonais 60

Teorema 3.17 Sejam a > —1 e l,(fj, v = 1,...,n, os zeros em ordem crescente do

polinémio de Laguerre L{*)(z). Valem, entdo, as seguintes estimativas:

(782 /2) (a)
e e 3 3.37
n+ (a+1)/2 <k < (341)

A +(a+l) 2v+a+l+{(2v+a+1)2+1/4—af2}1”2
8 2 n+(a+1)/2 '

b= 1,2 watis B =120
Em particular, para o menor zero !,[fl), temos:
G17/2? e o (@t 1)(a+3)

n+(a+1)/2 n) = n+a+1l ’ n=17213s----

onde j{*) sdo os zeros positivos da fungdo de Bessel J,(z).

Observagao: Para v = 1, lﬁ) pode ser calculado através da formula de recorréncia

para os polinomios de Laguerre, isto é, lif'l) = a +1. Logo, usando (3.36), temos:

(a+1)

1%, _(a+3)(a+1)

i) < {1 4

2 }'{n+(a+1)/2} T 2nta+l

3.3.5 O Método de Sturm e os polindmios de Hermite

As consideragoes correspondentes para os polinomios de Hermite sao muito simples.

A equagao diferencial
2"+ (2n+1—-2%)z=0, cujasolugioé z=e*"2H,(z), (3.39)
e o Teorema 3.12 fornecem o limite superior (2n + 1)!/2 para os zeros de H,(z), pois

lim z(z) =0 e 2n+4+1—-2°<0 para z>+2n+1.

=00

Consideremos hy, 1, hy 2, ... 0s zeros positivos de H,(z) em ordem crescente.
Tomando n > 2, 2n + 1 — 2% é decrescente para = > 0 e, portanto, pelo Teorema

3.11 temos a convexidade da seqiiéncia dos zeros do polinomio de Hermite H,(z),

hao < hag < hnp < ...,
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Capitulo 3. Comportamento dos Zeros dos Polinémios Ortogonais

onde h,o = 0 se n é impar e h,o = —h,; se n é par.

Comparando a mesma equagao acima com 2" + (2n + 1)z = 0, encontramos
v—1/2
(2n + 1)1/
v

T, n par,
R

W‘n‘, n impar, v=12,..,[n/2].

Agora, seja w um nimero fixo positivo, w < (2n + 1)!/2 e consideremos a equagao
diferencial y” + (2n + 1 — w? =>¢?)y = 0.
Entao, comparando-a com a mesma equacao (3.39), obtemos

v—1/2
(2n + 1 — w?)1/2
v

T, n par,
Ny &
w, nimpar, v=1,2Z..[8/2)

(2n + 1 — w?)1/2
se os membros do lado direito sao menores ou iguais a w.

>

Fazendo z = (2n+1)~1/2¢, a equacio diferencial (3.39) mencionada acima transforma-
se em
d’z

@t {1-@n+1)7?%}z=0,

z = exp(—(2n +1)7'€*/2) H, ((2n + 1)71/%¢)
¢ uma solucao.
O coeficiente de z na equacgao diferencial é fungdo crescente de n. Assim, para v

fixo, £ny = (2n + 1)Y/2h,,, é funcio decrescente de n.

Além disso, temos

fn,v = (2n + l)uzhn,v S (4U + l)uthu,u

‘En,v — (2n + l)lﬂhn,v S (4'” + 3)lf2h2v+l,v-

v—1/2 quv +1

——————, n par, R T
2n + 1)1/2 (2n + 1)1/2
( v ) e hny < 4v + %

(2n 4+ 1)1/?’

n par,

™, n impar, n impar,

(2n + 1)1/2
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Capitulo 3. Comportamento dos Zeros dos Polinémios Ortogonais

V= 152000 I 2]

Para o menor zero positivo h, 1, obtemos, com hy; = 912 & hyy =(3/2)

——ﬁ/g (—5/2 )”2 n par
?n a..r, E) ]
b > { @D PP\

n impar, (

1/2
)

n+1

o1/2 \'*
—(“m , n1mpar,

A (3.41)

(2n + 1)1/’

n > 2.

Para v = 1, os limites superiores sio mais precisos do que os resultantes de (3.40).
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Capitulo 4

Alguns Resultados Recentes

Neste capitulo, fazemos um estudo de trés trabalhos recentes sobre desigualdades
para os zeros dos polinomios de Jacobi e Ultrasféricos, utilizando técnicas diferentes
das apresentadas no capitulo 3.

Na segao 1, fazemos um estudo sobre o artigo de Dimitrov [6] e, na segao 2, sobre

os trabalhos de Dimitrov [5] e de Elbert e Siafarikas [11].

4.1 Interpretacao eletrostatica dos zeros de P*")(z)

Uma das importantes razdes para o interesse nos zeros dos polindmios de Jacobi,
PA)(z), n > 1, é que sc,(f,’cﬁ), k = 1,...,n, admitem uma interpretagao eletrostatica
muito interessante. Sao pontos de equilibrio de n cargas unitarias em (—1,1) no campo
gerado pelas cargas (¢ +1)/2 em 1 e (6 + 1)/2 em —1, onde as cargas se repelem
de acordo com a lei do potencial logaritmico. O campo eletrostatico nao é campo de
cargas pontuais, mas de retas perpendiculares ao eixo real. Esta interpretacao é devida
a Stieltjes. Szego ([33], segdo 6.7) provou que o equilibrio é um ponto de minimo da
energia.

Assim, qualquer resultado sobre o comportamento de 3:1(3;;6} fornece informacao
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Capitulo 4. Alguns Resultados Recentes

sobre o campo eletrostatico mencionado.

No trabalho de Dimitrov [6], foi sugerido o oposto, isto €, ele aplicou os resultados
de Stieltjes e Szegé mencionados acima para obter limites para os zeros extremos do
polinémio de Jacobi.

Consideremos, entao, o campo eletrostatico descrito acima. Cargas (a + 1)/2 e
(B+1 /2 sao distribuidas em retas perpendiculares ao eixo real e que o interceptam
em —1 e_l\_ respectivamente. Tomemos n cargas unitarias distribuidas em retas que

também sao perpendiculares ao eixo real e passam pelos pontos zy,...,z, onde —1 <

r) < .. <z, < 1. Entao, a energia do campo é dada por

1 ﬁ+l
ng

F1e
L(z1, .y Zn) :“ Zi T 3 zogl o (4.1)

1<i<j<n

|l+

Entao, a energia é minima se, e somente se, a fungao

n

T(21y iy @y) 1= € FEtn) S TT(1 — 2 )V L 2)PD2 TT 35— (4.2)

i=1 . 1<i<j<n
€ maxima.
A seguir, daremos alguns resultados que serdo necessarios a demonstragao do teo-

rema de Dimitrov sobre os zeros de P(*#)(z).

Lema 4.1 Sejam x,,z3,...,2,, n pontos distintos e w(z) := H (z — x;). Entao,
i=1

(=1)'a 0 (@) = (L + 1)r(2), !

onde mi(z) := w(z)/(z — zx), k

Demonstracao: Para [ = 0, obtemos facilmente que 7'(zx) = mp(zk).

Consideremos [ = 1. Temos que

me(zk) = ((_ﬂ(i) = (z —z)m'(z) — n-(;r;).

T — Tg) Tk (z — zx)?

Usando a expansao de Taylor para 7(z) temos que

. (—z)r'(@) —m(z) _ m"(2)
Ill*rar"-lk (z — x)? P s

Repetindo, sucessivamente, este processo, chegamos ao resultado desejado.

L‘.ﬁ"'
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Capitulo 4. Alguns Resultados Recentes 65

Lema 4.2 Para qualquer inteiro ndo negativo l, y(z) = P\*P)(z) € solugdo da equagio
diferencial

(1-z)y*D 4+ [B—a—(a+B8+204+2)zly*) 4+ [n(n+a+8+1)

—ll+a+8+1)y?P =0 (4.3)

Demonstragao: O resultado é vélido para [ = 1 pois sabemos que y(z) = P(*#)(z) é a

unica (a menos de fator constante) solu¢ao polinomial nao nula da equagao diferencial
1=z +[B-a—(a+B8+2)sz]y' +n(n+a+B+1)y=0.
Assim, derivando esta equagao diferencial, obtemos
1=-2)y"+[B—a—(a+B+4)z]y" +[n(n+a+B8+1)—(a+8+2)]y =0.

Agora vamos supor o resultado valido para k < [, isto é,

(1—a?)y™ + [B—a—(a+B+2k+2)z]yt+)

+ [nn+a+B8+1)—k(k+a+8+1)y® =o0.
Derivando a equagao diferencial acima, obtemos
(1=2?)y**) 4+ [B—a—(a+B+2(k+1)+2)z]y*+?
+ [pn+a+B8+1)—kla+B+k+1)—(a+8+2k+2)]y*Y =0.
Logo,

(1— 2y 4 [B—a—(a+B+2(k+1)+2)aly*+?

+ [n+a+B+1)—(k+1)(k+a+B+(k+1)+1)]y* =0.

Os resultados de Stieltjes e Szego estdo resumidos no seguinte teorema:

Teorema 4.3 [Szego [33], Teorema 6.7.1] Sejam a > —1,8 > —1 e seja {z;},—1 <
z; <1, 1 = 1,...,n, um sistema de valores para o qual a expressio (4.2) se torna

mdzima. Entdo, {z;} sdo os zeros do polinémio de Jacobi P{*¥)(z).
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Demonstragao: Sabemos que o maximo de (4.2) sera obtido nos pontos onde

wZa) =0 k'=1,....n ou, onde

1 1
+
T — Th-1 T — Tkt

1 (a2 (B+1)/2

T — Tp T —1 T+ 1

e o 0. (4.4)

Sejam zy, x5, ..., T, os pontos que satisfazem a equagao (4.4) acima.
Tomemos o polinémio de grau n, f(z) = (z — z1)(x — 23)...(z — z,). Entdo, de
(4.4) e do Lema 4.1 temos

f'(@x) | (et+1)/2  (B+1)/2
YT B

=01 B=1 0,

(1- x‘k)‘jf”(xk) +B-a—(B+a+2mlf(z) =0, k=10 (45)

Observe que F(z) = (1 — z)*f"(z) + [8 — a— (8 + a + 2)z] f'(z) se anula em
By By ey T ‘

Logo, F(z) = cte f(z).

Comparando os termos de maior grau, obtemos —n(n + a + 3 + 1) para o valor da
constante.

Entao,
(1 —2)*f"(z) +[B — e — (B + a +2)2] f(z) = [-n(n + o + B +1)] f(2).

Pelo Teorema 2.14, f(z) = cteP{*#)(z).
Portanto, os pontos de maximo de T'(zy,...,z,) sao os zeros de P,&“”G](:c) e, como

consequeéncia disso, o sistema —1 < z; < ... < &, < 1 € unico. [ ]
Estamos, agora, em condigées de demonstrar o resultado de Dimitrov.

Teorema 4.4 Sejam a:ff{ﬁ] = 3:510_'55)

> ... > z®P) os zeros de P{*P)(z). Entdo, pa-
ra todo inteiro positivo n e quaisquer reais @ > —1 e > —1, valem as sequintes
desigualdades:
B%—a® —/B(n,a,p)
z(*P) >
o dnn+a+pf+1)+ (a+8)(a+8+2)

(4.6)
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2 2
ol By B

dnn+a+B+1)+ (a+8)(a+8+2)

onde

B(n,a,8) = (B*=a®)?+[dn(n+a+B8+1)+ (a+ B)(a+8+2)]
x[4n(n+a+pB+1)+2(a+B+2)—(B-a)]. (4.8)

Demonstracao: Consideremos a fungao T'(zy, ..., z,) dada em (4.2) no simplex =, onde

Bi={-l<a1 <. <2< 1},

Observe que

']‘2(3,1, veey &) H (a+1) (14 z; )(8+l) H (:1:3- o :1:,-)2

=1 1<i<j<n

Ty Bty Crprsosn Ea) (L= 25) T 4 PP T (2 —20)?
iEk
P00 By Bt vy D) (1. = :r:k)“"'l(l + xk)ﬁ"'l?ri(xk),

onde a funcao 7(zy,..., Tk—1, Tk+1, ..., Tn) := 7(Z \ ) ndo depende de z;.

Derivando a tltima identidade e usando o Lema 4.1, obtemos

iTz(:t:h...,:t:ﬂ) T( %

8$k TRl [(1 -Tk)a-l.l(]- + xp )'8+lﬂ'g($k)]

\ )3:~:k
7(Z \ zi)(1 — ) * (1 + z) me(ax) [(—o = 1)(1 + zx)mi(2s)
+(B+ 1)(1 — zg)mi () + (1 — zx)(1 + zx)2m; ()]

)

7(Z \ zk)(1 — zx)* (1 + zx) P mr(zx) (4.9)

X {2(1 —zp)m(zk) + (B — a — (o + B+ 2)z] frk(wk)}
7(Z \ &) (1 — zx)*(1 + xk)ﬁﬂ'(xk)
x {(1 = a})n"(zx) + [B — & — (e + B + 2)zi] 7'(x4) }

T_l(f:\:c )8—2T2(:c &) = i (1—2zx)*(1 42 )’311' (z )]
k 8$§ 1y sreybn S ailfk k k k\Lk
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Capitulo 4. Alguns Resultados Recentes 68

x {2(1 — 22)mh(zx) + [ — & — (a + B + 2)ai] ma(er) }
+(1 = 2)%(1 + zx)Pmi(er) ¥ 52;{2(1-x§y¢(xg
+[8—a—(a+ B+ 2)zx] m(zx)}

éﬁ (1 — z2)*(1 + z4)mi (1)

x {2(1 = 2d)mh(zx) + [B — a = (a+ B + 2)ax] mu(an) |
+(1 — z£)*(1 + zx)Pmr(z) (4.10)
x {2(1 — a})mi(zk) + [B — @ — (o + B + 6)za] mi(2x)
—(a+ B+ 2)mk(zk)}

a%c (1 — zx)*(1 + z2)’me(zx)]

x {(1 = 2})n"(zx) + [B — @ — (a + B+ 2)zi] 7'(21) |
+(1 = zx)*(1 + zx)° ' ()

f -2 45— afa+ 5+ 0

—(a+ B+ 2)n'(zx)}

Trﬂ(a:k)
2

A funcao T é positiva em = e se anula na fronteira de =. Além disso, o valor
maximo é obtido em um ponto interior de =. Isto quer dizer que o maximo é local.

Como o maximo de T2 é local e tnico, pelo Teorema 4.3, temos que as deriva-
das parciais 9*T? / dz% sio negativas para k = 1,...,n, somente no ponto extremo
(xf,l"nﬁ), ...,:t,(,f,'{ﬁ)). Seja F'(zy) dada por

(1 = )n"(@) + 3 [6 = o= (a+ B+ )il 7"(21)

3
—(a+ B+ 2)n"(xx)}.

= 1 (ai) {2

Como, para zj = :cgc B k=1,..,n,

™ (Z\zx) >0

(1= 22)n"(s) + [B — a — (a + B+ 2)zi] w'(zx) = 0,
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25 2 3 4 5 6 7 unespw 13 24 15 Te AT

18



Capitulo 4. Alguns Resultados Recentes

temos F(zx) < 0.

Para simplificar F(x;), usamos (4.3) respectivamente para [ = 1 e [ = 0 e obtemos:

6 F (k) 7' (zx) {[(a + B — 2)zk + a — B] 7" (zk)

—[Mn(n+a+B+1)+2(a+ B+ 2)7'(zx)]}

(T(IL))z {lla+pB—=2)zr+a—p)[(a+ B+ 2)zr + a — ]

—[4n(n+a+ﬁ+l)+2a+ﬁ+2)](l—:cﬁ)}.

Logo, para z; = x}f‘ﬁ] ek= ..o

(a+8—-2)zr+a—0][(a+B+2)zr + a— 0]

—[An(n+a+B8+1)+2(a+8+2)](1—-zi) <0.

(cr B)

Resolvendo esta inequagao do segundo grau e lembrando que 9:{“ ) < £%F). che-

gamos ao resultado desejado. g n

Como aplicagao desses resultados, limites para os zeros de outros polinomios clas-
sicos podem ser obtidos.

E o que veremos a seguir.

4.1.1 Limites para os maiores zeros dos Polinomios Ultrasfé-

ricos, de Laguerre e de Hermite

) o maior zero do polinémio ultrasférico P (z). Recentemente, trés resul-

Seja .',t(
tados sobre limites superiores para 2 forarn obtidos. Elbert e Laforgia [8] ( Teorema
1 (i1)), provaram que

[A] n2+2)tn ,\>0
Tnl <\/n2+2)\n+)\2+)t’ i

e Ifantis e Siafarikas [19] provaram a desigualdade

) n2+42An —n > 1/9
"‘<\/n2+2,\n+).2—n-,\’ para; A>-1/2.

AVAYAY

25 2 3 4 5 6 7 unespw 13 34 15 Ik

17

18



Capitulo 4. Alguns Resultados Recentes

Foster e Petras [13] chegaram ao limite superior

(A) n2+2/\n—)\—- ]./2
$n1< ]
T\ n2 420 + A2 - 1/4

para A > —1/2. (4.11)

Substituindo a = # = A — 1/2 em (4.7), Dimitrov, neste mesmo trabalho, obteve

(A) n2+2/\n—l—)\+l/‘2
Thy <
T\ n24+2Xn+ A2 - 1/4

, para A > —1/2, (4.12)

e, como conseqiiéncia, limites para os zeros extremos dos polinémios de Laguerre e

Hermite.

Corolario 4.1 Seja h,; o maior zero do polinomio de Hermite H,(z). Entao

holiciv/2n =1, (4.13)

Demonstragio: Multiplicando (4.11) por v/ e fazendo A — oo, obtemos, do Teorema

2.16, o resultado desejado. ]

(a) (@) .
ni € L% o menor e o maior zeros do po-

Corolario 4.2 Sejam, respectivamente, |
linémio de Laguerre L{*)(z). Entdo, para qualquer o > —1, valem as seguintes desi-

gualdades:

@ >mtatl—\[2ntatl)+1l-a (4.14)

iff,l§2n+a+1+\/(2n+a+1)2+1—02.

Demonstracao: Seja A(n,a, ) definida por

A(n,a,B)=4n(n+a+B8+1)+ (a+B)(a+F+2) +a? - 52

Entdo, as desigualdades (4.6) e (4.7) referentes aos zeros dos polinomios de Jacobi,

se tornam, respectivamente,

(= m;(’ta,;ﬁ) e A(n! C(,ﬁ) + \/ B(n,a,ﬁ)

inn+a+pB+1)+(a+B)(a+B+2)
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Capitulo 4. Alguns Resultados Recentes

xif,’ﬁ) A(n,a,B) —/B(n,a, ) (4.17)

ZImntat B+ D)+ (a+f)c+i+2)
onde B(n,a,3) é dada por (4.8).

Como A(n,a,8) = 2[(2n +a + 1) +2n(n + a+1) + & + a] e B(n,a,f) é um
polinémio quadratico em § com coeficiente de maior grau 4[(2n + a +1)* + 1 — o?],
entdo as relagdes (4.16) e (2.61) implicam em (4.15), pois

1) = lim —(1 2l < lim = B s 1)

' oo 2 oo 24n(n+a+ B +1) + (a+f)(a+ 6 +2)
2n+a+l+\/(2n+a+1) +1—a?.

Do mesmo modo, (4.17) e (2.62) fornecem (4.14).

4.2 Propriedades de monotonicidade dos zeros dos

Polinomios Ultrasféricos

Nesta secao, usaremos o Teorema de Markov para demonstrar alguns resultados
sobre a monotonicidade de f(/\)xf}z e, a partir deles, obter alguns limites para os zeros

LA,]C, k =1,...,n, dos polinémios ultrasféricos P\ (z).

4.2.1 Resultados preliminares

Apresentaremos, aqui, os pré -requisitos que serao de grande utilidade nas demons-
tragoes dos principais resultados referentes a monotonicidade dos zeros dos polinémios

ultrasféricos.

Lema 4.5 Seja q(z) um polinémio de grau n > 3 com zeros reais e distintos. Suponha
que q(z) € um polinomio par (impar) se n for par (impar). Entdo, todo zero positivo

de ¢'(x) € uma fungdo crescente de qualquer zero positivo de g(x).
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Capitulo 4. Alguns Resultados Recentes 72

Demonstracao: Seja n par. Suponhamos, sem perda de generalidade, que ¢(z) é um

polinémio moénico. Como ¢(z) é um polinémio par e tem somente zeros reais, entao
g(z) = (2? — 23)..(s" — 33 3), 0<Zppp < .o <1y
Suponhamos que ¢ = z,, para algum m, 1 < k < n/2. Entao,

q(z) = (2* - E)r(z).

Dai, o polinémio ¢'(z)2zr(z)+ (22 —£€*r'(z)) é um polinémio impar e, pelo Teorema
de Rolle, possui n/2—1 zeros positivos 1;, zj41 < n; < zj,j = 1,...,(n/2—1). Sejan um
desses zeros, n = 1,,. Afirmamos que 1 é uma funcao crescente de £. Para demonstrar
isso, consideremos g.(z) := (z? — (€ + €)*)r(z), para algum ¢ positivo. Como ¢'(n) =0
segue que

r'(n) = —(—jf——i_%- (4.18)

Por outro lado, ¢/(n) = 2nr(n) + [n* — (€ + €)?] r'(n). Usando (4.18), obtemos

g(n) =20 [(€ + )* = €] r(n)/(n* — €2).

Além disso,

sinal [¢/(n)] = sinal [r(n)/(n® — €7)] .

Vemos que se n > ¢, entdo, por (?7)
sinal [r(n)] = sinal [¢(n)]

e, se n < £, entao
—sinal [r(n)] = sinal [¢(n)].

Mas, sinal [¢(n)] = (=1)™ pois ¢(z) é monico e Ty <N = NP < Tpy. Assim,
sinal [q(n)] = sinal [¢(n)] = (=1)™. (4.19)

Sejam zi(€),7 = 1,...,n/2 os zeros positivos de ¢.(z). Pelo teorema de Rolle, ¢.(z)

tem exatamente um zero 7(€) € (Tpm41(€), Tm(€)).
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Capitulo 4. Alguns Resultados Recentes 73

Por outro lado, sinal [¢/(Zm41(€))] = (=1)™ esinal [¢/(zn(€))] = (—=1)™*", pois ¢.(z)
é um polinémio monico.

Portanto, de (4.19), ¢/(n.) e ¢.(zm+1(€)) tém o mesmo sinal. Lembrando que
q:(ne) = 0, n(€) > 7.

A prova para n impar é similar.

Como conseqiiéncia imediata deste teorema temos o seguinte resultado:

Corolario 4.3 Seja q(z) um polinomio de grau n > 3 com zeros reais e distintos.
Suponha que g(x) € um polinomio par (impar) se n for par (impar). Entdo, todo zero
positivo de ¢)(z),0 < v < n — 1 € uma fun¢do crescente para qualquer zero positivo

de q(z).

Lema 4.6 Seja w(z) uma fungdo peso positiva e continua no intervalo (a,b). Denote-
mos por { P.(z;8)} o0s polindmios ortogonais com Felagio @ fun¢io w(zx) no intervalo

(a,B),a < B <b. Entio, os zeros de P,(z;3) sdo fungées crescentes de 3.

(8)
oo

Demonstracido: Sejam z’,...,z?) os zeros de P,(z; ). Entao, satisfazem as seguintes

equagoes

/ﬁ Pi(z;8)
o z22®

w(z)de =0, 1= 1,w,n,

pois, pelo Teorema 2.2,
fﬁ F@8) i 2)ds =/ P.(z 5) EaEP) | o= 0] § =1,

R ) — )

Derivando a k-ésima equagao com relagao a 3, obtemos:

8 P(z; 8 ;
(/ (z — x(ﬁl)( : xscﬁ))"‘"(x)dx) (33,('6))

? (_Px:P) £ (6:9)
_fg (Ww(x)dx) (:c}cm) w(B) —=—m (,e))

: (8
Devido a ortogonalidade, todas as integrais da soma acima se anulam. Portanto,
w(B)P2(B;B)
(=) = (8- =)

o /ﬁ —Pf(:c; B) w(z)dz

(- 2P
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Capitulo 4. Alguns Resultados Recentes

isto é, os zeros de P,(z; ) sdo fungdes crescentes de f3.

Definicao 4.1 Uma seqiiéncia de nascimento e morte Q,(z;7) € definida por:

Qo(z;7) 1,
Qu(zir) = [o)+d5 — 2] /80,
—2Qn(z;7) b Qi1 (z;7) — (B + d)Qu(2;7) + d7 Qi (5 7), (4.20)

onde b{") > U,dﬂl >0 paran >0 e d) > 0. Os coeficientes b{") e d\7) sdo chamados
coeficientes do processo de nascimento e morte.

(Para mais detalhes, ver, por exemplo, Karlin e McGregor [22].)

Se os coeficientes do processo de nascimento e morte, {b,(,:')} e {dﬁfl}, sao fungoes

mn

crescentes (decrescentes) de 7, aplicando o Teorema de Perron-Frobenius para (—1)
Q. (z;7), provamos que o maior zero de @,(z; 7) é uma fungéo crescente (decrescente)
de 7.

Observe que fazendo Qu(z;7) = (—1)"Qm(z;7) e m = 1,2, ...,n, da relagio de

recorréncia (4.20), obtemos o sistema linear

( Qg(x;'r) \ ( @g(:z:;r) \
Qi(x;7) Qi(z;7)
Qa(;7) Qa(z;7)

\ Qn—l(x;T) ) \ Qn—l(m;T) )
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Capitulo 4. Alguns Resultados Recentes

onde A(7) é a matriz tridiagonal
(8 1 df) B 0 0
d{y 1 Nptm) JpCTdis s Sty 0
0 & ¥4+d) b 0

0 d); b2 +d; )

()

n; € um auto valor de A(7).

Se ?(”), j =1,...,n, for um zero de Q,(z;7) entéo, z

Assim, se {b,‘f)} e {d,{,f}}, sao fungoes crescentes (decrescentes) de 7, temos que
A(T + 1) — A(7) é positiva (negativa).

Logo, o maior zero de Qn(z;7) é uma funcgéo crescente (decrescente) de 7.
Denotemos por gt*) e kM) os polinémios hipergeométricos de grau n

gV(z) :=2 Fi(—n,n + );1/2;z)

h)(@) =2 Fy(—n,n+ XA+ 1;3/2; 2).

De (2.48), sabemos que P:,(i)(ml""’) e x'”zPéi_}l_l(m”z) sao multiplos de gM(z) e

h{M(z), respectivamente. Calculos simples mostram que, para n # m,
1 i 1
[u Pz(;:}(xlﬂ)Péi)(x”z)i(l _ x),\—lﬂx—lﬁdw _ /0 2 —1;297(‘)\}91'(;\)(1 )’\'”2dx ='f

e

/ 2{;’1\11(3,1;2 ( ) xlf’?)%(l _ x),\-uzx-l;zdx = /l %xmhf‘)hw(l . :C)A—l,fzdx =0.

0

Assim, gm e RNV (z),n = 0,1, ... sdo seqiiéncias de polindomios ortogonais em
T ;)  Joo q g
0,1) com relagao as fungoes peso w.(z) = V31 —-g) 1% welx) = o/ (1 -z ‘\_”2,
¢ p

respectivamente.
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Capitulo 4. Alguns Resultados Recentes 76

Outra conseqiiéncia é que os zeros de g™ (z) sdo (m(zi},k)z e os zeros de hV(z) sdo

A
(xgn{l-l‘k)zﬁ k=1,..,n.

De (1.10) e (1.11) obtemos as seguintes relagdes de recorréncia para g{¥(z) e h()(z):

a(z) = 1

g(z) = 1-2(0+1)z
(2n+1)(n+)t) (N 4n2+4/\n+)\—1 ()
5en + Ve 13+ T A DR s AT DY
n(2n +2X —1) )
22n + N(2n +r— 1)

—zg{(z)

(z), n>2

hg\)(x) 1

h)(z) 1 —2(\+2)z/3
2
22n+ A+ 1)2n+ A +2) - 22n + N)(2n + A + 1)
n(?n + 2/‘\ —; ].) h(A)
220+ A)(2n+ A +1) ™7

(z)

(2); =2

Portanto, pela defini¢ao 4.1, {g,(f‘)(a:)} e {h,(,;\}(:t:)} sao seqiiéncias de nascimento e

morte.

4.2.2 Resultados principais

Em [20], M.E.Ismail formulou uma conjectura que chamaremos Conjectura de

I[smail-Lettessier-Askey (ILA) e que apresentamos a seguir:

Conjectura 4.1 (ILA) Sejan > 2 e 1 < k < |n/2]. Entdo, a fungio (X + 1)1*"2:1:%1

¢ uma fungdo crescente de A, para A > —1/2.

Esta conjectura se baseia nos seguintes fatos:

e Quando n = 2, :cg’,\l} =1/1/2(A+1) e, quando n = 3, 3:?1) = 1/3/2(X + 2), de onde

segue a Conjectura ILA.
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¢ O seguinte resultado de Ahmed-Muldoon-Spliger implica que a Conjectura ILA é
valida para —1/2 <A <3/2en > 3:

Teorema 4.7 Para n > 2, denotemos por :r,(;\,l 0 k-ésimo zero de P (z), em ordem

decrescente. Entdo, para k = 1,...,[n/2],

]1/2 )

2n? + 1 +2x2n +1)] " 2)

€ fungdo crescente de A, —1/2 < X < 3/2.

e Em [19], E.Ifantis e Siafarikas provaram a Conjectura-ILA para o maior zero positivo

by . e o .
33&;1] usando uma técnica de andlise funcional.

Recentemente, Dimitrov [5] provou a Conjectura 4.1 para todos os zeros positivos 393):

para A € (—1/2,9/2] e, também, para A € (=1/2,3/2+v)en > 1+ (v? +3v +

3/2)'2, ve IN. Eo que veremos a seguir.

Teorema 4.8 Seja v um inteiro nao-negativo. Entdo, para qualqguer n > 1 + (v’ +
3v+3/2)Y% e k,1 <k < |n/2|, os produtos (A + 1)”2;:5,’_2 s@o fungdes crescentes de A
para —=1/2 < A < 3/2 4 v.

Demonstracao: A prova sera feita por indugao sobre v.

(i) Para v = 0, a afirmagao segue do Teorema 4.7, lembrando que ele afirma que se

n > 2, entao

A+ (2n% +1)/(4n + 2)]m z)

cresce com A para —1/2 < A < 3/2. Como (2n? + 1)/(4n 4 2) > 1 para n > (3/2)/2,
entao o Teorema é verdadeiro para v = 0.

(i1) Agora, seja v qualquer inteiro positivo fixo e consideremos a afirmagao valida
para v’ < v.

(iii) Mostremos que ela também vale para v.

Temos que n > 14+(v2+3v+3/2)/2 > 1+[(v — 1)2 + 3(v — 1) + 3/2]"/* . Entiio, pela
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hipétese de indugao, as fungdes (A + l)lfz:vﬂ crescem com A para —1/2 < A <wv+1/2.

Falta mostrar que elas crescem para A € (v + 1/2,v + 3/2]. O resultado de Ah-
med, Muldoon e Spigler mencionado é equivalente ao fato de que os zeros positivos
de P ([(,u + (2N?2 +1)/(4N + 2)]_1';2 :c) crescem para u € [—1/2,3/2]. Fazendo

u=A—v, N=n+v, chegamos que os zeros positivos de
; ~1/2
PO ([A +(2(n +v)? +1)/(4n + 40 +2)] :c) (4.22)

sao fungoes crescentes de A se A € (v +1/2,v + 3/2].
Mas, sabemos que (PXM(z)) = 2APX*(2) e (P,g’\)(x])[v) = c(n, A\, v) P2 (2),

onde ¢(n, A, v) sao constantes nao-nulas.

Assim,
dv () 2(n+v)2+1 -1/2
dx”{P“+” dhaleaw =y v

: 2 -1/2
= ¢;(n, A\, v) P [(A—v+ M) :c] . (4.23)

4dn + 4v + 2

Observe que P3" ([/\ —v+4+2(n+v)2+1)/(4n+4v + 2)]_”2 :c) ¢ um polinémio
par (impar) em z se n + v é par (impar). Assim, segue do Corolario 4.3, que qual-

quer zero positivo de { POy ([)\ —v+2(n+v)2+1)/(4n + 4v + 2)] 7/ x)}(v) é uma

funcao crescente de qualquer zero positivo de
-1/2
P,Ei_vv} ([/\ —v+(2(n+v)2+1)/(4n +4v + 2)] ¢ :c) :

Mas,
PR (A= v+ (2(n +v)? + 1)/ (4n + 4v +2)] 7 z)

= ¢;(n, A\, v) PV ([/\ — v+ (2(n+v)2+1)/(4n + v + 2)}-1;2 3:) :

Logo, todo zero positivo de P(*) ([/\ —v+(2(n+v)?+1)/(4n + 4v + 2)]_1'}2 :c) cres-
ce com A para A € (v+1/2,v+3/2).

Isto quer dizer que os produtos

[\ = v+ (2(n 402+ 1)/(4n + 40 +2)] 20

AVAYAY

2 3 4 5 6 7 unespw 13 24 15 Te AT

18



Capitulo 4. Alguns Resultados Recentes

sao fungoes crescentes de A para A € (v + 1/2,v + 3/2].

Agora,
n>14+ (0 +3w+3/2) = A-v+ [2(n+v)2+1} [(4n +4v+2) > A+ 1.

Assim, obtemos o resultado desejado, pois

VA—v+2(n+v)2+1]/(@dn+4v+2) > VA+ 1

Dai,

VA= v+ [2(n+0)2 + 1] /(4n + 40 + 2)zl) > VAF 120 > VA + 12077,

Logo,
VO+1) = v+ [2(n + )2 + 1] /(4n + 4v + 2)z )

> A= v+ 20 +v)2 +1]/(4n + v +2)zl) > VA + 120,

Corolério 4.4 Sen >2el <k <|n/2], entio (A + l)lﬁx,("?}c € uma fungdo crescente
de A para —1/2 < X <9/2.

Teorema 4.9 Seja A > 1/2. Entdo, para quaisquer n e k,
(A —1/2)"/2z0)

€ uma fungao crescente de \.

Demonstracao: Note que (A — 1/2)”23:('\] cresce se, e somente se, (A — 1/2) {xf;\;

cresce. Vamos mostrar que (A — 1/2) { (A)} k =1,...,n/2 sdo fungdes crescentes de
X em [1/2,00). Esses produtos sao os zeros de sV (z) := g™ (z/(A — 1/2)), onde g\ é

o polinémio hipergeométrico definido anteriormente.

Vemos que {s,(;\}} sao ortogonais em (0, A — 1/2) com relagao a funcao peso

we(z; A) := 272\ — 1/2 — 2)*"1/2,
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Capitulo 4. Alguns Resultados Recentes 80

Sejam 1/2 < Ay < Ay e {s,} polinémios ortogonais em (0,A; — 1/2) com relagdo a
restricao w,(z; A2) no intervalo (0, A\; — 1/2).

Denotemos por {L'\‘},i = 1,2, o k-ésimo zero de s\) e por & o k-ésimo zero de s,,.
Devemos provar que f,(f') < EE”. Para isto, mostremos que 5}(;\1) < e < 6,92).

A primeira desigualdade segue imediatamente do Teorema de Markov (Teorema 3.5) e

do fato de que

0 0
—In we(x; A) m[(k—l/?)!n (A=1/2 —z)]

E))
A—1/2

In (A—1/2—$)+m

/\ #
}c 2) ¢ uma con-

é uma fungao crescente de z para z € (0,)). A desigualdade & < €
sequéncia do Lema 4.6.

2
Para n impar, a prova de que (A —1/2) {;':9,1 cresce com A € similar. ]

A fungao (A—1/2)/2 nio é extrema. Ela é wma funcio que faz com que os produtos
(4.24) crescam em [1/2, 00).

O préximo teorema se refere ao comportamento monoténico do maior zero de P*).

Teorema 4.10 Seja A > —1/2. Entao,

(i) para qualquer n par fizo, (A + 1)”2:5,(:1] € uma fung¢do crescente de A.

(ii) para qualquer n impar fizo, n > 3, (A + 2)”2:62; € uma fung¢do crescente de .

Demonstragao: Primeiramente, consideremos n par. Pelo Teorema 4.9, devemos provar
r
A+1

—1/2. De (4.21), obtemos, facilmente, que

) é uma fungao crescente de A para A >

que o maior zero de G',(;\](JJ) = gﬂ” (

1
1 -2z
BOGY), (z) — (BM + DOV)GM () + DVGY, (2),

onde os coeficientes B{") e DM sio dados por:

(2n+1)(n + A)
2n+A)(2n+A-1)

(M) = ()
B =(A+1)3

A
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n(2n 42X —1)
M2n+ N+ A—1)

DY = (A +1) (4.26)

Portanto, {G&’\]} sdo seqiiéncias polinomiais de nascimento e morte.

Pelo Teorema 1.3 o crescimento do coeficiente do processo de nascimento e morte
é conseqiiéncia do crescimento do maior zero de GV (z).

De (4.25) obtemos que
(n+1/2)71(2n + N)*(2n + A +1)? (BY)'

m+22+D2n+N)2n+A+1) = A+ 1)(n+A)(4n + 22 +1)
n [3)% +2(4n + 1)A +4n® + 20 + 1] .

Assim, (B,(f‘})lF > 0 para A > 0. A expressao entre colchetes pode ser reescrita da
forma 4n? 4 2(4\ + 1)n 4+ 3A? 4+ 2) + 1. Seu discriminante é igual a 4A\? — 3. Logo, a
expressio é positiva para |A| < v/3/2. Assim, (BL’\)), > 0 para A > —1/2.

Derivando (4.26) temos
2n1(2n + A\)2(2n + A — 1)2 (DY)’

Cn+N)2n+A—1)2n+4A+1)— (A +1)(2n +2) — 1)(4n +2X — 1)
(2 —1) [3A% + 2(4n — 1)A +4n® — 20 + 1] .

Assim, temos também (Diﬁ))f > 0 para A > 0. O discriminante da expressao entre
colchetes, 4n? + 2(4X — 1)n + 3% — 2) + 1, é novamente igual a 4A? —3 e (DE‘})J >0
para A > —1/2.

Quando n é impar, temos que mostrar que o maior zero de HM(z) := h{) (/\ j- 2)

cresce com A para A > —1/2. De (4.21) é facil mostrar que {H,(;\)} sao sequéncias

polinomiais de nascimento e morte com coeficientes de nascimento e morte definidos

por
(2n+3)(n+A+1)
22n + X+ 1)(2n + A + 2)

B = (A +2)

n(2n +2X —1)
2n+A)2n+A+1)

DY = (A +2)5
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Capitulo 4. Alguns Resultados Recentes

Desde que
(n+3/2)7 20+ A+ 1)*(2n + A +2)? (BY) = n[3(A + 1)2 + 2(4n + 1)(A + 1)

+4n? 4+ 2n + l} 5

entao (BQ})I > 0 para A > —1.
Mas,

2n7'(2n + A)2(2n + A +1)2DL(X) = (6n — 1)A2 4+ 4(4n? + 1)A + 80 + 100 + 2 := r()).

Observe que r(A) atinge seu minimo para Ay < —1/2 e é positivo para A > 0.
Temos que r(—1/2) = 2n(4n® — 2n+5) + (6n —1)/4 > 0 para n > 0. Assim, r(A) > 0

para A > —1/2. Portanto, D{" é fungao crescente para A\, A > —1/2. a

Observemos que a fungdo f(A\) = (A + 2)Y/2 é extrema em (ii) pois
r31 = [2(X + 2)/3]_1‘!2. O Teorema 4.10 vale nio somente para os maiores zeros de

P mas para todos os zeros positivos.

A seguir, apresentaremos alguns resultados que serdo de grande utilidade para a
demonstra¢ao de um teorema recente de A.Elbert e P.D.Siafarikas [11]. Este teorema

¢ um resultado muito importante, pois nele os autores provam a Conjectura-ILA.

Consideremos a formula de Richardson (para detalhes, ver Elbert & Muldoon [10]).
Seja U(t) = U(A,t) solugao de

d*U(t)

o+ ROLU() =0,

d
com a condigao inicial U(0) = 0 ou (EU( ) = 0.

Se ¢(A) € uma raiz da equagao U(t, ) = 0:=ec.r|1téo ¢(A) é uma fungao diferenciavel e

[%U()\,c()\))l —d;(;‘) = _/Ucm aRigi Duaat) de (4.27)

m oy —R(\,t) continua em [0,¢(A)]. Esta férmula foi encontrada por Richardson no

caso em que U(0) = 0.
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Sabemos, de (2.49), que os polinémios ultrasféricos, P")(z), satisfazem a equacio

diferencial de segunda ordem
(1=2®)y" — 22+ Dzy’ +n(n+2\)y =0

e que os polinémios {PWM)(z)}2, sdo ortogonais no intervalo [—1,1] com relagio a

fungao peso (1 — :52)“\”':", isto é,

1 1
f (1 - 222 PX(2)PV(z)dz =0, sen #m.
2

Por outro lado, pela relagio de simetria P,(—z) = (—1)"P,(z), temos que P,(0)P.(0) =

A fungdo u(z) = (1 — z?)M**1/4PN)(z) satisfaz & equacio diferencial de Sturm-
Liouville (ver Elbert & Muldoon [10])

d*u(z)

=7+ Q0 2)u(z) = 0,

_(n42)?  1/24+ X=X 422/4
QA z)= Tt 5 (1—z2)? %

2n? + 1., :
Fazendo t = f(A)z, onde f(A) =[A+ m] , a funcao U(t) = U(f(A)z) =

u(z) satisfaz a equagao diferencial de Richardson

2U (1)

a2 + ROU() =0,

RO\ t) = [f(V)]72Q(\, t/ f(X))-
2n? + 1

Substituindo t* = 7 e f2(A) = p(A) = A + mt2’ temos

(n+\)? n (A)(1/2 4+ A —)N?) +7/4
@A) = (p(A) = 7)? '

Como U(0)U'(0) = 0, podemos aplicar a férmula de Richardson (4.27). Calculando

S(Ae(A),7) = R(\2) =

a derivada %S(,\,{p(/\), T), obtemos:

(p(A) — T)S%S(/\,Lp(/\),‘r) = At*+ BT + C,

A
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onde

2(n + A),

—(dn+ 22+ 1D)p(A\)+ A2 =X -1+ (n+ )3,

(27 + 1)@*(A) + [N = A = 1/2 = (n + A)*Jp()).
Pela definicio de ¢()) temos C' = 0. Seja 7o = —B/A. Entio, 70 > ()

e0 <7< p(A)se > 3. Dai,

<0 para 0<7 <)), sede (=12,
dS(A, p(A), ) £

4\ <0 para 0<7 <70, se/\>%, (4.29)

>0 para T <7 <¢p(A), sed> 3.

Seja ¢(A) = f(/\):r,(,?,z um zero positivo de U(A,t) = 0. Assim, por (4.27), o sinal de

dc(X)/dX é determinado pela integral

d(c) = —f: dS(A‘:)E)‘)’tz)Uz(A,é)dt, 0<c< f(N). (4.30)

L 3] pois o integrando é nega-

De (4.29), esta integral é sempre positiva se A € (—3, 3

tivo. Este fato foi explorado em Elbert & Laforgia [7]. Observemos que esta integral
também é positiva para A > % Por (4.29), a funcdo ®(c) cresce com cpara0 < ¢ < /7o

e ®(c) alcanga seu maximo quando ¢ = /7o. Entao, ®(c) é decrescente no intervalo

(v/T0,1/¢(A)). Mas, para ¢ = y/¢(A), ®(c) = 0. Temos, entao, o seguinte resultado

(demonstrado no lema 4.12 abaixo):

Lema 4.11 A fungdo ®(c) definida em (4.30) € positiva para 0 < ¢ < \/p(A) e (0) =
8(/o () = 0.

Vamos mostrar, agora, o seguinte resultado:

Lema 4.12 Para A >
/f()\) dS(\, ¢(A),t?) U
0

3
2)
(A

1) dt
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Demonstragao: Usando os valores de A e B dados em (4.28), temos que

Ap(N)z*+ Bz? = (A [2(n +A)(1 —22)? = (22 = 1)(1 — z?)|
+[2(A+-;—) (A—g) ~ [+ teat—a = 1 -

Por (2.50), a integral em (4.31) é dada por

1 Ap(A)z* +Bx Skt 2
5/ - (1 -2+ (PO(2))" do

- »o(x) [2(n + Mo — (2A = 1)1}]

[(A+ )(A——) L= [ P4 =3 =11 ]

Mas, por (2.54) e (2.55) temos que esta integral é nula. Assim, chegamos ao

resultado desejado. n

Os lemas 4.11 e 4.12 implicam no resultado de Elbert e Siafarikas que demonstra

a Conjectura ILA. -

2n? 4+ 1
4n + 2

Teorema 4.13 Sejan >3 e 1 < k < |n/2|. Entdo, a fungdo [)\ +

uma fungdo crescente de A para A > —1/2.

Sabemos que (A + a)/(A + b) é uma fungdo crescente de A se a < be A+ b > 0.
Assim, este teorema implica na Conjectura ILA porque (2n?+1)/(4n+2) > 1
para n > 3.

Por (2.63) temos, para os polinémios ultrasféricos, que

ot 112
im [+ 2] =
Combinando este limite com a monotonicidade estabelecida no teorema anterior,

temos o seguinte resultado:

Corolario 4.5 Para os zeros positivos :r do polinémio ultrasférico P\ (z), tem-se

a sequinte desigualdade:

2?’3‘.2+1 U {)\) 1 n
_— i A —~=, b= 1,2 =)
[/\ 4n+2] < hnr  para X > 2 ; [2]
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Consideracoes Finais

Embora os limites obtidos no Teorema 4.4 e Corolarios 4.1 e 4.2 nao sejam exatos,
eles sao os melhores limites conhecidos. Experimentos numéricos mostram que o melhor
limite conhecido para os zeros extremos dos polinomios de Jacobi foram obtidos por
Ismail e Li [21] e o melhor limite superior para o maior zero do polinémio de Laguerre é
dado em Szegé [33], Teorema 6.32. A desigualdade 4.13 é melhor do que a desigualdade
hn1 < V/2n, que foi obtida recentemente por Ifantis e Siafarikas [19].

Embora a estimativa (4.12) seja mais fraca do que (4.11), sua vantagem € que ela é
uma conseqiiéncia imediata de uma estimativa para ;t:,(:l'ﬁ}, enquanto todos os resultados
anteriores valem especificamente para os maiores zeros dos polinomios Ultrasféricos.

As propriedades de monotonicidade dos zeros dos polinémios ortogonais sdo temas
de muitos artigos recentes. Somente este assunto ja seria o bastante para a elaboragao
de uma outra dissertagao de mestrado. Acreditamos ser este um campo de pesquisa

muito promissor.
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