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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é realizar um estudo sobre o com­

portamento dos zeros dos polinômios ortogonais definidos em um intervalo

(a,b),onde —oo < a < b < oo, com relãção a uma função peso w(r).
A densidade dos zeros em (a,b) e a distância entre zeros consecutivos são

discutidas. Além disso, se w(r) = w(r,7T), alguns resultados sobre a de­

pendência dos zeros dos polinômios ortogonais associados com relação ao

parâmetro 7 são apresentados. Em particular, discutimos a localização e

desigualdades para os zeros dos polinômios ortogonais clássicos.
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Abstract

The main purpose of this work is to study the behaviour of the zeros
of orthogonal polynomials with respect to a weight function w(x) defined
on the interval (a,b),where —oo < a < b< co. The density of the zeros
on (a,b) and the distance between consecutive zeros are discussed. We
present some results concerning the dependence of the zeros of orthogonal
polynomials on a parameter 7 which appears in the weight function w(x) =
w(x,T). We give special emphasis regarding the locations and inequalities
for the zeros of classical orthogonal polynomials.
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Introdução

Entre os polinômios associados a uma relação de recorrência de três termos estão os

polinômios ortogonais. Às aplicações de tais polinômios à Análise Aplicada são muitas

e novas aplicações surgem a todo momento ( ver Gautschi [16] ).
As aplicações dos polinômios ortogonais associados às chamadas medidas clássicas,

como as de Jacobi, Laguerre e Hermite, têm, particularmente, papel fundamental em

muitos problemas das ciências e das engenharias. Por exemplo: quadraturas numéricas,

aproximações por mínimos quadrados, inclusive série de Fourier, aproximação de Padé,

aproximações por “splines” (Gautschi [16]), aproximações que preservam momentos

(Bojanov & Sri Ranga [3]), método de relaxação em álgebra linear, processo de nas­

cimento e morte (“birth and death”) e regressão polinomial em Estatística (Karlin &
McGregor [23]) e teoria de códigos (Sloane [29]). Por esta razão, a caracterização dos
zeros dos polinômios ortogonais é muito importante. Pelo Teorema Fundamental da

Álgebra sabemos que se conhecemos os zeros de um polinômio, conhecemos o polinômio
a menos de uma constante multiplicativa.

O objetivo inicial proposto para este trabalho era fazer um estudo sobre o com­
portamento dos zeros dos polinômios ortogonais, principalmente sobre os de Jacobi,

Pí*PI(x), entre eles os Ultrasféricos, PO (x), que admitem uma interpretação ele­
trostática bastante interessante.

Este estudo, feito em detalhes nos capítulos 2 e 3, compreenderia o Teorema de

Markov (Teorema 3.5) e o de Sturm (Teorema 3.10) e o livro de Szegó [33] é uma
excelente referência para isso.
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Introdução

Porém, ao iniciarmos a pesquisa bibliográfica sobre o tema, deparamo­nos com

muitos trabalhos sobre propriedades de monotonicidade dos zeros dos polinômios ul­

trasféricos, vários deles bem recentes. Por ser um assunto bastante palpitante e atual,

optamos, então, por incluir mais um capítulo nesta dissertação, o capítulo 4, onde apre­

sentamos um estudo sobre três desses artigos ( Dimitrov [5] e [6] e Elbert e Siafarikas
[11] ) para não tornar o trabalho muito extenso.

Preocupamo­nos em elaborar um texto didático sobre o assunto, que possa servir

de referência aos que pretendem iniciar seus estudos nesta área.

Organizamos, então, esta dissertação da seguinte forma.

O primeiro capítulo ­ Resultados Preliminares ­ contém os pré­requisitos matemá­

ticos que necessitaremos no decorrer do trabalho.

No segundo capítulo ­ Polinômios Ortogonais ­ fazemos um estudo sobre os po­

linômios ortogonais: definições, propriedades e alguns resultados sobre seus zeros.
>

Apresentamos, também, um resumo sobre os polinômios de Tchebychev, Laguerre e

Hermite e um estudo detalhado dos polinômios de Jacobi.

No terceiro capítulo ­ Comportamento dos Zeros dos Polinômios Ortogonais ­ estu­

damos com mais detalhes a localização e densidade dos zeros dos polinômios ortogonais,

apresentamos alguns teoremas válidos sob condições gerais impostas sobre a função

peso e, em seguida, estudamos algumas desigualdades para os zeros dos polinômios

ortogonais clássicos.

No capítulo 4 ­ Alguns Resultados Recentes, apresentamos o estudo dos três artigos

acima mencionados.

Em ­ Considerações Finais ­ apresentamos as observações finais sobre o trabalho.

Finalmente, relacionamos, nas Referências Bibliográficas, os livros e artigos por

nós consultados ou citados.
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Capítulo 1

Resultados Preliminares

Neste capítulo, apresentamos alguns resultados básicos da Análise Matemática,

pré­requisitos essenciais ao desenvolvimento do trábalho. Muitos resultados serão con­

siderados sem demonstrações, que podem ser encontradas nos textos clássicos sobre o

assunto.

1.1. Equações Diferenciais

Sejam K(x), M(x) e N(x) funções definidas no intervalo (a, b), onde K(x) e M(rx)
têm derivadas contínuas, K(x) £ 0 e N(xr) é contínua. Consideremos a equação dife­
rencial

K(x)y" + M(x)y' + N(r)y=0. (1.1)

Fazendo y = s(r)u(x), onde u(r) é uma função desconhecida, podemos determinar

s(r) de modo que u(r) satisfaça a uma equação do tipo

u" +ó(x)U=O.

Substituindo y em (1.1), cálculos diretos nos fornecem

2KS +Ms=0 e s(e) = ep) ­ x Mdr

xo 2K |
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Capítulo 1. Resultados Preliminares

onde rx, é um ponto arbitrário.

Se introduzirmos em (1.1) a variável independente 9 definida por x = o(0), obte­

Então,

K(2)o'(9) 2 + (M(2) (609) — K(2)o"(9)) SL + Na) (o(O)ff y=0."— (13)

Fazendo y = s*u em (1.3), obtemos

PEA"s* = exiMena do | = (0)? s,
onde s é dado por (1.2). Assim, y = (0')!/?su e u satisfaz

u * o

—

EARTANAS
na 2Ko' 2K0o' EO)

Outro resultado importante é a representação de uma solução y = y(x) da equação

PA. (> — Ee Re— E) neu
não homogênea

K(x)y" + M(z)y' + N(r)y = f(0)

em termos de um sistema fundamental fy1(r),y2(r)) da equação homogênea (1.1)
correspondente. Temos

e nla)ya(6) — vala)n(o) SO
so Y1(E)UY2(t)— ys(t)u(t) K(t) *

onde ro é um valor fixo e c, e c27 são constantes. Ágora,

y(x) = exyn(z) + caya(r) +

viledu(s) ­ ú(a)n(0) = c exp(­/ Ze),
onde c é uma constante.

Observe que quando fazemos M = 0, esta expressão se torna uma constante.
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Capítulo 1. Resultados Preliminares

1.2 Função Gama

Definição 1.1 À função Gama pode ser definida como a integral de Euler de segunda

espécie, por

r(z) = f etidt,
para Re(x) > O our >O.

São válidas as seguintes propriedades:

T(r +1)=xVT(7), T(tr+1)=r0l, para x inteiro positivo e

T(2)0(1 = 2) =—2
sen(nz)

A integral de Euler de primeira espécie define a função Beta
1B(p,q9) = Í "(1 x)Mde, p>0,97>O,

que pode ser expressa em termos da função Gama por

— F(p)r(g)B(p,q) = T(pTq'

1.3  Interpolação de Lagrange

Consideremos o seguinte problema de interpolação.

Sejam x1,..., rr pontos distintos e y1,...,yn números reais dados. Existe um único
polinômio real algébrico P(r) de grau menor ou igual a n— 1, que satisfaz às condições

P(r,) = y., v=1,..,n. (1.6)

Em outras palavras, dados n pontos ((x.,yY.)),­, no plano, constrói­se um único
polinômio P de grau n — 1, cujo gráfico passa pelos pontos dados (x,,y.), v=1,...,n.

A solução do problema de interpolação (1.6) pode ser dada por

P(x) = > fas Il 2—= | " — dz NES)v=l istigo Tu — Li

1 2 3 4 5 6 7 unesp “.. 12 13 14 15 16 17 18



Capítulo 1. Resultados Preliminares

onde n(r) = (x — x1)...(x— x1,) e n'(t,) = (r— 1)...(É — t.1)(€ — zu41).. (t€— Tn).
Em particular, quando os y, dados coincidem com os valores de função f(x), isto

é, quando y, = f(z,), v=1,...,n, o polinômio de Lagrange que interpola a função /
n ,nos pontos fr;);., é dado por

Li(fio) =X fa) WO
­— (& — x)T(7,)

A propriedade principal dos polinômios de interpolação de Lagrange Ln­1(f;x), é
que Ln1(f;x) = f(x), para qualquer f € IPr1, onde Pr, é o espaço dos polinômios
de grau até n — 1.

1.4 Regra de Leibnitz
>

Sejam as funções f(x) e g(x). À n­ésima derivada do produto f(x)g(x) é dada por

e lfe)A(2)] = | : Fo) =o)
1.5 Teorema de Rolle

Teorema 1.1 (Rolle) Sejam f E Cla,bl, com f(a) = f(b) ef € C'(a,b). Então,
eriste É E (a,b) tal que f(6) = O.
Para mais detalhes, ver Guidorizzi [17],p.410.

1.6 Teorema de Weierstrass

O resultado abaixo é de grande utilidade para a teoria de polinômios pois permite

aproximar qualquer função contínua por um polinômio.
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Capítulo 1. Resultados Preliminares

Teorema 1.2 (Weierstrass) Seja f(x) uma função contínua em um intervalo I fe­
chado e finito e seja e > O. Então, existe um polinômio p(x) tal que

f(x) — p(a)| <e, Vr E [.

Para mais detalhes, ver Rivlin [28],p.33.

1.7 Função Hipergeométrica

A função hipergeométrica, definida por

).(a+v—1)b(b+1)..(b+vu—1),2. a (a+1l
DN 1.721 (a,bjejx)=1+D" "” c(e+rD.(e+tv­D” ' 47)v=0

onde c é um inteiro positivo, converge para |r| < 1 e satisfaz
Ex

a? d(1­2) TZ +le­(a+b+1) e] ­aby=0. (1.8)
dx?

Se m é inteiro positivo,

|

e) = m­10 (a+1) b (b+1).(b+m—1) ,lim er m—1)2h(abos) = (O) ml! (m — 1)!
.

x ah(a+tm,b+mim+lix) (1.9)

e a função 2" 2F (a +m,b+m;m+1;x) satisfaz à equação (1.8) com c=—(m — 1).
Em Erdelyi [12], p.103, foi demonstrado que

(c­a))N(a­l,boz) + (arc az+bz) 2 hi(a,bjo;z)

+ a(z—1)2Fh(a+1,b;c2)=O0 (1.10)

(cb) h(a,b—=l1;062) + (2oboc—bzt+az) Zfhi(a,bje;z)

+ b(z—1) M(a,b+1;o2)=O0. (1.11)
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Capítulo 1. Resultados Preliminares

1.8 Teorema de Perron­Frobenius

Em seguida, apresentaremos o teorema de Perron­Frobenius para matrizes tridia­

gonais. Não vamos enunciar o teorema em uma versão mais geral pois neste trabalho
vamos utilizar apenas o caso especial que segue. Para maiores detalhes, veja Horn &

Johnson [18].

Teorema 1.3 (Perron­Frobenius) Sejam A e B matrizes tridiagonais n x n com
elementos positivos fora da diagonal e elementos não negativos na diagonal. Se os
elementos de B— A são não­negativos, então o maior auto­valor de B é maior do que
o maior auto­valor de A.
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Capítulo 2

Polinômios Ortogonais

Neste capítulo, faremos um estudo sobre os polinômios ortogonais e suas proprie­

dades, em particular sobre os polinômios clássicos: Em Szego [33], encontramos todos
os resultados aqui apresentados sobre as propriedades dos zeros dos polinômios orto­
gonais. Incluímos, também, alguns detalhes de demonstrações que foram omitidos no
material consultado. Para mais detalhes veja, por exemplo, Szego [33], Chihara [4],

Freud [14].

2.1. Propriedades gerais dos polinômios ortogonais

Sejam [a, b] um intervalo real, —oo <a < b < co e a(r) uma função real, limitada,
não­decrescente e com infinitos pontos de aumento em [a, b).

Definição 2.1 Sejam os momentos definidos por:

|

mma 1"da(s), n=0,1,2,... (21)

Se os momentos jun, nº = 0,1,2,..., existem, da(x) é chamada uma distribuição em

[a,bl.Quando da(x) = w(xr)dx, w(x) é uma função peso.
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Capítulo 2. Polinômios Ortogonais 10

Definição 2.2 Dizemos que [Prn(x))n—,o é uma Sequência de Polinômios Ortogonais
(SPO) se:

(1) Pn(x) é de grau exatamente n, n > O;
0 , senm(1) (Pi, Prn) = Pala) Pr(x)da(z) | (2.2)
0, %£0 ,sen=m.

Se 07 = 1, dizemos que a SPO é uma Sequência de Polinômios Ortonormais

(SPO*). Notação: ípn(x))o
Neste trabalho, denotaremos os coeficientes do polinômio Pr(x) por ana, +? =

,...,n. Logo,

= > AnkXº, nn É O. (2.3)
k=0

Teorema 2.1 Sejam Po(x), Pa(z), ..., Pm(x), pertencentes a uma SPO (Pr(x))Lo. En­
Edtão, eles são linearmente independentes.

Demonstração: Suponhamos que existam constantes c;, j = O0,1,...,m, tais que

2 eiPi(x) = 0. Fazendo o produto interno por Pr(x), k = O0,...,m, em ambos os
membros, teremos:

m

Sc; (Pi(z), Pe(x)) = O.
:

j=0

Por definição, (P;(x), Pr(x)) = 0,7 £ k. Logo,
m

j=

Portanto, c;, = 0, k=0,...,m

Teorema 2.2 Seja ([Prn(x))2, uma SPO no intervalo [a, b] com relação à distribuição
da(x). Então, as seguintes afirmações são equivalentes:

(1) tfPnlc))oo é uma SPO;
(ii) (Pa(x),n(x))=O, V mn(x) E Pro;

b 0 , sem<rn(6) (a, Pa) = f RNA = | Sn
Pr ÉO ,sen=m

dar1 2 3 4 5 6 7 unesp”. 13 14 15 16 17 18



Capítulo 2. Polinômios Ortogonais

Demonstração: [(1) => (11)] Seja n(x) um polinômio de grau m, m <n. Então,

T(x) = > crPr(x), en É O.
Daí, (Pn(x), T(x)) = Dr (Pr, Pr) = 0, pois m < n.

k=0

Considerando n(x) = x"”", temos prontamente que (ii) implica (iii).

[(31i) => (1)) Seja m <n. Temos, então, por (iii), que

,Sem<nm m = 0(Pm, Pr.) = (> Am EX”, P) = >» dm, k (a, Pr)
k=0 k=0 É 0 ,Sen=m.

Como consequência imediata deste teorema temos o seguinte resultado:

Corolário 2.1 Sejam (Qn(x))n2o E (Pnlx))o,o duas SPO no intervalo [a,b] com
relação à da(x). Então, Qj(x) = c;P;i(x), j=0,1,2,....

Definição 2.3 Denominam­se Determinantes de Hankel os determinantes D, de or­

dem n +1, n > O, dados por:

ln Hint ... Hon

onde u;,] =0O0,...,2n, são 05 momentos definidos em (2.1).

Teorema 2.3 Se os momentos ju, existem, D, £ 0, n=0,1,2,....

Demonstração: Tomemos o sistema linear homogêneo, Dra = 0, isto é,

Ho mo + Hm ao 0

mo do e 0
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Capítulo 2. Polinômios Ortogonais 12

Observe que o determinante da matriz dos coeficientes é Dr. Mostremos que a

única solução do sistema linear acima é ao = a) =... = a, = 0. Dessa forma, teremos

D, £O.

Substituindo os momentos no sistema linear pela sua definição, teremos:

ao SE xºda(x) + a, fóxda(x)+..+anSix"da(x) = 0
ao fé da(x) + 7 fºx?da(r)+..+anSfix"Pda(s) =O

| ao fix" da(x)+a, fx" tida(x)+..+an Pr” da(r) =O.
Multiplicando, respectivamente, por ao, d1, ..., dn as equações do sistema e somando­

as, obteremos:
b b b b

ab da(s) + af x1ºda(x) +...+ x” da(x) +20901 f xrda(x)
b b

+ + 2a0an x1"da(r) + 210n | x"da(er)dr +... =O,
ou seja,

b

f (ao + ax +... + ant”) da(xr)=O.
Então, (ao + a1x +... + ant”)? = O. Portanto, ag = a] =..=a,=0O0.

Substituindo (2.4) em (2.3), obtemos

0

Pn ÉO

n
.

ss NoDUE (x T ) =
1i=0

ou, na forma matricial,

Mo [2a

HH H2

lin—1 tn ... Adn,n—1

V ln Un+1. V dn,n ) Pr

Resolvendo o sistema linear acima por Cramer, obtemos

dn,n = pa É 0.
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Capítulo 2. Polinômios Ortogonais

Substituindo a última linha de (2.5) por (2.3), temos

m HH

ln—1 ln

2 n

*

ooPortanto, da expressão acima, demonstramos que existe uma única SPO, (Pr(r))X.,,
se, e somente se, D, £ 0, n=0,1,....

n 1
Observe que x” = XY“ c;Pi(x) com e. = . Então,

1=0 dn,n

pn = (8º, Pa(a)) = 936 (Pla), Pa(a)) = 2 (Pa(9),Pa(a))
Logo,

(Pala), Pala)
dn,n

Pn =

De (2.6), temos, então,

Dr
= (Pala), Pa(0)).

Daí, de (2.7), chegamos ao seguinte resultado:

Teorema 2.4 Seja fpn(x))..o uma SPO* em [a,b], com relação à distribuição da(x).
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Capítulo 2. Polinômios Ortogonais

Então, para n > 1, o polinômio ortonormal de grau nº é dado por:

Ho mo Mao o ln

m HH

PnÍo) = (DnDn­1)*/?
lin­1 lr Hn+1

1 r x? .. x”

onde D, é o determinante de Hankel e o coeficiente principal de pr(x) é dado por

Dr
Didn,n —=

Uma propriedade bastante útil e interessante dos polinômios ortogonais é o seguinte

teorema:

Teorema 2.5 (Relação de Recorrência de três termos) Seja (Pr(r)), uma
SPO em [a,b], com relação à distribuição da(x). Então,

Prii(£) = (nie — Bn+i)Pn(0) — an P ­1(%8), nO, (2.9)

com P1(7) = 0, Po(x) = l, Xnt+1) Ên, mn E R, n> l, onde
In+1,n+1 — Intl (Pr, P,)

n+1 = ———Z0, o,T+ dn,n í anti= nr (Pn1, Pri) FO,

x Pr, Pr

n+1l

Demonstração: Como zPr(x) E IPr411, pode ser escrito como x Pr(x) = >” b;P;(x
1=0

Mas, Pn( = Dani dnnÉ O. Logo, zPn( Daniaoos coeficientes dos termos de maior grau em ambas as expressões de
rPr(x), obtemos: ann = bnr1iângima+o:

, a ,Daí, bn, = —*—. Temos que
Adnt+1,n+1

|

b(xPn, P;) = /f Pn(r)r P;(x)w(r)dr = (Pn,xP;) =0, para j<n­—­2.
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Capítulo 2. Polinômios Ortogonais

n+l

Mas, (rP,, P;) = > b; (PF, P;) = b; (P;, P;) . Daí,
1=0

(xP, P;)
bj = TEME(P;,P;)

Logo, 6; = 0, 7 <n—2. Ássim,

bn— pPu() — 2
bn+1

1 br
= r=—XD— P, f)= =(= E) ( )

Pr+1(D) =
b +"

Pri1(£) = (Init — On+1)Pa(£E) — ani Pan1(T),

1 bn bn­1
Yn+1 = , nv = e ap =

n+1l bn bn+ 1
dn, nm Intim+l, 0.Como br41 = , temos n41 =

dn+1,n+1 Inn
Calculemos, agora, os valores de an41 e On+1. De (2.11) e (2.12),

(Pr Pr) (Pn­1, Pn­1)

Mas, como Pr(x) = (nx — Br) Pa­1(r) — an Pn­2(x), obtemos

rPro1(x) = E ps) + Ên p —1(8) + É& p —a(r).
n nm rn

b

(TPn, Pn­1) = f Prn(z)& Pa1(2)w(2)dz = (Pr, tPr1).
Então,

1
n n

1

n n n Yn

Portanto,

a 1= EH (Pn, Pr)
+ nr (Pn1, Pn=1) £O.

Do teorema acima imediatamente provamos que

EV
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp “.. 12 13 14 15 16 17 18



Capítulo 2. Polinômios Ortogonais 16

Corolário 2.2 Os polinômios ortonormais prn(x) satisfazem à seguinte relação de re­
corrência de três termos:

com as condições iniciais po(x) = 1 e p.1(x)=0, onde

a, = dn—1,n­1 e b dn,n—1 dn+l,n
n TT n = =

.

dn,n dn,n dnti,n+l

Aplicando a relação de recorrência de três termos à expressão

Pm+1(E)Pm(Y) — Pm(D)Pm+1(Y),

obtemos:

Pm+1(T)Pm(Y) — Pm(T)Om+1(Y) = Imnílo— yY)Pm(T)Pm(Y)
+HOam+1 (Pm=1(Y)Pm(D) — Pm—1(T)Pm(Y))­

Por (2.10),

Amm Pm+1(t)Om(Y)— Pmíc)Pm+1(Y)
Am+1,m+1 T—yYy

= Pm(t)Pm(Y)

Am—1,m­1 Pm(r)Pm=1(Y) = Pm—1(E)Pm(Y)
+

dIm,m LT—Y

Escrevendo a expressão acima para m = 0, 1,...,n, (que vale para m = 0 com a­1,­1

arbitrário) e somando­as, obtemos a importante identidade:

Teorema 2.6 (Identidade de Christoffel­Darboux) Seja fpn(x))n2o uma sequên­
cia de polinômios ortonormais ­ SPO". Então,

> pelz)oA(4) = ­ ... Pr+1(o)Pn(y) Pirai. (2.14)
k=0 n+l1,n+1 x

No caso especial em que y = x, chegamos que

> (plo) =2(Mlo)PA() = pL5)Dr1 (9).dn+1,n+1
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Capítulo 2. Polinômios Ortogonais

2.2 Propriedades elementares dos zeros

Teorema 2.7 Os zeros dos polinômios ortogonais P.(x),n > 1, associados à distri­

buição da(x) no intervalo [a,b] são reais, distintos e pertencem ao interior de [a,b].

Demonstração: (1) Suponhamos que Pr (x) não tenha zeros no interior de [a, b]. Então,

Pr(x)£0, Vr E (a,b). (2.16)

Consideremos, sem perda de generalidade, P.(x) > O, r € (a,b). Temos, pelo

Teorema 2.2, que

b :

:/f Pa(r)da(s)=0, n>1. (2.17)

Mas, de (2.16),
Ec

ff Palz)da(x) > O. (2.18)

De (2.17) e (2.18) chegamos a um absurdo. Assim, existe pelo menos um zero real
de Pr(x) em (a,b).

(11) Mostremos que P.(x) tem n zeros distintos em (a,b). Sejam tn; € (a,b),
i=1,..,r,r<n,os pontos onde Pr (x) muda de sinal, isto é, os zeros de multiplicidade

ímpar de Pr(x) em (a,b). Então, Pr(x) pode ser escrito como

Pn(x) = (tr — rn1)(€ — Tn,2)...(É — Tnr)a(T), (2.19)

onde q(x) terá somente zeros complexos ou de multiplicidade par em (a,b). Portanto,
q(r) não muda de sinal em (a,b).

Logo, como r < n,

b/f Pals)(x — tn1)(E — Tn).(tr — nr, )da(x)=O.
Mas, substituindo (2.19) em (2.20) obtemos

f (7 = Tn1)º(x = Dna)... (x = nr) ºa(x)da(x) + 0.
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Capítulo 2. Polinômios Ortogonais 18

De (2.20) e (2.21) temos um absurdo. Portanto, r > n. Como Pr (xr) é um polinômio
de grau n, P.(x) tem exatamente n zeros distintos em (a,b). =

Observe que podemos mostrar que os zeros de Pr (r) são reais através da fórmula
de recorrência para os polinômios ortonormais. Na forma matricial, fazendo n =

0,1,..., mm, (2.13) pode ser escrita como

Am—2 bm—2 dm­1

0 Im­1 bm­1 )

ten=(o 0... 0 1).
Consideremos rm; um zero de pn(x), à =1,...,m. Então,

Jnu(tmi) = Tmiu(tm;i), t=1,..,m.

Portanto, rm; é um autovalor da matriz J,, com correspondente autovetor u(rn,;).

À matriz Jr, é tridiagonal e simétrica e é conhecida como matriz de Jacobi (finita).

A simetria de Jr, implica imediatamente que os autovalores (zeros de pr.(x)) são reais.

Consideremos, daqui por diante, (Pn(x))=2, uma SPO com ann > O. Então, de
(2.15), obtemos a importante desigualdade:

nPiní(z)Pn(e)— Pi(t)P.ni(1)>O0, VrE IR. (2.22)

Como conseqitência imediata, temos o seguinte resultado:
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Capítulo 2. Polinômios Ortogonais 19

Teorema 2.8 Seja (Pn(x))72o uma SPO em [a,b], com relação à distribuição da(x).
Então, Prn(x) e Paví(z),n > 1, não possuem zeros em comum.

Além disso, o teorema abaixo mostra que os zeros de dois polinômios de graus

consecutivos se entrelaçam.

Teorema 2.9 Seja Pr(x) pertencente a uma SPO em [a,b] com relação à distribuição

da(x) e sejam xn1 <Tn2 <..<Tnn os zeros de Pr(x), tno=a exnnu =b. Então,
cada intervalo [Tn k, In,k+1),k = O0,1,...,n, contém exatamente um zero de Pr41().

Demonstração: Sejam rnk E Tn,k+41, 1 <k <n— 1, dois zeros consecutivos de Pr (rx).

Então,

Pi(tne)Pi(tnk1) <O0, 1<k<n—Ll. (2.23)

Lembrando que o coeficiente do termo de maior grau de Pr(xr), n > 1, é positivo,

se fizermos x = Tn; na desigualdade (2.22), teremos:

Pi(tne)Pn+iltnk) <O0, 1<k<n­—l. (2.24)

Analogamente, se considerarmos x = Tnk411,

P'(tnk+1) Par1i(tnka+1) <O0, 1<k<n—1.

Multiplicando (2.24) e (2.25) e usando (2.23) chegamos que

Pr+1(tnk) Pa+1(fnx+1) <O0, 1<k<n—1l. (2.26)

Então, existe pelo menos um zero de Pr411(x) entre rnx E Trn,k41, O que resulta em
pelo menos n — 1 zeros de Pr41(r) entre zn1 € Tn.

Precisamos ainda verificar a existência de pelo menos mais dois zeros: um entre

Tn,o E Tn1 E Outro entre rnn E Ennt1­

Primeiramente, consideremos 17 = r,n em (2.22). Então, P!(tnn)Pn+ííltnn) < O.
Como estamos considerando ann > O, vemos que P'(tnn) > O. Logo, Pa+1(tnn) < O.
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Capítulo 2. Polinômios Ortogonais

Além disso, como an+1n+1 > 0, Pn+1(tnna1)>O.

Então, Pr+1(Tnn)Pn+1i(fnn+i)< O. Assim, provamos a existência de pelo menos

um zero de Pr411(x) entre Tnn E Enma1­

Analogamente, se considerarmos x = z,,1 em (2.22), provamos a existência de pelo

menos um zero entre tno € tn,1, totalizando os n + 1 zeros de Pr41(0).
Dessa forma, temos que existe um, e somente um, zero de Pr41(x) em cada intervalo

(Tnk;) In,k+1), k = 0,1,2,...,n. =

Teorema 2.10 A seguinte decomposição em frações parciais é válida:

Pnn1(r) ja Ar
— = ———. Ax,>O,Pr) “AE­a)

onde xnx1, k=1,...,n, são os zeros de Pr(x).
Ed

Demonstração: Consideremos o polinômio interpolador de Lagrange de P, (x) sobre os

Zeros, Tn11.++ Tnn, de Pn(x). Então,

n(2) Prn1(Tni),
(x — rn1)T'(Tni)

(2.27)

é o polinômio dos nós.

Se multiplicarmos ambos os membros de (2.27) pelo coeficiente do termo de maior

grau do polinômio Pr (x) teremos:

annT(r) = ann(t — rni)(E na). (E nn)=Pn(D).

Tn
,

n(2)

Pra (ni)
1=1 = Pni)PL(Tni) |
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Capítulo 2. Polinômios Ortogonais

Pr1(Tni) — Pr (Tni) P'"(xni)
Pr(Tni) Paleni) Pn(Eni)

Pilar)
Pela desigualdade (2.22) temos A; > 0, 1 =1,...,n

Teorema 2.11 (Quadratura de Gauss­Jacobi) Se 111 < Tn2 <..< Ttnn deno­

tam os zeros de Pr(x), então existem números reais An1, An,2; «+ An tais que
b

sempre que p(x) E IPan—1. À distribuição da(x) e o inteiro n determinam unicamente
esses números Anx. (Os números An; são denominados pesos da fórmula de Gauss ou

números de Christoffel e xnx, os nós).

Demonstração: Sabemos que o polinômio interpolador de Lagrange Lr.­1(x) de grau

n — 1 que coincide com p(z) nos pontos xxx,k = 1,...,n, é dado por:
SORPie) aPh

k=1

P(Tnk) = Ln1(Tnk) = O, k= 1,2,...,7n

Logo, p(x) — Ln­1(x) é divisível por Pn(x) , isto é, p(x) — Ln1(x) = Pa(x)r(s),
com r(x) um polinômio de grau n — 1.

Mas,

f pP(r)da(s) = 2 plan) f Inx(x)da(zx).
Frn(z)

= Tne)Pr(Pnk)
b bIsto nos dá (2.28) com ÀAnk = /f nslz)da(z)=|/ (

k = 1,2,...,7

da(s),
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Teorema 2.12 Os números de Christoffel Anx são positivos e
bAna + Ana ++ Ana = /f da(x) = a(b) — a(a). (2.29)

2

Demonstração: Imediata. Basta considerarmos f(x) = (2 À e fír)=1na
fórmula de quadratura (2.28). =

São válidas, ainda, as seguintes representações para os pesos (ver Krylov[21]):

me((ne)MEL —) a(o),
dn+i1,n+1 —l dn,n —l

Inn Pn+1 (En K)PL(Tnk) " dn—1,n­—1 Pn=1(Tnk)PL(Tnk)
e

Ant)= > (p;(tik)

Àn,k =

2.3 Polinômios ortogonais clássicos

2.3.1. Polinômios de Jacobi ­ P(º!(x)

São ortogonais no intervalo [—1,1], com relação à função peso w(x) = (1— x)*(1 +
x), a,B>—l,aeBreais.

Através da Fórmula de Rodrigues (Szego [33], p.67), para a e À arbitrários, os

polinômios de Jacobi Pl*PN(x) satisfazem

(1— x)º(1 + 2)º Px) = Cy” (E) (A =z)te(14+2) HA), (2.30)2ºn! Vde

De fato: primeiro, consideramos a e À ambos maiores do que —1.

Aplicando a fórmula de Leibnitz, temos que o lado direito de (2.30) é da forma

(1­z)º(1+0)ºp(0),
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onde p(r) é um polinômio de grau n.

Para mostrar que p(x) = c. P(*P!(x) é suficiente provar que

f, (E) fa = a)te(1+2) A) r(o) de =O, (2.31)

onde r(r) é um polinômio de grau n — 1 arbitrário.

Integrando n vezes por partes obtemos que o lado esquerdo de (2.31) é igual a

que se anula pois rí(x) = O.
Determinamos o fator constante fazendo x = 1 e usando (2.32), dada a seguir.
Os polinômios de Jacobi serão normalizados de modo a satisfazerem

P(8) (1)= CU) ­ Tin+teat+l)n n!IT(&+1)

Da fórmula de Rodrigues (2.30) obtemos facilmente que

PE (9) = ("PO(o).
De (2.32) e (2.33) chegamos que

ren cost (7).n

O seguinte teorema nos será de grande utilidade no decorrer do trabalho.

Teorema 2.13 Os polinômios de Jacobi PI (x) satisfazem à equação diferencial de
segunda ordem:

(1­2º)/"+[8­a­(a+B+2)1/y +n(nta+B+l)y=O0 (2.35)

<=1) (1 +) +n(n+a+B+I)(1—0) (1+0)ºy
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Demonstração: Seja y(x) = PÍ!(x) E Pr. Observe que
— x)1+0)o+1y)

A+) PY+(B+DN(1 2) +)Y
1s+ y”

1+2)º ((a+1)(1+0)/ +(B+DN(1=2)/+(1—2º)y")
)Yz(r), onde z(t)EP,.

Para mostrar que z(z) = cte y(x), basta provar que, para todo p(x) E IPn1,

ff (1=x)*(1+x)É (x) p(c)ds = ff d (a — r)º(1 + 1)ºyY) píx)dz = O.
1 ­—1 dz

Substituindo n(n +a+/B+1) por y em (2.35), o teorema seguinte nos diz para
quais valores de + esta equação diferencial possui solução polinomial não­identicamente
nula.

Teorema 2.14 Sejam a > —1,08>—l. A equação diferencial

(1­27º)/" +[8B­a­(a+B+2)Ily+44y=0, (2.36)

onde y é um parâmetro, tem solução polinomial não identicamente nula se, e somente

se, 4 tem a forma nín + a+B+1),n=0,1,.... A solução é cteP(*P!;x) e não existe
solução polinomial que seja linearmente independente de PLºP)(x).

oo

Demonstração: Seja y =X "air — 1)*. Substituindo o valor de y em
1=0

(1­xº)/+[B­a­(a+B+2)Iy+4yy=O0,
obtemos

oo

(x +1)57i(i—1)ai(e = 1) — [2(a +1) +(a + 6 +2)(2 —1))]
1=2

x dia(s — 1) +94 ai(r — 1)' =O.
1=1 1=0
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Daí,
oo

—B+(—­1)))ii 1)ai(e — 1) — [2(a +1) +(a + 6 +2)(2—1)]
1=2

x Viale —=1) +94) a(r—1)'=O0.
i=1 1=0

Com isso, vemos que os coeficientes das potências de (x — 1) são nulos, isto é,

y ­iitatB+1) Ja; ­2(1 +1)(i+at+l)ag1=0,1=0,1,.... (2.37)

Suponhamos que y é um polinômio e a, é o último coeficiente não nulo.

Fazendo à = n em (2.37) obtemos y = nín +a + B +1).
Reciprocamente, se y = n(n + a + À +1) então, de (2.37), an41 = an42 =..=O0.

Portanto, y é um polinômio de grau n.

Agora, seja y = nín+a+B0+1) ez uma segunda solução de (2.35). Sabemos que
z é um polinômio de grau n.

De (2.35), observe que

(1­2º)[Y"z­yZ]+[8­a­(a+B+2)o][yZ—zy/]=0. (2.38)

Consideremos a função (1 — x)ºHI(1 + x)! (y/z —y2').
Pela equação (2.38), temos que

A A =) VA+ 2471) = (1­0)(1+2)(ye
—z (C(a+DN(1+27)+(O+YN(1=2))+(1­29[ Yze­y2)

=(1­2)(1+2)º ((6­a—­(at+6+2)0)
Vz=2]+(1­2)z­y2))=0.

Logo,

(1­2) P(1+2)Pl(yz­y2)=co, Vo,
onde c é uma constante.

Fazendo x — +1, obtemos que c = 0. Logo, yz — yz' = 0. Como y e z são

polinômios de grau n, segue imediatamente que y = cle z. =
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Um outro resultado bastante interessante e que precisaremos mais adiante é o

seguinte:

Teorema 2.15 Para v = O0,1,..., podemos escrever:

a,a r(Ww +a+1)T(v+1) 2­(a,a)
—

(a,­1/2)Fa (0) T(v+a+1)ETv ED)”
(1) r(20 +a+ 17(v + U pí­1/20)

T(v+a+1)T(20 +1)

(2xº — 1)

(1— 22º).

(20 + a +2)T(v+1)T(v+a+1)E(W+F+2)”
(YE +a+2)T

Pt1/2) (2x? —1)
1)(v +

r(v+a+1)01(20 +2)

Demonstração: Sabemos que
a”

1f PE 0)A(a)A — 2º)ºde = 0, Vo(a) € Pr:­1

Então, vamos mostrar que

1I= /f pla­1(27? — Do(s)(1— x?)de = 0, Vo(z) E Pan.
1

x PO/2) (1 22º).

Podemos escrever p(x) = pi(x) + pa(x), onde p1(x) é uma função impar dada por

2n­1 2n—3
dan—1X + aon—3aTr ar

e pa(x) é uma função par dada por

2n—2 2n—4 2Am—aTr + Agnatr” “+... +azr”+ao.

1

f Pl 2)(293º — Dpi(o)(1— 2º)de
­

1

+ Pie (294º — Dpa(x)(1— 2º)de
f, PETER = Doala)(1 = 2º)"da,
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Como p2(xr) é um polinômio par, podemos escrever pa(x) = r(xº), onde r(x) E
Pr.

Assim,
1= / PeAES DNA 2º) do

­1

1= 2/ PoEDr 2º) do.
o

Fazendo y = xº, temos
1 11=2f/ PEME DNA Não

Fazendo, agora, r = 2y — 1, obtemos
1 1 T+1NE A+ ZINAH? do

­ (a,­1/2) — ( s ) ( ) dx1 f Fr E)” ( 2 JVTAS 2 2
1

1

”

Portanto,

PÍS Nx) = ca PV A(27º — 1), (2.40)

onde c, é uma constante.

s

—TeEOnt+oat+iT(n+1)Fazendo x = 1 em (2.40) e usando (2.32), obtemos ec, = TintarDI(n+TD'
De (2.33), chegamos ao resultado

PÍSº(x) —= en Pl 71/2)(927? — 1) — (=1)"c, PV/29(7 — 2xº).

Analogamente, podemos encontrar a segunda igualdade de (2.39).

Funções Hipergeométricas

Fazendo x = 1 — 27" em (2.35) temos:

' n EPy n dyT 1—­x) TZ +tl+1­(a+B+2)8]) TS +eln+ar+A+li)v=O,dx"? Á

que é a equação hipergeométrica de Gauss e que tem como solução a função hiper­

geométrica
1—ah(n,n+atB+Lat+Lz)=h (nn+at+B+Lat+l; =)
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Capítulo 2. Polinômios Ortogonais

Logo, pelo Teorema 2.14, se n > 1, temos
l—­rx2F7 (cnn+atA+Latl ) = ctePlI*P(x).
EComo, de (1.7), 2 Fi (­n,n +a+B+lat+l; 2

importante representação:
) = | para x = 1, obtemos a

nt+a =

n

1 n

ni 2 vGC) n+at+B+l1).(n+atB+vu)
x (a+vt+l)..(at+mn) (? 7 ).

Desde que P(*P!)(x) é um polinômio em a e À, por (2.41) e como o mesmo acontece
com o lado direito de (2.30) quando divididos por f1 — x)º(1 + x)ºÔ, segue que (2.30) é
válida para a e À arbitrários.

Usando (2.41), notamos que o coeficiente an,n do termo de maior grau de P(*!(x)

C+oo
n

2aro = lime" PO(s)=27" | n+aro
T(a+B+2n+1)

2"nl(a+B+n+1)
Outra aplicação de (2.41) é a fórmula

d 1
a— (2 (2)) = z(n+a+B+1)PET (o) (2.43)

que segue imediatamente da expansão de ambos os membros de (1.9) de acordo com

(2.41).

Calculando a n­ésima derivada em (2.30) pela Regra de Leibnitz, obtemos a repre­

sentação:

emo ES) ee"
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— n+t+a I+1Y"&A nín—l1)..(n—v+1) n+B­ | n J 2 ) a aaa , (2.44)
uv=0

T—1yº pnta x +11)” | =)
Obtemos, também, a fórmula:

(PN), PCN(x)) = f (1­x)º(14+2)º (P()Y dr =Rh(9, (245)
onde

20+6+1 T(nt+a+1T(n+8+1)
2n+atB+l1T(n+1)l(n+a+B+1)

A fórmula de recorrência, válida para quaisquer três polinômios ortogonais de Ja­

hteê) —

cobi consecutivos, é dada por:

2nín+at+Bb) x (2n+at+B—2)P(x)=(Qn+at+B—Ll)

x (an +a+Pf)(2Qn+at+b 2) +o? — 8º) Pix)
— 2Ant+a­N(n+B­1)(2n +a+0)PIO Nx), n=2,3,4,...,

a a
1com PÍ Px) =le PÍ Px) = ­(+a + 8 +2)r + a(e — 6).

O coeficiente de x Peba) é obtido de (2.42) e calculamos os coeficientes de
Pix) e PÓ (x) substituindo os valores 7 = +1 e x = —1 na relação (2.9).

Observação: Quando a = À = O, temos os Polinômios de Legendre, que são

ortogonais em [­—1, 1] relativamente à função peso w(x) = 1.

2.3.2 Polinômios Ultrasféricos

Fazendo a = À = A — 1/2 £ O nos polinômios de Jacobi, obtemos os Polinômios

Ultrasféricos ou de Gegenbauer, que são ortogonais no intervalo (—1,1), com

relação à função peso w(x) = (1 — 22912,
A notação usual para os polinômios Ultrasféricos é PO) (x), onde

(a + 1)0(n +20 +1) PlaN(a)() =Fr) 2a +H1)T(n+a+1) ”
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(2.46)
P(A +1/2)7(n +29) pO­1/22­1/2)
rO2A)T(n +A+1/2) ”* (x), a= A — 1/2.

Vamos supor primeiro que a > —1 ou, à > —1/2.

Se a = —1/20u à = O, de (1.5), o polinômio PÍ*P!(x) é identicamente nulo para
n>1. Coma=/6/=2­—1/2, obtemos:

n+24—1

nPO) = | e POCo)=(­1"PPÃ).

ae
1

: >Substituindo a = A — 2 em (2.41) obtemos a importante representação:
+24 —1 —Px) | ? 2F) (nn + 2N;A + >: . o )

n

+A—­l 2( Janis (Cocos nana ):n
l—z

As últimas fórmulas definem PO) (x) para todos os valores de A. Se necessário, para
alguns valores especiais de À, como À = Ào“, as fórmulas podem ser interpretadas como

limites para À — Ao. Para À = —=m, m = 0,1,2,..., temos PO(x) = 0 se n > 2m.
Neste caso,

(2)15 (Em) Tim " (2) (­m)
(2m)l(n —2m — 1)!

nº

1 1—­rx
= 2

existe.

Outra fórmula envolvendo P!(x), conseqiiência imediata de (2.43), é a seguinte:

2 (PP (z)) = 22Pi (0). (2.47)

Finalmente obtemos algumas fórmulas especiais envolvendo as funções hipergeo­ .

métricas. Combinando (2.39) e (2.41) temos:

PÍD(x) 2 +24 —1

2v

12F7 (Cov+ANAT+Z1 2)

EV
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp “.. 12 13 14 15 16 17 18



Capítulo 2. Polinômios Ortogonais

Al(—1) | "r 2F) (0,0 + A; z;eº);
v

(2.48)

20 + 2+ ah (coo+a+HA+TI= A)
2v +11 2

v+ 3(—1)”2A | x 2) (o,v+2+1;7;22).
v

Os fatores constantes podem ser determinados substituindo­se x = 1 e comparando­

se as maiores potências.

Os polinômios ultrasféricos satisfazem à seguinte equação diferencial de segunda
ordem:

(1—xº)Y" — (24 +1)ey +nín+2A)y=O0. (2.49)

. * . . . .No decorrer do trabalho necessitaremos também das seguintes integrais definidas.

Sejam 1, = I,(n, À) definidas por:
11, = L)(n,A) = N" (1— 22)7/Tz [PO ()]” do, ADV > v=0,1,2. (2.50)­

Particularmente, lo é bem conhecida pois é (PO), PÉ), isto é,
122e ECO” A> > n=0,L.... (2.51)

A fórmula para /,7 é menos familiar:
217 2AT(n +22)
nl(X= DIOR"

To(n, À) =

h(n,A) = A>Z2,N Jeso (2.52)

1

De fato, para v = 1,2e À > v— 7º temos, por (2.50),

(24 = WD] =La) = (2A­=2W+ás. (1 = 22)t 22 [PO(0)]* de—l

­ í. la avi]2 [PO(0)]*de

[o spoler.
+/ 22202Tea+28PP (2) [PO (a)] | de1 +" 207tio [PP(2)] PO (2)da.
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1Para v = 1, a última integral pode ser facilmente determinada. Como x [PP ()] =
n—2

nPx) + >» Cnitr', onde c,; são constantes, temos, pela relação de ortogonalidade,
1=0

que esta última integral é dada por

fa­2»be [PP(0)]' PO (2)da

ff (12º)(ape+ Eee) eo1)da—l

nf A=2 [PO(0)]º de = não.
—l

Assim, por (2.53), temos

1

(24 —1)1 =2(n + A), para àA> 2" (2.54)

Logo, por (2.51) e pela equação acima, obtemos (2.52).
Finalmente, o caso v = 2 ainda não aparece nos livros sobre integrais definidas.

Por (2.49), temos, para y = Px),

(1­2) [PP] ­ (23 + Da [PP] + nn +29)PO (2) = 0.
Multiplicando esta identidade por (1 — 22) PO (x) e integrando no intervalo

[­1, 1], obtemos

(24 +1) Sh (122)te [PO (0)]' PO(2)de
= ­f (129)Es [PO(2)] PÓ(2)de + nín+ 23),

onde a integral do lado direito é nula devido à ortogonalidade. Assim, de (2.53),

2(1­3) (+23) R=[n+)?/+X2­=2­1]0 (2.55)

Logo, de (2.52), obtemos

n27ºT(n +22) (n +) +A?= 2­1
nro (A+3)A=2)0=2)'hL(n,A) =

dar1 2 3 4 5 6 7 unesp”. 13 14 15 16 17 18



Capítulo 2. Polinômios Ortogonais

2.3.3 Polinômios de Tchebychev de 1º espécie ­ Tr(x)

São ortogonais no intervalo [—1,1], com relação à função peso w(r) =
definidos por:

Tn(xr) = cos(n arccos x), x E [­1,1), n=0,1,2,....

Claramente, temos que T,(x) = O para n arccos x = (2k — 1)2, k=1,..,n.
LE DT k=1,..,n.

2n

O coeficiente do termo de maior grau é dado por ann = 2"! e os polinômios
Assim, os zeros de Tr (x) são determinados por trx = cos

satisfazem à seguinte relação de ortogonalidade:

0 ,sentm;

(Tn,lm)=4mT ,sen=m=oO;
T

õS ,sem=nÉ0.
Observe que Trn(x) = cnPÍ!/2­!/(x), onde c, é uma constante que depende

apenas de n.

Usando (2.43), notamos que T'(x) = cteP(/2!Y2)(7), T"(x) = cteP6/23/(x) e,
assim, sucessivamente.

De (2.32), após cálculos simples, obtemos a seguinte relação entre os polinômios de

Tchebychev de 12 espécie e os de Jacobi:

PV2HV2)(7) — 1.3... (2n = 1)
? 2.4...

onde x = cos 0.

2.3.4 Polinômios de Tchebychev de 2º espécie ­ Un(x)

Os polinômios de Tchebychev de 22 espécie são definidos por:

1Un(x) = E NES “| n>0, ze[1,1.
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Capítulo 2. Polinômios Ortogonais

São ortogonais no intervalo [­1,1] com relação à função peso w(0)
satisfazem à seguinte relação de ortogonalidade:

0 ,sentm;(Un, Um) = | T— ,sem=rn.
2

O coeficiente do termo de maior grau é dado por arnn = 2" e Un(x) = d, P/2!/9(x),
onde d, = dr (n) é constante.

De (2.32), obtemos a seguinte relação entre os polinômios de Tchebychev de 22

espécie e os de Jacobi:

" 18: .. (2n +1) 1.3. ... (2n +1) sen[(n + 1)0]P/21/2)(7) (2.58)24... (2n+2) n(z) = 24... (2n+2) send
onde r = cosô.

De (2.57) e (2.58) podemos demonstrar que são válidas as seguintes representações

para os polinômios de Jacobi, respectivamente para a = —1/2e€ 0=1/20e0a=1/2e
8 =­—1/2:

1.3.....(2n — 1) cos ((2n + 1)0/2)P(A) = om cos(9/2) (2.59)

1.3.....(2n — 1) sen [(2n + 1)6/2]
2.4.....2n sen(9/2) 'PO/21/2)(7) = (2.60)

onde x = cos.

2.3.5 Polinômios de Laguerre ­ L(º)(x)n

Os polinônios de Laguerre são ortogonais no intervalo [0, oo), com relação à função

peso w(r) = z*e””, a>­l,e podem ser definidos, pela Fórmula de Rodrigues, por

Lx) = (Ciyr97ºo É [zetrena] :
dnn = 1 é o coeficiente do termo de maior grau e eles satisfazem à equação dife­

rencial dada por

1y'+(a+l—­x))+ny=O0.
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Capítulo 2. Polinômios Ortogonais

Conservam a seguinte relação de ortogonalidade:

(10 LO) = o ,5senÉm;
oO?

nIl(atn+1) ,sen=m.

Fazendo o limite dm 2F1(a,0;7; 8x), obtemos a série hipergeométrica— oo

(a+1).(a+v—1)z
Fla;yr)=1 =lost) +25+). (g+vU=1)u

Pode­se, então, demonstrar que ( ver Szegó [33], p. 103 ) Lí!(x) é dado em termos
das funções hipergeométricas, por

+LEO(x) = não if(=n;a+l;o).
n

Daí, obtemos a importante relação entre os polinômios de Jacobi e de Laguerre
nn”

Li(x) = dim PlPI1 — 287x).
Como consequência, se 1º < < 16) denotam os zeros de L(º)(x), temos:

1(2)nn=3+1= lim
6 a,n 7 = (0;P)) ,I=1...n

Portanto, obtemos os seguintes resultados para o menor e o maior zeros do po­

linômio de Laguerre:

16) = jim Da­ PAGTO) NE (2.61)Tnn
Boo

11)= lim ba — (6). (2.62)
Boo 2

2.3.6 Polinômios de Hermite ­ H, (rx)

São ortogonais no intervalo (—oo, oo), com relação à função peso w(r) = e

Pela Fórmula de Rodrigues, podem ser definidos por

Hi(1) = (19 E [e]
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e satisfazem à seguinte equação diferencial:

y" —2xyY' +2ny = O.

O coeficiente do termo de maior grau é dado por an, =2" e eles satisfazem

0 ,senÉtm;
(Hr, Hm) =

Qnl/r ,sen=m,

Um resultado muito interessante sobre o maior zero de Hr(x), demonstrado por

Elbert e Laforgia em [9], é o seguinte:

Teorema 2.16 Seja O) o maior zero do polinômio ultrasférico PO(x). Então,

lim Vaz = hra,
n—=+oo ' '

>

onde hn1 é o maior zero do polinômio de Hermite Hr (x).

Também encontramos em Elbert & Laforgia [9], o seguinte resultado para os zeros

dos polinômios ultrasféricos:

2n — 1 + 2h?Vaz)= has |1— E T *+0(5)| (à > co), (2.63)
82 Mn

onde hn,x denota o zero correspondente do polinômio de Hermite H, (rx).

2.3.7 Funções de Bessel

A função de Bessel de primeira espécie de ordem n pode ser definida como

se (1)! (2/2012
Jal2) = 27 7 T(v+at+l)

uv=0

e satisfaz à equação diferencial

YU" + 2 + (1 — az º)y =— 0.
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Aplicando (1.3) à equação acima, temos

du 1 ol— + (» + =) u=0, desolução u(r)=2""J,(kx) (2.65)dx? x?

1­o?TE? ) u=0, desolução u(r)="/*J, (2(k)).
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Capítulo 3

Comportamento dos Zeros dos

Polinômios Ortogonais

Neste capítulo, nosso objetivo é fazer um estudo sobre outras propriedades refe­

rentes à localização dos zeros dos polinômios ortogonais, tais como sua densidade no

intervalo [a,b] e a distância entre zeros consecutivos. Além disso, se w(x) = w(x,7),
onde 7 é um parâmetro, alguns resultados sobre a dependência dos zeros de Pr(x,7)

com relação a esse parâmetro 7 serão também apresentados. Em particular, discu­

tiremos a localização e desigualdades para os zeros de alguns polinômios ortogonais

clássicos. Os principais resultados são os Teoremas de Markov e Sturm.

3.1. Densidade dos zeros

Teorema 3.1 Sejam da(x) uma distribuição no intervalo finito [a,b] e (Pnlx)ki=o 9
sequência dos polinômios ortogonais associada. Seja [a ,b] um subintervalo de [a,b] tal

bque f. da(x) > O. Então, para nº suficientemente grande, todo polinômio Pn(x) tem
U U

pelo menos um zero em [a ,b].
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Demonstração: Seja p(x) um polinômio arbitrário de grau m, p(x) menor ou igual
a zero em [a,b] exceto, possivelmente, em [a ,b]. Tomemos P,(x) tal que seus zeros
Tnrx É [a,b], E=1,...,n, eseja m <2n — 1. Assim, pela fórmula de quadratura de
Gauss (2.28),

fp(x)da(x) = Ddniolan) <oO.
Pelo Teorema de Weierstrass 1.2, segue que

ff(z)da(s) <O,
onde f(x) é contínua mas não é maior do que zero em [a, b] exceto, possivelmente, em

1 1 " .[ab]. Se considerarmos

o) ,sea<r<a e V<xr<b
f(z) =

(xr —a)(—x) ,sead<exr<V

bteremos /f Jf(r)da(x) > O, o que é um absurdo.
Portanto, Pr(zx) tem pelo menos um zero em [a', b'].

3.1.1. Distância entre zeros consecutivos

A partir deste ponto, vamos considerar distribuições do tipo w(x)dr.

Lema 3.2 Seja x = cosa. A função definida por

onde N em são inteiros positivos, é um polinômio de graum(N — 1) em x.

1 — cos(Na)
1 — cosa | é um polinômio de grauDemonstração: Primeiramente vejamos que |

N—lemr. Temos que

cos(Na) = cos[(N — 1)a + a) = cos[(N — 1)aJcosa — sen[(N — 1)a]lsena
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cos[(N — 2)a] = cos[(N — 1)a — a] = cos[(N — 1)a]jcosa + sen[(N — 1)a]sena.

Assim, cos(Na) + cos[(N — 2) a] = 2cos[(N — 1)ajcosa. Logo,

1 — cos(Na) + 1 — cos[(N — 2)a] 2 2! — cos[(N — 1)a)]
1 — cosa 1 — cosa 1 — cosa

1 — cos(Na)
1 — cosa

cosa.

Seja gn(cosa) = . Temos, então,

gn(cosa) + gn­2(cosa) = 2gn­1(cosa)cosa.

Daí, como z = cos(a), obtemos gn(z) = 2xzgn­1(x) — gn­2(X).

Como gi(x) = 1, ga(r) = 2x + 2, facilmente mostramos, por indução sobre N, que
gn(z) é um polinômio de grau N —l em r.

Consideremos, agora, a função

f(x) = [sea ea]” , T=cosa.
Temos que

o Es| — 1 [senº(Na/2)]" 1 f1­eaf(1) = N?sen?(a/2) 7 Nm | senº(a/2) | — Nm | 1 — cosa
1 — cos(Na)

1 — cosa

desejado. "=

Como | | é um polinômio de grau N — 1 em x, chegamos ao resultado
Utilizaremos o lema anterior na demonstração do seguinte teorema:

Teorema 3.3 Seja w(r) uma função peso no intervalo finito [a,b], limitada por zero,

isto é, w(x) > u > 0. Sejam rn1 > Tn2 >..><Tnn os zeros do polinômio ortonormal

associado, prn(x), em ordem decrescente. Se
1Tnk = 2º +b) + (6 — a) cos(dn,), O<dni<T, k=1,2,..,n,

então,

|Onkr1 = Ink < xs) pool, dno=0, Ann =T.
n

A constante K depende somente de u,a e »b.
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Demonstração: Sejam &k um inteiro fixo, 0 <k<n, y=(Inkn11 +Onx)/2 e

p(r)=p (3a +b) + 3 — a) cos 6)
definida por

7) = sen[N(14 + 9)/2]Y*” sen[N(7 — 9) /2])**

2p(x) (EE + o (Fe — a) ,
onde N e m são inteiros positivos. Pelo Lema 3.2, os termos do lado direito representam

o mesmo polinômio trigonométrico de grau m(N — 1), tomados alternadamente com

argumentos (7 + 0) e (7 — 0).

Temos que

Inu+1 = nx)/A <7/2<(Y+n7)/2 <> (Ins+1 = Inx)/A4

Assim, para 1 <k<n,

0 < (dne+1 — Onx)/4 < (7 +Inx1)/2<nT—(Ink+1 — Ine)/A,

de modo que

OnkN Int+1 = OnkN(senti) < (senna Ant) , k=1,2,..,7n.
Para |sen(y — On,x)/2|7*, temos:

—­l —l

(sen? + aa ) < (senao "2 ;
desde que | — Onx| > (On,x41 — nx) /2.

Ássim,

On "= OnP(tnk) < (senti Pes
Supondo m(N — 1) < 2n — 1, usando a fórmula de Quadratura de Gauss (2.28),

obtemos

f aa) o(a)da < (NsenPa Ant |” f u(a)da. (3.2)
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Por outro lado, p(r) > 1/2 para 0 = 4, de modo que se

1 1
xo = =(a +b) + =(b— a)cosy,

2 2

obtemos, do último resultado,
b b 1f pP(x)w(x)dz > nf p(x)dz > uCnºp(xo) > apono,

com C€ constante positiva que depende somente de a e Db.

Comparando (3.2) e (3.3), temos

—

memzuCn? < (senfaia = Ant | /f w(r)dr

senE< Nº [[46/2)2n2]'/* ! / w(x)dz
”

| 1/2m)
Substituindo N = [n/log(n)] e m = |log(n)], vemos que a condição m(N — 1) <

2n — 1 é satisfeita para valores grandes de n e (3.1) segue imediatamente.

Teorema 3.4 Seja w(xr) uma função peso no intervalo [­1,1] e suponhamos que

A<(1—­ 2º)? w(1)<B, —1<r<l,

onde A e B são constantes positivas. Se rn = cosbns, 0 <dnx<T,k=1,2,..,7n,

são os zeros, em ordem decrescente, do polinômio ortonormal pr(x) associado a w(rx),
então,

47 B1Onkit = Onk < E k=0,...,n, Ono=0, Innti=T. (3.4)

Demonstração: Sejam Àn,x Os números de Christoffel correspondentes a rn... Então,

Ôn,k+1A(Onk+1 Ink) < /f w(cos 9) senbdo
In,k

Sf” wír)dr < Ank + Ank+1,
n,k+1
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k = 0, ly. 7, Ào = Àndg1 = O,
Por outro lado,

"

— (senfn(9—Onx)/2]Nº , (senín(9 +On1)/2]N”plz) = p(coso) = E— O,a Tt E+a)
é um polinômio de grau n — 1 em cos. Além disso, p(tnx) = p(cos dn.) > 1, é tal que

n 1 TAnt < > Anub(Enoy) = f p(x)w(x)de < B/ p(cos 9)dô

Combinando este resultado com (3.5), temos (3.4).

3.1.2 Variação dos zeros com um parâmetro

O resultado seguinte é o mais importante desta seção, pois nos permite interpretar

o comportamento dos zeros dos polinômios ortogonais em relação ao parâmetro do qual

dependem.

Teorema 3.5 (A. Markov) Seja w(xr) = w(z,T) uma função peso no intervalo [a,b],
que depende do parâmetro 7, tal que w(x,T) é positiva e contínua paría <x < be
n<T<T Consideremos, também, que as derivadas parciais w,(r,T) existem e são

contínuas paraa <x <bem <TtT<T,eque as integrais
b/f x"wr(r,7)dr, v=0,1,2,...,2n— 1,

a

convergem uniformemente em todo subintervalo fechado 1' <1 < 7" do intervalo aberto

(n1,72). Se os zeros de Pn(x) = Prn(x,T) são denotados por 2) > O) >..>109), o
v­ésimo zero, x()nv

uma função crescente de tr, a <x <).

Demonstração: Seja da(zx) = w(x,T)dr. Sabemos que
b

Um =/ xr"da(x), n=0,1,2,...
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convergem uniformemente para 7' <7 < 7" e as relações (3.6) podem ser diferenciadas

em relação a 7, para vu =0,1,...,2n — 1.

Seja a <a' <V <b. Para <xz <WeT'<T<7,a função w(r,T7) tem um

mínimo positivo. Daí, os determinantes de Hankel D,­1 ( dados pela definição 2.3) são

uniformemente limitados por zero se 7' <T < 7".

De acordo com (2.8), os coeficientes de pn(x) e também os zeros 2), que são todos
distintos, possuem derivadas contínuas para 7 <T < Ta.

Consideremos p(r) um polinômio de grau 2n — 1 fixo e apliquemos a fórmula de
Quadratura de Gauss com da(r) = w(r,T)dr.

b
2

Os números de Christoffel An, = Anu(7) = f ( Pníz) " ;) da(x),a Pn n,yun(Enu)(Z —
v=1,2,...,n, são funções de 7 com derivadas contínuas.

p n

Derivando /f Pls)w(r1)de =X” Anvp(tns) em relação a 7, obtemos
v=l

bf wr(r,T)p(rxde = 37 AnEnpu)Enel +EM )o(tnu).
v=l

Pn(z)?E —Ltnv (9'(Enu) = PrlTa)º), temosAgora, substituindo p(x) =

Í wr(2,7) EE.)' de= Ans(T)[pr (tn) EL, (7),
= Tnyw

desde que p'(tnu)=0seuzÉv.

O lado esquerdo da expressão (3.7) pode ser escrito da forma

[| [u­(a,7) ­ ela (e, 7) Pl) q,Wwí(Tnw, T) LT — tn;

já que o segundo termo da integral acima é zero devido à ortogonalidade. Ássim, como
; ­ : wi(z,7) wiltneT),

u,/w é uma função crescente de x, a diferença — terá o mesmo
w(r,T) W(Pnu,T)

sinal de (x — ru). Portanto, E) > O.
Isto completa a demonstração.

Teorema 3.6 Sejam w(x) e W(x) funções peso em [a,bl, positivas e contínuas para
a<x<b. Seja W(x)/w(x) crescente. Se xnv € Xnu, v=1,...,n, denotam, em ordem

dar1 2 3 4 5 6 7 unesp”. 13 14 15 16 17 18
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decrescente, os zeros dos correspondentes polinômios ortogonais de grau n, então

Inu < Xnv, v=1,2,..,7n.

Demonstração: Definindo w(x,7) = (1 — n)w(x) + TW(x), O <T < 1, vemos que

wle,7) ul) + WE a 7
w(rt,17) (1­—7T)w(X)t+TW(DL) 1 TITS

é uma função crescente de 7, O <7 < 1. Como temos w(r,0) = w(x) e w(z,1) = W(r),
pelo teorema anterior, segue o resultado desejado. =

3.2 Desigualdades para os zeros dos polinômios or­

togonais clássicos

Consideremos os zeros (056) = cos dn, do polinômio de Jacobi, Pl%P(z) em ordem
decrescente:

+1 > 26 > 260 >... >>; 0<0ni <nz<..<Mn<T.

Temos, então, o seguinte resultado:

Teorema 3.7 Se 1ny = afaP), então,
dxenw
da

dxn»
do >0, v=1,2,..,n.<o,

No caso ultrasférico a = BB, temos

dan, <0, v=1,2,.., n/2]. (3.9)
da

Demonstração: Aplicando o Teorema 3.5 para w(x,7) = (1 — x)º(1+ x)º coma =7
e O fixo, ou B=7 e a fixo, obtemos as desigualdades (3.8). No primeiro caso, temos

w,/w = log(1 — x), que é uma função decrescente de x, x € (—1,1). No segundo caso,
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temos w, /w = log(1 + rx), que é uma função crescente de r, x E (—1,1).
No caso ultrasférico, a desigualdade (3.9) não segue imediatamente do Teorema

3.5, já que para w(x,7) = (1 — xº)”, w,/w = log(1 — 2º) não é monótona.
Fazendo 7 = A, temos, de (2.46) e (2.39), que

Piz)= con PRAIA AZ) — ch x PON2AH2)(97? —1

Pina(2) = em Pla) = enuzPAVVA (22º = 1),
onde Can, Cont1, Cor, E Conj, São constantes.

Assim, se r,= Con é zero deP.AJ(z), então y, = 2x2 — 1 é zero de POH/2­1/2)(4).
Do mesmo modo, se 1, = Tant1y É zero de PO (0), então y, = 2x2 — 1 é zero de
PONV21/2)(4),

ds odeda Tax
negativos, obtemos (3.9) com a desigualdade oposta.

Logo, Usando (3.8) para (,fixo, obtemos (3.9). Para os zeros

Portanto, para os polinômios ultrasféricos, temos que os zeros positivos são funções

decrescentes de À e os zeros negativos são funções crescentes de A». ­

No caso dos polinômios de Laguerre temos w(r,T) = e”*x* com a = 7. Observe

que w,/w = log(r) é crescente para x > O. Daí, os zeros de L(!)(x), n > 1, são funções
crescentes de a, a > —1.

Teorema 3.8 Sejam a e À os parâmetros do polinômio de Jacobi, PIP!(x), sujeitos
às condições

com igualdade somente nos casos especiais a = —1/2, B=1/20a=1/2, 0 =­1/2.
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Demonstração: De acordo com (3.8), o máximo e o mínimo de (0) = cos 0,, são
obtidos nos casos especiais mencionados acima. Assim,

(­1/2,1/2) (1/2,­1/2)arccos|t1 , | < On, < arccos[x1//º 7],

Sabemos, de (2.59), que para Zn, = x(­!1/21/2),

1.3.....(2n — 1) cos ((2n + 1)Ô, 1/2)0 = PENNE)E TT cosdL(/2) ,

onde 0,, =arccos Zn ,.

Então, cos [(2n + 1)Ô,,/2) = 0. Daí, dn. = (X=1)7
2n+1

v=1,2,..,n.

Ássim,

(20 — Dr
2n+1 > Inu, v= 1,2, QT.

Do mesmo modo, por (2.60), temos que, para tn, = x(1/2­1/2),

) sen [(2n + 1)Ên /20 = PAVAN) = Ônv/2)senlOn,v

2kr
—— uv=l1 2...
2n+1Logo, como sen [(2n + 1)Ôn 2/2] = 0, então Ônºo =

Daí,

2UT

nv Ss In +11 v= 1,2, ...,7n.

Teorema 3.9 No caso ultrasférico com —1/2 <a=B<1/2, temos as desigualdades

T

com igualdades somente nos casos especiais a =B=­—1/2ea=B=1/2.

Demonstração: De (3.9), temos que o máximo e o mínimo de z(ºÔ), v < |n/2], são
obtidos, respectivamente, se a = BB=—1/2e0a=B=1/2.
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Sabemos que P(­!/2­1/2)(3) = c, cos nd. Logo, P(!/21/2)(x) = O para cosnô = O,
20 —1

isto é, 0 = T.
2n

Assim,

2v — 1Tr n < On, v=1,2,.., 7/2].
sen(n + 1)

senoDo mesmo modo, 0 = PO/2H/2)(z7) =,
v

De sen(n + 1) = O temos 0 = nT1"
Assim, obtemos

Onuy < TT q v= 1,2,..., [7/2].

3.3 O Método de Sturm

O principal resultado desta seção é o Teorema de Sturm, que nos fornece uma

maneira de obtermos desigualdades para os zeros dos polinômios ortogonais, que cha­

maremos aqui de Método de Sturm.

Teorema 3.10 (Sturm) Sejam f(x) e F(x) funções contínuas em xo < x < Xo, com

f(x) < F(xr). Sejam as funções y(x) e Y(x) não identicamente nulas, satisfazendo,

respectivamente, as equações diferenciais

yY" + f(z)U=O0 Y"+F(1)Y=O0.

Sejam x' e x", x' < x", dois zeros consecutivos de y(x) em (xo, Xo). Então, a

função Y (x) tem pelo menos uma variação de sinal em (x', x") desde que f(x) É F(x)

em [x, x").

A afirmação também é válida para x4' = xo [y(xo + 0) = O] se a condição adicional

lim (y(z)Y (2) ­ y(s)Y'(2)) =0O (3.10)
x>ro+O

é satisfeita (analogamente para x" = Xo).
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Demonstração: Seja Y(x) > 0, Y(x) £ O para 2' <xr < x". Suponhamos, sem perda
de generalidade, y(x) > 0, 1' <z < x". Então, se rg <x' <x" < Xo,

(YY yr = fº (Flo) = f(o))Y (a)y(a)ds > K.
Consequentemente,

=y(2)Y (2) — Y(20)Y (2) > O.

Como z' e x" são dois zeros consecutivos e y(x) > 0, 2' <x < x”, temos

Mas, de (3.11),

Y(x")»
Y(x)
Y(x")

entre 2º e 2”.

Se 1' = zo, de (3.10) e de (3.11), temos que

Logo, < O. Portanto, existe pelo menos uma variação de sinal de Y (x)

yY(X)Y(1")>O.

Como y(x") < O, então Y(x") < 0, o que é uma contradição.

Teorema 3.11 Seja D(x) contínua e decrescente em xo <x < Xo e seja y uma solução

não identicamente nula de y" + P(x)y = O. Então, se x' <a" < x" são três zeros

consecutivos de y(x), temos 1" —x' < x" — x", isto é, a sequência de zeros de y é

sempre converxa.

Demonstração: Suponhamos a existência de pelo menos três zeros no intervalo ro <

x < Xo. Sejam 1' <z" <x" <... os zeros em questão, com 1" — 2' = h.

Aplicando o Teorema de Sturm no intervalo (z”, x"”") para as equações

yY'+E6o(r)y=0 e Y"+O(z+h)Y=0, onde Y(x)=y(r—h),
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temos que existe 2 € (x", 2""), com Y(X) = O.
Mas, Y (2) = y(x — h). Logo, y(z — h) = 0 e, então, T —­h = 2".
Observe que 2" — " =" —­z+h>hex—­h>x"—­h=z2.

Como 3 < x" < x" são três zeros consecutivos, então % — h (que é zero de y(rx))
só pode ser x”. =

Teorema 3.12 Sejam f(x) uma função contínua e negativa em xo <x <Xo ey uma

solução arbitrária de y" + f(r)y = O, com y > O se x — Xo. Então, y não se anula
em ro < x <Xo.

Demonstração: Como f(x) <O0, zo <z < Xo, e y(r) satisfaz à equação diferencial

acima,

sinal y"(x) = sinal y(x), zo <xr < Xo.

Suponhamos que seja positivo.

Mas, se f(x) possuir zeros em [xo, Xo) a conclusão acima é uma contradição, pois
. = " 1entre zeros consecutivos, se y(r) > O, então yY"(x) < O em alguns subintervalos de

[£o, Xo). ! =

A seguir, aplicaremos os teoremas anteriores nas equações diferenciais de Legendre

2 + f(­ + 3) + (aseno) |) z=0O, (3.12)

cuja solução é z = (seno)"/? Pr (cos 9), de Bessel

u"+f1+(20)º u=0, u=6"PJL(O),

dos polinômios ultrasféricos

2 +Í(n+2)º+A(1—2)(senb)*I21=0, 25 = (seno) PÓ(cos o)

e na equação diferencial geral de Bessel

ug +f1+(1­40º)(20)bua=0, us=8"2Ja(0).
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Às equações (3.12) e (3.14) são satisfeitas em (0,7) e (3.13) e (3.15) são válidas

para 0 > O.

Todas as equações acima são facilmente obtidas das equações diferenciais para os

polinômios de Legendre, Ultrasféricos e Bessel dadas no capítulo 2, aplicando­se o

método dado na seção 1.1.

3.3.1 O Método de Sturm e os polinômios de Legendre

Inicialmente, vamos estudar as desigualdades para os zeros dos polinômios de Le­

gendre Pr (cos0), dadas por Bruns, Markov e Stieltjes.
Sejam Ôn 1, On," Ann os zeros de Pr(cos 0) em ordem crescente no intervalo (0, 7),

tais que O < dn1 < Ono <.. <Onn <T.

Então, as desigualdades de Bruns podem ser formuladas como seguem:
1

vU­32 v

Tm< Inu <— mm, v=1,2,..,n,

e as desigualdades de Markov e Stieltjes são dadas por

v—1
2 T <0ny <———mT

n mc RAIO v=1,2,...,[n/2]. (3.17)

Esses resultados são válidos para os zeros que estão no intervalo 0 < 9 < n/2. No

entanto, a propriedade simétrica

On + Ônnt+i­u = q" (3.18)

permite uma estimativa similar para os zeros que estão no intervalo n/2 <0 <rm.

Comparemos (3.12) para z = Y, com a solução y = sen ((n + 3)(1 — to)) de
2

y" + (7 + z) y=0O. (3.19)

2 2Sejam f(x) = (7 + z) e F(x1) = (n + z) + (2senl)?, com x = cos. Observe
que y se anula para todo rx = To + ——n, = 0, e... TN.
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Pelo Teorema de Sturm, temos que existe pelo menos um zero de (senb6)*/?P,(cos 0)

em todo intervalo de comprimento .—. e, em particular, nos intervalosn
2

v—l
1

v

T<0d<——nr, v=1,2,...,n.
2 n+ TT)

2

Logo, todo intervalo contém exatamente um zero 9,,, de (sen6)!/? P.(cos 0) e, por­
tanto,

v—l77 <Onv <o v=1,2,..,n. (3.20)
n+3>z nT;z

A estimativa inferior de (3.16) pode ser demonstrada através da propriedade simétrica

n+l1—v
Inu = T— Innti­o >= T—­ T T =

n+3

de modo que obtemos as desigualdades de Bruns.

À seguir, vamos demonstrar, primeiramente, a estimativa superior de (3.17).
”

Como (2senô)? decresce em O < 0 < n/2, o Teorema 3.11 garante a convexidade da
v

sequência 0,,. Temos, também, a convexidade da sequência rn. = ny
0,1,2,...,[n/2] + 1.

Sabemos que uma sequência convexa tem seu máximo somente nos pontos extremos

de qualquer intervalo, isto é, sempre para o primeiro ou o último valores de v.

Como 01, = 0 e, para n ímpar, IL tn+1)/2 == 0, tem­se o limite superior para n
ímpar.

: o / rá —

1 ã /Seja n par. Então, Onn/2 + Inn/2+1 = O, de modo que se 91, ,,, < O, então 01, <
0, v=1,2,...,n/2.

Consequentemente, obtemos o limite superior.

Para demonstrar o limite inferior de (3.17), vamos usar a seguinte desigualdade

T

On — Onu­1 < n + 2 (3.21)

que é consequência imediata de (3.20).

Agora, consideremos

=.
TT:o" — Onu —nu
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Por (3.21), 07, — dn.., < O, de modo que 07, é decrescente. Para n ímpar,nyu= ny

Inn+1)/2 = O e, consequentemente, 01, > O para v < (n+1)/2. Para n par, é
suficiente demonstrar que 07 ,,, > O. Isto segue de (3.21) pois

Onn/24+1 = Ônn/2 = 1T—­ Ônn/a = Ônn/a < n/(n + 1/2).

Assim, chegamos ao resultado desejado.

A Função de Bessel J5o(90) e os polinômios de Legendre

Comparando (3.13) com y” +y = O, cuja solução é y = send, temos a existênciay y ; CU)

de um número infinito de zeros de 9!/2J9(90), O = ja < Ji < ja <..., para os quais

jimjir<tT e ji<um v=1,2,3,... (3.22)
o”

Além disso, as diferenças j, — jy­1 são monotonicamente crescentes, de modo que,

pelo Teorema 3.11, a sequência 7, é convexa. Usando (3.22), vemos que

Ju = <J­T=0.764.7—­mT e j,< (» — z) T + 0.014...7. (3.23)
Agora, comparernos (3.12), para 2 = Y, com

que tem solução y = 9!/2J, [(n + 1) o, 0<Od<rm.
Desde que senô < 0, temos a existência de pelo menos um zero de Pr(cos9) em

todos os intervalos =>. , Jo 1 ), v=1,2,..,n.(n+3) (n+3)

O fato de eET < T implica na existência de exatamente um zero em cada um
desses intervalos, de modo que

e) < Inu < e) v=1,2,...,n. (3.24)

A estimativa superior é particularmente importante: é melhor do que a estimativa

superior de Bruns.
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Isto também vale para o limite inferior de 7,. De fato: seja v qualquer inteiro

positivo e n =2vu — 1.
n+1 T

.
T Ju :e ny = —. Temos, consequentemente, — < ) e, em vir­Entã = MOntão, v

7 ; 7 2 (2o — 1
tude de (3.23),

1(7 — 7) T<NN< (+ — : T +0.014...1, v=1,2,3,....
A estimativa superior (3.24) para ny = Onv(n) é a melhor possível para v fixo e

n — co, pois, de (3.24), é fácil ver que lim (7 + z) nu = Jv­
A primeira desigualdade em (3.24) não é particularmente boa. Para obtermos uma

melhor, usamos a desigualdade elementar

(send)? —09?º<1­(2/n)º=k, 0<O0<rn/2,
2e comparamos (3.12) com Y" + TE + z) + : + coly = O.

Assim, obtemos

k

Inv > | <Onv <n/2, —=0.148678816... (3.25)

O mesmo argumento fornece uma desigualdade para os zeros no intervalo 0 < 9 < |,

onde | é um número positivo fixo, | < n/2. Então, obtemos (3.25) com a constante k,
2—P.no lugar de k, onde k, = (sen(!))”

À fórmula (3.25) também fornece um limite superior para 7,, quando fazemos

v=(n+1)/2,dn'4K=n/2:

1/2

j <F (2 Jus] (» 7 14 k/A |v a —a R = = TF oTZ2 2) “Aa 4 (av — 1)

"a/7T3ow=1/4"
Para v = 1, esta desigualdade não é tão boa quanto a desigualdade (3.23). No

entanto, para v > 2, ela é muito melhor, especialmente para v grande.
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3.3.2 Polinômios Ultrasféricos e funções de Bessel J,(r)

Consideremos a equação (3.14) no caso 0 < A < 1. Sejam z() = cos ny, v =
1,...,n, os zeros dos polinômios PO (0).

O mesmo argumento usado no caso especial A = 1/2 (caso dos polinômios de

" Legendre) fornece
v—l

n+A
v

T<Ony< TX; VE 1,2, ...,7,+

de onde obtemos, pela propriedade simétrica,

v— (1­2)
n+A

v

Tm <Onuy < TTÇD"v= 1,2, 47.+

Essas são as desigualdades correspondentes às de Bruns.

Temos, também,

v—i(1—) v

.. Tt <a <TT v=la2.,n,
correspondente às desigualdades de Markov­Stieltjes. A demonstração é feita como no

caso dos polinômios de Legendre. Ela é baseada na convexidade das sequências

v—i(1—)nu E Inueras uai v=0,1,2,...,[n/2] +1
e na desigualdade On, — Onu­1 <T/(N+A), v=1,2,..,n.

No caso —1/2 < a < 1/2, obtemos resultados similares para os zeros j(*) de
9*/ºJ.(0). Temos, em particular,

JM<Tt jd<m veL2o
jo =0 e jpO<E­NTA+I.

Agora, vamos comparar (3.14) com (3.15), para À = a + 1/2. Obtemos, então,
(o)

Jyu=1
)

nu ETR = es T.
2nix <> (3.26)

(a)
Disto, obtemos, como foi feito anteriormente, — < à.

2 "Ww­L1TNA' de modo que

v(o 42º. z) 1 <jO <(v=D1+j0 (<um), v=1,2,3,... (3.27)
2
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3.3.3 O Método de Sturm e os polinômios de Jacobi

Aplicando o Método de Sturm para os polinômios de Jacobi, vamos melhorar con­

sideravelmente alguns resultados.

Consideremos —1/2 <a < 1/26 —1/2 < BD < 1/2, excluindo, em geral, o caso

a? = 9º = 1/4.

Consideremos, como antes, os zeros de P(*P!)(x) em ordem decrescente, (op) =
cos nv,

+1 > 260 > 2860 >...>x8D>—1; 0<0na <dna <<... <Mp<T.

Teorema 3.13 Sob as condições acima mencionadas, temos:

T

n+(a+B+1)/2'

que vale para a? = (3* = 1/4, com o sinal de = no lugar de <. Aqui,

, se a>­—1/2

Inu — Onu1 < v=1,2,...,n +1,
,

E

—Odn1 ,sea=­1/2

T , seB>—1/2
Ônn+1 =

2m— dnn ,sebB=­1/2

Demonstração: Notemos que, para

T
= —n" = Inv =a E=+1/2=>0,, "ATi

para v = 0, 1,...,n +11.

A desigualdade (3.28) segue imediatamente do Teorema de Sturm, quando compa­
ramos

du 2 1­8 a+B+1VºSSL =0do? + som + 4 cos?(0/2) + or 2 Us
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Capítulo 3. Comportamento dos Zeros dos Polinômios Ortogonais

cuja solução é

gv atira grinu(0) = (senZ) (cos 2) Pí*P(cos 0),

dev a+B+1V?Se + (n+ EEE) v=º,
com solução

V = sen(n + (a + 8 +1)/2)(0 — Onu­1).

Teorema 3.14 Sob as condições mencionadas no teorema anterior, temos:

“v+(a+B—1)/2 v*

nt(a+g+D/27 SS ôno A n+(a+B+1)/2" v=1,2,..,n. (3.30)

Demonstração: Os limites (3.30) seguem da soma de (3.28) para v = 1,2,...,n+1l,e

do fato de PPN(x) = (—1)" P(6º(—x).
No caso a = —1/2, o fator v do limite superior pode ser substituído por v — 1/2.

Se À = —1/2, o fator v + (a + 8 +1)/2 do limite inferior pode ser substituído por

v+(a+6)/2.

Nos casos (3.29), valem os mesmos limites, com o sinal de = no lugar de <. ­

Observe que essas desigualdades são mais precisas do que as Desigualdades de

Bruns (3.16), desde que a +69 > O.

No caso dos polinômios de Legendre (a = (À = O), elas são idênticas às de Bruns.

3.3.4 O Método de Sturm e os polinômios de Laguerre

Passemos, agora, ao estudo do comportamento dos zeros dos polinômios de La­

guerre L(º!)(x). Consideremos a > —1.
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Capítulo 3. Comportamento dos Zeros dos Polinômios Ortogonais 58

Teorema 3.15 Sejam 2, v=1,2,..,n, os zeros do polinômio de Laguerre LE (x)
em ordem crescente. Então,

(319) /2)?10) <P, v=1,2, "0.7, 3.31nº” n+(a+D)/2 PEná? (3.31)

onde j(º) são os zeros positivos da função de Bessel Ja(x).

Demonstração: À afirmação segue diretamente do Teorema de Sturm, quando compa­

ramos as seguintes equações:

vm (2Ele+DOA 1Nr”

1 1/2que tem solução U(x) = x*/ºJ,E (7 + —— ) | e
T dr?

Ex

2vi (tt ,) a 1) u=0,
cuja solução é

u(x) = e tl?(0+1)/2 pg).
1 1/2 1 1/2Observe que Ja EA (7 + — ) ' se anula para j(º) = 2,/Ty (7 + 2 " ) ;

1 TA NS
1sto é, 14, = 5 n+E

Logo, r, está entre dois zeros consecutivos de L(º)(x) e a desigualdade (3.31) segue
imediatamente. | =

Podemos obter um limite superior similar para 12). Seja w uma constante positiva
tal que w <4n + 2(a +1).

Agora, vamos comparar (3.32) com
" 2vu ota sDA w/4 1  v=0, onde O<x<u,x 4x?

1/2cuja solução é V(x) = x*/*J, fo (7 + 2 .2 —) ) Então, os zeros de L(º!(x)
satisfazem

(a) 2)?(a) (35º / 3.33
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Capítulo 3. Comportamento dos Zeros dos Polinômios Ortogonais

se a expressão do lado direito for menor ou igual a w (para um v fixo e n grande).

A constante (j(º)/2)º nas desigualdades (3.31) e (3.33) é a melhor possível pois
para v fixo, temos

lim nifº) = (319 /2)?. (3.34)
n—0o

1/2
1Observe que para x > x9 = maati+ CnrasDi+ go) , o coefi­

ciente de u na equação diferencial

+ (1n+2a+2­2"+e)u=o,
cuja solução é

u=eel2º+1/2 p(a)(22),
2

. . ,
=aé negativo, isto é, 4n + 2a +2— 2º + ——12 < O.
x?

Como a solução u(r) tende a zero para x — oco, pelo Teorema 3.12, u(r) não se
nm1/2anula para rx > xo. Mas, (12) / , k=1,..,n, são zeros de u(r). Temos, então, o

seguinte resultado:

Teorema 3.16 O maior zero do polinômio de Laguerre LI!)(x) satisfaz à desigualdade
1/2Ml <mt+a+l+((ân+tatl)/ +20) = dn. (3.35)

Fazendo x = [n + (a + 1)/2)* é na equação (3.32), obtemos
du 1 1­0 1 a +17?de te cal OO) peso
: (a+1)Como o coeficiente de u cresce com n, para um v fixo, segue que < n +

2

é função decrescente de n.
(a) 2

O limite quando n — oo é pP ( de acordo com (3.34)).

Uma conseqiiência interessante desta propriedade (decrescer) é

n+ e tDio <v+ ED, n=v,u+l,.... (3.36)

la)
Assim, 11º) < fv + (a + 1)/2) mm (a + D/2Y Agora, usando (3.35), obtemos o

seguinte resultado:

dar2 3 4 5 6 7 unesp”. 13 14 15 16 17 18



Capítulo 3. Comportamento dos Zeros dos Polinômios Ortogonais 60

Teorema 3.17 Sejm a > —l e 12), v=1,..,n, os zeros em ordem crescente do
polinômio de Laguerre Li!)(x). Valem, então, as seguintes estimativas:

<|
(369) /2)? (a)n+(a+1/2 7 É (3.37)

,< [.+ e] 2Ww+a+l+f(W+<arlN?2+1/4— 027"?2 n+(a+1)/2

v=1,2,..,n; n=1,2,....

Em particular, para o menor zero 1), temos:
,

(319/22
n+(a+1)/2

(a + 1)(a +3)
2ntat+l

<< , n=1,2,83,...

onde jlº) são os zeros positivos da função de Bessel Ja(x).

Observação: Para v = 1, 16% pode ser calculado através da fórmula de recorrência
para os polinômios de Laguerre, isto é, 1º) = a +­l. Logo, usando (3.36), temos:

(a+1) 19) —(a+3)(at+1)18 < 1+ 2 Nentaeya — 2nt+at+l
3.3.5 O Método de Sturm e os polinômios de Hermite

As considerações correspondentes para os polinômios de Hermite são muito simples.

À equação diferencial

zZ"+(Qn+l1­xº)2=0, cuja soluçãoé z= e RH (x), (3.39)

1/2e o Teorema 3.12 fornecem o limite superior (2n + 1)? para os zeros de H, (x), pois

lim z=(7) = 0 e 2n+l­xº<O0 para x>V2n+l.
x—­—oo

Consideremos hn,1, hn,2,... OS zeros positivos de H,(r) em ordem crescente.

Tomando n > 2, 2n + 1— xº é decrescente para x > O e, portanto, pelo Teorema

3.11 temos a convexidade da sequência dos zeros do polinômio de Hermite Hr(x),

hn,o < hn < hn,2 < e),
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Capítulo 3. Comportamento dos Zeros dos Polinômios Ortogonais

onde hro = O se n é ímpar e hn = —hn,1 se n é par.
Comparando a mesma equação acima com 2" + (2n + 1)z = O, encontramos

v— 1/2
1/2hn > (2n +, 1)

(2n + 1)?

T, nº par,

Tm, níÍmpar, v=1,2,...,[n/2].

Agora, seja w um número fixo positivo, w < (2n + 1)!/? e consideremos a equação
diferencial y" + (2n +1—w Se)y =O0.

Então, comparando­a com a mesma equação (3.39), obtemos
v— 1/2

(2n +1—w2)!?
v

T, n par,
hnu <

Tm, n ímpar, v=1,2,..., [2/2],(2n +1—w2)!/?
se os membros do lado direito são menores ou iguais a w.

É

Fazendo x = (2n+1)­!/?6, a equação diferencial (3.39) mencionada acima transforma­
se em

dz
de * 1­(n+1) ºC iz=O,

z= exp(—(2n + 1) 6/2) H, ((am + 1)7P6)
é uma solução.

O coeficiente de z na equação diferencial é função crescente de n. Ássim, para v

fixo, 6ny = (2n + 1)/?hna é função decrescente de n.
Além disso, temos

Eny = (2n +1)/ hn < (dv + 1?hoy,

Enu = (2n +1)/?hny < (4 + 3)/?havi1­

v— 1/2 4v +1 n parTA, 11 Darf, To ;2n+ 1)!/2 2n + 1)!/2

(2n + 1)1/2ºT, n ímpar, n ímpar,
(2n + 1)?

EV
AVAVAY

cem 1 2 3 4 5 6 7 unesp “.. 12 13 14 15 16 17 18



Capítulo 3. Comportamento dos Zeros dos Polinômios Ortogonais

v=1,2,...,[n/2].
Para o menor zero positivo hr1, obtemos, com ha1 =27!/? e ha; = (3/2),

7/2 ( SP ) n parTA—————m, n par, TO LT , ,

hn1 > (2n +12 e hia< (2n + 1) (3.41)
2) n Ímpar, 21/2 1/2

(2n +1)V/ BA TD5) , n impar,
n >2.

Para v = 1, os limites superiores são mais precisos do que os resultantes de (3.40).
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Capítulo 4

Alguns Resultados Recentes

Neste capítulo, fazemos um estudo de três trabalhos recentes sobre desigualdades

para os zeros dos polinômios de Jacobi e Ultrasféricos, utilizando técnicas diferentes

das apresentadas no capítulo 3.

Na seção 1, fazemos um estudo sobre o artigo de Dimitrov [6] e, na seção 2, sobre

os trabalhos de Dimitrov [5] e de Elbert e Siafarikas [11].

4.1 Interpretação eletrostática dos zeros de P(*ºO!(x)

Uma das importantes razões para o interesse nos zeros dos polinômios de Jacobi,

PílNx), n > 1, é que 260), k = 1,...,n, admitem uma interpretação eletrostática
muito interessante. São pontos de equilíbrio de n cargas unitárias em (—1,1) no campo
gerado pelas cargas (a + 1)/2 em 1 e (6 +1)/2 em —1, onde as cargas se repelem
de acordo com a lei do potencial logarítmico. O campo eletrostático não é campo de

cargas pontuais, mas de retas perpendiculares ao eixo real. Esta interpretação é devida

a Stieltjes. Szego ([33], seção 6.7) provou que o equilíbrio é um ponto de mínimo da
energia.

(a
n,

Assim, qualquer resultado sobre o comportamento de x É) fornece informação
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Capítulo 4. Alguns Resultados Recentes

sobre o campo eletrostático mencionado.

No trabalho de Dimitrov [6], foi sugerido o oposto, isto é, ele aplicou os resultados

de Stieltjes e Szegó mencionados acima para obter limites para os zeros extremos do

polinômio de Jacobi.

Consideremos, então, o campo eletrostático descrito acima. Cargas (a +1)/2e

(68 + DP são distribuídas em retas perpendiculares ao eixo real e que o interceptam
emí—1 e1 respectivamente. Tomemos n cargas unitárias distribuídas em retas que
também são perpendiculares ao eixo real e passam pelos pontos x1,...,xr onde —1 <
1) <...<xTn<l. Então, a energia do campo é dada por

+ ESAat 1 T* >» logsFS (4.1)
1<4i<j<nll1+z

Então, a energia é mínima se, e somente se, a função

en LlaiKan 2 1)/2T(an,1, an) = ee = TT(1a) + agOMA TT Jeje] (42)
i=1 1<t<j<n

é máxima.

A seguir, daremos alguns resultados que serão necessários à demonstração do teo­

rema de Dimitrov sobre os zeros de P(º)(x).

Lema 4.1 Sejam x1,X2,..., Tn, nº pontos distintos e n(x) := II (x — x;). Então,
1=1

(=D)'TnºFD(x,)=(IH+1)AO(x4), l=0,1,..,n—,

onde mx.(x) := n(x)/(r — xº), k=1,..,n.

Demonstração: Para | = O, obtemos facilmente que 7'(t4) = mre(rx).
Consideremos | = 1. Temos que

7i(zx) = E).. om Estar) = 1)T—TL) EAD (x — xx)?

Usando a expansão de Taylor para n(r) temos que

im Essa) onto) ns)
IST) (z — xx)? 21

Repetindo, sucessivamente, este processo, chegamos ao resultado desejado.
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Capítulo 4. Alguns Resultados Recentes 65

Lema 4.2 Para qualquer inteiro não negativo 1, y(x) = PI*O(x) é solução da equação
diferencial

(1—2º)40+ +[8—­ a (a+6+21+2)1/0t) +nln+a+B+I1)

—ll+a+B+1)) YO =O0. (4.3)

Demonstração: O resultado é válido para | = 1 pois sabemos que y(x) = PlPNr)éa
única (a menos de fator constante) solução polinomial não nula da equação diferencial

(1­7ºY+[B­a­(a+B+2)I]y +nln+arb+l)y=0.

Assim, derivando esta equação diferencial, obtemos

(1­2) +[8­a­(a+B+4)I]y/ +Inln+a+B+1)­(a+B+2)|//=0.
Agora vamos supor o resultado válido para k < |, isto é,

(1­2?) + [B­a­(at+B+2k+2)1) 0)

+ Infntat+B+1)­k(k+a+B+1))4 =O0.
Derivando a equação diferencial acima, obtemos

(1­2) + [G­a­(a+B+2(k+1)+2)2J/M

+ n(n+a+B+1)—k(a+B+k+1)­(a+B6+2k+2)]JYPD =O0.
Logo,

(1— 2?) + [8­— a — (a + B+2(k+1)+2)2JY(+?
+ n(n+a+B+1)—(k+D(k+a+B+(k+1D+DJYM=.

Os resultados de Stieltjes e Szego estão resumidos no seguinte teorema:

Teorema 4.3 [Szego [33], Teorema 6.7.1] Sejam a > —1,0 > —1 e seja (t;),1 <
1; <1,:1=1,..,n, um sistema de valores para o qual a expressão (4.2) se torna

máxima. Então, fx;i) são os zeros do polinômio de Jacobi P(*P!(x).
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Demonstração: Sabemos que o máximo de (4.2) será obtido nos pontos onde
oT

Ba ED En) = 0, k=1,...,n ou, onde
1

+
TETLTEA TETO TERA

1 (a+lD/2 (84+1)/2
Trat r,— 1 + xx +1 ” 0. (4.4)+... +

Sejam 71, T2,..., Tr os pontos que satisfazem à equação (4.4) acima.

Tomemos o polinômio de grau n, f(x) =(z — x1)(x — x2)...(r — rn). Então, de

(4.4) e do Lema 4.1 temos

f(x) , (a+1)/2 (6+1)/2 = 0, k=1,..,n,

Observe que F(x) = (1 — x)º f(x) + [8­a— (G+a+2)x] f(x) se anula em
L1)C2, 44 Tn

'

Logo, F(x) = cte f(x).
Comparando os termos de maior grau, obtemos —n(n + a + 6+1) para o valor da

constante.

Então,

(1­2) f(1)+[68­a­(6 +a+2)A] (20) =[­n(n+a+6+1)| f(0).
Pelo Teorema 2.14, f(x) = ctePlºPN)x).
Portanto, os pontos de máximo de T(x1,­..,Tn) são os zeros de P(ºP!)(x) e, como

consequência disso, o sistema —1 < 11 <...< x, <1é único. =

Estamos, agora, em condições de demonstrar o resultado de Dimitrov.

Teorema 4.4 Sejam 20) > 1030) >... > z(&Ô) os zeros de PP (x). Então, pa­
ra todo inteiro positivo n e quaisquer reais a > —l1 e B > —l, valem as seguintes

desigualdades:

(5,9) b­aº—­ /Bín,a,6)
TV 7 D>

nm 4nín+atBO+1)+(at+O)(a+0+2)
(4.6)
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2) < 8º ­aº +, /B(n,a,6)
4n(n+at+B+1)+(at+B)(a+B+2)'

(9º = a) +[Anfn+at+B+1)+(a+B)(a+B+2)]
x [4n(n +a+B+1)+2(a+B+2)­(6— ay]. (4.8)

Demonstração: Consideremos a função T'(r1,..., Tn) dada em (4.2) no simplex E, onde

s=(­l1<r1<. <<).

Observe que

Tn) = [0220 TM (jo)?
i=1 L<St<j<n

T(T1, « Tk­1) Tk+1, e, Tn)(1 = xe) + ES a E | (rx = xi)?
1£k

T(L1) 4 Tk1, DRI, Tn)(l1 0x) + xx.) Fni(xs),

onde a função T(X1,..., Tk­1) Tk+13­+4 Tm) = T(T x.) não depende de 0,7.
Derivando a última identidade e usando o Lema 4.1, obtemos

= ra Veda [== + eye
= T(EVr)(1—x74)º(1+ 7.)Ti(oa) (a— 1)(1 + ze)mTE(TX)

+(6+1)(1— ze)me(Ex) + (1— x.)(1 + xx)2Th(T))

T(&Vee)(1— xn)º(1 + ze) mi(ox) (4.9)

x (201 — si)n4(k) + [8 a — (a + 8 +2)z]me(zx))
T(ENVre)(1= x1)º(1 + x.) (0x)

xÁ0 = 7 (75) +[8­ a (a+B+2)2]7(01))

[1 = s1)º(1+ zoênilor))
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x [201 — zt)mí(ze) +[8— a — (a+ B+2)adTe(z6))
+(1 = x1)º(1 + ze)óTmi(os) x da 120 — aTh(zs)
+[0—­ a (a+B+2)r)Ti(Tx))

22 [0 — te)º(1+ ze)Ti(ox)|
x (2(1 — z2)ní(se) +[8—­ a — (a+ B+2)e)TA(24))
+(1= x5)º(14+ 21) Ti(tr) (4.10)

x (2(1—zi)nri(r.)+[O­a­(a+B0+6)xt]nTLI(Ts)
—(a + B+2)m(x1x))

1 [1 =x)*(1+ z)êmilos)]
x ((1=sB7(0) +[8­ a (a+8+2)en]7(04))
+(1 = x5)º(1 + xe)7'(4)

x fa — 229) TEMER)27"(xx) n"(xx)+[86­ala+ 8 +6)e] —
.JT(Tx)).

A função T? é positiva em & e se anula na fronteira de =. Além disso, o valor

máximo é obtido em um ponto interior de =. Isto quer dizer que o máximo é local.

Como o máximo de Tº? é local e único, pelo Teorema 4.3, temos que as deriva­

das parciais 9ºT* /Ôx? são negativas para k = 1,...,n, somente no ponto extremo

(xP), .. " (00) ). Seja F(rx) dada por

F(x,) = nT'(xx) (30 — xi)n" (x) + 7 [8­a­(a+B+6)xrr)n"(xx)
—(a + B+2)7'(xrx)).

Como, para x; = 2100), k=1,..,n,

17 (Z Ve.) >O

(1­xt)N"(z) +[6­a­(at+B+2)7]7'(74)=O,

AAA
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temos F(xrx) < O.

Para simplificar F(rx), usamos (4.3) respectivamente para | = 1 e | = 0 e obtemos:

6F(xx) n'(rx) (l(a+0—2)r+a­ Bl" (xx)

— [4n(n +a + B+1) +2(a+6+2)7'(xx)])

ED) (la+6­Derta­AMlla+b+Dei+a­d
—[4n(n +a+B+1)+2a+B+2)|(1­3).

Logo, para rx = z(0P) ek=1l,..,n,

l(a + B—2)1, +a— Bll(a+B+2)23r+a­6]
—[4n(n +a+B+1)+2x+B+2))(1­1) <O.

Resolvendo esta inequação do segundo grau e lembrando que (oo) < fo), che
gamos ao resultado desejado. ­ =

Como aplicação desses resultados, limites para os zeros de outros polinômios clás­

sicos podem ser obtidos.

E o que veremos a seguir.

4.1.1. Limites para os maiores zeros dos Polinômios Ultrasfé­

ricos, de Laguerre e de Hermite

O)Seja 7] o maior zero do polinômio ultrasférico P()(x). Recentemente, três resul­
tados sobre limites superiores para zo foram obtidos. Elbert e Laforgia [8] ( Teorema
1 (11)), provaram que

(3) nº +2An
>Tn <VE para A >O

e Ifantis e Siafarikas [19] provaram a desigualdade

(O) nº +2An—nTrVa, para A>1/2.

EV
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”“.. 12 13 14 15 16 17 18



Capítulo 4. Alguns Resultados Recentes

Fóster e Petras [13] chegaram ao limite superior

nº +2An— A — 1/2
nº +2An+ Aº — 1/42 < V , para A >­—1/2. (4.11)

Substituindo a = À = A — 1/2 em (4.7), Dimitrov, neste mesmo trabalho, obteve

nº +2An+ A +1/2
nº +2An+ 12 — 1/4 para A>­—l/2, (4.12)

e, como consequência, limites para os zeros extremos dos polinômios de Laguerre e

Hermite.

Corolário 4.1 Seja hr1 o maior zero do polinômio de Hermite Hrn(x). Então

hn1 <VIn —[. (4.13)

Demonstração: Multiplicando (4.11) por 1/2 e fazendo À — co, obtemos, do Teorema
2.16, o resultado desejado. =

Corolário 4.2 Sejam, respectivamente, 16) e 1) o menor e o maior zeros do po­
linômio de Laguerre Li!)(x). Então, para qualquer a > —1, valem as seguintes desi­
gqualdades:

Ú) >2n+a+l1—­/(nt+atl!2+1­ ol (4.14)

 <mnt+atl+ /Int+atll+1­o. (415)

Demonstração: Seja A(n,a,6) definida por

A(n,a, 8) = 4n(n+a+B+1)+(a+B)(a+B+2)+AºO.

Então, as desigualdades (4.6) e (4.7) referentes aos zeros dos polinômios de Jacobi,
se tornam, respectivamente,

1 z(a,6) < Aín,a, À) + V B(n,a, 6) (4.16)
! 4nín +a+B+1)+(a+B)(a+B+2)
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A(n,a,6) — /B(n,a,6)
(4.17)4nín+at+B+1)+(at+O)(a+B+2)

onde B(n,a,6) é dada por (4.8).

Como A(n,a,6) = 2[(ntat+1) +2n(n+tatl)+a?+a]l e B(n,a,B) é um

1­—­ (00) >

polinômio quadrático em À com coeficiente de maior grau 4/[(2n +a+1)º +1—­ a],

então as relações (4.16) e (2.61) implicam em (4.15), pois

= lim 8a — (6) < lim Ê Almah) + Bin oo)
— 8302 nm = g30 24n(n+at+B+1)+(a+B)(a+B+2)

n+atl+/(ntatl+l1­ol

Do mesmo modo, (4.17) e (2.62) fornecem (4.14).

4.2 Propriedades de monotonicidade dos zeros dos
Polinômios Ultrasféricos

Nesta seção, usaremos o Teorema de Markov para demonstrar alguns resultados
(3)sobre a monotonicidade de f(A)x,; e, a partir deles, obter alguns limites para os zeros

O), k =1,...,n, dos polinômios ultrasféricos Px).

4.2.1. Resultados preliminares

Apresentaremos, aqui, os pré ­requisitos que serão de grande utilidade nas demons­

trações dos principais resultados referentes à monotonicidade dos zeros dos polinômios
ultrasféricos.

Lema 4.5 Seja q(x) um polinômio de grau n > 3 com zeros reais e distintos. Suponha

que q(x) é um polinômio par (ímpar) se n for par (ímpar). Então, todo zero positivo
de q'(x) é uma função crescente de qualquer zero positivo de q(x).
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Demonstração: Seja n par. Suponhamos, sem perda de generalidade, que g(r) é um

polinômio mônico. Como gq(x) é um polinômio par e tem somente zeros reais, então

qg(r) =(7º —x1)..(1º 0212), O<sn2<.. <a.

Suponhamos que É = r7, para algum m, 1 < k <n/2. Então,

Daí, o polinômio q'(x)2xr(x)+(xº— Eºr'(x)) é um polinômio ímpar e, pelo Teorema
de Rolle, possui n/2—1 zeros positivos n;, 141 <n; <x;,j=1,...,(n/2—1). Seja num
desses zeros, 1 = nm. Afirmamos que n é uma função crescente de 6. Para demonstrar

isso, consideremos q.(x) := (x? — (€ + €)º)r(x), para algum e positivo. Como g'(n) = O
segue que

1 2nrm.r(n) = me) (4.18)

Por outro lado, g/(n) = 2nr(n) + [7º — (€ + e)º] '(n). Usando (4.18), obtemos

qu(n) = 29 [(E + )º — E] rin)/(7º — O).
Além disso,

sinal [94(n)] = sinal [r(n)/(7º — €9)].
Vemos que se 7 > £, então, por (??)

sinal [r(1n)] = sinal [9(n7)]

e, sen < É, então

—sinal [r(n)] = sinal [g(n)].

Mas, sinal [g(n)] = (—1)"* pois q(x) é mônico e tm+41 <N=nNm <Tm. Assim,

sina! [9!(n)] = sinal [9(9)] = (—1)”. (4.19)

Sejam r;(e),t = 1,...,n/2 os zeros positivos de g.(r). Pelo teorema de Rolle, q!'(x)

tem exatamente um zero n(e) E (rm4+1(6), Tm(6)).
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Por outro lado, sinal [/(tm+1(6))] = (—1)" esinal [4/(tm(e))) = (—1)"*+!, pois q.(x)
é um polinômio mônico.

Portanto, de (4.19), q(n.) e qd!(tm4+1(6)) têm o mesmo sinal. Lembrando que

q9e(n7:) = 0, n(e) > n.

À prova para n impar é similar.

Como consequência imediata deste teorema temos o seguinte resultado:

Corolário 4.3 Seja q(x) um polinômio de graun > 3 com zeros reais e distintos.

Suponha que q(x) é um polinómio par (ímpar) se nº for par (ímpar). Então, todo zero
positivo de q (x),0 <v<n—­léuma função crescente para qualquer zero positivo
de q(x).

Lema 4.6 Seja w(x) uma função peso positiva e contínua no intervalo (a,b). Denote­
mos por fPrn(x;6)) os polinômios ortogonais com FTelação à função w(x) no intervalo
(a,0),a<B<b. Então, os zeros de P.,(x;P) são funções crescentes de 6.

Demonstração: Sejam (), ..., (O) os zeros de Pr(x; 8). Então, satisfazem às seguintes
equações

6 P2(x;

pois, pelo Teorema 2.2,

6 P2(5;0) 9 Pa(a;6)E tu(z)da = | Pn(r; 0)>—w(x)de=0, à/ x — 2 (e) a Ea) ­
Derivando a k­ésima equação com relação à (, obtemos:

i£k r—x;')(&— x)

(ES o) (9) + o(a EE— ——e (w(x)de | (17º) +Â(B)— = 0.h GG CTA (2) Pig=20)
Devido à ortogonalidade, todas as integrais da soma acima se anulam. Portanto,

w(6) P2(0; 8)
— (9)(2) = gg — >,— [9 Pião)f Eno
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isto é, os zeros de Pr (x; (3) são funções crescentes de À.

Definição 4.1 Uma seqiência de nascimento e morte Qrn(r;7T) é definida por:

Qo(rt;17) = |,

Qr(z;7t) = [66 +46 — a) /06,

onde b() > 0,d, > Oparan>DOe al) > O. Os coeficientes DM) e d) são chamados
coeficientes do processo de nascimento e morte.

(Para mais detalhes, ver, por exemplo, Karlin e McGregor [22].)

Se os coeficientes do processo de nascimento e morte, (06) e (a), são funções
crescentes (decrescentes) de 7, aplicando o Teorema de Perron­Frobenius para (—1)”
Qn(r;7), provamos que o maior zero de Q,(r;7T) é uma função crescente (decrescente)
de 7.

Observe que fazendo Qr(r;1) = (—1)"Qn(r;17) em =1,2,...,n, da relação de
recorrência (4.20), obtemos o sistema linear

( Dolar) | ( Botas)
Qua; ) Qu(r;7)
Qa(x;7) Q2a(x;7)

Qn1(z;7)
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onde A(r) é a matriz tridiagonal

(4a 30 0 0

am aP4adO 6 o
0 a 4d

o a, BAR, +ad,n

Se O, j=1l,..,n, for um zero de Qn(xr;7) então, 26Déé um auto valor de A(r).
Ássim, se (0) e fa), são funções crescentes (decrescentes) de 7, temos que

A(r +1) — A(r) é positiva (negativa).

Logo, o maior zero de Qn(r;7) é uma função crescente (decrescente) de 7.
>

Denotemos por 9) e hM) os polinômios hipergeométricos de grau n

gx) :=23 F(=n,n + X;1/2;2)

A(x) =23 F(=n,n + 2 +1;3/22).

De (2.48), sabemos que PI (212) e 7/2 PA  (21/2) são múltiplos de gx) e
h(x), respectivamente. Cálculos simples mostram que, para n £Ê£tm,

ff PRN PEN! 21 — a)UW24W247 — fz2172O)91 = 2) ºdy =0
o o

e

1 1Bs;Pp) (x?PD,1(z1)Z(1 — 1) H217HWP dz — " se ROnR — x) Vºdz =.an+I(
o

Assim, g(x) e AO(x),n = O0,1,... são sequências de polinômios ortogonais em
(0,1) com relação às funções peso we(x) = x7!P(1— x)? eu, (1) = zVP(1— 2),
respectivamente.
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Outra conseqiiência é que os zeros de 9)(x) são (x?)1)? e os zeros de h((x) são
(Sa,x), k=1,.

De (1.10) e (11) obtemos as seguintes relações de recorrência para g)(x) e hO(x):
96 (x) 1

1—­2(A+1)r
(2n +1)(n +) OM (x) 4nº HF4An+ Al

2(2n + A)(2n TA T1)IIO! “on +A=DN(n+aATL)”
n(in+24­1) o >

1

1 —2(A +2)x/3

2(2n + A+1)(2n +A+2) 22n FA)(2MHA TI)
n(2n +22 — 1) (O) >2.2(2n + A)(2n + A + he), n22

hi (0)hr (2)­

Portanto, pela definição 4.1, fo (a)) e (Rh (a)) são sequências de nascimento e
morte.

4.2.2 Resultados principais

Em [20], M.E.Ismail formulou uma conjectura que chamaremos Conjectura de

Ismail­Lettessier­Askey (ILA) e que apresentamos a seguir:

Conjectura 4.1 (ILA) Sejan>2e1<k<[n/2]. Então, a função (A +1)P?x
é uma função crescente de A, para À > —1/2.

Esta conjectura se baseia nos seguintes fatos:

e Quando n = 2, 5) = 1/,/2(4 +1) e, quando n = 3, 29) = ,/3/2(4 + 2), de onde
segue a Conjectura ILA.
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e O seguinte resultado de Ahmed­Muldoon­Spliger implica que a Conjectura ILA é
válida para —1/2 <24<3/2en>3:

Teorema 4.7 Paran > 2, denotemos por 20) o k­ésimo zero de PO(x), em ordem
decrescente. Então, para k = 1,...,[n/2],

[2nº +1+2X2n +1)) 20)
é função crescente de A, —1/2 <A <3/2.

e Em [19], E.Ifantis e Siafarikas provaram a Conjectura­ILA para o maior zero positivo
o)Tr) usando uma técnica de análise funcional.

Recentemente, Dimitrov [5] provou a Conjectura 4.1 para todos os zeros positivos 0)
para À € (—1/2,9/2] e, também, para À € (—1/2,3/2 +v) en > 14 (vº +3v+
3/2)!/2, vE IN. É o que veremos a seguir.

Teorema 4.8 Seja v um inteiro não­negativo. Então, para qualquer n > 1 + (vº +

30 +3/2)/? ek 1<k<[n/2), os produtos (À + 1)!220) são funções crescentes de À
para —1/2 < A<3/2+v.

Demonstração: À prova será feita por indução sobre v.

(1) Para vu = O, a afirmação segue do Teorema 4.7, lembrando que ele afirma que se
n > 2, então

1/2[2 + (27º + 1)/(4n +2)]P s0)
cresce com À para —1/2 < à < 3/2. Como (2nº + 1)/(4n + 2) > 1 para n > (3/2)/?,
então o Teorema é verdadeiro para v = O.

(i1) Agora, seja v qualquer inteiro positivo fixo e consideremos a afirmação válida

para v' <v.

(111) Mostremos que ela também vale para v.

Temos que n > 14+(v?º+3vu+3/2)!/2 > 14+[(v — 1)º +3(v = 1) + 3/2)"/? . Então, pela
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hipótese de indução, as funções (À + 1)220) crescem com À para —1/2 < A <v+1/2.
Falta mostrar que elas crescem para À € (uv + 1/2,v + 3/2]. O resultado de Ah­

med, Muldoon e Spigler mencionado é equivalente ao fato de que os zeros positivos

de PÍM (l(u + (2Nº + 1)/(4N + 2))0/? x) crescem para uy E [—1/2,3/2]. Fazendo
u=A—­v,N=n+v, chegamos que os zeros positivos de

—.
1/2po” (=> + (2n + 0) +1)/(4n + 4v+2)] z) (4.22)

são funções crescentes de À se À E (v + 1/2,v + 3/2).

Mas, sabemos que (PO(x))! = 2)PO(1) e (P())O = e(n,A,v) PCT),
onde c(n, A, vu) são constantes não­nulas.

Assim,
—1/2dx” (eo [5 4n +4v + 2 7

NM 2 ­1/2= e1(n,A,v) PO) [É —v+o) a : (4.23)
4n + 4v +2

Observe quePA” (na —v+(2(n+v)2+1)/(4n +40 +2))7? x) é um polinômio
par (ímpar) em r se n+v é par (ímpar). Assim, segue do Corolário 4.3, que qual­

quer zero positivo de (P,PO (na — v+2(n+v)2+1)/(4n +40 +2))7/? 2) éé uma
função crescente de qualquer zero positivo de

po) 2 —1/2Prao [A => (2(n +v) +1)/(4n +40 +2)] x).
Mas,

PIO (A = v + (2(n +)? +1)/(4n +40 +2)) Po)

= e1(n, 1,0) PO) (h —v+(2(n+v))+1)/(4n +4o + 2) 0) :
—1/2Logo, todo zero positivo de P(*) (na — v + (2(n +v)º + 1)/(4n + 40 + 2)]

ce com À para À E (vu + 1/2,u + 3/2].
x) Ccres­

Isto quer dizer que os produtos

[9 = v+(2n +09) +1)/(An +40 +2)] O 20)
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são funções crescentes de À para À € (v + 1/2,u + 3/2].
Agora,

n>1+(vº+301+3/2)/?& 24 v+[2(n+v)º +1]/(An+4v+2) > A+.
Assim, obtemos o resultado desejado, pois

V/A =v+[2(n+v)2+1]/(An+4o+2)>VAFTL
Daí,

/4—v+[2(n+v)2+1]/(4n +4o +2)20) > VA FIO) > VA + Iz0FD.

Logo,

(A +1)=v+[2(n+v)2+1]/(4n + 4o + 2)20FO

> /2=v7+[B(n+0)2+1)/(An +40 +2)20) > VA AT IzO).

Corolário 4.4 Sen >2e1<k<[n/2], então (A+ 1)!º220) é uma função crescente
de À para —1/2 < 2 <9/2.

Teorema 4.9 Seja à > 1/2. Então, para quaisquer n e k,

(24 — 1/2)/20)

é uma função crescente de ).

Demonstração: Note que (À — 1/2)/220 cresce se, e somente se, (À — 1/2) (al)
2cresce. Vamos mostrar que (A — 1/2) (20) k=1,...,n/2 são funções crescentes de

A em [1/2,00). Esses produtos são os zeros de s& (x) := gO(x/(A4 — 1/2)), onde 90) é
o polinômio hipergeométrico definido anteriormente.

Vemos que (st) são ortogonais em (0, A — 1/2) com relação à função peso
welx; À) = 27V/?2(4 — 1/2— 2)?
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Sejam 1/2 < A1 < À2 e (sn) polinômios ortogonais em (0, A) — 1/2) com relação à
restrição we(x; A2) no intervalo (0, A;1 — 1/2).

(ds) ;
kDenotemos por E1*”,i = 1,2, o k­ésimo zero de s(A) e por é o k­ésimo zero de sa.

Devemos provar que ED) < Ea). Para isto, mostremos que FS <étebk< Ea),
A primeira desigualdade segue imediatamente do Teorema de Markov (Teorema 3.5) e

do fato de que

Fa fo)
Eu welx;A) = EX (A —1/2)In (A—1/2—x)]

x=1/2
in 1/27) +,

é uma função crescente de r para x E (0,2). À desigualdade 64 < E) é uma con­
sequência do Lema 4.6.

2Para n impar, a prova de que (4 — 1/2) E cresce com à é similar. —.

A função (4—1/2)!/? não é extrema. Ela é uma função que faz com que os produtos
(4.24) cresçam em [1/2,00o).

O próximo teorema se refere ao comportamento monotônico do maior zero de P(*).

Teorema 4.10 Seja À > —1/2. Então,

1/220)(1) para qualquer nº par fizo, (A+1)ºxx] é uma função crescente de À.
(11) para qualquer n ímpar fizo, n > 3,(A + 2)!220) é uma função crescente de ).

Demonstração: Primeiramente, consideremos n par. Pelo Teorema 4.9, devemos provar
E)

A+l
—1/2. De (4.21), obtemos, facilmente, que
que o maior zero de GO) (x) := 90) ( ) é uma função crescente de À para À >

1

1­2

GO) = BOGOA,(2)— (BM + DO)GO(1) + DIGO (a),
onde os coeficientes BM) e DI) são dados por:

(2n +1)(n +)
2(2n + A)(2n + A — 1)BM =(2+1)
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n(2n +2A—1)M­
|Di = O FUI EEN TA DD (4.26)

Portanto, (GO) são sequências polinomiais de nascimento e morte.
Pelo Teorema 1.3 o crescimento do coeficiente do processo de nascimento e morte

é conseqiiência do crescimento do maior zero de GO (x).
De (4.25) obtemos que

(n+1/2)(2n + A)2(2n +23 +1)? (BO)
(n + 22º + 1)(2n + M)(2n + A +1) = (A+1)(n + A)(4n +2A +1)

n [34º + 2(4n + 1)A +4nº +2n +1].

Assim, (BO) > O para à > O. À expressão entre colchetes pode ser reescrita da
forma 4nº + 2(44 + 1)n +3X4º +24 +1. Seu discriminante é igual a 424º — 3. Logo, a
expressão é positiva para |A| < 3/2. Assim, (80) > O para À > —1/2.

Derivando (4.26) temos

2n!(2n + A)2(2n + à — 1)º (DO))'
(2n + A)(2n + A — 1)(2n H4A + 1) — (A +1)(2n +24 — 1)(4n +22 — 1)

(2n — 1) [89º + 2(4n = 1)) +41? = 2n +1).

Assim, temos também (DO) > O para à > O. O discriminante da expressão entre
colchetes, 4nº + 2(44 — 1)n +32? — 24 + 1, é novamente igual a 44º —3 e (DO) >O
para À > —1/2.

Quando n é ímpar, temos que mostrar que o maior zero de H)(x) := h) ( ­ )n A+2
cresce com À para À > —1/2. De (4.21) é fácil mostrar que (AÇO) são sequências
polinomiais de nascimento e morte com coeficientes de nascimento e morte definidos

por
(2n +3)(n+A+1)

(2n + A +1)(2n+ A +2)BI =(1+2)7

n(2n +22 —1)
An TA)(2RN +ATI)'DO =(4+2)
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Desde que

(n +3/2)'(2n+A+1)º(2n+21+2)º (BO) =n[3(4+1)º +2(4n +1)(A+1)

+4nº +2n+I|,

então (BD) > O para À > —1.
Mas,

2n7'(2n + A)º(2n + A + 1)º DL(A) = (6h — 1)1º +4(4nº +1)) + 8nº + 10n + 2 :=r(D).

Observe que r(À) atinge seu mínimo para Ao < —1/2 e é positivo para À > O.

Temos que r(—1/2) = 2n(4nº — 2n + 5) +(6n — 1)/4 > O para n > O. Assim, r(4) > O
para À > —1/2. Portanto, DO) é função crescente para A, À > —1/2. mm

Observemos que a função f(A) = (à + 2)!/? é extrema em (ii) pois
131 = [2(A4 + 2)/317!. O Teorema 4.10 vale não somente para os maiores zeros de
PO), mas para todos os zeros positivos.

A seguir, apresentaremos alguns resultados que serão de grande utilidade para a

demonstração de um teorema recente de AÀ.Elbert e P.D.Siafarikas [11]. Este teorema

é um resultado muito importante, pois nele os autores provam a Conjectura­ILA.

Consideremos a fórmula de Richardson (para detalhes, ver Elbert & Muldoon [10]).

Seja U(t) = U(A,t) solução de

PU)
qe RO OU(N) = 0,

com a condição inicial U(0) = O ou (200 = O,
t=0

Se c(A) é uma raiz da equação U(t, A) = O, então c(X) é uma função diferenciável e

EE) Ee = ­ fO AR 26 1) dt, (4.27)aa

com À ROD continua em [0,c(A)]. Esta fórmula foi encontrada por Richardson no
OA

caso em que U(0) = O.
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Sabemos, de (2.49), que os polinômios ultrasféricos, Px), satisfazem à equação
diferencial de segunda ordem

(1— xº)/" —­ (24 +1D)zIy +nín+2A)y=0

e que os polinômios (P!(x))X., são ortogonais no intervalo [—1,1] com relação à
função peso (1 — x2)º­3, isto é,

1f (1— 2º) 7 PO (x) PO (x) dr =0, senÉém.
—1

Por outro lado, pela relação de simetria P,(—x) = (—1)" Pn(r), temos que P,(0)P! (0) =

A função u(x) = (1 — xº)9/2+1/APO)(7) satisfaz à equação diferencial de Sturm­
Liouville (ver Elbert & Muldoon [10])

d?u(x)
2 Q(A t)u(zs) =,

20,2) = Ti + à "o—
2Fazendo t = f(A)r, onde f(M) = [A +o, a função U(t) = U(f(M)x) =

u(x) satisfaz à equação diferencial de Richardson

dPU(t)
a + RONU(R)=O,

R(2,t) = [f(3)]|ºQ(0,t/FO).
2nº +1

Substituindo tº = 7 e fº(A) = Á(A) = A+ re temos

S(1,2(X1),7) = R(1,t) = o 2 ENTAO +7/4
Como U(0)U'(0) = O, podemos aplicar a fórmula de Richardson (4.27). Calculando

a derivada Es,(A),1), obtemos:
(E(A) — 1): ESQ, Ç(A),17) = Ar + Br + C, (4.28)
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Capítulo 4. Alguns Resultados Recentes

onde

2(n +),

—(4n +24 +1)6(A) HA? = A 14+(n+A),

C (2n+ 1)9º (A) + Dº — A — 1/2 — (n + A)ºI6(D).

Pela definição de (A) temos C = 0. Seja 16 = —B/A. Então, 1º > (3) se à E (—i, 2]
e 0 <1o <v(X)se à > 3. Daí,

|

<0 para O0O<T7<ç(A), se 1 E (—2, 2],
dS(A,6 (A), 7)

da <O0 para 0O<T7T<7n, sed> à (4.29)

>0 para ní<T<Ç(A), sei>.

Seja c(4) = fa) aC) um zero positivo de U(A,t) = 0. Assim, por (4.27), o sinal de
de(A)/dA é determinado pela integral

d(c) = ffASA20 Dat, 0<c<fO). (4.30)
dA

De (4.29), esta integral é sempre positiva se À € (—3, 3] pois o integrando é nega­
tivo. Este fato foi explorado em Elbert & Laforgia [7]. Observemos que esta integral

também é positiva para À > 2. Por (4.29), a função $(c) cresce com c para 0 < c < /no
e D(c) alcança seu máximo quando c = /no. Então, O(c) é decrescente no intervalo
(VTo, /P(A)). Mas, para c = /€(X), O(c) = 0. Temos, então, o seguinte resultado
(demonstrado no lema 4.12 abaixo):

Lema 4.11 AÀ função D(c) definida em (4.30) é positiva para O < c < /Ç(A) e D(O0) =

S(/2(3)) = 0.

Vamos mostrar, agora, o seguinte resultado:

Lema 4.12 Para À > 3
sf) dS(A,eÉ(A),

2

o dA

A
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Demonstração: Usando os valores de A e B dados em (4.28), temos que

Ap(MN)º + Br? = (MN) An +M)(1 = 22) = (A =1)(1=2)]
+/2(2+32) (1­3) — [((n +39)? +12 2­1] (1­2)

Por (2.50), a integral em (4.31) é dada por

fdsa = 29H (PO(a))' de1­2)
= (e)i2n +) = (224=1)0]

+/2(2+3) (1­3) ho [n+92+X22­1] n).
Mas, por (2.54) e (2.55) temos que esta integral é nula. Assim, chegamos ao

resultado desejado. | =

Os lemas 4.11 e 4.12 implicam no resultado de Elbert e Siafarikas que demonstra

a Conjectura ILA. ?

) z
n,k eEta LLTeorema 4.13 Sejan >3 el <k<[n/2]. Então, a função h + Im?

uma função crescente de À para À > —1 /2.

Sabemos que (A + a)/(A4 + b) é uma função crescente de Asea <beA+b>O.

Assim, este teorema implica na Conjectura ILA porque (27º +1)/(4n+2) > 1
para n > 3.

Por (2.63) temos, para os polinômios ultrasféricos, que
9 2 1 1/2nº + | (3) = hnkelim |à.. | tanteÀ—oo

Combinando este limite com a monotonicidade estabelecida no teorema anterior,

temos o seguinte resultado:

Corolário 4.5 Para os zeros positivos O)) do polinômio ultrasférico PN (x), tem­se
a seguinte desigualdade:

on? +17? 1D+ e. para AD TZ k=1,2,...
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Considerações Finais

Embora os limites obtidos no Teorema 4.4 e Corolários 4.1 e 4.2 não sejam exatos,

eles são os melhores limites conhecidos. Experimentos numéricos mostram que o melhor

limite conhecido para os zeros extremos dos polinômios de Jacobi foram obtidos por

Ismail e Li [21] e o melhor limite superior para o maior zero do polinômio de Laguerre é

dado em Szegõô [33], Teorema 6.32. À desigualdade 4.13 é melhor do que a desigualdade
hn1 < V2n, que foi obtida recentemente por Ifantis e Siafarikas [19].

Embora a estimativa (4.12) seja mais fraca do que (4.11), sua vantagem é que ela é
(a,6)uma consequência imediata de uma estimativa para x,7 ', enquanto todos os resultados

anteriores valem especificamente para os maiores zeros dos polinômios Ultrasféricos.

As propriedades de monotonicidade dos zeros dos polinômios ortogonais são temas

de muitos artigos recentes. Somente este assunto já seria o bastante para a elaboração

de uma outra dissertação de mestrado. Acreditamos ser este um campo de pesquisa

muito promissor.
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