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RESUMO 

Neste trabalho, o modelo matemático do problema de fluxo de potência ótimo básico não 

linear é analisado e manipulado algebricamente para obter um modelo de programação 

convexa, do tipo cônico de segunda ordem. O conceito de envelopes convexos é 

apresentado para tratar a não linearidade e não convexidade da restrição trigonométrica 

inversa que surge ao escrever o modelo de FPO como um modelo cônico. Aplicando duas 

proposições apresentadas neste trabalho a restrição trigonométrica é resolvida em um 

pré-processamento por um solver de otimalidade local, neste caso o KNITRO, que 

enumera todas as possibilidades dos pontos de KKT para obter os envelopes convexos e 

tornar o modelo de FPO totalmente convexo. O modelo é implementado no AMPL e é 

resolvido com solvers de otimalidade global com sistemas testes da literatura, nesta tese 

usam-se os sistemas testes IEEE 14, 30, 57 e 118 barras. Os resultados obtidos são 

validados comparando-os com resultados fornecidos pelo Matpower, que é um simulador 

para FPO. Como contribuição desta tese, o modelo convexo de FPO obtido é utilizado 

como exemplo de aplicações no problema de despacho ótimo de potência ativa e reativa, 

considerando competições via programação binível. São apresentados dois modelos 

biníveis e dois modelos uníveis. O modelo iterativo convexo utiliza-se do modelo proposto 

de FPO convexo e as não linearidades são convexificadas fazendo uso dos envelopes de 

McCormick. O conceito de dualidade forte é empregado afim de obter um modelo unível 

convexo. Os modelos biníveis e uníveis são implementados em AMPL e resolvidos 

utilizando solvers de otimalidade local e global, utilizando os mesmos sistemas testes 

IEEE do modelo cônico e ainda acrescentando mais dois sistemas testes, um de 2 barras 

e outro de 8 barras. Os principais resultados obtidos com os quatro modelos de despacho 

ótimo de potência ativa e reativa propostos são apresentados e discutidos. 

Palavras-chave  – Programação convexa. Fluxo de potência ótimo. Envelopes de 

McCormick. Programação binível. Dualidade.   



 
 

 

ABSTRACT 

In this work, the basic nonlinear mathematical model for the optimal power flow (OPF) 

problem is analyzed and manipulated algebraically in order to obtain a second-order 

conic convex programming model. The concept of convex envelopes is presented to deal 

with the nonlinearity and nonconvexity of the inverse trigonometric constraint that arises 

when transforming the nonconvex OPF model into an equivalent conic model. By 

applying two propositions presented in this work, the trigonometric constraint is solved 

in a pre-processing stage by a local optimization solver, in this case, the KNITRO solver, 

which considers all the possibilities of the KKT points to obtain the convex envelopes 

and find a completely convex OPF model, is used. The model is implemented in AMPL 

and is solved via global optimization solvers while to show the effectiveness of the model 

several IEEE systems such as the IEEE 14-, 30-, 57-, and 118-bus systems are used. The 

obtained results are validated by comparing them with the results provided by 

Matpower, which is an OPF solver. As a contribution of this thesis, the obtained convex 

OPF model is used as an application in the active and reactive optimal power dispatch 

problem, considering competition via bilevel programming. Two bilevel models and two 

single-level models are presented. The convex iterative model uses the proposed convex 

OPF model, and the nonlinearities are convexified using McCormick envelopes. The 

concept of strong duality is employed to obtain a single-level convex model. The bilevel 

and the single-level models are implemented in AMPL and solved using local and global 

optimization solvers for the 2-bus system, 8-bus system, and the aforementioned IEEE 

test systems. The main results obtained with the four proposed models for active and 

reactive optimal power dispatch are presented and discussed. 

Keywords – Convex programming. Optimal power flow. McCormick envelopes. Bilevel 

programming. Duality. 
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1 INTRODUÇÃO 

1.1 CONTEXTUALIZAÇÃO E MOTIVAÇÃO 

Uma das maiores conquistas da engenharia do século 20 segundo a “The National 

Academy of Engineering” seria a expansão generalizada do uso da eletricidade. A 

sociedade moderna é tão dependente da energia elétrica, de tal forma que qualquer tipo 

de interrupção do fornecimento de energia é extremamente oneroso social e 

economicamente. As incertezas no sistema elétrico de potência (SEP) devido ao 

comportamento incerto da demanda, incertezas nos parâmetros do sistema e interrupções 

inesperadas da geração, podem ocasionar a perda da margem de estabilidade e resultar 

em descontrole operacional, provocando um colapso de tensão em grande escala no 

sistema. Além da confiabilidade, a operação econômica do SEP é uma das maiores 

preocupações dos engenheiros. A operação otimizada do sistema para reduzir custos de 

operação deve ser acompanhada da análise de restrições de segurança.  

Neste contexto, as melhorias da confiabilidade e eficiência operacional do SEP, 

são objetivos que devem ser buscados tanto em termos de pesquisas, como pelos 
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procedimentos de operação da rede. Assegurar a confiabilidade do SEP, otimização dos 

custos de geração e operação, bem como a prevenção contra “blackouts” requer ações 

adequadas de operação da rede para suprir a demanda exigida pelos consumidores, 

obedecendo as limitações físicas e restrições operacionais relacionadas à qualidade do 

produto e confiabilidade do sistema. A operação da rede exige capacidade de reserva de 

energia para contemplar condições de operações sob contingências que necessitam de uma 

operação segura do SEP para manter a confiabilidade. 

As pesquisas sobre solução e formulação do problema de fluxo de potência ótimo  

iniciaram-se nos anos de 1920, com a proposta da ferramenta de despacho econômico 

(DE), que foi desenvolvida para tratar o problema da alocação econômica da geração, ou 

como dividir corretamente as cargas entre as unidades geradoras disponíveis (HAPP, 

1977). O termo FPO, de modo geral, refere-se à otimização de um estado do sistema 

como o caso base Carpentier (1962), e o fluxo de potência ótimo com restrição de 

segurança (FPORS) está relacionado a um processo de otimização de um estado do 

sistema sujeito a um conjunto adicional de restrições de segurança, ou seja, restrições de 

contingências, assim o FPO é um caso especial de FPORS (ALSAC; STOTT, 1974). 

Nos problemas de FPO determinísticos, as variáveis que representam o estado do 

sistema, referentes às magnitudes de tensões e ângulos nas barras são contínuas e as 

variáveis que representam os “taps” de transformadores defasadores e dos 

transformadores com regulação de tensão, bancos de capacitores e de reatores, topologia 

da rede, etc. são de natureza discreta, o que caracteriza o FPO como um problema real 

de grande porte não-linear inteiro misto (PNLIM) não convexo. Desta forma, o problema 

de FPO por ser um problema de otimização de grande porte e não convexo apresenta 

muitos desafios, devido às limitações em métodos de programações matemáticas e solvers1 

para sua solução e limites de memórias e processamento computacional.  

                                      
1 Um solver é um software matemático, sob a forma de um programa de computador autônomo ou como 
uma biblioteca de software, que "resolve" um problema matemático (IGNÁCIO; FERREIRA , 2004). 
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Nos últimos dez anos, o foco das pesquisas na formulação e solução do FPO tem 

mudado consideravelmente, visando a obtenção de modelos convexos eficientes 

computacionalmente e considerando a modelagem de incertezas inerentes às variáveis 

envolvidas no modelo de SEP reais. Neste trabalho, apresenta-se um estudo detalhado 

sobre a convexificação do modelo básico do FPO com ênfase para o despacho ótimo de 

potência ativa e como aplicação do modelo convexo de FPO apresenta-se uma 

metodologia do problema de despacho de potências ativa e reativa no contexto de 

mercado de energia.  

Desta forma, como uma extensão deste estudo, o modelo do problema de FPO 

tradicional de programação não linear (PNL) é reformulado como um modelo cônico para 

otimização global que deve apresentar soluções ótimas globais e permitir que o problema 

de FPO possa ser resolvido usando solver comercial. Este modelo de programação 

matemática convexo contempla o despacho ótimo de potência das unidades geradoras, 

restrições físicas e operacionais e os ajustes dos controles de potência reativa existentes 

no sistema. Para avaliar o modelo convexo desenvolvido, apresenta-se uma aplicação do 

mesmo para a solução do problema de despacho ótimo de potências ativa e reativa que 

é formulado como um problema de otimização binível em que no nível superior é resolvido 

o subproblema de PNL convexo referente ao custo mínimo de oportunidade e no nível 

inferior um modelo de fluxo de potência DC que representa a oferta de potência ativa a 

preço mínimo. Apresentam-se resultados para os problemas testes da literatura de 2 

barras proposto por Almeida e Senna (2011), 8 barras modificado de Rajput e Pandya 

(2016) e os sistemas testes de 14 barras, 30 barras 57 barras e 118 barras que estão 

disponíveis no site da University of Washington (WASHINGTON, c2018). 
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1.2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

1.2.1 Relaxação convexa do FPO 

A busca pela otimalidade global do FPO considerando certas hipóteses de um 

problema não-convexo como propostos por Bai et al. (2008) e Lavaei e Low (2012) deram 

início a um novo ramo de pesquisa que investiga várias relaxações convexas como em 

(LOW, 2014A; LOW; 2014B; PANCIATICI et al. 2014). Quando se trabalha com 

relaxações convexas, estas podem mostrar informações importantes a respeito do 

problema, por exemplo, seu limite inferior o que permite verificar o grau de 

subotimalidade de uma solução de otimização local, mostrando que a relaxação utilizada 

é de alta qualidade ou seja, tight2.  

Segundo Ferreira (2017) quando o gap de dualidade do problema relaxado é zero 

tem-se que o resultado do problema relaxado convexo é também solução do problema 

original, sendo o ótimo global do problema original obtido. Se o gap de dualidade é 

diferente de zero, a solução do problema convexo relaxado não é solução do problema 

original (MOLZAHM; LESIEUTRE; DEMARCO, 2014). Outra característica da 

relaxação convexa está em certificar a infactibilidade do problema. Na Figura 1 ilustra-

se a ideia intuitiva de uma relaxação convexa representada pela parte pontilhada.  

A abordagem de relaxação convexa tem apresentado teoricamente algumas 

vantagens em termos de confiabilidade dos resultados e técnica de solução e esforço 

computacional, ou seja, a solução é fornecida em um tempo polinomial. Os trabalhos, 

partes I e II, de Low (2014), focam somente nas propriedades estruturais e condições de 

suficiências sobre as quais, relaxações convexas são exatas. 

 

                                      
2 Quando o valor da função objetivo do problema convexo relaxado e o ótimo do problema original 
coincidem pode-se afirmar que a relaxação é exata ou tight. Isso vale tanto para a função objetivo como 
para todas as inequações (TAYLOR, 2015) 
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Figura 1 – Relaxação convexa a partir de um modelo não convexo. 

 
Fonte: Elaborado no Geogebra3 pelo autor. 

Muitas relaxações convexas são obtidas a partir de classes de programas de 

restrições quadráticas que conduzem a um problema de programação semidefinida, 

(PSD), relaxada (LAVAEI; LOW, 2012; MOLZAHN et al., 2013; MADANI; 

ASHRAPHIJUO; LAVAEI, 2015).Considera-se que a relaxação PSD é a menor primeira 

ordem momento4, as relaxações momentos são desenvolvidas a partir da hierarquia de 

Lasserre para a resolução de problemas momentos generalizados. Crescendo a ordem da 

relaxação nesta hierarquia resulta em relaxações “tighter” na computação do custo dos 

grandes programas semidefinidos (MOLZAHN; HISKENS, 2015). 

Na literatura, existem alguns trabalhos que abordam a relaxação convexa como 

framework, por exemplo Phan e Kalagnanam (2014) que propõe um método exato para 

o problema de FPO baseado nos algoritmos de branch-and-bound em que exploram as 

estruturas quadráticas do problema e as equações que modelam o fluxo de potência na 

rede são representadas em coordenadas retangulares. Em Hijazi e Hentenryck (2015) é 

desenvolvida uma relaxação convexa quadrática para o problema de FPO em 

                                      
3 GeoGebra (aglutinação das palavras Geometria e Álgebra) é um aplicativo de matemática dinâmica 
que combina conceitos de geometria e álgebra em uma única. Sua distribuição é livre, nos termos 
da GNU General Public License, e é escrito em linguagem Java, o que lhe permite estar disponível 
em várias plataformas (GEOGEBRA, c2018). 
4 Seja 𝑡 uma variável randômica em ℝ. O valor esperado 𝐸𝑡௞ (assumindo que eles existam) são chamados 
de potências momentos das distribuições de 𝑡 (BOYD; VANDENBERGHE, 2004) 
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coordenadas polares. Como os trabalhos na literatura usando relaxações convexas ainda 

são recentes, os principais resultados obtidos usando este tipo de abordagem são 

sumarizados nos próximos parágrafos. 

Diferentes trabalhos da literatura relatam que algumas soluções de FPO obtidas 

com otimização local são também ótimos globais. Nestes trabalhos, também pode-se 

verificar que algumas soluções são de boa qualidade como em Lopez et al. (2017) para o 

problema de FPO reativo e Phan e Kalagnanam (2014) bem como Hijazi e Hentenryck 

(2015) para o FPO convencional. Em Hijazi e Hentenryck (2015), mesmo fazendo muitos 

experimentos com diversos conjuntos de dados, o gap de dualidade obtido foi maior que 

0% significando que o ótimo global não pode ser recuperado mesmo que um eficiente 

limitante inferior seja encontrado. Em todos os testes apresentados as relaxações não 

retornam uma solução factível para o problema não convexo subjacente. 

O problema de FPO sem considerar contingências, tem sido resolvido em alguns 

trabalhos para sistemas superiores a 3000 barras. Entretanto, muito recentemente outras 

relaxações, por exemplo, relaxações convexas quadráticas e relaxações cônicas de segunda 

ordem, foram aplicadas para um sistema real de 9241 barras (COFFRIN; HIJAZI; VAN 

HENTENRYCK, 2016). A SDP foi aplicada para resolver o problema de FPO para um 

sistema com 7154 barras (CÉDRIC; MOLZAHN, 2015). 

No trabalho de Cédric e Molzahn (2015) também se utiliza a representação na 

forma polar das variáveis complexas e as restrições da rede são representadas como 

relaxações não convexas, visto que isso pode melhorar a eficiência computacional e 

facilitar a solução do problema de FPO. Poucos trabalhos, como por exemplo Madani; 

Ashraphijuo e Lavaei (2015) e Liu e Ferris (2015) consideram restrições de contingências 

no modelo de FPO. 

As soluções em tempos polinomiais apresentam vantagens teóricas, porém, estes 

trabalhos não provam sistematicamente a eficiência computacional das relaxações 

convexas para problemas de FPO aplicados na solução de sistemas de grande porte. Isto 
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está relacionado com uma característica da SDP, que trabalha com variáveis de matrizes 

quadradas, onde o número de variáveis escalares do problema varia quadraticamente com 

relação ao número de barras da rede (MADANI; ASHRAPHIJUO; LAVAEI, 2015). Além 

disso, o esforço computacional cresce significativamente quando são adotadas ordens 

superiores para as relaxações momentos (MOLZAHN; HISKENS, 2015). 

A precisão na convergência é afetada por uma limitação da solução corrente da 

SDP conforme (MOLZAHN et al. 2013; MOLZAHN; HISKENS, 2015). A título de 

exemplo, enquanto para solução local de PNL é comum considerar que as restrições de 

balanço estão satisfeitas para uma tolerância abaixo de 0,01 MW/MVAr, a tolerância 

utilizada quando se utiliza SDP para solução do problema de FPO é um pouco maior, 

em torno de 0,5 MVA (MOLZAHN; HISKENS, 2015). Isto significa que se o gap de 

dualidade é zero, o programa SPD não fornece matematicamente o ótimo global, mas 

somente uma aproximação potencialmente “muito boa” dele. Desta forma, pesquisas 

ainda precisam ser desenvolvidas visando melhorar a precisão da convergência de um 

programa SDP, bem como da evolução das condições para o qual a solução ótima global 

possa ser obtida, visto que, problemas reais de FPO podem apresentar multiplicadores 

de Lagrange negativos para as restrições de igualdade na solução ótima. 

Alguns autores entendem que estas relaxações não são destinadas a substituir um 

modelo de programação não convexo local bem estabelecido, mas em vez disso, elas 

complementam informações importantes com relação à qualidade da solução obtida. Para 

este fim, outros benefícios práticos que podem ser mencionados, tais como a habilidade 

para testar rapidamente (graças às flexíveis operações da álgebra linear) a otimalidade 

das soluções fornecidas por otimização local via verificações das condições de Karush-

Kuhn-Tucker (KKT) para a relaxação PSD (MOLZAHN; LESIEUTRE; DEMARCO, 

2014). 

Devido às limitações no estado da arte de problemas PNL reais de grande porte 

do tipos fluxo de potência ótimo com corrente alternada (FPO – CA), que exige soluções 
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em tempos computacionais não proibitivos, se as soluções do problema mestre do FPO 

contínuo relaxado ou de seus subproblemas são ótimos globais ou não, torna-se de 

importância secundária comparado ao objetivo primário que é fornecer dentro do tempo 

computacional permitido uma boa solução (possivelmente subótimo) factível. 

1.2.2 Relaxação McCormick para problemas bilineares 

Diversos problemas, em engenharia, nas diferentes áreas de conhecimento 

apresentam restrições como o produto de duas variáveis. Esse produto forma termos 

bilineares que são não convexos e de difícil resolução. Logo, apresentam várias soluções 

locais. Exemplos de aplicações de variáveis bilineares estão nos problemas de refino de 

óleo cru, na diferença de diferentes frações de destilações tais como diesel e gasolina Jia 

e Ierapetritou (2003) ou no planejamento do sistema de tratamento de águas poluídas 

(MEYER; FLOUDAS, 2006). 

Com o propósito de encontrar soluções ótimas globais para os problemas 

bilineares, que podem ser dos tipos PNL ou PNLIM, um algoritmo alternativo que tenha 

um modelo de programação linear (PL) ou programação linear inteiro misto (PLIM) em 

comum, pode ser usado na relaxação do problema original. Seja um problema de 

otimização, uma relaxação deste problema fornece um limitante inferior, qualquer solução 

factível fornece um limitante superior e a convergência global é alcançada quando o erro 

entre os limitantes fica dentro de uma tolerância especificada. Obter a relaxação tight é 

essencial para aperfeiçoar o limitante inferior, bem como melhorar indiretamente o ponto 

de inicialização de um problema de otimização o que conduz a melhores soluções. 

Na relaxação padrão McCormick de Mccormick (1976), cada termo bilinear é 

substituído por uma nova variável e quatro conjuntos de restrições de inequações lineares 

que são adicionados na formulação. A nova variável está ligada a duas variáveis formando 
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o termo bilinear e seus limites inferior e superior. A alta qualidade de uma relaxação é 

garantida enquanto a diferença entre os limites inferior e superior seja tighter. 

 Para reduzir o espaço de busca do problema relaxado muitos solvers de 

otimização global criam variáveis limitantes, como por exemplo o solver GloMIQO 

proposto por Misener e Floudas (2013) que usa diferentes técnicas tais como intervalos 

aritméticos, custo reduzido e otimalidade baseada em contração bound. Neste trabalho, 

uma sequência de problemas de minimizações e maximizações são resolvidos para cada 

não linearidade da variável particionada para encontrar os possíveis limites tightest. 

 Um algoritmo de otimização global mais completo baseado no procedimento de 

contração bound de otimalidade para uma das variáveis de cada termo bilinear foi 

proposto por (FARIA; BAGAJEWICZ, 2011). Este procedimento é efetuado construindo 

sucessivos passos, onde primeiro consiste em resolver o problema relaxado que calcula 

valores que são referências para as variáveis bilineares e, então, resolvem-se múltiplos 

modelos lineares auxiliares que atualizam os limites.  

Uma redução no espaço factível do problema relaxado exige uma partição do 

domínio onde Tawarmalani e Sahinidis (2005) e Misener e Floudas (2013) propuseram 

sequenciar o problema como um spatial branch-and-bound. O termo bilinear que mais 

viola a região factível do problema pode ser particionado considerando o domínio de uma 

das variáveis. Também é possível particionar simultaneamente as variáveis, (RUIZ; 

GROSSMANN, 2011). Quando a resolução envolve partições simultâneas, uma delas 

pode depender do envelope de McCormick (KARUPPIA; GROSSMANN, 2006). 

 Como um avanço na técnica, uma nova concepção de desagregação 

multiparâmetro foi desenvolvida por (KOLODZIEJ; CASTRO; GROSSMANN, 2013). 

Desagregação multiparâmetro e piecewise McCormick fornecem otimalidade global para 

uma grande quantidade de partições. Estas técnicas podem ser integradas em um spatial 

branch-and-bound frameworks, como por exemplo GloMIQO. A vantagem desta técnica 
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está em poder substituir a relaxação padrão McCormick para fornecer limites fortes ao 

realizar contração de limite baseada em otimalidade (CASTRO; GROSSMANN, 2014). 

Uma comparação entre piecewise McCormick uniforme e a desagregação 

multiparâmetro, Kolodziej; Castro e Grossmann (2013) mostram que o primeiro é tighter 

na presença de termos quadráticos, mas gera um PLIM muito grande para o mesmo 

número de partições. O número de variáveis binárias em piecewise McCormick cresce 

linearmente com o número de partições, enquanto que para desagregação multiparâmetro 

o crescimento é logarítmico.  

Um efeito prático da desagregação multiparâmetro é a capacidade de alcançar os 

gaps das otimalidades inferiores devido à uma melhor performance computacional. 

Piecewise McCormick permite uma melhor liberdade quando escolhido o número de 

partições que podem ser importantes quando o número de partições é pouco. Esta 

propriedade é importante em problemas de grandes dimensões ou quando são integrados 

em solver spatial branch-and-bound. 

1.2.3 Programação binível 

A Otimização Binível é definida como um programa matemático, onde o problema 

de otimização contém um outro problema de otimização como restrição (MALO; DEB; 

SINHA, 2018). Muitos problemas envolvendo processos de tomadas de decisões estão 

hierarquizados no sentido em que a solução ou decisão tomada pelo nível superior 

autoritário (líder) para otimizar seus objetivos é afetada pela resposta da entidade nível 

inferior (seguidor). O seguidor buscará otimizar seus próprios resultados (DEMPE et al., 

2015). 

Qualquer dado do nível inferior ou superior do problema de otimização a ser 

resolvido que fornece o racional (ótimo) é a resposta do seguidor para o líder. Se o vetor 

de decisão do líder é representado por 𝑥֎, e 𝑥ժ representa o vetor de decisão do seguidor 
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então um par (𝑥֎, 𝑥ժ
∗) onde 𝑥ժ

∗ é a resposta ótima para 𝑥֎ representa a solução factível 

para o problema de otimização do nível superior fornecido e que também satisfaz as 

restrições do problema. 

Cada nível tem seus próprios objetivos e restrições, um aspecto importante de 

problemas biníveis é que não são simétricos em termos dos dois níveis. A tomada de 

decisão do nível superior, geralmente, tem completo conhecimento do problema do nível 

inferior, enquanto a tomada de decisão do nível inferior somente observa a decisão do 

líder e, então, otimiza sua própria estratégia. Curiosamente, o conhecimento incompleto 

sobre o problema do seguidor para o líder poderia levar a incertezas no problema de 

otimização binível. 

O alcance da programação binível é muito amplo segundo Floudas e Pardalos 

(2001), implementações em problemas da vida real tem aumentado ano após ano devido 

principalmente a melhora nos algoritmos para solução de problemas de grande porte. 

Desde sua primeira formulação feita por Strackelberg (1996) em sua monografia sobre 

economia de mercado em 1934 tem crescido as investigações e aplicações da otimização 

binível, como por exemplo o primeiro modelo matemático desenvolvido por Bracken e 

Mcgill (1973).  

Sua formulação possui a estrutura de um jogo hierárquico (the Stackelberg game), 

onde dois tomadores de decisões agem neste problema. O líder minimiza sua função 

objetivo sujeito a condições (em parte) pela decisão ótima do seguidor. O conjunto 

factível e a função objetivo do problema do seguidor é influenciado pela seleção do líder, 

onde quem reage tem forte impacto na recompensa do líder. Nenhum dos jogadores pode 

dominar ou ser dominado completamente. 
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O problema de otimização binível é o problema do líder formulado 

matematicamente usando o graph5 do conjunto solução do problema do seguidor. Uma 

característica importante do problema de otimização binível está em ser um problema 

NP-hard 6 segundo Hansen, Jaumard e Savard (1992), mesmo a verificação da 

otimalidade local para uma solução factível é ainda em geral NP-hard onde as 

qualificações de restrições são violadas em todos os pontos factíveis. Esta característica 

torna o cálculo de uma solução ótima uma tarefa desafiadora. 

Em casos simples de programas lineares biníveis, onde o problema do nível inferior 

tenha uma única solução para todos os parâmetros, ainda não é provável encontrar um 

algoritmo polinomial que seja capaz de resolver o programa linear binível para 

otimalidade global. A prova para a não existência de um algoritmo de tempo polinomial 

para um problema linear binível pode ser encontrada em (DENG, 1998).  

As pesquisas sobre os problemas de tomadas de decisões com uma estrutura 

hierárquica líder-seguidor (otimização binível) podem ser encontradas em duas linhas de 

pesquisa. A primeira linha está no domínio da teoria dos jogos, onde Stackelberg’s (1996), 

usando programação binível para descrever modelo de comportamento de decisão 

estabelece o equilíbrio da teoria dos jogos. A segunda linha está no domínio da 

programação matemática, onde os problemas aparecem como problemas de otimizações 

biníveis contendo um problema de otimização que está alinhado com um outro problema 

inferior (BRACKEN; MCGILL, 1973).  

Devido à falta de procedimentos bem estabelecidos para um problema complexo, 

geralmente, é modificado para simplificar a tarefa colocando-o em um único nível. Este 

problema de único nível é resolvido para chegar em um resultado satisfatório em vez de 

                                      
5 Em matemática, a teoria dos grafos é o estudo de gráficos, que são estruturas matemáticas usadas para 
modelar relações entre pares entre objetos. Um gráfico neste contexto é formado por vértices, nós ou 
pontos conectados por arestas, arcos ou linhas (PRESTES, c2018). 
6 Um problema X é NP-hard  se todos os problemas em NP não são mais difíceis que X.  Dito de maneira 
mais informal: um problema é NP-hard se for tão difícil quanto qualquer problema em NP.  Um problema 
é NP-completo se for NP-hard e estiver em NP (FEOFILOFF, c2018). 
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um resultado ideal. O método clássico, para o problema complexo binível falha devido as 

dificuldades do mundo real tais como a não linearidade e variáveis discretas. A primeira 

abordagem para investigar o problema de otimização binível é substituir o problema do 

nível inferior pelas condições de otimalidades necessárias e suficientes, ou seja, as 

condições de KKT. 

O problema binível equivalente passa a ser chamado de Programa Matemático 

com Condições de Complementaridade (PMCC). O PMCCs são também problemas de 

otimizações não convexos. O algoritmo que resolve o problema calcula pontos com 

soluções ótimas locais ou pontos estacionários. Recentes pesquisas têm mostrado que 

soluções ótimas locais de um PMCC não precisa estar necessariamente relacionada com 

a solução ótima do problema de otimização binível. Novas tentativas para o 

estabelecimento de abordagens de solução para o problema de dois níveis são necessárias. 

1.3 ORGANIZAÇÃO DO TRABALHO 

Este trabalho está organizado em capítulos. No segundo capítulo é apresentado 

uma breve descrição sobre o problema do DE e FPO, fazendo uma rápida retrospectiva 

histórica de otimização aplicada em SEP, bem como alguns avanços recentes nesta área 

de pesquisa. Logo em seguida é apresentada uma formulação do FPO – CA da rede. 

Trata-se de um modelo considerando as variáveis reais, não considerando variáveis 

binárias e discretas e outros aspectos de um modelo FPO – CA completo. Também é 

comentado sobre o modelo DE necessário para formular um problema binível de despacho 

ótimo de potência ativa e reativa. O uso do modelo de FPO sem considerar as variáveis 

inteiras e discretas se justifica porque o objetivo deste trabalho de pesquisa é estudar a 

não convexidade das restrições de problema, com vistas a obter com base em estudo da 

literatura um modelo convexo para o problema. Na segunda etapa deste trabalho, após 

desenvolver uma técnica de convexificação para o modelo de FPO, devem-se considerar 
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outros aspectos práticos do problema de FPO relacionados com a natureza discreta e 

inteira das variáveis envolvidas, tipo de função objetivo e restrições que devem ser 

consideradas no modelo. 

O terceiro capítulo, é dedicado à otimização convexa (OC) e teoria da dualidade 

(TD), onde são discutidos apenas os aspectos necessários para o desenvolvimento deste 

trabalho. Assim não é abordado o tema de otimização linear que é um tema consagrado 

na literatura com aplicações em problemas de FPO e em várias outras áreas de pesquisa. 

A não abordagem não tira os méritos desta teoria apenas busca-se focar nos problemas 

de PNLIM que é uma das principais características do problema de FPO. Neste capítulo, 

também não é discutido o conceito de programação quase convexa e programação 

geométrica, mas discutem-se as condições de otimalidade de primeira e de segunda ordem, 

a função conjugada e suas definições mais importantes. O conceito de problemas 

equivalentes é apresentado, pois, é necessário para aplicá-lo às mudanças de variáveis. O 

problema de OC é apresentado na sua forma padrão, bem como os conceitos de ótimo 

local e global. Logo em seguida são apresentados três teoremas que garantem as condições 

de otimalidades para um problema de otimização. O conceito de underestimator convexo 

(UC) é apresentado. Em seguida, são apresentados aspectos da TD em que se discute a 

função dual Lagrange e outros conceitos importantes para esta tese, como dualidade fraca 

e forte. Também é apresentado o caso em que é possível resolver um problema primal 

via sua formulação dual. Este capítulo termina apresentando a relaxação McCormick que 

é usada no Capítulo 5 para resolver problemas com variáveis bilineares do tipo 𝑤 = 𝑥𝑦, 

necessárias ao se propor o modelo binível como um problema convexo, bem como ao 

propor o problema binível convexo como um problema convexo em apenas um único 

nível, que de agora em diante é chamado simplesmente como “unível”. 

No Capítulo 4, apresenta-se o modelo de FPO não convexo e uma proposta de 

convexificação deste modelo por meio de envelopes convexos. O FPO para redes malhadas 

é apresentado como uma relaxação convexa cônica de segunda ordem. Logo em seguida, 



36 
 

 

os resultados obtidos com a implementação são comparados com os resultados fornecidos 

pelo Matpower para o modelo de FPO–CA não linear e não convexo que fornece ótimos 

locais de boa qualidade.  

O quinto capítulo, apresenta-se um exemplo de aplicação do FPO convexo 

aplicado aos problemas binível, relacionado com o despacho ótimo de potência ativa e 

reativa em um contexto de mercado, onde são apresentados resultados de testes para o 

modelo binível não linear e não convexo, o modelo binível convexo, o modelo unível não 

convexo e o modelo unível convexo obtido por meio de dualidade forte. No sexto capítulo, 

apresenta-se as conclusões e sugestões de trabalhos futuros. 
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2 FLUXO DE POTÊNCIA ÓTIMO E DESPACHO 
ECONÔMICO 

2.1 HISTÓRIA DA OTIMIZAÇÃO DO SISTEMA ELÉTRICO DE 
POTÊNCIA 

O operador do sistema (OS) busca eficiência econômica e confiabilidade. Neste 

contexto, destaca-se o problema de FPO que está no centro da tomada de decisão da 

operação do OS, e é resolvido para programação da operação do SEP considerando 

diferentes cenários e horizontes de tempo como anos, dias, mercado do dia seguinte, bem 

como para cada hora e a cada 5 minutos. 

O FPO – CA é um problema complexo pois envolve aspectos econômicos, físicos 

e computacionais. A complexidade computacional está relacionada com o elevado número 

de variáveis e restrições do problema para sistema de grande porte, como a não 

convexidade do modelo relativas às equações do fluxo de potência de corrente alternada 

(CA) e a algumas funções objetivo que podem fazer parte do modelo, em especial as que 

consideram aspectos de mercados eficientes e equilibrados onde os preços de compra e 

venda de energia são não lineares, além das restrições de capabilidade térmica de alguns 

tipos de geradores. 

A otimização de SEP tem evoluído com os avanços computacionais e com a teoria 

de otimização. Na primeira metade do século XX, o problema de FPO era resolvido por 

engenheiros e operadores usando experiência adquirida na operação do sistema, regras 

gerais e ferramentas simples que incluíam analisadores analógicos das redes e regras 

especializadas de desligamentos de geradores e linhas de transmissão. A primeira 

formulação de um problema de FPO ocorreu nos anos de 1960 devido a Carpentier (1962), 
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e desde então este problema tem-se mostrado de difícil solução com avanços de pesquisas 

na área. 

Como o problema é complexo e apresenta restrições não lineares, pesquisas atuais 

têm se dedicado à solução de modelos de otimizações visando tanto o desenvolvimento 

de programas computacionais eficientes como o uso de solvers comerciais. Os solvers que 

utilizam técnicas de programação linear ou linear inteira mista podem ser usados 

amplamente na solução do FPO, mas empregando técnicas de linearizações. 

Os solvers que utilizam técnicas de programação não linear também podem ser 

utilizados, mas dadas as características não convexas do FPO não é possível garantir que 

as soluções obtidas sejam o ótimo global. Estes solvers não são suficientemente rápidos e 

robustos e possuem ainda sérios problemas de convergências. Os solvers de otimização só 

podem garantir o ótimo global para problemas convexos.  

Convexificar um problema de FPO é um grande desafio. A vantagem de formular 

um problema como um modelo de PL está em resolvê-lo com eficiência e garantir a 

obtenção da solução ótima global do problema original de PNL. Em PNL a formulação 

e solução do modelo obedecem a graus de dificuldade invertidos, ou seja, a arte e o desafio 

está na formulação do problema; uma vez que o problema esteja formulado como um 

problema convexo é relativamente simples resolvê-lo (PARDALOS; ROMEIJN, 1995). 

Na literatura, os problemas de planejamento da operação de SEP podem ser 

classificados em três: fluxo de potência convencional, DE e FPO (CAIN; O'NEILL; 

CASTILLO, 2012).  

As principais características do problema de FPO estão relacionadas em encontrar 

uma solução ótima para determinada função objetivo sujeita as restrições de fluxo de 

potência nas barras do sistema, e outras restrições físicas e operacionais, tais como 

restrições das capacidades de geradores, limites das magnitudes e estabilidades das 

tensões, limites térmicos das linhas de transmissão e limitações físicas dos equipamentos. 
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2.1.1 Avanços nos problemas de otimizações de sistemas elétricos de potências 

Nos anos 1930 o problema de despacho econômico era resolvido usando planilhas 

ou réguas de cálculos desenvolvidas especificamente para esse fim. Os cálculos para 

efetuar o despacho econômico eram primitivos e lentos, e na década de 1970 foi 

apresentada uma nova formulação para despacho econômico e diferentes meios para 

calcular as perdas na rede de transmissão e geração (HAPP, 1977). Atualmente 

problemas de despachos econômicos envolvendo milhares de geradores são resolvidos em 

poucos segundos. 

O fluxo de potência era resolvido em 1929 analisando redes analógicas que 

simulavam os SEP. A primeira solução digital e automatizada de fluxo de potência 

ocorreu em 1956 (WARD; HALE, 1956). Uma nova pesquisa forneceu vários métodos 

iterativos baseados na matriz de admitância nodal (matriz Y), ou sua inversa, matriz de 

impedância nodal (matriz Z) (SASSON; JAIMES, 1967). Nos anos 1960 os métodos 

Gauss - Seidel e Newton-Raphson passaram por grandes desenvolvimentos e são 

utilizados na maioria dos softwares de análise de redes (PESCHON; PIERCY; TINNEY, 

1968). Uma característica da matriz de admitância é ser esparsa, Tinney (1968) e outros 

desenvolveram técnicas de esparsidade para aproveitar essa vantagem da matriz Y, que 

possui muitos elementos zero, devido as redes de sistemas de potências não estarem 

densamente conectadas. A técnica de esparsidade pode ser usada para reduzir o 

armazenamento de dados e aumentar a velocidade computacional. 

As primeiras pesquisas do problema de FPO para obtenção das condições de 

otimalidade usavam as técnicas lagrangianas clássicas. A primeira publicação com a 

formulação completa do FPO é atribuída a (CARPENTIER, 1962). Carpentier supõe 

que o modelo tenha convexidade para aplicar as condições de KKT e considera o modelo 

das equações dos fluxos de potências CA, ou seja, restrições de balanço de potências ativa 

e reativa nas barras aplica-se as duas leis de Kirchhoff, restrições das magnitudes das 
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tensões nas barras, ângulos das tensões nas barras e ainda restrições de fluxos nas linhas 

de transmissões. 

A partir do trabalho de Carpentier (1962), inúmeros trabalhos com diferentes 

métodos de soluções e alterações no modelo foram propostos, tais como, várias formas de 

métodos do gradiente, programação linear, programação quadrática e métodos de 

penalidades juntamente com o método de Newton (CAPITANESCU, 2016). Todos esses 

métodos são algoritmos válidos para a solução dos modelos completos não lineares de 

fluxo de cargas com um conjunto completo de limites nas variáveis, embora a não 

convexidade do problema não garanta a otimalidade global ou a convergência dos 

algoritmos de solução utilizados. Desta forma, o FPO continua sendo um problema 

matematicamente difícil de resolver.  

2.2 FORMULAÇÃO DO DESPACHO ECONÔMICO 

O principal objetivo do despacho econômico é minimizar o custo de geração 

enquanto satisfaz várias restrições de igualdade e desigualdade. Tradicionalmente, em 

problemas de despacho econômico, a função custo para as unidades geradoras são 

aproximadas por uma função quadrática para representar o custo de geração de unidades 

térmicas. Uma variedade de técnicas de otimizações tem sido aplicada para resolver o 

DE. Algumas destas técnicas estão baseadas nos métodos clássicos de otimizações, tais 

como PL ou programação quadrática para resolver os problemas DE. 

A geração de potência ativa de diferentes geradores são as variáveis de controle 

no DE. No problema DE o objetivo é a geração de potência ativa ótima das unidades 

geradoras de modo a garantir benefícios econômicos ao operador do sistema de potência 

e reduzir a emissão de gases poluentes. O alvo principal na obtenção de um esquema 

ótimo na geração de potência ativa pelas unidades geradoras está em encontrar o total 

da demanda enquanto satisfaz todas as restrições (PANIGRAHI et al., 2011). 
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Conseguir o mínimo custo enquanto satisfaz as restrições, faz o despacho 

econômico ser formulado como um PNL de grande porte. A formulação do DE é 

considerada como um problema de minimização sujeito a algumas restrições e pode ser 

escrito da seguinte forma: 

 

min 𝑓(𝑥)
s. a:  
 
 

𝑔(𝑥) = 0

ℎ(𝑥) ≤ 0

 (1) 

 
onde, 𝑓(𝑥) é a função objetivo, 𝑔(𝑥) e ℎ(𝑥) são, respectivamente, o conjunto das restrições 

de igualdade e desigualdade, 𝑥 são os vetores de controle e estado das variáveis. As 

variáveis de controles são as potências ativa e reativa, magnitude de tensão nas barras, 

capacitores shunt / reatores e configurações de taps de transformadores.  

O objetivo do problema DE é minimizar o custo total de combustível nas usinas 

térmicas, 

 𝑂𝐵𝐽 = ం 𝐹ք(𝑃𝑔ք)
։

ք=φ

, (2) 

sujeito a restrição de igualdade no balanço de potência ativa, 

 ం𝑃𝑔ք − 𝑃խ − 𝑃ե = 0
։

ք=φ

. (3) 

As restrições de desigualdades são dadas pelos limites de potências ativas saídas 

dos geradores, 

 𝑃𝑖 ≤ 𝑃𝑔ք ≤ 𝑃ք, (4) 

onde 𝐹ք(𝑃𝑔ք) é a produção individual em termos de geração de potência ativa, 𝑃𝑔ք saída 

de geração para a unidade 𝑖, 𝑛 números de geradores no sistema, 𝑃ե custo total do 

sistema atual de demanda de carga e 𝑃խ total das perdas na linha de transmissão do 

sistema. A função objetivo do DE reflete os custos associados com a geração de potência 

no sistema. O modelo com custo quadrático é usado, assim, a função objetivo completa 

para o sistema de potência pode, então ser escrita como o modelo da soma dos custos 

quadráticos para cada gerador: 
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 𝑓(𝑥) = ం 𝑎ք + 𝑏ք𝑃𝑔ք + 𝑐ք𝑃𝑔ք
ϵ

։ւ

ք=φ

 (5) 

onde 𝑛𝑔 é o número de unidades de geração de energia, 𝑃𝑔ք é geração de potência ativa 

na unidade 𝑖 e 𝑎ք, 𝑏ք 𝑒 𝑐ք são os coeficientes de custos do i-ésimo gerador 

(POURAKBARI-KASMAEI; RIDER; MANTOVANI, 2016). Os coeficientes de custos 

da equação (5) são apresentados no Capítulo 5 em um problema binível como sendo 

parâmetros fornecidos pelo primeiro nível, ou seja, pelo líder. 

2.3 FORMULAÇÃO DO FPO – CA 

 Neste trabalho, a formulação do problema de FPO – CA é desenvolvida utilizando 

o sistema de coordenadas polares. Considere um sistema elétrico composto por NB barras 

e NL ramos. Sejam 𝑖, 𝑗 os índices das barras e 𝑖, 𝑗 ∈ 1,2, … ,𝑁𝐵 e seja 𝑘 um ramo de 

transmissão trifásico com seus terminais nas barras 𝑖 e 𝑗 , 𝑘 ∈ 1,2,… ,𝑁𝐿. 

 Teoricamente o limite de estabilidade para transferir potência entre duas barras 

sem perdas de estabilidade é de até 90 graus. Entretanto, se esse limite for excedido, o 

sincronismo do sistema pode ser perdido, devido aos limites de estabilidade dos geradores. 

Além do mais, os limites de estabilidade transitória e os ajustes do sistema de proteção 

restringem os ângulos de operação das magnitudes de tensão em diferentes valores em 

função das condições operacionais da rede. 

De modo geral, os sistemas de energia são projetados para operar com segurança 

sempre abaixo dos limites dos ângulos das tensões, o que permite um tempo de resposta 

adequado, quando ângulos das tensões de diferentes barras se aproximam dos seus limites. 

Quando se formula o problema de FPO – CA, dependendo do modelo pode-se ter 

diferentes funções objetivos, ou seja, minimização dos custos de geração, minimização 

das perdas, minimização de potência reativa, e maximização das transferências de 

potência entre áreas e/ou mercados vizinhos. 
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O FPO é uma formulação em que se considera o estado estacionário da rede, ou 

seja, é formulado para uma condição estática de componentes. Sob uma perspectiva de 

simulação, esta descrição de um sistema de potência físico é limitada pois não se 

consideram as condições dinâmicas, harmônicos e modelos de cargas, entre outros. Além 

disso, a formulação de (6)–(12) é relativamente simples comparada com outras 

formulações de FPO, pois nesta formulação estão omitidos os controles das posições dos 

taps transformadores e outras variáveis de controle de tensão do sistema físico. O 

problema clássico e básico de FPO utilizado neste trabalho pode ser formulado como: 

 min 𝑓 = ం𝑎ք𝑃𝑔ք
ϵ + 𝑏ք𝑃𝑔ք + 𝑐ք

ք∈ը

($/ℎ) (6) 

sujeito a:  

 𝑃𝑔ք − 𝑃𝑑ք − ం 𝑉ք𝑉օ
օ∈կգՎ

ि𝐺քօ𝑐𝑜𝑠𝜃քօ + 𝐵քօ𝑠𝑒𝑛𝜃քօी = 0, ∀𝑖 ∈ 𝑁𝐵 (7) 

 𝑄𝑔ք − 𝑄𝑑ք − ం 𝑉ք𝑉օ
օ∈կգՎ

ि𝐺քօ𝑠𝑒𝑛𝜃քօ − 𝐵քօ𝑐𝑜𝑠𝜃քօी = 0, ∀𝑖 ∈ 𝑁𝐵 (8) 

 𝑉ք
ֈք։ ≤ 𝑉ք ≤ 𝑉ք

ֈռ֓, ∀𝑖 ∈ 𝑁𝐵 (9) 

 𝑃𝑔ք
ֈք։ ≤ 𝑃𝑔ք ≤ 𝑃𝑔ք

ֈռ֓, ∀𝑖 ∈ 𝑁𝐵 (10) 

 𝑄𝑔ք
ֈք։ ≤ 𝑄𝑔ք ≤ 𝑄𝑔ք

ֈռ֓, ∀𝑖 ∈ 𝑁𝐵 (11) 

 ि∣ 𝑆քօ ∣ीϵ ≤ ि𝑆քօ
ֈռ֓ीϵ, ∀𝑖𝑗 ∈ 𝑁𝐿 (12) 

Nesta formulação, as equações (7) e (8) representam 2𝑁  restrições de igualdades 

não lineares com termos quadráticos e funções envolvendo senos e cossenos aplicados a 

todas as barras da rede. A equação (6) minimiza custos de geração, para geradores 

térmicos e para unidades de geração hidrelétrica faz-se 𝑐ք = 0. As variáveis e parâmetros 

envolvidos neste modelo são: 

Parâmetros 
𝑖, 𝑗: Índice das barras. 
𝑁𝐵: Conjunto das barras do sistema. 
𝑁𝐵ք: Conjunto das barras conectados à barra 𝑖. 

𝑃𝑑ք, 𝑄𝑑ք: Demanda de potência ativa e reativa na barra 𝑖. 
𝑉ք

ֈք։, 𝑉ք
ֈռ֓: Limite inferior e superior da magnitude da tensão na barra 𝑖. 

𝑆քօ
ֈռ֓: Capacidade máxima da magnitude de fluxo de potência aparente na 

linha de transmissão 𝑖𝑗. 
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𝑁𝐿: Número de linhas de transmissão do sistema. 
  

Variáveis 
𝑉 , 𝜃: Magnitude e ângulo das tensões nas barras do sistema. 

𝑃𝑔ք, 𝑄𝑔ք: Potências ativas e reativas geradas na barra 𝑖. 
𝑉ք: Magnitude da tensão na barra 𝑖. 

ੵ𝑆քօੵ: Magnitude do fluxo de potência aparente na linha de transmissão 𝑖𝑗. 
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3 FUNDAMENTOS TEÓRICOS: OTIMIZAÇÃO 
CONVEXA, TEORIA DA DUALIDADE, 
RELAXAÇÃO MCCORMICK 

Os avanços computacionais e das técnicas de otimização nos últimos anos 

permitiram avanços no desenvolvimento de ferramentas para análise e planejamento dos 

SEP, que desta forma, melhoram os quesitos de eficiência, confiabilidade e versatilidade 

da operação. Dentre as técnicas de otimização convexa aplicadas e adaptadas para a 

solução de FPO destacam-se a programação semidefinida, Lesieutre e Demarco (2014) e 

programação cônica de segunda ordem (JABR, 2008). Neste capítulo, apresentam-se os 

conceitos básicos de otimização e programação convexa que são usados para desenvolver 

um modelo convexo de FPO no Capítulo 4. A teoria da dualidade é usada neste trabalho 

para resolver um problema binível relacionado ao despacho de potências ativa e reativa 

em um contexto de mercado competitivo. As propriedades, teoremas e definições 

apresentadas aqui podem ser encontradas com mais profundidade em (BOYD; 

VANDENBERGHE, 2004; PARDALOS; ROMEIJN, 1995; CAMBINI; MARTEIN, 

2009; JONATHAN; ADRIAN, 2006; SHELDON; KENNETH, 2013). 

3.1 PROPRIEDADES DE FUNÇÕES CONVEXAS E EXEMPLOS 

Teorema 1. Uma função 𝑓: ℝ → ℝ é convexa se o domínio 𝐷 de 𝑓 é um conjunto convexo, 

e se para qualquer 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 tem-se 

 𝑓(𝜃𝑥 + (1 − 𝜃)𝑦) ≤ 𝜃𝑓(𝑥) + (1 − 𝜃)𝑓(𝑦)  ∀ 𝜃 ∈ [0,1]. (13) 

 
Na Figura 2 ilustra-se a interpretação geométrica desta inequação, ou seja, um 

segmento de reta entre ॕ𝑥, 𝑓(𝑥)ॖ e ॕ𝑦, 𝑓(𝑦)ॖ que está acima do gráfico de 𝑓 . 



46 
 

 

Figura 2 – Gráfico de uma função convexa. 

 

Fonte: Elaborado no Geogebra pelo autor. 

A função 𝑓 é estritamente convexa se a inequação (13) é representada por < 

sempre que 𝑥 ≠ 𝑦 e 0 < 𝜃 < 1. A função 𝑓 será côncava se −𝑓 for convexa e estritamente 

côncava se −𝑓 for estritamente convexa. Uma função é convexa se, e somente se qualquer 

segmento que intersecta o domínio da função fica restrito a esse domínio. Em outras 

palavras, 𝑓 é convexa se, e somente se para todo 𝑥 ∈ 𝐷, e todo 𝑣, a função 𝑔(𝑡) =

𝑓(𝑥 + 𝑡𝑣) seja convexa sobre seu domínio, { 𝑡 ∣ 𝑥 + 𝑡𝑣 ∈ 𝐷 }. Na Figura 3 ilustra-se a 

diferença entre funções convexa e estritamente convexa. 

Figura 3 – Funções convexa e estritamente convexa. 

 

Fonte: Elaborado no Geogebra pelo autor. 

Geralmente, a definição acima por conveniência é estendida para todo o ℝ։. Ou 

seja, 𝑓:̃ ℝ։ → ℝ ∪ ∞ para  

𝑓 ̃= ছ
𝑓(𝑥) para 𝑥 ∈ 𝐷

∞      para 𝑥 ∉ 𝐷.
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A extensão 𝑓  ̃está definida para todo ℝ։ e assume valores em ℝ ∪ ∞. O domínio da 

função original 𝑓 pode ser recuperado da extensão 𝑓 ,̃ ou seja, 𝐷 = ९𝑥 ੼ 𝑓(̃𝑥) < ∞॰. 

3.1.1 Condições de otimalidade de primeira ordem 

Definição 1. Suponha 𝑓 diferenciável (ou seja, o gradiente ∇𝑓 existe para cada ponto do 

domínio 𝐷, que é aberto). Então 𝑓 é convexa se, e somente se o domínio 𝐷 é convexo e 

𝑓(𝑦) ≥ 𝑓(𝑥) + ∇𝑓(𝑥)յ (𝑦 − 𝑥) 

mantém-se para todo 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷. 

Na Figura 4 ilustra-se uma representação geométrica desta inequação. 

Figura 4 – Aproximação de Taylor de primeira ordem. 

 
Fonte: Elaborado no Geogebra pelo autor. 

A função afim de 𝑦 dada por 𝑓(𝑥) + ∇𝑓(𝑥)յ (𝑦 − 𝑥) é uma aproximação de Taylor 

de primeira ordem de 𝑓(𝑥) próxima à 𝑥. A inequação dada na definição 1 garante que 

para uma função convexa, a aproximação de Taylor de primeira ordem é um 

underestimator global da função. Do mesmo modo, se a aproximação de Taylor de 

primeira ordem de uma função é sempre um underestimator global da função, logo, a 

função é convexa. 
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3.1.2 Condições de otimalidade de segunda ordem  

Teorema 2. Seja 𝑓(𝑥) duas vezes diferenciável, ou seja, sua Hessiana ou a segunda 

derivada ∇ϵ𝑓(𝑥) existe em cada ponto de 𝐷 que é aberto. Então 𝑓(𝑥) é convexa se, e 

somente se 𝐷 é convexo e sua Hessiana é semidefinida positiva, ∀𝑥 ∈ 𝐷, 

∇ϵ𝑓(𝑥) ≽ 0. 

Exemplo 1. Considere a função quadrática 𝑓: ℝ։ → ℝ, com 𝐷 = ℝ։, dada por 

𝑓(𝑥) = (φ
ϵ
)𝑥յ 𝑃𝑥 + 𝑞յ 𝑥 + 𝑟, 

com 𝑃 ∈ 𝑆։ (𝑆։ representa o conjunto das matrizes simétricas 𝑛 x 𝑛), 𝑞 ∈ ℝ։ e 𝑟 ∈ ℝ. 

Como ∇ϵ𝑓(𝑥) = 𝑃  para 𝑥, assim 𝑓 convexa se, e somente se 𝑃 ≽ 0 e 𝑓 é côncava se, e 

somente se 𝑃 ≼ 0. 

 O elo que existe entre um conjunto convexo e uma função convexa é o epígrafo. 

Assim epígrafo refere-se ao conjunto acima do gráfico da função. Uma função é convexa 

se, e somente se o seu epígrafo é um conjunto convexo. 

Definição 2. O gráfico de uma função 𝑓: ℝ։ → ℝ é definido como 

{ ॕ𝑥, 𝑓(𝑥)ॖ ∣ 𝑥 ∈ 𝐷, } 

que é um subconjunto de ℝ։+φ. O epígrafo de uma função 𝑓: ℝ։ → ℝ definida como  

epi 𝑓 = { (𝑥, 𝑡) ∣ 𝑥 ∈ 𝐷, 𝑓(𝑥) ≤ 𝑡, } 

sendo um subconjunto do ℝ։+φ. 

3.1.3 Função conjugado 

Definição 3. Seja 𝑓: ℝ։ → ℝ. A função 𝑓∗: ℝ։ → ℝ , definida como 

𝑓∗(𝑦) = sup
Ђ∈Ͷ

५𝑦յ 𝑥 − 𝑓(𝑥)६, 

é chamada de conjugado da função. 

O domínio da função conjugado consiste de 𝑦 ∈ ℝ։ no qual o supremo é finito, ou 

seja, a diferença 𝑦յ 𝑥 − 𝑓(𝑥) é limitada superiormente em 𝐷. Na Figura 5 um exemplo 
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de uma função 𝑓: ℝ → ℝ, e um valor 𝑦 ∈ ℝ. Uma função conjugado 𝑓∗(𝑦) é o 𝑔𝑎𝑝 máximo 

entre a função linear 𝑦𝑥 e 𝑓(𝑥), como mostrado pela reta tracejada na figura. Se 𝑓 é 

diferenciável isto ocorre em cada ponto 𝑥 onde 𝑓 ஥(𝑥) = 𝑦. 

Figura 5 – O conjugado da função 𝑓∗(𝑦). 

 

 
Fonte: Elaborado no Geogebra pelo autor. 

 A desigualdade de Fenchel ou desigualdade Young ocorre quando a função 

diferenciável 𝑓 é caracterizada por 𝑓(𝑥) + 𝑓∗(𝑦) ≥ 𝑥յ 𝑦, para todo 𝑥, 𝑦 e é obtida da 

definição de função conjugado. O conjugado de uma função diferenciável 𝑓 é chamado de 

transformada de Legendre de 𝑓 .  

3.1.4 Monotonicidade, convexidade e inequação 

Definição 4. Seja 𝐾 ⊆ ℝ։ um cone próprio associado com a inequação ≼լ .7 Uma função 

𝑓: ℝ։ → ℝ é chamada de 𝐾- não decrescente se 

𝑥 ≼լ 𝑦 ⇒ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑦), 

e 𝐾- crescente se  

                                      
7 Um cone K pode ser usado para definir uma inequação generalizada, que é uma ordenação parcial 

em ℝ௡ que tem muitas propriedades da ordenação padrão em ℝ (BOYD; VANDENBERGHE, 2004). 

 



50 
 

 

𝑥 ≼լ 𝑦, 𝑥 ≠ 𝑦 ⇒ 𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑦). 

Definição 5. Considere as funções monotônicas de um vetor. Uma função 𝑓: ℝ։ → ℝ é 

não decrescente com relação ao ℝ+
։ se, e somente se 

𝑥φ ≤ 𝑦φ,… , 𝑥։ ≤ 𝑦։ ⇒ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑦) 

para todo 𝑥, 𝑦. 

Definição 6. Uma função 𝑆։ → ℝ é chamada de função monotônica (crescente, não 

decrescente) da matriz se, e somente se seja monotônica com relação ao cone 

semidefinido. 

Definição 7. Uma função diferenciável 𝑓 , com seu domínio convexo, será K – não 

decrescente se, e somente se 

∇𝑓(𝑥) ≽լ 0 

para todo 𝑥 ∈ 𝐷. 

3.2 PROBLEMA DE OTIMIZAÇÃO 

 Considere um ponto 𝑥Ј ∈ 𝑋 de uma função 𝑓(𝑥) no conjunto 𝑋 ⊆ ℝ։ . O ponto 

𝑥Ј é considerado um mínimo global se 𝑓(𝑥Ј) ≤ 𝑓(𝑥) para todo 𝑥 ∈ 𝑋. A existência de 

𝑥Ј é garantida se 𝑓(𝑥) é contínua e se 𝑋 é fechado e limitado, ou seja, compacto. O 

ponto 𝑥Ј é um mínimo local de 𝑓(𝑥) se existe um 𝜖 > 0 tal que 𝑓(𝑥Ј) ≤ 𝑓(𝑥) para todo 

𝑥 ∈ 𝑋 com ∥ 𝑥 − 𝑥Ј ∥≤ 𝜖. De modo geral, uma função pode ter muitos mínimos locais e 

um mínimo global.  

 Em um mundo perfeito para encontrar o mínimo global de uma função convexa 

bastaria escolher um algoritmo de passos descendentes, deixando-o convergir livremente. 

No mundo real problemas de grandes dimensões, ou mesmo numericamente mal 

condicionado, podem impedir a convergência de qualquer algoritmo (BOYD; 

VANDENBERGHE, 2004). A simplicidade intuitiva da convexidade traduz-se por uma 

vantagem computacional genuína, que fica evidente por poderosos algoritmos que existem 
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para otimização convexa e de extrema dificuldade de convergência em garantia de ótimo 

para otimização não convexa (TAYLOR, 2015). 

Problemas de otimizações apresentam as seguintes características  

 
min 𝑓Ј(𝑥)

s. a: 𝑓ք(𝑥) ≤ 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑚

                     ℎք(𝑥) = 0, 𝑖 = 1, … , 𝑝

 (14) 

A ideia é encontrar uma variável 𝑥 ∈ ℝ։ que minimize a função objetivo ou função 

custo 𝑓Ј: ℝ
։ → ℝ e que satisfazem as restrições de desigualdade 𝑓ք(𝑥) ≤ 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚 e 

as restrições de igualdade ℎք(𝑥) = 0, 𝑖 = 1, … , 𝑝. O problema acima também pode não 

apresentar restrições, ou seja, 𝑚 = 𝑝 = 0. Nesse caso diz que o problema é irrestrito. 

 O domínio do problema de otimização é dado pelo conjunto de pontos que a função 

objetivo e as funções restrições estão definidas, ou seja 

𝒟 = ভ૎ 𝐷 𝑓ք

ֈ

ք=φ

ম⋂ ভ૎ 𝐷 ℎք

֋

ք=φ

ম. 

 
Um ponto 𝑥 ∈ 𝒟 é factível se satisfaz as restrições do problema (14), e se existe 

pelo menos um ponto que satisfaz o problema, o problema é definido como factível, caso 

contrário o problema é infactível. O conjunto de todos os pontos factíveis é chamado de 

conjunto factível ou conjunto restrição. O valor ótimo 𝑝∗ do problema (14) é definido 

como  

𝑝∗ = {inf 𝑓Ј(𝑥) ∣ 𝑓ք(𝑥) ≤ 0 , 𝑖 = 1, … , 𝑚, ℎք(𝑥) = 0, 𝑖 = 1,… 𝑝}    

e permite 𝑝∗ assumir valores estendidos a ±∞. Se o problema é infactível, tem-se que 

𝑝∗ = ∞, (seguindo a convenção padrão que o ínfimo de um conjunto vazio é ∞). Se 

existem pontos factíveis 𝑥ֆ com 𝑓Ј(𝑥ֆ) → −∞ e como 𝑘 → ∞, então 𝑝∗ = −∞, o 

problema acima é ilimitado inferiormente. 

Definição 8. Diz-se que 𝑥∗ é um ponto ótimo, ou resolve o problema de otimização (14) 

se 𝑥∗ é factível e 𝑓Ј(𝑥
∗) = 𝑝∗. O conjunto de todos os pontos ótimos é chamado de 

conjunto ótimo, e denotado por 

𝑋֊֋֏ = {𝑥 ∣ 𝑓ք(𝑥) ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚   ℎք(𝑥) = 0,   𝑖 = 1,… , 𝑝,   𝑓Ј(𝑥) = 𝑝 }. 
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Definição 9. Diz-se que um ponto factível 𝑥 é um ótimo local se existe um ℝ > 0, tal 

que,  

𝑓Ј(𝑥) = inf{ 𝑓Ј(𝑧) ∣ 𝑓ք(𝑧) ≤ 0,   𝑖 = 1,… ,𝑚, ℎք(𝑧) = 0,   𝑖 =  1, … , 𝑝, ∥ 𝑧 − 𝑥 ∥ϵ≤ ℝ }, 

ou seja, 𝑥 resolve o problema (15), 

 

min 𝑓Ј(𝑧)

s. a. 𝑓ք(𝑧) ≤ 0,   𝑖 = 1, … ,𝑚

          ℎք(𝑧) = 0, 𝑖 = 1, … , 𝑝

 ∥ 𝑧 − 𝑥 ∥ϵ≤ ℝ

 (15) 

na variável 𝑧. 

Os problemas de otimizações, geralmente, são apresentados na sua forma padrão, 

ou seja, adota-se como convenção que o lado direito das restrições de igualdade e 

desigualdade sejam zero. As restrições de igualdade como ℎք(𝑥) = 0 são representadas 

como ℎք(𝑥) = 𝑔֖ࣴ(𝑥) onde 𝑔ք(𝑥) = ℎք(𝑥) − 𝑔֖ࣴ(𝑥), do mesmo modo, inequações da forma 

𝑓ք(𝑥) ≥ 0 são representadas como −𝑓ք(𝑥) ≤ 0. No problema de FPO, uma das 

características que tornam o problema como NP-hard é a presença de igualdade nas 

restrições de balanço de fluxo de potência. 

3.2.1 Problemas equivalentes 

 Neste trabalho, utiliza-se o conceito de mudanças de variáveis. Desta forma, nesta 

seção apresenta-se o problema padrão (14) usando o conceito de substituição de variáveis. 

Suponha que 𝜙: ℝ։ → ℝ։ seja bijetora, com imagem cobrindo o domínio do problema 𝒟, 

isto é, 𝜙(dom𝜙) ⊇ 𝒟. Define-se as funções 𝑓֖ࣴ e ℎ֖ࣴ como 

𝑓֖ࣴ(𝑧) = 𝑓քॕ𝜙(𝑧)ॖ, 𝑖 = 1,… ,𝑚
  

ℎ֖ࣴ(𝑧) = ℎքॕ𝜙(𝑧)ॖ, 𝑖 = 1,… , 𝑝.

 

  Considere agora o problema: 

 
min 𝑓Ј̃(𝑧)

s. a. 𝑓ք̃(𝑧) ≤ 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑚

                     ℎ̃ք(𝑧) = 0, 𝑖 = 1, … , 𝑝

 (16) 
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representado na variável 𝑧. O problema padrão (14) e o problema (16) estão ligados pela 

mudança de variável ou substituição de variável 𝑥 = 𝜙(𝑧). Os problemas são equivalentes 

se 𝑥 resolve o problema padrão (14), então 𝑧 = 𝜙−φ(𝑥) resolve o problema (16) e vice-

versa. Este conceito é usado neste trabalho, sendo referenciado como transformações 

McCormick, que pode ser aplicado tanto na função objetivo como nas restrições. 

Suponha que 𝜓Ј: ℝ → ℝ seja monótona crescente, 𝜓φ,… , 𝜓ֈ: ℝ → ℝ satisfaz 𝜓ք ≤

0 se, e somente se 𝑢 ≤ 0, e 𝜓ֈ+φ,… , 𝜓ֈ+֋: ℝ → ℝ satisfaz 𝜓ք(𝑢) = 0 se, e somente se 

𝑢 = 0. Define-se 𝑓֖ࣴ e ℎ֖ࣴ como composições de funções 

𝑓֖ࣴ(𝑥) = 𝜓քॕ𝑓ք(𝑥)ॖ, 𝑖 = 0, … ,𝑚
  

ℎ֖ࣴ(𝑥) = 𝜓ֈ+քॕℎք(𝑥)ॖ, 𝑖 = 0, … , 𝑝

 

 Assim, o problema padrão (14) é equivalente ao problema (17) 

 
min 𝑓Ј̃(𝑥)

s. a. 𝑓ք̃(𝑥) ≤ 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑚

                     ℎ̃ք(𝑥) = 0, 𝑖 = 1, … , 𝑝

 (17) 

e os conjuntos factíveis em ambos os problemas são idênticos, bem como os pontos de 

ótimos. 

As variáveis de folgas são transformações, ou seja, 𝑓ք(𝑥) ≤ 0 se, e somente se 𝑠ք ≥

0 satisfaz 𝑓ք(𝑥) + 𝑠ք = 0. Usando essa estratégia o problema (14) pode ser reformulado e 

o novo problema é equivalente, se (𝑥, 𝑠) é factível para o problema modificado, então 𝑥 

é factível para o problema original. 

 

min 𝑓Ј(𝑥) 𝑎

s. a. 𝑠ք ≥ 0, 𝑖 = 1,… , 𝑚

𝑎
𝑎

𝑓ք(𝑥) + 𝑠ք = 0,

ℎք(𝑥) = 0,

 𝑖 = 1, … ,𝑚
 𝑖 = 1, … , 𝑝.

 (18) 

As restrições de igualdade algumas vezes podem tornar o problema de difícil 

solução.  

Uma maneira de lidar com as dificuldades geradas pelas restrições de igualdade é 

tentar elimina-las, da seguinte maneira, primeiro deve-se parametrizar explicitamente 

todas as soluções das restrições de igualdade. Seja: 
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 ℎք(𝑥) = 0   𝑖 = 1, … , 𝑝, (19) 

usando o mesmo parâmetro 𝑧 ∈ ℝֆ, pode-se eliminar as restrições de igualdade do 

problema da seguinte maneira: suponha que 𝜙: ℝֆ → ℝ։ tal que 𝑥 satisfaz a equação (19) 

se, e somente se deve existir algum 𝑧 ∈ ℝֆ, de modo que, 𝑥 = 𝜙(𝑧). O problema de 

otimização: 

 
min 𝑓Јࣴ(𝑥) = 𝑓Јॕ𝜙(𝑧)ॖ 𝑎

s. a. 𝑓֖ࣴ(𝑧) = 𝑓քॕ𝜙(𝑧)ॖ ≤ 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚
 (20) 

é equivalente ao problema (14). 

 No problema reformulado aparecem novas variáveis e novas restrições de 

igualdade. Em, (21) tem-se um exemplo típico. Seja o problema  

 
min 𝑓Ј(𝐴Ј𝑥 + 𝑏Ј) 𝑎

s. a. 𝑓ք(𝐴ք𝑥 + 𝑏ք) ≤ 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚

𝑎 ℎք(𝑥) = 0, 𝑖 = 1, … , 𝑝

 (21) 

onde 𝑥 ∈ ℝ։, 𝐴ք ∈ ℝֆՎ+։ e 𝑓ք: ℝ
ֆՎ → ℝ. A função objetivo e as restrições são 

representadas como composições de funções 𝑓ք, a transformação afim é definida como 

𝐴ք𝑥 + 𝑏ք. Uma nova variável 𝑦ք ∈ ℝֆՎ é introduzida, bem como uma nova restrição 𝐴ք𝑥 +

𝑏ք, para 𝑖 = 0, … ,𝑚 e o problema equivalente é escrito como em (22). 

 

min 𝑓Ј(𝑦Ј) 𝑎

s. a. 𝑓ք(𝑦ք) ≤ 0, 𝑖 = 1, … , 𝑚

𝑎
𝑎

𝑦ք = 𝐴ք𝑥 + 𝑏ք,

ℎք(𝑥) = 0,

 𝑖 = 1,… ,𝑚
 𝑖 = 1, … , 𝑝.

 (22) 

Em (22) tem-se 𝑘Ј + ⋯+ 𝑘ֈ novas variáveis, 𝑦Ј ∈ ℝֆɱ ,… , 𝑦ֈ ∈ ℝֆՒ e 𝑘Ј + ⋯+ 𝑘ֈ 

restrições de igualdade, 𝑦Ј = 𝐴Ј𝑥 + 𝑏Ј, … , 𝑦ֈ = 𝐴ֈ𝑥 + 𝑏ֈ. 

3.2.2 Problema de otimização convexa na forma padrão 

Um problema de otimização convexa é da forma: 

 
min 𝑓Ј(𝑥)

s. a. 𝑓ք(𝑥) ≤ 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑚

                     𝑎ք
յ 𝑥 = 𝑏ք, 𝑖 = 1,… , 𝑝

 (23) 
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onde 𝑓Ј,… , 𝑓ֈ são funções convexas. Comparando o problema padrão (14) com (23), 

verifica-se que o problema convexo tem três requisitos adicionais: 

 A função objetivo deve ser convexa, 

 As inequações das funções restrições devem ser convexas, 

 A igualdade das funções restrições ℎք(𝑥) = 𝑎ք
յ 𝑥 − 𝑏ք necessitam ser afins. 

Como a função objetivo e as restrições são convexas no problema (23) logo, o 

conjunto factível de um problema de otimização convexo também deve ser convexo. 

Observando o problema (23) e comparando-o com o problema de FPO, um grande desafio 

é manipular algebricamente as restrições de fluxos de potências, que são restrições de 

igualdade senoidais e não-lineares. 

3.3 ÓTIMO LOCAL E GLOBAL 

Decorre das propriedades da teoria de otimização convexa um importante 

conceito, sobre os ótimos locais de modelos convexos, de acordo com o Teorema 3. 

Teorema 3. Qualquer ponto localmente ótimo é também globalmente ótimo.  

Prova: suponha que 𝑥 seja um ótimo localmente para um problema de otimização 

convexa, ou seja, 𝑥 é factível e: 

 𝑓Ј(𝑥) = in f{𝑓Ј(𝑧) ∣ 𝑧 factível, ∥ 𝑧 − 𝑥 ∥ϵ≤ ℝ}, (24) 

para algum ℝ > 0. Agora suponha que 𝑥 não seja globalmente ótimo, isto é, existe um 𝑦 

factível tal que 𝑓Ј(𝑦) < 𝑓Ј(𝑥). Óbvio que ∥ 𝑦 − 𝑥 ∥ϵ> ℝ, caso contrário 𝑓Ј(𝑥) ≤ 𝑓Ј(𝑦). 

Considere o ponto 𝑧 dado por 

𝑧 = (1 − 𝜃)𝑥 + 𝜃𝑦,       𝜃 =
ℝ

2 ∥ 𝑦 − 𝑥 ∥ϵ

 

Logo, ∥ 𝑧 − 𝑥 ∥ϵ=
ℝ
ϵ

< ℝ, e pela convexidade do conjunto factível, 𝑧 é factível. Pela 

convexidade de 𝑓Ј tem-se: 

𝑓Ј(𝑧) ≤ (1 − 𝜃)𝑓Ј(𝑥) + 𝜃𝑓Ј(𝑦) < 𝑓Ј(𝑥), 



56 
 

 

o que contradiz (24). Portanto, não existe 𝑦 factível com 𝑓Ј(𝑦) < 𝑓Ј(𝑥), assim 𝑥 é ótimo 

globalmente ∎. 

Teorema 4. (Critério de otimalidade para 𝑓Ј diferenciável de primeira ordem). Suponha 

que a função objetivo 𝑓Ј em um problema de otimização convexa seja diferenciável, de 

modo que ∀𝑥, 𝑦 ∈ dom𝑓Ј, 

 𝑓Ј(𝑦) ≥ 𝑓Ј(𝑥) + ∇𝑓Ј(𝑥)յ (𝑦 − 𝑥) (25) 

Seja 𝑋 o conjunto factível, ou seja, 

𝑋 = {𝑥 ∣ 𝑓ք(𝑥) ≤ 0, 𝑖 = 1, … , 𝑚,   ℎք(𝑥) = 0, 𝑖,… , 𝑝 }. 

Então, 𝑥 é ótimo se, e somente se 𝑥 ∈ 𝑋 e 

 ∇𝑓Ј(𝑥)յ (𝑦 − 𝑥) ≥ 0    ∀𝑦 ∈ 𝑋. (26) 

Prova: primeiro, suponha que 𝑥 ∈ 𝑋 e satisfaz (26). Então se 𝑦 ∈ 𝑋 tem-se por (25), que 

𝑓Ј(𝑦) ≥ 𝑓Ј(𝑥). Isto mostra que 𝑥 é um ponto ótimo para (14). Reciprocamente, suponha 

que 𝑥 seja ótimo, mas a condição (26) não se mantém, ou seja, para algum 𝑦 ∈ 𝑋 tem-

se: 

∇𝑓Ј(𝑥)յ (𝑦 − 𝑥) < 0. 

Considere o ponto 𝑧(𝑡) = 𝑡𝑦 + (1 − 𝑡)𝑥, onde 𝑡 ∈ [0,1] seja um parâmetro. Já que 𝑧(𝑡) 

está sobre um segmento de reta entre 𝑥 e 𝑦, e o conjunto é factível, 𝑧(𝑡) é factível. Afirma-

se que para o menor 𝑡 positivo tem-se 𝑓Јॕ𝑧(𝑡)ॖ < 𝑓Ј(𝑥), o que prova que 𝑥 não é ótimo. 

Para mostrar isso, note que: 

𝑑

𝑑𝑡
𝑓Јॕ𝑧(𝑡)ॖઊ

֏=Ј

= ∇𝑓Ј(𝑥)յ (𝑦 − 𝑥) < 0, 

logo para o menor 𝑡 positivo, tem-se que 𝑓Јॕ𝑧(𝑡)ॖ < 𝑓Ј(𝑥) ∎.  

Teorema 5. (Condição de convexidade de segunda ordem) Suponha que a função 𝑓 seja 

duas vezes diferenciável sobre um conjunto aberto 𝑋 ⊂ ℝ։. Então 𝑓(𝑥) é convexa se, e 

somente se sua matriz Hessiana: 
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 𝐻(𝑥) = ∇ϵ𝑓(𝑥) =

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝜕ϵ𝑓

𝜕𝑥φ
ϵ

𝜕ϵ𝑓

𝜕𝑥φ𝜕𝑥ϵ

𝜕ϵ𝑓

𝜕𝑥ϵ𝜕𝑥φ

𝜕ϵ𝑓

𝜕𝑥ϵ
ϵ

⋯
𝜕ϵ𝑓

𝜕𝑥φ𝜕𝑥։

⋯
𝜕ϵ𝑓

𝜕𝑥ϵ𝜕𝑥։

⋮ ⋮
𝜕ϵ𝑓

𝜕𝑥։𝜕𝑥φ

𝜕ϵ𝑓

𝜕𝑥։𝜕𝑥ϵ

⋱ ⋮

⋯
𝜕ϵ𝑓

𝜕𝑥։
ϵ ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 (27) 

 
for semidefinida positiva para todo 𝑥 ∈ 𝑋, isto é, a matriz 𝐻(𝑥) tem somente autovalores 

não negativos (BOYD; VANDENBERGHE, 2004). 

 Uma condição para que a matriz Hessiana seja semidefinida positiva é que todos 

os seus menores principais sejam não negativos. O k - ésimo menor principal de uma 

matriz é o determinante da submatriz k × k consistindo das primeiras linhas e colunas k 

da matriz original. 

Teorema 6. Se 𝑓φ, 𝑓ϵ, . . . , 𝑓։ são funções convexas e 𝑤ք com 𝑖 =  1,… , 𝑛 são coeficientes 

reais não negativos, então a soma ponderada: 

 𝑓 = 𝑤φ𝑓φ + 𝑤ϵ 𝑓ϵ+ . . . +𝑤։𝑓։ (28) 

é uma função convexa (BOYD; VANDENBERGHE, 2004). 

3.4 UNDERESTIMATOR CONVEXO 

O underestimator convexo é uma técnica importante quando se trabalha com 

otimização global não convexa, uma vez que a relaxação do problema original ou a 

aproximação UC pode ser obtida. Quando se substitui uma função não convexa em um 

problema por um UC é possível usar todos os métodos disponíveis em otimização convexa 

para resolver a versão aproximada do problema não convexo. Neste trabalho, na seção 

4.2.2 ao propor uma aproximação externa para problema do arco tangente teoricamente 

está se obtendo um underestimator convexo para função inversa. 

Definição 10. A função 𝑔(𝑥) é um underestimator convexo de uma função 𝑓(𝑥) não 

convexa com 𝑥 ∈ 𝐶, onde 𝐶 é um conjunto convexo, se: 
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i. 𝑔(𝑥) convexo, 

ii. 𝑔(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝐶 

Para uma dada função, existe uma infinidade de urderestimators que fornece 

diferentes níveis de erro de aproximação. O underestimator com menor erro ou tightest, 

é chamado de envelope convexo de uma função. A Figura 6 ilustra intuitivamente uma 

função não convexa com dois pontos de mínimos e uma relaxação UC representada pela 

função 𝑦, onde o ponto 𝑥 é uma solução factível para a função não convexa e também 

para o UC. 

Figura 6 – Curva da região factível função não convexo e a relaxação convexa 

  
Fonte: Elaborado no Geogebra pelo autor. 

Definição 11. A função 𝑔(𝑥) é o envelope convexo de uma função não convexa 𝑓(𝑥) com 

𝑥 ∈ 𝐶, onde 𝐶 é um conjunto convexo, se 

i. 𝑔(𝑥) é um underestimator convexo de 𝑓(𝑥), 

ii. 𝑔(𝑥) ≥ ℎ(𝑥) ∀𝑥 e para todo underestimators convexos ℎ(𝑥) de 𝑓(𝑥). 

Na Figura 7 está ilustrado os conceitos desta definição. 
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Figura 7 – Função não convexa 1, underestimators 3 e 4, e envelope convexo 2 

 
Fonte: Elaborado no Geogebra pelo autor. 

3.5 TEORIA DA DUALIDADE 

Nesta seção é feita uma discussão sobre a teoria da dualidade e apresentado o 

conceito de multiplicadores de Lagrange que no Capítulo 5 é apresentado como custos 

marginais 𝜆ք
Ј na técnica de solução de um problema binível relacionado com despacho 

ótimo de potência ativa e reativa. Nesta seção, também é apresentado o conceito de 

dualidade forte que também é usado no Capítulo 5 como uma estratégia para transformar 

o problema binível em um problema unível. Além disso, esta seção apresenta exemplos 

de aplicação em estratégia de jogos, preços ou taxas. Pode-se encontrar com mais detalhes 

sobre a teoria da dualidade em (JONATHAN; ADRIAN, 2006; BOYD; 

VANDENBERGHE, 2004; SHELDON; KENNETH, 2013). 

3.5.1 A Função dual Lagrange  

Considere o problema não convexo (14) na sua forma padrão com 𝑥 ∈ ℝ։ e o 

domínio 𝒟 = ⋂ dom𝑓ք
ֈ

ք=Ј
⋃ ℎք

֋

ք=φ
 seja não vazio e  𝑝∗ valor ótimo de (14). A dualidade 
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lagrangiana toma as restrições do problema (14) onde a função objetivo é composta pela 

soma ponderada das restrições, sendo a definição 12, sua apresentação formal: 

Definição 12. O lagrangiano 𝐿: ℝ։ × ℝֈ × ℙ֋ → ℝ associado com o problema (14) é 

definido como 

𝐿(𝑥, 𝜆, 𝑣) = 𝑓Ј(𝑥) + ం𝜆ք𝑓ք(𝑥) + ం𝑣քℎք(𝑥)
֋

ք=φ

,
ֈ

ք=φ

 

com dom𝐿 = ℝ։ × ℝֈ × ℙ֋.  

 O multiplicador de Lagrange associado com a 𝑖-ésima restrição de desigualdade 

𝑓ք(𝑥) ≤ 0 é dado por 𝜆ք. Para as restrições de igualdade ℎք(𝑥) = 0 o multiplicador de 

Lagrange é dado por 𝑣ք. Os vetores 𝜆 e 𝑣 são chamados de variáveis duais ou 

multiplicadores de Lagrange associado com o problema (14). 

Definição 13. A função dual Lagrange ou simplesmente função dual 𝑔: ℝ։ × ℝֈ × ℙ֋ →

ℝ  é definida como o mínimo valor do lagrangiano sobre 𝑥: 𝜆 ∈ ℝֈ, 𝑣 ∈ ℙ։, 

𝑔(𝜆, 𝑣) = inf
֓∈ท

(𝑥, 𝜆, 𝑣) = inf
֓∈ท

঱𝑓Ј(𝑥) + ం𝜆ք𝑓ք(𝑥) + ం𝑣քℎք(𝑥)
֋

ք=φ

ֈ

ք=φ

ল. 

Quando o dual é ilimitado inferiormente em 𝑥, a função dual assume valores em 

−∞. A função dual será o ínfimo pontual de uma família de funções afins de (𝜆, 𝑣). E é 

côncava mesmo quando o problema (14) não é convexo. 

Teorema 8. A função dual fornece um limite inferior para o problema (14) considerando 

o valor ótimo 𝑝∗ para todo 𝜆 ≽ 0 e todo 𝑣, tem-se 

 𝑔(𝜆, 𝑣) ≤ 𝑝∗. (29) 

 A função dual fornece um limite inferior não trivial 𝑝∗ somente quando 𝜆 ≽ 0 e 

(𝜆, 𝑣) ∈ dom𝑔, ou seja, 𝑔(𝜆, 𝑣) > −∞. O par (𝜆, 𝑣) com 𝜆 ≽ 0 e (𝜆, 𝑣) ∈ dom𝑔 é chamado 

de solução dual factível. 

3.5.2 O problema dual lagrangeano  

Considere o problema de otimização abaixo: 



61 
 

 

 
max 𝑔(𝜆, 𝑣)

s. a. 𝜆 ≽ 0, 𝑣 irrestrito.
 (30) 

O problema de otimização (30) é chamado de problema dual Lagrangeano 

associado com o problema primal (14). A função dual Lagrange fornece o limite inferior 

no valor ótimo 𝑝∗ do problema (14) cada par (𝜆, 𝑣) com 𝜆 ≽ 0. Assim, o limite inferior 

depende apenas dos parâmetros 𝜆, 𝑣. O termo dual factível implica que (𝜆, 𝑣) é factível 

para o problema (30). 

O par (𝜆∗, 𝑣∗) é chamado de solução dual ótimo ou multiplicador ótimo de 

Lagrange se é ótimo para o problema (30). O problema dual Lagrangeano (30) é um 

problema de otimização convexo já que a função objetivo que está sendo maximizada é 

côncava e a restrição é convexa. O problema primal (14) neste caso pode ser convexo ou 

não. 

3.5.3 Dualidade fraca ou forte e qualificação da restrição de Slater 

Definição 14. O valor ótimo 𝑑∗ do problema dual Lagrange é o melhor limite inferior 

sobre 𝑝∗ que pode ser obtido a partir da função dual Lagrange. A inequação 

 𝑑∗ ≤ 𝑝∗, (31) 

que se conserva ainda que o problema original não seja convexo é chamada de dualidade 

fraca. 

 A dualidade fraca da inequação (31) preserva-se quando 𝑑∗ e 𝑝∗ são infinitos. Por 

exemplo, se o problema primal é ilimitado inferiormente, isto é, 𝑝∗ = −∞ deve-se ter 

𝑑∗ = −∞, ou seja, o problema dual Lagrange é infactível. Do mesmo modo, se o problema 

dual Lagrangeano é ilimitado superiormente 𝑑∗ = ∞, tem-se 𝑝∗ = ∞, logo o problema 

primal é infactível. O gap de dualidade ótimo do problema original é dado pela diferença 

entre 𝑝∗ − 𝑑∗ que é sempre não negativa. 



62 
 

 

 O limite (31) é usado algumas vezes para encontrar o limite inferior no valor ótimo 

de um problema que seja de difícil resolução. O problema dual é sempre convexo, e em 

muitos casos ele pode ser resolvido eficientemente para encontrar 𝑑∗. 

Definição 15. Se a igualdade  

 𝑑∗ = 𝑝∗, (32) 

preserva-se, ou seja, o gap de dualidade ótimo é zero tem-se uma dualidade forte. 

 Em geral, a dualidade forte não se mantém. Mas se o problema primal (14) é 

convexo, ou seja, da forma 

 
min 𝑓Ј(𝑥)                                       

s. a. 𝑓ք(𝑥) ≤ 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑚

                     𝐴𝑥 = 𝑏                          

 (33) 

com 𝑓֊,… , 𝑓ֈ convexos, eventualmente (mas não sempre) tem-se a dualidade forte. 

Existem muitos resultados que estabelecem condições para que o problema que vão além 

da convexidade sobre o qual se mantém a dualidade forte. Essas condições são chamadas 

de qualificações de restrições. No APÊNDICE 1 são apresentados os modelos 

matemáticos primal, dual e joint do despacho econômico que são usados neste trabalho 

como técnica de solução para o problema binível e unível. 

3.5.4 Caracterização de max-min da dualidade fraca e forte 

Os problemas dual e primal de otimização podem ser expressos em uma forma mais 

simétrica. Assume que não existam restrições de igualdade em (14): 

sup𝐿(𝑥, 𝜆) = sup
ᇊ≽Ј

ভ𝑓Ј(𝑥) + ం𝜆ք𝑓ք(𝑥)
ֈ

ք=φ

ম

𝑎   

 = অ
𝑓Ј(𝑥) 𝑓ք(𝑥) ≤ 0,   𝑖 = 1, … ,𝑚

∞ caso contrário.

 

Agora suponha que 𝑥 não seja factível, e 𝑓ք(𝑥) > 0 para algum 𝑖. Logo, o 

sup
ᇊ≽Ј

𝐿(𝑥, 𝜆) = ∞, pela escolha de 𝜆օ = 0, 𝑗 ≠ 𝑖 e 𝜆ք → ∞. Assim, se 𝑓ք(𝑥) ≤ 0, 𝑖,… ,𝑚 
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então a escolha ótima de 𝜆 é 𝜆 = 0 e sup
ᇊ≽Ј

𝐿(𝑥, 𝜆) = 𝑓Ј(𝑥). O valor ótimo do problema 

primal pode ser expresso como 

𝑝∗ = inf
֓

sup
ᇊ≽Ј

𝐿(𝑥, 𝜆). 

Por definição de função dual, tem-se: 

𝑑∗ = sup
ᇊ≽Ј

inf
֓

𝐿(𝑥, 𝜆). 

 Assim, a dualidade fraca pode ser expressa como uma inequação 

 sup
ᇊ≽Ј

inf
֓

𝐿(𝑥, 𝜆) ≤ inf
֓

sup
ᇊ≽Ј

𝐿(𝑥, 𝜆), (34) 

enquanto a dualidade forte é expressa como 

sup
ᇊ≽Ј

inf
֓

𝐿(𝑥, 𝜆) = inf
֓

sup
ᇊ≽Ј

𝐿(𝑥, 𝜆), 

o significado da dualidade forte está no fato que as ordens de minimização sobre 𝑥 e 

maximização sobre 𝜆 ≽ 0 podem ser alteradas sem afetar o resultado. De fato, a 

inequação (34) não depende de quaisquer propriedades de 𝐿. Logo, 

 sup
֕∈ջ

inf
֒∈ո

𝑓(𝑤, 𝑧) ≤ inf
֒∈ո

sup
֕∈ո ֕∈ջ

𝑓(𝑤, 𝑧), (35) 

para qualquer 𝑓: ℝ։ × ℝֈ → ℝ (e qualquer W⊆ ℝ։ e 𝑍 ⊆ ℝֈ). Esta inequação geral é 

chamada de inequação 𝑚𝑎𝑥 − 𝑚𝑖𝑛. Quando a igualdade se mantém, ou seja, 

 sup
֕∈ջ

inf
֒∈ո

𝑓(𝑤, 𝑧) = inf
֒∈ո

sup
֕∈ո ֕∈ջ

𝑓(𝑤, 𝑧), (36) 

Diz-se que 𝑓,𝑊 e 𝑍 satisfaz a propriedade 𝑚𝑎𝑥 − 𝑚𝑖𝑛 forte ou propriedade ponto de 

sela. Essa propriedade se mantém somente para casos especiais.  

3.5.5 Resolvendo o problema primal via o problema dual 

Se a dualidade forte mantém e existe uma solução ótimo dual (𝜆∗, 𝜐∗), então 

qualquer ponto ótimo primal é também um minimizador de 𝐿(𝑥, 𝜆∗, 𝜐∗). Isto permite 

calcular uma solução ótima primal a partir de uma solução ótima dual. Considere a 

dualidade forte e um ótimo conhecido (𝜆∗, 𝜐∗) que minimiza 𝐿(𝑥, 𝜆∗, 𝜐∗) e seja solução 

única de  
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 min 𝑓Ј(𝑥) + ం𝜆ք
∗𝑓ք(𝑥) + ం𝜐ք

∗ℎք(𝑥)
֋

ք=φ

,
ֈ

ք=φ

 (37) 

quando se tem um problema convexo isto acontece. 

Se a solução de (37) é um primal factível ela deve ser o primal ótimo, agora se 

não é um primal factível então nenhum ponto primal ótimo pode existir, ou seja, pode-

se concluir que o ótimo primal pode não ser alcançado. Uma observação bem interessante 

com relação a este fato é quando o problema dual é mais fácil resolver que o problema 

primal, tendo como exemplo, pode ser resolvido analiticamente, ou tenha uma estrutura 

especial que possa ser resolvida. 

3.6 ESTRATÉGIAS MISTAS PARA JOGOS MATRICIAIS 

Esta seção e a próxima são apresentadas como um motivador para mais adiante 

ser apresentado um problema binível, observar a importância desse problema ser convexo, 

a relevância e a dificuldade de trabalhar com dualidade forte que possibilita apresentar 

o mesmo problema binível como unível. Para um aprofundamento da teoria de jogos e 

seu uso em problemas biníveis em SEP consulte (DENG, 1998; DEMPE et al., 2015). 

Definição 16. Se a dimensão afim de um conjunto 𝐶 ⊆ ℝ։ é menor que 𝑛, então o 

conjunto encontra-se no conjunto afim af𝐶 ≠ ℝ։. Define-se como relativo interior do 

conjunto 𝐶, denotado por intr𝐶 , como sendo o interior relativo a af𝐶: 

intr𝐶{𝑥 ∈ 𝐶:𝐵(𝑥, 𝑟) ∩ af𝐶 ⊆ 𝐶 para algum 𝑟 > 0}, 

onde 𝐵(𝑥, 𝑟) = {𝑦: ‖𝑦 − 𝑥‖ ≤ 𝑟}, a bola de raio 𝑟 e centro 𝑥 na norma ‖ ⋅ ‖. 

Definição 17. Uma qualificação de restrição é chamada de condição de Slater se existe 

um 𝑥 ∈ intr𝒟 tal que 

 𝑓ք(𝑥) < 0,    𝑖,… ,𝑚,      𝐴𝑥 = 𝑏. (38) 

 Tal ponto é algumas vezes chamado de estritamente factível, já que as restrições 

de inequações mantêm como inequações estritas. O estado do teorema de Slater da 

dualidade forte mantém-se, se as condições de Slater se mantêm (e o problema for 
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convexo). A condição de Slater pode ser aprimorada quando algumas das restrições de 

desigualdade 𝑓ք são afins. Se as primeiras 𝑘 funções restrições 𝑓φ,… , 𝑓ֆ são afins, então 

a dualidade forte conserva-se fornecendo as seguintes condições fracas que são mantidas: 

existe um 𝑥 ∈ intr 𝒟 com 

𝑓ք(𝑥) ≤ 0,    1,… , 𝑘, 𝑓ք(𝑥) < 0,    𝑖 = 𝑘 + 1,… ,𝑚,         𝐴𝑥 = 𝑏. 

O uso da dualidade forte para obter um resultado básico para a soma-zero de 

resultados matriciais pode ser usado. Considere um jogo com dois jogadores onde o 

jogador 1 faz uma escolha (ou move) 𝑘 ∈ {1, … , 𝑛} e o jogador 2 faz uma escolha 𝑙 ∈

{1,… ,𝑚}. O jogador 1 faz uma recompensa de 𝑃ֆև ao jogador 2, onde 𝑃 ∈ ℝ։×ֈ é a 

matriz de retorno para o jogo. O objetivo do jogador 1 é tornar a recompensa a menor 

possível, enquanto o objetivo do jogador 2 é maximizar a recompensa. 

Os jogadores usam estratégias mistas ou randomizadas, isto significa que cada 

jogador faz sua escolha de forma randômica e independente em relação a outro jogador, 

de acordo com a distribuição de probabilidade: 

prob(𝑘 = 𝑖) = 𝑢ք,    𝑖 = 1, … , 𝑛,    prob(𝑙 = 𝑖) = 𝑣ք,    𝑖 = 1,… ,𝑚,   

𝑢 e 𝑣 dão as distribuições probabilísticas das escolhas dos dois jogadores, ou seja, suas 

estratégias. O retorno esperado do jogador 1 em relação ao jogador 2 é dado por 

ంం 𝑢ֆ𝑣և𝑃ֆև𝑢
յ 𝑃𝑣

ֈ

և=φ

։

ֆ=φ

. 

O jogador 1 deseja escolher 𝑢 para minimizar 𝑢յ 𝑃𝑣, enquanto o jogador 2 quer 

adotar 𝑣 de modo a maximizar 𝑢յ 𝑃𝑣. 

Analisando o jogo do ponto de vista do jogador 1, assumindo que sua estratégia 

𝑢 seja conhecida pelo jogador 2 (que dá uma vantagem para o jogador 2), o jogador 2 

escolhe 𝑣 para maximizar 𝑢յ 𝑃𝑣, o que resulta no retorno esperado 

sup{𝑢յ 𝑃𝑣: 𝑣 ≽ 0, 1յ 𝑣 = 1} = max
ք=φӴ…Ӵֈ

  (𝑃 յ 𝑢)ք. 

A melhor estratégia que o jogador 1 pode fazer é escolher 𝑢 que minimize o pior 

caso de retorno para o jogador 2, isto é, escolher uma estratégia 𝑢 que resolva o problema 
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min max

ք=φӴ…Ӵֈ
  (𝑃 յ 𝑢)ք

s. a. 𝑢 ≽ 0, 1յ 𝑢 = 1
 (39) 

que é um problema de otimização convexo linear piecewise. Seja 𝑝φ
∗ o valor ótimo deste 

problema que é o menor retorno esperado que o jogador 1 planejar ter. Assumindo que o 

jogador 2 conhece a estratégia do jogador 1 e joga para sua própria vantagem máxima. 

Da mesma maneira, pode-se considerar a estratégia 𝑣 do jogador 2 seja conhecida pelo 

jogador 1 (que dá uma vantagem para 1). Neste caso, o jogador 1 escolhe 𝑢 para 

minimizar 𝑢յ 𝑃𝑣, que resulta no retorno esperado 

inf{𝑢յ 𝑃𝑣: 𝑢 ≽ 0, 1յ 𝑢 = 1} = min
ք=φӴ…Ӵ։

  (𝑃𝑣)ք 

o jogador 2 escolhe 𝑣 para maximizar o problema 

 
max min

ք=φӴ…Ӵֈ
  (𝑃𝑣)ք

s. a. 𝑢 ≽ 0, 1յ 𝑣 = 1
 (40) 

que é outro problema de otimização convexo linear piecewise l onde a função objetivo é 

côncava e 𝑝ϵ
∗ é seu valor ótimo. Este é o menor valor esperado de retorno que garante ter 

o jogador 2, claro, assumindo que o jogador 1 sabe a estratégia do jogador 2. 

 O problema dos dois jogadores apresentado aparece com frequência em problemas 

biníveis, onde nesta tese é apresentado um problema com dois competidores no despacho 

de potência ativa, onde se busca uma oportunidade na compra e venda de energia. O 

problema é resolvido usando dualidade forte que apresenta como vantagem a solução em 

apenas um nível, mas para isso algumas exigências são necessárias, que são apresentadas 

mais à frente neste trabalho. 

 Quando se conhece as estratégias do oponente têm-se uma pequena vantagem pelo 

menos em tese, ou seja, 𝑝φ
∗ ≥ 𝑝ϵ

∗ . Uma interpretação que pode ser feita neste caso é que 

a diferença 𝑝φ
∗ − 𝑝ϵ

∗ é não negativa, pois a estratégia do oponente é conhecida o que lhe 

confere uma vantagem. 

 Considere 𝑝φ
∗ = 𝑝ϵ

∗, este resultado é estabelecido usando dualidade forte, quando 

isso ocorre em jogos matriciais com estratégias mistas não existe vantagem em conhecer 

a tática do seu oponente. Para mostrar isso um resultado é estabelecido para os problemas 
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(39) e (40) que são problemas duais Lagrange, para os quais se obtém a condição de 

dualidade forte. 

 Comece por formular (39) como um problema linear PL, 

min 𝑡  
s. a. 𝑢 ≽ 0 1յ 𝑢 = 1

 𝑃 յ 𝑢 ≼ 𝑡1,  
 

onde 𝑡 ∈ ℝ é uma variável extra. Introduz-se o multiplicador 𝜆 para 𝑃 յ 𝑢 ≼ 𝑡1, 

𝜇 para 𝑢 ≽ 0, e 𝜈 para 1յ 𝑢 = 1, o lagrangiano é apresentado abaixo, 

𝑡 + 𝜆յ (𝑃 յ 𝑢 − 𝑡1) − 𝜇յ 𝑢 + 𝜈(1 − 1յ 𝜇) = 𝜈 + (1 − 1յ 𝜆)𝑡 + (𝑃𝜆 − 𝜈1 − 𝜇)յ 𝑢, 

então a função dual é: 

𝑔(𝜆, 𝜇, 𝜈) = ছ
𝜈 1յ 𝜆 = 1 𝑃𝜆 − 𝜈1 = 𝜇

−∞ caso contrário,  
 

assim, o problema dual é: 
max 𝜈  
s. a. 𝜆 ≽ 0 1յ 𝜆 = 1
 𝑃𝜆 − 𝜈1 = 𝜇,  

, 𝜇 ≽ 0 

eliminado 𝜇 obtém-se o seguinte dual Lagrange de (39): 
max 𝜈  
s. a. 𝜆 ≽ 0 1յ 𝜆 = 1
 𝑃𝜆 ≽ 𝜈1,  

 

com as variáveis 𝜆, 𝜈 que é, claramente, equivalente a (40). Como os problemas lineares 

são factíveis tem-se a dualidade forte; o valor ótimo de (39) e (40) são iguais. 

3.6.1 Interpretações de jogos, preços ou taxas 

A inequação 𝑚𝑎𝑥 − 𝑚𝑖𝑛 (35), igualdade (36) e propriedade de ponto de sela, 

podem ser interpretadas em termos de um jogo contínuo de soma zero. Analisando os 

jogadores e suas escolhas da seguinte forma, se o primeiro jogador escolhe 𝑤 ∈ 𝑊 , e o 

segundo adota 𝑧 ∈ 𝑍, logo o jogador 1 joga uma quantidade 𝑓(𝑤, 𝑧) para o jogador 2. 

Ou seja, o jogador 1 quer minimizar 𝑓 enquanto o jogador 2 quer maximizar 𝑓 . Neste 

tipo de jogo as variáveis são contínuas. 
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Se o jogador 1 faz uma escolha primeiro, então o jogador 2 analisa a escolha do 

primeiro jogador e faz a sua. Em jogos desta forma, tem-se que o jogador 2 quer 

maximizar seus lucros 𝑓(𝑤, 𝑧) e escolherá 𝑧 ∈ 𝑍. O seu rendimento será dado por 

sup
֕∈ջ

𝑓(𝑤, 𝑧) que depende da escolha 𝑤 feita pelo primeiro oponente. Neste ponto, o jogador 

1 conhece, ou supõe que o jogador 2 acompanhe sua estratégia e escolhe 𝑤 ∈ 𝑊  de modo 

que este seja o pior caso para o jogador 2. O jogador 1 escolhe argumento (arg)8 

argmin
֒∈ո

sup
֕∈ջ

𝑓(𝑤, 𝑧) 

que resulta no rendimento 

inf
֒∈ո

sup
֕∈ջ

𝑓(𝑤, 𝑧) 

do jogador 1 para o jogador 2. 

 Pode-se inverter a ordem dos oponentes, o jogador 2 primeiro escolhe 𝑧 ∈ 𝑍, depois 

o jogador 1 toma 𝑤 ∈ 𝑊  conhecendo 𝑧, a lógica é a mesma do problema anterior, que 

resulta no lucro de 

sup
֕∈ջ

inf
֒∈ո

𝑓(𝑤, 𝑧) 

do jogador 1 para o jogador 2. 

 Um caso especial pode ser analisado, onde a função lucro é o lagrangiano 𝑊 =

ℝ։ e 𝑍 = ℝ+
ֈ. Neste caso, o jogador 1 escolhe a variável primal 𝑥, enquanto o jogador 2 

escolhe a variável dual 𝜆 ≽ 0. A escolha ótima para o jogador 2, onde ele escolhe primeiro 

𝜆∗ que é o ótimo dual, que resulta em um lucro para o jogador 2 de 𝑑∗. Do mesmo modo, 

caso o jogador 1 faça sua escolha primeiro ela será o ótimo primal 𝑥∗, que tem como 

resultado o lucro 𝑝∗. 

 Assim, o gap de dualidade do problema é exatamente igual a vantagem oferecida 

ao jogador que jogou segundo, ou seja, o jogador que tinha a vantagem de conhecer a 

escolha de seu oponente antes da triagem. Se a dualidade forte se mantém, logo não 

                                      
8  Uma função 𝑓: ℝ௣ → ℝ௤ significa que a função 𝑓 toma como argumento (arg) um vetor-𝑝 real e 
retorna um vetor-𝑞 real, como em uma linguagem de computador (DEMPE et al., 2015). 
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existe a vantagem de conhecer a estratégia do oponente. Este conceito é usado nesta tese 

para justificar a mudança de um problema binível para unível. A proposta é resolver o 

segundo nível via dual.  

Uma interessante interpretação econômica pode ser feita via dualidade 

lagrangiana. Suponha que 𝑥 seja uma variável que represente o modo que uma empresa 

opera, 𝑓Ј(𝑥) denota o custo de operação em 𝑥, ou seja, o lucro ocorrido na condição 

operacional de 𝑥 é dado por −𝑓Ј(𝑥). Os limites do problema são dados por 𝑓ք(𝑥) ≤ 0, o 

problema abaixo representa as condições de operação que maximiza o lucro e respeite os 

limites 

min 𝑓Ј(𝑥)

s. a. 𝑓ք(𝑥) ≤ 0,    𝑖 = 1, … , 𝑚.
 

O lucro ótimo é dado por −𝑝∗. 

 Em um segundo cenário os limites podem ser violados, pagando um custo adicional 

linear pela quantidade de restrições violadas 𝑓ք. Logo, o pagamento da empresa feito pela 

violação do limite ou restrição é dada por 𝜆ք𝑓ք(𝑥). O desembolso também pode ocorrer 

para as restrições que não sejam tight; se 𝑓ք(𝑥) < 0 então 𝜆ք𝑓ք(𝑥) representa um 

pagamento para a empresa. O coeficiente 𝜆ք tem a interpretação do preço por violar 

𝑓ք(𝑥) ≤ 0. 

 As porções não usadas das restrições podem ser vendidas pela empresa pelo mesmo 

preço. Assume que 𝜆ք ≥ 0, isto é, a empresa deve pagar pelas violações e receber um 

rendimento se a restrição não seja tight. Um exemplo seria onde a primeira restrição no 

problema original 𝑓φ(𝑥) ≤ 0, representa um limite no espaço do depósito. Uma nova 

disposição é aberta, ou seja, a possibilidade de a empresa alugar parte do seu espaço a 

um custo de 𝜆φ por metro quadrado e alugar espaço não utilizado à mesma taxa. 

 Para a condição de operação 𝑥 e a restrição preço 𝜆ք, tem-se que o custo total 

para a empresa é dado por 𝐿(𝑥, 𝜆) = 𝑓Ј(𝑥) + ∑ 𝜆ք𝑓ք(𝑥)ֈ

ք=φ
. A empresa vai operar a 

minimizar seu custo total 𝐿(𝑥, 𝜆) que fornece um custo 𝑔(𝜆). Assim, a função dual 

representa o custo ótimo para a empresa, como uma função da restrição preço do vetor 
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𝜆. O valor ótimo dual 𝑑∗ é o custo ótimo para a empresa sobre o menor conjunto favorável 

de preços. 

 No segundo cenário, o custo ótimo é menor que, ou igual ao custo no problema 

original, devido ao fato que existem restrições que não podem serem violadas, mesmo 

quando os preços são desfavoráveis. Agora, se 𝑥∗ é o ótimo no primeiro cenário, então o 

custo de operação de 𝑥∗ no segundo cenário será menor que 𝑓Ј(𝑥
∗), já que algum 

rendimento deriva das restrições que não sejam tight. Neste caso, o gap ótimo de 

dualidade é a vantagem mínima possível para a empresa sendo permitido pagar por 

restrições violadas e receber por restrições que não sejam tight. Para este problema a 

dualidade é fraca. 

 Suponha agora que a dualidade forte seja mantida e o ótimo dual alcançado. O 

ótimo dual 𝜆∗ pode ser interpretado como um conjunto de preços para o qual não exista 

vantagem para a empresa em ser permitido pagar por restrições violadas ou receber por 

restrições não tight. Algumas vezes o ótimo dual 𝜆∗ é chamado de (custos marginais) 

para o problema original. 

3.7 RELAXAÇÃO MCCORMICK PARA PROBLEMAS BILINEARES 

Nesta seção é apresentado a relaxação McCormick para problemas bilineares que 

é aplicada no Capítulo 5 para resolver o produto de variáveis bilineares 𝛼ք(𝑃𝑔ք)
ϵ e 𝛽ք𝑃𝑔ք 

que surgem ao resolver o problema binível convexo de despacho de potência ativa e 

reativa, e quando o problema binível é proposto como um problema unível através da 

dualidade forte, onde o segundo nível passa a ser uma restrição 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑎𝑙 = 𝑑𝑢𝑎𝑙 e seu 

modelo matemático está no APÊNDICE 1. A equação  (120) é reapresentada aqui apenas 

para justificar o uso da relaxação McCormick: 
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ం
1

2
(𝛼Јք𝑃𝑔ք

Јϵ + 𝛽Јք𝑃𝑔ք
Ј) − ం ৃ𝑃𝑑ք𝜋ք + 𝑃𝑔ք

Јծռ֓𝜅ք − 𝑃𝑔ք
Јծք։𝜅ք + ంΔք

ձ 𝜙
֔Ӵք

֔∈պ

ৄ
ք∈ျԭք∈ျԭ

+ ం ৃ𝑓քօ
Јծռ֓𝜄քօ + 𝑓քօ

Јծռ֓𝜄քօ + 𝛿ք
Ј𝛽քօ − 𝛿ք

Ј𝛽քօ + ం Δքօ
ᇂ 𝑤֔φӴք

֔ȯ∈պȯ

ৄ = 0
քօ∈ျԷ

 

Nesta restrição, as variáveis 𝛼Јք𝑃𝑔ք
Јϵ e 𝛽Јք𝑃𝑔ք

Ј são bilineares e é aplicado a 

relaxação de McCormick para obter um modelo convexo. Também a função oportunidade 

da seção 5.2.2 que é representada na equação (106) possui variáveis bilineares 𝜆ք
Ј𝑃𝑔ք

Ј e 

𝜆ք
Ј𝑃𝑔ք

Ј. Problemas deste tipo são não convexos e conduzem a múltiplas soluções locais e 

solvers baseados em gradientes são incapazes de certificar a otimalidade.  O PL usando 

envelopes de McCormick padrão de Mccormick (1976), PLIM via envelopes piecewise 

McCormick Bergamini, Aguirre e Grossmann (2005) e Desagregação multiparâmetro 

Kolodziej, Castro e Grossmann (2013) resolvem problemas bilineares com resultados 

satisfatórios. 

3.7.1 Definição do problema não linear 

Relaxando um problema P e obtendo o limitante inferior (LI), resolvendo P com 

um rápido solver local obtêm-se o limitante superior (LS) usando o LI como ponto de 

partida. Nesta tese é usado o trabalho de Castro (2015) para lidar com as funções 

bilineares que surgem do problema binível quando é usado dualidade forte e tornar o 

problema unível. A solução é feita via relaxação Tightening Piecewise McCormick.  

A vantagem desta técnica está na possibilidade de uma relaxação tight para 

garantir a convergência via gap de otimalidade relativa, ou seja, (խմ−խժ)
խժ

< 𝜖. Considere 

a classe de problemas não convexos, não lineares (41) onde todos os termos não lineares 

são do tipo bilinear, ou seja, 𝑥ք𝑥օ e todas as variáveis são contínuas. 
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𝒫 

 

min 𝑥 = 𝑓Ј(𝑥)                                  (𝑃 )
𝑠. 𝑎                                                            

𝑓֌(𝑥) ≤ 0               ∀𝑞 ∈ 𝑄{0}       

𝑓֌(𝑥) = ం 𝑎քօ֌𝑥ք𝑥օ + ℎ֌(𝑥) 
(քӴօ)∈խժ

𝑥ժ ≤ 𝑥 ≤ 𝑥֎

𝑥 ∈ ℝֈ

 
∀𝑞 ∈ 𝑄

  
 

 
  
 

 (41) 

 

 

 
Em 𝒫, 𝑥 é um vetor 𝑚-dimensional de variáveis não negativas que está entre o 

limitante inferior 𝑥ժ e o limitante superior 𝑥֎. O conjunto 𝑄 inclue 𝑓Ј, todas as funções 

𝑓֌ e todas as restrições. A função ℎ֌(𝑥) é linear em 𝑥, 𝐿𝐼 está em um conjunto de índices 

(𝑖, 𝑗) que definem os termos bilineares 𝑥ք𝑥օ, e 𝑎քօ֌ é um escalar. Uma observação, 𝑖 = 𝑗 

pode permitir acomodar problemas quadráticos. 

Seja 𝑤քօ = 𝑥ք𝑥օ, tanto o primeiro como o segundo termo bilinear pode ser 

particionado. Na Figura 8, é apresentado a partição do termo 𝑥௝ onde seu domínio é 

dividido em 𝑁  partições uniformes, e 𝑥օ
ժ  𝑒 𝑥օ

֎ representam o limite inferno e superior 

respectivamente. O elemento 𝑉 representa a posição da partição dos limitantes superiores 

e inferiores, a variável 𝑦௝,ே é binária e indica se houve ou não partição. 

Figura 8 – Partição termo bilinear via McCormick 

 
Fonte: Elaborado pelo próprio autor. 
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3.7.2 Formulação do limitante inferior para envelopes piecewise McCormick 

Considere inicialmente o envelope de Mccormick (1976), problemas do tipo 𝒫 

podem ser usados para fornecer diferentes tipos de relaxações. Em uma relaxação PL o 

termo bilinear é substituído por uma nova variável 𝑤քօ e são adicionados quatro conjuntos 

de restrições. Agora para uma relaxação tighter PLIM Bergamini; Aguirre e Grossmann 

(2005) particiona-se uma das variáveis do termo bilinear por exemplo 𝑥օ em 𝑛 regiões 

disjuntas, com novas variáveis binárias, sendo adicionadas na formulação para selecionar 

a partição ótimo de 𝑥օ. 

Neste tipo de técnica as partições são geradas uniformemente e o problema tem 

crescimento linear com o número de partições.  Sejam 𝑥օ։
ժ  e 𝑥օ։

֎  limitantes inferior e 

superior da variável 𝑥օ para 𝑛 partições. Se o valor de 𝑥օ pertence à partição e a variável 

binária 𝑦օ։ = 1, então os envelopes de McCormick se mantêm.  

Ao invés de um limitante global para 𝑥օ։
ժ  e 𝑥օ։

֎ , veja Figura 9, Raman e 

Grossmann (1994) propõem uma nova formulação para 𝒫 como um Programa Disjuntivo 

Generalizado (PDG), onde o tighter ocorre devido ao uso de parâmetros de partições 

dependentes, isto é, 𝑥օ։
ժ  e 𝑥օ։

֎  nas quatro restrições dentro da disjunção. 

Figura 9 – Casca Convexa para uma Partição. 

 
Fonte: Elaborado no Geogebra pelo autor. 
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min 𝑧ճ = 𝑓Ј(𝑥) =  ం 𝑎քօ

(քӴօ)∈խժ

𝑤քօ + ℎЈ(𝑥)        (PR − PDG) 

sujeito a: 

𝑓֌(𝑥) = ం 𝑎քօ֌

(քӴօ)∈խժ

𝑤քօ + ℎ֌(𝑥) ≤ 0     ∀𝑞 ∈ 𝑄\{0} 

 

૖

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑦ք։

𝑤քօ ≥ 𝑥ք. 𝑥օ։
ժ + 𝑥ք

ժ . 𝑥օ − 𝑥ք
ժ . 𝑥օ։

ժ

𝑤քօ ≥ 𝑥ք. 𝑥օ։
մ + 𝑥ք

մ. 𝑥օ − 𝑥ք
մ. 𝑥օ։

մ

𝑤քօ ≤ 𝑥ք. 𝑥օ։
ժ + 𝑥ք

մ. 𝑥օ − 𝑥ք
մ. 𝑥օ։

ժ

𝑤քօ ≤ 𝑥ք. 𝑥օ։
մ + 𝑥ք

ժ . 𝑥օ − 𝑥ք
ժ . 𝑥օ։

մ
⎭
৚
৚
⎬

৚
৚
⎫

∀{𝑖: (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐿𝐼}

𝑥օ։
ժ ≤ 𝑥օ ≤ 𝑥օ։

մ
⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

կ

։=φ

∀ृ{𝑗: (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐿𝐼}ॄ 

𝑥ք
ժ ≤ 𝑥ք ≤ 𝑥ք

֎   ∀{𝑖: (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐿𝐼}      

𝑥օ։
ժ = 𝑥օ

ժ +
ि𝑥օ

մ − 𝑥օ
ժी. (𝑛 − 1)

𝑁

𝑥օ։
մ = 𝑥օ

ժ +
ि𝑥օ

մ − 𝑥օ
ժी. 𝑛

𝑁 ⎭
৚৚
⎬

৚৚
⎫

∀ृ{𝑗: (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐿𝐼}ॄ, 𝑛 ∈ {1,… ,𝑁} 

𝑥ժ ≤ 𝑥 ≤ 𝑥մ 

𝑥 ∈ ℝֈ 

𝑦օ։ ∈ {0,1}  ∀ृ{𝑗: (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐿𝐼}ॄ, 𝑛 ∈ {1,… ,𝑁} 

 A formulação acima (PR–PLIM) é uma relaxação piecewise McCormick sua casca 

convexa para 𝑁  partições é ilustrada na Figura 10: 

Figura 10 – Casca Convexa com N=14 partições. 

 
Fonte: Elaborado no Geogebra pelo autor. 
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3.7.3 Melhorando a qualidade da relaxação piecewise 

Para melhorar a qualidade da relaxação piecewise McCormick, Castro (2015) 

propõe uma partição dependente para os limitantes inferior e superior também para a 

variável 𝑥ք. Neste caso, existe uma diferença em comparação com o problema (PR–PDG), 

ou seja, os limitantes tighter não são mais facilmente calculados usando as informações 

dos limitantes globais e dos números de partições 𝑁 . 

A melhora é determinada pela contração do limite baseado na otimalidade. 

Assume-se que os parâmetros 𝑥քօ։
ժ  e 𝑥քօ։

֎  representam os limitantes inferior e superior da 

variável 𝑥ք quando a variável 𝑥օ é restringida para 𝑛 partições. A mudança ocorre dentro 

da disjunção que agora caracteriza os limitantes das restrições da variável 𝑥ք. As duas 

variáveis podem ser particionadas, nesta tese foi particiona apenas um termo devido a 

sensibilidade de uma das variáveis. Na Figura 11 apresenta-se o resultado de uma 

partição univariante e bivariante quando se consideram 12 variáveis binárias para 

identificar a região ótima do problema relaxado.  

Figura 11 – Partições univariantes e bivariantes. 

 
Fonte: Elaborado no Geogebra pelo autor. 

A relaxação tighter piecewise (PRT–PDG) é apresentada abaixo: 

min 𝑧ճ = 𝑓Ј(𝑥) = ం 𝑎քօЈ

(քӴօ)∈խժ

𝑤քօ + ℎЈ(𝑥)        (PRT − PDG) 

sujeito a: 

𝑓֌(𝑥) = ం 𝑎քօ֌

(քӴօ)∈խժ

𝑤քօ + ℎ֌(𝑥) ≤ 0     ∀𝑞 ∈ 𝑄\{0} 
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ժ
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մ . 𝑥օ − 𝑥քօ։
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մ

𝑤քօ ≤ 𝑥ք. 𝑥օ։
ժ + 𝑥քօ։

մ . 𝑥օ − 𝑥քօ։
մ . 𝑥օ։

ժ
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ժ . 𝑥օ − 𝑥քօ։
ժ . 𝑥օ։

մ

𝑥քօ։
ժ ≤ 𝑥ք ≤ 𝑥քօ։

֎
⎭
৚
৚
৚
⎬

৚
৚
৚
⎫

∀{𝑖: (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐿𝐼}

𝑥օ։
ժ ≤ 𝑥օ ≤ 𝑥օ։

֎
⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

կ

։=φ

∀ृ{𝑗: (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐿𝐼}ॄ 

𝑥օ։
ժ = 𝑥օ

ժ +
ि𝑥օ

մ − 𝑥օ
ժी. (𝑛 − 1)

𝑁

𝑥օ։
մ = 𝑥օ

ժ +
ि𝑥օ

մ − 𝑥օ
ժी. 𝑛

𝑁 ⎭
৚৚
⎬

৚৚
⎫

∀ृ{𝑗: (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐿𝐼}ॄ, 𝑛 ∈ {1,… ,𝑁} 

𝑥ժ ≤ 𝑥 ≤ 𝑥մ 

𝑥 ∈ ℝֈ 

𝑦օ։ ∈ {0,1}  ∀ृ{𝑗: (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐿𝐼}ॄ, 𝑛 ∈ {1,… ,𝑁} 

Para 𝑁 = 1, a desagregação adicionada e as variáveis binárias podem ser 

removidas da formulação, ou seja, (PRT–PILM) é reduzido à relaxação linear McCormick 

padrão do problema 𝒫. Em (PRT–PILM) é assumido que o número de partições 𝑁  é o 

mesmo para todas as variáveis particionadas 𝑥օ, mas é fácil considerar o contrário. De 

fato, enquanto começa com o mesmo número, o algoritmo do limitante contraído 

eliminará um número diferente de partições para cada variável particionada. Para 

explorar melhor esta propriedade, o número de partições na implementação real do 

(PRT–PILM) é de variáveis dependentes. 
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4 UMA RELAXAÇÃO FORTE DE PCSO PARA 
PROBLEMAS DE FPO 

Neste capítulo é apresentada uma relaxação convexa do modelo de FPO – CA 

para redes malhadas. A formulação do FPO proposto por Jabr (2008), é considerada um 

modelo cônico de segunda ordem, que é exato para redes radiais como proposto em Jabr 

(2006) e confirmado por (LOW, 2014a). Para a rede malhada, obter uma relaxação 

convexa para o FPO é uma tarefa um pouco mais complicada. Em Jabr (2008) a 

formulação do problema como um modelo cônico, utiliza para resolver o cálculo da 

restrição de ângulo uma formulação denominada “extended”, devido ao fato da restrição 

ser não convexa pela existência de uma função trigonométrica inversa, o arco tangente. 

Neste capítulo é apresentado o modelo proposto por Kocuk; Dey e Sun (2017), que 

considera o modelo cônico como proposto por Jabr (2008), mas a questão do arco 

tangente não é resolvida como uma formulação “extended”, mas sim, via envelopes 

convexos. Essa formulação permite usar solver comercial (cônico, quadrático, linear) 

inteiro misto, tais como, CPLEX, XPRESS e GUROBI para sua solução. Nas próximas 

seções deste capítulo são apresentados a formulação e os testes com os sistemas IEEE 14, 

30, 57 e 118 barras, bem como a comparação com os resultados fornecidos pelo 

MATPOWER Zimmerman; Sanchez e Thomas (2011) que utiliza modelos não lineares 

que fornece soluções locais de boa qualidade. 

4.1 ELIMINAÇÕES DAS RESTRIÇÕES DE IGUALDADE E 
FORMULAÇÃO CÔNICA DO FPO 

Como descrito no Capítulo 3, existe transformações que preservam a convexidade 

do modelo. No problema de FPO além da não-linearidade, outro fator que deixa o FPO 
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como NP-hard são as restrições de igualdade, pois, em um problema convexo as suas 

restrições de igualdade devem ser lineares, ou seja, na forma 𝐴𝑥 = 𝑏. Neste caso, as 

restrições podem ser eliminadas ao encontrar uma solução particular 𝑥Ј de 𝐴𝑥 = 𝑏, e 

uma matriz 𝐹  cujo alcance é o nullspace9 de 𝐴, o que resulta no problema 

min 𝑓Ј(𝐹𝑧 + 𝑥Ј)  

s. a. 𝑓ք(𝐹𝑧 + 𝑥Ј) ≤ 0, 𝑖 = 1,… , 𝑚,
 

na variável 𝑧. 

Considere que a composição da função convexa com uma função afim seja também 

convexa, assim, eliminando as restrições de igualdade preserva-se a convexidade do 

problema. Além do mais, o processo de eliminação de restrições igualdade e a 

reconstrução da solução do problema original a partir do problema transformado envolve 

operações padrões de álgebra linear. Pelo menos em princípio, isto significa que se pode 

restringir o estudo para os problemas de otimizações convexas que não possuem restrições 

de igualdade.  

Em muitos casos é melhor manter as restrições de igualdade, uma vez que as 

eliminando o problema pode-se tornar mais difícil para análise e compreensão, ou destruir 

a eficiência do algoritmo que o resolve. De fato, isto é verdade, por exemplo, quando a 

variável 𝑥 tem uma grande dimensão, eliminando as restrições de igualdade pode-se 

destruir a esparsidade, ou mesmo outra estrutura eficiente do problema.  

 Antes de ser apresentada a formulação proposta por Jabr (2008) para redes 

malhadas, apresenta-se a seguir o conceito de programação quadrática (PQ). O problema 

de otimização convexa (42) é chamado PQ se a função objetivo é quadrática convexa e 

as restrições são funções afim, escritos da seguinte forma: 

 
min ঁ

1

2
ং𝑥յ 𝑃𝑥 + 𝑞յ 𝑥 + 𝑟

s. a. 𝐺𝑥 ≼ ℎ
 𝐴𝑥 = 𝑏,

 (42) 

 

                                      
9 O subespaço associado com o conjunto afim 𝐶 é o nullspace de 𝐴 (BOYD; VANDENBERGHE, 2004). 
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onde 𝑃 ∈ 𝑆+
։, 𝐺 ∈ 𝑅ֈ×։ e 𝐴 ∈ 𝑅֋×։. Em PQ, minimiza-se a função quadrática convexa 

sobre uma região factível, ou seja, um poliedro que é formado das intersecções de planos. 

Em (42), se a função objetivo e as restrições são funções quadráticas tem-se (43): 

 

min ঁ
1

2
ং𝑥յ 𝑃Ј𝑥 + 𝑞Ј

յ 𝑥 + 𝑟Ј  

s. a. ঁ
1

2
ং𝑥յ 𝑃ք𝑥 + 𝑞ք

յ 𝑥 + 𝑟ք ≤ 0, 𝑖 = 1,… , 𝑚

 𝐴𝑥 = 𝑏  

 (43) 

 
onde 𝑃ք ∈ 𝑆+

։, 𝑖 = 0,1 … , 𝑚, e é chamado de programação quadrática restrita 

quadraticamente (PQRQ). Em PQRQ, minimiza-se a função quadrática convexa sobre 

uma região factível, que são as intersecções de elipsoides, onde 𝑃ք ≻ 0. 

 Um problema de programação quadrática com estrutura especial é a programação 

cônica de segunda ordem (PCSO): 

 
min 𝑓յ 𝑥  

s. a. ∥ 𝐴ք𝑥 + 𝑏ք ∥ϵ≤ 𝑐ք
յ 𝑥 + 𝑑ք, 𝑖 = 1, … ,𝑚

 𝐹𝑥 = 𝑔,  

 (44) 

 
onde 𝑥 ∈ 𝑅։ é a variável de otimização, 𝐴ք ∈ 𝑅։Վ×։ e 𝐹 ∈ 𝑅֋×։. A restrição da forma 

∥ 𝐴𝑥 + 𝑏 ∥ϵ≤ 𝑐յ + 𝑑, 

em que 𝐴 ∈ 𝑅ֆ×։, é chamada de restrição cônica de segunda ordem, uma vez que é o 

mesmo que exigir a função afim (𝐴𝑥 + 𝑏, 𝑐յ 𝑥 + 𝑑) se posicione no cone de segunda ordem 

em 𝑅ֆ+φ (ALIZADEH; GOLDFARB, 2003). 

4.1.1 Propriedade algébrica dos cones de segunda ordem 

Existe uma álgebra associada a cones de segunda ordem. A compreensão dos 

aspectos do problema PCSO se faz por meio da dualidade e complementaridade. Esta 

álgebra é conhecida como álgebra euclidiana de Jordan (AEJ). Para um estudo mais 

aprofundado ver (FARAUT; KORÁNYI, 1994). A AEJ é um framework, onde as 

propriedades de matrizes simétricas são generalizadas. A álgebra de Jordan do cone 

simétrico semidefinido positivo (sobre a multiplicação 𝑋 ∘ 𝑌 = (𝑋𝑌 + 𝑌𝑋)/2) e a 
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álgebra descrita abaixo são casos especiais de uma AEJ. As propriedades nesta seção são 

apresentadas de modo simplificado, pois não é o objetivo principal deste trabalho. 

Todos os vetores podem ser considerados como consistindo de um único bloco: 

𝐱 = (𝑥Ј; 𝐱) ∈ ℝ։. Sejam 𝐱 e 𝐲 dois vetores e a multiplicação é definida como: 

𝐱 ∘ 𝐲 ≝

⎝

⎜⎜
⎜⎛

𝐱յ 𝐲
𝑥Ј𝑦φ + 𝑦Ј𝑥φ

⋮
𝑥Ј𝑦։ + 𝑦Ј𝑥։⎠

⎟⎟
⎟⎞ = Arw(𝐱)𝐲 = Arw(𝐱)Arw(𝐲)𝐞. 

A matriz Arw(𝐱) define-se como: 

Arw(𝐱) ≝ গ
𝑥Ј 𝐱յ

𝐱 𝑥Ј𝐼
ঘ. 

As propriedades da álgebra (ℝ։,∘) são as mesmas nas relações envolvendo a 

operação binária ∘.  

1. No produto 𝐳 = 𝐱 ∘ 𝐲 cada componente de 𝐳 é uma função bilinear de x e y, e a lei da 

distributiva se mantém: 

𝐱 ∘ (𝛼𝐲 + 𝛽𝐳) = 𝛼𝐱 ∘ 𝐲 + 𝛽𝐱 ∘ 𝐳   e   (𝛼𝐲 + 𝛽𝐳) ∘ 𝐱 = 𝛼𝐲 ∘ 𝐱 + 𝛽𝐳 ∘ 𝐱    

para todos 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ. 

2. 𝐱 ∘ 𝐲 = 𝐲 ∘ 𝐱. 

3. O vetor 𝐞 = (1; 𝟎) é o único elemento identidade: 𝐱 ∘ 𝐞 = 𝐱. 

4. Seja 𝐱ϵ = 𝐱 ∘ 𝐱, a matriz Arw(𝐱) e Arw(𝐱ϵ) comuta. Logo, para todo 𝐲 ∈ ℝ։ 

𝐱 ∘ (𝐱ϵ ∘ 𝐲) = 𝐱ϵ ∘ (𝐱 ∘ 𝐲). 

5. ∘ não é associativa para 𝑛 > 2. Porém, no produto de 𝑘 número de um vetor 𝐱: 

𝐱 ∘ 𝐱 ∘ ⋯ ∘ 𝐱, a ordem na qual as multiplicações são realizadas não importa. Assim, ∘ é 

potência associativa e pode-se escrever 𝐱֋ para o valor inteiro de 𝑝. Além do mais, 𝑥֋ ∘

𝑥֌ = 𝑥֋+֌. 

 Considere a seguinte identidade: 

 𝑥 =
1

2
(𝑥Ј+∥ 𝐱 ∥)ৃ

1
𝐱

∥ 𝐱 ∥
ৄ +

1

2
(𝑥Ј−∥ 𝐱 ∥) ৃ

1

−
𝐱

∥ 𝐱 ∥
ৄ, (45) 

definindo, 
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 𝐜غ ≝
1

2
ৃ

1
𝐱

∥ 𝐱 ∥
ৄ ,  𝐜و ≝

1

2
ৃ

1

−
𝐱

∥ 𝐱 ∥
ৄ ,  𝜆φ = 𝑥Ј+∥ 𝐱 ∥,  𝜆ϵ = 𝑥Ј−∥ 𝐱 ∥, (46) 

segue que (45) pode ser reescrito como: 

 𝐱 = 𝜆φ𝐜غ + 𝜆ϵ𝐜(47) و 

note que, 

 𝐜غ ∘ 𝐜و = 𝟎, (48) 

 𝐜φ
ϵ = 𝐜غ e 𝐜غ = 𝐜(49) ,و 

 𝐜غ + 𝒄و = 𝐞, (50) 

 𝒄غ = 𝑅𝒄و 𝑒 𝐜و = 𝑅𝐜(51) ,غ 

 𝒄غ, 𝒄و ∈ 𝑏𝑑𝒬, (52) 

 
onde 𝒬 ≝ 𝒬։ȯ

× ⋯× 𝒬։՗
, bd𝒬 ≝ {𝐱 ∈ 𝒬: 𝑥Ј =∥ 𝐱 ∥ e 𝐱 ≠ 𝟎}. A equação (47) é a 

decomposição espectral de 𝐱, para um estudo mais detalhado do assunto ver 

(HOFFMANN; KUNZE, 1971). É análogo para a contrapartida na álgebra da matriz 

simétrica: 

𝑋 = 𝑄Λ𝑄յ = 𝜆φ𝐪غ𝐪غ
ϫ + ⋯+ 𝜆։𝐪ض𝐪ض

ϫ, 

onde Λ é uma matriz diagonal com 𝜆ք, a i-ésima entrada diagonal, e 𝑄 é a coluna 

ortogonal 𝐪ٖ, como um correspondente autovetor para 𝜆ք, 𝑖 = 1,… , 𝑛. Qualquer par de 

vetores {𝐜غ, 𝐜و} que satisfaz as propriedades (50), (51) e (52) é chamado de Jordan frame. 

Cada Jordan frame {𝐜غ, 𝐜و} é da forma (46), Jordan frame são pares de vetores (φ
ϵ
; ±𝒄) 

com ∥ 𝐜 ∥= φ
ϵ
. Na Figura 12 ilustra-se que um Jordan frame desempenha o papel dos 

conjuntos de matrizes de rank 1 𝐪ٖ𝐪ٖ
ϫ formado de um sistema ortogonal de autovetores 

na álgebra de matriz simétrica. 
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Figura 12 – Sistema ortogonal de autovetores na álgebra de matriz simétrica. 

 
Fonte: Elaborado no Geogebra pelo autor. 

O traço e o determinante de 𝐱 podem também ser definidos como: 

tr(𝐱) = 𝜆φ + 𝜆ϵ = 2𝑥Ј

 
det(𝐱) = 𝜆φᇊɞ

= 𝑥Ј
ϵ− ∥ 𝐱 ∥ϵ.

 

4.2 A FORMULAÇÃO FPO – CA COMO UM MODELO CÔNICO DE 
SEGUNDA ORDEM 

Em Jabr (2007), é apresentado um formato quadrático cônico para as equações de 

balanço de fluxo de potência para redes malhadas. Considere os balanços do fluxo 

potência ativa e reativa do nó 𝑖 para 𝑗; definidas anteriormente em (7) e (8): 

 𝑃քօ = 𝐺քօ𝑉ք
ϵ − 𝐺քօ𝑉ք𝑉օ cosि𝜃քօी + 𝐵քօ𝑉ք𝑉օsenि𝜃քօी 

(53) 

 

 𝑄քօ = 𝐵քօ𝑉ք
ϵ − 𝐵քօ𝑉ք𝑉օ cosि𝜃քօी − 𝐺քօ𝑉ք𝑉օsenि𝜃քօी, (54) 
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onde 𝜃քօ = 𝜃ք − 𝜃օ e, por definição, 𝑢ք = 𝑉ք
ϵ/

√
2, 𝑅քօ = 𝑉ք𝑉օco sि𝜃քօी e 𝑇քօ = 𝑉ք𝑉օsenि𝜃քօी. 

A formulação cônica de segunda ordem proposta por Jabr (2008) para o problema de 

FPO é dada em (58)–(65). Para obter uma equação linear para a equação do balanço do 

fluxo de carga (53)–(54) é efetuada a seguinte substituição: 

 𝑃քօ =
√

2𝐺քօ𝑢ք − 𝐺քօ𝑅քօ + 𝐵քօ𝑇քօ 
(55) 

 𝑄քօ =
√

2𝐵քօ𝑢ք − 𝐵քօ𝑅քօ − 𝐺քօ𝑇քօ 
(56) 

a equação (57) representa a rotação cônica: 

 2𝑢ք𝑢օ = 𝑅քօ
ϵ + 𝑇քօ

ϵ  (57) 

as equações (55)–(57) podem ser usadas para definir o problema radial de fluxo de carga. 

Para redes malhadas é necessário considerar os ângulos. Para isso, toma-se o quociente 

de, 

𝑇քօ

𝑅քօ

=
𝑉ք𝑉օsenि𝜃քօी

𝑉ք𝑉օ cosि𝜃քօी
⟹

𝑇քօ

𝑅քօ

= tgि𝜃քօी, 

aplicando arco tangente dos dois lados da equação obtém-se a equação (65) que torna o 

problema não convexo.  

Considere a função objetivo (58) como sendo o despacho ótimo de potência ativa, 

então o modelo de FPO pode ser escrito de (58) – (65): 

 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒ం𝑐Јք + 𝑐φք𝑃𝑔ք + 𝑐ϵք(𝑃𝑔ք)
ϵ

ք

 (58) 

sujeito a: 

 
√

2𝐺քք𝑢ք + ం[𝐺ք։𝑅ք։ + 𝐵ք։𝑇ք։] = 𝑃𝑔ք − 𝑃𝑑ք

կ

։=φ
։≠ք

 (59) 

 −
√

2𝐵քք𝑢ք − ం[𝐵ք։𝑅ք։ − 𝐺ք։𝑇ք։] = 𝑄𝑔ք − 𝑄𝑑ք

կ

։=φ
։≠ք

 (60) 

 𝑃𝑔ք
ζЏμ ≤ 𝑃𝑔ք ≤ 𝑃𝑔ք

ζ͘Ђ (61) 

 𝑄𝑔ք
ζЏμ ≤ 𝑄𝑔ք ≤ 𝑄𝑔ք

ζ͘Ђ (62) 

 
(𝑉ք

ζЏμ)ϵ

√
2

≤ 𝑢ք ≤
(𝑉ք

ζ͘Ђ)ϵ

√
2

 (63) 

 2𝑢ք𝑢։ = 𝑅ք։
ϵ + 𝑇ք։

ϵ  (64) 
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 𝜃ք − 𝜃։ = tg−φ গ
𝑇ք։

𝑅ք։

ঘ . (65) 

Low (2014) demonstra que a formulação proposta por Jabr (2008) apresenta uma 

inconsistência na equação (65), devido ao fato que, funções trigonométricas não são 

convexas e de difícil convexificação. 

4.2.1 Uma formulação alternativa para o FPO  

A equação (65) mesmo usando programação cônica continua não convexa. Neste 

trabalho, é usada a técnica proposta por Kocuk (2016) e Kocuk, Dey e Sun (2017) para 

convexificar esta equação, ou seja, o arco tangente que é responsável pela não 

convexidade é aproximado por quatro planos formando um envelope no espaço. Para 

isso, é proposta uma caracterização para o rank-1 condição necessária para garantir a 

convexidade do problema, ver (KOCUK, 2016). 

Esta análise começa considerando a formulação retangular usando o problema 

PSD com restrição rank com a matriz de variáveis complexas. Nesta formulação, as 

dificuldades aparecem em duas restrições, na semipositividade da matriz de variáveis e 

na condição rank. Embora, esta forma seja uma restrição convexa, resolver problemas 

PSD envolvendo grandes matrizes continua sendo um grande desafio. Logo, buscar uma 

alternativa para evitar o uso das restrições semipositivas na matriz original é uma linha 

de pesquisa importante.  

Desta forma, uma alternativa é considerar as submatrizes, que podem 

corresponder a algum subgrafo, ou seja, ciclos da rede de energia elétrica original. Neste 

trabalho aborda-se apenas uma das propostas de Kocuk (2016), isto é, uma aproximação 

alternativa da função arco tangente, a qual é convexificada via envelopes lineares. Esta 

construção, depende fortemente da avaliação que as variáveis limites sejam tights.  

O modelo FPO em coordenadas retangulares é apresentado em (66) – (71) apenas 

para fins de comparação, para mais detalhes sobre convexidade do FPO retangular ver 
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(LESIEUTRE; DEMARCO, 2014). Considere uma rede elétrica 𝒩 = (ℬ, ℒ), onde ℬ e ℒ 

denotam respectivamente o conjunto das barras e linhas de transmissão. As unidades de 

geração estão conectadas a um subconjunto de barras, denotado por, 𝒢 ⊆ ℬ. O objetivo 

principal do problema de FPO – CA é satisfazer a demanda em todas as barras com um 

custo mínimo de produção total de geração, de modo que, é preciso obedecer às leis 

físicas, por exemplo, as leis de Kirchhoff e Ohm bem como outras restrições de operação 

como por exemplo restrições no limite de fluxo de transmissão da linha. O modelo de 

FPO em coordenadas retangulares é apresentado de (66) – (71): 

 min ం𝐶ք(𝑝ք
ւ)

ք∈บ

 (66) 

sujeito a: 

 𝑝ք
ւ − 𝑝ք

տ = 𝐺քք(𝑒ք
ϵ + 𝑓ք

ϵ) + ం [𝐺քօि𝑒ք𝑒օ + 𝑓ք𝑓օी − 𝐵քօ(𝑒ք𝑓օ − 𝑒օ𝑓ք)]  𝑖 ∈ ℬ 
օ∈ᇂ(ք)

 (67) 

 

 𝑞ք
ւ − 𝑞ք

տ = −𝐵քք(𝑒ք
ϵ + 𝑓ք

ϵ) − ం [𝐵քօि𝑒ք𝑒օ + 𝑓ք𝑓օी + 𝐺քօ(𝑒ք𝑓օ − 𝑒օ𝑓ք)] 𝑖 ∈ ℬ 
օ∈ᇂ(ք)

 (68) 

 𝑉ք
ϵ ≤ 𝑒ք

ϵ + 𝑒օ
ϵ ≤ 𝑉ք

ϵ    𝑖 ∈ ℬ (69) 

 𝑝ք
ֈք։ ≤ 𝑝ք

ւ ≤ 𝑝ք
ֈռ֓ (70) 

 𝑞ք
ֈք։ ≤ 𝑞ք

ւ ≤ 𝑞ք
ֈռ֓ (71) 

 
A matriz de admitância nodal definida como 𝑌 ∈ ℂ|ต|×|ต|, que tem os componentes 

𝑌քօ = 𝐺քօ + i𝐵քօ para cada linha (𝑖, 𝑗) ∈ ℒ. Sejam 𝑝ք
ւ, 𝑞ք

ւ as potências ativa e reativa que 

sai da barra 𝑖 de geração,  𝑝ք
տ, 𝑞ք

տ as potências ativa e reativa que sai da barra 𝑖 de carga, 

a tensão complexa 𝑉ք na barra 𝑖 é expresso na forma retangular como 𝑉ք = 𝑒ք + i𝑓ք e na 

forma polar como 𝑉ք = |𝑉ք|(cos𝜃ք + isen𝜃ք), onde |𝑉ք| = ఉ𝑒ք
ϵ + 𝑓ք

ϵ é magnitude de tensão 

e 𝜃ք é o ângulo de fase. A função objetivo é tipicamente linear ou convexa quadrática e 

𝛿(𝑖) denota o conjunto das barras vizinhas a barra 𝑖. 

Note que a formulação de (66) – (71) é um problema de otimização não convexa, 

e que as não linearidades deste problema são: 

1) 𝑒ք
ϵ + 𝑓ք

ϵ, 
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2) 𝑒ք𝑒օ + 𝑓ք𝑓օ, 

3) 𝑒ք𝑓օ − 𝑒օ𝑓ք. 

Em Expósito e Ramos (1999) é apresentada uma formulação alternativa para a 

formulação retangular, ou seja, uma formação polar, onde são apresentados os 

equivalentes para 1), 2) e 3) que são respectivamente: 

4) |𝑉ք|
ϵ. 

5) |𝑉ք|ੵ𝑉օੵcos (𝜃ք − 𝜃օ). 

6) −|𝑉ք|ੵ𝑉օੵsen (𝜃ք − 𝜃օ). 

No trabalho de Jabr (2006) são definidas novas variáveis 𝑐քք, 𝑐քօ e 𝑠քօ que 

correspondem a 4), 5) e 6), respectivamente. Em Kocuk, Dey e Sun (2017) considera o 

fato que a função cosseno é par e a função seno é ímpar, para definir, 𝑐քօ = 𝑐օք e 𝑠քօ =

−𝑠օք. Um fato importante que permite a formulação do FPO como um modelo cônico em 

Jabr (2008), Kocuk (2016) e Kocuk, Dey e Sun (2017) está na observação que em cada 

linha (𝑖, 𝑗) da rede de transmissão estas grandezas são relacionadas pela identidade 

trigonométrica fundamental cosϵि𝜃ք − 𝜃օी + senϵ(𝜃ք − 𝜃օ), que na forma retangular é 

representada como: 

 ि𝑒ք𝑒օ + 𝑓ք𝑓օी
ϵ + ि𝑒ք𝑓օ − 𝑒օ𝑓քी

ϵ = (𝑒ք
ϵ + 𝑓ք

ϵ)(𝑒օ
ϵ + 𝑓օ

ϵ), (72) 

e na forma polar no espaço das novas variáveis, esta relação é representada como 𝑐քօ
ϵ +

𝑠քօ
ϵ = 𝑐քք𝑐օօ, que descreve o cone rotacionado de segunda ordem em quatro dimensões. 

Com a mudança de variáveis é apresentada de (73) – (80) uma formulação polar 

alternativa para o FPO como um modelo cônico: 

 min ం𝐶ք(𝑝ք
ւ)

ք∈บ

 (73) 

sujeito a: 

 𝑝ք
ւ − 𝑝ք

տ = 𝐺քք𝑐քք + ం [𝐺քօ𝑐քօ − 𝐵քօ𝑠քօ]  𝑖 ∈ ℬ 
օ∈ᇂ(ք)

 (74) 

 

 𝑞ք
ւ − 𝑞ք

տ = −𝐵քք𝑐քք ం [−𝐵քօ𝑐քօ − 𝐺քօ𝑠_𝑖𝑗]  𝑖 ∈ ℬ 
օ∈ᇂ(ք)

 (75) 



87 
 

 

 𝑉ք
ϵ ≤ 𝑐քք ≤ 𝑉ք

ϵ    𝑖 ∈ ℬ (76) 

 𝑐քօ = 𝑐օք, 𝑠քօ = −𝑠օք 
(77) 

 𝑐քօ
ϵ + 𝑠քօ

ϵ = 𝑐քք𝑐օօ 
(78) 

 𝑝ք
ֈք։ ≤ 𝑝ք

ւ ≤ 𝑝ք
ֈռ֓ (79) 

 𝑞ք
ֈք։ ≤ 𝑞ք

ւ ≤ 𝑞ք
ֈռ֓ (80) 

 
Esta formulação foi proposta por (JABR, 2006). E é uma formulação exata do 

FPO para redes radiais de modo que a solução ótima do problema (73)-(80) é também 

solução do problema (66)-(71), de modo que, sempre é possível recuperar os ângulos de 

tensões 𝜃ք′𝑠, resolvendo o seguinte sistema linear de equações com a solução ótima 𝑐քօ, 𝑠քօ: 

 𝜃օ − 𝜃ք = tgϵ
−φि𝑠քօ, 𝑐քօी       (𝑖, 𝑗) ∈ ℒ, (81) 

e que fornece a solução ótima dos fasores das tensões nas barras. Para recuperar o alcance 

de 2𝜋 é usado 𝑡𝑔ϵ
−φ(𝑦, 𝑥), que assume os valores em (−𝜋, 𝜋] ao invés de [− ᇎ

ϵ
, ᇎ

ϵ
] ou seja: 

 

 tgϵ
−φ =

⎩
৖
৖
৖
৖
৖
৖
⎨

৖
৖
৖
৖
৖
৖
⎧ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 ঁ

𝑦

𝑥
ং , 𝑥 > 0 

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 ঁ
𝑦

𝑥
ং + 𝜋, 𝑦 ≥, 𝑥 < 0

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 ঁ
𝑦

𝑥
ং − 𝜋, 𝑦 < 0, 𝑥 < 0  

+ঁ
𝜋

2
ং , 𝑦 > 0, 𝑥 = 0

−ঁ
𝜋

2
ং , 𝑦 < 0, 𝑥 = 0

indefinido, 𝑦 = 0, 𝑥 = 0

  (82) 

 
Para redes malhadas a formulação (73) – (81) não é válida, isto ocorre devido ao 

fato que a solução ótima 𝑐քօ, 𝑠քօ para todas as linhas (𝑖, 𝑗) de (81) não garante que a soma 

de tgϵ
−φ(𝑐քօ, 𝑠քօ) seja zero para todos os ciclos. Em outras palavras, a solução da 

formulação polar não é factível para a formulação retangular. Note que, colocando (81) 

como restrição tem-se uma formulação válida do FPO para redes malhadas, mas essa 

restrição é não convexa. A restrição (78) pode ser relaxada como 𝑐քօ
ϵ + 𝑠քօ

ϵ ≤ 𝑐քք𝑐օօ. Essa 

relaxação é exata para redes radiais. 
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4.2.2 Envelope do arco tangente 

Apresenta-se nesta seção, a técnica usada para resolver o problema gerado pela 

não convexidade de 𝑡𝑔ϵ
−φ(֔

֓
). A ideia chave é incorporar uma aproximação convexa do 

ângulo da condição (81) para a relaxação do PCSO. A proposta são envelopes lineares 

para a função arco tangente sobre uma caixa 𝒞: =. [𝑐, 𝑐]  × [𝑠, 𝑠] . Esta construção usa 

quatro inequações lineares para aproximar o envelope convexo. O conjunto definido para 

a restrição arco tangente para cada linha (𝑖, 𝑗) do sistema de transmissão é dado por: 

𝒜𝒯 ≔ অ(𝑐, 𝑠, 𝜃) ∈ ℝϯ: tg−φ ঁ
𝑠

𝑐
ং , (𝑐, 𝑠) ∈ [𝑐, 𝑐] × [𝑠, 𝑠]আ. 

Onde 𝜃 = 𝜃օ − 𝜃ք, e por facilidade de notação o índice (𝑖, 𝑗) não é mais adotado 

no desenvolvimento a seguir. Assume 𝑐 > 0, os quatro vértices correspondentes à caixa 

para os quatros pontos (𝑐, 𝑠, 𝜃) no espaço são dados por: 

𝜁φ = ৃ𝑐, 𝑠, 𝑡𝑔−φ গ
𝑠

𝑐
ঘৄ 𝜁ϵ = ভ𝑐, 𝑠, 𝑡𝑔−φ ঁ

𝑠

𝑐
ংম

𝜁ϯ = গ(𝑐, 𝑠, 𝑡𝑔−φ ঁ
𝑠

𝑐
ংঘ 𝜁Κ = ৃ𝑐, 𝑠, 𝑡𝑔−φ গ

𝑠

𝑐
ঘৄ .

 

Na Proposição 1, são descritas as duas inequações que descrevem os envelopes 

superiores de 𝒜𝒯. 

Proposição 1: sejam 𝜃 = 𝛾φ + 𝛼φ𝑐 + 𝛽φ𝑠 e 𝜃 = 𝛾ϵ + 𝛼ϵ𝑐 + 𝛽ϵ𝑠 os planos que passam 

pelos pontos {𝜁φ, 𝜁ϵ, 𝜁ϯ} e {𝜁φ, 𝜁ϯ, 𝜁Κ}, respectivamente. Então duas inequações válidas 

para 𝒜𝒯 podem ser obtidas do seguinte modo: 

𝛾′ֆ + 𝛼ֆ𝑐 + 𝛽ֆ𝑠 ≥ tg−φ ঁ
𝑠

𝑐
ং , 𝑎 

para todo (𝑐, 𝑠) ∈ [𝑐, 𝑐]  × [𝑠, 𝑠] com 𝛾ֆ
஥ = 𝛾ֆ + Δ𝛾ֆ, onde,  

 Δ𝛾ֆ = max অtg−φ ঁ
𝑠

𝑐
ং − 𝛾஥

ֆ
+ 𝛼ֆ𝑐 + 𝛽ֆ𝑠: 𝑐 ∈ [𝑐, 𝑐], 𝑠 ∈ [𝑠, 𝑠]আ (83) 

para 𝑘 = 1,2. 



89 
 

 

Observe que pela construção de (83), 𝛾஥
ֆ

+ 𝛼ֆ𝑐 + 𝛽ֆ𝑠 domina o termo 𝑡𝑔−φ(֎
վ
) 

sobre a caixa 𝒞. O problema de otimização não convexo (83) pode ser resolvido 

enumerando todas possibilidades dos pontos de KKT. 

Na Proposição 2, são descritas as duas inequações que descrevem os envelopes 

inferiores de 𝒜𝒯. 

Proposição 2: sejam 𝜃 = 𝛾ϯ + 𝛼ϯ𝑐 + 𝛽ϯ𝑠 e 𝜃 = 𝛾Κ + 𝛼Κ𝑐 + 𝛽Κ𝑠 os planos que passam 

pelos pontos {𝜁φ, 𝜁ϵ, 𝜁Κ} e {𝜁ϵ, 𝜁ϯ, 𝜁Κ}, respectivamente. Então duas inequações válidas 

para 𝒜𝒯 podem ser obtidas do seguinte modo: 

𝛾′ֆ + 𝛼ֆ𝑐 + 𝛽ֆ𝑠 ≤ 𝑡𝑔−φ ঁ
𝑠

𝑐
ং,  

para todo (𝑐, 𝑠) ∈ [𝑐, 𝑐]  × [𝑠, 𝑠] com 𝛾ֆ
஥ = 𝛾ֆ − Δ𝛾ֆ, onde,  

 Δ𝛾ֆ = max অ𝑡𝑔−φ ঁ
𝑠

𝑐
ং − 𝛾஥

ֆ
+ 𝛼ֆ𝑐 + 𝛽ֆ𝑠: 𝑐 ∈ [𝑐, 𝑐], 𝑠 ∈ [𝑠, 𝑠]আ (84) 

para  𝑘 = 3,4.  

4.2.3 FPO – CA modelo relaxado 

Considerando o modelo de FPO não convexo (73) – (81) e a técnica do 

envelopamento convexo apresentada na seção anterior, o modelo matemático convexo 

proposto apresenta a seguinte formulação: 

 min ం𝐶ք(𝑝ք
ւ)

ք∈บ

 (85) 

sujeito a: 

 𝑝ք
ւ − 𝑝ք

տ = 𝑔քք𝑐քք + ం 𝑝քօ

օ∈ᇂ(ք)

𝑖 ∈ ℬ (86) 

 𝑞ք
ւ − 𝑞ք

տ = −𝑏քք𝑐քք + ం 𝑞քօ

օ∈ᇂ(ք)

𝑖 ∈ ℬ (87) 

 𝑝քօ = −𝐺քօ𝑐քք + 𝐺քօ𝑐քօ − 𝐵քօ𝑠քօ (𝑖, 𝑗) ∈ ℒ (88) 

 𝑞քօ = 𝐵քօ𝑐քք − 𝐵քօ𝑐քօ − 𝐺քօ𝑠քօ 𝑐 (89) 

 𝑐քօ = 𝑐օք, 𝑠քօ = −𝑠քօ 𝑠քօ = −𝑠քօ (90) 

 𝑐քօ
ϵ + 𝑠քօ

ϵ ≤ 𝑐քք𝑐օօ 
(91) 
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 𝑉ք
ϵ ≤ 𝑐քք ≤ 𝑉ք

ϵ 𝑖 ∈ ℬ (92) 

 𝑝քօ
ϵ + 𝑞քօ

ϵ ≤ (𝑆քօ
ζ͘Ђ) (𝑖, 𝑗) ∈ ℒ (93) 

 𝑝ք ≤ 𝑝ք
ւ ≤ 𝑝ք 𝑖 ∈ 𝒢 (94) 

 𝑞ք ≤ 𝑞ք
ւ ≤ 𝑞ք 𝑖 ∈ 𝒢 (95) 

 𝜃 = 𝛾ֆ + 𝛼ֆ𝑐 + 𝛽ֆ𝑠 𝑘 = 1,… 4 (96) 

 𝛾′ֆ + 𝛼ֆ𝑐 + 𝛽ֆ𝑠 ≥ 𝑡𝑔−φ ঁ
𝑠

𝑐
ং 𝑘 = 1, 2. (97) 

 𝛾′ֆ + 𝛼ֆ𝑐 + 𝛽ֆ𝑠 ≤ 𝑡𝑔−φ ঁ
𝑠

𝑐
ং 𝑘 = 3, 4. (98) 

 𝛾ֆ
஥ = 𝛾ֆ + Δ𝛾ֆ 𝑘 = 1, …4 (99) 

 Δ𝛾ֆ = max অ𝑡𝑔−φ ঁ
𝑠

𝑐
ং − 𝛾஥

ֆ
+ 𝛼ֆ𝑐 + 𝛽ֆ𝑠আ 𝑘 = 1,…4 (100) 

 

≈ 𝜃օ − 𝜃ք = 𝑡𝑔2−φि𝑠քօ, 𝑐քօी       (𝑖, 𝑗) ∈ ℒ, 

As equações de (96) – (100) substituem a equação (81) do arco tangente que 

tornava o problema não convexo. Os coeficientes das equações (96) – (100) são obtidos 

em um pré-processo por um solver não linear local, neste caso, é utilizado o solver 

KNITRO. Os valores obtidos são fixados como parâmetros do problema de FPO.  

Neste trabalho é usado o solver CPLEX para resolver o modelo proposto (85) – 

(100). Para melhor compressão do método de convexificação utilizado, as equações (96) 

– (100) são nomeadas simplesmente como envelope, as equações de (85) – (95) são 

nomeadas como FPO modelo cônico e as equações de (85) – (100) são nomeadas como 

FPO – CA modelo relaxado. O modelo de FPO – CA relaxado é resolvido em apenas 

uma iteração, em Kocuk (2016) é sugerido que o modelo de FPO – CA relaxado seja 

resolvido por algoritmo em um processo iterativo.  

Na seção 4.3 observa-se que sistemas testes maiores, por exemplo, 118 barras 

IEEE, aparecem diferenças significativas, principalmente na parte reativa pelo fato de 

não ter usado o processo iterativo. No processo iterativo são avaliados a cada iteração os 

limitantes superiores e inferiores das variáveis 𝑐 e 𝑠, de modo que, os limitantes superior 

e inferior das variáveis sejam tight. Observe que na formulação de (86) – (95) as variáveis 
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𝑐քօ e 𝑠քօ não têm limites explícitos, embora tenha limites implícitos devido a (91) – (92) 

como por exemplo: 

 −𝑉ք 𝑉օ ≤ 𝑐քօ, 𝑠քօ ≤ 𝑉ք 𝑉օ (𝑖, 𝑗) ∈ ℒ (101) 

 
Porém, esses limites são muito fracos, pelo fato que as diferenças 𝜃օ − 𝜃ք dos 

ângulos serem geralmente pequenas, implicando que 𝑐քօ ≈ 1 e 𝑠քօ ≈ 0 quando o modelo é 

resolvido em uma iteração. Logo, em mais iterações deve-se buscar melhorar esses limites, 

para um estudo mais aprofundado sobre a melhoria dos limitantes ver (KOCUK, 2016). 

A seguir apresenta-se de forma bem simples o modelo proposto com uma iteração, na 

Figura 13 representa o resumo das etapas: 

1. O solver de otimização local KNITRO resolve as equações (96) – (100) em um 

pré-processo e encontra os envelopes que são parâmetros necessários para 

resolver o modelo convexo proposto. 

2. Ao modelo cônico é adicionado os envelopes encontrados no processo de 

otimização anterior para obter o FPO – CA modelo relaxado. 

3. Usando o solver de otimização CPLEX resolve o FPO – CA modelo relaxado 

proposto. 

4. O processo termina e são apresentados os resultados do FPO – CA modelo 

relaxado que é global para relaxação proposta. 

Figura 13 – Etapas de resolução modelo convexo proposto 

 
Fonte: próprio autor. 
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Em um modelo iterativo de FPO – CA modelo relaxado é acrescentado mais uma 

etapa que aqui é chamado de melhora dos limites (𝑐, 𝑠), na Figura 14 é apresentado um 

resumo do processo iterativo. Considere as nomenclaturas limite inferior LI, limite 

superior LS e erro 𝜖: 

1. O solver de otimização local KNITRO resolve as equações (96) – (100) em um 

pré-processo e encontra os envelopes que são parâmetros necessários para 

resolver o modelo convexo proposto. 

2. Ao modelo cônico é adicionado os envelopes encontrados no processo de 

otimização anterior para obter o FPO – CA modelo relaxado. 

3. Usando o solver de otimização CPLEX resolve o FPO – CA modelo relaxado 

proposto. 

4. Apresenta-se os resultados do FPO – CA modelo relaxado que agora é 

denominado como FPO(x), se 𝐿𝐼 ≥ (1 − 𝜖)𝐿𝑆 então, termina-se o processo, 

senão ir para a etapa 5. 

5.  𝐿𝑆 ← 𝐹𝑃𝑂(𝑥) para melhora dos limites. E retorne a etapa 1.  

Figura 14 – Etapas de resolução modelo convexo proposto iterativo 

 
Fonte: próprio autor. 

𝐿𝐼 ≥ (1 − 𝜖)𝐿𝑆 𝐿𝑆 ← 𝐹𝑃𝑂(𝑥) 
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4.3 TESTES E RESULTADOS 

O modelo convexo proposto (85) – (100) é implementado em A Mathematical 

Programming Language (AMPL). O AMPL é uma linguagem de modelagem para 

programação matemática, que permite trabalhar com diversos solvers tais como 

KNITRO, BARON, CPLEX, Ipopt entre outros, conforme (FOURER; GAY; 

KERNIGHAN, 2003). Assim como o General Algebraic Modeling System (GAMS) o 

AMPL é uma excelente linguagem para modelagem matemática (LIBERTI; MACULAN, 

2006). Utilizam-se os solvers KNITRO e CPLEX. para otimizar o modelo convexo 

proposto. 

Os resultados obtidos da implementação do modelo convexo proposto pelo AMPL 

são utilizados para compara-los com o Matpower Zimmerman, Sanchez e Thomas (2011) 

e Sánchez et al. (2013) que é uma ótima ferramenta para estabelecer alguns parâmetros 

para o problema de FPO, haja vista que, apresenta uma programação de alta qualidade 

com resultados satisfatórios.  

Os testes foram executados em um computador Dell PowerEdge t430, sistema 

operacional: Linux, 2x Processadores Intel E5-2650 v4 2.2GHz, 30M Cache, HT. 

12Cores/24Thereads. Todos os testes foram realizados nos seguintes sistemas testes do 

IEEE 14 barras, 30 barras, 57 barras e 118 barras. Para melhor comparação dos 

resultados, o modelo proposto usa os mesmos dados do Matpower que por sua vez utiliza 

os mesmos dados dos sistemas testes IEEE, ou seja, os mesmos limites máximos e 

mínimos de magnitude de tensões, as mesmas cargas, os mesmos coeficientes de custos 

de geração entre outros parâmetros. As diferenças de alguns valores entre os dois modelos 

está no fato que o processo de otimização para obter os parâmetros das equações (96) – 

(100) são calculados uma única vez, ou seja, para melhorar os resultados do modelo 

proposto convexo do FPO deve-se atualizar os limites de (𝑐, 𝑠) em um processo iterativo 

entre o FPO e a obtenção ótima destes parâmetros. Nesta tese, optou-se por não 
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considerar o modelo iterativo. O Matpower considera os taps fixos. O Matpower usa o 

método de pontos interiores para resolver o modelo, como o modelo proposto é um modelo 

relaxado convexo é usado o AMPL/CPLEX. O valor da função objetivo é dado em 

dólares / horas ($/h) do mesmo modo usado pelo Matpower. 

4.3.1 Sistema de 14 barras 

Nesta seção, são apresentados os principais resultados do sistema teste IEEE de 

14 barras. O Matpower considera neste sistema teste, 14 barras sendo 11 barras de cargas, 

1 capacitor shunt, 20 ramos e 3 transformadores. Comparando o resultado do Matpower 

com o modelo convexo proposto a função objetivo apresenta uma precisão de 99,92%, 

Tabela 1. 

Tabela 1 – Função objetivo 14 barras 

 

Na Tabela 2 são comparados as magnitudes de tensões nas barras, os limites da 

magnitude de tensão são os mesmos para todas as barras, ou seja, limite máximo igual à 

1,06 p.u. e limite mínimo igual à 0,94 p.u., sendo que neste teste nenhum limite de tensão 

é violado. A barra de referência do sistema teste 14 barras é a barra 1, que a partir de 

agora é reconhecida com um (*) ao lado do número da barra. Os principais resultados 

obtidos encontram-se nas  Tabela 2 e Tabela 3. 

Tabela 2 – Potência ativa fornecida pelas barras de geração 14 barras 

    (continua) 

nº
 d

a 
ba

rr
a 

MATPOWER MODELO 
PROPOSTO 

MATPOWER MODELO 
PROPOSTO 

Geração  Geração   
P (MW) Q 

(MVAr) 
P (MW) Q 

(MVAr) 
Tensão (p.u.) Tensão (p.u.) 

1* 194,330 0,000 194,751 0,008 1,060 1,060 
Fonte: próprio autor. 

 MATPOWER MODELO PROPOSTO 
FUNÇÃO OBJETIVO 8.081,53 $/h 8074,71 $/h 

TEMPO 2,19s 0,30s 
Fonte: próprio autor. 



95 
 

 

Tabela 2 – Potência ativa fornecida pelas barras de geração 14 barras 
    (conclusão) 

nº
 d

a 
ba

rr
a 

MATPOWER MODELO 
PROPOSTO 

MATPOWER MODELO 
PROPOSTO 

Geração  Geração   
P (MW) Q 

(MVAr) 
P (MW) Q 

(MVAr) 
Tensão (p.u.) Tensão (p.u.) 

2 36,720 23,690 36,770 22,718 1,041 1,041 
3 28,740 24,130 27,425 23,246 1,016 1,017 
4 – – – – 1,014 1,016 
5 – – – – 1,016 1,017 
6 0,000 11,550 0,001 10,501 1,060 1,060 
7 – – – – 1,046 1,047 
8 8,490 8,270 9,221 8,013 1,060 1,060 
9 – – – – 1,044 1,044 
10 – – – – 1,039 1,039 
11 – – – – 1,046 1,046 
12 – – – – 1,045 1,045 
13 – – – – 1,040 1,040 
14 – – – – 1,024 1,024 

TOTAL 268,290 67,630 268,168 64,486 – – 
Fonte: próprio autor. 

De acordo com a  Tabela 2 os valores totais de geração de potência ativa e reativa 

entre o modelo proposto e o Matpower apresentam valores próximos, mostrando que o 

modelo convexo, embora não tenha sido simulado de forma iterativa, apresenta resultados 

de qualidade. A magnitude de tensão em cada barra nos dois modelos é quase a mesma. 

Na Tabela 3, apresenta-se as perdas nos ramos, comparando os modelos a 

diferença das perdas por ramo apresenta algumas diferenças, mas os valores totais ficaram 

próximos das perdas totais fornecidas pelo Matpower. Deve-se enfatizar que o Matpower 

resolve um modelo de PNL para o FPO que é um problema que apresenta múltiplos 

ótimos locais.  

Tabela 3 – Perdas nos ramos 14 barras 

 (continua) 
 Perdas (𝑰و × 𝒁 ) 

Ramos de para Matpower Modelo Proposto 
# barra barra P (MW) Q 

(MVAr) 
P (MW) Q 

(MVAr) 
1 1 2 2,902 8,860 2,507 7,654 

Fonte: próprio autor. 
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Tabela 3 – Perdas nos ramos 14 barras 

 (conclusão) 
 Perdas (𝑰و × 𝒁 ) 

Ramos de para Matpower Modelo Proposto 
# barra barra P (MW) Q 

(MVAr) 
P (MW) Q 

(MVAr) 
2 1 5 2,051 8,470 2,677 11,049 
3 2 3 1,344 5,660 1,656 6,975 
4 2 4 1,285 3,900 0,920 2,792 
5 2 5 0,737 2,250 0,486 1,483 
6 3 4 0,099 0,250 0,035 0,089 
7 4 5 0,331 1,040 0,339 1,069 
8 4 7 0,000 1,050 0,000 1,448 
9 4 9 0,000 1,120 0,000 0,980 
10 5 6 0,000 4,230 0,000 4,924 
11 6 11 0,049 0,100 0,058 0,121 
12 6 12 0,072 0,150 0,070 0,146 
13 6 13 0,208 0,410 0,216 0,426 
14 7 8 0,000 0,220 0,000 0,244 
15 7 9 -0,000 1,000 0,000 1,032 
16 9 10 0,015 0,040 0,013 0,033 
17 9 14 0,131 0,280 0,123 0,261 
18 10 11 0,010 0,020 0,013 0,031 
19 12 13 0,006 0,010 0,006 0,005 
20 13 14 0,047 -2,090 0,052 0,106 

Total: – – 9,287 39,160 9,170 40,870 
Fonte: próprio autor. 

4.3.2 Sistema de 30 barras 

Nesta seção, são apresentados os principais resultados do sistema de 30 barras, 

sendo que o tempo de processamento é dado em segundos, a diferença dos tempos de 

processamento entre os modelos se justifica devido ao fato que o Matpower usa o Matlab 

para processar o programa do FPO e a implementação do modelo proposto foi executada 

em um servidor e a mesma não segue os padrões de programação profissional. Neste 

modelo de 30 barras, o Matpower considera 6 geradores, 21 barras de cargas, 2 capacitores 

shunts e 4 transformadores. Na Tabela 4 o tempo de processamento e a função objetivo 
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apresentam valores na mesma ordem de grandeza, ressaltando-se que o modelo convexo 

proposto é um modelo relaxado.  

Tabela 4 – Função objetivo 30 barras 

 

 

 

Tabela 5 – Potência ativa fornecidas pelas barras de geração 30 barras 

 (continua) 

nº
 d

a 
ba

rr
a 

MATPOWER MODELO 
PROPOSTO 

MATPOWER MODELO 
PROPOSTO 

GERAÇÃO GERAÇÃO   
P (MW) Q 

(MVAR) 
P (MW) Q 

(MVAR) 
TENSÃO 

P.u. 
TENSÃO 

P.u. 
1* 212,230   0.000 212,507    0,000 1,060 1,060 
2  36,230  27.170  36,274   27,285 1,039 1,040 
3   0,000    0,000   0,000    0,000 1,021 1,021 
4   0,000    0,000   0,000    0,000 1,012 1,012 
5  29,350  29.950  28,246   30,614 1,013 1,014 
6   0,000    0,000   0,000    0,000 1,011 1,011 
7   0,000    0,000   0,000    0,000 1,004 1,004 
8  12,940  40.000  13,016   40,000 1,013 1,013 
9   0,000    0,000   0,000    0,000 1,042 1,042 
10   0,000    0,000   0,000    0,000 1,038 1,039 
11   4,400   9.090   5,047    9,017 1,060 1,060 
12   0,000    0,000   0,000    0,000 1,050 1,050 
13   0,000   7.730   0,000    7,449 1,060 1,060 
14   0,000    0,000   0,000    0,000 1,035 1,035 
15   0,000    0,000   0,000    0,000 1,031 1,031 
16   0,000    0,000   0,000    0,000 1,038 1,038 
17   0,000    0,000   0,000    0,000 1,033 1,033 
18   0,000    0,000   0,000    0,000 1,021 1,021 
19   0,000    0,000   0,000    0,000 1,019 1,019 
20   0,000    0,000   0,000    0,000 1,023 1,023 
21   0,000    0,000   0,000    0,000 1,026 1,026 
22   0,000    0,000   0,000    0,000 1,027 1,027 
23   0,000    0,000   0,000    0,000 1,021 1,021 

Fonte: próprio autor. 

 MATPOWER MODELO PROPOSTO 
FUNÇÃO OBJETIVO 8906,14 $/h 8902,38 $/h 

convergiu em (s) 0,58 s 0,51 s 
Fonte: próprio autor. 
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Tabela 5 – Potência ativa fornecidas pelas barras de geração 30 barras 
 (conclusão) 

nº
 d

a 
ba

rr
a 

MATPOWER MODELO 
PROPOSTO 

MATPOWER MODELO 
PROPOSTO 

GERAÇÃO GERAÇÃO   
P (MW) Q 

(MVAR) 
P (MW) Q 

(MVAR) 
TENSÃO 

P.u. 
TENSÃO 

P.u. 
24   0,000    0,000   0,000    0,000 1,016 1,016 
25   0,000    0,000   0,000    0,000 1,014 1,014 
26   0,000    0,000   0,000    0,000 0,996 0,996 
27   0,000    0,000   0,000    0,000 1,022 1,021 
28   0,000    0,000   0,000    0,000 1,008 1,008 
29   0,000    0,000   0,000    0,000 1,002 1,002 
30   0,000    0,000   0,000    0,000 0,990 0,990 

TOTAL 295,140 113,940 295,090 114,365 – – 
Fonte: próprio autor. 

Na Tabela 5, a geração total de potência ativa, apresentou valores na mesma 
ordem de grandeza, bem como as magnitudes de tensões em cada barra. Para nenhum 
dos dois modelos a magnitude tensão foi violada os limites mínimos e máximos de tensões 
são os mesmos para todas as barras, ou seja 1,06 p.u. e 0,94 p.u. 

Tabela 6 – Perdas nos ramos 30 barras 

(continua) 
 Perdas (𝐼ϵ × 𝑍 ) 

Ramos de para Matpower Modelo Proposto 
# barra barra P (MW) Q 

(MVAr) 
P (MW) Q 

(MVAr) 
1   1     2    3,309   9,91 3,126 9,361 
2   1     3    2,181   7,97 2,429 8,876 
3   2     4    0,770   2,35 0,616 1,876 
4   3     4    0,595   1,71 0,664 1,908 
5   2     5    1,679   7,05 2,062 8,664 
6   2     6    1,376   4,18 1,066 3,236 
7   4     6    0,375   1,30 0,351 1,222 
8   5     7    0,053   0,13 0,028 0,070 
9   6     7    0,200   0,61 0,130 0,400 
10   6     8    0,052   0,18 0,051 0,178 
11   6     9    0,000   1,29 0,000 1,730 
12   6    10    0,000   1,23 0,000 1,088 
13   9    11    0,000   0,19 0,000 0,198 
14   9    10    0,000   0,92 0,000 0,964 
15   4    12   -0,000   4,50 0,000 4,915 
16  12    13    0,000   0,07 0,000 0,069 

Fonte: próprio autor. 
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Tabela 6 – Perdas nos ramos 30 barras 

(conclusão) 
 Perdas (𝐼ϵ × 𝑍 ) 

Ramos de para Matpower Modelo Convexo 
# barra barra P (MW) Q 

(MVAr) 
P (MW) Q 

(MVAr) 
17  12    14    0,072   0,15 0,071 0,148 
18  12    15    0,203   0,40 0,214 0,422 
19  12    16    0,044   0,09 0,055 0,115 
20  14    15    0,005   0,00 0,005 0,004 
21  16    17    0,005   0,02 0,008 0,028 
22  15    18    0,034   0,07 0,033 0,068 
23  18    19    0,004   0,01 0,003 0,007 
24  19    20    0,019   0,04 0,019 0,039 
25  10    20    0,090   0,20 0,090 0,202 
26  10    17    0,017   0,05 0,015 0,038 
27  10    21    0,112   0,24 0,113 0,243 
28  10    22    0,053   0,11 0,051 0,106 
29  21  22  0,001   21    22   0,001 
30  15    23    0,027   0,05 0,031 0,063 
31  22    24    0,046   0,07 0,044 0,069 
32  23    24    0,004   0,01 0,006 0,012 
33  24    25    0,008   0,01 0,004 0,008 
35  25    27    0,028   0,050 0,024 0,045 
36  28    27   -0,000   1,350 0,000 1,236 
37  27    29    0,087   0,160 0,087 0,164 
38  27    30    0,163   0,310 0,163 0,306 
39  29    30    0,034   0,060 0,034 0,064 
40   8    28    0,004   0,010 0,004 0,013 
41   6    28    0,048   0,170 0,047 0,166 

Total: – – 11,742 47,310 11,689 48,388 
Fonte: próprio autor. 

 
No teste com o sistema de 30 barras usando o Matpower para o modelo convexo 

proposto as perdas totais de potência ativa e reativa apresentam resultados semelhantes. 

Analisando linha a linha alguns resultados estão próximos entre os modelos, mas em 

outras linhas, por exemplo observa-se alguns valores de fluxos um pouco distantes entre 

os modelos. Este comportamento pode ser atribuído a não convexidade do problema de 

FPO, pois no modelo convexo proposto os parâmetros são calculados uma única vez e ele 

depende muito da qualidade dos seus limitantes.  
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4.3.3 Sistemas de 57 barras 

Nesta seção, apresentam-se os principais resultados obtidos para o sistema teste 

de 57 barras. Nas seções 4.3.1 e 4.3.2, os resultados dos dois modelos são apresentados 

para todas as barras e ramos. Nesta seção e na próxima, eles não são apresentados para 

todas as barras e linhas. Como os dois sistemas são maiores, são apresentados aspectos 

relacionados com o comportamento das soluções ótimas fornecidas pelos dois modelos. O 

sistema de 57 barras de acordo com os dados do Matpower possui, 57 barras, 7 geradores, 

42 barras de cargas, 3 capacitores shunts, 80 ramos e 17 transformadores. No sistema de 

57 barras a barra de referência é a barra 1*.  

Tabela 7 – Função objetivo 57 barras 

 
 
 

Fonte: próprio autor. 
 
O valor da função objetivo na Tabela 7, nos dois modelos ficaram próximos, 

mostrando que a consistência e a validade do modelo convexo proposto. 

Tabela 8 – Resultados totais de geração e carga Matpower 57 barras 

 MATPOWER 
 Geração Carga 
 P (MW) Q (MVAr) P (MW) Q (MVAr) 
TOTAL 1267,31 270,56 1250,80 336,40 

Fonte: próprio autor. 
 

Tabela 9 – Resultados totais de geração e carga modelo proposto 57 barras 

 MODELO CONVEXO 
 Geração Carga 
 P (MW) Q (MVAr) P (MW) Q (MVAr) 
TOTAL 1266,97 276,97 1250,80 336,40 

Fonte: próprio autor. 
Nas Tabela 8 e 9 os valores das cargas utilizadas nos dois modelos têm que 

coincidir, os resultados são apresentados apenas para certificar o uso correto desses dados. 

 MATPOWER MODELO PROPOSTO 
FUNÇÃO OBJETIVO 41737,79 $/h 41721,90 $/h 

convergiu em (s) 0,08 s 0,30 s 
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Quanto a geração total de potência ativa e reativa os resultados ficaram próximos entre 

os modelos, mostrando que o modelo convexo proposto está correto. Os limites máximos 

e mínimos das magnitudes de tensões nas barras são iguais à 1,06 p.u. e 0,94 p.u. sendo 

que, neste teste nenhum limite foi violado. 

Tabela 10 – Magnitude de tensão e ângulo, máximos e mínimos 57 barras 

MATPOWER 
 mínimo máximo 
 Valor (p.u.) barra Valor (p.u.) barra 
MAGNITUDE DE TENSÃO 0,951 31 1,060 46 
ÂNGULO -12,16º 31 4,72º 8 

Fonte: próprio autor. 
 

Tabela 11 – Magnitude de tensão e ângulo, máximos e mínimos 57 barras  

MODELO PROPOSTO 
 mínimo máximo 
 Valor (p.u.) barra Valor (p.u.) barra 
MAGNITUDE DE TENSÃO 0,954 31 1,06 55 
ÂNGULO -8,190 31 3,163º 8 

Fonte: próprio autor. 
Nas Tabela 10 e 11 são apresentados a magnitude de tensão e ângulo obtidos 

através do Matpower e do modelo convexo. O valor mínimo foi encontrado na barra 31 

para ambos os modelos e o valor máximo da magnitude de tensão foi encontrado em 

barras diferentes, ou seja, barra 46 no Matpower e barra 55 no modelo convexo. O valor 

máximo da magnitude do ângulo coincidiu na barra 8. 

Tabela 12 – Perdas totais ativa e reativa no sistema 57 barras 

 Matpower Modelo Convexo 
 P (MW) Q 

(MVAr) 
P (MW) Q 

(MVAr) 
Total  16,513 72,97 16,179 112,709 

Fonte: próprio autor. 
 
Diferente dos sistemas de 14 e 30 barras para o sistema 57 barras foi observado 

que as perdas reativas obtidas entre os dois modelos não ficaram dentro do desejado. 

Este mesmo comportamento entre os modelos ocorre com o sistema de 118 barras 

apresentado na próxima seção. Este comportamento pode ser atribuído à não convexidade 
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no modelo simulado no Matpower e o fato dos ajustes dos parâmetros das equações (96) 

– (100) ser efetuado uma única vez. 

4.3.4 Sistemas de 118 barras 

Os dados do sistema de 118 barras utilizados pelo Matpower consideram, 118 

barras, 54 geradores, 99 barras de cargas, 14 capacitores shunts, 186 ramos e 9 

transformadores. A barra de referência para o sistema de 118 barras é a barra 69*. Os 

limites da magnitude de tensão são os mesmos para todas as barras, ou seja, limite 

máximo igual à 1,06 e limite mínimo igual à 0,94, sendo que, neste teste nenhum limite 

foi violado. 

Tabela 13 – Função objetivo 118 barras 

 
 
 

Fonte: próprio autor. 
 
O valor da função objetivo na Tabela 13, nos dois modelos praticamente são iguais 

apresentando pequena diferença. O tempo computacional consumido pelo modelo 

convexo é menor o tempo de CPU do Matpower. 

Tabela 14 – Resultados totais de geração e carga Matpower 118 barras 

 MATPOWER 
 Geração Carga 
 P (MW) Q (MVAr) P (MW) Q (MVAr) 
TOTAL 4319,40 388,26 4242,00 1438,00 

Fonte: próprio autor. 
 

Tabela 15 – Resultados totais de geração e carga modelo proposto 118 barras 

 MODELO PROPOSTO 
 Geração Carga 
 P (MW) Q (MVAr) P (MW) Q (MVAr) 
TOTAL 4313,29 1169,67 4242,00 1438,00 

Fonte: próprio autor. 

 MATPOWER MODELO PROPOSTO 
FUNÇÃO OBJETIVO 129660,70 $/h 129341,46 $/h 

convergiu em (s) 1,59 s 0,62 s 
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Nas Tabela 14 e 15 os valores das cargas têm que coincidir, os resultados são 

apresentados apenas para certificar o uso correto desses dados. Quanto a geração total 

de potência ativa e reativa os resultados obtidos pelos dois modelos ficaram próximos, 

mostrando que o modelo convexo proposto está desenvolvido corretamente. 

Tabela 16 – Magnitude de tensão e ângulo, máximos e mínimos 118 barras 

MATPOWER 
 mínimo máximo 
 Valor (p.u.) barra Valor (p.u.) barra 
MAGNITUDE DE TENSÃO 1,01 81 1,060 66 
ÂNGULO 15,40º 41 37,65º 10 

Fonte: próprio autor. 
 

Tabela 17 – Magnitude de tensão e ângulo, máximos e mínimos 118 barras 

MODELO PROPOSTO 
 mínimo máximo 
 Valor (p.u.) barra Valor (p.u.) barra 
MAGNITUDE DE TENSÃO 1,015 76 1,060 59 
ÂNGULO 22,81º 41 35,09º 26 

Fonte: próprio autor. 
Nas Tabela 16 e 17 são apresentados a magnitude de tensão e o ângulo obtidos 

pelo Matpower e pelo modelo convexo, onde o valor mínimo da magnitude de tensão 

encontrada pelo Matpower é a barra 81 enquanto que no modelo convexo é a barra 76. 

O valor mínimo para a magnitude de ângulo são encontradas para a mesma barra, ou 

seja, barra 4. A magnitude de tensão máxima foi encontrada em barras diferentes, ou 

seja, na barra 66 para o Matpower e na barra 59 para o modelo convexo. O valor máximo 

da magnitude do ângulo também foi obtido para barras distintas, no Matpower a barra 

10 e no modelo proposto a barra 26. 

Tabela 18 – Perdas totais ativa e reativa no sistema 118 barras 

 Matpower Modelo Proposto 
 P (MW) Q 

(MVAr) 
P (MW) Q 

(MVAr) 
Total  77,401 483,520 84,474 1336,275 

Fonte: próprio autor. 
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O modelo proposto para o sistema de 118 barras apresenta resultados diferentes 

do Matpower para as perdas reativas, isto porque a medida que o sistema cresce aumenta 

a dificuldade em manter os limites das magnitudes das tensões como bordo tight que 

acarreta em um comportamento diferente do Matpower para o subproblema no reativo.  

 Neste trabalho, optou-se por deixar as tensões dentro de seus limites máximos e 

mínimos como no Matpower, não fazendo o” improve”. Ou seja, buscar limitantes para 

(𝑐, 𝑠) de modo a melhorá-los, isto implica no modelo trabalhar em um algoritmo com um 

Spatial branch-and-cut. Os resultados até este ponto são satisfatórios para o propósito 

desta tese, mas, pode ser explorado a melhoria deste modelo convexo, considerando os 

ciclos bases, que não foi explorado neste trabalho, mas se revela como um campo 

promissor no problema do FPO, onde alternativas de convexifica-lo tem-se mostrado 

desafiador. 
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5 EXEMPLO DE APLICAÇÃO DO MODELO 
CONVEXO: DESPACHO ÓTIMO DE POTÊNCIA 
VIA PROGRAMAÇÃO BINÍVEL 

Neste capítulo, apresenta-se um problema binível para despacho ótimo de potência 

ativa e reativa. O objetivo deste capítulo é explorar o modelo de programação convexo 

do FPO proposto no Capítulo 4. No nível superior, minimiza-se a função custo de 

oportunidade e no nível inferior, minimiza-se o preço ofertado de potência ativa. Os 

modelos propostos neste capítulo, são baseados no trabalho de Almeida e Senna (2011) 

que propõe um problema binível, em que no primeiro nível resolve-se um problema de 

FPO não linear considerando minimizar a função custo de oportunidade e no segundo 

nível resolve-se um modelo de despacho DC. Nesta tese, propõe-se para solução deste 

problema binível um procedimento heurístico iterativo não linear e não convexo, usando 

diversos solvers comerciais, e apresenta como contribuição um processo iterativo linear e 

convexo. Outra contribuição, é propor o modelo binível de Almeida e Senna (2011) como 

um modelo unível totalmente convexo. 

5.1 O MERCADO DE POTÊNCIA ATIVA 

A participação de geradores no mercado de potência ativa é afetada enormemente 

no componente custo para produzir potência reativa, o que do ponto de vista de mercado, 

gera perdas de oportunidades. Se um gerador particular fornece potência reativa, o custo 

de oportunidade (CO) pelo fornecimento de reativo pode ser afetado. Pode-se oferecer 

um benefício a esse gerador de uma maneira mais rentável, ou seja, pela não participação 

no mercado de potência ativa.  
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A imposição do operador do sistema para gerar potência reativa, entretanto 

diminui a capacidade de geração de potência ativa. O custo de operação não depende 

apenas da oferta feita por um único gerador, mas das ofertas realizadas por outros 

geradores, e isso depende do preço de energia de mercado. O modelo proposto por 

Almeida e Senna (2011) usa a definição de custo de oportunidade e propõe um 

procedimento para o despacho de potência ativa e reativa que pode ser considerado uma 

extensão adaptada do mecanismo para o cálculo da quantidade de MWh de venda de 

cada gerador no mercado de potência ativa. 

O problema binível de despacho de potência ativa é apresentado em três estágios 

e tem início com a necessidade de potência ativa do mercado. No segundo estágio, 

considerando as restrições nas linhas de transmissão, nas capacidades de geração e nas 

ofertas dos geradores, o despacho de potência ativa é realizado. Uma observação a ser 

feita a respeito deste estágio está em considerar este modelo como um modelo DC. 

Na sequência, considera-se o modelo de FPO – CA factível, realiza-se o despacho 

de potência ativa e reativa pela minimização de custo total de oportunidade em termos 

de preços marginais obtidos no segundo estágio. Como mencionado, o custo de 

oportunidade depende das ofertas dos geradores, que permite uma redução do preço final 

quando são consideradas as restrições relativas às potências ativa e reativa, ou seja, o 

modelo CA do sistema. Os preços de potência ativa podem sofrer modificações, desde 

que, sejam respeitados os limites pré-especificados dos geradores, isto é, às restrições 

físicas e operacionais relacionadas com as capacidades máximas de geração de potência 

ativa e reativa. 

As ofertas dos geradores são variáveis de decisões e os dois estágios devem interagir 

até que não sejam mais observadas modificações nos coeficientes dos custos marginais. 

No nível inferior do problema binível, calcula-se a quantidade de potência ativa que cada 

gerador fornece ao mercado.  
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5.2 DESPACHO ÓTIMO DE POTÊNCIA 

A quantidade de potência ativa que cada gerador está disposto a vender 

respeitando seus limites de geração são dados por ५𝑃𝑔ք
Ј, 𝑃𝑔ք

Ј६, é dada pela equação (102). 

O processo começa quando o operador do sistema recebe uma oferta de compra de 

potência ativa pelo mercado. A função linear 𝑜ք representa o preço em MWh, onde 𝑃𝑔ք
Ј 

é a potência ofertada; 

 𝑜ք(𝑃𝑔ք
Ј) = 𝛼ք𝑃𝑔ք

Ј + 𝛽ք 
(102) 

em que 𝛼ք($/MWϵh) e 𝛽ք($/MWh) são coeficientes constates lineares da função 

representada por 𝑜ք. 

5.2.1 O Despacho de potência para o mercado 

Considere inicialmente o problema de minimização (103): 

 

min
ձւɱӴᇂɱ

𝑓 = ం
1

2
𝛼ք(𝑃𝑔ք

Ј)ϵ + 𝛽ք𝑃𝑔ք
Ј

։

ք=φ
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𝑃𝑔ք

Ј − 𝑃𝑑ք − 𝑃ք
Ј(𝛿Ј) = 0

𝑃𝑔ք
Ј ≤ 𝑃𝑔ք

Ј ≤ 𝑃𝑔ք
Ј

|𝑓𝑙քֆ
Ј (𝛿Ј)| ≤ 𝑓𝑙քֆ

 
𝑖, 𝑘 = 1, … , 𝑛

 

 
 
 

 (103) 

onde: 

𝑛 Número de barras do sistema. 
𝑃𝑔Ј Vetor de geração de potência ativa. 
𝛿Ј Vetor ângulo de tensão. 

𝑃𝑑ք Demanda de potência ativa. 
𝑃ք

Ј( . ) Potência ativa injetada na barra 𝑖 modelo DC. 
𝑓𝑙քֆ

Ј ( . ) Fluxo de potência ativa sobre a linha (𝑖, 𝑘), modelo DC. 
𝑓𝑙քֆ Valor máximo permitido para o fluxo na linha de transmissão (𝑖𝑘). 

 
 A função objetivo e as equações de balanço de potência em (103) são representadas 

para todas as barras, se a barra for de carga 𝑃𝑔ք
Ј = 0. O critério de preço mínimo é usado 

para calcular a quantidade de potência ativa que cada gerador vende para o mercado. 
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Quando é resolvido (103) os multiplicadores de Lagrange das equações de balanço de 

potência são os custos marginais de geração em cada barra 𝑖, representado por 𝜆ք
Ј.  

A receita é formada pelo produto entre o preço marginal e a geração de potência 

ativa, ou seja, 𝜆ք
Ј𝑃𝑔ք

Ј. O preço total de potência ativa por hora, usa integralmente as 

ofertas dos geradores. O lucro do gerador é obtido após resolver o problema (103) e 

encontrar (𝜆ք
Ј, 𝑃𝑔ք

Ј), e é dado pela equação (104): 

 Pr
Ј

=
ք

𝜆ք
Ј𝑃𝑔ք

Ј − ঁ
1

2
𝑎ք(𝑃𝑔ք

Ј)ϵ + 𝑏ք𝑃𝑔ք
Јং (104) 

o segundo termo descreve o custo de geração em que 𝑎ք($/MWϵh) e 𝑏ք($/MWh) são os 

coeficientes da curva custos de geração. Para evitar confusão entre termos utilizados os 

valores de (𝑎ք, 𝑏ք) na equação (104) e (𝛼ք, 𝛽ք) da equação (103), são parâmetros onde 

(𝑎ք = 𝛼ք, 𝑏ք = 𝛽ք)  

 Para uma compreensão melhor deste trabalho, o lucro do gerador dado pela 

equação (104) é afetado fortemente com a necessidade de potência reativa pelo o sistema 

elétrico. A potência reativa interfere diretamente na capacidade de geração de potência 

ativa. Assim, conhecer a necessidade ou não de potência reativa no sistema, afeta 

positivamente o gerador, suscitando uma oportunidade. 

5.2.2 Despacho de potência ativa e reativa 

A resolução do problema (103) considera apenas o despacho de potência ativa, 

mas quando os geradores fornecem potência reativa como suporte, isso pode levar a um 

custo de oportunidade elevado para os geradores, tendo um impacto negativo no preço 

da energia. Para reduzir o impacto na geração de potência reativa sobre o preço da 

potência ativa, o despacho necessita ser factível para uma rede CA considerando suas 

restrições físicas e operacionais. 

Deste modo, o despacho de potência ativa e reativa é realizado em processo 

iterativo com o objetivo de minimizar o custo total de oportunidade, denotado por 𝑂. 
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Seja Pr
ք

 o lucro do gerador 𝑖 quando é suprida a potência reativa, e 𝑃𝑔ք é a potência 

ativa que sai do gerador 𝑖, e que seja factível para as restrições da rede CA, a equação 

(105) expressa essa condição: 

 Pr
 

=
ք

𝜆ք
Ј𝑃𝑔ք

 − ঁ
1

2
𝛼ք(𝑃𝑔ք

 )ϵ + 𝛽ք𝑃𝑔ք
 ং (105) 

 Na equação (105) 𝛼ք 𝑒 𝛽ք são variáveis do primeiro nível de um problema binível. 

A equação (106) representa a oportunidade 𝑂ք, que é igual ao somatório da diferença 

entre o lucro do gerador 𝑖 quando se considera o modelo da rede DC e quando a potência 

reativa é necessária. 

 𝑂 = ం𝑂ք

։

ք=Ј

= ం(𝑃𝑟ք
Ј − 𝑃𝑟ք)

։

ք=Ј

 (106) 

onde, 

(𝑃𝑟ք
Ј − 𝑃𝑟ք) = ঢ়𝜆ք

Ј𝑃𝑔ք
Ј − ঁ

1

2
𝑎ք(𝑃𝑔ք

Ј)ϵ + 𝑏ք𝑃𝑔ք
Јং − ই𝜆ք

Ј𝑃𝑔ք
 − ঁ

1

2
𝛼ք(𝑃𝑔ք

 )ϵ + 𝛽ք𝑃𝑔ք
 ংঈ৞ 

 As equações de (107) – (116) representam o problema de otimização binível 

proposto por (ALMEIDA; SENNA, 2011). Este modelo é modificado nas próximas seções 

não considerando as restrições (110) e (112), de modo que, possa ser apresentado como 

um modelo convexo bínivel, bem como um modelo unível convexo via dualidade forte.  

 min
֓

𝑂 = ం[𝑃𝑟ք
Ј − 𝑃𝑟ք]

։

ք=φ

 (107) 

sujeito a: 

 𝑃𝑔ք − 𝑃𝑑ք − 𝑃ք(𝑉 , 𝛿, 𝑡) = 0 (108) 

 𝑄𝑔ք − 𝑄𝑔ք − 𝑄ք(𝑉 , 𝛿, 𝑡) = 0 (109) 

 |𝑓𝑙քֆ(𝑉 , 𝛿, 𝑡)| ≤ 𝑓𝑙քֆ
ֈռ֓ (110) 

 𝑉ք ≤ 𝑉ք ≤ 𝑉ք 
(111) 

 0 ≤ 𝑃𝑔ք ≤ 𝑃𝑔ք
ծ(𝑄𝑔ք) 

(112) 

 𝑄𝑔ք ≤ 𝑄𝑔ք ≤ 𝑄𝑔ք 
(113) 

 𝛼ք ≤ 𝛼ք ≤ 𝛼ք 
(114) 

 𝛽ք ≤ 𝛽ք ≤ 𝛽ք 
(115) 
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os valores de (𝜆ք
Ј, 𝑃𝑔ք

Ј) são determinados por: 

 

min
ձւɱӴᇂɱ

𝑓 = ం
1

2
𝛼ք(𝑃𝑔ք

Ј)ϵ + 𝛽ք𝑃𝑔ք
Ј

։

ք=φ

  

𝑠. 𝑎.                                                            
𝑃𝑔ք

Ј − 𝑃𝑑ք − 𝑃ք
Ј(𝛿Ј) = 0

𝑃𝑔ք
Ј ≤ 𝑃𝑔ք

Ј ≤ 𝑃𝑔ք
Ј

|𝑓𝑙քֆ
Ј (𝛿Ј)| ≤ 𝑓𝑙քֆ,

 
𝑖, 𝑘 = 1,… , 𝑛

 

 
 
 

 (116) 

 
onde 𝑖, 𝑘 = 1,… , 𝑛 e 𝛿, 𝑉  são as magnitudes de tensão e ângulo, 𝑡քֆ é um vetor da posição 

do tap do transformador, 𝑃ք(. ) e 𝑄ք(. ) são as injeções de potência ativa e reativa, 

𝑃𝑔ք 𝑒 𝑄𝑔ք são as potências ativa e reativa geradas, 𝑃𝑑ք 𝑒 𝑄𝑑ք são as demandas de 

potência ativa e reativa na barra 𝑖.  

5.3 TÉCNICAS DE SOLUÇÕES DO PROBLEMA DE OTIMIZAÇÃO 
BINÍVEL 

A competição entre os geradores ocorre em três estágios, ou seja, o primeiro estágio 

tem início com a necessidade do mercado de potência ativa. Logo em seguida, começa o 

segundo estágio e neste momento a oferta de reativo não é considerada, e o despacho de 

potência ativa é realizada levando em consideração a oferta de cada gerador e as restrições 

das linhas de transmissão usando o modelo DC. No terceiro estágio é realizado o despacho 

de potência ativa e reativa de modo a minimizar o custo de oportunidade dos geradores 

que são definidos em termos dos custos marginais obtidos no estágio anterior. O custo de 

oportunidade depende da oferta de geração de potência ativa de cada gerador. 

O despacho de potência ativa e reativa é realizado resolvendo um problema 

binível. A seguir, apresenta-se a formulação do problema binível e as técnicas para 

resolvê-lo, bem como, os resultados obtidos para alguns sistemas testes da literatura. 

Apresenta-se uma outra técnica de solução, onde o problema binível é transformado em 

um problema unível via dualidade forte, e os testes e resultados para sistemas da 

literatura são apresentados. 
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A interação entre o problema do primeiro e segundo nível do problema (107) – 

(116) ilustrada na Figura 15 pode ser descrita da seguinte forma: no início do processo 

os valores de 𝛼ք e 𝛽ք são dados para o nível inferior que minimiza o padrão de geração, 

considerando a quantidade disponível de potência ativa no gerador, a restrição de balanço 

de potência e os limites físicos de operação para o modelo de fluxo de potência DC. 

Figura 15 – Representação do processo iterativo binível. 

 

Fonte: próprio autor. 
Resolvido o problema de (107) – (115) o nível inferior (116) obtém-se os valores 

ótimos de (𝜆Ј, 𝑃𝑔Ј) que alimentam o problema do nível superior (107) – (115), que leva 

em consideração as restrições da rede real do modelo CA, modifica o preço de potência 

ativa bem como a geração de potência ativa e reativa, e o sistema restante de variáveis 

de modo a minimizar o custo de oportunidade. Assim, todos os estágios descritos acima 

são executados de forma iterativa durante a solução do problema binível, o processo para 

quando a função que minimiza o custo de oportunidade deixa de melhorar com as 

variáveis (𝜆Ј, 𝑃𝑔Ј) enviadas pelo nível inferior. Desta forma, o critério de parada para a 

heurística é quando |𝑂շ +φ − 𝑂շ | < 𝜖, sendo 𝑉  o número de iterações e 𝑂շ  o custo de 

oportunidade na iteração 𝑉 , e 𝜖 uma tolerância preestabelecida. 

(𝛼, 𝛽) 

(𝜆0, 𝑃𝑔0) 

|𝑂𝑉+1 − 𝑂𝑉| < 𝜖 

𝑂𝑉+1 ← 𝑂 

𝑉 = 𝑉 + 1
𝑂𝑉 = 𝑂
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5.4 TESTES E RESULTADOS 

Nesta seção, são apresentados os principais testes e resultados do problema de 

otimização binível como aplicações do modelo convexo proposto no capítulo 4. O 

problema proposto por Almeida e Senna (2011) é apresentado nesta seção de duas formas. 

A primeira forma é um processo iterativo entre o nível superior e o nível inferior, que a 

partir de agora é referenciado como problema de otimização binível, que por sua vez são 

apresentadas de duas maneiras, a saber, como um modelo binível de PNL ou como um 

modelo binível convexo. Na segunda forma, o problema de otimização binível é formulado 

usando a dualidade forte como um problema de otimização unível que também é 

apresentado de duas maneiras, a saber, modelo unível PNL e modelo unível convexo. Na 

Figura 16 resume as quatro formas de representação dos modelos implementados. 

Figura 16 – Modelos implementados. 

 

Fonte: próprio autor. 

5.4.1 Problema de otimização binível 

A proposta deste trabalho é apresentar técnicas que conduzem a um ótimo global. 

Mas nenhuma proposta de otimalidade global pode ser discutida sem antes ter a certeza 

que existem ótimos locais, pois algoritmos de otimização global são técnicas que procuram 

Problema de 
otimização 

binível

Modelo 
binível PNL

Modelo 
binível 

convexo

Problema de 
otimização 

unível

Modelo 
unível PNL

Modelo 
unível 

convexo
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encontrar ótimos globais, mas essas técnicas globais são muito mais lentas comparadas 

às locais, por isso só devem ser usadas para problemas onde os ótimos locais podem existir 

(BUKHSH et al., 2013). 

Nesta seção, são apresentados os principais resultados e testes para o modelo 

iterativo binível PNL, que é o modelo proposto por Almeida e Senna (2011) e modelado 

matematicamente através das equações de (107) – (116). O processo para resolver este 

problema é descrito na Figura 15, o modelo é não linear e não convexo e são utilizados 

solvers de programação não linear local. Como contribuição desta tese, é apresentado o 

modelo iterativo convexo que usa o modelo cônico convexo proposto Kocuk; Dey e Sun 

(2017) e apresentado no Capítulo 4, bem como os envelopes de McCormick propostos por 

Castro (2015) e apresentada na seção 3.7 que são usados para contornar as não 

linearidades do tipo bilinear na função objetivo, bem como na restrição de igualdade do 

problema unível convexo. 

Os resultados são dados em p.u., e de agora em diante o preço total de potência 

ativa considerando a geração de potência reativa é definido como 𝑓∗ =

∑ (φ
ϵ
)𝛼ք𝑃𝑔ք

ϵ + 𝛽ք𝑃𝑔քք
. Considerando apenas a potência ativa o preço total será dado por 

𝑓 = ∑ φ
ϵ
𝛼ք(𝑃𝑔ք

Ј)ϵ + 𝛽ք𝑃𝑔ք
Ј

ք
. Como os testes são feitos utilizando diversos solvers, no 

Quadro 1 especifica-se em qual nível é usado cada solver. A partir de agora, os solvers 

serão chamados simples pelo nome, por exemplo XPRESS. Para todos os testes são 

utilizadas as configurações “padrão” dos solvers, ou seja, gap, tempo limite de 

processamento, algoritmos e entre outros.  

Quadro 1 – Solvers utilizados para os testes 

Otimização Não Linear Local  Otimização Convexa 
Global 

SNOPT 7.5-1.2 CPLEX 12.8.0.0 
IPOPT 3.12.8 XPRESS 8.4 (32.01.08) 
KNITRO 11.0.1 BARON 18.5.8 
MINOS 5.51 GUROBI 8.0.1: 
LGO 2015-01-17  

Fonte: próprio autor. 
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5.4.1.1 Modelo binível PNL e modelo binível convexo – 2 barras 

O sistema teste utilizado para 2 barras é o mesmo proposto por Almeida e Senna 

(2011), e considera 2 barras, 2 geradores, 1 barra de carga com demanda de 220 MW de 

potência ativa e 110 MVAr de potência reativa, as magnitudes de tensão são as mesmas 

para as duas barras com máxima de 1,05 p.u. e mínima de 0,95 p.u., na Tabela 19 são 

apresentados os custos de geração em cada barra.  Considere 𝛼 = 0, 1000 ≤ 𝛽φ ≤ 1000 e 

1000 ≤ 𝛽ϵ ≤ 1250. 

Tabela 19 – Coeficiente custo de geração 

Barras 𝒂 

($/pu2h) 
𝒃 

($/pu2h) 
1 0 1000 
2 0 1000 

Fonte: próprio autor. 
Na Tabela 20, são apresentados os resultados obtidos para o modelo binível PNL 

e o modelo binível convexo, onde 𝛿 representa o ângulo, 𝑉  a magnitude de tensão e 𝛿Ј 

representa o ângulo da equação (116) do nível inferior. Para o modelo binível PNL, 

utiliza-se para resolver o primeiro nível o solver SNOPT e para resolver o segundo nível 

é utilizado o solver CPLEX, pois o problema (116) é um modelo linearizado DC, sendo 

que para todos os testes neste Capítulo o nível inferior é considerado dessa forma. No 

APÊNDICE 1, é apresentada a formulação matemática completa da equação (116) com 

o primal, dual e Joint10. Para o modelo binível convexo é utilizado o CPLEX nos dois 

níveis.  

Tabela 20 – Variáveis ótimas obtidas 

 Modelo Binível PNL Modelo Binível Convexo 
Barras 𝛿 

(rad) 
𝑉  𝛿Ј 

(rad) 
𝛿 

(rad) 
𝑉  𝛿Ј 

(rad) 
1 0,00 1,02 0,00 0,00 1,05 0,00 
2 -0,34 0,97 -0,10 -0,13 0,95 -0,10 

Fonte: próprio autor 

                                      
10  Termo utilizado para definir o primal mais o dual no modelo matemático do segundo nível, necessário 
para a restrição da dualidade forte. 
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Nos dois modelos os valores obtidos para as variáveis ótimas ficaram próximos, 

mostrando a consistência e a validade do modelo binível convexo proposto. 

Na Tabela 21, a potência ativa gerada 𝑃𝑔Ј, considerando o modelo DC é a mesma 

para os dois modelos, as potências ativa e reativa quando considera o modelo CA, 

apresenta algumas diferenças, lembrando que, embora o problema seja o mesmo o 

comportamento dos dois modelos, podem ser diferentes, em função do modelo não linear 

ser multimodal, do comportamento Q -V do problema. 

Tabela 21 – Dados de Geração 

 Modelo Binível PNL Modelo Binível Convexo 
Barras 𝑃𝑔 𝑄𝑔 𝑃𝑔Ј 𝑃𝑔 𝑄𝑔 𝑃𝑔Ј 

1 0,77 0,45 0,51 0,68 0,22 0,51 
2 1,53 1,21 1,70 1,53 0,51 1,70 

Fonte: próprio autor 
Na Tabela 22, os coeficientes de custos e os custos marginais são iguais para os 

dois modelos. 

Tabela 22 – Coeficientes de custos e custo marginal 

 Modelo Binível PNL Modelo Binível Convexo 
Barras 𝛼 

(rad) 
𝛽 

(rad) 
𝜆Ј 

($/pu h) 
𝛼 

(rad) 
𝛽 

(rad) 
𝜆Ј 

($/pu h) 
1 0.00 1000,00 1000,00 0.00 1000,00 1000,00 
2 0.00 1000,00 1019,69 0.00 1000,00 1019,69 

Fonte: próprio autor 

Na Tabela 23, os valores dos lucros Pr
Ј

  dos geradores sem considerar o modelo 

CA e o lucro Pr
 

 considerando o modelo CA são os mesmos para os dois modelos. 

Tabela 23 – Lucros dos geradores e a função custo de oportunidade 

 Modelo Binível PNL Modelo Binível Convexo 
Barras 𝑃𝑟

π

  

($/h) 
𝑃𝑟    

($/h) 
𝑂 𝑃𝑟

π

  

($/h) 
𝑃𝑟    

($/h) 
𝑂 

1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 
2 33,48 30,13 3,35 33,48 30,13 3,35 

Fonte: próprio autor 
Na Tabela 24, quando considerado a rede CA o modelo convexo proposto 

apresenta uma diferença do modelo binível PNL, mas a oportunidade mostrou o mesmo 

valor. 
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Tabela 24 – Custo de oportunidade, função custo com e sem a rede CA 

 Modelo Binível PNL Modelo Binível Convexo 
Oportunidade 3,34764 3,34764 

𝒇∗ 2212.93716 2204.84519 
𝒇 2205.62164 2205.62164 

Fonte: próprio autor 
 
Outros testes foram realizados, por exemplo, a combinação dos solvers SNOPT e 

XPRESS, IPOPT e CPLEX, KNITRO e CPLEX, obtendo os mesmos valores dos testes 

desta seção. Também é utilizado o solver de otimização global BARON para testar a 

convexidade do nível 2 onde obteve os mesmos valores do teste desta seção, mostrando 

que o segundo nível é convexo. 

5.4.1.2 Modelo binível PNL e modelo binível convexo – 8 barras 

Nesta subseção, são apresentados os principais resultados obtidos para o sistema 

teste 8 barras, que é um sistema teste modificado do trabalho de (RAJPUT; PANDYA, 

2016). Este sistema possui 3 geradores, 4 barras de cargas e 1 barra de passagem, os 

coeficientes de custos de geração 𝛼 são fixados para a barra 1 em 𝛼 = 0,03, barras 2 em 

𝛼 = 0,04 e barra 8 em 𝛼 = 0,045, os coeficientes de custos 𝛽 estão entre os limites 

mínimos e máximos e são os seguintes: a barra 1 está entre 500 ≤ 𝛽 ≤ 800, barra 2 está 

entre 500.5 ≤ 𝛽 ≤ 800.5 e barra 8 está entre 600 ≤ 𝛽 ≤ 800. A barra de referência é a 

barra 8*, as magnitudes de tensão estão fixadas no valor mínimo 0,95 p.u. e valor máximo 

é 1,05 p.u. 

O modelo binível PNL, utiliza para resolver o primeiro nível o solver KNITRO e 

no segundo nível é utilizado o solver CPLEX, no modelo binível convexo é utilizado no 

primeiro nível o solver XPRESS e no segundo nível o solver CPLEX, esta combinação 

de solver pode ser alterada, por exemplo, utilizar o XPRESS nos dois níveis ou o CPLEX 

nos dois nível. Nos dois modelos os valores das variáveis ótimas ficaram próximas, 
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mostrando a consistência e a validade do modelo binível convexo proposto, de acordo 

com a Tabela 25. 

Tabela 25 – Variáveis ótimas obtidas 

 Modelo Binível PNL Modelo Binível Convexo  
Barras 𝛿 

(rad) 
𝑉  𝛿Ј 

(rad) 
𝛿 

(rad) 
𝑉  𝛿Ј 

(rad) 
1 -0,01 1,04 -0,01 -0,01  1,04 -0,01 
2 -0,09 1,01 -0,07 -0,08  1,01 -0,07 
3 -0,09 0,99 -0,09 -0,13  0,99 -0,09 
4 -0,18 0,95 -0,16 -0,15  0,95 -0,16 
5 -0,16 0,95 -0,15 -0,16  0,95 -0,15 
6 -0,03 1,04 -0,03 -0,02  1,03 -0,03 
7 -0,09 1,01 -0,08 -0,07  1,00 -0,08 
8  0,00 1,05  0,00  0,00  1,05  0,00 

Fonte: próprio autor 
 
Na Tabela 26, são utilizados os mesmos solvers usados para obter os resultados 

da Tabela 25. Os valores de 𝑃𝑔Ј são os mesmos para os dois modelos, os valores de 𝑃𝑔 

e 𝑃𝑔 ficam próximos o que mostra a qualidade do modelo binível convexo proposto. 

Tabela 26 – Dados de Geração 

 Modelo Binível PNL Modelo Binível Convexo 
Barras 𝑃𝑔 𝑄𝑔 𝑃𝑔Ј 𝑃𝑔 𝑄𝑔 𝑃𝑔Ј 

1 1,80 1,07 2,00 1,80 1,18 2,00 
2 2,70 2,39 3,00 2,70 2,39 3,00 
8 2,50 1,40 2,00 2,50 1,46 2,00 

Fonte: próprio autor 
 
Na Tabela 27, os resultados apresentados são idênticos para os dois modelos. 

Tabela 27 – Coeficientes de custos e Custo Marginal 

 Modelo Binível PNL Modelo Binível Convexo 
Barras 𝛼 

(rad) 
𝛽 

(rad) 
𝜆Ј 

($/pu h) 
𝛼 

(rad) 
𝛽 

(rad) 
𝜆Ј 

($/pu h) 
1 0,03 500,00 600,09  0,03 500,00 600,09 
2 0,04 500,50 600,09  0,04 500,50 600,09 
8 0,04 600,00 600,09  0,04 600,00 600,09 

Fonte: próprio autor 
 

 



118 
 

 

Na Tabela 28, os valores obtidos ficaram próximos para os dois modelos, apenas 

na barra 8 o custo de oportunidade ficou ligeiramente diferente. 

Tabela 28 – Lucros dos geradores e a função custo de oportunidade 

 Modelo Binível PNL Modelo Binível Convexo 
Barras 𝑃𝑟

π

  

($/h) 
𝑃𝑟    

($/h) 
𝑂 𝑃𝑟

π

  

($/h) 
𝑃𝑟    

($/h) 
𝑂 

1 200,06 180,06 20,00 200,12 180,11 20,01 
2 298,41 268,60 29,81 298,59 268,75 29,84 
8 -0,00 -0,06 0,06 0,09 0,08 0,01 

Fonte: próprio autor 
Na Tabela 29, a função oportunidade ficou próximo para os dois modelos, 

mostrando que o modelo convexo está trabalhando corretamente dentro dos padrões 

estabelecidos. 

Tabela 29 – Custo de oportunidade, função custo com e sem a rede CA 

 Modelo Binível PNL Modelo Binível Convexo 
Oportunidade 49,86005 49,85412 

𝒇∗ 3751,68502 3751,68534 
𝒇 3701,83000 3701,83000 

Fonte: próprio autor 
Na Tabela 30, são apresentados testes com diversos solvers para o problema 

iterativo binível PNL utilizados no primeiro nível e no segundo foi repetido o solver 

CPLEX. Os valores obtidos são idênticos para os solvers testados, outra observação é 

quanto aos limites custos marginais 𝜆Ј, a princípio, essa variável é irrestrita teoricamente 

e seus limites podem ser encontrados usando analise de sensibilidade. Neste trabalho são 

utilizados os resultados do modelo não linear para fixar os limitantes máximos 𝜆Ј e 

mínimos 𝜆Ј. Este procedimento é usado no restante deste capítulo. 

Tabela 30 – Custo de oportunidade, função com e sem rede CA modelo PNL 

 Oportunidade  𝒇∗ 𝒇 𝝀ٕ 𝝀ٕ 

SNOPT 49,86005 3751,68503 3701,83000 600,09 600,09 
IPOPT 49,86005 3751,68500 3701,83000 600,09 600,09 
MINOS 49,86005 3751,68502 3701,83000 600,09 600,09 
KNITRO 49,86005 3751.68502 3701.83000 600,09 600,09 
LGO 49,86005 3751.68502 3701.83000 600,09 600,09 
CONOPT 49,86005 3751.68503 3701.83000 600,09 600,09 

Fonte: próprio autor 
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5.4.1.3 Modelo binível PNL e modelo binível convexo – 14 barras 

Nesta subseção, apresentam os resultados obtidos para o sistema teste 14 barras 

IEEE, o mesmo utilizado no Capítulo 4, e são acrescentados alguns parâmetros 

necessários, tais como, a potência ativa máxima gerada (Pmax) e potência ativa mínima 

gerada (Pmin) para os cinco geradores. Para os limites mínimos e máximos de (𝛼, 𝛽) são 

adotados os seguintes critérios, ou seja, os valores de (𝛼, 𝛽) fornecidos pelo Matpower 

são fixados como limites mínimos e os valores máximos ficam estabelecidos como o dobro 

do valor mínimo. Na Tabela 31, são apresentados os parâmetros usados.  

Tabela 31 – Dados do sistema de 14 barras 

Gerador 𝑷𝐦𝐢𝐧 𝐏𝐦𝐚𝐱 𝜶 𝜶 𝜷 𝜷 

1* 0 332,4 0,0430293 0,0860586 20 40 
2 0 140 0,25 0,5 20 40 
3 0 100 0,01 0,02 40 80 
6 0 100 0,01 0,02 40 80 
8 0 100 0,01 0,02 40 80 

Fonte: próprio autor 

Na Tabela 32, são apresentadas as magnitudes de tensão, custos marginais e os 

coeficientes de custos entre os modelos PNL e convexo. Neste teste, para o modelo binível 

PNL no primeiro nível é utilizado o solver Lipschitz-continuous Global Optimizer (LGO) 

e no segundo nível é utilizado o solver CPLEX. Como o objetivo desta tese é apresentar 

modelos convexos o LGO atende a este propósito para este teste de 14 barras. O LGO 

não é um solver de otimização convexa, porém sua arquitetura é capaz de determinar 

soluções de alta qualidade para problemas de otimização global que têm (muitas 

possíveis) soluções ótimas locais. Isto ocorre, porque o LGO faz somente hipóteses com 

relação aos limitantes e diferenciabilidade. Para o modelo binível convexo é utilizado o 

CPLEX para os dois níveis. Os valores ficaram próximos entre os dois modelos, a 

diferença maior ficou em 𝛽ք nas barras 3,6 e 8. Esse fato, é devido que o problema binível 

convexo é um modelo relaxado do problema binível PNL, sendo que à medida que o 
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sistema cresce aumentam-se as dificuldades de encontrar uma solução ótima global com 

ajustes das variáveis reativas que estejam de acordo com o modelo convexo que possui 

solução única. 

Tabela 32 – Magnitude de tensão, custo marginal e coeficientes de custos 

Gera Modelo Binível PNL Modelo Binível Convexo 
dor 𝑉ք 𝜆ք

Ј 𝛼ք 𝛽ք 𝑉ք 𝜆ք
Ј 𝛼ք 𝛽ք 

1* 1,05 20,06 0,04 20,00 1,060 20,06 0,04 20,00 
2 1,04 20,85 0,25 20,00 1,049 20,85 0,25 20,00 
3 0,99 22,63 0,01 40,79 1,017 22,63 0,01 59,94 
6 1,01 21,97 0,01 41,97 1,054 21,97 0,01 59,94 
8 1,06 22,42 0,01 40,12 1,060 22,42 0,01 59,94 

Fonte: próprio autor 
Na Tabela 33, os dados de geração para os dois modelos ficaram próximos, a 

pequena diferença entre os modelos está no fato que o modelo binível convexo é um 

modelo relaxado que obteve uma solução ótima. Outra característica do modelo convexo 

está no fato de utilizar as partições de McCormick, sendo que para este teste são 

utilizadas 1000 partições, no segundo nível são utilizadas para linearizar a potência de 

geração 500 breakpoints e para linearizar o ângulo são utilizados 1000 breakpoints pois 

o segundo nível é linearizado. À medida que o sistema cresce é importante ressaltar que 

para obter uma solução ótima é desejável, mas o processo vai tornando-se caro 

comparativamente. Para obter os resultados da Tabela 32, o solver utilizado é LGO, o 

mesmo teste foi realizado usando o KNITRO obtendo resultados semelhantes, e os 

apresentados nas Tabela 33, 34 e 35 são obtidos utilizando o KNITRO. 

Tabela 33 – Dados de Geração 

 Modelo Binível PNL Modelo Binível Convexo 
Barras 𝑃𝑔 𝑄𝑔 𝑃𝑔Ј 𝑃𝑔 𝑄𝑔 𝑃𝑔Ј 

1 143,107  0,000 1,31 142,876  0,000 1,31 
2 126,000 27,946 1,40 126,000 28,158 1,40 
3 0,000 30,916 0,000 0,000 31,612 0,000 
6 0,000 14,775 0,000 0,000 14,792 0,000 
8 0,000 15,719 0,000 0,000 15,390 0,000 

Total 269,11 89,36 - 268,88 89,95 - 
Fonte: próprio autor 
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Na Tabela 34, as oportunidades estão nas barras 1 e 2, entre os modelos, observa-

se que os resultados do modelo convexo apresenta um resultado um pouco diferente do 

modelo PNL. 

Tabela 34 – Lucros dos geradores e a função custo de oportunidade 

 Modelo Binível PNL Modelo Binível Convexo 
Barras 𝑃𝑟

π

  

($/h) 
𝑃𝑟    

($/h) 
𝑂 𝑃𝑟

π

  

($/h) 
𝑃𝑟    

($/h) 
𝑂 

1 0,00 -0,01 0,01 0,04 0,04 0,00 
2 0,70 0,68 0,03 0,95 0,88 0,07 
3 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 
6 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 
8 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 

Fonte: próprio autor 
Na Tabela 35, o modelo binível convexo apresentam algumas diferenças do modelo 

binível PNL, essa diferença é percebida também na função 𝑓∗ quando considera o modelo 
CA da rede. 

Tabela 35 – Custo de oportunidade, função custo com e sem a rede CA 

 Modelo Binível PNL Modelo Binível Convexo 
Oportunidade 0.03346 0.07306 

𝒇∗ 54.06392 54.01761 
𝒇 54.55372 54.55372 

Fonte: próprio autor 

5.4.1.4 Modelo binível PNL e modelo binível convexo – 30 barras 

Nesta subseção, são apresentados os resultados obtidos com o sistema teste IEEE 

30 barras, que é o mesmo utilizado na seção 4.3.2. Os testes para o modelo iterativo 

binível PNL são realizados com diversos solvers e são apresentados os principais 

resultados obtidos. O solver utilizado para o modelo iterativo convexo são CPLEX, 

GUROBI e XPRESS. 

Na Tabela 36, são apresentados os resultados obtidos com os testes utilizando 

diversos solvers para simular o modelo iterativo binível PNL e o modelo iterativo binível 
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convexo. Os resultados são quase idênticos, o tempo de processamento são satisfatórios 

levando em conta que o modelo convexo utiliza as partições de McCormick.  

Tabela 36 –Testes dos modelos iterativos PNL e convexo 

Nível 1 Nível 2 𝑓∗ 𝑓 𝑂 Proces. McCormick 
SNOPT CPLEX 0,89267 0,73730 0,26942 0,50 s – 
MINOS CPLEX 0,89267 0,73730 0,26942 0,65 s – 

KNITRO CPLEX 0,89267 0,73730 0,26942 0,53 s – 
IPOPT CPLEX 0,89267 0,73730 0,26942 0,77 s – 
CPLEX CPLEX 0,88490 0,73730 0,27051 2,31 s 1000 
GUROBI GUROBI 0,88968 0,73730 0,27051 6,45 s 1000 
XPRESS XPRESS 0.88599 0.73730 0.27051 2,71 s 1000 

Fonte: próprio autor 
 

Na Tabela 37, são apresentados os resultados de geração total de potência ativa e 

reativa quando considerado o modelo CA no primeiro nível e o modelo DC no segundo 

nível para os dois modelos propostos nesta seção. A primeira consideração a ser feita é 

que os solvers de otimização local apresentam resultados idênticos entre eles para o 

modelo iterativo binível PNL, sendo esses resultados são ótimos locais de boa qualidade. 

Para o modelo iterativo convexo os resultados ficaram próximos para a geração de 

potência ativa, mas a reativa apresenta resultados diferentes dos solvers de otimização 

local e diverge entre os solvers de otimização global. Uma consideração a ser feita é que 

para todos os testes são utilizadas as configurações “padrão” dos solvers. Para os modelos 

convexos esse fato é afetado devido às diferentes heurísticas utilizadas internamente nos 

solvers. Na subseção 4.3.2 foi apresentado os resultados do sistema teste de 30 barras, 

que são os mesmos envelopes utilizados nesta seção, sendo que nesta seção para o modelo 

cônico não é utilizado no processo iterativo que melhore os limitantes de (𝑐, 𝑠), Desta 

forma, pode-se afirmar que o ótimo global encontrado nesta seção é o ótimo para a 

relaxação proposta. 
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 Tabela 37 – Geração total considerando o modelo CA e o modelo DC 

Nível 1 Nível 2 P(MW) Q(MVAr) 𝑃𝑔Ј 

SNOPT CPLEX 195,90 98,51 203 
MINOS CPLEX 195,90 98,51 203 

KNITRO CPLEX 195,90 98,51 203 
IPOPT CPLEX 195,90 98,51 203 
CPLEX CPLEX 195,46 121,52 203 
GUROBI GUROBI 195,73 146,63 203 
XPRESS XPRESS 195,52 141,37 203 

Fonte: próprio autor 

5.4.2 Problema de otimização unível 

Nesta subseção, são apresentados os testes e resultados do problema de otimização 

unível. O modelo iterativo convexo apresentado na seção 5.4.1, como um problema de 

competição é apresentado em apenas um nível, sendo que a vantagem desta técnica em 

comparação ao problema de otimização binível está no fato que agora os competidores, 

neste caso, os geradores e o mercado comprador não precisam esconder suas apostas 

(ofertas), as oportunidades ocorrem baseadas na necessidade do mercado e nas ofertas.  

O modelo deixa de ser iterativo para ser resolvido uma única vez, da seguinte 

forma, o segundo nível é resolvido via dualidade forte e incorporado ao primeiro nível 

como uma nova restrição. Devido a esse acoplamento com a nova restrição os parâmetros 

(𝜆Ј, 𝑃 𝑔Ј) que no modelo binível são fornecidos pelo nível inferior ao nível superior agora 

são variáveis bilineares no modelo unível, ou seja 𝜆Ј𝑃𝑔Ј. Este fato, traz uma dificuldade 

adicional ao problema, porque o FPO e as variáveis bilineares são NP-hard, e a 

dificuldade é aumentada devido ao fato que manter a dualidade forte é uma tarefa 

desafiadora.  

O modelo de otimização unível é apresentado de duas maneiras, a primeira 

consiste em usar a teoria da dualidade como uma nova restrição, teoricamente, esta nova 

restrição deve ser totalmente convexa. Antes para fins de comparações entre o modelo é 

apresentado um modelo unível totalmente PNL e não convexo, onde é utilizado o joint 
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do APÊNDICE 1. O segundo modelo apresentado totalmente convexo. Para isso é 

utilizada a formulação cônica apresentada no capítulo 4, bem como são utilizados os 

envelopes de McCormick. Para uma melhor compreensão deste trabalho do modelo unível 

convexo considere inicialmente  equação (120) que aparece no APÊNDICE 1 e é 

reapresentada a seguir: 
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Duas considerações importantes sobre a nova restrição do problema unível 

proposto, a primeira está no fato que o uso da dualidade forte possibilita o problema 

binível ser apresentado como unível, mas manter essa dualidade forte é uma tarefa 

desafiadora. Outro fato é que agora o modelo primal DC que foi utilizado no problema 

de otimização binível na seção 5.4.1 apresenta variáveis bilineares, devido a dualidade 

forte utilizada. Ou seja, agora nesta seção (𝛼, 𝛽) tornam-se variáveis. Por esse motivo, a 

partir de agora são estabelecidos limites para as variáveis (𝛼, 𝛽), os limites são arbitrados, 

podendo ser utilizado outros. Neste trabalho, os limites são fixados da seguinte maneira, 

 𝛼 ≤ 𝛼 ≤ 𝛼 e  𝛽 ≤ 𝛽 ≤ 𝛽 em que 𝛼 = 2𝛼 e 𝛽 = 2𝛽. Uma consideração a ser feita sobre 

os limites mínimos e máximos é que eles representam os preços que o operador está 

disposto a pagar, mas poderiam ser outros, em todos os testes foi adotado esse padrão. 

Para contornar o problema com variáveis bilineares que aparecem no modelo foi utilizado 

os envelopes de McCormick proposto por (CASTRO, 2015). 

Bilinear Não 

Convexo 

Linear 

Convexo 

Linear 

Convexo 
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Outra dificuldade a ser destacada é o custo marginal (multiplicador de 

Lagrange) 𝜆Ј, que teoricamente é uma variável irrestrita, mas 𝜆Ј apresenta alta 

sensibilidade. Uma possibilidade seria o uso de análise de sensibilidade associado às 

restrições de igualdade, neste trabalho utilizam-se os resultados obtidos na seção 5.4.1 

das variáveis 𝜆ք
Ј para fixá-las como parâmetros em seus valores máximos e mínimos, 

 𝜆ք
Ј ≤ 𝜆ք

Ј ≤ 𝜆ք
Ј. Escolhas impróprias destes multiplicadores podem levar à infactibilidade 

do problema ou a resultados incorretos. Para os testes nas próximas seções são utilizados 

os mesmos sistemas testes propostos na seção 5.4.1. 

5.4.2.1 Modelo unível PNL e modelo unível convexo – 2 barras 

Na Tabela 38, são apresentados os primeiros resultados para os testes com o 

sistema de duas barras. Apesar da solução modelo com este sistema ser aparentemente 

simples alguns solvers considerados bons tiveram dificuldades em resolver o modelo unível 

PNL, devido a sua complexidade e ser apresentado como um modelo totalmente não 

linear e não convexo. Os testes com duas barras para o modelo unível PNL foram 

infactíveis com os solvers IPOPT, MINOS, SNOPT e CONOPT. O modelo PNL é 

resolvido usando o KNITRO e para o modelo convexo utiliza-se o CPLEX. Os valores 

obtidos dos modelos estão próximos a maior diferença está no valor do ângulo 𝛿, 

comparando também os resultados do modelo iterativo binível da Tabela 20 com a Tabela 

38, observa-se que os resultados ficaram próximos. 

Tabela 38 – Variáveis ótimas obtidas 

 Modelo Unível PNL Modelo Unível Convexo 
Barras 𝛿 

(rad) 
𝑉  𝛿Ј 

(rad) 
𝛿 

(rad) 
𝑉  𝛿Ј 

(rad) 
1 0,00 1,01 0,00 0,00 1,03 0,00 
2 -0,13 0,99 -0,10 -0,34 0,97 -0,10 

Fonte: próprio autor 
Na Tabela 39, a diferença maior ficou no 𝑄𝑔 entre os dois modelos, o resultado 

do modelo unível convexo está mais próximo dos resultados dos modelos iterativos. Uma 
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consideração a ser feita até aqui, é o fato que entre os quatro modelos propostos o que 

apresentou maior grau de incerteza e pouca confiabilidade é o modelo unível PNL.  

Tabela 39 – Dados de Geração 

 Modelo Unível PNL Modelo Unível Convexo 
Barras 𝑃𝑔 𝑄𝑔 𝑃𝑔Ј 𝑃𝑔 𝑄𝑔 𝑃𝑔Ј 

1 0,68 -0,16 0,51 0,79 0,58 0,51 
2 1,53 0,85 1,70 1,53 1,23 1,70 

Fonte: próprio autor 
Na Tabela 40, os coeficientes de custos apresentaram resultados quase idênticos. 

Tabela 40 – Coeficientes de custos e custo marginal 

 Modelo Unível PNL Modelo Unível Convexo 
Barras 𝛼 

(rad) 
𝛽 

(rad) 
𝜆Ј 

($/pu h) 
𝛼 

(rad) 
𝛽 

(rad) 
𝜆Ј 

($/pu h) 
1 0.00 1000,00 1000,00 0.00 1000,00 1000,00 
2 0.00 1000,00 1020,31 0.00 1000,00 1019,10 

Fonte: próprio autor 
Na Tabela 41, os resultados obtidos entre os dois modelos mostraram pequenas 

diferenças, mas o resultado do modelo iterativo convexo foi mais próximo do modelo 

unível convexo. 

Tabela 41 – Lucros dos geradores e a função custo de oportunidade 

 Modelo Unível PNL Modelo Unível Convexo 
Barras 𝑃𝑟

π

  

($/h) 
𝑃𝑟    

($/h) 
𝑂 𝑃𝑟

π

  

($/h) 
𝑃𝑟    

($/h) 
𝑂 

1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 
2 34,54 31,08 3,45 32,46 29,21 3,25 

Fonte: próprio autor 
Na Tabela 42, são apresentadas as funções de oportunidade em que o modelo 

convexo apresenta melhor precisão. Uma pequena observação para mostrar como este 

modelo com apenas duas barras torna-se trabalhoso. Os parâmetros utilizados são 

apresentados a seguir: 

Parâmetros  Números máximos  
Partições de McCormick 500 
Linearização da potência do gerador 400 
Linearização da barra ângulo 1000 
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Tabela 42 – Custo de oportunidade, função custo com e sem a rede CA 

 Modelo Unível PNL Modelo Unível Convexo 
Oportunidade 3,45427 3,25874141 

𝒇∗ 2209.19555 2321.38947 
𝒇 2205.6 2205.07064 

Fonte: próprio autor 

5.4.2.2 Modelo unível PNL e modelo unível convexo – 8 barras 

Os principais resultados obtidos para o sistema teste de 8 barras, são apresentados 

a seguir, em que o sistema teste utilizado é o mesmo da subseção 5.4.1.2 para o problema 

iterativo binível. Na Tabela 43 e Tabela 44, são apresentados os principais resultados 

para o modelo unível PNL o solver utilizado é o KNITRO onde o tempo de processamento 

é de 2,26s. Na Tabelas 45 e 46 são apresentados os principais resultados do modelo unível 

convexo, o solver utilizado é o GUROBI com tempo de processamento de 3,71s e com 

𝑔𝑎𝑝 = 0,001%. 

Na Tabela 43, são apresentadas as variáveis ótimas do problema unível PNL. Os 

valores são coerentes com os resultados dos modelos iterativos biníveis e com a Tabela 

45 do modelo unível convexo. 

Tabela 43 – Variáveis ótimas – modelo PNL 

Barras 𝜹 

(rad) 
𝑽  𝑷𝒈 𝑸𝒈 𝑷𝒈ٕ 𝜹ٕ 

(rad) 
1 -0,01 1,04 1,80 1,16 2,00 -0,01 
2 -0,09 1,01 2,70 2,38 3,00 -0,07 
3 -0,09 0,99 0,00 0,00 0,00 -0,09 
4 -0,18 0,95 0,00 0,00 0,00 -0,16 
5 -0,16 0,95 0,00 0,00 0,00 -0,15 
6 -0,03 1,03 0,00 0,00 0,00 -0,03 
7 -0,09 1,01 0,00 0,00 0,00 -0,08 
8  0,00 1,05 2,50 1,32 2,00  0,00 

Fonte: próprio autor 
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 Na Tabela 44, apresentam-se resultados para o modelo unível PNL que se 

demonstram coerentes, não ficando distantes dos modelos iterativos biníveis, bem como 

do modelo unível convexo da Tabela 46.  

Tabela 44 – Custos de oportunidades e preços marginais 

Barras 𝜶 

(rad) 
𝜷 

(rad) 
𝝀ٕ 

($/pu 
h) 

𝑷𝒓
ع

  

($/ h) 
𝑷𝒓    

($/ h) 
𝑶 

1 0,030 500,000 600,176 200,167 180,268 19,899 
2 0,040 500,500 600,176 298,736 268,979 29,757 
3 0,000 0,000 600,176 0,000 0,000 0,000 
4 0,000 0,000 600,176 0,000 0,000 0,000 
5 0,000 0,000 600,176 0,000 0,000 0,000 
6 0,000 0,000 600,176 0,000 0,000 0,000 
7 0,000 0,000 600,176 0,000 0,000 0,000 
8 0,045 600,000 600,176 -0,001 0,299 -0,300 

Fonte: próprio autor 
 

Na Tabela 45, são apresentados os principais resultados do modelo unível convexo, 

como o modelo é totalmente convexo os resultados são satisfatórios para este teste. 

Tabela 45 – Variáveis ótimas – modelo convexo 

Barras 𝜹 

(rad) 
𝑽  𝑷𝒈 𝑸𝒈 𝑷𝒈ٕ 𝜹ٕ 

(rad) 
1 -0,06 1,04 1,80 1,22 2,00 -0,01 
2 -0,32 1,01 2,70 2,40 3,00 -0,07 
3 -0,33 0,99 0,00 0,00 0,00 -0,09 
4 -0,53 0,95 0,00 0,00 0,00 -0,16 
5 -0,54 0,95 0,00 0,00 0,00 -0,15 
6 -0,07 1,03 0,00 0,00 0,00 -0,03 
7 -0,21 1,01 0,00 0,00 0,00 -0,08 
8  0,00 1,05 2,50 1,76 2,00  0,00 

Fonte: próprio autor 
Na Tabela 46, os custos de oportunidade do modelo convexo fiaram próximos para 

os modelos iterativos biníveis e o modelo unível PNL. As diferenças são bem pequenas, 

mas considerando que sistemas reais os números de geradores são muito maiores, e a 

quantidade de potência ativa necessária para manter o sistema funcionando é alta, 

conseguir cálculos precisos de custo de oportunidade pode significar lucros bem 

expressivos. Pelo menos, em tese, o modelo convexo garante o ótimo global, possibilitando 
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melhores escolhas. Mas, alguns esforços de implementações são necessários, veja que para 

este modelo convexo foram necessárias 1000 partições de McCormick, 400 linearizações 

da potência dos geradores e 1000 linearizações das barras ângulos. 

Tabela 46 – Custos de oportunidades e preços marginais 

Barras 𝜶 

 
𝜷 

 
𝝀ٕ 

($/ h) 
𝑷𝒓
ع

  

($/ h) 
𝑷𝒓    

($/ h) 
𝑶 

1 0,03 500,00 600,09 200,12 180,11 20,01 
2 0,04 500,50 600,09 298,59 268,75 29,84 
3 0,00   0,00 600,09   0,00   0,00  0,00 
4 0,00   0,00 600,09   0,00   0,00  0,00 
5 0,00   0,00 600,09   0,00   0,00  0,00 
6 0,00   0,00 600,09   0,00   0,00  0,00 
7 0,00   0,00 600,09   0,00   0,00  0,00 
8 0,04 600,00 600,09   0,09   0,09  0,01 

Fonte: próprio autor 
 

Na Tabela 47, são comparados alguns resultados dos quatro modelos propostos, e 

os resultados obtidos até aqui são satisfatórios. Os valores de 𝜆ք
Ј ficaram fixos para cada 

um dos testes:  

Tabela 47 – Comparando os quatro modelos propostos 

Modelos O 𝒇∗ 𝒇 𝝀ٕ 𝝀ٕ 

Binível não convexo 49,86005 3751,68502 3701,83000 600,09 600,09 
Binível convexo 49,85412 3751,68534 3701,83000 600,09 600,09 
Unível não convexo 49,35673 3751,68502 3702,06523 600,17 600,17 
Unível convexo 49,35673 3751,68503 3701,83000 600,09 600,09 

Fonte: próprio autor 

5.4.2.3 Modelo unível PNL e modelo unível convexo – 14 barras 

Na Tabela 48, são apresentados os principais resultados obtidos para o sistema 

testes IEEE 14 barras, onde os dados dos parâmetros são os mesmos da subseção 4.3.1. 

Como ressaltados anteriormente nesta seção, o modelo unível PNL é o menos eficiente e 

confiável, o custo de oportunidade ficou diferente do modelo unível convexo e dos testes 

com os modelos iterativos biníveis. O modelo unível PNL é apresentado apenas para 
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compará-lo com o modelo unível convexo. Uma observação a fazer até este ponto do 

trabalho é que os valores do modelo unível convexo que usa dualidade forte, ficam sempre 

bem próximos do modelo iterativo PNL, como proposto por Almeida e Senna (2011). 

Uma hipótese que pode ser levantada é que o modelo unível convexo é o melhor entre os 

quatro modelos propostos, pois, mesmo sendo convexo o modelo iterativo teoricamente é 

difícil algumas garantir o ótimo local. Na Tabela 48, o solver de otimização global 

XPRESS é utilizado, sendo que, o valor da oportunidade fica próximo dos valores 

apresentados na seção 5.4.1.3 para o sistema de 14 barras.  

Tabela 48 – Testes dos modelos unível PNL e unível convexo 

Modelo Nível 1 𝑓∗ 𝑓 𝑂 

PNL SNOPT 54.37264 54.44155 -0.312 
PNL MINOS 54.41766 54.44155 -0.312 
PNL KNITRO 54.41763 54.44165 -0.312 
PNL IPOPT 54.41765 54.44018 -0.317 

CONVEXO XPRESS 54.12169 54.29195 0,0367474 
 Fonte: próprio autor 

Na Tabela 49, são reapresentados dados da Tabela 34 seção 5.4.1.3 para fins de 

comparações com os modelos unível PNL e o modelo unível convexo. O modelo unível 

PNL neste caso é testado com solver IPOPT, e para o modelo unível convexo é utilizado 

o solver XPRESS. Os dois modelos convexos apresentam resultados satisfatórios. Mesmo 

para um sistema pequeno problemas de competições binível é uma tarefa um tanto 

desafiadora. 

Tabela 49 – Lucros dos geradores e a função custo de oportunidade 

 Modelo Binível PNL Modelo Binível 
Convexo 

Modelo Unível PNL Modelo Unível 
Convexo 

 𝑃𝑟
π

  𝑃𝑟    𝑂 𝑃𝑟
π

  𝑃𝑟    𝑂 𝑃𝑟
π

  𝑃𝑟    𝑂 𝑃𝑟
π

  𝑃𝑟    𝑂 

1 0,00 -0,01 0,01 0,04 0,04 0,00 -0,01 0,109 -0,11 0,04 0,04 0,00 
2 0,70 0,68 0,03 0,95 0,88 0,07 0,63 0,837 -0,204 0,60 0,56 0,04 
3 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 -0,01 0,00 -0,01 0,00 0,00 0,00 
6 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 -0,01 0,00 -0,01 0,00 0,00 0,00 
8 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 -0,01 0,00 -0,01 0,00 0,00 0,00 

Fonte: próprio autor 

Na Tabela 50, são apresentados os custos marginais 𝜆ք
Ј e potência gerada marginal 

𝑃𝑔ք
Ј. No modelo iterativo, 𝜆ք

Ј, 𝑃𝑔ք
Ј são parâmetros gerados no segundo nível e enviados 
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para o primeiro nível. No modelo unível, esses parâmetros tornam-se variáveis com uso 

da dualidade forte. Para o modelo unível PNL são apresentados os testes realizados com 

os solvers de otimalidade local IPOPT, KNITRO e MINOS, para o modelo unível convexo 

é o utilizado o solver XPRESS. Os resultados estão dentro de tolerâncias aceitáveis.  

Tabela 50 – Custo marginal e potência gerada marginal 

 IPOPT KNITRO MINOS XPRESS 
 𝜆Ј 𝑃𝑔Ј 𝜆Ј 𝑃𝑔Ј 𝜆Ј 𝑃𝑔Ј 𝜆Ј 𝑃𝑔Ј 

1 20,107 1,66 20,107 1,65 20,107 1,65 20,06 1,30 
2 20,822 1,05 20,818 1,06 20,820 1,06 20,60 1,40 
3 22,703 0,00 22,699 0,00 22,701 0,00 22,48 0,00 
6 21,868 0,00 21,863 0,00 21,865 0,00 21,69 0,00 
8 22,221 0,00 22,216 0,00 22,218 0,00 22,03 0,00 

Fonte: próprio autor 

5.4.2.4 Modelo unível PNL e modelo unível convexo – 30 barras 

Os principais resultados obtidos usando os modelos unível PNL e convexo, são 

apresentados e o sistema utilizado nesta seção é o IEEE 30 barras, o mesmo utilizado 

nos testes do modelo cônico proposto na subseção 4.3.2, com o mesmo número de 

geradores, mesmas cargas, ou seja os dados são idênticos. Para o modelo de 30 barras o 

modelo unível convexo apresenta resultados satisfatórios mostrando a consistência do 

modelo proposto convexo. Para o modelo unível PNL é utilizado o solver SNOPT e o 

modelo unível convexo utiliza o solver XPRESS. 

Na Tabela 51, são apresentados o lucro 𝑃𝑟 de geração considerando a rede CA e 

o lucro Pr
Ј

 quando é considerado apenas o despacho de potência ativa, ou seja o modelo 

DC, onde 𝑂 representa a oportunidade de cada gerador. A oportunidade total do modelo 

unível PNL e modelo unível convexo, considera-se que o PNL é um modelo totalmente 

não linear e não convexo. O modelo unível convexo apresenta resultados próximos ao dos 

modelos biníveis para 30 barras. 
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 Tabela 51 – Lucros dos geradores e a função custo de oportunidade 

 Modelo Unível PNL Modelo Unível Convexo 
 𝑃𝑟

π

  𝑃𝑟    𝑂 𝑃𝑟
π

  𝑃𝑟    𝑂 

1 0,000 0,000 0,000 -0,00 0,00 -0,00 
2 -0,001 0,000 -0,001 -0,00 -0,00 0,00 
5 2,259 2,037 0,222 2,28 2,05 0,23 
8 0,000 0,000 0,000 0,00 0,00 0,00 
11 0,000 0,000 0,000 0,00 0,00 0,00 
13 0,373 0,336 0,037 0,37 0,34 0,04 

Total – – 0,258 – – 0,264 
Fonte: próprio autor 

 

 Na Tabela 52, são apresentados os coeficientes de custos (𝛼, 𝛽) e o custo marginal 

𝜆Ј em cada barra, uma observação a fazer sobre estes valores está no seguinte fato, no 

problema binível esses valores são parâmetros trocados entre os níveis, já para o problema 

unível esses parâmetros tornam-se variáveis, devido a dualidade forte utilizada. O valor 

que apresenta diferença significativa é 𝜆Ј, esse valor é o custo marginal que influencia 

significativamente o custo de oportunidade. 

Tabela 52 – Coeficientes de custos e custo marginal 

 Modelo Unível PNL Modelo Unível Convexo 
 𝜶 𝜷 𝜆Ј 𝜶 𝜷 𝜆Ј 

1 2,68 2,68 2,68 2,68 2,68 1,76 
2 1,75 1,75 1,75 1,75 1,75 1,75 
5 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,63 
8 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,82 
11 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,81 
13 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,76 

Fonte: próprio autor 
 

 Na Tabela 53, são apresentados os dados de geração de potência ativa e reativa 

bem com as magnitudes de tensão e ângulo em cada. A geração de potência reativa é o 

dado que apresenta maior diferença. Esse fato, é importante destacar, devido que essa 

componente afeta diretamente o custo de oportunidade. O modelo convexo unível 

apresenta valores próximos ao problema binível. 
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Tabela 53 – Dados de geração 

 Modelo Unível PNL Modelo Unível Convexo 
 Tensão 

p.u. 
Ângulo 
grau 

P(MW) Q(MVAr) Tensão 
p.u. 

Ângulo 
grau 

P(MW) Q(MVAr) 

1 1,050 0,000* 0,000 53,677 1,023 0,000* 0,062 24,401 
2 1,030 0,808 25,624 -13,906 1,021 -2,113 28,716 56,551 
5 1,044 6,181 126,000 0,000 1,019 2,609 126,00 0,000 
8 0,990 -1,525 0,000 0,000 0,952 -2,699 0,000 0,000 
11 1,037 -3,354 0,000 0,000 0,979 -4,400 0,000 0,000 
13 1,053 1,177 45,000 4,153 1,044 -1,195 45,000 55,370 

Fonte: próprio autor 
  
Na Tabela 54, são apresentados os valores quando considera a rede CA 𝑓∗ e quando não 

considera 𝑓 e o custo de oportunidade total 𝑂. A oportunidade apresenta valores 

próximos aos modelos biníveis, já os valores de 𝑓∗ e 𝑓 apresentam valores diferentes.  

Tabela 54 – Custo de oportunidade total e função com e sem a rede CA 

Nível 1 𝑓∗ 𝑓 𝑂 

SNOPT 0,90533 0,64228 0,264391 
XPRESS 0,96126 0,63784 0,264391 

Fonte: próprio autor 
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6 CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS 

6.1 CONCLUSÕES 

Neste trabalho, é proposta a resolução do problema de FPO para redes malhadas 

como um modelo convexo. Como o problema de FPO é um problema não linear e não 

convexo classificado como NP-hard, abordá-lo como um modelo convexo é desejável, pois 

permite a utilização de solvers de otimalidade global, afim de obter o ótimo global. O 

que torna o FPO um problema de difícil solução são as equações de balanço de potência 

que apresentam algumas características especiais, tais como, a presença de senos e 

cossenos em sua estrutura, o produto de magnitude de tensões que são termos bilineares 

e a presença de duas restrições de igualdade. Quando se trabalha com problema de 

otimização convexa a restrição de igualdade somente é permitida quando a função é 

linear. 

No problema de FPO apresentado de forma equivalente, como um problema 

cônico de segunda ordem, elimina-se de forma satisfatória boa parte dos obstáculos que 

tornam o FPO NP-hard. Como uma penalidade de usar o modelo equivalente cônico, 

surge uma nova restrição de igualdade com termo trigonométrico. Esse problema é 

contornado utilizando o conceito de envelopes, em que, o termo não linear e não convexo 

é aproximado por quatro planos no espaço. Assim, o modelo proposto é resolvido 

utilizando solvers comerciais com resultados satisfatórios para os sistemas testes da 

literatura, neste caso, IEEE 14,30, 57 e 118 barras. 

A não convexidade do problema de FPO removida do modelo torna possível 

utilizá-lo em diversos problemas do sistema elétrico de potência. A opção deste trabalho 

em utilizar o modelo convexo de FPO proposto em um problema de competição binível 

se justifica, pois, problemas deste tipo também são NP-hard. Quando o problema 
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proposto binível é um modelo convexo os resultados obtidos são confiáveis devido ao fato 

de atender todas as condições matemáticas necessárias e suficientes KKT. 

Os resultados obtidos com os sistemas testes de 2, 8, 14 e 30 barras da literatura 

para os quatro modelos propostos para o problema de competição via programação 

binível no despacho de potência ativa e reativa são satisfatórios mesmo que os sistemas 

testes sejam ainda pequenos. A justificativa se dá pelo fato que, este trabalho lidou com 

três problemas NP-hard, a saber, FPO – CA, programação binível e variáveis bilineares. 

O problema unível convexo junta-se as três dificuldades NP-hard e adiciona mais uma 

com o conceito matemático de dualidade forte, tornando-o um problema complexo em 

que é resolvido obtendo resultados satisfatórios. 

6.2 TRABALHOS FUTUROS.  

Os trabalhos realizados até este momento e os resultados obtidos são satisfatórios, 

mas outros temas podem ser incorporados ao FPO – CA convexo proposto nesta tese. 

Como, por exemplo, em problemas de restauração onde o modelo geralmente é proposto 

como radial, mas em redes de distribuição modernas o modelo é fracamente malhado, 

podendo então ser utilizado o FPO – CA convexo, devido ao fato de aumentar a 

confiabilidade do sistema (CHEN et al., 2004). 

Propor o modelo de FPO convexo de forma mais completa e realista, ou seja, 

considerar as curvas de capabilidade térmica dos diferentes tipos de geradores. Adaptar 

e utilizar o modelo convexo para simulação de sistemas de sistemas elétricos reais de 

grande porte. Como recentes pesquisas propõem problemas de restauração ótima de redes 

de transmissão CA, e desta forma desenvolver modelos convexos para reduzir os custos 

operacionais (KOCUK; DEY; SUN, 2017). 

Problemas de planejamento na expansão da rede transmissão elétrica onde a 

solução é usada para guiar investimentos em equipamentos de transmissões requer 
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resultados de boa qualidade. Uma abordagem é encontrar uma solução ótima global, e 

comparar o modelo convexo proposto nesta tese com trabalhos recentes usando branch-

and-bound como uma abordagem semidefinida com em (GHADDAR; JABR, 2018). 
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APÊNDICE 1 

Neste apêndice, são apresentadas as formulações dos modelos matemáticos primal 

e dual do despacho econômico de potência ativa. As equações de (117)–(118) e (121)–

(140) é a formulação primal completa da equação (103) apresentada no capítulo 5. As 

equações (119), (141)–(155) representam o modelo dual da equação (103) apresentada no 

capítulo 5. A equação (120) representa a relação primal igual à dual da função objetivo, 

condição necessária para garantir o uso da dualidade forte e apresentar o problema de 

despacho ótimo de potência ativa e reativa apresentado no capítulo 5 como um problema 

de competição via programação binível em apenas um nível.  

 

 
min

ձւՎ
ɱӴձւՎ
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ɱ ӴᇂՎ
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 , ∀𝑖 ∈ Ωգ: 𝜋ք (118) 

 

Modelo matemático Dual do Despacho Econômico  

 

max
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(119) 

 

Nova restrição que surge do joint, funções objetivos do primal menos a do dual: 
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(120
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Јी = 0 , ∀𝑖𝑗 ∈ Ωխ: 𝜆քօ 

(121) 

 

 𝛿ք
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(133) 

 −𝛿քօ
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(134) 

 

 Δ֔Ӵք
ձ ≤ Δք

ϋ, ∀𝑖 ∈ Ωգ, 𝑦 ∈ 1… 𝑌 : 𝜙
֔Ӵք

 (135) 

 

 −Δ֔Ӵք
ձ ≤ Δք

ϋ, ∀𝑖 ∈ Ωգ, 𝑦 ∈ 1… 𝑌 : 𝜙֔Ӵք 
(136) 

 

 Δ֔ȯӴք
ᇂ ≤ Δք

ᇂ, ∀𝑖 ∈ Ωգ, 𝑦φ …. 𝑌φ: 𝜔֔Ӵք 
(137) 

 

 −Δ֔ȯӴք
ᇂ ≤ 0,∀𝑖 ∈ Ωգ, 𝑦φ ….𝑌φ: 𝜔֔Ӵք 

(138) 

 

 𝛿ք
Ј − 𝛿օ

Ј ≤ 𝛿ք
Ј, ∀𝑖𝑗 ∈ Ωխ: βЏА 

(139) 

 

 −𝛿ք
Ј + 𝛿օ

Ј ≤ 𝛿ք
Ј, ∀𝑖𝑗 ∈ Ωխ: 𝛽քօ (140) 

 

 𝜋ք + 𝜃ք + 𝜅ք − 𝜅ք = 𝛽ք , ∀𝑖 ∈ Ωգ: 𝑃𝑔ք
Ј (141) 

 

 𝜙ք =
1

2
𝛼Јք, ∀𝑖 ∈ Ωգ: 𝑃𝑔ք

Јϵ (142) 

 

 −𝜋ք + 𝜋օ + 𝜆քօ + 𝜄քօ − 𝜄քօ ∈ Ωխ: 𝑓քօ
Ј  (143) 

 

 −
1

2
𝜋ք −

1

2
𝜋օ + 𝜂քօ +

1

2
𝜄քօ +

1

2
𝜄քօ ∈ 0, 𝑖𝑗 ∈ Ωխ: 𝑟քօ

Ј  (144) 

 



150 
 

 

 

ం (+𝐵քօ𝜆քօ + 𝜎քօ + 𝛽քօ − 𝛽քօ)
քօ∈ျԷ

+

+ ం (−𝐵օք𝜆օք − 𝜎օք − 𝛽օք + 𝛽օք)
օք∈ျԷ

= 0,∀𝑖 ∈ Ωգ  /  𝑖 ≠ 𝑠𝑙𝑎𝑐𝑘: 𝛿ք
Ј
 (145) 

 

 

𝛼Јք + ం (+𝐵քօ𝜆քօ + 𝜎քօ + 𝛽քօ − 𝛽քօ)
քօ∈ျԷ

+

+ ం (−𝐵օք𝜆օք − 𝜎օք − 𝛽օք + 𝛽օք)
օք∈ျԷ

= 0,∀𝑖 ∈ Ωգ   /   𝑖 = 𝑠𝑙𝑎𝑐𝑘: 𝛿ք
Ј
 (146) 

 

 −𝑚֔Ӵք
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Јϵ (148) 
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+ (150) 

 

 𝜀քօ + 𝜎քօ − 𝑣քօ = 0, ∀𝑖𝑗 ∈ Ωխ: 𝛿քօ
− (151) 

 

 𝜅ք, 𝜅ք ≤ 0,∀𝑖 ∈ Ωգ (152) 

 

 𝜄քօ, 𝜄քօ, 𝑣քօ, 𝑣քօ, 𝛽քօ
, 𝛽քօ ≤ 0, ∀𝑖𝑗 ∈ Ωխ (153) 

 

 𝜑
֔Ӵք

, 𝜑֔Ӵք ≤ 0,∀𝑖 ∈ Ωգ, ∀𝑦 ∈ 𝑌  (154) 

 

 𝜔֔φӴքօ, 𝜔֔φӴքօ ≤ 0,∀𝑖𝑗 ∈ Ωխ, 𝑦φ ∈ 𝑌  (155) 

 


