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RESUMO

Neste trabalho, o modelo matematico do problema de fluxo de poténcia 6timo basico nao
linear é analisado e manipulado algebricamente para obter um modelo de programacao
convexa, do tipo conico de segunda ordem. O conceito de envelopes convexos é
apresentado para tratar a nao linearidade e nao convexidade da restricao trigonométrica
inversa que surge ao escrever o modelo de FPO como um modelo conico. Aplicando duas
proposigoes apresentadas neste trabalho a restricao trigonométrica é resolvida em um
pré-processamento por um solver de otimalidade local, neste caso o ANITRO, que
enumera todas as possibilidades dos pontos de KKT para obter os envelopes convexos e
tornar o modelo de FPO totalmente convexo. O modelo é implementado no AMPL e é
resolvido com solvers de otimalidade global com sistemas testes da literatura, nesta tese
usam-se os sistemas testes IEEE 14, 30, 57 e 118 barras. Os resultados obtidos sao
validados comparando-os com resultados fornecidos pelo Matpower, que é um simulador
para FPO. Como contribuicao desta tese, o modelo convexo de FPO obtido ¢é utilizado
como exemplo de aplicagoes no problema de despacho 6timo de poténcia ativa e reativa,
considerando competigoes via programacgao binivel. Sao apresentados dois modelos
biniveis e dois modelos univeis. O modelo iterativo convexo utiliza-se do modelo proposto
de FPO convexo e as nao linearidades sao convexificadas fazendo uso dos envelopes de
McCormick. O conceito de dualidade forte é empregado afim de obter um modelo univel
convexo. Os modelos biniveis e univeis sdo implementados em AMPL e resolvidos
utilizando solvers de otimalidade local e global, utilizando os mesmos sistemas testes
IEEE do modelo conico e ainda acrescentando mais dois sistemas testes, um de 2 barras
e outro de 8 barras. Os principais resultados obtidos com os quatro modelos de despacho
otimo de poténcia ativa e reativa propostos sao apresentados e discutidos.

Palavras-chave — Programacao convexa. Fluxo de poténcia o6timo. Envelopes de

McCormick. Programacgao binivel. Dualidade.



ABSTRACT

In this work, the basic nonlinear mathematical model for the optimal power flow (OPF)
problem is analyzed and manipulated algebraically in order to obtain a second-order
conic convex programming model. The concept of convex envelopes is presented to deal
with the nonlinearity and nonconvexity of the inverse trigonometric constraint that arises
when transforming the nonconvex OPF model into an equivalent conic model. By
applying two propositions presented in this work, the trigonometric constraint is solved
in a pre-processing stage by a local optimization solver, in this case, the KNITRO solver,
which considers all the possibilities of the KKT points to obtain the convex envelopes
and find a completely convex OPF model, is used. The model is implemented in AMPL
and is solved via global optimization solvers while to show the effectiveness of the model
several IEEE systems such as the IEEE 14-, 30-, 57-, and 118-bus systems are used. The
obtained results are validated by comparing them with the results provided by
Matpower, which is an OPF solver. As a contribution of this thesis, the obtained convex
OPF model is used as an application in the active and reactive optimal power dispatch
problem, considering competition via bilevel programming. Two bilevel models and two
single-level models are presented. The convex iterative model uses the proposed convex
OPF model, and the nonlinearities are convexified using McCormick envelopes. The
concept of strong duality is employed to obtain a single-level convex model. The bilevel
and the single-level models are implemented in AMPL and solved using local and global
optimization solvers for the 2-bus system, 8-bus system, and the aforementioned IEEE
test systems. The main results obtained with the four proposed models for active and
reactive optimal power dispatch are presented and discussed.

Keywords — Convex programming. Optimal power flow. McCormick envelopes. Bilevel

programming. Duality.
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1 INTRODUCAO

1.1 CONTEXTUALIZACAO E MOTIVACAO

Uma das maiores conquistas da engenharia do século 20 segundo a “ The National
Academy of FEngineering” seria a expansao generalizada do uso da eletricidade. A
sociedade moderna ¢é tao dependente da energia elétrica, de tal forma que qualquer tipo
de interrupcao do fornecimento de energia ¢ extremamente oneroso social e
economicamente. As incertezas no sistema elétrico de poténcia (SEP) devido ao
comportamento incerto da demanda, incertezas nos parametros do sistema e interrupgoes
inesperadas da geragao, podem ocasionar a perda da margem de estabilidade e resultar
em descontrole operacional, provocando um colapso de tensdao em grande escala no
sistema. Além da confiabilidade, a operagao economica do SEP é uma das maiores
preocupacoes dos engenheiros. A operagao otimizada do sistema para reduzir custos de
operacao deve ser acompanhada da andlise de restricoes de seguranca.

Neste contexto, as melhorias da confiabilidade e eficiéncia operacional do SEP,

sao objetivos que devem ser buscados tanto em termos de pesquisas, como pelos
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procedimentos de operacao da rede. Assegurar a confiabilidade do SEP, otimizacao dos
custos de geracao e operacdo, bem como a prevencao contra “blackouts’ requer agoes
adequadas de operagao da rede para suprir a demanda exigida pelos consumidores,
obedecendo as limitacoes fisicas e restrigoes operacionais relacionadas a qualidade do
produto e confiabilidade do sistema. A operacdo da rede exige capacidade de reserva de
energia para contemplar condig¢oes de operacoes sob contingéncias que necessitam de uma
operagao segura do SEP para manter a confiabilidade.

As pesquisas sobre solucao e formulacao do problema de fluxo de poténcia 6timo
iniciaram-se nos anos de 1920, com a proposta da ferramenta de despacho economico
(DE), que foi desenvolvida para tratar o problema da alocagao econdémica da geragao, ou
como dividir corretamente as cargas entre as unidades geradoras disponiveis (HAPP,
1977). O termo FPO, de modo geral, refere-se a otimizagdo de um estado do sistema
como o caso base Carpentier (1962), e o fluxo de poténcia 6timo com restrigao de
seguranca (FPORS) estd relacionado a um processo de otimizagdo de um estado do
sistema sujeito a um conjunto adicional de restri¢cbes de seguranca, ou seja, restri¢coes de
contingéncias, assim o FPO é um caso especial de FPORS (ALSAC; STOTT, 1974).

Nos problemas de FPO deterministicos, as varidaveis que representam o estado do
sistema, referentes as magnitudes de tensdes e angulos nas barras sao continuas e as
variaveis que representam os “faps’ de transformadores defasadores e dos
transformadores com regulagao de tensao, bancos de capacitores e de reatores, topologia
da rede, etc. sao de natureza discreta, o que caracteriza o FPO como um problema real
de grande porte nao-linear inteiro misto (PNLIM) néo convexo. Desta forma, o problema
de FPO por ser um problema de otimizacao de grande porte e ndo convexo apresenta
muitos desafios, devido as limitagoes em métodos de programacoes matematicas e so/vers'

para sua solucao e limites de memorias e processamento computacional.

1'Um solver é um software matematico, sob a forma de um programa de computador auténomo ou como
uma biblioteca de software, que "resolve’ um problema matematico (IGNACIO; FERREIRA , 2004).
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Nos ultimos dez anos, o foco das pesquisas na formulacao e solugao do FPO tem
mudado consideravelmente, visando a obtencao de modelos convexos eficientes
computacionalmente e considerando a modelagem de incertezas inerentes as variaveis
envolvidas no modelo de SEP reais. Neste trabalho, apresenta-se um estudo detalhado
sobre a convexificacdo do modelo basico do FPO com énfase para o despacho 6timo de
poténcia ativa e como aplicacio do modelo convexo de FPO apresenta-se uma
metodologia do problema de despacho de poténcias ativa e reativa no contexto de
mercado de energia.

Desta forma, como uma extensao deste estudo, o modelo do problema de FPO
tradicional de programagao nao linear (PNL) é reformulado como um modelo cénico para
otimizacao global que deve apresentar solucoes 6timas globais e permitir que o problema
de FPO possa ser resolvido usando solver comercial. Este modelo de programagao
matematica convexo contempla o despacho 6timo de poténcia das unidades geradoras,
restri¢oes fisicas e operacionais e os ajustes dos controles de poténcia reativa existentes
no sistema. Para avaliar o modelo convexo desenvolvido, apresenta-se uma aplicacao do
mesmo para a solucao do problema de despacho 6timo de poténcias ativa e reativa que
é formulado como um problema de otimizacao binivel em que no nivel superior é resolvido
o subproblema de PNL convexo referente ao custo minimo de oportunidade e no nivel
inferior um modelo de fluxo de poténcia DC que representa a oferta de poténcia ativa a
preco minimo. Apresentam-se resultados para os problemas testes da literatura de 2
barras proposto por Almeida e Senna (2011), 8 barras modificado de Rajput e Pandya
(2016) e os sistemas testes de 14 barras, 30 barras 57 barras e 118 barras que estao

disponiveis no site da University of Washington (WASHINGTON;, ¢2018).
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1.2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

1.2.1 Relaxacao convexa do FPO

A busca pela otimalidade global do FPO considerando certas hipoteses de um
problema nao-convexo como propostos por Bai et al. (2008) e Lavaei e Low (2012) deram
inicio a um novo ramo de pesquisa que investiga varias relaxacoes convexas como em
(LOW, 2014A; LOW; 2014B; PANCIATICI et al. 2014). Quando se trabalha com
relaxagoes convexas, estas podem mostrar informacoes importantes a respeito do
problema, por exemplo, seu limite inferior o que permite verificar o grau de
subotimalidade de uma solugao de otimizacao local, mostrando que a relaxacao utilizada
é de alta qualidade ou seja, tight*.

Segundo Ferreira (2017) quando o gap de dualidade do problema relaxado é zero
tem-se que o resultado do problema relaxado convexo é também solucao do problema
original, sendo o 6timo global do problema original obtido. Se o gap de dualidade é
diferente de zero, a solugao do problema convexo relaxado nao é solucao do problema
original (MOLZAHM; LESIEUTRE; DEMARCO, 2014). Outra caracteristica da
relaxacao convexa estd em certificar a infactibilidade do problema. Na Figura 1 ilustra-
se a ideia intuitiva de uma relaxacao convexa representada pela parte pontilhada.

A abordagem de relaxacdo convexa tem apresentado teoricamente algumas
vantagens em termos de confiabilidade dos resultados e técnica de solucao e esforco
computacional, ou seja, a solu¢ao é fornecida em um tempo polinomial. Os trabalhos,
partes I e II, de Low (2014), focam somente nas propriedades estruturais e condigdes de

suficiéncias sobre as quais, relaxagoes convexas sao exatas.

2 Quando o valor da fung¢do objetivo do problema convexo relaxado e o étimo do problema original
coincidem pode-se afirmar que a relaxacdo é exata ou tight. Isso vale tanto para a funcao objetivo como
para todas as inequagdes (TAYLOR, 2015)
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Figura 1 — Relaxacao convexa a partir de um modelo nao convexo.

Fonte: Elaborado no Geogebra® pelo autor.

Muitas relaxagoes convexas sao obtidas a partir de classes de programas de
restricbes quadraticas que conduzem a um problema de programacao semidefinida,
(PSD), relaxada (LAVAEIL;, LOW, 2012; MOLZAHN et al., 2013; MADANI;
ASHRAPHIJUO; LAVAEI 2015).Considera-se que a relaxagao PSD é a menor primeira
ordem momentd', as relaxagoes momentos sao desenvolvidas a partir da hierarquia de
Lasserre para a resolugdo de problemas momentos generalizados. Crescendo a ordem da
relaxacao nesta hierarquia resulta em relaxagoes “tighter” na computagao do custo dos
grandes programas semidefinidos (MOLZAHN; HISKENS, 2015).

Na literatura, existem alguns trabalhos que abordam a relaxacao convexa como
framework, por exemplo Phan e Kalagnanam (2014) que propoe um método exato para
o problema de FPO baseado nos algoritmos de branch-and-bound em que exploram as
estruturas quadraticas do problema e as equagoes que modelam o fluxo de poténcia na
rede sdo representadas em coordenadas retangulares. Em Hijazi e Hentenryck (2015) é

desenvolvida uma relaxacdo convexa quadratica para o problema de FPO em

3 GeoGebra (aglutinacio das palavras Geometria e Algebra) é um aplicativo de mateméatica dinimica
que combina conceitos de geometria e dlgebra em uma tnica. Sua distribuicao é livre, nos termos

da GNU General Public License, e é escrito em linguagem Java, o que lhe permite estar disponivel

em varias plataformas (GEOGEBRA, ¢2018).

* Seja t uma variavel randomica em R. O valor esperado Et* (assumindo que eles existam) sdo chamados
de poténcias momentos das distribui¢oes de t (BOYD; VANDENBERGHE, 2004)
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coordenadas polares. Como os trabalhos na literatura usando relaxag¢oes convexas ainda
sao recentes, os principais resultados obtidos usando este tipo de abordagem sao
sumarizados nos préximos paragrafos.

Diferentes trabalhos da literatura relatam que algumas soluc¢ées de FPO obtidas
com otimizagao local sdo também o6timos globais. Nestes trabalhos, também pode-se
verificar que algumas solugoes sao de boa qualidade como em Lopez et al. (2017) para o
problema de FPO reativo e Phan e Kalagnanam (2014) bem como Hijazi e Hentenryck
(2015) para o FPO convencional. Em Hijazi e Hentenryck (2015), mesmo fazendo muitos
experimentos com diversos conjuntos de dados, o gap de dualidade obtido foi maior que
0% significando que o 6timo global nao pode ser recuperado mesmo que um eficiente
limitante inferior seja encontrado. Em todos os testes apresentados as relaxa¢bes nao
retornam uma solucao factivel para o problema nao convexo subjacente.

O problema de FPO sem considerar contingéncias, tem sido resolvido em alguns
trabalhos para sistemas superiores a 3000 barras. Entretanto, muito recentemente outras
relaxacgoes, por exemplo, relaxagoes convexas quadraticas e relaxagoes conicas de segunda
ordem, foram aplicadas para um sistema real de 9241 barras (COFFRIN; HIJAZI; VAN
HENTENRYCK, 2016). A SDP foi aplicada para resolver o problema de FPO para um
sistema com 7154 barras (CEDRIC; MOLZAHN, 2015).

No trabalho de Cédric e Molzahn (2015) também se utiliza a representagdo na
forma polar das varidaveis complexas e as restricoes da rede sao representadas como
relaxagoes nao convexas, visto que isso pode melhorar a eficiéncia computacional e
facilitar a solucao do problema de FPO. Poucos trabalhos, como por exemplo Madani;
Ashraphijuo e Lavaei (2015) e Liu e Ferris (2015) consideram restrigoes de contingéncias
no modelo de FPO.

As solucbes em tempos polinomiais apresentam vantagens tedricas, porém, estes
trabalhos nao provam sistematicamente a eficiéncia computacional das relaxacoes

convexas para problemas de FPO aplicados na solucao de sistemas de grande porte. Isto
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estd relacionado com uma caracteristica da SDP, que trabalha com variaveis de matrizes
quadradas, onde o nimero de variaveis escalares do problema varia quadraticamente com
relagdo ao numero de barras da rede (MADANI; ASHRAPHIJUO; LAVAEI 2015). Além
disso, o esfor¢o computacional cresce significativamente quando sdo adotadas ordens
superiores para as relaxa¢oes momentos (MOLZAHN; HISKENS, 2015).

A precisao na convergéncia é afetada por uma limitacao da solucao corrente da
SDP conforme (MOLZAHN et al. 2013; MOLZAHN; HISKENS, 2015). A titulo de
exemplo, enquanto para solugao local de PNL é comum considerar que as restrigoes de
balango estao satisfeitas para uma tolerancia abaixo de 0,01 MW /MVAr, a tolerancia
utilizada quando se utiliza SDP para solugao do problema de FPO é um pouco maior,
em torno de 0,5 MVA (MOLZAHN; HISKENS, 2015). Isto significa que se o gap de
dualidade é zero, o programa SPD nao fornece matematicamente o 6timo global, mas
somente uma aproximagao potencialmente “muito boa” dele. Desta forma, pesquisas
ainda precisam ser desenvolvidas visando melhorar a precisao da convergéncia de um
programa SDP, bem como da evolucao das condi¢bes para o qual a solugdao 6tima global
possa ser obtida, visto que, problemas reais de FPO podem apresentar multiplicadores
de Lagrange negativos para as restri¢oes de igualdade na solucao 6tima.

Alguns autores entendem que estas relaxagoes nao sao destinadas a substituir um
modelo de programagdo nao convexo local bem estabelecido, mas em vez disso, elas
complementam informacgoes importantes com relagao a qualidade da solugao obtida. Para
este fim, outros beneficios praticos que podem ser mencionados, tais como a habilidade
para testar rapidamente (gragas as flexiveis operagoes da élgebra linear) a otimalidade
das solugoes fornecidas por otimizacao local via verificagoes das condigoes de Karush-
Kuhn-Tucker (KKT) para a relaxacao PSD (MOLZAHN; LESIEUTRE; DEMARCO,
2014).

Devido as limitacoes no estado da arte de problemas PNL reais de grande porte

do tipos fluxo de poténcia étimo com corrente alternada (FPO — CA), que exige solugoes
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em tempos computacionais nao proibitivos, se as solugoes do problema mestre do FPO
continuo relaxado ou de seus subproblemas sdao 6timos globais ou nao, torna-se de
importancia secundaria comparado ao objetivo primario que é fornecer dentro do tempo

computacional permitido uma boa solugao (possivelmente subotimo) factivel.

1.2.2 Relaxacdo McCormick para problemas bilineares

Diversos problemas, em engenharia, nas diferentes areas de conhecimento
apresentam restricbes como o produto de duas variaveis. Esse produto forma termos
bilineares que sao nao convexos e de dificil resolucao. Logo, apresentam varias solugoes
locais. Exemplos de aplicacdes de varidaveis bilineares estao nos problemas de refino de
6leo cru, na diferenca de diferentes fragoes de destilagoes tais como diesel e gasolina Jia
e lerapetritou (2003) ou no planejamento do sistema de tratamento de dguas poluidas
(MEYER; FLOUDAS, 2006).

Com o propdsito de encontrar solugoes Otimas globais para os problemas
bilineares, que podem ser dos tipos PNL ou PNLIM, um algoritmo alternativo que tenha
um modelo de programagao linear (PL) ou programagcao linear inteiro misto (PLIM) em
comum, pode ser usado na relaxagao do problema original. Seja um problema de
otimizagao, uma relaxacao deste problema fornece um limitante inferior, qualquer solugao
factivel fornece um limitante superior e a convergéncia global é alcangada quando o erro
entre os limitantes fica dentro de uma tolerancia especificada. Obter a relaxacao tight é
essencial para aperfeicoar o limitante inferior, bem como melhorar indiretamente o ponto
de inicializacao de um problema de otimizagao o que conduz a melhores solugoes.

Na relaxacao padrao McCormick de Mccormick (1976), cada termo bilinear é
substituido por uma nova variavel e quatro conjuntos de restri¢oes de inequacgoes lineares

que sao adicionados na formulagao. A nova variavel esta ligada a duas variaveis formando
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o termo bilinear e seus limites inferior e superior. A alta qualidade de uma relaxagao é
garantida enquanto a diferenca entre os limites inferior e superior seja tighter.

Para reduzir o espaco de busca do problema relaxado muitos solvers de
otimizagao global criam variaveis limitantes, como por exemplo o solver GloMIQO
proposto por Misener e Floudas (2013) que usa diferentes técnicas tais como intervalos
aritméticos, custo reduzido e otimalidade baseada em contragao bound. Neste trabalho,
uma sequéncia de problemas de minimizac¢oes e maximizacoes sao resolvidos para cada
nao linearidade da variavel particionada para encontrar os possiveis limites tightest.

Um algoritmo de otimizagao global mais completo baseado no procedimento de
contracao bound de otimalidade para uma das variaveis de cada termo bilinear foi
proposto por (FARIA; BAGAJEWICZ, 2011). Este procedimento é efetuado construindo
sucessivos passos, onde primeiro consiste em resolver o problema relaxado que calcula
valores que sao referéncias para as variaveis bilineares e, entao, resolvem-se multiplos
modelos lineares auxiliares que atualizam os limites.

Uma redugao no espago factivel do problema relaxado exige uma particao do
dominio onde Tawarmalani e Sahinidis (2005) e Misener ¢ Floudas (2013) propuseram
sequenciar o problema como um spatial branch-and-bound. O termo bilinear que mais
viola a regiao factivel do problema pode ser particionado considerando o dominio de uma
das varidaveis. Também é possivel particionar simultaneamente as variaveis, (RUIZ;
GROSSMANN, 2011). Quando a resolugdo envolve partigoes simultdneas, uma delas
pode depender do envelope de McCormick (KARUPPIA; GROSSMANN;, 2006).

Como um avango na técnica, uma nova concepcao de desagregacao
multipardmetro foi desenvolvida por (KOLODZIEJ; CASTRO; GROSSMANN;, 2013).
Desagregacao multiparametro e piecewise McCormick fornecem otimalidade global para
uma grande quantidade de parti¢goes. Estas técnicas podem ser integradas em um spatial

branch-and-bound frameworks, como por exemplo GloMIQO. A vantagem desta técnica
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estd em poder substituir a relaxacao padrao McCormick para fornecer limites fortes ao
realizar contracao de limite baseada em otimalidade (CASTRO; GROSSMANN, 2014).

Uma comparagao entre piecewise McCormick uniforme e a desagregacao
multipardmetro, Kolodziej; Castro e Grossmann (2013) mostram que o primeiro é tighter
na presenca de termos quadraticos, mas gera um PLIM muito grande para o mesmo
nimero de particoes. O nuimero de varidveis binarias em piecewise McCormick cresce
linearmente com o nimero de parti¢oes, enquanto que para desagregacao multiparametro
o crescimento ¢ logaritmico.

Um efeito pratico da desagregagdo multiparametro ¢ a capacidade de alcancar os
gaps das otimalidades inferiores devido a uma melhor performance computacional.
Piecewise McCormick permite uma melhor liberdade quando escolhido o ntmero de
particoes que podem ser importantes quando o nimero de particoes é pouco. Esta
propriedade é importante em problemas de grandes dimensoes ou quando sao integrados

em solver spatial branch-and-bound.

1.2.3 Programacio binivel

A Otimizacao Binivel é definida como um programa matemaético, onde o problema
de otimizacdo contém um outro problema de otimiza¢do como restrigio (MALO; DEB;
SINHA, 2018). Muitos problemas envolvendo processos de tomadas de decisdes estao
hierarquizados no sentido em que a solucao ou decisao tomada pelo nivel superior
autoritario (lider) para otimizar seus objetivos é afetada pela resposta da entidade nivel
inferior (seguidor). O seguidor buscara otimizar seus préprios resultados (DEMPE et al.,
2015).

Qualquer dado do nivel inferior ou superior do problema de otimizacdao a ser
resolvido que fornece o racional (6timo) é a resposta do seguidor para o lider. Se o vetor

de decisao do lider é representado por x,, e x; representa o vetor de decisao do seguidor
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entdo um par (x,,z;) onde x% é a resposta 6tima para x, representa a solucao factivel
para o problema de otimizagao do nivel superior fornecido e que também satisfaz as
restricoes do problema.

Cada nivel tem seus proprios objetivos e restrigoes, um aspecto importante de
problemas biniveis é que nao sdo simétricos em termos dos dois niveis. A tomada de
decisao do nivel superior, geralmente, tem completo conhecimento do problema do nivel
inferior, enquanto a tomada de decisdo do nivel inferior somente observa a decisao do
lider e, entao, otimiza sua propria estratégia. Curiosamente, o conhecimento incompleto
sobre o problema do seguidor para o lider poderia levar a incertezas no problema de
otimizacao binivel.

O alcance da programacao binivel é muito amplo segundo Floudas e Pardalos
(2001), implementagoes em problemas da vida real tem aumentado ano apds ano devido
principalmente a melhora nos algoritmos para solugao de problemas de grande porte.
Desde sua primeira formulagao feita por Strackelberg (1996) em sua monografia sobre
economia de mercado em 1934 tem crescido as investigagoes e aplicagoes da otimizacgao
binivel, como por exemplo o primeiro modelo matematico desenvolvido por Bracken e
Mecgill (1973).

Sua formulagao possui a estrutura de um jogo hierarquico (the Stackelberg game),
onde dois tomadores de decisdes agem neste problema. O lider minimiza sua func¢ao
objetivo sujeito a condigdes (em parte) pela decisao 6tima do seguidor. O conjunto
factivel e a funcao objetivo do problema do seguidor é influenciado pela sele¢ao do lider,
onde quem reage tem forte impacto na recompensa do lider. Nenhum dos jogadores pode

dominar ou ser dominado completamente.
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O problema de otimizagao binivel é o problema do lider formulado
matematicamente usando o grap/’ do conjunto solugdo do problema do seguidor. Uma
caracteristica importante do problema de otimizacao binivel estd em ser um problema
NP-hard ° segundo Hansen, Jaumard e Savard (1992), mesmo a verificacdo da
otimalidade local para uma solucao factivel é ainda em geral NP-hard onde as
qualificacoes de restrigoes sao violadas em todos os pontos factiveis. Esta caracteristica
torna o calculo de uma solu¢ao 6tima uma tarefa desafiadora.

Em casos simples de programas lineares biniveis, onde o problema do nivel inferior
tenha uma tnica solugao para todos os parametros, ainda nao ¢ provavel encontrar um
algoritmo polinomial que seja capaz de resolver o programa linear binivel para
otimalidade global. A prova para a nao existéncia de um algoritmo de tempo polinomial
para um problema linear binivel pode ser encontrada em (DENG, 1998).

As pesquisas sobre os problemas de tomadas de decisbes com uma estrutura
hierarquica lider-seguidor (otimizagao binivel) podem ser encontradas em duas linhas de
pesquisa. A primeira linha estd no dominio da teoria dos jogos, onde Stackelberg’s (1996),
usando programacao binivel para descrever modelo de comportamento de decisao
estabelece o equilibrio da teoria dos jogos. A segunda linha estd no dominio da
programagcao matematica, onde os problemas aparecem como problemas de otimizagoes
biniveis contendo um problema de otimizacao que esta alinhado com um outro problema
inferior (BRACKEN; MCGILL, 1973).

Devido a falta de procedimentos bem estabelecidos para um problema complexo,
geralmente, é modificado para simplificar a tarefa colocando-o em um tnico nivel. Este

problema de tinico nivel é resolvido para chegar em um resultado satisfatério em vez de

> Em matemadtica, a teoria dos grafos é o estudo de gréificos, que sdo estruturas matemaéticas usadas para
modelar relagdes entre pares entre objetos. Um grafico neste contexto é formado por vértices, nés ou
pontos conectados por arestas, arcos ou linhas (PRESTES, ¢2018).

5 Um problema X é NP-hard se todos os problemas em /NP nao sao mais dificeis que X. Dito de maneira
mais informal: um problema é NP-hard se for tao dificil quanto qualquer problema em NP Um problema
é NP-completo se for NP-hard e estiver em NP (FEOFILOFF, ¢2018).
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um resultado ideal. O método classico, para o problema complexo binivel falha devido as
dificuldades do mundo real tais como a nao linearidade e variaveis discretas. A primeira
abordagem para investigar o problema de otimizacao binivel é substituir o problema do
nivel inferior pelas condigoes de otimalidades necessarias e suficientes, ou seja, as
condicoes de KKT.

O problema binivel equivalente passa a ser chamado de Programa Matemaético
com Condigoes de Complementaridade (PMCC). O PMCCs sao também problemas de
otimizacoes nao convexos. O algoritmo que resolve o problema calcula pontos com
solugoes Otimas locais ou pontos estacionarios. Recentes pesquisas tém mostrado que
solugoes Otimas locais de um PMCC nao precisa estar necessariamente relacionada com
a solucao oOtima do problema de otimizagao binivel. Novas tentativas para o

estabelecimento de abordagens de solugao para o problema de dois niveis sdo necessarias.

1.3 ORGANIZACAO DO TRABALHO

Este trabalho esta organizado em capitulos. No segundo capitulo é apresentado
uma breve descri¢ao sobre o problema do DE e FPO, fazendo uma rapida retrospectiva
histérica de otimizagao aplicada em SEP, bem como alguns avangos recentes nesta area
de pesquisa. Logo em seguida é apresentada uma formulagio do FPO — CA da rede.
Trata-se de um modelo considerando as variaveis reais, nao considerando variaveis
binarias e discretas e outros aspectos de um modelo FPO — CA completo. Também é
comentado sobre o modelo DE necessario para formular um problema binivel de despacho
6timo de poténcia ativa e reativa. O uso do modelo de FPO sem considerar as variaveis
inteiras e discretas se justifica porque o objetivo deste trabalho de pesquisa ¢é estudar a
nao convexidade das restricoes de problema, com vistas a obter com base em estudo da
literatura um modelo convexo para o problema. Na segunda etapa deste trabalho, apos

desenvolver uma técnica de convexificacdo para o modelo de FPO, devem-se considerar
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outros aspectos praticos do problema de FPO relacionados com a natureza discreta e
inteira das varidveis envolvidas, tipo de funcao objetivo e restricbes que devem ser
consideradas no modelo.

O terceiro capitulo, é dedicado a otimizagao convexa (OC) e teoria da dualidade
(TD), onde sao discutidos apenas os aspectos necessarios para o desenvolvimento deste
trabalho. Assim nao é abordado o tema de otimizacao linear que é um tema consagrado
na literatura com aplicagoes em problemas de FPO e em varias outras areas de pesquisa.
A nao abordagem nao tira os méritos desta teoria apenas busca-se focar nos problemas
de PNLIM que é uma das principais caracteristicas do problema de FPO. Neste capitulo,
também nao é discutido o conceito de programacao quase convexa e programagao
geométrica, mas discutem-se as condicoes de otimalidade de primeira e de segunda ordem,
a funcao conjugada e suas definicbes mais importantes. O conceito de problemas
equivalentes é apresentado, pois, é necessario para aplica-lo as mudancas de variaveis. O
problema de OC é apresentado na sua forma padrao, bem como os conceitos de 6timo
local e global. Logo em seguida sao apresentados trés teoremas que garantem as condigoes
de otimalidades para um problema de otimizacao. O conceito de underestimator convexo
(UC) é apresentado. Em seguida, sdo apresentados aspectos da TD em que se discute a
funcao dual Lagrange e outros conceitos importantes para esta tese, como dualidade fraca
e forte. Também é apresentado o caso em que é possivel resolver um problema primal
via sua formulagao dual. Este capitulo termina apresentando a relaxacao McCormick que
¢ usada no Capitulo 5 para resolver problemas com variaveis bilineares do tipo w = xy,
necessarias ao se propor o modelo binivel como um problema convexo, bem como ao
propor o problema binivel convexo como um problema convexo em apenas um tunico
nivel, que de agora em diante ¢ chamado simplesmente como “univel”.

No Capitulo 4, apresenta-se o modelo de FPO nao convexo e uma proposta de
convexificagao deste modelo por meio de envelopes convexos. O FPO para redes malhadas

é apresentado como uma relaxagao convexa conica de segunda ordem. Logo em seguida,
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os resultados obtidos com a implementacao sao comparados com os resultados fornecidos
pelo Matpower para o modelo de FPO-CA nao linear e nao convexo que fornece 6timos
locais de boa qualidade.

O quinto capitulo, apresenta-se um exemplo de aplicacio do FPO convexo
aplicado aos problemas binivel, relacionado com o despacho 6timo de poténcia ativa e
reativa em um contexto de mercado, onde sao apresentados resultados de testes para o
modelo binivel nao linear e nao convexo, o modelo binivel convexo, o modelo univel nao
convexo e o modelo univel convexo obtido por meio de dualidade forte. No sexto capitulo,

apresenta-se as conclusoes e sugestoes de trabalhos futuros.
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2 FLUXO DE POTENCIA OTIMO E DESPACHO
ECONOMICO

2.1 HISTORIA DA OTIMIZACAO DO SISTEMA ELETRICO DE
POTENCIA

O operador do sistema (OS) busca eficiéncia econdmica e confiabilidade. Neste
contexto, destaca-se o problema de FPO que esta no centro da tomada de decisdao da
operacao do OS, e é resolvido para programacao da operacdo do SEP considerando
diferentes cenarios e horizontes de tempo como anos, dias, mercado do dia seguinte, bem
como para cada hora e a cada 5 minutos.

O FPO — CA é um problema complexo pois envolve aspectos econdmicos, fisicos
e computacionais. A complexidade computacional esta relacionada com o elevado ntimero
de variaveis e restricoes do problema para sistema de grande porte, como a nao
convexidade do modelo relativas as equagoes do fluxo de poténcia de corrente alternada
(CA) e a algumas fungdes objetivo que podem fazer parte do modelo, em especial as que
consideram aspectos de mercados eficientes e equilibrados onde os precos de compra e
venda de energia sao nao lineares, além das restricoes de capabilidade térmica de alguns
tipos de geradores.

A otimizacao de SEP tem evoluido com os avangos computacionais e com a teoria
de otimizacao. Na primeira metade do século XX, o problema de FPO era resolvido por
engenheiros e operadores usando experiéncia adquirida na operagao do sistema, regras
gerais e ferramentas simples que incluiam analisadores analdgicos das redes e regras
especializadas de desligamentos de geradores e linhas de transmissdo. A primeira

formulagao de um problema de FPO ocorreu nos anos de 1960 devido a Carpentier (1962),
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e desde entao este problema tem-se mostrado de dificil solugdo com avancos de pesquisas
na area.

Como o problema é complexo e apresenta restrigoes nao lineares, pesquisas atuais
tém se dedicado a solucao de modelos de otimizac¢oes visando tanto o desenvolvimento
de programas computacionais eficientes como o uso de so/vers comerciais. Os solvers que
utilizam técnicas de programacao linear ou linear inteira mista podem ser usados
amplamente na solugdo do FPO, mas empregando técnicas de linearizagoes.

Os solvers que utilizam técnicas de programacgao nao linear também podem ser
utilizados, mas dadas as caracteristicas nao convexas do FPO nao é possivel garantir que
as solucoes obtidas sejam o 6timo global. Estes sol/vers nao sao suficientemente rapidos e
robustos e possuem ainda sérios problemas de convergéncias. Os so/vers de otimizagao s
podem garantir o 6timo global para problemas convexos.

Convexificar um problema de FPO é um grande desafio. A vantagem de formular
um problema como um modelo de PL estd em resolvé-lo com eficiéncia e garantir a
obtenc¢ao da solugao 6tima global do problema original de PNL. Em PNL a formulacao
e solucao do modelo obedecem a graus de dificuldade invertidos, ou seja, a arte e o desafio
estd na formulagdo do problema; uma vez que o problema esteja formulado como um
problema convexo é relativamente simples resolvé-lo (PARDALOS; ROMEIJN, 1995).

Na literatura, os problemas de planejamento da operagao de SEP podem ser
classificados em trés: fluxo de poténcia convencional, DE e FPO (CAIN; O'NEILL;
CASTILLO, 2012).

As principais caracteristicas do problema de FPO estao relacionadas em encontrar
uma solugao otima para determinada funcao objetivo sujeita as restrigoes de fluxo de
poténcia nas barras do sistema, e outras restrigoes fisicas e operacionais, tais como
restricoes das capacidades de geradores, limites das magnitudes e estabilidades das

tensoes, limites térmicos das linhas de transmissao e limitagoes fisicas dos equipamentos.
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2.1.1 Avancos nos problemas de otimizactes de sistemas elétricos de poténcias

Nos anos 1930 o problema de despacho economico era resolvido usando planilhas
ou réguas de calculos desenvolvidas especificamente para esse fim. Os calculos para
efetuar o despacho economico eram primitivos e lentos, e na década de 1970 foi
apresentada uma nova formulacao para despacho economico e diferentes meios para
calcular as perdas na rede de transmissao e geracdo (HAPP, 1977). Atualmente
problemas de despachos economicos envolvendo milhares de geradores sao resolvidos em
poucos segundos.

O fluxo de poténcia era resolvido em 1929 analisando redes analdgicas que
simulavam os SEP. A primeira solucdo digital e automatizada de fluxo de poténcia
ocorreu em 1956 (WARD; HALE, 1956). Uma nova pesquisa forneceu varios métodos
iterativos baseados na matriz de admitancia nodal (matriz Y), ou sua inversa, matriz de
impedancia nodal (matriz Z) (SASSON; JAIMES, 1967). Nos anos 1960 os métodos
Gauss - Seidel e Newton-Raphson passaram por grandes desenvolvimentos e sao
utilizados na maioria dos softwares de analise de redes (PESCHON; PIERCY; TINNEY,
1968). Uma caracteristica da matriz de admitancia é ser esparsa, Tinney (1968) e outros
desenvolveram técnicas de esparsidade para aproveitar essa vantagem da matriz ¥, que
possui muitos elementos zero, devido as redes de sistemas de poténcias nao estarem
densamente conectadas. A técnica de esparsidade pode ser usada para reduzir o
armazenamento de dados e aumentar a velocidade computacional.

As primeiras pesquisas do problema de FPO para obtencao das condigoes de
otimalidade usavam as técnicas lagrangianas cldssicas. A primeira publicacdo com a
formulacao completa do FPO ¢ atribuida a (CARPENTIER, 1962). Carpentier supoe
que o modelo tenha convexidade para aplicar as condicoes de KKT e considera o modelo
das equagoes dos fluxos de poténcias CA, ou seja, restrigcoes de balango de poténcias ativa

e reativa nas barras aplica-se as duas leis de Airchhoff, restricdes das magnitudes das
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tensoes nas barras, angulos das tensoes nas barras e ainda restrigoes de fluxos nas linhas
de transmissoes.

A partir do trabalho de Carpentier (1962), inimeros trabalhos com diferentes
métodos de solugoes e alteragoes no modelo foram propostos, tais como, varias formas de
métodos do gradiente, programagao linear, programacgao quadratica e métodos de
penalidades juntamente com o método de Newton (CAPITANESCU, 2016). Todos esses
métodos sao algoritmos validos para a solugao dos modelos completos nao lineares de
fluxo de cargas com um conjunto completo de limites nas variaveis, embora a nao
convexidade do problema nao garanta a otimalidade global ou a convergéncia dos
algoritmos de solucao utilizados. Desta forma, o FPO continua sendo um problema

matematicamente dificil de resolver.

2.2 FORMULACAO DO DESPACHO ECONOMICO

O principal objetivo do despacho economico ¢ minimizar o custo de geragao
enquanto satisfaz varias restrigcoes de igualdade e desigualdade. Tradicionalmente, em
problemas de despacho econdémico, a funcao custo para as unidades geradoras sao
aproximadas por uma funcao quadratica para representar o custo de geracao de unidades
térmicas. Uma variedade de técnicas de otimizacoes tem sido aplicada para resolver o
DE. Algumas destas técnicas estdo baseadas nos métodos classicos de otimizagoes, tais
como PL ou programacao quadratica para resolver os problemas DE.

A geracao de poténcia ativa de diferentes geradores sdo as variaveis de controle
no DE. No problema DE o objetivo ¢ a geragao de poténcia ativa 6tima das unidades
geradoras de modo a garantir beneficios econdmicos ao operador do sistema de poténcia
e reduzir a emissao de gases poluentes. O alvo principal na obtencao de um esquema
otimo na geracao de poténcia ativa pelas unidades geradoras estd em encontrar o total

da demanda enquanto satisfaz todas as restrigoes (PANIGRAHI et al., 2011).
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Conseguir o minimo custo enquanto satisfaz as restri¢gdes, faz o despacho
econdmico ser formulado como um PNL de grande porte. A formulacdo do DE é
considerada como um problema de minimizagao sujeito a algumas restrigoes e pode ser

escrito da seguinte forma:

min f(x)
g(x) =0 W
h(z) <0

onde, f(x) é a fungao objetivo, g(x) e h(x) sao, respectivamente, o conjunto das restrigoes
de igualdade e desigualdade, = sdo os vetores de controle e estado das varidveis. As
variaveis de controles sao as poténcias ativa e reativa, magnitude de tensao nas barras,
capacitores shunt / reatores e configuragoes de taps de transformadores.

O objetivo do problema DE ¢ minimizar o custo total de combustivel nas usinas

térmicas,

OBJ = Fi(Pg,), (2)
i=1
sujeito a restricao de igualdade no balango de poténcia ativa,

zn:Pgi—PL—PD:Q (3)
As restrigoes de desigualcgiies sao dadas pelos limites de poténcias ativas saidas
dos geradores,

Pi < Pg; <P, (4)
onde F;(Pg,) é a producao individual em termos de geracao de poténcia ativa, Pg, saida
de geracao para a unidade ¢, m nimeros de geradores no sistema, P custo total do
sistema atual de demanda de carga e P; total das perdas na linha de transmissao do
sistema. A funcao objetivo do DE reflete os custos associados com a geracao de poténcia
no sistema. O modelo com custo quadratico é usado, assim, a funcao objetivo completa
para o sistema de poténcia pode, entao ser escrita como o modelo da soma dos custos

quadraticos para cada gerador:
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F#) = 0, + b Py + Py 5)
onde ng é o numero de unidades de jg:eifau(;éo de energia, Pg, ¢ geracao de poténcia ativa
na unidade ¢ e a;,b, ec, sdao os coeficientes de custos do riésimo gerador
(POURAKBARI-KASMAEI; RIDER; MANTOVANI, 2016). Os coeficientes de custos

da equagao (5) sdo apresentados no Capitulo 5 em um problema binivel como sendo

parametros fornecidos pelo primeiro nivel, ou seja, pelo lider.

2.3 FORMULACAO DO FPO - CA

Neste trabalho, a formulag¢ao do problema de FPO — CA é desenvolvida utilizando
o sistema de coordenadas polares. Considere um sistema elétrico composto por NB barras
e NNVL ramos. Sejam 7,7 os indices das barras e 7,5 € 1,2,..., NB e seja k um ramo de
transmissao trifasico com seus terminais nas barras i e j, k € 1,2,..., NL.

Teoricamente o limite de estabilidade para transferir poténcia entre duas barras
sem perdas de estabilidade é de até 90 graus. Entretanto, se esse limite for excedido, o
sincronismo do sistema pode ser perdido, devido aos limites de estabilidade dos geradores.
Além do mais, os limites de estabilidade transitéria e os ajustes do sistema de protecao
restringem os angulos de operacao das magnitudes de tensao em diferentes valores em
funcao das condi¢Oes operacionais da rede.

De modo geral, os sistemas de energia sao projetados para operar com seguranca
sempre abaixo dos limites dos angulos das tensoes, o que permite um tempo de resposta
adequado, quando angulos das tensoes de diferentes barras se aproximam dos seus limites.
Quando se formula o problema de FPO — CA, dependendo do modelo pode-se ter
diferentes fungoes objetivos, ou seja, minimizacao dos custos de geracao, minimizacgao
das perdas, minimizacao de poténcia reativa, e maximizacao das transferéncias de

poténcia entre areas e/ou mercados vizinhos.



43

O FPO é uma formulagao em que se considera o estado estacionario da rede, ou
seja, ¢ formulado para uma condicao estatica de componentes. Sob uma perspectiva de
simulacdo, esta descricdio de um sistema de poténcia fisico é limitada pois nao se
consideram as condi¢oes dindmicas, harmonicos e modelos de cargas, entre outros. Além
disso, a formulagdo de (6)—(12) ¢é relativamente simples comparada com outras
formulagoes de FPO, pois nesta formulagao estao omitidos os controles das posi¢oes dos
taps transformadores e outras variaveis de controle de tensao do sistema fisico. O

problema classico e basico de FPO utilizado neste trabalho pode ser formulado como:

min f = Z%‘ng +0,Pg; +c; ($/h) (6)
sujeito a: o
Pg;— Pd;— Y V,V;(G,jcos0,; + B;senf,;) =0, Vi€ NB (7)
Qg;, — Qd; —ﬁfi V,V; (G, senb,; — B,;cos0,;;) =0, Vie NB (8)
jENB,
ymin <V < Vmer o Vi e NB (9)
Pg"™ < Pg; < Pg"**, ¥ic NB (10)
Qg™ < Qg; < Qg"**, Vi€ NB (11)
(1S;; )% < (Spev)?, Vije NL (12)

Nesta formulacao, as equagoes (7) e (8) representam 2N restrigoes de igualdades
nao lineares com termos quadraticos e fungoes envolvendo senos e cossenos aplicados a
todas as barras da rede. A equacdo (6) minimiza custos de geragdo, para geradores
térmicos e para unidades de geracao hidrelétrica faz-se ¢; = 0. As varidveis e parametros

envolvidos neste modelo sdo:

Parametros
i, ] Indice das barras.
NB: Conjunto das barras do sistema.
NB;: Conjunto das barras conectados a barra i.
Pd;,Qd;:  Demanda de poténcia ativa e reativa na barra i.

v;mem, VimeTs o Limite inferior e superior da magnitude da tensao na barra i.
Sia Capacidade méaxima da magnitude de fluxo de poténcia aparente na

linha de transmissao ij.



NL:

V,6:

Pg;,Qg;:

i

|5

zj‘:
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Numero de linhas de transmissdo do sistema.

Variaveis
Magnitude e dngulo das tensoes nas barras do sistema.
Poténcias ativas e reativas geradas na barra i.
Magnitude da tensao na barra 1.
Magnitude do fluxo de poténcia aparente na linha de transmissao j.
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3 FUNDAMENTOS TEORICOS: OTIMIZACAOQ
CONVEXA, TEORIA DA DUALIDADE,
RELAXACAO MCCORMICK

Os avancos computacionais e das técnicas de otimizagdo nos tultimos anos
permitiram avangos no desenvolvimento de ferramentas para andlise e planejamento dos
SEP, que desta forma, melhoram os quesitos de eficiéncia, confiabilidade e versatilidade
da operacao. Dentre as técnicas de otimizacao convexa aplicadas e adaptadas para a
solugdo de FPO destacam-se a programagao semidefinida, Lesieutre e Demarco (2014) e
programacao conica de segunda ordem (JABR, 2008). Neste capitulo, apresentam-se os
conceitos basicos de otimizacao e programacao convexa que sao usados para desenvolver
um modelo convexo de FPO no Capitulo 4. A teoria da dualidade é usada neste trabalho
para resolver um problema binivel relacionado ao despacho de poténcias ativa e reativa
em um contexto de mercado competitivo. As propriedades, teoremas e defini¢oes
apresentadas aqui podem ser encontradas com mais profundidade em (BOYD;
VANDENBERGHE, 2004; PARDALOS; ROMEIJN, 1995; CAMBINI; MARTEIN,

2009; JONATHAN; ADRIAN, 2006; SHELDON; KENNETH, 2013).

3.1 PROPRIEDADES DE FUNCOES CONVEXAS E EXEMPLOS

Teorema 1. Uma funcao f: R — R é convexa se o dominio D de f é um conjunto convexo,

e se para qualquer x,y € D tem-se

f0z+(1—0)y) <0f(x)+ (1—0)f(y) ¥V 60elo1]. (13)

Na Figura 2 ilustra-se a interpretacao geométrica desta inequacao, ou seja, um

segmento de reta entre (z, f(z)) e (y, f(y)) que estd acima do gréfico de f.
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Figura 2 — Grafico de uma fungio convexa.

(v, f(y))

Fonte: Elaborado no Geogebra pelo autor.

A fungdo f é estritamente convexa se a inequacao (13) é representada por <
sempre que x # y e 0 < § < 1. A fungdo f serd concava se —f for convexa e estritamente
concava se —f for estritamente convexa. Uma fungao é convexa se, e somente se qualquer
segmento que intersecta o dominio da fungao fica restrito a esse dominio. Em outras
palavras, f é convexa se, e somente se para todo z € D, e todo v, a fungdo g(t) =
f(z +tv) seja convexa sobre seu dominio, {¢ |z +tv € D}. Na Figura 3 ilustra-se a
diferenca entre funcoes convexa e estritamente convexa.

Figura 3 — Fungoes convexa e estritamente convexa.

&€y XTo € T9

Funcgéo Convexa Fung&o Estritamente Convexa
Fonte: Elaborado no Geogebra pelo autor.
Geralmente, a definicdo acima por conveniéncia é estendida para todo o R™. Ou
seja, f: R™ — R U oo para

= [ f(xz)paraxeD
d {oo para x ¢ D.
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A extensao f esta definida para todo R™ e assume valores em R U oo. O dominio da

funcao original f pode ser recuperado da extensao f , ou seja, D = {x ‘ f (r) < o0 }

3.1.1 CondigGes de otimalidade de primeira ordem

Definigdo 1. Suponha f diferencidvel (ou seja, o gradiente V f existe para cada ponto do

dominio D, que é aberto). Entao f é convexa se, e somente se o dominio D é convexo e

fly) = f(x)+ V() (y — )

mantém-se para todo x,y € D.
Na Figura 4 ilustra-se uma representacao geométrica desta inequagao.

Figura 4 — Aproximagao de Taylor de primeira ordem.

f@) + V@) (y - )

Fonte: Elaborado no Geogebra pelo autor.

A funcdo afim de y dada por f(z) + Vf(x)T (y — 2) é uma aproximacio de Taylor
de primeira ordem de f(x) préxima a x. A inequagdo dada na defini¢do 1 garante que
para uma funcao convexa, a aproximacao de Taylor de primeira ordem ¢é um
underestimator global da funcao. Do mesmo modo, se a aproximacao de Taylor de
primeira ordem de uma funcao é sempre um underestimator global da funcao, logo, a

funcao é convexa.
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3.1.2 Condigoes de otimalidade de segunda ordem

Teorema 2. Seja f(z) duas vezes diferenciavel, ou seja, sua Hessiana ou a segunda
derivada V2 f(x) existe em cada ponto de D que é aberto. Entao f(x) é convexa se, e
somente se D é convexo e sua Hessiana é semidefinida positiva, Vz € D,
V2f(z) = 0.
Exemplo 1. Considere a fun¢ao quadratica f:R™ — R, com D = R", dada por
J@) = BT Pr+ qTa+r,

com P € S™ (S™ representa o conjunto das matrizes simétricas n x n), ¢ € R" e r € R.
Como V2f(x) = P para x, assim f convexa se, e somente se P =0 e f é concava se, e
somente se P < 0.

O elo que existe entre um conjunto convexo e uma funcao convexa é o epigrafo.
Assim epigrafo refere-se ao conjunto acima do grafico da fung¢do. Uma funcao é convexa
se, e somente se o seu epigrafo é um conjunto convexo.
Definicdo 2. O grafico de uma funcao f: R™ — R é definido como

{(z,f(2)) |z €D, }

que é um subconjunto de R™1. O epigrafo de uma funcio f: R® — R definida como

epif:{(l’,t)ll’ED, f(x>§t>}

sendo um subconjunto do R™**.

3.1.3 Funcédo conjugado

Definicdo 3. Seja f:R™ — R. A funcao f*:R™ — R , definida como

f (y) =sup(yTz — f(x)),

xeD

¢ chamada de conjugado da funcao.
O dominio da fungao conjugado consiste de y € R™ no qual o supremo ¢ finito, ou

seja, a diferenca yT'z — f(z) é limitada superiormente em D. Na Figura 5 um exemplo
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de uma fungao f:R — R, e um valor y € R. Uma fun¢ao conjugado f*(y) é o gap méximo
entre a funcdo linear yx e f(x), como mostrado pela reta tracejada na figura. Se f é
diferencidvel isto ocorre em cada ponto x onde f'(z) =y.

Figura 5 — O conjugado da funcao f*(y).

\/ < A0, 1"(y)

Fonte: Elaborado no Geogebra pelo autor.

A desigualdade de Fenchel ou desigualdade Young ocorre quando a funcao
diferencidvel f é caracterizada por f(z)+ f*(y) > 2Ty, para todo z,y e é obtida da
defini¢ao de fungao conjugado. O conjugado de uma funcao diferenciavel f é chamado de

transformada de Legendre de f.

3.1.4 Monotonicidade, convexidade e inequacao

Definicdo 4. Seja K C R™ um cone préprio associado com a inequagao <,.” Uma fungao
f:R™ — R é chamada de K- nao decrescente se

=iy = flr) < fly),

e K- crescente se

" Um cone K pode ser usado para definir uma inequacio generalizada, que é uma ordenacio parcial

em R™ que tem muitas propriedades da ordenacao padrao em R (BOYD; VANDENBERGHE, 2004).
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r<sgy,rFy=>flx) < fy).

Definicdo 5. Considere as fungbes monotonicas de um vetor. Uma funcao f:R™ — R é
nao decrescente com relagao ao R’ se, e somente se

Ty S Y15 Ty S Yn = f(.’E) S f(y)
para todo x, y.
Definigdo 6. Uma funcao S™ — R é chamada de funcdo monotoénica (crescente, nao
decrescente) da matriz se, e somente se seja monotdnica com relacdio ao cone
semidefinido.
Definicdo 7. Uma funcao diferenciavel f, com seu dominio convexo, serd A — nao
decrescente se, e somente se

Vi) 7k 0

para todo = € D.

3.2 PROBLEMA DE OTIMIZACAO

Considere um ponto z, € X de uma fun¢ao f(z) no conjunto X C R"™ . O ponto
x, ¢ considerado um minimo global se f(x,) < f(z) para todo x € X. A existéncia de
x, ¢ garantida se f(z) é continua e se X ¢é fechado e limitado, ou seja, compacto. O
ponto z, ¢ um minimo local de f(z) se existe um € > 0 tal que f(x,) < f(z) para todo
z € X com || x — z, ||< e. De modo geral, uma funcdo pode ter muitos minimos locais e
um minimo global.

Em um mundo perfeito para encontrar o minimo global de uma fun¢ao convexa
bastaria escolher um algoritmo de passos descendentes, deixando-o convergir livremente.
No mundo real problemas de grandes dimensbes, ou mesmo numericamente mal
condicionado, podem impedir a convergéncia de qualquer algoritmo (BOYD;
VANDENBERGHE, 2004). A simplicidade intuitiva da convexidade traduz-se por uma

vantagem computacional genuina, que fica evidente por poderosos algoritmos que existem
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para otimizacao convexa e de extrema dificuldade de convergéncia em garantia de 6timo
para otimizacao nao convexa (TAYLOR, 2015).
Problemas de otimizacoes apresentam as seguintes caracteristicas

min Jo(x)
. a: fim) <0,  i=1,....m (14)
h;(x) =0, i=1,...,p
A ideia é encontrar uma variavel x € R"” que minimize a fun¢ao objetivo ou fungao

custo fy: R™ — R e que satisfazem as restri¢oes de desigualdade f;(x) <0, i=1,...,me
as restrigdes de igualdade h;(x) =0, i =1,...,p. O problema acima também pode nao
apresentar restri¢oes, ou seja, m = p = 0. Nesse caso diz que o problema é irrestrito.

O dominio do problema de otimizac¢ao é dado pelo conjunto de pontos que a fungao

objetivo e as fungoes restri¢coes estao definidas, ou seja

D= (ﬁD fJﬂ(éD h)

Um ponto z € D é factivel se satisfaz as restrigoes do problema (14), e se existe
pelo menos um ponto que satisfaz o problema, o problema ¢é definido como factivel, caso
contrario o problema é infactivel. O conjunto de todos os pontos factiveis é chamado de
conjunto factivel ou conjunto restrigdo. O valor étimo p* do problema (14) é definido
como

p* = {inf fy(z) | f;(x) <0, i=1,....m, h,(x)=0,i=1,..p}
e permite p* assumir valores estendidos a +00. Se o problema ¢ infactivel, tem-se que
p* = 00, (seguindo a convengdo padrao que o infimo de um conjunto vazio é oo). Se
existem pontos factiveis z;, com f,(z,) - —o00 e como k — oo, entdo p* = —o0, 0
problema acima é ilimitado inferiormente.
Definic¢do 8. Diz-se que z* é um ponto 6timo, ou resolve o problema de otimizagao (14)
se x* ¢ factivel e fy(z*) =p*. O conjunto de todos os pontos 6timos ¢ chamado de

conjunto 6timo, e denotado por

Xopt:{x|fi(x>§07i: yeee s 1T hz(x>:O7 izl?"'apa f0<x>:p}
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Definicdo 9. Diz-se que um ponto factivel z é um 6timo local se existe um R > 0, tal

que,

fO('CC) = 1nf{f0<z) | fz(z) S 07 1= 17“~7m7 h’z('Z) = 07 i = 17---,p7 H = HQS |R}7

ou seja, x resolve o problema (15),

min fo(2)
sca. fi(2) <0, i=1,....,m (15)
h,(z)=0,i=1,...,p
| z—a <R

na variavel z.

Os problemas de otimizagoes, geralmente, sao apresentados na sua forma padrao,
ou seja, adota-se como convencao que o lado direito das restrigoes de igualdade e
desigualdade sejam zero. As restrigoes de igualdade como h,(x) = 0 sdo representadas
como h,(x) =g,(z) onde g,(z) = h;(x) — g, (x), do mesmo modo, inequagdes da forma
fi;(x) >0 sdo representadas como —f;(x) <0. No problema de FPO, uma das
caracteristicas que tornam o problema como NP-hard é a presenca de igualdade nas

restricoes de balango de fluxo de poténcia.

3.2.1 Problemas equivalentes

Neste trabalho, utiliza-se o conceito de mudancas de variaveis. Desta forma, nesta
secdo apresenta-se o problema padrao (14) usando o conceito de substitui¢ao de variaveis.
Suponha que ¢: R — R" seja bijetora, com imagem cobrindo o dominio do problema 2,

isto é, ¢(dome) D D. Define-se as fungoes E e E; como

~

f,(2) = fi(6(2), i=1,....m
h(2)=hi(9(z), i=1..p.
Considere agora o problema:

min fo(2)
(16)
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representado na varidvel z. O problema padrao (14) e o problema (16) estao ligados pela
mudanga de variavel ou substituicao de varidvel x = ¢(z). Os problemas sao equivalentes
se z resolve o problema padrao (14), entdo z = ¢! (x) resolve o problema (16) e vice-
versa. Este conceito é usado neste trabalho, sendo referenciado como transformacoes
McCormick, que pode ser aplicado tanto na fungao objetivo como nas restrigoes.
Suponha que ¥,: R — R seja mondtona crescente, 1y, ..., 1,,: R = R satisfaz 1, <
0 se, e somente se u <0, e ¥, 1, ,¥,,. 'R — R satisfaz ¢,(u) = 0 se, e somente se

u = 0. Define-se :f; e hNZ como composic¢oes de fungoes

hy () = i (hy(2), i=0,..,p

Assim, o problema padrao (14) é equivalente ao problema (17)

min fo(x)
5. a. fx)<0, i=1,....m (17)
hi(z)=0, i=1,..,p
e os conjuntos factiveis em ambos os problemas sao idénticos, bem como os pontos de

6timos.

As variaveis de folgas sao transformacoes, ou seja, f;(z) < 0 se, e somente se s; >
0 satisfaz f,(z) + s, = 0. Usando essa estratégia o problema (14) pode ser reformulado e
o novo problema é equivalente, se (z, s) é factivel para o problema modificado, entao x
é factivel para o problema original.

min Jo(x)
S. a. S; 20, izl,...,m (18)
fi(x)+s,=0, i=1..,m
h;(x) =0, 1=1,...,p.
As restricoes de igualdade algumas vezes podem tornar o problema de dificil

solucao.
Uma maneira de lidar com as dificuldades geradas pelas restri¢oes de igualdade é
tentar elimina-las, da seguinte maneira, primeiro deve-se parametrizar explicitamente

todas as solugoes das restrigoes de igualdade. Seja:
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hi(z)=0 i=1,..,p, (19)
usando o mesmo parametro z € R¥, pode-se eliminar as restricdes de igualdade do
problema da seguinte maneira: suponha que ¢: R¥ — R” tal que z satisfaz a equacao (19)
se, e somente se deve existir algum z € R¥, de modo que, x = ¢(z). O problema de
otimizacao:

min folz) = fo (¢(Z)) (20)
sa. T2 = F(6() <0, i=1.m
é equivalente ao problema (14).

No problema reformulado aparecem novas varidveis e mnovas restricoes de

igualdade. Em, (21) tem-se um exemplo tipico. Seja o problema

min  fy(Ayz + by)
s.a. fi(Az+b,)<0, i=1...,m (21)
h;(x) =0, i=1,...,p
onde x €R" A, € RFkit? e f:RF — R. A funcio objetivo e as restricoes sdo

representadas como composicoes de fungdes f;, a transformacao afim é definida como

A,x +b;. Uma nova varidvel y, € R¥ ¢ introduzida, bem como uma nova restrigdo A,z +

b;, para i = 0,...,m e o problema equivalente é escrito como em (22).
min fo(Wo)

y, =Ax+b, i=1,..,m
hz<x):O, /l::].,...,p.
Em (22) tem-se k, + -+ k,, novas variaveis, y, € RFo ... y € RFm e ky+--+k,,

restrigoes de igualdade, y, = Ayx + by, ... ,y,, = 4,,2+0,,.

3.2.2 Problema de otimizacdo convexa na forma padrao

Um problema de otimizacao convexa é da forma:

min fo(x)
s.a. fi(z) <0, i=1,...,m (23)
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onde fy, ..., f,, sdo funcoes convexas. Comparando o problema padrao (14) com (23),
verifica-se que o problema convexo tem trés requisitos adicionais:
e A funcao objetivo deve ser convexa,

e As inequagoes das fungoes restrigoes devem ser convexas,

T

e A igualdade das fungoes restri¢oes h,(z) = a; x — b, necessitam ser afins.
Como a fungdo objetivo e as restrigoes sdo convexas no problema (23) logo, o
conjunto factivel de um problema de otimizacao convexo também deve ser convexo.
Observando o problema (23) e comparando-o com o problema de FPO, um grande desafio
¢ manipular algebricamente as restrigoes de fluxos de poténcias, que sao restrigoes de

igualdade senoidais e nao-lineares.

3.3 OTIMO LOCAL E GLOBAL

Decorre das propriedades da teoria de otimizacdo convexa um importante
conceito, sobre os 6timos locais de modelos convexos, de acordo com o Teorema 3.
Teorema 3. Qualquer ponto localmente 6timo é também globalmente 6timo.

Prova: suponha que z seja um oOtimo localmente para um problema de otimizacao
convexa, ou seja, x é factivel e:

fola) = int{f,(2) | 2 factivel, | z — z ||,< R}, (24)
para algum R > 0. Agora suponha que x nao seja globalmente 6timo, isto é, existe um y
factivel tal que f,(y) < fy(x). Obvio que || y — x ||,> R, caso contrario fy(z) < f,(y).

Considere o ponto z dado por

R

r=(1—0z+0y, O=—
2ly—=z |,

Logo, || z—x [|,=5 <R, e pela convexidade do conjunto factivel, z é factivel. Pela

convexidade de f, tem-se:

fo(2) (1 =0)fo(z) + 01 (y) < folz),
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o que contradiz (24). Portanto, ndo existe y factivel com f,(y) < fo(z), assim = é 6timo
globalmente M.

Teorema 4. (Critério de otimalidade para f, diferenciavel de primeira ordem). Suponha
que a fungao objetivo f, em um problema de otimizagao convexa seja diferenciavel, de
modo que Vz,y € domf,

foy) > fo(z) + Vy(z) (y — ) (25)

Seja X o conjunto factivel, ou seja,
X={z]|fi(x)<0,i=1,....m, h;(z)=0, i,...,p}.
Entao, x é 6timo se, e somente se x € X e
Vip(2) (y—2)>0 VyeX. (26)
Prova: primeiro, suponha que z € X e satisfaz (26). Entao se y € X tem-se por (25), que
foly) > fo(x). Isto mostra que x ¢ um ponto 6timo para (14). Reciprocamente, suponha
que z seja 6timo, mas a condicdo (26) ndao se mantém, ou seja, para algum y € X tem-
se:
Vfolz) (y — ) <0.
Considere o ponto z(t) =ty + (1 —t)x, onde t € [0,1] seja um pardmetro. J& que z(t)
estd sobre um segmento de reta entre x e y, e o conjunto é factivel, z(¢) é factivel. Afirma-
se que para o menor t positivo tem-se fo(z(t)) < fo(z), 0 que prova que x nao é 6timo.

Para mostrar isso, note que:

Ch(0)] =A@ <o,

t=0

logo para o menor ¢ positivo, tem-se que fo(2(t)) < fy(z) m.
Teorema 5. (Condi¢ao de convexidade de segunda ordem) Suponha que a func¢ao f seja
duas vezes diferenciavel sobre um conjunto aberto X C R™. Entao f(x) é convexa se, e

somente se sua matriz Hessiana:
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T O*f 0% f ?f
o122 0,  Ox,0z,
0% f 0% f 0% f
H(z)=V*f(2) = | 9z,02, 022  Ox,0u, (27)
0 f 0 f 0% f
|0z, 0x; Ox,0x, @ i

for semidefinida positiva para todo = € X isto é, a matriz H(x) tem somente autovalores
nao negativos (BOYD; VANDENBERGHE, 2004).

Uma condicdo para que a matriz Hessiana seja semidefinida positiva é que todos
0S seus menores principais sejam nao negativos. O k - ésimo menor principal de uma
matriz é o determinante da submatriz k x k consistindo das primeiras linhas e colunas k
da matriz original.

Teorema 6. Se f,, f5,..., [, sdo funcoes convexas e w; com ¢ = 1,...,n sao coeficientes
reais nao negativos, entao a soma ponderada:

f=wifi+wy fot -+, f, (28)
¢ uma funcao convexa (BOYD; VANDENBERGHE, 2004).

3.4 UNDERESTIMATOR CONVEXO

O underestimator convexo é uma técnica importante quando se trabalha com
otimizacao global nao convexa, uma vez que a relaxacao do problema original ou a
aproximacao UC pode ser obtida. Quando se substitui uma fung¢ao nao convexa em um
problema por um UC é possivel usar todos os métodos disponiveis em otimizagao convexa
para resolver a versao aproximada do problema nao convexo. Neste trabalho, na secao
4.2.2 ao propor uma aproximagao externa para problema do arco tangente teoricamente
estd se obtendo um underestimator convexo para fungao inversa.

Defini¢do 10. A funcdo g(x) é um underestimator convexo de uma fungao f(z) nao

convexa com x € C', onde C' é um conjunto convexo, se:
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i.  g(x) convexo,
ii. g(x) < f(x) Ve el
Para uma dada funcao, existe uma infinidade de urderestimators que fornece

diferentes niveis de erro de aproximagao. O wunderestimator com menor erro ou tightest,
¢ chamado de envelope convexo de uma funcao. A Figura 6 ilustra intuitivamente uma
funcao nao convexa com dois pontos de minimos e uma relaxacao UC representada pela
funcao y, onde o ponto x é uma solucao factivel para a funcao ndo convexa e também
para o UC.

Figura 6 — Curva da regiao factivel fun¢ao nao convexo e a relaxacao convexa

X

Fonte: Elaborado no Geogebra pelo autor.

Definigdo 11. A fungdo g(x) é o envelope convexo de uma func¢ao nao convexa f(x) com
x € C, onde C é um conjunto convexo, se

i.  g(x) é um underestimator convexo de f(zx),

ii. g(x) > h(x) Yz e para todo underestimators convexos h(z) de f(x).

Na Figura 7 esta ilustrado os conceitos desta definigao.
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Figura 7 — Funcao nao convexa 1, underestimators 3 e 4, e envelope convexo 2

x1 Zo

Fonte: Elaborado no Geogebra pelo autor.

3.5 TEORIA DA DUALIDADE

Nesta secao é feita uma discussao sobre a teoria da dualidade e apresentado o
conceito de multiplicadores de Lagrange que no Capitulo 5 é apresentado como custos
marginais \? na técnica de solugdo de um problema binivel relacionado com despacho
otimo de poténcia ativa e reativa. Nesta secdo, também é apresentado o conceito de
dualidade forte que também é usado no Capitulo 5 como uma estratégia para transformar
o problema binivel em um problema univel. Além disso, esta se¢do apresenta exemplos
de aplicacao em estratégia de jogos, precos ou taxas. Pode-se encontrar com mais detalhes
sobre a teoria da dualidade em (JONATHAN; ADRIAN, 2006; BOYD;

VANDENBERGHE, 2004; SHELDON; KENNETH, 2013).

3.5.1 A Funcao dual Lagrange

Considere o problema nao convexo (14) na sua forma padrao com z € R™ e o

dominio D = ﬂZo domf; Uf _, h; seja ndo vazio e p* valor 6timo de (14). A dualidade
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lagrangiana toma as restri¢oes do problema (14) onde a fungao objetivo é composta pela
soma ponderada das restri¢oes, sendo a definicao 12, sua apresentagao formal:
Definigdo 12. O lagrangiano L:R"™ x R™ x PP — R associado com o problema (14) é

definido como

m P

Lz, A\, v) = fo(z) + Z)\zfz(x> + Zvihi(x> )

=1 =1

com domL = R"™ x R™ x PP.

O multiplicador de Lagrange associado com a i-¢sima restricao de desigualdade
fi;(x) <0 é dado por A,. Para as restri¢oes de igualdade h;(z) =0 o multiplicador de
Lagrange é dado por wv,. Os vetores A ewv sdao chamados de variaveis duais ou
multiplicadores de Lagrange associado com o problema (14).

Definicao 13. A funcao dual Lagrange ou simplesmente fungao dual g: R™ x R™ x PP —

R ¢é definida como o minimo valor do lagrangiano sobre x: A € R™,v € P",

o000) = inf( A, = inf {fo(o) + Y ASiCo) + D

zeD —
Quando o dual é ilimitado inferiormente em z, a funcao dual assume valores em
—00. A funcdo dual serd o infimo pontual de uma familia de funcoes afins de (A, v). E é
concava mesmo quando o problema (14) nao é convexo.
Teorema 8. A funcao dual fornece um limite inferior para o problema (14) considerando
o valor 6timo p* para todo A = 0 e todo v, tem-se
g(Av) <p. (29)
A funcado dual fornece um limite inferior nao trivial p* somente quando A =0 e
(A, v) € domg, ou seja, g(A\,v) > —oo. O par (A, v) com A =0 e (\,v) € domg é chamado

de solucao dual factivel.

3.5.2 O problema dual lagrangeano

Considere o problema de otimizacao abaixo:
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max g(A,v) (30)
s. a. A= 0,v irrestrito.
O problema de otimizagao (30) é chamado de problema dual Lagrangeano

associado com o problema primal (14). A funcao dual Lagrange fornece o limite inferior
no valor 6timo p* do problema (14) cada par (A,v) com A = 0. Assim, o limite inferior
depende apenas dos pardmetros A\, v. O termo dual factivel implica que (A, v) é factivel
para o problema (30).

O par (A*,v*) é chamado de solucdo dual 6timo ou multiplicador 6timo de
Lagrange se é 6timo para o problema (30). O problema dual Lagrangeano (30) é um
problema de otimizagao convexo ja que a fungao objetivo que estd sendo maximizada é
concava e a restrigdo é convexa. O problema primal (14) neste caso pode ser convexo ou

nao.

3.5.3 Dualidade fraca ou forte e qualificagao da restricdo de Slater

Definicdo 14. O valor 6timo d* do problema dual Lagrange ¢ o melhor limite inferior
sobre p* que pode ser obtido a partir da funcao dual Lagrange. A inequacao

d* < p*, (31)
que se conserva ainda que o problema original nao seja convexo ¢ chamada de dualidade
fraca.

A dualidade fraca da inequagao (31) preserva-se quando d* e p* sdo infinitos. Por
exemplo, se o problema primal é ilimitado inferiormente, isto é, p* = —oo deve-se ter
d* = —o00, ou seja, o problema dual Lagrange ¢ infactivel. Do mesmo modo, se o problema
dual Lagrangeano ¢ ilimitado superiormente d* = oo, tem-se p* = oo, logo o problema
primal é infactivel. O gap de dualidade 6timo do problema original é dado pela diferenca

entre p* — d* que ¢ sempre nao negativa.
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O limite (31) é usado algumas vezes para encontrar o limite inferior no valor étimo
de um problema que seja de dificil resolucao. O problema dual é sempre convexo, e em
muitos casos ele pode ser resolvido eficientemente para encontrar d*.

Definig¢ao 15. Se a igualdade
d* = p*, (32)
preserva-se, ou seja, o gap de dualidade 6timo é zero tem-se uma dualidade forte.

Em geral, a dualidade forte ndo se mantém. Mas se o problema primal (14) é

convexo, ou seja, da forma

min fo(z)
s. 2. filz)<0, i=1,....m (33)
Arx =b

com , f,, convexos, eventualmente (mas nao sempre) tem-se a dualidade forte.

Existem muitos resultados que estabelecem condigoes para que o problema que vao além
da convexidade sobre o qual se mantém a dualidade forte. Essas condi¢oes sao chamadas
de qualificacdes de restricoes. No APENDICE 1 sido apresentados os modelos

matematicos primal, dual e joint do despacho econémico que sao usados neste trabalho

como técnica de solugao para o problema binivel e univel.

3.5.4 Caracterizagao de max-min da dualidade fraca e forte

Os problemas dual e primal de otimizacao podem ser expressos em uma forma mais

simétrica. Assume que nao existam restri¢oes de igualdade em (14):

supL(z,\) =  sup ( folz) + i A fi(:v)>

A70 i—1
{fo(x) fi(x) <0, i=1,...m
00 caso contrario.

Agora suponha que z ndo seja factivel, e f;(x) >0 para algum i. Logo, o

sup L(z, \) = oo, pela escolha de A\; =0, j#1i e A\, — oo. Assim, se f;(z) <0, 4,...,m
A=0



63

entdo a escolha 6tima de A é A =0 e sup L(z,A\) = f,(x). O valor 6timo do problema
A#0

primal pode ser expresso como

p* =infsup L(z, \).

T 220
Por definicao de fungao dual, tem-se:

d* = supinf L(z, \).

A=0 %

Assim, a dualidade fraca pode ser expressa como uma inequagao
supinf L(z, A) <inf sup L(z, \), (34)
A=0 T T X\=0

enquanto a dualidade forte é expressa como

supinf L(z, A\) =infsup L(z, \),

=0 T T X=0

o significado da dualidade forte estd no fato que as ordens de minimizacao sobre x e
maximizacao sobre A= 0 podem ser alteradas sem afetar o resultado. De fato, a
inequagao (34) nao depende de quaisquer propriedades de L. Logo,

sup inf f(w,z) < inf sup f(w,z), (35)

ze7 WEW wWeW 2eW 2eZ2
para qualquer f:R™ x R™ — R (e qualquer WC R™ e Z C R™). Esta inequagao geral é
chamada de inequac¢ao maxr — min. Quando a igualdade se mantém, ou seja,

sup inf f(w,z)= inf sup f(w,z), (36)

zeZ WEW weW 2eW 2eZ2

Diz-se que f,W e Z satisfaz a propriedade max — min forte ou propriedade ponto de

sela. Essa propriedade se mantém somente para casos especiais.

3.5.5 Resolvendo o problema primal via o problema dual

Se a dualidade forte mantém e existe uma solugdo 6timo dual (A*,v*), entao
qualquer ponto 6timo primal é também um minimizador de L(z, \*,v*). Isto permite
calcular uma solugdo 6tima primal a partir de uma solugdo 6tima dual. Considere a
dualidade forte e um 6timo conhecido (A*,v*) que minimiza L(z, \*,v*) e seja solugao

Unica de
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m P
min f,(x) + Z X fi(x) + vahl(x) , (37)

quando se tem um problema convexoz:islto acontece?z1

Se a solugdo de (37) é um primal factivel ela deve ser o primal 6timo, agora se
nao é um primal factivel entao nenhum ponto primal étimo pode existir, ou seja, pode-
se concluir que o 6timo primal pode nao ser alcancado. Uma observagao bem interessante
com relagao a este fato é quando o problema dual é mais facil resolver que o problema
primal, tendo como exemplo, pode ser resolvido analiticamente, ou tenha uma estrutura

especial que possa ser resolvida.

3.6 ESTRATEGIAS MISTAS PARA JOGOS MATRICIAIS

Esta secao e a proxima sao apresentadas como um motivador para mais adiante
ser apresentado um problema binivel, observar a importancia desse problema ser convexo,
a relevancia e a dificuldade de trabalhar com dualidade forte que possibilita apresentar
o mesmo problema binivel como univel. Para um aprofundamento da teoria de jogos e
seu uso em problemas biniveis em SEP consulte (DENG, 1998; DEMPE et al., 2015).
Definicdo 16. Se a dimensao afim de um conjunto C' C R™ é menor que n, entdo o
conjunto encontra-se no conjunto afim afC' # R™. Define-se como relativo interior do
conjunto C', denotado por intrC' , como sendo o interior relativo a afC'

intrC{z € C: B(x,r) NafC C C para algum r > 0},
onde B(z,r) = {y: |y — x| < r}, a bola de raio r e centro  na norma | - |.
Definicdo 17. Uma qualificagdo de restricao é chamada de condigao de Slater se existe
um z € intr? tal que
fi(x) <0, d,...,m, Ax = b. (38)

Tal ponto é algumas vezes chamado de estritamente factivel, ja que as restri¢oes

de inequagbes mantém como inequagoes estritas. O estado do teorema de Slater da

dualidade forte mantém-se, se as condigoes de Slater se mantém (e o problema for
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convexo). A condigao de Slater pode ser aprimorada quando algumas das restri¢oes de
desigualdade f; sao afins. Se as primeiras k£ fungoes restricoes f, ..., f, sao afins, entao
a dualidade forte conserva-se fornecendo as seguintes condig¢oes fracas que sao mantidas:
existe um z € intr 2 com

filx) <0, 1.0k filx) <0, i=k+1,..,m, Az =b.

O uso da dualidade forte para obter um resultado basico para a soma-zero de
resultados matriciais pode ser usado. Considere um jogo com dois jogadores onde o
jogador 1 faz uma escolha (ou move) k € {1,...,n} e o jogador 2 faz uma escolha [ €
{1,...,m}. O jogador 1 faz uma recompensa de P, ao jogador 2, onde P € R™™ ¢é a
matriz de retorno para o jogo. O objetivo do jogador 1 é tornar a recompensa a menor
possivel, enquanto o objetivo do jogador 2 é maximizar a recompensa.

Os jogadores usam estratégias mistas ou randomizadas, isto significa que cada
jogador faz sua escolha de forma randémica e independente em relacao a outro jogador,
de acordo com a distribuicao de probabilidade:

prob(k = 1) = u,

., i=1,...,n, prob(l=i)=v;, i=1,...,m,

u e v dao as distribuigoes probabilisticas das escolhas dos dois jogadores, ou seja, suas

estratégias. O retorno esperado do jogador 1 em relagao ao jogador 2 é dado por

n

Z f: w0, Pyu® Pu.

k=1 l=1

O jogador 1 deseja escolher u para minimizar u’ Pv, enquanto o jogador 2 quer
adotar v de modo a maximizar u” Pu.

Analisando o jogo do ponto de vista do jogador 1, assumindo que sua estratégia
u seja conhecida pelo jogador 2 (que d&4 uma vantagem para o jogador 2), o jogador 2

escolhe v para maximizar u” Pv, o que resulta no retorno esperado

sup{u’ Pr:v =0, 1Tv=1}= max (PTu),.

1=1,....m

A melhor estratégia que o jogador 1 pode fazer é escolher u que minimize o pior

caso de retorno para o jogador 2, isto ¢, escolher uma estratégia u que resolva o problema
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. T
min Zglaxm (P'u), (39)
s.a. u=0, 1Ty =1

que é um problema de otimizagdo convexo linear piecewise. Seja p; o valor étimo deste
problema que é o menor retorno esperado que o jogador 1 planejar ter. Assumindo que o
jogador 2 conhece a estratégia do jogador 1 e joga para sua propria vantagem maxima.
Da mesma maneira, pode-se considerar a estratégia v do jogador 2 seja conhecida pelo
jogador 1 (que d4 uma vantagem para 1). Neste caso, o jogador 1 escolhe u para

minimizar u” Pv, que resulta no retorno esperado

inf{u” Pv:u = 0, 1Tu=1} = min (Pv),

1=1,....,n

o jogador 2 escolhe v para maximizar o problema

max Z:r{nmm (Pv), (40)
s.a. u =0, 1Ty =1

que é outro problema de otimizagao convexo linear piecewise 1 onde a funcao objetivo é
concava e p5 € seu valor 6timo. Este ¢ o menor valor esperado de retorno que garante ter
o jogador 2, claro, assumindo que o jogador 1 sabe a estratégia do jogador 2.

O problema dos dois jogadores apresentado aparece com frequéncia em problemas
biniveis, onde nesta tese é apresentado um problema com dois competidores no despacho
de poténcia ativa, onde se busca uma oportunidade na compra e venda de energia. O
problema é resolvido usando dualidade forte que apresenta como vantagem a solugdao em
apenas um nivel, mas para isso algumas exigéncias sao necessarias, que sao apresentadas
mais a frente neste trabalho.

Quando se conhece as estratégias do oponente tém-se uma pequena vantagem pelo
menos em tese, ou seja, p; > p5. Uma interpretagdo que pode ser feita neste caso é que
a diferenca pj — p5 ¢ nao negativa, pois a estratégia do oponente é conhecida o que lhe
confere uma vantagem.

Considere p] = p;, este resultado ¢é estabelecido usando dualidade forte, quando
isso ocorre em jogos matriciais com estratégias mistas nao existe vantagem em conhecer

a tatica do seu oponente. Para mostrar isso um resultado é estabelecido para os problemas
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(39) e (40) que sao problemas duais Lagrange, para os quais se obtém a condi¢ao de
dualidade forte.

Comece por formular (39) como um problema linear PL,

min t
S. a. wx=0 1Tu=1
PTu < t1,

onde t€R ¢ uma varidvel extra. Introduz-se o multiplicador M para PTu < t1,
ppara u = 0, e v para 17u = 1, o lagrangiano é apresentado abaixo,

t+ANT(PTu—t1) — pTu+v(l—1Tp) =v+ (1 — 17Nt + (P — vl — p)Tu,
entao a fungao dual é:

v 1TA=1 P\—vl =
g<)‘7 22 V) = { - K
—00 caso contrario,

assim, o problema dual é:

max v
s. a. A =0 1a=1 wi=0
P\ — vl =y,

eliminado p obtém-se o seguinte dual Lagrange de (39):

max v
S. a. A=0 1TXx=1
P\ =11,

com as variaveis A, v que é, claramente, equivalente a (40). Como os problemas lineares

sao factiveis tem-se a dualidade forte; o valor étimo de (39) e (40) sdo iguais.

3.6.1 Interpretacdes de jogos, precos ou taxas

A inequacao max — min (35), igualdade (36) e propriedade de ponto de sela,
podem ser interpretadas em termos de um jogo continuo de soma zero. Analisando os
jogadores e suas escolhas da seguinte forma, se o primeiro jogador escolhe w € W e o
segundo adota z € Z, logo o jogador 1 joga uma quantidade f(w,z) para o jogador 2.
Ou seja, o jogador 1 quer minimizar f enquanto o jogador 2 quer maximizar f. Neste

tipo de jogo as variaveis sao continuas.
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Se o jogador 1 faz uma escolha primeiro, entdo o jogador 2 analisa a escolha do
primeiro jogador e faz a sua. Em jogos desta forma, tem-se que o jogador 2 quer
maximizar seus lucros f(w,z) e escolherd z € Z. O seu rendimento serd dado por

sup f(w, z) que depende da escolha w feita pelo primeiro oponente. Neste ponto, o jogador
zeZ

1 conhece, ou supoe que o jogador 2 acompanhe sua estratégia e escolhe w € W de modo
que este seja o pior caso para o jogador 2. O jogador 1 escolhe argumento (arg)®

argmin sup f(w, z)
weW zeZ

que resulta no rendimento

inf
JInf, sup flw, z)

do jogador 1 para o jogador 2.

Pode-se inverter a ordem dos oponentes, o jogador 2 primeiro escolhe z € Z, depois
o jogador 1 toma w € W conhecendo z, a légica é a mesma do problema anterior, que
resulta no lucro de

sup inf f(w,z)

zez weW

do jogador 1 para o jogador 2.

Um caso especial pode ser analisado, onde a fungao lucro ¢ o lagrangiano W =
K™ e Z = R". Neste caso, o jogador 1 escolhe a variavel primal x, enquanto o jogador 2
escolhe a variavel dual A »= 0. A escolha 6tima para o jogador 2, onde ele escolhe primeiro
A* que é o 6timo dual, que resulta em um lucro para o jogador 2 de d*. Do mesmo modo,
caso o jogador 1 faga sua escolha primeiro ela serd o 6timo primal z*, que tem como
resultado o lucro p*.

Assim, o gap de dualidade do problema é exatamente igual a vantagem oferecida
ao jogador que jogou segundo, ou seja, o jogador que tinha a vantagem de conhecer a

escolha de seu oponente antes da triagem. Se a dualidade forte se mantém, logo nao

8 Uma fungdo f:RP - RY significa que a funcdo f toma como argumento (arg) um vetor-p real e
retorna um vetor-q real, como em uma linguagem de computador (DEMPE et al., 2015).
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existe a vantagem de conhecer a estratégia do oponente. Este conceito é usado nesta tese
para justificar a mudanca de um problema binivel para univel. A proposta é resolver o
segundo nivel via dual.

Uma interessante interpretacdo economica pode ser feita via dualidade
lagrangiana. Suponha que x seja uma variavel que represente o modo que uma empresa
opera, f,(x) denota o custo de operagdo em z, ou seja, o lucro ocorrido na condigao
operacional de x é dado por —f,(x). Os limites do problema sao dados por f;(z) <0, o
problema abaixo representa as condigoes de operacao que maximiza o lucro e respeite os
limites

min fo(z)
s.a. fi(x) <0, i=1,..,m.

O lucro 6timo é dado por —p*.

Em um segundo cenario os limites podem ser violados, pagando um custo adicional
linear pela quantidade de restrigoes violadas f;. Logo, o pagamento da empresa feito pela
viola¢ao do limite ou restrigdo é dada por A, f;(x). O desembolso também pode ocorrer
para as restri¢gbes que nao sejam tight; se f;(x) <0 entao A,f;(x) representa um
pagamento para a empresa. O coeficiente A; tem a interpretacao do prego por violar
fi(x) <0.

As porgoes nao usadas das restrigoes podem ser vendidas pela empresa pelo mesmo
preco. Assume que A, > 0, isto é, a empresa deve pagar pelas violagoes e receber um
rendimento se a restricao nao seja tight. Um exemplo seria onde a primeira restricao no
problema original f;(z) <0, representa um limite no espago do depésito. Uma nova
disposicao é aberta, ou seja, a possibilidade de a empresa alugar parte do seu espaco a
um custo de \; por metro quadrado e alugar espaco nao utilizado a mesma taxa.

Para a condi¢ao de operagao = e a restrigao prego J\,, tem-se que o custo total
para a empresa ¢ dado por L(x,\) = fo(x) + 3" A f;(¥). A empresa vai operar a
minimizar seu custo total L(x,\) que fornece um custo g(\). Assim, a fungdo dual

representa o custo 6timo para a empresa, como uma fungao da restricdo preco do vetor
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A. O valor 6timo dual d* é o custo 6timo para a empresa sobre o menor conjunto favoravel
de precos.

No segundo cenario, o custo 6timo ¢ menor que, ou igual ao custo no problema
original, devido ao fato que existem restrigdes que nao podem serem violadas, mesmo
quando os pregos sao desfavoraveis. Agora, se x* é o 6timo no primeiro cenario, entdao o
custo de operagao de x* no segundo cendrio serd menor que f,(z*), ja que algum
rendimento deriva das restricoes que nao sejam t¢ight. Neste caso, o gap 6timo de
dualidade ¢ a vantagem minima possivel para a empresa sendo permitido pagar por
restricoes violadas e receber por restricoes que nao sejam tight. Para este problema a
dualidade ¢ fraca.

Suponha agora que a dualidade forte seja mantida e o 6timo dual alcangado. O
otimo dual \* pode ser interpretado como um conjunto de pregos para o qual nao exista
vantagem para a empresa em ser permitido pagar por restrigoes violadas ou receber por
restrigdes nao tight. Algumas vezes o 6timo dual A\* é chamado de (custos marginais)

para o problema original.

3.7 RELAXACAO MCCORMICK PARA PROBLEMAS BILINEARES

Nesta secao é apresentado a relaxacao McCormick para problemas bilineares que
¢ aplicada no Capitulo 5 para resolver o produto de variaveis bilineares o, (Pg,)? e 3; Pg,
que surgem ao resolver o problema binivel convexo de despacho de poténcia ativa e
reativa, e quando o problema binivel é proposto como um problema univel através da
dualidade forte, onde o segundo nivel passa a ser uma restricao primal = dual e seu
modelo mateméatico estd no APENDICE 1. A equacdo (120) é reapresentada aqui apenas

para justificar o uso da relaxagdo McCormick:
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1 B | N
Z §(oz0in?2 + BoiPg?) — Z (Pdﬂz‘ + PgiMer R, — Pg)™ "k, + ZAf%’i)

1€Qp 1€Qp yey

axT ax 503 oW =
o5 (e T+ X 84, ) =

ijeQy, mae

Nesta restrigdo, as varidveis ag; PgY? e [y;PgY sdo bilineares e ¢ aplicado a
relaxacao de McCormick para obter um modelo convexo. Também a fungao oportunidade
da segdo 5.2.2 que ¢ representada na equagao (106) possui varidveis bilineares \? Pg? e
N PgY. Problemas deste tipo sao nio convexos e conduzem a multiplas solugoes locais e
solvers baseados em gradientes sao incapazes de certificar a otimalidade. O PL usando
envelopes de McCormick padrao de Mccormick (1976), PLIM via envelopes piecewise
McCormick Bergamini, Aguirre e Grossmann (2005) e Desagregacao multipardmetro
Kolodziej, Castro e Grossmann (2013) resolvem problemas bilineares com resultados

satisfatorios.

3.7.1 Definicdo do problema néao linear

Relaxando um problema P e obtendo o limitante inferior (LI), resolvendo P com
um rapido solver local obtém-se o limitante superior (LS) usando o LI como ponto de
partida. Nesta tese é usado o trabalho de Castro (2015) para lidar com as funcoes
bilineares que surgem do problema binivel quando é usado dualidade forte e tornar o
problema univel. A solucao é feita via relaxacao 7ightening Piecewise McCormick.

A vantagem desta técnica estd na possibilidade de uma relaxacao tight para

(LS—LI)

7 < €. Considere

garantir a convergéncia via gap de otimalidade relativa, ou seja,
a classe de problemas nao convexos, nao lineares (41) onde todos os termos nao lineares

sao do tipo bilinear, ou seja, x;z; e todas as variaveis sdo continuas.
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S.a
fo(x) <0 Vq € Q{0}
? (41)
fo@) =D ayqix;+ hy(2) Vg e Q
(i,75)eLI
<z <zs
r € R™

—» | A Relaxacdo fornece um limitante

Em P, z é um vetor m-dimensional de varidveis ndo negativas que esta entre o
limitante inferior z! e o limitante superior z*. O conjunto Q inclue f,, todas as funcdes
f, e todas as restricoes. A fungao h, () é linear em x, LI estd em um conjunto de indices
(4,7) que definem os termos bilineares z;x;, e a,;, ¢ um escalar. Uma observagao, i = j
pode permitir acomodar problemas quadraticos.

Seja w,;; = x;z;, tanto o primeiro como o segundo termo bilinear pode ser

i Bl
particionado. Na Figura 8, ¢ apresentado a partigao do termo x; onde seu dominio ¢

dividido em N parti¢oes uniformes, e :z:JI e x; representam o limite inferno e superior
respectivamente. O elemento V representa a posicao da particao dos limitantes superiores
e inferiores, a variavel y; y ¢ bindria e indica se houve ou nao particao.

Figura 8 — Particao termo bilinear via McCormick

1 S
Xj n=1 Xy n=2 X35 XNt n=N XN
| | | | |
| | | | |
lel ij.Z ij,N x]S
yj1 = ok K Vjz = 0k K K yin = ok

Fonte: Elaborado pelo préprio autor.
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3.7.2 Formulacgdo do limitante inferior para envelopes piecewise McCormick

Considere inicialmente o envelope de Mccormick (1976), problemas do tipo P
podem ser usados para fornecer diferentes tipos de relaxagoes. Em uma relaxacao PL o
termo bilinear ¢ substituido por uma nova variavel w;; e sao adicionados quatro conjuntos
de restrigoes. Agora para uma relaxacao tighter PLIM Bergamini; Aguirre e Grossmann
(2005) particiona-se uma das varidveis do termo bilinear por exemplo x; em n regides
disjuntas, com novas variaveis binarias, sendo adicionadas na formulacao para selecionar
a parti¢ao otimo de ;.

Neste tipo de técnica as partigoes sao geradas uniformemente e o problema tem

I

crescimento linear com o numero de partigdes. Sejam xj, e xj, limitantes inferior e

superior da varidvel z; para n partigoes. Se o valor de z; pertence a parti¢ao e a variavel

bindria y;, = 1, entao os envelopes de McCormick se mantém.

I s

Ao invés de um limitante global para xzj, e z,, veja Figura 9, Raman e

Grossmann (1994) propoem uma nova formulagao para P como um Programa Disjuntivo

Generalizado (PDG), onde o tighter ocorre devido ao uso de pardmetros de partigoes

I' e g8

dependentes, isto ¢, xj, e z%, nas quatro restrigoes dentro da disjungao.

Figura 9 — Casca Convexa para uma Particao.

Fonte: Elaborado no Geogebra pelo autor.
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A formulacao acima (PR-PLIM) ¢ uma relaxacao piecewise McCormick sua casca

convexa para N partigoes é ilustrada na Figura 10:

Figura 10 — Casca Convexa com N=14 partigoes.

Zj

Fonte: Elaborado no Geogebra pelo autor.
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3.7.3 Melhorando a qualidade da relaxacdo piecewise

Para melhorar a qualidade da relaxagao piecewise McCormick, Castro (2015)
propde uma particdo dependente para os limitantes inferior e superior também para a
variavel z,. Neste caso, existe uma diferenca em comparagao com o problema (PR-PDG),
ou seja, os limitantes tighter ndo sao mais facilmente calculados usando as informacoes
dos limitantes globais e dos ntimeros de parti¢goes N.

A melhora é determinada pela contracao do limite baseado na otimalidade.

I s
ijn © Tijn

Assume-se que os parametros x representam os limitantes inferior e superior da
varidvel z; quando a varidvel x; € restringida para n parti¢oes. A mudanga ocorre dentro
da disjuncao que agora caracteriza os limitantes das restri¢oes da variavel x,. As duas
variaveis podem ser particionadas, nesta tese foi particiona apenas um termo devido a
sensibilidade de uma das varidveis. Na Figura 11 apresenta-se o resultado de uma
particio univariante e bivariante quando se consideram 12 variaveis binarias para
identificar a regiao 6tima do problema relaxado.

Figura 11 — Particbes univariantes e bivariantes.

X, X,

Fonte: Elaborado no Geogebra pelo autor.

A relaxacao tighter piecewise (PRT-PDG) é apresentada abaixo:
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Para N =1, a desagregacao adicionada e as varidaveis bindrias podem ser

removidas da formulacao, ou seja, (PRT-PILM) é reduzido a relaxagao linear McCormick

padrao do problema . Em (PRT-PILM) é assumido que o ntimero de partigdes N é o

mesmo para todas as varidveis particionadas z;, mas é facil considerar o contrdrio. De

fato, enquanto comega com o mesmo numero, o algoritmo do limitante contraido

eliminard um numero diferente de particbes para cada variavel particionada. Para

explorar melhor esta propriedade, o niimero de particbes na implementacao real do

(PRT-PILM) ¢ de variaveis dependentes.
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4 UMA RELAXACAO FORTE DE PCSO PARA
PROBLEMAS DE FPO

Neste capitulo é apresentada uma relaxacdao convexa do modelo de FPO — CA
para redes malhadas. A formulagdo do FPO proposto por Jabr (2008), é considerada um
modelo conico de segunda ordem, que é exato para redes radiais como proposto em Jabr
(2006) e confirmado por (LOW, 2014a). Para a rede malhada, obter uma relaxagao
convexa para o FPO é uma tarefa um pouco mais complicada. Em Jabr (2008) a
formulacao do problema como um modelo conico, utiliza para resolver o calculo da
restricdo de angulo uma formulagdo denominada “extended”, devido ao fato da restricao
ser nao convexa pela existéncia de uma funcao trigonométrica inversa, o arco tangente.
Neste capitulo é apresentado o modelo proposto por Kocuk; Dey e Sun (2017), que
considera o modelo conico como proposto por Jabr (2008), mas a questdo do arco
tangente nao ¢é resolvida como uma formulacao “extended”, mas sim, via envelopes
convexos. Essa formulagdo permite usar solver comercial (conico, quadratico, linear)
inteiro misto, tais como, CPLEX, XPRESS e GUROBI para sua solu¢ao. Nas proximas
secoes deste capitulo sdo apresentados a formulacao e os testes com os sistemas IEEE 14,
30, 57 e 118 barras, bem como a comparacao com os resultados fornecidos pelo
MATPOWER Zimmerman; Sanchez e Thomas (2011) que utiliza modelos nao lineares

que fornece solugoes locais de boa qualidade.

4.1 ELIMINACOES DAS RESTRICOES DE IGUALDADE E
FORMULACAO CONICA DO FPO

Como descrito no Capitulo 3, existe transformagoes que preservam a convexidade

do modelo. No problema de FPO além da nao-linearidade, outro fator que deixa o FPO
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como NP-hard sao as restricoes de igualdade, pois, em um problema convexo as suas
restricbes de igualdade devem ser lineares, ou seja, na forma Ax = b. Neste caso, as
restricoes podem ser eliminadas ao encontrar uma solucao particular x, de Ax =b, e

uma matriz F' cujo alcance é o nullspace’ de A, o que resulta no problema

min fo(Fz+ )
s.a. fi(Fz+x,) <0, i=1,...,m,

na variavel z.

Considere que a composicao da fungdo convexa com uma fungao afim seja também
convexa, assim, eliminando as restricoes de igualdade preserva-se a convexidade do
problema. Além do mais, o processo de eliminacdo de restrigcoes igualdade e a
reconstrucao da solugao do problema original a partir do problema transformado envolve
operagoes padroes de dlgebra linear. Pelo menos em principio, isto significa que se pode
restringir o estudo para os problemas de otimizagoes convexas que nao possuem restrigoes
de igualdade.

Em muitos casos é melhor manter as restri¢oes de igualdade, uma vez que as
eliminando o problema pode-se tornar mais dificil para analise e compreensao, ou destruir
a eficiéncia do algoritmo que o resolve. De fato, isto é verdade, por exemplo, quando a
variavel x tem uma grande dimensao, eliminando as restricoes de igualdade pode-se
destruir a esparsidade, ou mesmo outra estrutura eficiente do problema.

Antes de ser apresentada a formulagao proposta por Jabr (2008) para redes
malhadas, apresenta-se a seguir o conceito de programacao quadratica (PQ). O problema
de otimizagdo convexa (42) é chamado PQ se a funcao objetivo é quadratica convexa e

as restrigoes sao fungoes afim, escritos da seguinte forma:

1
min <§) 2TPr+qfx+r
S. a. Gx=xh

Az = b,

(42)

9 O subespago associado com o conjunto afim C é o nullspace de A (BOYD; VANDENBERGHE, 2004).
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onde P € ST, G € R™" e A€ RP*". Em PQ, minimiza-se a fungao quadratica convexa
sobre uma regiao factivel, ou seja, um poliedro que é formado das intersecg¢oes de planos.

Em (42), se a funcdo objetivo e as restrigoes sao fungoes quadraticas tem-se (43):
1
min <§> T Pyx +qlz + 1,

1 ' (43)
s.a. <§>xTPi:c—|—qux—|—ri§O, i=1,....,m

Arx =0
onde P, e€S%, ¢=0,1...,m, e ¢ chamado de programacao quadratica restrita
quadraticamente (PQRQ). Em PQRQ, minimiza-se a fun¢ao quadratica convexa sobre
uma regiao factivel, que sao as intersecgoes de elipsoides, onde P, > 0.
Um problema de programacao quadratica com estrutura especial é a programacao

conica de segunda ordem (PCSO):

min flx
sca. || Az 4 b, [,<cfx+d, i=1,...,m
Fxr =g,

(44)

onde x € R" é a variavel de otimizagao, A, € R"*" e I' € RP*". A restricao da forma
| Az + b ||,< T +d,

em que A € R¥" é chamada de restricdo conica de segunda ordem, uma vez que é o

mesmo que exigir a funcio afim (Ax + b, ¢’z + d) se posicione no cone de segunda ordem

em REFL (ALIZADEH; GOLDFARB, 2003).

4.1.1 Propriedade algébrica dos cones de segunda ordem

Existe uma algebra associada a cones de segunda ordem. A compreensao dos
aspectos do problema PCSO se faz por meio da dualidade e complementaridade. Esta
algebra é conhecida como algebra euclidiana de Jordan (AEJ). Para um estudo mais
aprofundado ver (FARAUT; KORANYI, 1994). A AEJ é um framework, onde as
propriedades de matrizes simétricas sdo generalizadas. A algebra de Jordan do cone

simétrico semidefinido positivo (sobre a multiplicagdo X oY = (XY +YX)/2) e a
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algebra descrita abaixo sdo casos especiais de uma AEJ. As propriedades nesta se¢ao sao
apresentadas de modo simplificado, pois nao é o objetivo principal deste trabalho.
Todos os vetores podem ser considerados como consistindo de um tnico bloco:

x = (24;X) € R™. Sejam x e y dois vetores e a multiplicagao ¢ definida como:

(o
xoy & | To¥ + Y1 | = Arw(x)y = Arw(x)Arw(y)e.
LoYn + YoTn,

A matriz Arw(x) define-se como:

Arw(x) = (% iT).

Y

As propriedades da algebra (R™,0) sdo as mesmas nas relagoes envolvendo a
operacao binaria o.
1. No produto z = x o y cada componente de z ¢ uma funcao bilinear de x e y, e a lei da
distributiva se mantém:

xo(ay+ fz) =axoy+ fxoz e (ay+fz)ox=ayox—+ [zox

para todos a, 8 € R.
2.Xoy =YyoX.
3. O vetor e = (1;0) é o unico elemento identidade: x o € = x.

2

4. Seja x? = x o x, a matriz Arw(x) e Arw(x?) comuta. Logo, para todo y € R"

xo(x?oy) =x%0(x0y).
5. o nao ¢ associativa para n > 2. Porém, no produto de k ntimero de um vetor x:
X oXo--oX, a ordem na qual as multiplicagdes sao realizadas nao importa. Assim, o é
poténcia associativa e pode-se escrever xP para o valor inteiro de p. Além do mais, xP o

xl = xPta,

Considere a seguinte identidade:

1N L
(2ot X ) (ﬁ) +35 (o= %) <_H§_H) (45)

N |

xr =

definindo,
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1
def ]‘ def ]‘ Evd — —
cl—g( ) 5(—4) M =gt X Ay =zl X, (46)
I I

segue que (45) pode ser reescrito como:

X = A€y + AyCy (47)
note que,

c,ocy, =0, (48)
c?=c,; e ¢y =Cy, (49)
c, +c, =e, (50)
¢, = Rey e ¢y = Rey, (51)
¢y, Cy € bdO, (52)

onde 0= 0, x-xQ,  bd0={x€Q:z;=[|X|ex#0} A equacio (47) é a

decomposicao espectral de x, para um estudo mais detalhado do assunto ver
(HOFFMANN; KUNZE, 1971). E analogo para a contrapartida na algebra da matriz
simétrica:
X =QAQ" = \qyay + -+ A dny,

onde A é uma matriz diagonal com A, a Fésima entrada diagonal, e  é a coluna
ortogonal q;, como um correspondente autovetor para A, i =1,...,n. Qualquer par de
vetores {cy, c,} que satisfaz as propriedades (50), (51) e (52) é chamado de Jordan frame.
Cada Jordan frame {c,,c,} ¢ da forma (46), Jordan frame sdo pares de vetores (3; +cC)
com || € ||=3. Na Figura 12 ilustra-se que um Jordan frame desempenha o papel dos
conjuntos de matrizes de rank 1 q;q;f formado de um sistema ortogonal de autovetores

na algebra de matriz simétrica.
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Figura 12 — Sistema ortogonal de autovetores na algebra de matriz simétrica.

I1

Fonte: Elaborado no Geogebra pelo autor.

O trago e o determinante de x podem também ser definidos como:

tr(x) = A\, + A, = 2z,

det(x) = Ay, = 23— || X |1

4.2 A FORMULACAO FPO - CA COMO UM MODELO CONICO DE
SEGUNDA ORDEM

Em Jabr (2007), é apresentado um formato quadratico coénico para as equagoes de
balanco de fluxo de poténcia para redes malhadas. Considere os balangos do fluxo

poténcia ativa e reativa do noé i para j; definidas anteriormente em (7) e (8):

P, =G,;V?—G;;V;V,cos(0;;) + B;;V;V;sen(6,;) (53)

Qij = Bij‘/iz - Bz‘jvz'vj Cos(eij) - Gijvivjsen(eij)v (54)



83

onde 6,; = 0, — 0, e, por definicdo, u; = V?/v2, R;; = V;V,cos(0;;) e T;; = V;V,sen(0,;).
A formulagao conica de segunda ordem proposta por Jabr (2008) para o problema de
FPO ¢ dada em (58)—(65). Para obter uma equagao linear para a equagao do balango do

fluxo de carga (53)—(54) é efetuada a seguinte substituigao:

_ 55
P, =V2Gu;, — G,R,; + BT, (55)
Qij = \/§Bijui - Binz’j - GijTij (56)

a equacgao (57) representa a rotagdo conica:

_ p2 2 57
2uu; = R + T (57)
as equagoes (55)—(57) podem ser usadas para definir o problema radial de fluxo de carga.
Para redes malhadas é necessario considerar os angulos. Para isso, toma-se o quociente
de,
T.. V.V.sen(0,.

1] — (i < Z]) :> 1] :tg(ez)’
R,;  V;V;cos(8,;) R, J

) 7

aplicando arco tangente dos dois lados da equacao obtém-se a equagao (65) que torna o
problema nao convexo.
Considere a fung¢ao objetivo (58) como sendo o despacho 6timo de poténcia ativa,

entao o modelo de FPO pode ser escrito de (58) — (65):

minimize Z Coi + ¢1:Pg; + ¢5;(Pg;)? (58)
sujeito a:
N
V2G,u; + Z[GmRm + B;,,T,,] = Pg; — P4d, (59)
n=1
n#i
N
—V2Bj;u; — Z[BmRm -G, T;,] = Qg; — Qd, (60)
n=1
n#i
szmin < Pg;, < Pg;"®* (61)
Qo™ < Qg; < Qg™ (62)
min\2 max )2
(V; )Sué(z ) (63)

S
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0, — 0, =tg! (%) . (65)

m

Low (2014) demonstra que a formulacao proposta por Jabr (2008) apresenta uma
inconsisténcia na equacao (65), devido ao fato que, fungdes trigonométricas nao sao

convexas e de dificil convexificagao.

4.2.1 Uma formulagao alternativa para o FPO

A equagao (65) mesmo usando programagao conica continua nao convexa. Neste
trabalho, é usada a técnica proposta por Kocuk (2016) e Kocuk, Dey e Sun (2017) para
convexificar esta equagao, ou seja, o arco tangente que é responsavel pela nao
convexidade é aproximado por quatro planos formando um envelope no espago. Para
isso, é proposta uma caracterizacdo para o rank-1 condicdo necessaria para garantir a
convexidade do problema, ver (KOCUK, 2016).

Esta analise comega considerando a formulagao retangular usando o problema
PSD com restricdo rank com a matriz de variaveis complexas. Nesta formulagio, as
dificuldades aparecem em duas restri¢oes, na semipositividade da matriz de variaveis e
na condicao rank. Embora, esta forma seja uma restricado convexa, resolver problemas
PSD envolvendo grandes matrizes continua sendo um grande desafio. Logo, buscar uma
alternativa para evitar o uso das restri¢oes semipositivas na matriz original ¢ uma linha
de pesquisa importante.

Desta forma, uma alternativa ¢é considerar as submatrizes, que podem
corresponder a algum subgrafo, ou seja, ciclos da rede de energia elétrica original. Neste
trabalho aborda-se apenas uma das propostas de Kocuk (2016), isto é, uma aproximagao
alternativa da funcgao arco tangente, a qual é convexificada via envelopes lineares. Esta
construcao, depende fortemente da avaliacdo que as variaveis limites sejam tights.

O modelo FPO em coordenadas retangulares é apresentado em (66) — (71) apenas

para fins de comparacao, para mais detalhes sobre convexidade do FPO retangular ver
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(LESIEUTRE; DEMARCO, 2014). Considere uma rede elétrica N' = (B, £), onde B e £
denotam respectivamente o conjunto das barras e linhas de transmissao. As unidades de
geracao estao conectadas a um subconjunto de barras, denotado por, § C B. O objetivo
principal do problema de FPO — CA ¢ satisfazer a demanda em todas as barras com um
custo minimo de producao total de geragao, de modo que, é preciso obedecer as leis
fisicas, por exemplo, as leis de Kirchhoff e Ohm bem como outras restri¢des de operagao
como por exemplo restrigoes no limite de fluxo de transmissao da linha. O modelo de

FPO em coordenadas retangulares é apresentado de (66) — (71):

min Y ~ C;(p!) (66)
icg
sujeito a:
p! —pd = Gye? + f2) + Z (Gy(ee; + fif;) — Bijleif;—e;fi)] i€ B (67)
)

jesi

¢ —q! = =By (el + f7) — Z [Bj(eie; + fif;) + Gile f; —e;f)]i€ B (68)
Jjeo(s)

‘/;def—i—e?SV_f i€ B (69)

prin < gl < e (1

qunin S Qf S qmax (71)

7

A matriz de admitancia nodal definida como Y € CZI*IZ! que tem os componentes
Y,; = G;; +1iB,; para cada linha (i, j) € £. Sejam p, ¢/ as poténcias ativa e reativa que
sai da barra i de geragao, p¢,q? as poténcias ativa e reativa que sai da barra i de carga,
a tensao complexa V; na barra i é expresso na forma retangular como V; = e, +1if; e na
forma polar como V; = |V;|(cosf, + isend,), onde |V;| = \/e? + f? é magnitude de tensdo
e 0, é o angulo de fase. A fun¢do objetivo é tipicamente linear ou convexa quadratica e
d(7) denota o conjunto das barras vizinhas a barra 1.

Note que a formulagao de (66) — (71) é um problema de otimizagdo ndo convexa,

e que as nao linearidades deste problema sao:

1) e+ f2,
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2) €;e; + fifj7
3) ef;—ef;

Em Expésito e Ramos (1999) é apresentada uma formulagao alternativa para a
formulacao retangular, ou seja, uma formacao polar, onde sdo apresentados os
equivalentes para 1), 2) e 3) que sdo respectivamente:

4) [V[*.
5) |V;||Vj|COS<9i — ;).
6) _|Vz'||Vj|S€n<9¢ — ;).

No trabalho de Jabr (2006) sao definidas novas varidveis c;;,c;; e s

iis Cij que

j
correspondem a 4), 5) e 6), respectivamente. Em Kocuk, Dey e Sun (2017) considera o
fato que a fungdo cosseno é par e a fun¢ao seno ¢ impar, para definir, ¢;; = ¢;; e s;; =
—s;;- Um fato importante que permite a formulagao do FPO como um modelo conico em
Jabr (2008), Kocuk (2016) e Kocuk, Dey e Sun (2017) esta na observagao que em cada
linha (i,j) da rede de transmissdo estas grandezas sdo relacionadas pela identidade

trigonométrica fundamental cos®(0; —6;) +sen®(; —6,), que na forma retangular ¢

representada como:

(ese;+ fif;)? + (eaf; —e;fi)* = (ef + f2)(e + f7), (72)
e na forma polar no espaco das novas variaveis, esta relagdo é representada como cfj +

s?j = ¢;;Cj;» que descreve o cone rotacionado de segunda ordem em quatro dimensoes.

Com a mudanca de varidveis ¢ apresentada de (73) — (80) uma formulacdo polar

alternativa para o FPO como um modelo conico:

minz C,(p?) (73)

icg
sujeito a:
p} —pf = Gey + Z [Gyjcij — Bijsi) i€ B (74)
JEO(4)
Qf - qzd = —B,;c; Z [_Bijcij - Gijs—ij] i€ B (75)

Jed(d)



VP<e, <V? i€B (76)
— — 7
;i + 83 = cucy; (78)

P < p < o (79

qunin S Qf S qmax (80)

7

Esta formulagao foi proposta por (JABR, 2006). E é uma formulagdo exata do
FPO para redes radiais de modo que a solu¢ao étima do problema (73)-(80) ¢ também
solucao do problema (66)-(71), de modo que, sempre é possivel recuperar os angulos de

tensoes ,”s, resolvendo o seguinte sistema linear de equagoes com a solugao étima ¢, ;, s

51 Sij-
—1 . .
e que fornece a solugao 6tima dos fasores das tensoes nas barras. Para recuperar o alcance

_r T

de 27 é usado tg; ' (y, ), que assume os valores em (—m, w] ao invés de [—Z,Z] ou seja:
arctg <g) , x>0
x
arctg (g> + m, y>,x <0
x
tesl = 4 arctg (%) -, y<0,z<0 (82)
—
+ <g) . y>0,2=0
7r
=), <0,z=0
<2> ysoE

(  indefinido, y=0,r=0

Para redes malhadas a formulagao (73) — (81) nao é vélida, isto ocorre devido ao

fato que a solucdo 6tima c para todas as linhas (7, j) de (81) ndo garante que a soma

ij> Sij
de tggl(cij,sij) seja zero para todos os ciclos. Em outras palavras, a solucao da
formulacao polar nao é factivel para a formulagao retangular. Note que, colocando (81)
como restricdo tem-se uma formulagao valida do FPO para redes malhadas, mas essa

restrigdo é nao convexa. A restrigdo (78) pode ser relaxada como cfj + s2. < ¢;;c... Essa

Jj = Titgye

relaxacao ¢ exata para redes radiais.
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4.2.2 Envelope do arco tangente

Apresenta-se nesta secao, a técnica usada para resolver o problema gerado pela
nao convexidade de tg;*(¥). A ideia chave é incorporar uma aproximagao convexa do
dngulo da condigao (81) para a relaxacao do PCSO. A proposta sdo envelopes lineares
para a fungdo arco tangente sobre uma caixa C:=. [¢,¢] X [s,3] . Esta construcdo usa
quatro inequacoes lineares para aproximar o envelope convexo. O conjunto definido para

a restrigdo arco tangente para cada linha (7, ) do sistema de transmissao é dado por:
AT = {(c,s,@) € R3:tg! <Z> , (¢, 8) € [e, ] x [§,§]}.
Onde 6 = 6, — 0, e por facilidade de notacdo o indice (i, j) ndo é mais adotado
no desenvolvimento a seguir. Assume ¢ > 0, os quatro vértices correspondentes a caixa

para os quatros pontos (c, s, ) no espago sao dados por:

(@) o)
o= (n @) o (can (9)

Na Proposicao 1, sao descritas as duas inequagoes que descrevem os envelopes
superiores de AT .
Proposi¢do 1: sejam 0 =y, + ayc+ Bys e 0 =, + a,c+ [By5 0s planos que passam
pelos pontos {(;,(y, ¢35} e {(;,¢5,(,}, respectivamente. Entao duas inequagoes validas

para AT podem ser obtidas do seguinte modo:

s
Y+ ape+ Brs > tg! <E) ,

para todo (¢, s) € [¢,¢] X [s,8] com 7, =, + A~,, onde,
Ary, = max {tg’1 (Z) = o+ Bysic € e,y s € [s, E]} (83)

para k = 1,2.



89

Observe que pela construgao de (83), 7', + ayc + fis domina o termo tg~'(2)
sobre a caixa €. O problema de otimizagdo nao convexo (83) pode ser resolvido
enumerando todas possibilidades dos pontos de KKT.

Na Proposicao 2, sao descritas as duas inequagoes que descrevem os envelopes
inferiores de AT .

Proposi¢do 2: sejam 0 = v; + agc+ B35 e 0 =, + a,c+ B45 os planos que passam
pelos pontos {(;,(y, ¢} e {(5,(5,(,}, respectivamente. Entao duas inequagoes validas

para AT podem ser obtidas do seguinte modo:
s
Vi +age+ Bys <tgt <E)’
para todo (¢, s) € [¢,¢] X [s,5] com 7, =y, — A7, onde,

A7, = max {tg_l (S) =7, tage+ Bysic € c,c] s € s, 5]} (84)
para k= 3/4.

4.2.3 FPO - CA modelo relaxado

Considerando o modelo de FPO nao convexo (73) — (81) e a técnica do
envelopamento convexo apresentada na se¢ao anterior, o modelo matematico convexo

proposto apresenta a seguinte formulagao:

min Z C,(p?) (85)

icG
sujeito a:
jed(i)

Q;q _ q;l - _bzzcm + Z qu i €B (87)

je€b(3)
—G e+ Gyjeiy— Bysy (i,5) € £ (88)
= B,;c;; — Bjci; — Gisiy ¢ (89)
;i + 53 < ccy (91)

(X3 ]j



Vi<c, <V? i€B (92)

ph+ a2 < (SB) (i,5) € L (93)

pi<p/<p; i€ (94)

:<q¢ <q i€g (95)

/ 0= +act+bs k=1,..4 \ (96)
Vi + age+ Bs > tg ! (Z) k=1,2. (97)

Vi + e+ Bs < tg! @ k=34, (98)

Y=+ Ay, k=1,..4 (99)

\Afyk = max {tg_l G) —7 Foge+ Bks} k=1,..4 / (100)

>~ 0, —0; =192 (s;5,¢;5) (i,7) € £,

As equagoes de (96) — (100) substituem a equagdo (81) do arco tangente que
tornava o problema nao convexo. Os coeficientes das equagdes (96) — (100) sdo obtidos
em um pré-processo por um solver nao linear local, neste caso, é utilizado o solver
KNITRO. Os valores obtidos sao fixados como parametros do problema de FPO.

Neste trabalho é usado o solver CPLEX para resolver o modelo proposto (85) —
(100). Para melhor compressao do método de convexificagao utilizado, as equagoes (96)
— (100) sao nomeadas simplesmente como envelope, as equagdes de (85) — (95) sdo

nomeadas como FPO modelo conico e as equagoes de (85) — (100) sao nomeadas como

FPO — CA modelo relaxado. O modelo de FPO — CA relaxado é resolvido em apenas

uma iteracao, em Kocuk (2016) é sugerido que o modelo de FPO — CA relaxado seja
resolvido por algoritmo em um processo iterativo.

Na secao 4.3 observa-se que sistemas testes maiores, por exemplo, 118 barras
[EEE, aparecem diferencas significativas, principalmente na parte reativa pelo fato de
nao ter usado o processo iterativo. No processo iterativo sao avaliados a cada iteracao os
limitantes superiores e inferiores das variaveis ¢ e s, de modo que, os limitantes superior

e inferior das variaveis sejam ¢jght. Observe que na formulacao de (86) — (95) as varidveis
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c;; € 8;; ndo tém limites explicitos, embora tenha limites implicitos devido a (91) — (92)

como por exemplo:

V. V. V.V, (ii 101
—ViVi<ey s <ViVy (7)€L (101)

Porém, esses limites sdo muito fracos, pelo fato que as diferengas 6, — 6, dos
angulos serem geralmente pequenas, implicando que ¢;; ~ 1 e s;; ~ 0 quando o modelo ¢
resolvido em uma iteragao. Logo, em mais iteragoes deve-se buscar melhorar esses limites,
para um estudo mais aprofundado sobre a melhoria dos limitantes ver (KOCUK, 2016).
A seguir apresenta-se de forma bem simples o modelo proposto com uma iteracdo, na
Figura 13 representa o resumo das etapas:

1. O solver de otimizacao local KNITRO resolve as equagoes (96) — (100) em um

pré-processo e encontra os envelopes que sdo parametros necessarios para
resolver o modelo convexo proposto.

2. Ao modelo conico é adicionado os envelopes encontrados no processo de

otimizacao anterior para obter o FPO — CA modelo relaxado.

3. Usando o solver de otimizacao CPLEX resolve o FPO — CA modelo relaxado

proposto.

4. O processo termina e sao apresentados os resultados do FPO — CA modelo

relaxado que ¢é global para relaxagao proposta.

Figura 13 — Etapas de resolu¢gdo modelo convexo proposto

Escolhe o sistema
teste

h 4

2. Fixa-os no
»  modelo cdnico >
proposto

1. Calcula os
envelopes

3. Resolve FPO — AC 4. Apresenta os
modelo relaxado resultados obtidos

Termina o processo

Fonte: préprio autor.
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Em um modelo iterativo de FPO — CA modelo relaxado é acrescentado mais uma

etapa que aqui é chamado de melhora dos limites (¢, s), na Figura 14 é apresentado um

resumo do processo iterativo. Considere as nomenclaturas limite inferior L/, limite

superior LS'e erro €:

1. O solver de otimizagao local KNITRO resolve as equagoes (96) — (100) em um

o

pré-processo e encontra os envelopes que sdo parametros necessarios para

resolver o modelo convexo proposto.

Ao modelo conico é adicionado os envelopes encontrados no processo de

otimizacao anterior para obter o FPO — CA modelo relaxado.

Usando o solver de otimizacdo CPLEX resolve o FPO — CA modelo relaxado

proposto.

Apresenta-se os resultados do FPO — CA modelo relaxado que agora é

denominado como FPO(x), se LI > (1 —¢€)LS entdo, termina-se o processo,

senao ir para a etapa 5.

LS < FPO(x) para melhora dos limites. E retorne a etapa 1.

Figura 14 — Etapas de resolugdo modelo convexo proposto iterativo

Escolhe o sistema
teste

A

vy

envel

1. Calcula os

lopes

2. Fixa-0s no

»  modelo cbnico
proposto

3. Resolve FPO — AC
modelo relaxado

\ 4

4. Apresenta os

\4

resultados obtidos

A

A

LS « FPO(x)

A

Fonte

: proprio autor.

|
LI>(1—-é)l

Sim

Termina o processo
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4.3 TESTES E RESULTADOS

O modelo convexo proposto (85) — (100) ¢ implementado em A Mathematical
Programming Language (AMPL). O AMPL é uma linguagem de modelagem para
programacao matematica, que permite trabalhar com diversos solvers tais como
KNITRO, BARON, CPLEX, Ipopt entre outros, conforme (FOURER; GAY;
KERNIGHAN;, 2003). Assim como o General Algebraic Modeling System (GAMS) o
AMPL é uma excelente linguagem para modelagem matematica (LIBERTI; MACULAN,
2006). Utilizam-se os sol/vers KNITRO e CPLEX. para otimizar o modelo convexo
proposto.

Os resultados obtidos da implementagao do modelo convexo proposto pelo AMPL
sao utilizados para compara-los com o Matpower Zimmerman, Sanchez e Thomas (2011)
e Sdnchez et al. (2013) que é uma 6tima ferramenta para estabelecer alguns parametros
para o problema de FPO, haja vista que, apresenta uma programacao de alta qualidade
com resultados satisfatérios.

Os testes foram executados em um computador Dell PowerEdge t430, sistema
operacional: Linux, 2x Processadores [Inte/ E5-2650 v4 2.2GHz 30M Cache, HT.
12Cores/24Thereads. Todos os testes foram realizados nos seguintes sistemas testes do
IEEE 14 barras, 30 barras, 57 barras e 118 barras. Para melhor comparagao dos
resultados, o modelo proposto usa os mesmos dados do AMatpower que por sua vez utiliza
os mesmos dados dos sistemas testes IEEE, ou seja, os mesmos limites méaximos e
minimos de magnitude de tensdes, as mesmas cargas, os mesmos coeficientes de custos
de geracao entre outros parametros. As diferencas de alguns valores entre os dois modelos
estd no fato que o processo de otimizagao para obter os pardmetros das equagoes (96) —
(100) sado calculados uma tnica vez, ou seja, para melhorar os resultados do modelo
proposto convexo do FPO deve-se atualizar os limites de (¢, s) em um processo iterativo

entre o FPO e a obtencao 6tima destes parametros. Nesta tese, optou-se por nao
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considerar o modelo iterativo. O Matpower considera os taps fixos. O Matpower usa o
método de pontos interiores para resolver o modelo, como o modelo proposto é um modelo
relaxado convexo é usado o AMPL/CPLEX. O valor da fun¢do objetivo é dado em

dolares / horas ($/h) do mesmo modo usado pelo Matpower.

4.3.1 Sistema de 14 barras

Nesta se¢ao, sdo apresentados os principais resultados do sistema teste IEEE de
14 barras. O Matpower considera neste sistema teste, 14 barras sendo 11 barras de cargas,
1 capacitor shunt, 20 ramos e 3 transformadores. Comparando o resultado do Matpower
com o modelo convexo proposto a func¢dao objetivo apresenta uma precisao de 99,92%,

Tabela 1.

Tabela 1 — Fungao objetivo 14 barras

MATPOWER | MODELO PROPOSTO
FUNCAO OBJETIVO 8.081,53 $/h 8074,71 $/h
TEMPO 2,195 0,30s

Fonte: préprio autor.

Na Tabela 2 sdo comparados as magnitudes de tensoes nas barras, os limites da
magnitude de tensao sao os mesmos para todas as barras, ou seja, limite maximo igual a
1,06 p.u. e limite minimo igual a 0,94 p.u., sendo que neste teste nenhum limite de tensao
é violado. A barra de referéncia do sistema teste 14 barras é a barra 1, que a partir de
agora ¢ reconhecida com um (*) ao lado do nimero da barra. Os principais resultados
obtidos encontram-se nas Tabela 2 e Tabela 3.

Tabela 2 — Poténcia ativa fornecida pelas barras de geracao 14 barras

(continua)
MATPOWER MODELO MATPOWER | MODELO
PROPOSTO PROPOSTO
Geracao Geracao
;‘é g P (M) Q P (M) Q Tensao (p.u.) | Tensao (p.u.)
e (MVAr) (MVAr)
1* 194,330 0,000 194,751 0,008 1,060 1,060

Fonte: proprio autor. |
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Tabela 2 — Poténcia ativa fornecida pelas barras de geracao 14 barras

(concluséo)
MATPOWER MODELO MATPOWER MODELO
PROPOSTO PROPOSTO
Geracgao Geracao
S B P (MW) Q P (MW) Q Tensdo (p.u.) | Tensdo (p.u.)
K: (MVA?) (MVA?)
2 36,720 23,690 36,770 22718 1,041 1,041
3 28,740 24,130 27,425 23,246 1,016 1,017
4 - - - - 1,014 1,016
5 - - - - 1,016 1,017
6 0,000 11,550 0,001 10,501 1,060 1,060
7 - - - - 1,046 1,047
8 8,490 8,270 9,221 8,013 1,060 1,060
9 - - - - 1,044 1,044
10 - - - - 1,039 1,039
11 - - - - 1,046 1,046
12 - - - - 1,045 1,045
13 - - - - 1,040 1,040
14 - - - - 1,024 1,024
TOTAL 268,290 67,630 268,168 64,486 - -

Fonte: préprio autor.

De acordo com a Tabela 2 os valores totais de geracao de poténcia ativa e reativa

entre o modelo proposto e o Matpower apresentam valores préximos, mostrando que o

modelo convexo, embora nao tenha sido simulado de forma iterativa, apresenta resultados

de qualidade. A magnitude de tensao em cada barra nos dois modelos é quase a mesma.

Na Tabela 3, apresenta-se as perdas nos ramos, comparando os modelos a

diferenca das perdas por ramo apresenta algumas diferengas, mas os valores totais ficaram

proximos das perdas totais fornecidas pelo Matpower. Deve-se enfatizar que o Matpower

resolve um modelo de PNL para o FPO que é um problema que apresenta multiplos

Otimos locais.

Tabela 3 — Perdas nos ramos 14 barras

(continua)
Perdas (I x Z )
Ramos de para Matpower Modelo Proposto
# barra barra P (M) Q P (MW) Q
(MVAr) (MVAr)
1 1 2 2,902 8,860 2,507 7,654

Fonte: préprio autor.
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Tabela 3 — Perdas nos ramos 14 barras

(conclusdo)
Perdas (I? x Z )

Ramos de para Matpower Modelo Proposto

# barra barra P (M) Q P (MW) Q
(MVAr) (MVAr)

2 1 5 2,051 8,470 2,677 11,049
3 2 3 1,344 5,660 1,656 6,975
4 2 4 1,285 3,900 0,920 2,792
5 2 5 0,737 2,250 0,486 1,483
6 3 4 0,099 0,250 0,035 0,089
7 4 5 0,331 1,040 0,339 1,069
8 4 7 0,000 1,050 0,000 1,448
9 4 9 0,000 1,120 0,000 0,980
10 5 6 0,000 4,230 0,000 4,924
11 6 11 0,049 0,100 0,058 0,121
12 6 12 0,072 0,150 0,070 0,146
13 6 13 0,208 0,410 0,216 0,426
14 7 8 0,000 0,220 0,000 0,244
15 7 9 -0,000 1,000 0,000 1,032
16 9 10 0,015 0,040 0,013 0,033
17 9 14 0,131 0,280 0,123 0,261
18 10 11 0,010 0,020 0,013 0,031
19 12 13 0,006 0,010 0,006 0,005
20 13 14 0,047 -2,090 0,052 0,106

Total: — — 9,287 39,160 9,170 40,870

Fonte: préprio autor.

4.3.2 Sistema de 30 barras

Nesta secao, sao apresentados os principais resultados do sistema de 30 barras,
sendo que o tempo de processamento é dado em segundos, a diferenca dos tempos de
processamento entre os modelos se justifica devido ao fato que o Matpower usa o Matlab
para processar o programa do FPO e a implementagdao do modelo proposto foi executada
em um servidor e a mesma nao segue os padroes de programagcao profissional. Neste
modelo de 30 barras, o Matpower considera 6 geradores, 21 barras de cargas, 2 capacitores

shunts e 4 transformadores. Na Tabela 4 o tempo de processamento e a fungao objetivo
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apresentam valores na mesma ordem de grandeza, ressaltando-se que o modelo convexo

proposto ¢ um modelo relaxado.

Tabela 4 — Funcao objetivo 30 barras

MATPOWER | MODELO PROPOSTO
FUNCAO OBJETIVO 8906,14 $/h 8902,38 $/h
convergiu em (s) 0,58 s 0,51 s

Tabela 5 — Poténcia ativa fornecidas pelas barras de geragao 30 barras

Fonte: proprio autor.

(continua)
MATPOWER MODELO MATPOWER | MODELO
PROPOSTO PROPOSTO
GERACAO GERACAO
3 g P (MW) Q P (MW) Q TENSAO TENSAO
i (MVAR) (MVAR) P P
1* 212,230 0.000 212,507 0,000 1,060 1,060
2 36,230 27.170 36,274 27,285 1,039 1,040
3 0,000 0,000 0,000 0,000 1,021 1,021
4 0,000 0,000 0,000 0,000 1,012 1,012
5 29,350 29.950 28,246 30,614 1,013 1,014
6 0,000 0,000 0,000 0,000 1,011 1,011
7 0,000 0,000 0,000 0,000 1,004 1,004
8 12,940 40.000 13,016 40,000 1,013 1,013
9 0,000 0,000 0,000 0,000 1,042 1,042
10 0,000 0,000 0,000 0,000 1,038 1,039
11 4,400 9.090 5,047 9,017 1,060 1,060
12 0,000 0,000 0,000 0,000 1,050 1,050
13 0,000 7.730 0,000 7,449 1,060 1,060
14 0,000 0,000 0,000 0,000 1,035 1,035
15 0,000 0,000 0,000 0,000 1,031 1,031
16 0,000 0,000 0,000 0,000 1,038 1,038
17 0,000 0,000 0,000 0,000 1,033 1,033
18 0,000 0,000 0,000 0,000 1,021 1,021
19 0,000 0,000 0,000 0,000 1,019 1,019
20 0,000 0,000 0,000 0,000 1,023 1,023
21 0,000 0,000 0,000 0,000 1,026 1,026
22 0,000 0,000 0,000 0,000 1,027 1,027
23 0,000 0,000 0,000 0,000 1,021 1,021

Fonte: préprio autor.
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Tabela 5 — Poténcia ativa fornecidas pelas barras de geragao 30 barras

(conclusédo)
MATPOWER MODELO MATPOWER | MODELO
PROPOSTO PROPOSTO
GERACAO GERACAO
;‘a“ g P (MW) Q P (MW) Q TENSAO TENSAO
il (MVAR) (MVAR) P P.u.
24 0,000 0,000 0,000 0,000 1,016 1,016
25 0,000 0,000 0,000 0,000 1,014 1,014
26 0,000 0,000 0,000 0,000 0,996 0,996
27 0,000 0,000 0,000 0,000 1,022 1,021
28 0,000 0,000 0,000 0,000 1,008 1,008
29 0,000 0,000 0,000 0,000 1,002 1,002
30 0,000 0,000 0,000 0,000 0,990 0,990

TOTAL 295,140 113,940 295,090 114,365 - -

Fonte: préprio autor.

Na Tabela 5, a geracao total de poténcia ativa, apresentou valores na mesma
ordem de grandeza, bem como as magnitudes de tensoes em cada barra. Para nenhum
dos dois modelos a magnitude tensao foi violada os limites minimos e maximos de tensoes
sao os mesmos para todas as barras, ou seja 1,06 p.u. e 0,94 p.u.

Tabela 6 — Perdas nos ramos 30 barras

(continua)
Perdas (I2 x 7))

Ramos de para Matpower Modelo Proposto

# barra barra P (MW) Q P (MW) Q
(MVAr) (MVAr)

1 1 2 3,309 9,91 3,126 9,361
P 1 3 2181 7.97 2.429 8,876
3 2 4 0,770 2,35 0,616 1,876
4 3 4 0,595 1,71 0,664 1,908
5 2 5 1,679 7.05 2,062 8,664
6 2 6 1,376 4,18 1,066 3,236
7 4 6 0,375 1,30 0,351 1,222
8 5 7 0,053 0,13 0,028 0,070
9 6 7 0,200 0,61 0,130 0,400
10 6 8 0,052 0,18 0,051 0,178
1 6 9 0,000 1,29 0,000 1,730
12 6 10 0,000 1,23 0,000 1,088
13 9 11 0,000 0,19 0,000 0,198
14 9 10 0,000 0,92 0,000 0,964
15 4 12 -0,000 4,50 0,000 4915
16 12 13 0,000 0,07 0,000 0,069

Fonte: préprio autor.
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Tabela 6 — Perdas nos ramos 30 barras

(conclusao)
Perdas (I2 x 7))

Ramos de para Matpower Modelo Convexo

# barra barra P (MW) Q P (MW) Q
(MVAr) (MVAr)

17 12 14 0,072 0,15 0,071 0,148
18 12 15 0,203 0,40 0,214 0,422
19 12 16 0,044 0,09 0,055 0,115
20 14 15 0,005 0,00 0,005 0,004
21 16 17 0,005 0,02 0,008 0,028
22 15 18 0,034 0,07 0,033 0,068
23 18 19 0,004 0,01 0,003 0,007
24 19 20 0,019 0,04 0,019 0,039
25 10 20 0,090 0,20 0,090 0,202
26 10 17 0,017 0,05 0,015 0,038
27 10 21 0,112 0,24 0,113 0,243
28 10 22 0,053 0,11 0,051 0,106
29 21 22 0,001 21 22 0,001
30 15 23 0,027 0,05 0,031 0,063
31 22 24 0,046 0,07 0,044 0,069
32 23 24 0,004 0,01 0,006 0,012
33 24 25 0,008 0,01 0,004 0,008
35 25 27 0,028 0,050 0,024 0,045
36 28 27 -0,000 1,350 0,000 1,236
37 27 29 0,087 0,160 0,087 0,164
38 27 30 0,163 0,310 0,163 0,306
39 29 30 0,034 0,060 0,034 0,064
40 8 28 0,004 0,010 0,004 0,013
41 6 28 0,048 0,170 0,047 0,166

Total: - - 11,742 47,310 11,689 48,388

Fonte: préprio autor.

No teste com o sistema de 30 barras usando o Matpower para o modelo convexo
proposto as perdas totais de poténcia ativa e reativa apresentam resultados semelhantes.
Analisando linha a linha alguns resultados estdo préximos entre os modelos, mas em
outras linhas, por exemplo observa-se alguns valores de fluxos um pouco distantes entre
os modelos. Este comportamento pode ser atribuido a nao convexidade do problema de
FPO, pois no modelo convexo proposto os pardmetros sao calculados uma tinica vez e ele

depende muito da qualidade dos seus limitantes.
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4.3.3 Sistemas de 57 barras

Nesta secao, apresentam-se os principais resultados obtidos para o sistema teste
de 57 barras. Nas secoes 4.3.1 e 4.3.2, os resultados dos dois modelos sao apresentados
para todas as barras e ramos. Nesta secao e na préxima, eles nao sao apresentados para
todas as barras e linhas. Como os dois sistemas sao maiores, sao apresentados aspectos
relacionados com o comportamento das solugoes 6timas fornecidas pelos dois modelos. O
sistema de 57 barras de acordo com os dados do Matpower possui, 57 barras, 7 geradores,
42 barras de cargas, 3 capacitores shunts, 80 ramos e 17 transformadores. No sistema de
57 barras a barra de referéncia é a barra 1%*.

Tabela 7 — Fungao objetivo 57 barras

MATPOWER | MODELO PROPOSTO
FUNCAO OBJETIVO 41737,79 $/h 41721,90 $/h
convergiu em (s) 0,08 s 0,30 s

Fonte: proprio autor.

O valor da funcao objetivo na Tabela 7, nos dois modelos ficaram préximos,
mostrando que a consisténcia e a validade do modelo convexo proposto.

Tabela 8 — Resultados totais de geracao e carga Matpower 57 barras

MATPOWER
Geragao Carga
P (MW) | Q (mvan P (MW) | Q (v
TOTAL 1267,31 270,56 1250,80 336,40

Fonte: préprio autor.

Tabela 9 — Resultados totais de geracao e carga modelo proposto 57 barras

MODELO CONVEXO
Geragao Carga
P (MW) | Q(mvap P (MW) | Q (mvAp
TOTAL 1266,97 276,97 1250,80 336,40

Fonte: proprio autor.

Nas Tabela 8 e 9 os valores das cargas utilizadas nos dois modelos tém que

coincidir, os resultados sao apresentados apenas para certificar o uso correto desses dados.
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Quanto a geracao total de poténcia ativa e reativa os resultados ficaram préoximos entre
os modelos, mostrando que o modelo convexo proposto esta correto. Os limites maximos
e minimos das magnitudes de tensoes nas barras sao iguais a 1,06 p.u. e 0,94 p.u. sendo
que, neste teste nenhum limite foi violado.

Tabela 10 — Magnitude de tensao e angulo, médximos e minimos 57 barras

MATPOWER

minimo

maximo

Valor (p.u.) ‘ barra
1,060 46
4,72° 8

Valor (p.u.) | barra
0,951 31
-12,16° 31

MAGNITUDE DE TENSAO
ANGULO

Fonte: proprio autor.

Tabela 11 — Magnitude de tensao e angulo, maximos e minimos 57 barras

MODELO PROPOSTO

minimo

maximo

Valor (p.u.) ‘ barra
1,06 55
3,163° 8

Valor (p.u.) | barra
0,954 31
-8,190 31

MAGNITUDE DE TENSAO
ANGULO

Fonte: proprio autor.

Nas Tabela 10 e 11 sao apresentados a magnitude de tensao e angulo obtidos
através do Matpower e do modelo convexo. O valor minimo foi encontrado na barra 31
para ambos os modelos e o valor maximo da magnitude de tensao foi encontrado em
barras diferentes, ou seja, barra 46 no Matpower e barra 55 no modelo convexo. O valor
maximo da magnitude do angulo coincidiu na barra 8.

Tabela 12 — Perdas totais ativa e reativa no sistema 57 barras

Matpower Modelo Convexo
Pam | Q |P@aw]| Q
(MVAr) (MVAr)
Total 16,513 72,97 16,179 112,709

Fonte: proprio autor.

Diferente dos sistemas de 14 e 30 barras para o sistema 57 barras foi observado
que as perdas reativas obtidas entre os dois modelos nao ficaram dentro do desejado.
Este mesmo comportamento entre os modelos ocorre com o sistema de 118 barras

apresentado na préxima se¢ao. Este comportamento pode ser atribuido a nao convexidade
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no modelo simulado no Matpower e o fato dos ajustes dos pardmetros das equagoes (96)

— (100) ser efetuado uma tnica vez.

4.3.4 Sistemas de 118 barras

Os dados do sistema de 118 barras utilizados pelo Matpower consideram, 118
barras, 54 geradores, 99 barras de cargas, 14 capacitores shunts, 186 ramos e 9
transformadores. A barra de referéncia para o sistema de 118 barras é a barra 69*. Os
limites da magnitude de tensao sao os mesmos para todas as barras, ou seja, limite
maximo igual & 1,06 e limite minimo igual a 0,94, sendo que, neste teste nenhum limite
foi violado.

Tabela 13 — Funcao objetivo 118 barras

MATPOWER | MODELO PROPOSTO
FUNCAO OBJETIVO 129660,70 $/h 129341,46 $/h
convergiu em (s) 1,59 s 0,62 s

Fonte: proprio autor.

O valor da fun¢ao objetivo na Tabela 13, nos dois modelos praticamente sao iguais
apresentando pequena diferenca. O tempo computacional consumido pelo modelo
convexo ¢ menor o tempo de CPU do Matpower.

Tabela 14 — Resultados totais de geracao e carga AMatpower 118 barras

MATPOWER
Geracgao Carga
P (MW) | Q(mvap P (MW) | Q (mvAD
TOTAL 4319,40 388,26 4242,00 1438,00

Fonte: proprio autor.

Tabela 15 — Resultados totais de geracao e carga modelo proposto 118 barras

MODELO PROPOSTO
Geragao Carga
P | QmvAD P (M) | Q (mvan
TOTAL 4313,29 1169,67 4242,00 1438,00

Fonte: proprio autor.
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Nas Tabela 14 e 15 os valores das cargas tém que coincidir, os resultados sao
apresentados apenas para certificar o uso correto desses dados. Quanto a geracao total
de poténcia ativa e reativa os resultados obtidos pelos dois modelos ficaram proximos,
mostrando que o modelo convexo proposto esta desenvolvido corretamente.

Tabela 16 — Magnitude de tensao e angulo, méaximos e minimos 118 barras

MATPOWER

minimo

maximo

Valor (p.u.) ‘ barra
1,060 66
37,659 10

Valor (p.u.) | barra
1,01 81
15,40° 41

MAGNITUDE DE TENSAO
ANGULO

Fonte: proprio autor.

Tabela 17 — Magnitude de tensao e angulo, méaximos e minimos 118 barras

MODELO PROPOSTO

minimo

maximo

Valor (p.u.) ‘ barra
1,060 59
35,009 2%

Valor (p.u.) | barra
1,015 76
99 81° 41

MAGNITUDE DE TENSAO
ANGULO

Fonte: proprio autor.

Nas Tabela 16 e 17 sao apresentados a magnitude de tensao e o angulo obtidos
pelo Matpower e pelo modelo convexo, onde o valor minimo da magnitude de tensao
encontrada pelo Matpower é a barra 81 enquanto que no modelo convexo é a barra 76.
O valor minimo para a magnitude de angulo sdo encontradas para a mesma barra, ou
seja, barra 4. A magnitude de tensdo maxima foi encontrada em barras diferentes, ou
seja, na barra 66 para o Matpower e na barra 59 para o modelo convexo. O valor maximo
da magnitude do angulo também foi obtido para barras distintas, no Matpower a barra
10 e no modelo proposto a barra 26.

Tabela 18 — Perdas totais ativa e reativa no sistema 118 barras

Matpower Modelo Proposto
Pam [ Q@ [P ] Q
(MVAr) (MVAr)
Total 77,401 483,520 84,474 1336,275

Fonte: proprio autor.
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O modelo proposto para o sistema de 118 barras apresenta resultados diferentes
do Matpower para as perdas reativas, isto porque a medida que o sistema cresce aumenta
a dificuldade em manter os limites das magnitudes das tensdes como bordo tight que
acarreta em um comportamento diferente do Matpower para o subproblema no reativo.

Neste trabalho, optou-se por deixar as tensoes dentro de seus limites maximos e
minimos como no Matpower, nao fazendo o” improve”. Ou seja, buscar limitantes para
(¢, s) de modo a melhora-los, isto implica no modelo trabalhar em um algoritmo com um
Spatial branch-and-cut. Os resultados até este ponto sao satisfatérios para o propodsito
desta tese, mas, pode ser explorado a melhoria deste modelo convexo, considerando os
ciclos bases, que nao foi explorado neste trabalho, mas se revela como um campo
promissor no problema do FPO, onde alternativas de convexifica-lo tem-se mostrado

desafiador.
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5 EXEMPLO DE APLICACAO DO MODELO
CONVEXO: DESPACHO OTIMO DE POTENCIA
VIA PROGRAMACAO BINIVEL

Neste capitulo, apresenta-se um problema binivel para despacho 6timo de poténcia
ativa e reativa. O objetivo deste capitulo é explorar o modelo de programagao convexo
do FPO proposto no Capitulo 4. No nivel superior, minimiza-se a func¢ao custo de
oportunidade e no nivel inferior, minimiza-se o preco ofertado de poténcia ativa. Os
modelos propostos neste capitulo, sdo baseados no trabalho de Almeida e Senna (2011)
que propoe um problema binivel, em que no primeiro nivel resolve-se um problema de
FPO nao linear considerando minimizar a fun¢ao custo de oportunidade e no segundo
nivel resolve-se um modelo de despacho DC. Nesta tese, propoe-se para solucao deste
problema binivel um procedimento heuristico iterativo nao linear e nao convexo, usando
diversos solvers comerciais, e apresenta como contribuicao um processo iterativo linear e
convexo. Outra contribuic¢do, é propor o modelo binivel de Almeida e Senna (2011) como

um modelo univel totalmente convexo.

5.1 O MERCADO DE POTENCIA ATIVA

A participacao de geradores no mercado de poténcia ativa é afetada enormemente
no componente custo para produzir poténcia reativa, o que do ponto de vista de mercado,
gera perdas de oportunidades. Se um gerador particular fornece poténcia reativa, o custo
de oportunidade (CO) pelo fornecimento de reativo pode ser afetado. Pode-se oferecer
um beneficio a esse gerador de uma maneira mais rentavel, ou seja, pela nao participagao

no mercado de poténcia ativa.



106

A imposicao do operador do sistema para gerar poténcia reativa, entretanto
diminui a capacidade de geracao de poténcia ativa. O custo de operacao nao depende
apenas da oferta feita por um tnico gerador, mas das ofertas realizadas por outros
geradores, e isso depende do preco de energia de mercado. O modelo proposto por
Almeida e Senna (2011) usa a definicio de custo de oportunidade e propde um
procedimento para o despacho de poténcia ativa e reativa que pode ser considerado uma
extensao adaptada do mecanismo para o calculo da quantidade de MWh de venda de
cada gerador no mercado de poténcia ativa.

O problema binivel de despacho de poténcia ativa é apresentado em trés estagios
e tem inicio com a necessidade de poténcia ativa do mercado. No segundo estagio,
considerando as restrigoes nas linhas de transmissao, nas capacidades de geragao e nas
ofertas dos geradores, o despacho de poténcia ativa é realizado. Uma observacao a ser
feita a respeito deste estagio estda em considerar este modelo como um modelo DC.

Na sequéncia, considera-se o modelo de FPO — CA factivel, realiza-se o despacho
de poténcia ativa e reativa pela minimizacao de custo total de oportunidade em termos
de pregos marginais obtidos no segundo estidgio. Como mencionado, o custo de
oportunidade depende das ofertas dos geradores, que permite uma redugao do prego final
quando sao consideradas as restricoes relativas as poténcias ativa e reativa, ou seja, o
modelo CA do sistema. Os pregos de poténcia ativa podem sofrer modificagoes, desde
que, sejam respeitados os limites pré-especificados dos geradores, isto €, as restrigoes
fisicas e operacionais relacionadas com as capacidades méaximas de geragdo de poténcia
ativa e reativa.

As ofertas dos geradores sao variaveis de decisoes e os dois estagios devem interagir
até que nao sejam mais observadas modificagoes nos coeficientes dos custos marginais.
No nivel inferior do problema binivel, calcula-se a quantidade de poténcia ativa que cada

gerador fornece ao mercado.
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5.2 DESPACHO OTIMO DE POTENCIA

A quantidade de poténcia ativa que cada gerador estd disposto a vender
respeitando seus limites de geragao sao dados por (P_g? , P—g?), é dada pela equagao (102).
O processo comeca quando o operador do sistema recebe uma oferta de compra de
poténcia ativa pelo mercado. A fungdo linear o, representa o preco em MWh, onde Pg?
é a poténcia ofertada;

0;(Pg;) = a;Pg; + B, (102)
em que «;($/MW?h) e B,($/MWh) sao coeficientes constates lineares da funcio

representada por o;.

5.2.1 O Despacho de poténcia para o mercado

Considere inicialmente o problema de minimizagao (103):

n

1
min f =Y -a,(Pg?)? + B, Py’

Pg9,50 = 2
s.a
Pg?_Pdi_Pz‘O<50> =0 (103)
Pg) < Pg) < Pg? L,k=1,...,n
| 15.(8)] < fli,
onde:
n Numero de barras do sistema.
Pg’ Vetor de geracao de poténcia ativa.
oY Vetor angulo de tensao.
Pd, Demanda de poténcia ativa.

PY(.) Poténcia ativa injetada na barra ¢ modelo DC.
f15.(.)  Fluxo de poténcia ativa sobre a linha (i, k), modelo DC.

flik Valor maximo permitido para o fluxo na linha de transmissao (ik).

A funcao objetivo e as equagoes de balango de poténcia em (103) sao representadas
para todas as barras, se a barra for de carga Pg{ = 0. O critério de prego minimo ¢ usado

para calcular a quantidade de poténcia ativa que cada gerador vende para o mercado.
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Quando é resolvido (103) os multiplicadores de Lagrange das equagoes de balango de
poténcia sao os custos marginais de geragao em cada barra i, representado por Y.

A receita é formada pelo produto entre o preco marginal e a geragao de poténcia
ativa, ou seja, A?Pg?. O preco total de poténcia ativa por hora, usa integralmente as
ofertas dos geradores. O lucro do gerador é obtido apés resolver o problema (103) e
encontrar (\Y, Pg?), e é dado pela equagdo (104):

P =Py — (50.(Po0)? + b, (104
o segundo termo descreve o custo de geragao em que a,;($/MW?h) e b,($/MWh) sio os
coeficientes da curva custos de geracao. Para evitar confusao entre termos utilizados os
valores de (a,;,b;) na equacdo (104) e («;, ;) da equacao (103), sdo pardmetros onde
(a; = o, b; = ;)

Para uma compreensao melhor deste trabalho, o lucro do gerador dado pela
equacao (104) é afetado fortemente com a necessidade de poténcia reativa pelo o sistema
elétrico. A poténcia reativa interfere diretamente na capacidade de geracao de poténcia

ativa. Assim, conhecer a necessidade ou nao de poténcia reativa no sistema, afeta

positivamente o gerador, suscitando uma oportunidade.

5.2.2 Despacho de poténcia ativa e reativa

A resolu¢ao do problema (103) considera apenas o despacho de poténcia ativa,
mas quando os geradores fornecem poténcia reativa como suporte, isso pode levar a um
custo de oportunidade elevado para os geradores, tendo um impacto negativo no preco
da energia. Para reduzir o impacto na geracao de poténcia reativa sobre o preco da
poténcia ativa, o despacho necessita ser factivel para uma rede CA considerando suas
restrigoes fisicas e operacionais.

Deste modo, o despacho de poténcia ativa e reativa é realizado em processo

iterativo com o objetivo de minimizar o custo total de oportunidade, denotado por O.
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Seja Pr o lucro do gerador ¢ quando é suprida a poténcia reativa, e Pg, é a poténcia
(3

ativa que sai do gerador 7, e que seja factivel para as restrigoes da rede CA, a equagao
(105) expressa essa condicao:
Pri:)\?Pgi - (%%(P%)z + Bipgz') (105)
Na equagao (105) «; e 3; sdo variaveis do primeiro nivel de um problema binivel.
A equagdo (106) representa a oportunidade O;, que é igual ao somatério da diferenga
entre o lucro do gerador ¢ quando se considera o modelo da rede DC e quando a poténcia

reativa é necessaria.

0= i: 0, = En:(Pr? —Pr) (106)
onde, - ~
(P — Pr) = | NP0 — (5 (Pol)? +,Pg?) — [X0Pg, — (3u(Pg)? + 6Py, )

As equagoes de (107) — (116) representam o problema de otimizacdo binivel
proposto por (ALMEIDA; SENNA, 2011). Este modelo é modificado nas proximas segoes
nao considerando as restrigoes (110) e (112), de modo que, possa ser apresentado como

um modelo convexo binivel, bem como um modelo univel convexo via dualidade forte.

win0= Y [P P o
sujeito a: =
Pg, — Pd, — P,(V,5,t) =0 (108)
Qg; — Qg; — Q;(V,4,t) =0 (109)
Lo (V,8,8)| < flmas (110)
Vi<V, <V, (111)
0 < Pg; < PgM(Qg;) (112)
Qg; < Qg; < Qy; (113)
a; <a, <@ (114)

|s,

(115)

=
IN
=
IN
=
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os valores de (\?, Pg?) sdo determinados por:

: 1
min f = 25%(})9?)2 + B, Pg;
i=1

Pg0,50
s.a.
Pg} — Pd; — P(3°) =0 (116)
PQ?SPQ?SP_Q? i,kzzl,...,n
|13 (8°)] < Flins
ondei,k=1,...,ned, V saoas magnitudes de tensao e angulo, ¢,, € um vetor da posigao

do tap do transformador, P,(.) e Q,(.) sao as injegoes de poténcia ativa e reativa,

Py,

; € Qg; sdo as poténcias ativa e reativa geradas, Pd; e Qd, sao as demandas de

poténcia ativa e reativa na barra 1.

5.3 TECNICAS DE SOLUCOES DO PROBLEMA DE OTIMIZACAO
BINIVEL

A competicao entre os geradores ocorre em trés estdgios, ou seja, o primeiro estagio
tem inicio com a necessidade do mercado de poténcia ativa. Logo em seguida, comeca o
segundo estagio e neste momento a oferta de reativo nao é considerada, e o despacho de
poténcia ativa é realizada levando em consideragao a oferta de cada gerador e as restrigoes
das linhas de transmissao usando o modelo DC. No terceiro estagio é realizado o despacho
de poténcia ativa e reativa de modo a minimizar o custo de oportunidade dos geradores
que sao definidos em termos dos custos marginais obtidos no estagio anterior. O custo de
oportunidade depende da oferta de geracao de poténcia ativa de cada gerador.

O despacho de poténcia ativa e reativa é realizado resolvendo um problema
binivel. A seguir, apresenta-se a formulacdo do problema binivel e as técnicas para
resolvé-lo, bem como, os resultados obtidos para alguns sistemas testes da literatura.
Apresenta-se uma outra técnica de solucdo, onde o problema binivel é transformado em
um problema univel via dualidade forte, e os testes e resultados para sistemas da

literatura sao apresentados.
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A interacdo entre o problema do primeiro e segundo nivel do problema (107) —
(116) ilustrada na Figura 15 pode ser descrita da seguinte forma: no inicio do processo
os valores de o, e f3; sdo dados para o nivel inferior que minimiza o padrao de geracao,
considerando a quantidade disponivel de poténcia ativa no gerador, a restricdo de balango
de poténcia e os limites fisicos de operacao para o modelo de fluxo de poténcia DC.

Figura 15 — Representagao do processo iterativo binivel.

Necessidade de
poténcia ativa do
mercado
V=0

A 4

Nivel Superior
Resolve
(108) — (116) |«
0V+1 0
Envia para o Vove1
Nivel Inferior oV =
(a,) A
Fim do
Processo
A
Nivel Inferior E'nV|a para o
Nivel Superior
Resolve >
an @°,Pg®)

Fonte: proprio autor.

Resolvido o problema de (107) — (115) o nivel inferior (116) obtém-se os valores
6timos de (A%, Pg°) que alimentam o problema do nivel superior (107) — (115), que leva
em consideragao as restricoes da rede real do modelo CA, modifica o preco de poténcia
ativa bem como a geracao de poténcia ativa e reativa, e o sistema restante de variaveis
de modo a minimizar o custo de oportunidade. Assim, todos os estagios descritos acima
sao executados de forma iterativa durante a solucao do problema binivel, o processo para
quando a funcao que minimiza o custo de oportunidade deixa de melhorar com as
varidveis (A°, Pg°) enviadas pelo nivel inferior. Desta forma, o critério de parada para a
heuristica é quando |0V — OV| < ¢, sendo V' o ntimero de iteragoes e OV o custo de

oportunidade na iteragao V', e € uma tolerancia preestabelecida.
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5.4 TESTES E RESULTADOS

Nesta secao, sao apresentados os principais testes e resultados do problema de
otimizacdo binivel como aplicagbes do modelo convexo proposto no capitulo 4. O
problema proposto por Almeida e Senna (2011) é apresentado nesta se¢do de duas formas.
A primeira forma é um processo iterativo entre o nivel superior e o nivel inferior, que a

partir de agora é referenciado como problema de otimizacao binivel, que por sua vez sao

apresentadas de duas maneiras, a saber, como um modelo binivel de PNL ou como um

modelo binivel convexo. Na segunda forma, o problema de otimizacao binivel é formulado

usando a dualidade forte como um problema de otimizacdo univel que também é

apresentado de duas maneiras, a saber, modelo univel PNL e modelo univel convexo. Na

Figura 16 resume as quatro formas de representacao dos modelos implementados.

Figura 16 — Modelos implementados.

N\ \
Problema de Problema de
otimizacao otimizacao
binivel univel
J J
( N\ 4 N\
a Modelo a Modelo
binivel PNL univel PNL
. J \ J
™\ 4 N\
Modelo Modelo
— binivel — univel
convexo convexo
J \ J

Fonte: proprio autor.

5.4.1 Problema de otimizac¢do binivel

A proposta deste trabalho é apresentar técnicas que conduzem a um 6timo global.
Mas nenhuma proposta de otimalidade global pode ser discutida sem antes ter a certeza

que existem 6timos locais, pois algoritmos de otimizagao global sao técnicas que procuram
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encontrar 6timos globais, mas essas técnicas globais sao muito mais lentas comparadas
as locais, por isso s6 devem ser usadas para problemas onde os 6timos locais podem existir
(BUKHSH et al., 2013).

Nesta secao, sao apresentados os principais resultados e testes para o modelo
iterativo binivel PNL, que é o modelo proposto por Almeida e Senna (2011) e modelado
matematicamente através das equagoes de (107) — (116). O processo para resolver este
problema ¢ descrito na Figura 15, o modelo é nao linear e nao convexo e sao utilizados
solvers de programagao nao linear local. Como contribuicao desta tese, ¢ apresentado o
modelo iterativo convexo que usa o modelo cénico convexo proposto Kocuk; Dey e Sun
(2017) e apresentado no Capitulo 4, bem como os envelopes de McCormick propostos por
Castro (2015) e apresentada na secdo 3.7 que sao usados para contornar as nao
linearidades do tipo bilinear na funcao objetivo, bem como na restricao de igualdade do
problema univel convexo.

Os resultados sao dados em p.u., e de agora em diante o preco total de poténcia
ativa considerando a geracdo de poténcia reativa ¢é definido como f* =
Zi(%)ainf + B3, Pg,. Considerando apenas a poténcia ativa o preco total serd dado por
f=250,(Pg})* + B;Pg;. Como os testes sdo feitos utilizando diversos solvers, no
Quadro 1 especifica-se em qual nivel é usado cada solver. A partir de agora, os solvers
serdo chamados simples pelo nome, por exemplo XPRESS. Para todos os testes sao
utilizadas as configuragoes “padrao” dos solvers, ou seja, gap, tempo limite de
processamento, algoritmos e entre outros.

Quadro 1 — Solvers utilizados para os testes

Otimizagdo Ndo Linear Local | Otimizagdo Convexa
Global

SNOPT 7.5-1.2 CPLEX 12.8.0.0

IPOPT 3.12.8 XPRESS 8.4 (32.01.08)

KNITRO 11.0.1 BARON 18.5.8

MINOS 5.51 GUROBI 8.0.1:

LGO 2015-01-17

Fonte: proprio autor.
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5.4.1.1 Modelo binivel PNL e modelo binivel convexo — 2 barras

O sistema teste utilizado para 2 barras é o mesmo proposto por Almeida e Senna
(2011), e considera 2 barras, 2 geradores, 1 barra de carga com demanda de 220 MW de
poténcia ativa e 110 MV Ar de poténcia reativa, as magnitudes de tensao sdo as mesmas
para as duas barras com maxima de 1,05 p.u. e minima de 0,95 p.u., na Tabela 19 sao
apresentados os custos de geracao em cada barra. Considere o = 0, 1000 < 3, < 1000 e
1000 < 3, < 1250.

Tabela 19 — Coeficiente custo de geragao

Barras a b
(3/pw’h)  (8/pu’h)
1 0 1000
2 0 1000

Fonte: préprio autor.

Na Tabela 20, sao apresentados os resultados obtidos para o modelo binivel PNL
e o modelo binivel convexo, onde § representa o angulo, V' a magnitude de tensao e ¢°
representa o angulo da equagao (116) do nivel inferior. Para o modelo binivel PNL,
utiliza-se para resolver o primeiro nivel o so/ver SNOPT e para resolver o segundo nivel
¢ utilizado o so/ver CPLEX, pois o problema (116) é um modelo linearizado DC, sendo
que para todos os testes neste Capitulo o nivel inferior é considerado dessa forma. No
APENDICE 1, é apresentada a formulacio matematica completa da equacio (116) com
o primal, dual e Joint". Para o modelo binivel convexo é utilizado o CPLEX nos dois
niveis.

Tabela 20 — Varidveis 6timas obtidas

Modelo Binivel PNL Modelo Binivel Convexo
Barras J Vv 50 ) 1% 50
(rad) (rad) (rad) (rad)
1 0,00 1,02 0,00 0,00 1,05 0,00
2 -0,34 0,97 -0,10 -0,13 0,95 -0,10

Fonte: préprio autor

10 Termo utilizado para definir o primal mais o dual no modelo matematico do segundo nivel, necessdrio
para a restricdo da dualidade forte.
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Nos dois modelos os valores obtidos para as variaveis 6timas ficaram préximos,
mostrando a consisténcia e a validade do modelo binivel convexo proposto.

Na Tabela 21, a poténcia ativa gerada Pg°, considerando o modelo DC ¢ a mesma
para os dois modelos, as poténcias ativa e reativa quando considera o modelo CA,
apresenta algumas diferencas, lembrando que, embora o problema seja o mesmo o
comportamento dos dois modelos, podem ser diferentes, em fun¢do do modelo nao linear
ser multimodal, do comportamento QQ -V do problema.

Tabela 21 — Dados de Geragao

Modelo Binivel PNL Modelo Binivel Convexo

Barras Py Qg Pg° Pg Qg Pg°
1 0,77 0,45 0,51 0,68 0,22 0,51

2 1,53 1,21 1,70 1,53 0,51 1,70

Fonte: préprio autor

Na Tabela 22, os coeficientes de custos e os custos marginais sao iguais para os

dois modelos.

Tabela 22 — Coeficientes de custos e custo marginal

Modelo Binivel PNL Modelo Binivel Convexo
Barras o B A0 « 3 A0
(rad) (rad) ($/pu h) (rad)  (rad)  ($/puh)
1 0.00 1000,00 1000,00 0.00 1000,00 1000,00
2 0.00 1000,00 1019,69 0.00 1000,00 1019,69

Fonte: préprio autor

0
Na Tabela 23, os valores dos lucros Pr dos geradores sem considerar o modelo
CA e o lucro Pr considerando o modelo CA sao os mesmos para os dois modelos.

Tabela 23 — Lucros dos geradores e a funcao custo de oportunidade

Modelo Binivel PNL Modelo Binivel Convexo
Barras  py Pr o Pr Pr O
($/h) ($/h) ($/h)  (8/h)
1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
2 33,48 30,13 3,35 33,48 30,13 3,35

Fonte: préprio autor

Na Tabela 24, quando considerado a rede CA o modelo convexo proposto
apresenta uma diferenga do modelo binivel PNL, mas a oportunidade mostrou o mesmo

valor.
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Tabela 24 — Custo de oportunidade, fun¢ao custo com e sem a rede CA

| Modelo Binivel PNL | Modelo Binivel Convexo
Oportunidade 3,34764 3,34764
I 2212.93716 2204.84519
I 2205.62164 2205.62164

Fonte: préprio autor

Outros testes foram realizados, por exemplo, a combinacao dos solvers SNOPT e
XPRESS, IPOPT e CPLEX, KNITRO e CPLEX, obtendo os mesmos valores dos testes
desta secao. Também ¢é utilizado o solver de otimizacao global BARON para testar a
convexidade do nivel 2 onde obteve os mesmos valores do teste desta se¢ao, mostrando

que o segundo nivel é convexo.

5.4.1.2 Modelo binivel PNL e modelo binivel convexo — 8 barras

Nesta subsecao, sao apresentados os principais resultados obtidos para o sistema
teste 8 barras, que é um sistema teste modificado do trabalho de (RAJPUT; PANDYA,
2016). Este sistema possui 3 geradores, 4 barras de cargas e 1 barra de passagem, os
coeficientes de custos de geracao a sao fixados para a barra 1 em « = 0,03, barras 2 em
a=0,04 e barrta 8 em « = 0,045, os coeficientes de custos [ estao entre os limites
minimos e maximos e sao os seguintes: a barra 1 estd entre 500 < 5 < 800, barra 2 esta
entre 500.5 < 5 < 800.5 e barra 8 estd entre 600 < 5 < 800. A barra de referéncia é a
barra 8%, as magnitudes de tensao estao fixadas no valor minimo 0,95 p.u. e valor méximo
¢ 1,05 p.u.

O modelo binivel PNL, utiliza para resolver o primeiro nivel o so/ver KNITRO e
no segundo nivel é utilizado o solver CPLEX, no modelo binivel convexo é utilizado no
primeiro nivel o so/ver XPRESS e no segundo nivel o so/ver CPLEX, esta combinagao
de solver pode ser alterada, por exemplo, utilizar o XPRESS nos dois niveis ou o CPLEX

nos dois nivel. Nos dois modelos os valores das varidaveis 6timas ficaram proximas,
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mostrando a consisténcia e a validade do modelo binivel convexo proposto, de acordo
com a Tabela 25.

Tabela 25 — Varidveis 6timas obtidas

Modelo Binivel PNL Modelo Binivel Convexo

Barras J v 50 0 \% 50

(sac) (rad)  (rad) (sac)
1 20,01 1,04 20,01 001 104  -001
2 20,00 1,01 007 -0,08 101 -0,07
3 009 099  -009  -0,13 099  -0,09
4 20,18 095 2016 015 095  -0,16
5 016 095  -015  -0,16 095  -0,15
6 20,03 1,04 20,03 002 1,03 -0,03
7 20,09 1,01 20,08 007 1,00  -0,08
8 0,00 1,05 0,00 0,00 1,05 0,00

Fonte: préprio autor

Na Tabela 26, sao utilizados os mesmos solvers usados para obter os resultados
da Tabela 25. Os valores de Pg° sdo os mesmos para os dois modelos, os valores de Pg
e Pg ficam proximos o que mostra a qualidade do modelo binivel convexo proposto.

Tabela 26 — Dados de Geragao

Modelo Binivel PNL Modelo Binivel Convexo

Barras Py Qg Pg° Pg Qg Pg°
1 180 1,07 2,00 180 1.8 2,00
2 270 2,39 3,00 270 2,39 3.00
8 250 140 2,00 250 146 2,00

Fonte: préprio autor

Na Tabela 27, os resultados apresentados sao idénticos para os dois modelos.

Tabela 27 — Coeficientes de custos e Custo Marginal

Modelo Binivel PNL Modelo Binivel Convexo

Barras o B A0 « 3 A0
(rad) (rad) ($/puh)  (rad)  (rad)  ($/pu h)
0,03 500,00 600,09 0,03 50000 600,09

2 0,04 500,50 600,09 0,04 50050 600,09

8 0,04 600,00 600,00 004 600,00 600,09

Fonte: préprio autor
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Na Tabela 28, os valores obtidos ficaram préximos para os dois modelos, apenas
na barra 8 o custo de oportunidade ficou ligeiramente diferente.

Tabela 28 — Lucros dos geradores e a fungao custo de oportunidade

Modelo Binivel PNL Modelo Binivel Convexo
Barras P Pr 0 Pr Pr 0
(s/m) G/ (s/m)  (8/1)
1 200,06 180,06 20,00 200,12 180,11 20,01
2 298,41 268,60 29,81 298,59 268,75 29,84
8 -0,00 -0,06 0,06 0,09 0,08 0,01

Fonte: préprio autor

Na Tabela 29, a funcao oportunidade ficou préximo para os dois modelos,
mostrando que o modelo convexo esta trabalhando corretamente dentro dos padroes
estabelecidos.

Tabela 29 — Custo de oportunidade, fun¢ao custo com e sem a rede CA

| Modelo Binivel PNL | Modelo Binivel Convexo
Oportunidade 49,86005 49,85412
I 3751,68502 3751,68534
I 3701,83000 3701,83000

Fonte: préprio autor

Na Tabela 30, sao apresentados testes com diversos solvers para o problema
iterativo binivel PNL utilizados no primeiro nivel e no segundo foi repetido o solver
CPLEX. Os valores obtidos sao idénticos para os solvers testados, outra observacgao é
quanto aos limites custos marginais A\°, a principio, essa varidvel é irrestrita teoricamente
e seus limites podem ser encontrados usando analise de sensibilidade. Neste trabalho sao
utilizados os resultados do modelo ndo linear para fixar os limitantes méximos A0 e
minimos \°. Este procedimento é usado no restante deste capitulo.

Tabela 30 — Custo de oportunidade, funcao com e sem rede CA modelo PNL

Oportunidade I f A0 A0
SNOPT 49,86005 3751,68503 3701,83000 600,09 600,09
IPOPT 4986005 3751,68500 3701,83000 600,09 600,09
MINOS 49,86005 3751,68502 3701,83000 600,09 600,09
KNITRO 49,86005 3751.68502 3701.83000 600,09 600,09
LGO 4986005 3751.68502 3701.83000 600,09 600,09
CONOPT 49,86005 3751.68503 3701.83000 600,09 600,09

Fonte: préprio autor
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5.4.1.3 Modelo binivel PNL e modelo binivel convexo — 14 barras

Nesta subsecao, apresentam os resultados obtidos para o sistema teste 14 barras
IEEE, o mesmo utilizado no Capitulo 4, e sao acrescentados alguns pardametros
necessarios, tais como, a poténcia ativa maxima gerada (Pmax) e poténcia ativa minima
gerada (Pmin) para os cinco geradores. Para os limites minimos e maximos de («, /3) sdo
adotados os seguintes critérios, ou seja, os valores de (a, 3) fornecidos pelo Matpower
sao fixados como limites minimos e os valores maximos ficam estabelecidos como o dobro
do valor minimo. Na Tabela 31, sao apresentados os parametros usados.

Tabela 31 — Dados do sistema de 14 barras

Gerador Pmin Pmax a o] B B
1* 0 332,4 0,0430293 0,0860586 20 40
2 0 140 0,25 0.5 20 40
3 0 100 0,01 0,02 40 80
6 0 100 0,01 0,02 40 80
8 0 100 0,01 0,02 40 80

Fonte: préoprio autor

Na Tabela 32, sao apresentadas as magnitudes de tensao, custos marginais e os
coeficientes de custos entre os modelos PNL e convexo. Neste teste, para o modelo binivel
PNL no primeiro nivel é utilizado o solver Lipschitz-continuous Global Optimizer (LGO)
e no segundo nivel é utilizado o so/ver CPLEX. Como o objetivo desta tese é apresentar
modelos convexos o LGO atende a este propésito para este teste de 14 barras. O LGO
nao ¢ um solver de otimizacao convexa, porém sua arquitetura é capaz de determinar
solugoes de alta qualidade para problemas de otimizacdo global que tém (muitas
possiveis) solugdes 6timas locais. Isto ocorre, porque o LGO faz somente hipéteses com
relacao aos limitantes e diferenciabilidade. Para o modelo binivel convexo ¢ utilizado o
CPLEX para os dois niveis. Os valores ficaram préximos entre os dois modelos, a
diferenga maior ficou em 3, nas barras 3,6 e 8. Esse fato, ¢ devido que o problema binivel

convexo é um modelo relaxado do problema binivel PNL, sendo que a medida que o
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sistema cresce aumentam-se as dificuldades de encontrar uma solucdo 6tima global com
ajustes das variaveis reativas que estejam de acordo com o modelo convexo que possui

solugao tnica.

Tabela 32 — Magnitude de tensdo, custo marginal e coeficientes de custos

Gera | Modelo Binivel PNL Modelo Binivel Convexo

dor Vi A7 Q; B Vi A7 Q; B
1* 1,05 20,06 0,04 20,00 1,060 20,06 0,04 20,00
2 1,04 20,85 0,25 20,00 1,049 20,85 0,25 20,00
3 0,99 22,63 0,01 40,79 1,017 22,63 0,01 59,94
6 1,01 21,97 0,01 4197 1,064 21,97 0,01 59,94
8 1,06 22,42 0,01 40,12 1,060 22,42 0,01 59,94

Fonte: préprio autor

Na Tabela 33, os dados de geracao para os dois modelos ficaram proximos, a
pequena diferenca entre os modelos estd no fato que o modelo binivel convexo é um
modelo relaxado que obteve uma solugao 6tima. Outra caracteristica do modelo convexo
estd no fato de utilizar as partices de McCormick, sendo que para este teste sao
utilizadas 1000 parti¢des, no segundo nivel sao utilizadas para linearizar a poténcia de
geracao b00 breakpoints e para linearizar o angulo sao utilizados 1000 breakpoints pois
o segundo nivel ¢ linearizado. A medida que o sistema cresce ¢ importante ressaltar que
para obter uma solucao 6tima ¢ desejavel, mas o processo vai tornando-se caro
comparativamente. Para obter os resultados da Tabela 32, o so/ver utilizado é LGO, o
mesmo teste foi realizado usando o KNITRO obtendo resultados semelhantes, e os

apresentados nas Tabela 33, 34 e 35 sao obtidos utilizando o KNITRO.

Tabela 33 — Dados de Geragao

Modelo Binivel PNL Modelo Binivel Convexo

Barras Py Qg Pg° Pg Qg Pg°
1 143,107 0,000 1,31 142,876 0,000 1,31

2 126,000 27,946 1,40 126,000 28,158 1,40

3 0,000 30,916 0,000 0,000 31,612 0,000
6 0,000 14,775 0,000 0,000 14,792 0,000
8 0,000 15,719 0,000 0,000 15,390 0,000

Total 269,11 89,36 - 268,88 89,95 _

Fonte: préprio autor
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Na Tabela 34, as oportunidades estao nas barras 1 e 2, entre os modelos, observa-

se que os resultados do modelo convexo apresenta um resultado um pouco diferente do

modelo PNL.

Tabela 34 — Lucros dos geradores e a fungao custo de oportunidade

Modelo Binivel PNL Modelo Binivel Convexo
Barras  py Pr 0 Pr Pr O
($/h) (3/h) ($/h) (/M)

1 0,00 -0,01 0,01 0,04 0,04 0,00
2 0,70 0,68 0,03 0,95 0,88 0,07
3 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
6 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
8 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

Fonte: préprio autor
Na Tabela 35, o modelo binivel convexo apresentam algumas diferencas do modelo
binivel PNL, essa diferenca é percebida também na funcao f* quando considera o modelo
CA da rede.

Tabela 35 — Custo de oportunidade, funcao custo com e sem a rede CA

| Modelo Binivel PNL |  Modelo Binivel Convexo
Oportunidade 0.03346 0.07306
I 54.06392 54.01761
! 54.55372 54.55372

Fonte: préprio autor

5.4.1.4 Modelo binivel PNL e modelo binivel convexo — 30 barras

Nesta subsec¢ao, sao apresentados os resultados obtidos com o sistema teste IEEE
30 barras, que é o mesmo utilizado na se¢ao 4.3.2. Os testes para o modelo iterativo
binivel PNL sado realizados com diversos solvers e sao apresentados os principais
resultados obtidos. O solver utilizado para o modelo iterativo convexo sao CPLEX,
GUROBI e XPRESS.

Na Tabela 36, sao apresentados os resultados obtidos com os testes utilizando

diversos solvers para simular o modelo iterativo binivel PNL e o modelo iterativo binivel
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convexo. Os resultados sao quase idénticos, o tempo de processamento sao satisfatorios
levando em conta que o modelo convexo utiliza as parti¢oes de McCormick.

Tabela 36 —Testes dos modelos iterativos PNL e convexo

Nivel 1 | Nivel 2 | I | / ‘ o | Proces. | MecCormick
SNOPT CPLEX 0,89267 0,73730 0,26942 0,50 s -
MINOS  CPLEX  0,89267 0,73730 0,26942 0,65 s -
KNITRO ~ CPLEX 089267  0,73730 026942 0,53 s -
IPOPT  CPLEX  0,80267 0,73730 0,26942 0.77 s -
CPLEX  CPLEX 088490 0,73730 0,27051 231s 1000
GUROBI GUROBI 0,88968 0,73730 0,27051 6,45 s 1000
XPRESS XPRESS 0.88599 0.73730 0.27051 2,71s 1000

Fonte: préprio autor

Na Tabela 37, sao apresentados os resultados de geragao total de poténcia ativa e
reativa quando considerado o modelo CA no primeiro nivel e o modelo DC no segundo
nivel para os dois modelos propostos nesta secdo. A primeira consideragao a ser feita é
que os solvers de otimizacao local apresentam resultados idénticos entre eles para o
modelo iterativo binivel PNL, sendo esses resultados sao 6timos locais de boa qualidade.
Para o modelo iterativo convexo os resultados ficaram proximos para a geracao de
poténcia ativa, mas a reativa apresenta resultados diferentes dos sofvers de otimizacao
local e diverge entre os solvers de otimizacao global. Uma consideracao a ser feita é que
para todos os testes sao utilizadas as configuragoes “padrao” dos solvers. Para os modelos
convexos esse fato é afetado devido as diferentes heuristicas utilizadas internamente nos
solvers. Na subsecao 4.3.2 foi apresentado os resultados do sistema teste de 30 barras,
que sao os mesmos envelopes utilizados nesta se¢ao, sendo que nesta secao para o modelo
cobnico nao é utilizado no processo iterativo que melhore os limitantes de (¢, s), Desta
forma, pode-se afirmar que o 6timo global encontrado nesta se¢ao é o 6timo para a

relaxacao proposta.
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Tabela 37 — Geragao total considerando o modelo CA e o modelo DC

Nivel1l | Nivel2 | POMW) | Qovar) | Pg°
SNOPT  CPLEX 195,90 98,51 203
MINOS ~ CPLEX 19590 98,51 203
KNITRO ~ CPLEX 195,90 98,51 203
IPOPT  CPLEX 19590 98,51 203
CPLEX  CPLEX 19546 121,52 203
GUROBI  GUROBI 195,73 146,63 203
XPRESS  XPRESS 19552 141,37 203

Fonte: préprio autor

5.4.2 Problema de otimizag¢ado univel

Nesta subsecao, sao apresentados os testes e resultados do problema de otimizacao
univel. O modelo iterativo convexo apresentado na secao 5.4.1, como um problema de
competicao ¢ apresentado em apenas um nivel, sendo que a vantagem desta técnica em
comparacao ao problema de otimizacao binivel estd no fato que agora os competidores,
neste caso, os geradores e o mercado comprador nao precisam esconder suas apostas
(ofertas), as oportunidades ocorrem baseadas na necessidade do mercado e nas ofertas.

O modelo deixa de ser iterativo para ser resolvido uma tnica vez, da seguinte
forma, o segundo nivel é resolvido via dualidade forte e incorporado ao primeiro nivel
como uma nova restri¢ao. Devido a esse acoplamento com a nova restri¢gao os parametros
(A%, Pg®) que no modelo binivel sdao fornecidos pelo nivel inferior ao nivel superior agora
sdo varidveis bilineares no modelo univel, ou seja A\’ Pg°. Este fato, traz uma dificuldade
adicional ao problema, porque o FPO e as varidveis bilineares sao NP-hard, e a
dificuldade é aumentada devido ao fato que manter a dualidade forte é uma tarefa
desafiadora.

O modelo de otimizacao univel é apresentado de duas maneiras, a primeira
consiste em usar a teoria da dualidade como uma nova restricao, teoricamente, esta nova
restricado deve ser totalmente convexa. Antes para fins de comparacoes entre o modelo é

apresentado um modelo univel totalmente PNL e nao convexo, onde ¢é utilizado o joint
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do APENDICE 1. O segundo modelo apresentado totalmente convexo. Para isso é
utilizada a formulagao cOnica apresentada no capitulo 4, bem como sao utilizados os
envelopes de McCormick. Para uma melhor compreensao deste trabalho do modelo univel
convexo considere inicialmente equacdo (120) que aparece no APENDICE 1 e é

reapresentada a seguir:

Bilinear Nao Linear

Convexo Convexo

|
| | )
\
1 _ , _
Z 5(040in?2 + By Pgi) — E <Pdﬂz‘ + Pg)MerR, — Pgd™M s, + E :Afgby,i)

1€Qp 1€Qp yey
O0Max~+ 0Mazx N 0 35 _
+ > ( oMarg s fOMaT L 4 608 — 0B+ Y Az’jwyl,i) =0
ijeQy Y1€Y7
L J
|
Linear
Convexo

Duas consideracoes importantes sobre a mnova restricao do problema univel
proposto, a primeira esta no fato que o uso da dualidade forte possibilita o problema
binivel ser apresentado como univel, mas manter essa dualidade forte ¢ uma tarefa
desafiadora. Outro fato é que agora o modelo primal DC que foi utilizado no problema
de otimizacao binivel na secao 5.4.1 apresenta variaveis bilineares, devido a dualidade
forte utilizada. Ou seja, agora nesta se¢ao («, ) tornam-se varidveis. Por esse motivo, a
partir de agora sao estabelecidos limites para as variaveis («, [3), os limites sdo arbitrados,
podendo ser utilizado outros. Neste trabalho, os limites sao fixados da seguinte maneira,
a<a<ae B Bemquea=2xce f= 2. Uma consideracao a ser feita sobre
os limites minimos e maximos é que eles representam os precos que o operador esta
disposto a pagar, mas poderiam ser outros, em todos os testes foi adotado esse padrao.
Para contornar o problema com variaveis bilineares que aparecem no modelo foi utilizado

os envelopes de McCormick proposto por (CASTRO, 2015).
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Outra dificuldade a ser destacada ¢ o custo marginal (multiplicador de
Lagrange) A,, que teoricamente é uma varidvel irrestrita, mas A, apresenta alta
sensibilidade. Uma possibilidade seria o uso de andlise de sensibilidade associado as
restrigoes de igualdade, neste trabalho utilizam-se os resultados obtidos na secao 5.4.1
das varidveis \? para fixd-las como pardmetros em seus valores maximos e minimos,

L? <N < /\_?. Escolhas improprias destes multiplicadores podem levar a infactibilidade

do problema ou a resultados incorretos. Para os testes nas proximas sec¢oes sao utilizados

0s mesmos sistemas testes propostos na secao 5.4.1.

5.4.2.1 Modelo univel PNL e modelo univel convexo — 2 barras

Na Tabela 38, sao apresentados os primeiros resultados para os testes com o
sistema de duas barras. Apesar da solugao modelo com este sistema ser aparentemente
simples alguns so/vers considerados bons tiveram dificuldades em resolver o modelo univel
PNL, devido a sua complexidade e ser apresentado como um modelo totalmente nao
linear e nao convexo. Os testes com duas barras para o modelo univel PNL foram
infactiveis com os solvers IPOPT, MINOS, SNOPT e CONOPT. O modelo PNL ¢é
resolvido usando o KNITRO e para o modelo convexo utiliza-se o CPLEX. Os valores
obtidos dos modelos estao préximos a maior diferenca estd no valor do angulo ¢,
comparando também os resultados do modelo iterativo binivel da Tabela 20 com a Tabela
38, observa-se que os resultados ficaram proximos.

Tabela 38 — Varidveis 6timas obtidas

Modelo Univel PNL Modelo Univel Convexo
Barras 0 Vv 50 ) v 59
(rad) (rad) (rad) (rad)
1 0,00 1,01 0,00 0,00 1,03 0,00
2 -0,13 0,99 -0,10 -0,34 0,97 -0,10

Fonte: préprio autor

Na Tabela 39, a diferenca maior ficou no (g entre os dois modelos, o resultado

do modelo univel convexo esta mais proximo dos resultados dos modelos iterativos. Uma
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consideracao a ser feita até aqui, é o fato que entre os quatro modelos propostos o que
apresentou maior grau de incerteza e pouca confiabilidade é o modelo univel PNL.

Tabela 39 — Dados de Geragao

Modelo Univel PNL Modelo Univel Convexo

Barras Pg Qg Pg° Py Qg Pg°
1 068  -0,16 0,51 079 058 0,51
2 153 085 1,70 153 123 1,70

Fonte: préprio autor

Na Tabela 40, os coeficientes de custos apresentaram resultados quase idénticos.

Tabela 40 — Coeficientes de custos e custo marginal

Modelo Univel PNL Modelo Univel Convexo

Barras o B A0 « 3 A0
(rad) (rad) ($/puh)  (rad)  (rad)  ($/pu h)

1 0.00 1000,00 1000,00 0.00 1000,00 1000,00

2 0.00 1000,00 1020,31 0.00 1000,00 1019,10

Fonte: préprio autor

Na Tabela 41, os resultados obtidos entre os dois modelos mostraram pequenas
diferencas, mas o resultado do modelo iterativo convexo foi mais préximo do modelo
univel convexo.

Tabela 41 — Lucros dos geradores e a funcao custo de oportunidade

Modelo Univel PNL Modelo Univel Convexo

Barras  pr Pr o Pr Pr o
($/m) /M) ($/n) (/D)
1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
2 34,54 31,08 3,45 32,46 2921 3,25

Fonte: préprio autor

Na Tabela 42, sao apresentadas as funcgoes de oportunidade em que o modelo
convexo apresenta melhor precisao. Uma pequena observacao para mostrar como este
modelo com apenas duas barras torna-se trabalhoso. Os parametros utilizados sao

apresentados a seguir:

Parametros Numeros maximos
Parti¢coes de McCormick 500

Linearizacao da poténcia do gerador 400

Linearizacao da barra angulo 1000
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Tabela 42 — Custo de oportunidade, fun¢ao custo com e sem a rede CA

| Modelo Univel PNL | Modelo Univel Convexo
Oportunidade 3,45427 3,25874141
I 2209.19555 2321.38947
I 2205.6 2205.07064

Fonte: préprio autor

5.4.2.2 Modelo univel PNL e modelo univel convexo — 8 barras

Os principais resultados obtidos para o sistema teste de 8 barras, sao apresentados
a seguir, em que o sistema teste utilizado ¢ o mesmo da subsecao 5.4.1.2 para o problema
iterativo binivel. Na Tabela 43 e Tabela 44, sdo apresentados os principais resultados
para o modelo univel PNL o so/ver utilizado ¢ o KNITRO onde o tempo de processamento
¢ de 2,26s. Na Tabelas 45 e 46 sao apresentados os principais resultados do modelo univel
convexo, o solver utilizado é o GUROBI com tempo de processamento de 3,71s e com
gap = 0,001%.

Na Tabela 43, sao apresentadas as variaveis 6timas do problema univel PNL. Os
valores sao coerentes com os resultados dos modelos iterativos biniveis e com a Tabela
45 do modelo univel convexo.

Tabela 43 — Varidveis 6timas — modelo PNL

Barras 6 \4 Pg Qg Pg° 9°

(rad) (rad)
1 -0,01 1,04 1,80 1,16 2,00 -0,01
2 -0,09 1,01 2,70 2,38 3,00 -0,07
3 -0,09 0,99 0,00 0,00 0,00 -0,09
4 -0,18 0,95 0,00 0,00 0,00 -0,16
5 -0,16 0,95 0,00 0,00 0,00 -0,15
6 -0,03 1,03 0,00 0,00 0,00 -0,03
7 -0,09 1,01 0,00 0,00 0,00 -0,08
8 0,00 1,05 2,50 1,32 2,00 0,00

Fonte: préprio autor
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Na Tabela 44, apresentam-se resultados para o modelo univel PNL que se

demonstram coerentes, nao ficando distantes dos modelos iterativos biniveis, bem como

do modelo univel convexo da Tabela 46.

Tabela 44 — Custos de oportunidades e pregos marginais

o

Barras o B A0 Pr Pr o
(rad) — (rad) — (S/pu g/ (3/1)
h)
1 0,030 500,000 600,176 200,167 180,268 19,899
2 0,040 500,500 600,176 298,736 268,979 29,757
3 0,000 0,000 600,176 0,000 0,000 0,000
4 0,000 0,000 600,176 0,000 0,000 0,000
5 0,000 0,000 600,176 0,000 0,000 0,000
6 0,000 0,000 600,176 0,000 0,000 0,000
7 0,000 0,000 600,176 0,000 0,000 0,000
8 0,045 600,000 600,176  -0,001 0,299 -0,300

Fonte: préprio autor

Na Tabela 45, sao apresentados os principais resultados do modelo univel convexo,

como o modelo ¢é totalmente convexo os resultados sao satisfatérios para este teste.

Tabela 45 — Variaveis 6timas — modelo convexo

Barras 6 \4 Pg Qg Pg° 9°

(rad) (rad)
1 -0,06 1,04 1,80 1,22 2,00 -0,01
2 -0,32 1,01 2,70 2,40 3,00 -0,07
3 -0,33 0,99 0,00 0,00 0,00 -0,09
4 -0,53 0,95 0,00 0,00 0,00 -0,16
5 -0,54 0,95 0,00 0,00 0,00 -0,15
6 -0,07 1,03 0,00 0,00 0,00 -0,03
7 -0,21 1,01 0,00 0,00 0,00 -0,08
8 0,00 1,05 2,50 1,76 2,00 0,00

Fonte: préprio autor

Na Tabela 46, os custos de oportunidade do modelo convexo fiaram préximos para

os modelos iterativos biniveis e o modelo univel PNL. As diferencas sdo bem pequenas,

mas considerando que sistemas reais os nimeros de geradores sao muito maiores, e a

quantidade de poténcia ativa necessaria para manter o sistema funcionando é alta,

conseguir calculos precisos de custo de oportunidade pode significar lucros bem

expressivos. Pelo menos, em tese, o modelo convexo garante o 6timo global, possibilitando
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melhores escolhas. Mas, alguns esforcos de implementagoes sdo necessarios, veja que para

este modelo convexo foram necessarias 1000 parti¢coes de McCormick, 400 linearizagoes

da poténcia dos geradores e 1000 linearizagoes das barras angulos.

Tabela 46 — Custos de oportunidades e precos marginais

Barras «a B A0 DPr pr o
(/b)) (g/n) (/D)

1 0,03 500,00 600,09 200,12 180,11 20,01
2 0,04 50050 600,09 29859 268,75 2984
3 0,00 000 60009 0,00 0,00 0,00
1 0,00 000 60009 0,00 000 0,00
5 0,00 000 60009 0,00 0,00 0,00
6 0,00 000 60009 0,00 000 0,00
7 0,00 000 60009 0,00 0,00 0,00
8 0,04 60000 60009 0,09 0,09 001

Fonte: préprio autor

Na Tabela 47, sao comparados alguns resultados dos quatro modelos propostos, e

os resultados obtidos até aqui sdo satisfatérios. Os valores de A} ficaram fixos para cada

um dos testes:

Tabela 47 — Comparando os quatro modelos propostos

Modelos O I f A° A0
Binivel ndo convexo 49,86005 3751,68502 3701,83000 600,09 600,09
Binivel convexo 49,85412 3751,68534 3701,83000 600,09 600,09
Univel ndo convexo 49,35673 3751,68502 3702,06523 600,17 600,17
Univel convexo 49,35673 3751,68503 3701,83000 600,09 600,09

Fonte: préprio autor

5.4.2.3 Modelo univel PNL e modelo univel convexo — 14 barras

Na Tabela 48, sao apresentados os principais resultados obtidos para o sistema

testes IEEE 14 barras, onde os dados dos parametros sao os mesmos da subsecao 4.3.1.

Como ressaltados anteriormente nesta se¢ao, o modelo univel PNL é o menos eficiente e

confiavel, o custo de oportunidade ficou diferente do modelo univel convexo e dos testes

com os modelos iterativos biniveis. O modelo univel PNL é apresentado apenas para
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compara-lo com o modelo univel convexo. Uma observacao a fazer até este ponto do
trabalho é que os valores do modelo univel convexo que usa dualidade forte, ficam sempre
bem préximos do modelo iterativo PNL, como proposto por Almeida e Senna (2011).
Uma hipotese que pode ser levantada ¢ que o modelo univel convexo ¢ o melhor entre os
quatro modelos propostos, pois, mesmo sendo convexo o modelo iterativo teoricamente é
dificil algumas garantir o 6timo local. Na Tabela 48, o solver de otimizagdo global
XPRESS ¢ utilizado, sendo que, o valor da oportunidade fica proximo dos valores
apresentados na se¢do 5.4.1.3 para o sistema de 14 barras.

Tabela 48 — Testes dos modelos univel PNL e univel convexo

Modelo | Nivell | f [ f ] 0
PNL SNOPT 5437264 5444155  -0.312
PNL MINOS 5441766  54.44155  -0.312
PNL KNITRO 5441763  54.44165  -0.312
PNL IPOPT 5441765  54.44018  -0.317

CONVEXO  XPRESS 54.12169 94.29195 0,0367474

Fonte: préprio autor

Na Tabela 49, sao reapresentados dados da Tabela 34 secao 5.4.1.3 para fins de
comparagoes com os modelos univel PNL e o modelo univel convexo. O modelo univel
PNL neste caso é testado com solver IPOPT, e para o modelo univel convexo é utilizado
o solver XPRESS. Os dois modelos convexos apresentam resultados satisfatorios. Mesmo

para um sistema pequeno problemas de competicoes binivel é uma tarefa um tanto

desafiadora.
Tabela 49 — Lucros dos geradores e a fungao custo de oportunidade
Modelo Binivel PNL Modelo Binivel Modelo Univel PNL Modelo Univel
Convexo Convexo

P Pr o p P o p Pr 0 P Pr 0
1 000 -001 001 004 004 000 -00l 0109 -011 004 004 0,00
2 0,70 068 003 095 08 007 063 087 -0204 0,60 056 0,04
3 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 -0,01 0,00 -0,01 0,00 0,00 0,00
6 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 -0,01 0,00 -0,01 0,00 0,00 0,00
8 0,00 000 000 000 000 000 -00l 000 -001 0,00 0,00 000

Fonte: proprio autor

Na Tabela 50, sdo apresentados os custos marginais A} e poténcia gerada marginal

Pg?. No modelo iterativo, Ay, Pg? sdo parametros gerados no segundo nivel e enviados
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para o primeiro nivel. No modelo univel, esses parametros tornam-se variaveis com uso
da dualidade forte. Para o modelo univel PNL sao apresentados os testes realizados com
os solvers de otimalidade local IPOPT, KNITRO e MINOS, para o modelo univel convexo
¢ o utilizado o solver XPRESS. Os resultados estao dentro de tolerancias aceitaveis.

Tabela 50 — Custo marginal e poténcia gerada marginal

IPOPT KNITRO MINOS XPRESS

XN | P XN | P N XN | P
20,107 1,66 20,107 165 20,107 165 20,06 130
20822 105 20,818 106 2082 1,06 20,60 140
22703 0,00 22699 000 22701 000 2248 0,00
21,868 000 21,863 000 21,865 000 21,69 0,00
22221 000 22216 000 22218 000 2203 0,00

Fonte: préprio autor

o O W N =

5.4.2.4 Modelo univel PNL e modelo univel convexo — 30 barras

Os principais resultados obtidos usando os modelos univel PNL e convexo, sao
apresentados e o sistema utilizado nesta secao ¢ o IEEE 30 barras, o mesmo utilizado
nos testes do modelo conico proposto na subsecao 4.3.2, com o mesmo numero de
geradores, mesmas cargas, ou seja os dados sao idénticos. Para o modelo de 30 barras o
modelo univel convexo apresenta resultados satisfatérios mostrando a consisténcia do
modelo proposto convexo. Para o modelo univel PNL ¢é utilizado o so/ver SNOPT e o
modelo univel convexo utiliza o so/ver XPRESS.

Na Tabela 51, sao apresentados o lucro Pr de geracao considerando a rede CA e

o lucro Igr quando é considerado apenas o despacho de poténcia ativa, ou seja o modelo
DC, onde O representa a oportunidade de cada gerador. A oportunidade total do modelo
univel PNL e modelo univel convexo, considera-se que o PNL é um modelo totalmente
nao linear e nao convexo. O modelo univel convexo apresenta resultados proximos ao dos

modelos biniveis para 30 barras.



Tabela 51 — Lucros dos geradores e a fungao custo de oportunidade

Modelo Univel PNL

Modelo Univel Convexo

o

o

B \ Pr \ 19) B \ Pr 19)
1 0,000 0,000 0000  -0,00 0,00 -0,00
2 0,001 0,000 -0,001  -0,00  -0,00 0,00
5 2259 2,037 0,222 2,28 2,05 0,23
8 0,000 0,000 0,000 0,00 0,00 0,00
11 0,000 0,000 0,000 0,00 0,00 0,00
13 0,373 0336 0,037 0,37 0,34 0,04
Total — - 0,258 — — 0,264

Fonte: préprio autor
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Na Tabela 52, sdo apresentados os coeficientes de custos («, 3) e o custo marginal

A% em cada barra, uma observacio a fazer sobre estes valores estd no seguinte fato, no

problema binivel esses valores sao parametros trocados entre os niveis, ja para o problema

univel esses pardmetros tornam-se variaveis, devido a dualidade forte utilizada. O valor

que apresenta diferenca significativa é \°, esse valor é o custo marginal que influencia

significativamente o custo de oportunidade.

Tabela 52 — Coeficientes de custos e custo marginal

Modelo Univel PNL

Modelo Univel Convexo

a ‘ J¢] ‘ A0 a ‘ J¢] | A0
1 2,68 2,68 2,68 2,68 2,68 1,76
2 1,75 1,75 1,75 1,75 1,75 1,75
5 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,63
8 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,82
11 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,81
13 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,76

Fonte: préprio autor

Na Tabela 53, sao apresentados os dados de geracao de poténcia ativa e reativa

bem com as magnitudes de tensao e angulo em cada. A geracao de poténcia reativa é o

dado que apresenta maior diferenca. Esse fato, é importante destacar, devido que essa

componente afeta diretamente o custo de oportunidade. O modelo convexo univel

apresenta valores préximos ao problema binivel.
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Tabela 53 — Dados de geracao

Modelo Univel PNL Modelo Univel Convexo
Tensao | Angulo | P(MW) | Q(MVAr) | Tensio | Angulo | P(MW) | Q(MVAr)
p.u. grau p.u. grau
1 1,050 0,000 0,000 53,677 1,023 0,000* 0,062 24,401
2 1,030 0,808 25,624  -13,906 1,021 -2,113 28,716 56,551
5 1,044 6,181 126,000 0,000 1,019 2,609 126,00 0,000
8 0,990  -1,525 0,000 0,000 0,952 2,699 0,000 0,000
11 1,037 -3,354 0,000 0,000 0,979  -4,400 0,000 0,000
13 1,053 1,177 45,000 4,153 1,044 -1,195 45,000 55,370

Fonte: préprio autor

Na Tabela 54, sao apresentados os valores quando considera a rede CA f* e quando nao
considera f e o custo de oportunidade total O. A oportunidade apresenta valores
proximos aos modelos biniveis, ja os valores de f* e f apresentam valores diferentes.

Tabela 54 — Custo de oportunidade total e funcdo com e sem a rede CA

Nvell | | f | O
SNOPT 090533 064228  0,264391
XPRESS 096126 063784 0264391

Fonte: préprio autor
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6 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

6.1 CONCLUSOES

Neste trabalho, é proposta a resolucdo do problema de FPO para redes malhadas
como um modelo convexo. Como o problema de FPO é um problema nao linear e nao
convexo classificado como NP-hard, aborda-lo como um modelo convexo é desejavel, pois
permite a utilizacao de so/vers de otimalidade global, afim de obter o 6timo global. O
que torna o FPO um problema de dificil solucao sao as equagoes de balanco de poténcia
que apresentam algumas caracteristicas especiais, tais como, a presenca de senos e
cossenos em sua estrutura, o produto de magnitude de tensodes que sao termos bilineares
e a presenca de duas restricoes de igualdade. Quando se trabalha com problema de
otimizagdo convexa a restricdo de igualdade somente é permitida quando a fungao é
linear.

No problema de FPO apresentado de forma equivalente, como um problema
conico de segunda ordem, elimina-se de forma satisfatéria boa parte dos obstaculos que
tornam o FPO NP-hard. Como uma penalidade de usar o modelo equivalente conico,
surge uma nova restricdo de igualdade com termo trigonométrico. Esse problema é
contornado utilizando o conceito de envelopes, em que, o termo nao linear e nao convexo
¢ aproximado por quatro planos no espaco. Assim, o modelo proposto é resolvido
utilizando solvers comerciais com resultados satisfatorios para os sistemas testes da
literatura, neste caso, IEEE 14,30, 57 e 118 barras.

A nao convexidade do problema de FPO removida do modelo torna possivel
utiliza-lo em diversos problemas do sistema elétrico de poténcia. A opcao deste trabalho
em utilizar o modelo convexo de FPO proposto em um problema de competi¢ao binivel

se justifica, pois, problemas deste tipo também sao NP-hard. Quando o problema
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proposto binivel é um modelo convexo os resultados obtidos sdo confiaveis devido ao fato
de atender todas as condi¢cdes matematicas necessarias e suficientes KKT.

Os resultados obtidos com os sistemas testes de 2, 8, 14 e 30 barras da literatura
para os quatro modelos propostos para o problema de competicao via programagao
binivel no despacho de poténcia ativa e reativa sao satisfatérios mesmo que os sistemas
testes sejam ainda pequenos. A justificativa se da pelo fato que, este trabalho lidou com
trés problemas NP-hard, a saber, FPO — CA, programacao binivel e variaveis bilineares.
O problema univel convexo junta-se as trés dificuldades NP-hard e adiciona mais uma
com o conceito matematico de dualidade forte, tornando-o um problema complexo em

que é resolvido obtendo resultados satisfatérios.

6.2 TRABALHOS FUTUROS.

Os trabalhos realizados até este momento e os resultados obtidos sao satisfatorios,
mas outros temas podem ser incorporados ao FPO — CA convexo proposto nesta tese.
Como, por exemplo, em problemas de restauracao onde o modelo geralmente é proposto
como radial, mas em redes de distribuicdo modernas o modelo é fracamente malhado,
podendo entao ser utilizado o FPO — CA convexo, devido ao fato de aumentar a
confiabilidade do sistema (CHEN et al., 2004).

Propor o modelo de FPO convexo de forma mais completa e realista, ou seja,
considerar as curvas de capabilidade térmica dos diferentes tipos de geradores. Adaptar
e utilizar o modelo convexo para simulacao de sistemas de sistemas elétricos reais de
grande porte. Como recentes pesquisas propoem problemas de restauragao étima de redes
de transmissao CA, e desta forma desenvolver modelos convexos para reduzir os custos
operacionais (KOCUK; DEY; SUN, 2017).

Problemas de planejamento na expansao da rede transmissao elétrica onde a

solugao é usada para guiar investimentos em equipamentos de transmissoes requer
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resultados de boa qualidade. Uma abordagem é encontrar uma solucao 6tima global, e

comparar o modelo convexo proposto nesta tese com trabalhos recentes usando branch-

and-bound como uma abordagem semidefinida com em (GHADDAR; JABR, 2018).
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APENDICE 1

Neste apéndice, sao apresentadas as formula¢ées dos modelos matematicos primal
e dual do despacho econémico de poténcia ativa. As equagoes de (117)—(118) e (121)-
(140) é a formulacao primal completa da equagdo (103) apresentada no capitulo 5. As
equagoes (119), (141)—(155) representam o modelo dual da equagao (103) apresentada no
capitulo 5. A equagao (120) representa a relagao primal igual a dual da func¢ao objetivo,
condi¢do necessaria para garantir o uso da dualidade forte e apresentar o problema de
despacho 6timo de poténcia ativa e reativa apresentado no capitulo 5 como um problema

de competicao via programagcao binivel em apenas um nivel.

1
m g ~ o Pg%% + 8., Pq°
Pg?,Pg?lzn ST g GoitYi BoiLg; (117)

P 502 AS S -
Ay,ir 0358y, m"sw";

1 1
P = 3 (f+grh)+ 3 (Mi=grh) =Pdo VieQm (19

ijeQy Jiefdy,

Modelo matematico Dual do Despacho Economico
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89 — 89 < 89, Vij € Q.1 By (139)

—0) + 09 gQ,VijeQL:@ (140)

T+ 0, + R — K, =B, , Vi€ Qg Pg? (141)

b; = %am,w € Qp: Pg? (142)

—7; 47+ Ny Ly — Ly € Qi fY (143)
11 1. 1

i .0 144
35 +nw+2 Lyt oLy €0,45 € Qpiry, (144)

[\



150

S (+Bihy + 0+ By — By) +
gedL (145)
- Z B\ — 05— B+ B) =0,Yi € Qp [ i+ slack: )

JieQdy,

aOZ+Z +Bzy 2]+U +B 6 )+
vt (146)
+ Z B\ —05— B+ B)=0,Yi€Qp | i=slack:5}

JieQdy,

—mP b =0+ B~ =0, Vi€Qpy 1. Y:AY, (147)
—G i+ 7y = 0,Yij € Q677 (148)

—m T — T W, — Wy = 0,Vij € QpLy €1 YA L (149)
€ — 01— U;; = 0,Vij € Qp:6) (150)

gij + Jij - UZ] = 07 \V/Z] € QLZ 6;3 (151)

Rk < 0,Vi € Qp (152)

Tijs Lij» Uijs Vigs By By < 0,Vij € Qy (153)
B, 0Py SO,Vi€Qp VyeY (154)
Wyt Wyr,i5 < 0,Vij € Qp,y €Y (155)



