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Resumo

Neste trabalho é feito um estudo aprofundado da estabilidade de sistemas alternantes,
principalmente via teoria de Lie. Inicialmente sao apresentados os principais conceitos bésicos
da algebra de Lie, necessarios para o estudo dos critérios de estabilidade dos sistemas alter-
nantes. Depois sao discutidos critérios de estabilidade para sistemas alternantes. E feita a
exposicao da demonstragao de que para todo sistema linear da forma & = A,z p=1,2,..., N,
com as matrizes A, assintéticamente estaveis e comutativas duas a duas, existe uma funcao
de Lyapunov quadratica comum. Uma condicao suficiente para estabilidade assintética de um
sistema linear alternante é apresentada em termos da algebra de Lie gerada por uma familia
infinita de matrizes. A saber, se esta algebra de Lie é solivel, entao o sistema alternante
é estavel para uma mudanca arbitraria de sinal. Em seguida sao estudadas condi¢oes mais
fracas. Supondo que a algebra de Lie nao é soltivel, mas é decomponivel na soma de um ideal
solivel e uma subalgebra com grupo de Lie compacto, entao o sistema alternante é globalmente
exponencialmente uniformemente estavel. Entretanto, se o grupo de Lie nao for compacto,
verifica-se que é possivel gerar uma familia finita de matrizes estaveis tais que o correspon-
dente sistema linear alternante nao é estavel. Finalmente, os resultados correspondentes de

estabilidade local para sistemas alternantes nao lineares sao apresentados.

Palavras-chave: Sistema Alternante, Estabilidade Assintdtica, Algebra de Lie.
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Abstract

In this work it is undertaken a deep study of stability for switched systems, mainly
via Lie algebraic Theory. At first, the basic concepts and results from Lie algebra necessary
for the study of stability of switched systems are presented. Criteria for stability are discussed.
It is also done an exposition of the proof that all linear systems @ = A,z, p = 1,2, ..., N, with
stable and pairwisely commutative matrices A,, have common quadratic Lyapounov functions.
A sufficient condition for asymptotic stability of switched linear systems is presented in term
of the Lie algebra generated by a family infinite matrices. That is, if this Lie algebra is
solvable, then the switched systems are stable for an arbitrary change of sinal. Next weaker
conditions are studied. If the Lie algebra is decomposable into two subalgebras in which one
is a solvable ideal and the other has a compact Lie group, then the switched systems are
globally exponentially uniformly stable. However, if the Lie group is not compact, it is also
possible to generate a finite family of stable matrices such that the corresponding switched
linear systems are not stable. Finally, corresponding local stability results are presented for

nonlinear systems.

Keywords: Switched System, Asymptotic stability, Lie Algebra.
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Introducao

Nos ultimos anos, o campo de acao da Teoria de Controle estd sendo ampliado para
incluir sistemas de controles alternantes. Tais sistemas surgem, por exemplo, quando dife-
rentes controles sao aplicados em torno de um dado processo de feedback, ou quando um
dado processo exibir uma alternancia de comportamento provocada pela busca de mudancas
em um determinado ambiente.

Um sistema alternante pode ser descrito por uma familia de subsistemas de tempo
continuo e uma regra que organiza a mudanca entre eles. Uma das primeiras questoes a ser
resolvida neste contexto é a da estabilidade do sistema total. Portanto, o objetivo principal
nesse trabalho é fazer um estudo sobre a estabilidade de um sistema alternante via dlgebra de
Lie.

Considere o problema
T = A,x (1)

onde o : [0,00) — P é uma fun¢do constante por partes e P é um conjunto de indices.
Souponha que esta funcao tenha uma quantidade finita de descontinuidades em intervalos
finitos de tempo.

No estudo de estabilidade é natural perguntar sob que condigoes existe uma fungao
de Lyapunov comum para uma familia de subsistemas. Em 1994, Narendra e Balaklishnan
demonstraram no artigo [16] que se as matrizes A,, p € {1,2,..., N} sao Hurwtz e comutativas
por par entao elas admitem uma funcao de Lyapunov comum para todo sistema linear da forma
T = Ay

Uma conexao entre estabilidade assintética de um sistema linear alternante e as pro-
priedades da correspondente algebra de Lie foi discutida explicitamente primeiro por Gurvitz

no artigo [8], em 1995. Este artigo é concernente com o equivalente problema de tempo
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discreto da equagao (1) que tem a forma
.1'(/{ + 1) = Ag(k)x(k) (2)

onde o é uma funcao de inteiros nao negativos de um conjunto finito de indices P. Gurvitz
conjecturou que se a dlgebra de Lie {A,;p € P}ra ¢é nilpotente entdo a equagdo (2) é
assintoticamente estavel para qualquer mudanca de sinal o. Ele usou a formula de Baker-
Campbell-Hausdorff para provar esta conjectura no caso particular onde P = {1,2}, as ma-
trizes A; e Ay sao nao singulares, e esses colchetes de Lie de terceira ordem se anulam:
[A1, [A1, Ao]] = [A2, [A1, A5]] = 0.

Em 1998, Liberzon, Hespanha e Morse no artigo [12] conseguiram via &lgebra de Lie
uma condicao suficiente para estabilidade assintética de um sistema que é alternante entre
os membros de uma familia fixada de subsistemas lineares asintéticamente estaveis. Eles
demonstraram, provando a existéncia de uma funcao de Lyapunov quadratica comum para
esta familia, que um tal sistema é globalmente uniformemente exponencialmente estavel sob
arbitraria mudanca se a algebra de Lie associada é soluvel. Eles também apresentaram uma
condicao suficiente para a estabilidade assintotica local de um sistema nao linear alternante
em termos da algebra de Lie gerada pela linearizacao da familia & f,(z), p € P.

Em 1999, Agrachev e Liberzon no artigo [1] apresentaram a continuagao da linha de
trabalho iniciada nas referencia acima citadas. O Teorema mais importante apresentados por
eles neste artigo ¢ uma extensao direta do Teorema (2.3) enunciado e demostrado em [12]. Este
resultado afirma que o sistema linear alternante ainda tem estabilidade exponencial para uma
arbitraria mudanca se a dlgebra de Lie g é uma soma semidireta de um ideal soltvel e uma
subdlgebra com grupo de Lie compacto, o que foi acrecentado para dizer que todas as matrizes
desta segunda subalgebra tem autovalores imaginarios puros. Eles também estabeleceram um
resultado correspondente de estabilidade para o sistemas alternantes nao lineares. A grande
vantagem do critério de estabilidade via algebra de Lie é que ele nao depende de uma particular
escolha de coordenadas. Além disso, eles mostraram que a condi¢ao acima é em algum sentido
um critério forte para estabilidade que pode ser dado em nivel de dlgebra de Lie. A grosso
modo, eles mostraram que se a algebra de Lie nao satisfaz esta condicao entao ela deve ser
gerada por uma familia de matrizes estaveis com a propriedade de que o correspondente
sistema linear alternante nao estavel.

Recentemente em [3] , Camlibel e Shumacher propuzeram dois problemas que procu-

ram generalizar os resultados de estabilidade para sistemas alternantes levando em consi-
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deracao apenas a positividade no cone de interesse.

Considere o sistema da forma
t=A,x para Cyx>0 ,pe{l,2} (3)
onde os cones C, = {x : C,x > 0} ndo sao necessariamente o espago todo e suponha que:
i) existe uma funcao f tal que (3) pode ser descrito por & = f(x) para todo z € C; UCy; e

i1) para cada estado inicial xg € C;UC, existe uma tinica solu¢ao no sentido de Caratheodory,
isto é,

w(t) =z + /0 Fla(r))dr.

Uma forma de estudar a estabilidade do sistema (3) é simplesmente utilizar o Teorema A.2
(veja apéndice A.5). Entretanto, o referido teorema requer que a funcdo de Lyapunov seja
definida positiva enquanto que somente a positividade num cone ¢é suficiente. Os problemas
propostos por Camlibel e Shumacher, que serao apresentados a seguir, procuram eliminar este

inconveniente.

Problema 1. Sejam A uma matriz quadrada e C = {x : Cx > 0} um cone. Determinar
condicoes necessdrias e suficientes para a existéncia de uma matriz simétrica P tal que P > 0

e ATP+ PA<0.

Usa-se as notagoes P = 0 e (P > 0), respectivamente para copositividade e coposi-
tividade estrita (veja Apendice Ab).

Uma condicao necessaria imediata para a existéncia de uma tal matriz P é que a
matriz A nao deve ter autovetores correspondentes aos autovalores positivos no cone C'

Resolvido este problema, seria interessante generaliza-lo.

Problema 2. Sejam Ay e Ay matrizes quadradas e C, = {x : Cpx > 0}, para p = 1,2, cones.
Determinar condig¢oes suficientes para a existéncia de uma matriz simétrica P tal que P >~ 0

e ATP+PA <0 parap=1,2.

A motivagao para a realizacao desta dissertacao foram os dois problemas apresentados
acima. Embora nao tenha sido possivel resolvé-los neste momento, foi feito um estudo das
ferramentas julgadas essenciais para uma possivel solu¢ao dos mesmos. Assim, no capitulo 1

serao apresentadas as principais defini¢oes dos conceitos basicos da teoria das algebras de Lie,
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que serao ilustradas por vérios exemplos (na maior parte obtidos de [18] e do apéndice [1])
que deverao servir de base para o desenvolvimento do Capitulo 2, no qual serao estudados
o sistemas alternantes baseado nos artigos [1, 12, 16]. Finalmente serd incluido no apéndice

alguns conceitos de algebra linear e de estabilidade de sistemas lineares.



Capitulo 1

Algebras de Lie

1.1 Introducao

As algebras de Lie formam uma colecao dos conceitos basicos do que se conhece
genéricamente por teoria de Lie. A referida teoria teve origem por volta de 1870 a partir
da idéia, aparentemente simples, de abordar as equagoes diferenciais sob o mesmo ponto de
vista que Galois adotou para as equacgoes algébricas. Sophus Lie e Felix Klein, lancaram um
projeto, que consistia em estudar as equacoes diferenciais via seus grupos de simetrias. Esse
projeto colocou em evidéncia os grupos continuos de transformacgoes para os quais foi criada,
ao longo de anos, uma extensa teoria com ramificagoes nas diversas areas da matematica e
de suas aplicacoes. O ponto de partida basico na criacao desse enorme campo de conheci-
mento matematico foi a descoberta, feita por S. Lie, dos grupos infinitesimais, os quais sao
atualmente conhecidos como &algebas de Lie. Os primeiros resultados da teoria, que poste-
riormente foram denominados Teoremas de Lie, estabeleceram a relacao entre os grupos de
transformagoes, denominados atualmente como grupos de Lie, e as dlgebras de Lie, através
da aplicacao exponencial. Os grupos tem uma natureza geométrica enquanto que as algebras

de Lie sao objetos puramente algébricos.

Neste capitulo sao apresentados os principais conceitos bésicos da teoria das algebras
de Lie, retirados de [18] e de [1]. Os resultados incluidos aqui sdo apenas para o desenvolvi-

mento do Capitulo 2.
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1.2 Algebra de Lie

Definicao 1.1. Um dlgebra de Lie consiste de um espago vetorial g munido de um produto

(colchete ou comutador)

[.J:gxg—g
que satisfaz a:
i) bilinearidade;
i1) anti-simetria, isto é, [X, X] = 0 paratodo X € ge[X,Y] = —[Y, X] paratodo X,Y € g;

ii1) identidade de Jacobi, isto é, para todo X,Y, 7 € g,
(XY 2]+ [Z, [ X Y]+ [V, [Z2, X)) =0

ou

[X7 [Yv Z]] = [X7Y]=ZH + [Y> [X> Z]]

Definicao 1.2. Seja g uma dlgebra de Lie. Uma subdlgebra de g € um subespaco vetorial h

de g que € fechado pelo colchete, isto é€,.
(X,Y]eh se X,Yeh

Exemplo 1.1. gl(n,K) € o espaco de todas as transformagoes lineares de um espago vetorial
de dimensdo n sobre o corpo K que € o mesmo que o espago das matrizes nxn com coeficientes
em K. O colchete € dado por

(X,Y]=XY -YX

com X eY matrizes.

Exemplo 1.2. Algebms abelianas: [.,.] = 0. Neste caso, a estrutura de dlgebra de Lie nao

acrescenta nada a estrutura de espago vetorial. Fxemplos de dlgebras abelianas.
i) Se dimg=1, g € abeliana,

i1) Todo subespago de dimens¢ao 1 de uma dlgebra de Lie qualquer é uma subdlgebra

abeliana;,

iii) O espaco das matrizes diagonais é uma subdlgebra abeliana de gl(n,K).

6



Capitulo 1. Algebra de Lie

Todo subespaco de uma dlgebra abeliana é uma subdlgebra.
Exemplo 1.3. Subdlgebras de gl(n,K):

i) so(n,K) = {X C gl(n,K); X + X' = 0} onde X" indica a transposta da matriz X é

uma subdlgebra de gl(n,k). Entretanto, o espago das matrizes simétricas
{X C glln,K); X=X"'}

nao é subdlgebra se n > 2 pois se X eY sao simétricas, entao [X,Y] é anti-simétrica.
De fato,
Y, X|=XY -YX=—(YX-XY)=-[X,Y];

i1) sl(n,K) ={X € gl(n,K);trX = 0} € subdlgebra de gl(n,k);
i) O subespago das matrizes triangulares superiores com zeros na diagonal

0 - =%
{Xegln,KyX=1: . |}

¢ uma subdlgebra.

iv) O subespago das matrizes triangulares superiores

a; -+ %

{X € glln,K); X = R B

¢ uma subdlgebra;
Exemplo 1.4. Algebms de dimensao < 2:
i) dimg=1. Entdao, g € abeliana.
i1) dimg = 2. Ezistem duas possibilidades:

iil) g € abeliana.

112) Eriste uma base {X,Y} de g tal que [X,Y] =Y e a partir dai, o colchete de dois

elementos quaisquer de g é dado por
[aX 4+ bY,cX +dY]| = (ad — bc)[ X, Y] = (ad — be)Y.

7
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De fato, suponha que g nao seja abeliana e tome uma base {X')Y'} de g. Entao,
(X", Y'] # 0, pois caso contrario g seria abeliana. Seja Y = [X', Y] e escolha X"
tal que {X",Y"} seja base de g. Entio , X" =aX' +bY', Y" =cX'+dY’ e

[)(//7 Y”] — O{Y”

com a # 0 (pois {X",Y"} € base e dai que se « =0 a dlgebra seria abeliana). Os

elementos X = éX” eY =YY" formam a base requerida.

a b
As dlgebras de Lie g = { ;a,b €K} e
0

—a

a
g={ ;a,b € K} sao exemplos concretos de dlgebras bidimensionais ndao

0
abelianas.

1.3 Morfismos

Definigao 1.3. Uma transformagao linear ¢ : g — h (com g e h dlgebras de Lie) é um:
i) homomorfismo se Y[ X, Y] = [ X, ¢Y];
i1) isomorfismo se for um homomorfismo inversivel;

iii) automorfismo se é um isomorfismo e g = h. As dlgebras g e h sio isomdrfas se eziste

um somorfismo ¢ : g — h.

Exemplo 1.5. Os homomorfismos entre as dlgebras abelianas sao as transformagoes lineares.

Duas dlgebras abelianas sao isomorfas se e so se elas tém a mesma dimensao.

Exemplo 1.6. Se i) : g — h ¢ um homomorfismo e h € abeliana entdo keriy contém todos os

elementos da forma [X,Y], com X,Y € g, pois Y[ X,Y]| = [ X,¥Y] = 0.

Exemplo 1.7. A aplicagao trago tr: g(n,K) — K é um homomorfismo. De fato, tr[X,Y] =
tr(XY —Y X) = 0 para quaisquer transformacoes lineares X,Y . Por outro lado, [trX, trY] =
0, ja que K, por ser de dimensdo um, é uma dlgebra abeliana. Potanto, tr[X,Y]=[trX,trY].

Exemplo 1.8. Seja P uma transformacao linear inversivel do espaco vetorial V. Entao, a
conjugacao por P

P:gl(V) — gl(V)

8
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A PAP!

¢ um automorfismo de gl(V).

1.4 Ideais

Definigao 1.4. Um subespaco h C g é um ideal seV Y € h, X € g, [X,Y] € h isto é
[g,h] = {[X,Y]; X €g,Y €h} Ch

Assim, todo ideal é uma subdlgebra. A reciproca nao é verdade. Por exemplo, o

subespaco de sl(2,R) gerado por
1 0
0 —1
¢ uma subdlgebra por ser unidimensional. Porém, nao ¢ um ideal, pois

1 0 0 1 0 2

0o -1/ \oo 00
Todo subespaco de uma algebra abeliana é um ideal.

Se ¥ : g — h é um homomorfismo entao as seguintes afirmacoes sao de verificagao

imediata.
i) kery é um ideal;

i1) Im1) é uma subalgebra.

1.5 Grupo de Lie

Definicao 1.5. Um grupo de Lie é um grupo cujo conjunto subjacente tem uma estrutura de

variedade diferencidvel, de tal forma que a aplicagcao produto

p: GXG— G
(9. h) — gh

¢ diferencidvel.
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Qualquer algebra de lie g pode ser identificada com um espaco tangente pela identi-
dade de um grupo de Lie G. Se g é uma algebra de Lie de matrizes, entao os elementos de
G sao dados pelos produtos das matrizes exponenciais de g. Em particular, cada elemento
A € g gera o subgrupo de um-parametro {e,t € R} em G. Por exemplo, se g é a algebra
de Lie gl(n,R) de todas as matrizes com colchete de Lie padrao [A, B = AB — BA, entéo o

correspondente grupo de Lie é dado pelas matrizes inversiveis.

1.6 Representacoes

Seja V' um espago vetorial e gl(V') a algebra de Lie das transformacoes lineares de V. Seja
também g uma élgebra de Lie (sobre o mesmo corpo de escalares que V'). Uma representacao

de g em V' é um homomorfismo

pig— gl(V).

Na terminologia usual, V' é denominado o espago da representacao enquanto que sua dimensao
é a dimensao da representagdo. Uma representagao p é dita fiel se kerp = {0}. A nocao de
representacao vem da idéia de se descrever (representar) as dlgebras de Lie como algebras de
transformacoes lineares. No caso das representacoes fieis, g ~ img e, portanto, a algebra
pode ser vista como uma subdlgebra das transformagoes lineares ( ou matrizes se a dimensao
é finita).
Exemplo 1.9. A aplicagao
p:sl(2,K) — gl(3,K)
20 —2b O
=l —c 0 b
0 2¢ —2a

¢ uma representacao de sl(2,K) . De fato, facilmente pode-se verificar que p € linear. Para

verificar que p € um homomorfismo considere a base {X, H,Y'} de sl(2,K) onde

01 10
0 0 0 0 10

Observe que suas constantes de estrutura sao dadas por
(H,X]|=2X [HY]=-2Y [X,Y]=H.

10
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As imagens de p nos elementos desta base sdo as sequintes matrizes:

0 -2 0
01
p =10 0 1 |=4
0 0
0 0 0
20 0
10
p =100 0 |=5
00
00 =2
0 00
0 0
p = -1 00 |=C
10
0 20
Como [B,A] = 2A, [B,C] = —2C e [A,C] = B, seque que: p[H,X] = p(2X) = 2pX e

[pH, pX] = [B,A] = 2A = 2pX. Logo, p|H,X| = [pH, pX|. De modo andlogo, verifica-se
que: p[H, Y] = [pH, pY] e p|X,Y] = [pX, pY]. Portanto, p é uma representag¢ao.

1.6.1 Representacao Adjunta

Para um elemento X na dlgebra de Lie g, considere a transformacao linear

ad(X):g9—g
definida por ad(X)(Y) = [X,Y].
A aplicacao
ad : g — gl(g)
X — ad(X)

define uma representacao de g em g, denominada representacao adjunta.

O niucleo da representacao adjunta é denominado de centro de g e é denotado por z(g).
2(9) ={X € g;ad(X)(Y)=[X,Y]=0 para todo Y € g}.

Isto é, o centro de uma &algebra de Lie é o conjunto de seus elementos que comutam com todos

0s seus elementos.

11
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1.6.2 Representacoes Equivalentes

Sejam p; e p, duas representacoes de uma mesma algebra de Lie g nos espacgos Vj e V,
respectivamente. Elas sao ditas equivalentes se existe um isomorfismo linear P : V; — V; tal

que
p2(X)o P =Pop(X) (1.1)

para qualquer X € g. Vice-versa, dados uma representacao p; e um isomorfismo linear P,
definindo p, a partir da expressao acima, obtém-se uma representacao isomorfa a p;. O
isomorfismo P que realiza a equivaléncia entre as representacoes é denominado operador de

intercambio entre p; e ps.

1.6.3 Soma Direta de Representacoes

Sejam g uma algebra de Lie e pq, ..., p, representacoes de g em Vi, ..., V,, respectivamente.
Defina
p:g—glVia..aV,)

por p(X) = p1(X)® ... ® p,(X). Entao, como pode ser verificado, p define uma representacao
em V) & ... ®V, denominada de soma direta das representagoes p;. Em forma de matrizes, p

P1

se escreve em blocos como

Pn

1.6.4 Restricoes de Representagoes

Seja p uma representagao de g em V' e suponha que W seja um subespaco invariante
por p, isto é,
VX eg, p(X)wCW.
A aplicagao
pw = g — gl(W)
X = p(X)w

define uma representacao de g em W.

A soma e a intersecao de subspacos invariantes também sao invariantes.
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1.6.5 Decomposicao de Representacoes

Uma representacao p de g em V' ¢é dita irredutivel se os tinicos subespacos invariantes
por p s@o os triviais {0} e V.

A representacao é dita completamente redutivel se V' se decompoe como
V=Vied.eV,

com cada V; invariante e tal que a restricao de p a V; é irredutivel. Em outras palavras,
p é completamente redutivel se ela é isomédrfa a soma direta @;p | V; de representacoes irre-
dutiveis. Em geral, a decomposicao de V' em componentes irredutiveis nao é inica. Apesar dos
nomes, uma representacao irredutivel é sempre completamente redutivel. As representacoes

completamente redutiveis sao denominadas também representagoes semi-simples.

Exemplo 1.10. Considere o grupo de Lie SL(2,R) = {S € R"*";detS = 1}. Denotando
por f¥[z,y] o espaco dos polindmios em duas varidveis x ey que sao homogéneos de grau k
(onde k é um inteiro positivo). Um homomorfismo ¢ que faz SL(2,R) agir em f¥[x,y] pode

ser definido da sequinte forma:

x I
P(S)f =fl9
Yy Yy

onde S € SL(2,R) e f € P*[z,y]. A representacio correspondente da dlgebra de Lie sl(2,R)

a qual serd denotada por p, € obtida considerando os subgrupos de um parametro de SL(2,R)

01
e diferenciando a acdo definida acima em t = 0. Por exemplo, para X = , temos:
00
X d X
p(X)f — Sleof |
() Y
d 1 —t¢ T
= £|t=0f
0 1 Y
0 T
= —y%f
Y
De fato,
040 141 242 ketk
6_tX:Xt _Xt +Xt —...+Xt B
0! 1! 2! k!

13



Capitulo 1. Decomposicao de Representacoes

0 1 —t
Como A% = , entdo e”X =
0 0 1
Assim, f ( ( f(z —ty,y). Logo
x
d Oz 0
s - o=
Y Y
De modo andlogo
x x
p(Y)f =—z5l e p(H)f = —z8l 4+ 4
Yy Yy

Com respeito a base em f*x,y] dada pelos monémios
y*, —ky* e, (b — 1)y* 222, . (=1)*klak, os correspondentes operadores diferencias sio rea-

lizados pelas matrizes:

Eoooer oo 0 0 g - 0 0 -« --- 0
k=2 .. STl el 1 e

H — ' . X . , Y — ' | onde
: : : N . /’Lk : PPN :
0 - oo —k 0 -+ - 0 0 --- 1 0

pi=(k—-i+1),i=1,...k
De fato, aplicando o operador p(H)f = —x% + yg—;c nos elementos da base

{yf, —ky* o, k(k — Dy 222 .. (= 1)FKl2*} | obtemos:

p(H)(y") = kyy* ' =ky*
= ky" +0(—k)y e+ 0k(k — 1)y" 2% + ..+ 0(=1) k2",
p(H)(=ky*'z) = —a(—ky"™) + (=k)(k = )yy* "z
= kyf e —k(k - 1)yF?
= —ky"la(-14+k—-1)
= (k—2)(—ky*2)

= 0y + (k — 2)(=ky" ') + 0k(k — 1)y" 22% 4+ ... + 0(—1)"k!lz".

p(H)(_l)kk‘!xk) = _I(—l)kk‘!k‘xk_l
= —(—1)klka"
= —k(-1)"klz"

= 0y + 0(—ky 'a) + 0k(k — 1)y 22 + .. + (—k)(—1)"kl2*.
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E 0 - 0
Portanto, p(H)=| ¢ k—2 --- + |. Demodo andlogo, aplicando o operador p(X)f =
o 0 - —k
—y% aos elementos da base, obtém-se
0 wm - 0
p(X) =
Hk
0O 0 --- 0
e aplicando o operador p(Y') = —x% nos elementos da base, tem-se:
0 v - 0
1
p(Y) =
0 --- 1 0

Acontece que qualquer representagao irredutivel de sl(2,R) de dimensdo k + 1 é
equivalente (sob uma mudanga linear de coordenadas) a uma representacao descrita acima.
Uma arbitraria representagao de sl(2,R) é uma soma direta destas representagoes irredutiveis.

Quando se trabalha com gl(2,R) em vez de sl(2,R) tem-se a matriz identidade I5o.
Isto corresponde ao operador xa% + ya% em P*x,y], cuja matriz associada é K1 (k41) (k1)
As representagoes acima podem naturalmente ser extendidas para gl(2,R). As subélgebras

suplementares R/ e sl(2,R) sdo invariantes sob a agao resultante destas representagoes.

1.7 Derivacgoes

Definicao 1.6. Uma aplicagao linear D : g — g é uma derivacao da dlgebra de Lie g se
satisfaz

DIX,Y]|=[DX,Y]|+ [X,DY]
para todo X,Y € g.

De forma mais geral, uma derivacao de uma algebra é uma transformacao linear que
satisfaz a regra de Leibniz de derivada de um produto D(x,y) = D(x)y + xD(y).
Um tipo de derivacao que aparece com frequéncia na teoria sao as adjuntas dos

elementos de g. Uma das formas da identidade de Jacob apresentada no inicio do capitulo,
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Capitulo 1. Série Derivada e o Teorema de Lie

mostra que

ad(X)[Y7 Z] = [Xv D/a Z“ = HX7 Y]’Z] + [Y, [X’ Z]]

ou

ad(X)[Y, Z] = [ad(X)Y, Z] + [V, ad(X)Z],

isto é, ad(X) é uma derivagao. As derivagoes desse tipo serdo denominadas de derivacao

internas.

1.8 Série Derivada e o Teorema de Lie

Seja g uma algebra de Lie, para dois subconjuntos A e B de g. Sera usada a notacao

[A, B] para indicar o subespago gerado por

{[X,Y]; X € A)Y € B}.

Define-se, por indugao, os seguintes subespacos de g:

(0)

gV =g
g = [g9.9]
g® = [gh D, gt

Proposicao 1.1. ¢%) ¢ um ideal de g para todo k > 0. Em particular g% ¢é subdlgebra e,

portanto, a seqiéncia € decrescente: g*t1) c g,

Demonstracdo. Sera demonstrado por inducao sobre K. Evidentemente g(® é um ideal. Assu-

mindo que g*~V seja ideal, sejam X € ge Y € g®). Pode-se escrever Y como Y = Z[Z,-, Wi

com  Z;,W; € g1 Pela identidade de Jacob,

Y] = D X120 Wil] = D _[1X 23], Wil + (2, [X, W)

% 7
e esta tltima soma estd em g, pois cada fator dos colchetes estd em g*~!. Portanto g

¢é ideal.
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Definicao 1.7. Essa sequéncia de ideais € a série derivada de g e suas componentes sao as

algebras derivadas de g.

Exemplo 1.11. g € abeliana se e s6 se ¢ = 0.

0 * =« 0 0
Exemplo 1.12. g= 0 0 = g9 = 000 9" ={0} e
000 000

g = {0} se k> 2.

Exemplo 1.13. Seja g a dlgebra das matrizes triangulares superiores com zeros na diagonal

nxn

Entao, g*) =0 se k € suficientemente grande.

* k% 0 * = 0 0 =
Exemplo 1.14. g = 0 * = g = 0 0 x g = 000 :
0 0 = 0 00 0 00

g® =0 se k>3.

Exemplo 1.15. Seja g a dlgebra das matrizes triangulares superiores

nxn
. PP, : . : .
Entao, g’ é a algebra das matrizes triangulares superiores com zeros na diagonal,

portanto, g*) = 0 se k > kq para algum ko suficientemente grande.

Definicao 1.8. (Algebms Soluwveis) Uma dlgebra € solivel se alguma de suas dlgebras derivadas

se anula, isto €, g*0) = 0 para algum ko > 1(e, portanto, g* =0 para k > k).

O resultado abaixo é conhecido como Teorema de Lie. Sua demonstracao pode ser

vista por exemplo em ([18] pg.70).

Teorema 1.1. Seja g uma dlgebra de Lie soluvel sobre um corpo algebricamente fechado, e

seja p uma representacao de g num espaco vetorial de dimensao finita n. Entao existe uma
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base {vy,...,v,} de V tal que para cada X € g a matriz da transformacao linear p(X) nesta

base tem a forma triangular superior

onde A\ (X), ... \n(X) sdo os autovalores da matriz de p(X).

1.9 Série Central Descendente

A série central descendente da dlgebra de Lie g é definida por inducao, como:

g =g
2 /
9" = [9.9]=g
9" = lg,9""]

Proposigao 1.2. i) [¢, ¢'] C g';

ii) g~ € o subespago gerado por todos os possiveis produtos (colchetes) envolvendo k elemen-

tos de g : [ X1, ..., [xp_1, Xi]--].

Demonstragao. i) Por inducdo sobre j. Para j = 1 a inclusao é a definigao de g**'.

Assumindo o resultado para j, tem-se:
9. 9" =19, 19’. 9]l Cllg’. g’} 9 + 19,97 ¢') C (g7, 9] + g, g’) C g"7"".

k

i1) Seja 8" o subespaco gerado por todos os possiveis produtos de k elementos de g. O

k

objetivo é mostrar que s* = g*. Para k = 1 ou 2, é imediato da definicdo. Suponha

I s30 da forma

que o resultado é valido para j = 1,2,...,k — 1. Os elementos de g~
S Z; com Z; produto de k — 1 elementos de g. Primeiro serd mostrado que g C s*.
Tomando H € g*, H = [X|,X,] com X; € ge Xy € gi7l. Mas Xy, = Y Z; com
Z; € s*71 Isto implica que H = [X1,>. Z;] = Y.[X1, %], logo H € s*. Agora sera

mostrado que s* C gF. Seja Z € s* tal que Z = > Z;, onde Z; é o produto de k
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Capitulo 1. Série Central Descendente

elementos e Z; = [Y;, W;] com Y; € g/ e W; € g¥~7, para algum j € {1,2,...,k — 1}, por
i) Z; € g* isto implica que Z = " Z; € g*. Portanto, s* = g*.

U
0 * =x 0 0 =
Exemplo 1.16. g= ¢ = 0 0 =x ;g = 000 ;
0 00 0 00

=0, assim como g° para k > 3.

x k% 0 * =
Exemplo 1.17. g= 0 * x ;g = 0 0 = 9 =g
0 0 =x 0 00

se k > 3. ( De fato, basta verificar que g° = [g, ¢*] = ¢°

Observagao 1.1. i) ¢! C ¢*, pois um produto de k+1 elementos também é um produto

de k elementos.

ii) g° é um ideal para k > 1, pois [g,g°] = g"t' C g*. De onde se conclui que a série

central descendente €, de fato, decrescente,

k

d=9gD>¢>D.Dgd>..

Proposicao 1.3. A série derivada decresce mais rdapido que a série central decrescente:

g(k) C gk+l )

Demonstragao. Por indugao, tem-se

gt = [g®) gW] C [ght, g"!] C [gF, g™t C [g" 7 g"T C .. C (g, g" ] = gM T2 O

Definicao 1.9. (Algebms Nilpotentes). Uma dlgebra de Lie € nilpotente se sua série central
decrescente se anula em algum momento, isto é, g = 0 para algum ko > 1 (e, portanto,

g* = 0 para todo k > ko).

Observacao 1.2. As dlgebras nilpotentes sao soliveis pois g® C ¢Ft'. No entanto, nem
sempre uma dlgebra soluvel é nilpotente como mostra a dlgebra das matrizes triangulares

supertores, que € soluvel mas nao € nilpotente.
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1.10 Algebras Semi-simples

Defini¢ao 1.10. (Radical). Seja g uma dlgebra de Lie de dimensao finita. O ideal solivel
r C g (isto é, soliveis como dlgebra de Lie) que contém todos os ideais soliveis de g é chamado

de radical.

Proposicao 1.4. Sejam g uma dlgebra de Lie e hy, hy € g ideais soliveis. Entao, hy + hy

também é um ideal soluvel.
Demonstracao. (Veja [18], pg.4T7). O

Proposigao 1.5. Seja g uma dlgebra de Lie de dimensao finita. Entao, existe em g um unico

ideal solivel r C g que contém todos os ideais soluveis de g.

Demonstrag¢ao. Denote por n o maximo das dimensoes dos ideais soliveis de g e seja r um
ideal soluvel com dimr = n. Entao, todo ideal soluvel de g esta contido em 7. De fato, se
h ¢ ideal solivel, pela proposicao anterior r+h também é. Pela maximalidade da dimensao,
dim(r+h) = dimr e dai r+h C r e h C r. Portanto, r contém todos os ideais soliveis e ele

¢é claramente o Unico. O

Definigao 1.11. Uma dlgebra de Lie g é semi-simples se r(g) = 0 (ou seja, g nao contém

ideais soluveis além do 0).
Definicao 1.12. Uma dlgebra de Lie g é simples se:
i) Os tnicos ideais de g sao 0 e g;
i1) dimg # 1.
A forma de Killing em uma élgebra de Lie g é a forma bilinear simétrica k dada por
K(X,Y) :=tr(adX o adY’)

para X,Y € g. Uma algebra de Lie semi-simples é chamada compacta se a forma de Killing
¢ negativa definida. Uma &lgebra de Lie compacta geral é a soma direta de uma &algebra de
Lie semi-simples compacta e uma algebra de Lie comutativa.

Esta terminologia é justificada pelo fato de que a algebra tangente de qualquer grupo

de Lie é compacta de acordo com esta definicao, e que para qualquer dlgebra de Lie compacta
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Capitulo 1. Representagoes de sl(2,R)

g existe um grupo de Lie compacto G relacionado com a algebra tangente g. A compatcidade
de uma matriz algebra de Lie g semi-simples acrescenta a propriedade de que os autovalores
de todas as matrizes em g fica no eixo imaginéario.

Uma élgebra de Lie g arbitraria pode ser decomposta na soma semidireta g = r & s,
onde r é o radical, s é uma &dlgebra semi-simples , e [s,7] C 7 pois r é um ideal. Isto é

conhecido como a decomposigao de Levi, veja por exemplo ([18] Teorema 5.8).

1.11 Representagoes de sl(2,R)

Seja g uma algebra de Lie real, nao compacta e semi-simples. O alvo aqui é mostrar
que g tem uma subdlgebra que é uma representacao de sl(2,R). Para isto, considera-se uma
decomposicao de Cartan g = t @& p, onde t é uma subalgebra compacta maximal de g e
p é o complemento ortogonal com respeito a k. A forma de Killing k£ é definida negativa
em t e definida positiva em p. Seja a uma subalgebra comutativa maximal de p. Entao
g pode ser decomposta numa soma direta de subespacos invariantes sob adX, X € a, em
cada um dos quais todo operador adX tem exatamente um autovalor. O tnico autovalor
da adX em cada um destes subespacos invariantes é dado por uma funcao linear A em a, e
consequentemente o correspondente subespaco é denotado por g,. Como p # 0 (porque g
nao é compacta) e como k é positiva definida em p, o subespago g, associado com A sera
identicamente nulo nao podendo ser todo o g. De forma resumida: g = g,® (@/\GZ g,) onde
>~ é um conjunto finito de fungoes lineares nao nulas em a (que sdo chamadas de raizes) e
g, =1{9 € g;adX(g) = AM(X)g V a € a}. Pode-se mostrar por inducdo (veja [18] pg. 78)
que [g,, gu] é um subespaco de g,,, se A +pu € > U{0} e igual a zero caso contrario. Isto
implica que o subespago g, e g, sao ortogonais com respeito a k a menos que A + p = 0,
veja [17] pag.38. Como k é nao degenerado em g (isto é, ndo existe vetor a # 0 ortogonal a
todos os outros vetores na algebra, ou seja, nao se tem k(X,Y)=0com X #0eY € g), isto
implica se A é uma raiz, entdao —\ também é. Além disso, o subespaco [g,,9_,] de g, tem
dimensao 1 , e a restricao de \ a este subespaco nao é identicamente nulo , (veja [17] pag.
39 —40). Isto diz que existem alguns elementos X € g, e Y € g_, tais que H := [X,Y] # 0.
Agora fica facil de ver que, multiplicando X, Y e H por uma constante se necessério, obtém-se

uma tripla sl(2).
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1.12 Geradores para gl(2,R)

Nesta secao sera mostrado que numa pequena vizinhanca arbitraria de qualquer par
de matrizes nxn pode-se encontrar outro par de matrizes que gera toda a algebra de Lie
gl(n,R). Estes fatos demonstram que as condigoes de estabilidade via dlgebra de Lie (que serao
considerados no préximo capitulo) nunca sao fortes com respeito a pequenas perturbagoes das
matrizes que definem o sistema alternante.

Seja By a matriz diagonal By = diag(by, bs, ..., b,) satisfazendo duas propriedades:
i) by —b; # by, — by se (4,7) # (K, 1);

i) ibi £0.

Seja od(n,R) o espaco das matrizes com elementos nulos na diagonal principal e By
uma matriz qualquer em od(n,R) tal que todas entradas fora da diagonal sao diferentes de
zero. Nao ¢ dificil verificar que se E;; é uma matriz cujo i,j-ésimo elemento ¢ um e todos
os outros elementos sao zero, com i # j, entao [By; E; ;] = (b1 — b;)E; ;. Desse modo, segue
da propriedade i) acima que By nao estd sob nenhuma propriedade de subspago de od(n,R)
que ¢ invariante com respeito ao operador adB;. Portanto, o espaco linear gerado pelos
colchetes ad”B;(Bs) é todo o od(n,R). Fazendo colchetes da forma [F; ;, E;;], gera-se todas
as matrizes diagonais de trago nulo. Como Bj tem um trago nao nulo pela propriedade i)
acima, conclui-se que {By, Ba}ra = gl(n,R).

Agora seja A; e A; duas matrizes nxn arbitrarias. Usando as matrizes By e By
corretamente construidas, pode-se definir A;(«) := Ay + aBy e Ay(a) := Ay + aBs, onde
a > 0. As duas matrizes A;(a) e As(a) geram gl(n,R) para qualquer a suficientemente
pequeno, como pode ser ser mostrado usando o mesmo argumento que serd empregado na
prova do Teorema 2.5. Desse modo (A;(a), Ax(ar)) é o par desejado de matrizes em uma

vizinhanga de (A;, As).
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Estabilidade de Sistemas Alternantes

2.1 Introducao

Para definir mais precisamente o que se entende por um sistema alternante, considere
uma familia {f, : p € P} de fungoes suficientemente regulares de R” em R”, parametrizadas
por algum conjunto P de indices. Seja o : [0,00) — P uma fungdo de tempo constante
por parte, chamada de mudanca de sinal. Um sistema alternante é dado entao pelo seguinte

sistema de equacoes diferenciais em R™

&= f,(x). (2.1)

Se o estado de (2.1) nao salta na mudanca de instante, entao a solugao xz(.) é sempre
continua. Note que mudancas infinitamente rapidas, que levam um conceito de solucao gen-
eralizada, nao sao consideradas aqui. Tal situagao pode ser evitada pela hipotese de que os

o

instantes {t1, s, ...} de comutacao do sistema devem satisfazer Z(tiﬂ —t;) < o0.

i=1
No caso particular onde todos os subsistemas individuais sao lineares (isto ¢, f,(x) =

A,x, onde A, € R™ para cada p € P), obtém-se um sistema linear alternante
T = A,x. (2.2)

O sistema (2.2) é globalmente uniformemente exponencialmente estavel se existe cons-
tantes positivas c e u tais que a solugao de (2.2) para qualquer estado inicial z(0) e qualquer

mudanca de sinal o satisfaz
[zl < ce™[[z(0)]] ¥t = 0. (2.3)
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Diz-se que o sistema (2.2) é localmente uniformemente exponencialmente estével se existem
constantes positivas M, c e u tais que, para toda mudanca de sinal o, a solucao da equagao

(2.2) com ||z(0)|| < M satisfaz
[zl < ce™lz(0)]| vt > 0.

Sera visto neste capitulo que a existéncia de uma funcao de Lyapunov quadratica comum para

a familia de sistemas linares
t=Ax, peP (2.4)

implica que o sistema (2.2) é uniformemente exponencial estavel para uma arbitraria mudanca

de sinal o se a algebra de Lie {A,;p € P}ra é solivel.

2.2 Preliminares

No estudo da estabilidade de sistemas lineares e nao lineares é comum usar a teoria de Lya-
punov, onde a existéncia de uma funcao de Lyapunov garante a estabilidade do sistema. No
caso de sistemas alternantes, como veremos neste capitulo, é necessario a nocao de funcao de
Lyapunov comum a toda familia de campos do sistema.

Diz-se que uma funcao V : R” — R é uma funcao de Lyapunov comum para a familia
(2.4) se V(0) =0, V(0) > 0, se z # 0 e a derivada de V" ao longo da tragetéria (2.4) é negativa
para todo x # 0.

O lema abaixo diz que a existéncia de uma funcao de Lyapunov quadratica comum
para a familia de sistemas lineares # = A,x, p € P garante a estabilidade global exponencial

uniforme da equagao (2.2).
Lema 2.1. Se existem matrizes reais simétricas positiva definida Q) e R tais que

—QA, — AZQ >R, e peP (2.5)
entao o sistema (2.2) € globalmente uniformemente exponencialmente estdvel.

Demonstragao. Seja V(x) = 2'Qz, com @ > 0, Q € R™" e x = £(t). Como na demonstracao

do Teorema A.2, temos

av

S = 0w
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= [T MIQst) + £ (H)QE' ()
= [4,2)]"Qr + 27 QA
= xTAZQx + 2T QA

= z'[A]Q + QA,]x.

Assim, AEQ +QA, < —R, com R > 0 é uma condigao suficiente para que V seja uma funcao
de Lyapunov comum, e portanto o sistema 2.2 é globalmente uniformemente estavel. De
acordo com o Corolario 3.4 de [11], para verificar que (2.2) é globalmente exponencialmente

uniformemente estavel, basta mostrar que existem constantes ki,ky € R tais que
|z |PSV(z) <k | z|?* Vre R™ (2.6)

A existéncia de ky, ko satisfazendo (2.6) segue do fato que ) é simétrica positiva definida. [

2.3 Estabilidade de Sistemas Lineares Alternantes com
P Finito
Considere o sistema linear de tempo variando
&= A,(0)x(t), 2(0) =z, pEP ={1,2,..,N} (2.7)

onde z(t) € R" e a matriz A,(t) alterna entre as matrizes estaveis A;, As,...Ay. O objetivo
aqui é encontrar as condigoes necessaria e suficiente para a estabilidade assintotica do estado
de equilibrio desse sistema. Com esta classe de problema, uma importante questao que surge
freqiientemente é onde o sistema (2.7) é exponencialmente estavel para qualquer sequéncia
arbitraria de mudanca entre os elementos de P.

Aqui serd considerado um caso especial do problema acima, no qual as matrizes A,
comutam por par, isto ¢ A,A, = A;A,, p,q € P. O principal resultado estd contido no item
ii) do Teorema 2.1 com N = 2, onde um método explicito de gerar uma fungao de Lyapunov

comum ¢ apresentado. Isto é generalizado no Teorema 2.2, para o caso onde N > 2.

Teorema 2.1. Considere o sistema altenante (2.7) com p € P = {1,2}. Assumindo que A,

e Ay sao matrizes assintoticamente estdveis tais que A1 Ay = AxAy. Entao:
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i)

i)

i)

O sistema € exponencialmente estdvel para qualquer arbitrdria seqiéncia alternante entre

0s elementos de A.

Dada uma matriz positiva definida simétrica Py, sejam P, e P, as tunicas matrizes

simétricas positivas definidas que sao solucoes para as equagoes de Lyapunov,

ATP + PlA = — R, (2.8)

ATPy + Py Ay = —P. (2.9)

Entio a funcao V(z) = 2T Pyx é uma fungdo de Lyapunov comum para ambos sistemas
T = Ay, p€e P ={1,2} e dai seque que V € uma fung¢ao de Lyapunov para o sistema

alternante (2.7).

Para uma dada escolha da matriz Py, as matrizes Ay e Ay podem ser escolhidas em

qualquer ordem em (2.8), (2.9) que resulta na mesma solugcao Py, isto €, se

ATPy+ P3Ay = —P, (2.10)
entao
A{PQ—i—PQAl - —P3. (211)
iw) A matriz Py pode também ser expressa na forma integral como:
o0 o
P, = / ezt [/ eAlTTPOeA”dT} et dt
0 0
& T & T
= / et [/ et TPoeAQTdT} eidt.
0 0
Demonstracao. i) Isto pode ser provado diretamente usando o fato que se A; e Ay co-
mutam, entdo edtfed?” = e427eA1t para todo t,7. A estabilidade exponencial também

i)

segue de ii) abaixo.

Seja V(z) = 2T Pyz. Se # = Ayx, usando (2.9) a derivada de V' ao longo da tragetéria
deste sistema ¢
V = i"Pua+ 2" Py
= xTAQTng + 2T P Asx
= 27 (AT P+ P AY)x

= —2'Pax<0.
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Isto mostra que V' é uma funcao de Lyapunov para este sistema. Agora, a derivada
de V ao longo da tragetéria do sistema & = Az é dada por V = zT(ATP, + P, Ay)x.
Substituindo P; de (2.9) em (2.8) e usando a comutatividade de A; e Ay, obtém-se

Py = AT(AT Py + Py Ay) + (AL Py + Py As) Ay
que implica em
Py =AY (AT Py + Py A)) + (AT Py + PyAy) As. (2.12)

Visto que A, é estdvel e Py > 0, isto mostra que ATP, + P,A; < 0, e portanto V < 0.

Finalmente, a derivada de V' ao longo da trajetdria do sistema alternante (2.7) é dado por

xT(A2TP2 + PQAQ)QT = —I'Tpl.fl? <0, p=2
:CT(A’{P2 -+ PQAl);U = —LCTP3Q3 < 0, p= 1

V=2 (AL ()P, + P (0)e = {
e segue que V é também uma funcao de Lyapunov para o sistema alternante.
iii) Sendo Py, solucdo para a equagao Lyapunov (2.10), ela é positiva definida. Dai segue que
existe uma unica solucao positiva definida P, para a equacao de Lyapunov
ATP, + PA, = —Ps. (2.13)
Sera mostrando que P; = P,. De (2.10) e (2.13) e a comutatividade de A; e Ay segue que
Py = AT (AT P, + PiAy) + (AT Py + PyAy) Ay (2.14)
De (2.12) e (2.14), AT Py + Py Ay e AT P, + P, A, sdo as tinicas solugoes da mesma equagio de
Lyapunov. Segue AL (P, — P)) + (P, — Py) Ay = 0. Visto que A, é estavel, Py = P;

iv) A solugao da equagao de Lyapunov (2.8) é conhecida como P = fooo e Pyetimdr. Entdo
a solucao para uma equagao de Lyapunov (2.9) é
P = / ezt [/ eAlTTPoeA”dT] et dt.
0 0

A segunda forma para P, pode ser obtida de modo analogo usando a segunda caracterizagao

de P, dada por (2.10) e (2.11). O

Teorema 2.2. Considere o sistema alternante (2.7), onde as matrizes A, com p € P =

{1,2,..., N} sao assintéticamente estdveis e comutam duas a duas. Entao:
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i) O sistema é exponencialmente estdvel para qualquer arbitrdria sequéncia alternante entre

os elementos de {Ap}pep;

i1) dada uma matriz simétrica positiva definida Py, seja Py, ..., Py as unicas solugoes simétricas

positivas definidas para as equagoes de Lyapunov

AP, + P,A,=—-P,1, p=1,2,..,N. (2.15)

Entio a funcao V(x) = 2T Pyx € uma fungdao de Lyapunov comum para cada um dos
sistemas indwiduais © = A,x, p=1,2,..,N, e assim V(x) = 27 Pyxz € uma fungao de

Lyapunov para o sistema alternante (2.7);

i1i) para uma dada escolha da matriz Py, as matrizes Ay, ..., Ay podem ser escolhidas em qual-

quer ordem em (2.15) que resulta na mesma solugdo Py ;

iv) a matriz Py pode também ser expressa na forma integral como

PN = /Oo GAII‘}tN... [/Oo 6A2Tt2 [/oo GA{tlpoeAltldtl} 6A2t2dt2] ...GANt"dtN
0 0 0

onde, como na parte iii) acima, a ordem na qual as matrizes Ay, ..., Ay aparecem pode ser

trocada por qualquer permutacao.

Demonstracao. A demonstracao desse teorema é semelhante a demonstragao do Teorema 2.1,

a seguir serao dados somente os passos basicos da demonstracgao:

i) Segue da parte ii) do teorema,;

it) Se © = A,x, a derivada de V ao longo das tragetérias deste sistema é dada por V=
xT(AZPN + PyA,)x e segue que é necessario mostrar que AZPN + PyA, < 0 para

p=1,2,...., N. Para este propdsito, definimos a matriz
Py, = Aqu + PA,.

Se for mostrado que Py, < Oparap =1,2,...,N, ¢ = p,p+1, ..., N entao o resultado segue
da escolha de ¢ = N para cada p. Seja p € {1,2,..., N}. De 2.15, P,, = —P,;1 < 0.
Agora suponha que P,, < 0 para algum ¢ € {p,p+ 1,...,N — 1}. Usando 2.15, a

comutatividade de A, e A,41 e a estabilidade de A, segue que
AqT+1Pp,q+1 + Pp,q+1Aq+1 = _<A2Pq + Pqu) = _qu > 0,
mostrando que P, 41 < 0 e o item ii) segue por indugao.
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i71) A demonstragao deste item segue de forma semelhante ao que foi feito no Teorema 2.1.
Considere uma permutacao de Ay, ..., Ay em (2.15) e suponha que a solugao resultante
seja Ry. Usando a unicidade das solugoes das equagoes de Lyapunov e a comutatividade

das matrizes Ay, ..., Ay verifica-se que Ry = Py.

iv) A demonstracao é semelhante ao caso (iv) do Teorema 2.1.
U

Observagao 2.1. O Teorema (2.1) afirma que comutatividade garante a existéncia de uma

funcdao de Lyapunov comum. A reciproca nao € verdadeira em geral. Por exemplo, se Ay =

-2 1 -1
e Ay = , entao V(x) = zTx € uma funcio de Lyapunov, mas A,
1 -2 1 -2

e Ay nao comutam.

Na préxima segao o resultado de estabilidade para sistemas alternantes sera extendido

para o caso nao comutativo.

Observagao 2.2. Se V(x) = 2T Pz ¢ uma funcdo de Lyapunov para A, e Ay entdio ela é
também uma funcao de Lyapunov para qualquer combinacdo linear positiva de Ay e As, isto

€, para matrizes da forma aAy + Ay onde a, >0 ea+ (> 0.

Observagao 2.3. Se V(x) = o1 Px ¢ uma fungdo de Lyapunov comum para A; e As, entdo
existem vizinhangas N1 e No rodeando Ay e As, respectivamente, tais que V' permanece uma

funcao de Lyapunov para qualquer par de matrizes By e By pertencentes ao conjunto Ny U N.

2.4 Estabilidade de Sistemas Lineares Alternantes - P
Infinito

Nesta se¢ao considerados os sistemas lineares alternantes (2.4) onde P é subconjunto compacto
de um espaco vetorial linear normado de dimensao finita e as matrizes da familia {A,},cp nao

sao necessariamente comutativas por par. Supomos que
A,: P — gl(n,R)
p— Ay
sao funcoes continuas.
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2.4.1 Condicao Suficiente para Estabilidade

A estabilidade do sistema (2.4) serd garantida pela construgao de uma fungao de
Lyapunov quadrética comum para a familia de sistemas lineares # = A,z, p € P. A existéncia
de uma tal funcao na verdade implica na estabilidade global exponencialmente uniforme do
sistema (Lema 2.1). A construgao de tal fungdo de Lyapunov comum é baseada no Teorema
de Lie (Teorema 1.1).

Sera enunciado a seguir o resultado mais importante desta teoria.

Teorema 2.3. Se a dlgebra de Lie {A, : p € P}ra € solivel, entio o sistema (2.2) € global-

mente uniformemente exponencialmente estdvel.

Demonstragao. Pelo Lema 2.1 é suficiente encontrar matrizes reais simétricas positivas definidas
Q) e R tais que as inequagoes (2.5) sejam satisfeitas.

Em primeiro lugar mostra-se que existe uma matriz Q positiva definida tal que
—QA,—AQ>0, peP (2.16)

onde flp = TApT~! para alguma matriz complexa nao singular 7. A existéncia de flp segue
do fato que {A4,;p € P} é soluvel e dai o Teorema 1.1 (Teorema de Lie) garante a existéncia
de uma matriz complexa nao singular 7" tal que flp = TA, T~ é triangular superior para todo

p € P. Supondo Q uma matriz diagonal real, tem-se:

_QQI<RAp)11 —Q1(1‘~1p)12 T —(h( p)1n
~ o~ e = —(I1(AT)12 —2612(Rz‘~1 )22 —qz(z‘~1 )zn
—QA, — A:Q = : P | P ) | P : (2.17)

onde R denota a parte real e I a parte imaginaria. Escolhendo um arbitrario ¢g; > 0 temos
—2q1(Rflp)11 >0 Vpé€e P pois flp tem parte real negativa ( isto segue do fato de que A, é
estavel, o que implica que /Ip =TA,T~! é também estdvel). Agora suponha que qi, ..., g, > 0
tenha sido escolhidos para que os principais menores principais da matriz do lado direito
de (2.17) até ordem k sdo maiores que algum numero € > 0 para qualquer p € P. Nao é
dificil de ver que pela escolha de g,41 suficientemente grande pode-se fazer o (k + 1)x(k + 1)
principal menor principal positivo para qualquer p € P. Procedendo dessa forma, o Lema

A.1 garante que a matriz do lado direito de 2.17 é positiva definida e a matriz Q é positiva
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definida satisfazendo (2.16). Como A, = TA,T~', obtém-se:
~T*QTA, — A'T*QT >0, peP.
De fato,
A, =TAT™', pecP (2.18)
logo
A= (T AT, peP. (2.19)
Substituindo (2.18) e (2.19) em (2.16), obtém-se
—QTA T — (T*)AIT*Q > 0.
Multiplicando a tultima desigualdade pela direita por 7', obtém-se
—QTA, — (T*)'AI'T*QT > 0.
Agora multiplicando a ultima desigualdade pela esquerda por T™* segue que
~T*QTA, — AIT*QT >0 peP.
Se denotarmos T*QT por Q e —T*QT A, — AgT*QT por R,, pode-se escrever
R, = —QA, — ATQ. (2.20)
Ou mais explicitamente (recordando que as matrizes A, sdo reais)
—(RQ + V-1IQ)A, — AT(RQ + V-11Q) = RR, + V-1IR,.

Disto segue que

~RQA, — ATRQ = RR,.

Mas para qualquer x € R™ tem-se 0 < ZETQZL‘ = xTRQx. De fato, como Q ¢ Hermitiana, segue
que IQ ¢é anti-simétrica.

Similarmente, 0 < 27 R,z = 2T RR,z para qualquer z € R" e qualquer p € P. Além
disso, como o conjunto {A,;p € P} é compacto, segue de (2.20) o conjunto de matrizes
definida positiva {R,;p € P} também é compacto e conseqiientemente existe uma matriz real
simétrica positiva definida R tal que RR, > R para todo p € P. Mas veja que a matriz

Q= RQ e R satisfazem a condi¢ao do Lema 2.1, o que completa a demonstracao. O
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Observagao 2.4. Note que, embora tenha sido mostrado que a fun¢ao de Lyapunov quadrdtica
comum existe, esta construcao depende do conhecimento da matriz T. Portanto, métodos

numéricos apropriados devem ser empregados para calcular esta matriz.

No contexto do sistema linear alternante (2.2), suponha que {A, : p € P} é um
conjunto compacto de matrizes reais nxn estaveis, e agora considere uma decomposicao de
Levi de g, isto é, g = 7 & s onde r ¢é o radical e s ¢ uma subalgebra semi-simples. Tem-se a

seguinte generalizacao do Teorema 2.3.

Teorema 2.4. Se s € uma dlgebra de Lie compacta, entao o sistema linear alternante (2.2)

¢ globalmente exponencialmente uniformemente estdvel.

Demonstragao. Para um arbitrério p € P, escreve-se A, =r,+s, comr, € re s, € s. Agora

serd mostrado que 7, é uma matriz estavel. Escrevendo
elrrtsn)t — st B (t) (2.21)
Diferenciando (2.21) com respeito a t, obtém-se
(rp + s,)eT )t = 5 et B 4 et B,

De (2.21) segue que
rpespth + spespth = s,¢”' B, + espth.
Logo,
B,(t) = e~*tr,e®' B (t), B,(0)=1. (2.22)

Sabe-se da férmula de Baker-Campbell-Hausdorff que para quaisquer duas matrizes

A e B tem-se
1
e Bet = e™4(B) = B + [A, B] + 5[A, [A, B]] + ... (2.23)
Definindo ¢,(t) := e~*r'r,e" obtém-se de (2.23) a expansao

1
cp(t) =1y + [spt, 1] + §[Spta [spt, mp)] + ...

Como [s,7] C 7 pois 7 é radical, tem-se que ¢,(t) € 7. De acordo com o Teorema de Lie,
existe uma base na qual todas as matrizes de r sao triangular superior. Como s é compacta,

existe uma constante ¢ > 0 tal que |e*z| > c|z| para todo s € s e x € R"; entdo nao se
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tem e*'x — 0 para x # 0. Como et = e%tB (¢) e et — ( quando t — 0o, pois

t nao tende

elrrtsn)t = efr o A, 6 estdvel, entdo e B,(t) — 0 quando t — co. Mas, como e
a zero quando t — 00, segue que B,(t) — 0. Logo ¢" — 0 quando t — oo pois B,(t) = e'".
Portanto, r, ¢ estavel.

Como p € P ¢ arbitrario, todas as matrizes r,, p € P, sao estaveis. Logo o Teorema
2.3 implica que os sistemas lineares alternantes gerados por essas matrizes sao globalmente

uniformemente exponencialmente estaveis. Além disso, as mesmas propriedades sao vélidas

para matrizes no conjunto extendido
Fi={A:3 pePeses tqg A=ecrpe’}. (2.24)

Isto é verdade porque as matrizes neste conjunto sao estaveis e porque elas pertencem a r. A
afirmagao anterior segue da expansao (2.23) novamente visto que [s, ] C r.
Agora a matriz de mudanga do sistema linear alternante original (2.2) no tempo ¢

tem a forma
B(t,0) = ermtomte elrmtsmlh — et B (1) e B, (1)),

onde t1,t1 + to,...,11 + 1o + ... + ;1 < t sao instantes alternantes, t; + ... + ¢, = t, e, como

antes, By, (t) = e~*rilr, eri'B, (t), i = 1, ..., k. Para simplificar a notacao, seja k = 2. Assim,
(I)<t7 0) = e'ral2etntiemonh sz (t2>esp1t1 Bpl (tl) = e*raf2ein sz (t2)Bp1 (t1>7

onde B,,(t) := e~*n* B, (t)e’"'. Entio,

d - —s Y s
Esz(t) = € pltprQ(t)e nh

_ —Spyt1 ,—Spyt Spot Spit1
= e mle iy 'R (t)en
—Sp t1 —Spot Spot ~Spit —Spqt Spqt
e mte  naty, et 1Bp2(?f)€ P1t1

= 6_8”1“e‘sp?trpze%tespltlém(t).
Desse modo
D(t,0) = e*r22en "1 B(2), (2.25)
onde B(t) é a matriz de mudanca de um sistema alternante de tempo variavel gerado pelas

matrizes em 7, isto é, £B(t) = A(t)B(t) com A(t) € # ¥V ¢ > 0. A norma do primeiro

termo no produto acima é limitada pela compacidade e a norma do segundo vai para zero

exponencialmente pelo Teorema 2.3. O que completa a prova do teorema. O
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Observagao 2.5. A afirmacdo do Teorema 2.4 continua vdlida para qualquer decomposi¢cao
de g na soma de um ideal r e uma subdlgebra s. Entre todas possiveis decomposi¢oes desse
tipo, a decomposicao acima dd o resultado forte. Se g € soluvel, entdo s = 0 é naturalmente

compacta, e recupera-se o Teorema 2.3 como um caso particular.

Exemplo 2.1. Suponha que as matrizes A,, p € P, sejam da forma A, = —\,I +.5,, onde
A>0e SpT = —5, para todo p € P. Estas sao automaticamente matrizes estdveis. Suponha
também que I pertenca ao span{A, : p € P}. Entdo a condi¢io do Teorema 2.4 € satisfeita.
De fato, faca v = {\[; X € R} e observe que a dlgebra de Lie {S, : p € P}ra € compacta

porque as matrizes anti-simétricas tem autovalores imagindrio puro.

No Teorema 2.3 a propriedade de estabilidade exponencial uniforme foi deduzida
da existéncia de uma funcao de Lyapunov quadratica comum. No presente caso foi mais
conveniente obter diretamente o resultado desejado.

E interessante também notar que, embora a reciproca do Teorema 2.4 provada em [14]
implica que estabilidade global exponencial uniforme sempre leva a existéncia de uma fungao
de Lyapunov comum, em alguns casos nao é possivel encontrar uma tal fungao quadratica como
acontece em [5]. Isto mostra claramente que a condigao do Teorema (2.5) nao é necesséaria
para estabilidade exponencial uniforme do sistema linear alternante (2.2). Outra maneira de
ver isto é notar que a propriedade de estabilidade exponencial uniforme é forte com respeito
a pequenas perturbacgoes dos parametros do sistema enquanto a condi¢ao do Teorema 2.4 nao
é. De fato, a condicao algebra de Lie considerada aqui nao pode possuir a propriedade forte
indicada. Isto segue do fato provado no Capitulo 1, Secao 1.12 que uma pequena vizinhanca
arbitraria de qualquer par de matrizes nxn existe um par de matrizes que gera a algebra de

Lie gl(n,R) inteira.

2.4.2 Resultado Complementar

Ja foi observado que a condicao do Teorema 2.4 nao é necessaria para estabilidade
exponencial uniforme do sistema alternante (2.2). E natural perguntar se esta condi¢ao pode
ser melhorada. Uma questao mais geral é saber para qual dimensao a estrutura da algebra de
Lie pode ser usada para distinguir entre sistema alternante estavel e instavel. As conclusoes
dessa secao dara alguma luz para estas questoes.

E til introduzir uma algebra de Lie g maior possivel pela adicao de g com a matriz
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identidade multiplicada por um escalar se necessario. Em outras palavras, definindo-se § =
7@ s onde r C 7. Assim g satisfaz a hipdtese do Teorema (2.4) se e somente se g também
satisfaz.

O objetivo aqui é mostrar que se esta hipdtese nao é satisfeita, entao g pode ser
gerada por uma familia de matrizes estaveis a qual em principio é diferente de {A,;p € P}ra
com a propriedade que o correspondente sistema linear alternante nao é estavel. Isto implica
que, mesmo trabalhando corretamente com g, nao é possivel obter um resultado forte como
foi dado na se¢ao anterior.

Também serd visto que existe outro conjunto de geradores estaveis para g, os quais
conduzem a um sistema linear alternante uniformemente exponencialmente estéavel. Sera
mostrado que ambos conjuntos de geradores podem sempre ser ecolhidos de tal maneira que
ele contenha o mesmo numero de elementos que o conjunto original que foi usado para gerar
g. Assim, se a algebra de Lie nao satisfaz a hipdtese do Teorema 2.4, esta algebra de Lie
sozinha nao fornece a informagao suficiente para determinar se o sistema linear alternante
original é ou nao estavel.

Seja {A1, As, ..., A} qualquer conjunto finito de geradores estéveis para g. Se o
conjunto de indices P ¢ infinito, um subconjunto finito adequado pode sempre ser obtido dele.

Vale o seguinte resultado.

Teorema 2.5. Suponha que s nao € uma dlgebra de Lie compacta. Entdo existe um con-
junto de m geradores estdveis de g tais que o sistema linear alternante correspondente nao
¢ uniformemente exponencialmente estavel. Fxiste também outro conjunto de m geradores
estaveis de g tal que o sistema linear alernante correspondente é globalmente uniformemente

exponencialmente estdvel.

Demonstracao. Para demonstrar a segunda afirmacao do teorema, basta subtraimos Al de
cada um dos geradores Ap, As, As, ..., A,,, onde A > 0 é suficientemente grande. A saber,

. , . . A;+AT
tomando A igual a um numero qualquer maior que o maior autovalor de (27)

, para todo
it =1,...,m entao é facil verificar que o sistema linear definido pelas matrizes A; — A\I, Ay —
A, ..., A, — M todos posuem a funcao de Lyapunov comum V(z) = x7z. Para mostrar que
estas matrizes na verdade geram g, é suficiente mostrar que o conjunto gerado por estas

matrizes e seus colchetes de Lie contém a matriz identidade I. Sabe-se que I pode ser escrito

como uma combinacao linear das matrizes Ay, ..., A,,, e desses adequados colchetes de Lie.
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Substituindo cada A; nesta combinacao linear por A; — I, obtém-se uma matriz I multiplicada
por um escalar. Se esta nao ¢ nula, acabou; caso contrério, acrescenta-se corretamente o valor
de .

Com relagao a primeira afirmacao do teorema, como s nao é compacta, esta contém
uma subdlgebra que é uma representagao de sl(2,R). Uma tal representacao pode ser cons-
truida como foi mostrado no Capitulo 1, Secao 1.10. A existéncia desta representacao é a
propriedade chave que sera explorada.

Para provar o teorema, primeiro encontra-se um par de matrizes By e By estaveis que
estao numa subdalgebra que é uma representagao de sl(2,R) e tem uma combinagao convexa
instdavel (veja definigdo de combinagdo convexa no apéndice A2), e entao elas serao usadas
para construir um desejavel conjunto de geradores para g.

Como toda matriz representagao de sl(2,R) é uma soma direta de representagoes ir-
redutiveis , sem perda de generalidade serao consideradas somente representagoes irredutiveis.
Em particular sabe-se que qualquer representagao irredutivel de sl(2, R) contém duas matrizes

da seguinte forma

_ Do Tl - 1
Blz . ) 632:
. . L

A matriz B; tem entradas positivas p, ..., i, imediatamente acima da diagonal prin-
cipal e zeros em todas as outras entradas, e a matriz By tem 1 imediatamente abaixo da
diagonal principal e zero nas demais entradas.

Nao é dificil verificar que a matriz nao negativa B := é irredutivel e como uma

(B1+B3)
2
tal matriz satisfaz a afirmativa do Teorema de Perron-Frebenius (veja[l3], capitulo 8). Se-
gundo o teorema, B tem um autovalor positivo. Entao para um ¢ > 0 suficientemente pequeno
a matriz B := B — I também tem um autovalor positivo. Assim, tem-se B = W.
Isto implica que um par de matrizes numa dada representagao matricial irredutivel de sl(2, R)
pode ser definida por By := By — el e By := By —el. Na verdade, essas matrizes sao estdveis,

mas em geral B nao é.
Para o« > 0, definindo A;(«a) := By + aA; e Ay(a) = By + aAy. Se « é sufi-
(Al(a);rAz(a))

cientemente pequeno, entdo Aj(«) e As(«) sdo matrizes estaveis, enquanto é

instavel. Mas as matrizes A;(«), As(«), As, ..., Ay, fornecem um sistema alternante que nao é
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uniformemente exponencialmente estavel. Além disso, nao é dificil mostrar que para « sufi-
cientemente pequeno essas matrizes geram g. Na verdade, considere uma base para g formada
por Ay, As, ..., A, e seus colchetes de Lie adequados. Substituindo A; e As nestas expressoes
por A;(a) e Ay(a) e escrevendo as coordenadas dos elementos relativos a esta base, obtém-se
uma matriz quadrada A(«). O determinante desta matriz ¢ um polinémio em « cujos valores
tendem para oo quando o« — 00, e portanto este nao é identicamente zero. Mas A(a) é
nao degenerado para todos os finitos valores de «; em particular, fazendo « suficientemente

pequeno tem-se uma base para g. Isto completa a prova. O

Observagao 2.6. Dadas as matrizes By e By como na demonstragao acima, nao é dificil
construir um conjunto de geradores estaveis para um dado g levando para o sistema linear
alternante que nao € uniformemente exponencialmente estdvel: fazendo corretamente qualquer
congunto de geradores para g contendo —I, By e By, e fazendo esta estdvel pela subtracao de
um maultiplo positivo da identidade se necessdrio. A construcdo acima, embora seja a mais
correta, tem a desvantagem de produzir um conjunto de geradores com o mesmo niumero de

elementos que o original conjunto de geradores para g.

Os resultados ja obtidos até agora levam ao importante fato: a propriedade de g a
qual estd sendo investigada aqui, a saber, estabilidade global uniformemente exponencial de
qualquer sistema alternante cuja algebra de Lie associada é g, depende somente da estrutura

de g, ou seja, independente da escolha de uma particular representacao.

2.5 Sistemas Alternantes nao Lineares

Considere a familia de sistemas nao lineares
i = f(x), peP (2.26)

onde f, : D — R" ¢ continuamente diferencidvel com f,(0) = 0 para cadap € P e D é
uma vizinhanca da origem em R". Considere também a correspondente familia de sistemas

linearizados
t=Fx, peP (2.27)

onde F, = %(0). Suponha que as matrizes F), sao estritamente estaveis, que P é um conjunto

Afp

compacto, e que %2 (z) depende continuamente de p para cada x € D. Diz-se que uma funcao
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Capitulo 2. Sistemas Alternantes nao Lineares

suave V : D — R™ é uma fungao de Lyapunov local comum para a familia (2.26) se V' (0) = 0,
V(z) > 0,Vo € D — {0}, existe um conjunto aberto D C D contendo a origem tal que a
derivada de V' ao longo das solugdes de cada sistema na equacao (2.26) é negativa para todo
v € D —{0}.

Se a algebra de Lie {F, : p € P}pa é solivel, entdo a familia (2.26) possui uma
funcdo de Lyapunov local comum. Na verdade, a presente condigao garante que {F), : p € P}
¢ um conjunto compacto de matrizes estritamente estaveis, ai de acordo com o Teorema 2.3 a
familia linearizada (2.27) possui uma fun¢ao de Lyapunov quadréitica comum. Pode-se entao
aplicar o primeiro método de Lyapunov [11] para mostrar que esta funcao é uma fungao de
Lyapunov local quadratica comum para a familia original (2.26).

Agora, considere o sistema nao linear alternante

i = f,(z) (2.28)

onde o : [0,00) — P é uma mudancga de sinal constante por parte. A seguinte proposicao é

uma imediata consequéncia do que foi visto acima.

s

Proposicao 2.1. Se a dlgebra de Lie {F, : p € P}ra € solivel, entdo o sistema (2.28) é

uniformemente exponencialmente estavel.

Considere a algebra de Lie g := {F}, : p € P} 4 e a decomposi¢ao de Levi g = 7 @ 5.

A seguinte afirmacao generaliza a Proposicao 2.1.

s

Proposicao 2.2. Se s é uma dlgebra de Lie compacta, entao o sistema alternante (2.28) é

uniformemente exponencialmente estdvel.

Demonstracao. Para cada p € P podemos escrever

fo(@) = Fy(@) + gp(w)a

onde g,(z) = F,(Az) — Fpz, com X € (0,1). Temos que g,(z) — 0 quando z — 0.

Seja V(x) = 27Qz, onde a matriz simétrica positiva definida, a funcao de Lyapunov
comum para a familia de sistemas lineares gerada pelas matrizes de 7 em 2.24. Definindo
Viz) = [y V(Sx)dS. Aqui S é o grupo de Lie correspondente a 3 e a integral é com relacio
a medida de Haar, invariante por translagao a direita em S. Nao é dificil de verificar que

2V (z(t)) < 0 ao longo das tragetérias de (2.27) (veja [1]). Agora tome uma tragetéria
z(.) qualquer de (2.28). Temos que 4V (x(t)) = VV(x(t))F,(z(t)) < 0 numa vizinhanca
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Capitulo 2. Sistemas Alternantes nao Lineares

D adequada de zero. Assim V ¢ uma funcio de Lyapunov comum local para a familia de
sistemas © = f,(z), p € P, na vizinhanga da origem, veja [11] Teorema 3.7). Portanto, o

sistema alternante (2.28) é uniformemente exponencialmente estével em D. O
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Conclusao

Inicialmente, foi feito um estudo sobre os principais conceitos da algebra de Lie, que
serviu para o desenvolvimento do Capitulo 2 onde foi feita a exposicao de um estudo a respeito
de sistemas alternantes.

Com relagao aos sistemas alternantes , primeiramente foi apresentada a demonstracao
de que para todo sistema linear da forma & = A,z, p = 1,..., N, onde as matrizes A, sao
assintéticamente estaveis e comutativas por par, existe uma funcao de Lyapunov quadratica
comum.

Em seguida foi apresentada uma condicao suficiente para estabilidade assintotica
de um sistema que alterna entre os membros de uma familia infinita de sistemas lineares
assintoticamente estaveis.

Para isto foi apresentada a demonstracao do Teorema 2.3, via prova da existéncia de
uma funcao de Lyapunov quadratica comum para esta familia, que um tal sistema é global-
mente uniformemente exponencialmente estavel quando a dlgebra de Lie associada é soltavel.
Esta condigao de estabilidade é mais geral do que a condi¢ao apresentada por Gurvitz em [8].

Em seguida foi apresentada a demonstracao do resultado que generaliza o Teorema
2.3, a saber, se a algebra de Lie pode ser decomposta numa soma de um ideal solivel e uma
subalgebra com grupo de Lie compacto , entao o sistema linear alternante é globalmente
uniformemente exponencialmente estavel.

Além disso, foi mostrado que se a algebra de Lie nao satisfaz a condi¢ao acima, entao
ela pode ser gerada por uma familia de matrizes estaveis tais que o sistema linear alternante
correspondente nao é estavel.

Os resultados de estabilidade local correspondentes para sistemas alternantes nao
lineares também foram apresentados.

Apesar de que a literatura relacionada a analise de sistemas alternantes é vasta e

crescente, os métodos usando algebra de Lie tem sido pouco explorados. Segundo Agrachev
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Concluséao

e Liberzon, os assuntos trados em [1] e apresentados aqui, sdo o ponto de partida no sentido
de preencher este espaco, o qual é considerado o mais classico ramo do controle tedrico.
Quanto aos problemas propostos na introducao deste trabalho, embora nao tenha
sido possivel resolvé-los neste momento, os assuntos tratados aqui formam um conjunto de
ferramentas que é o ponto de partida para a investigacao de uma possivel solucao dos referidos

problemas.
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Apeéendice A

A.1 Introducao

Neste apéndice serao apresentados alguns conceitos de algebra linear, tais como cones,
matrizes observaveis, detalhes sobre menores, e matrizes copositivas. Os resultados incluidos

aqui foram obtidos de [4].

A.2 Cones

Definicao A.1. Seja X um espaco vetorial. Um subconjunto K de X ¢é chamado convexo
se para todo x,y € K e todo A € [0,1], A\x + (1 — Ny € K. Diz-se que z = Z)\ixi ¢ uma

i=1
n

combinacao convexra de elementos x; se A; > 0 e Z A=1.
i=1

Definicao A.2. Dis-se que um conjunto nao vazio C' € R é um cone se, para qualquer x € C
e qualquer t > 0, tem-se tx € C'. Nota-se, que a origem é um elemento de todo cone. Um
subconjunto C' de X € um cone convero com vértice 0 se para todo x,y € C' e todo A\, > 0,
e+ py € C. Se C' € um cone convexo entao um raio extremo de C' é um conjunto da forma
S ={tx; te€ R} ondex é um vetor nao nulo dado em C o qual nao pode ser expresso como

uma combinagao de pontos em C —{S}.

Uma matriz A € R™®P gera um cone convexo que é obtido fazendo-se a combinagao

linear nao negativa das colunas de A. Este cone, denotado por posA, é dado por

posA ={q € R™; q = Av}

para algum v € R%. Os vetores ¢ € posA tem a propriedade que o sistema de equagoes

lineares Av = ¢ admite uma nao negativa solucgao v.
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O conjunto posA é chamado de um cone finito. As colunas da matriz A sao chamadas
de geradores de posA. Quando A é quadrada e nao singular, posA é chamado de cone simples.

Note que neste caso, tem-se
posA={qgeR™ A'qg>0}

para A € R"™™: ista d4 uma explicita representacao de posA em termos de uma sistema de
inequacoes lineares.

Se C' é um subconjunto nao vazio de R", entdao o envoltério canonico de C' é a in-
tersecao de todo cone convexo em R™ que contém C. Pode ser mostrado que o envoltério
convexo de C' é igual ao conjunto de todas as combinagoes lineares nao negativa de todos os

subconjuntos de pontos de C'. Veja outros exemplos de cones.
i) Todo subespaco linear;

i1) Intersecgao de cones.

A.3 Menores, Menores Principais e Principais Menores
Principais

Suponha que numa matriz quadrada M de ordem n sejam especificadas quaisquer
k < n linhas e o mesmo numero de diferentes colunas. Os elementos que aparecem na
interseccao dessas linhas e colunas formam uma matriz de ordem k. O determinante dessa
matriz ¢ chamado menor de ordem £k da matriz original de ordem n.

Um menor principal é qualquer determinante da submatriz M;; obtida pela inter-
seccao de qualquer linhas e mesmas colunas. Em outras palavras, o elemento da intersecgao
da linha e coluna deve estar na diagonal.

Os principais menores principais sao somente os determinantes das submatrizes M;

do canto superior esquerdo da matriz principal.
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A.4 Matrizes Copositivas

Definicao A.3. Uma matriz simétrica A de ordem n é denominada positiva definida quando
2T Az > 0 para todo v € R, x # 0;
positiva semidefinida quando a7 Az > 0 para todo v € R™;

negativa definida quando —A € positiva definida.

Lema A.1. Todos os principais menores principais de uma matriz Hermitiana sao reais. Uma
matriz Hermitiana H € positiva definida (isto é v*Hx > 0 Vr € C™ — {0}) se e somente se

todos estes principais menores principais sao positivos.
Demonstragao. Pode ser vista em [19] O

Definicao A.4. Uma matriz simétrica A de ordem n é chamada de copositiva se x¥ Az > 0
para x > 0. Esta é chamada estritamente copositiva se ela é copositiva e a iqualdade € valida

somente para r = 0.

De forma equivalente, pode-se definir copositividade e copositividade estrita da seguinte

forma:

Defini¢ao A.5. Uma matriz A de ordem n € copositiva (extritamente copositiva) em relagao

a um cone C' se 2T Ax = 0 (27 Az = 0) para todo x € C nao nulo.

Teorema A.1l. A matriz A é co-positiva (estritamente co-positiva) se e somente se toda

menor principal submatriz B de A ndo tem autovetor v > 0 com autovalor associado X < 0

(A < 0).

Embora o resultado apresentado seja uma condi¢ao necesséaria e suficiente, ele tem
valor pratica somente para matrizes de baixa ordem, pois o nimero de submatrizes principais
de uma matriz de ordem p é aproximadamente 2P. Outros métodos conhecidos para testar
copositividade tem semelhantes desvantagem. Um resultado de Murty e Kabadi [15] de fato
mostra que o problema geral de testar copositividade ¢ NP-completo.

No paper [6] Diananda conjecturou que toda matriz copositivida A é igual a soma de
uma matriz semidefinida positiva S e uma matriz P ndo negativa (a matriz A é estritamente
copositiva se S é positiva definida). Ela provou que a conjectura é verdadeira para matrizes

de ordem no maximo 4.
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Apéndice. Estabilidade de Sistemas Lineares

As matrizes A representados como S+ P formam uma grande classe, a qual denotamos
por ZP. Se for possivel identificar os nimeros de ZP por um processo rapido, isto sera uma
contribuigao 1til para o problema geral de teste para copositividade. Em [9], é apresentado

um tal procedimento na forma de um simples algoritmo.

A.5 Estabilidade de Sistemas Lineares

Diz-se que uma matriz M é Hurwtz se seus autovalores tem parte real negativa. Uma tal

matriz é denominada matriz estavel.

Definicao A.6. Uma funcao V : U — R, onde T = 6 é um ponto de equilibrio e U é uma
vizinhanga qualquer de T = 0, é denominada fun¢do de Lyapunov para o sistema & = f(x)

quando satisfaz:
i) V € continua em U e continuamente diferencidvel em U — {0};
it) V() =0, V(x)>0 para todo x € U,z # 6;
iii) < VV(z), f(x) > <0 para todo x € U — {6}.

Lema A.2. Sejam U € R™", Z e R™™ e W € R™". Se U e Z sao matrizes estdveis, entao
J

a solucao unica da equacao matricial
UX+XZ+W =940
X € R™™ € a matriz estavel X definida por
X = /00 Vel dt.
0

Demonstracao. Note que para 7" > 0 temos:

T
d
Wel? —w = / %(etUWetZ)dt
0
T
= / (UeWe? + "W Vel?)dt
0

T
= / (UeWet? + " Wet? Z)dt
0
T T
= U ( / etUWetZdt) + ( / etUWetZdt) 7
0 0
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Apéndice. Estabilidade de Sistemas Lineares

Tomando o limite quando 7" — oo, segue que
X = / e WeZdt
0

é solucao da equacao matricial —W = UX + XZ, ficando assim provada a existéncia da

solugao para provar a unicidade, suponha que X; e X5 sao ambas solugoes de
UX+XZ=-W
e defina X = X; — Xo. Logo, X e Rmm ¢ solucao de UX + XZ =0. Assim,

d . N .
a(etUXetZ) — UetUXetZ+etUXZ€tZ

= (UX +X2Z)e?

= 0
e integrando os dois membros, vem:
U XetZ _ UK 07 — g

Tomando o limite quando t — oo , obtemos X = 0, pois U e Z sao estaveis. Portanto,

Xl - XQ. D
Teorema A.2. As condi¢coes abaixo sdo equivalentes:
i) O sistema & = Ax é assintdticamente estdvel;

it) A equacao de Lyapunov ATP + PA = Q possui uma solugdo positiva definida P para

qualquer matriz simétrica negativa definida )

Demonstracao. (i) = (ii) se o sistema & = Az é assintGticamente estavel entdo a matriz A é
estével, e a existéncia de P segue do Lema A2 com U =AT,Z=Ae X =P.

(it) = (i) Se P satisfaz ATP + PA = Q, defina
V(z) := 2" Pz, zecR"
Logo, a fungao diferencidvel V' satisfaz V() =0, V(z) > 0, Vx # 0 e ainda

<VV(z),Az > = < Px+ Pz, Az >

= < Pr,Av >+ < Py, Az >
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= <Az, Pxr>+ < Pla> Ax
= <2, ATPx >+ <z, PAz >
= <ux,(ATPx + PAz) >

= <x,(A"P+ PA)x >

= <z Qr>

= 27Qx < 0.

Assim, a definigdo A.6 garante que V(z) :=< x*, Px > é uma fungao de Lyapunov para o

sistema © = Ax. Portanto, o sistema & = Ax é assintoticamente estavel. O
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