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“Arriscar-se é perder o pé por algum tempo. Nao se arriscar é perder a

vida... ”

(Soren Kiekegaard)



Resumo

Neste trabalho estudamos problemas classicos de controle para sistemas de equacoes
diferenciais ordinarias lineares. O ponto de partida é a equivaléncia entre uma
equagao diferencial ordindria linear de ordem m e um sistema de n equacoes de
primeira ordem. Problemas de controlabilidade completa, observabilidade e estabi-

lizagao de equilibrio sao considerados.

Palavras chave: controle; equivaléncia; observabilidade; estabilizacao.



Abstract

We consider here classic problems on control for a system of ordinary differential
equations. The starting point is the equivalence between a linear equation of nt"
order of ordinary differential equation and a system of n equations of first order.
Problems on complete controllability, observability and stabilization of equilibrium

are considered.

Keywords: control; equivalence; observability; stabilization.
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Capitulo 1

Equivaléncia

1.1 Introducao

Uma equagao diferencial ordinaria linear nao homogénea de ordem n
Y™ 4+ k™Y Ry = u(t), (1.1)

com k; € R, +=1,2,...,n, ¢ equivalente, via definicao padrao, ao sistema de n

equagoes diferenciais de primeira ordem

7 = Pz + qu(t) (1.2)
onde z = [y y ... y"" V|7,
0 1 0 0
0 0 1 0
P = (1.3)
0 0 0 1
S
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y 0 1 0 0 y 0
y 0 0 1 0 n
= + u(t) <
0 0 0 e 1 . 0
L y(n) i L _kn _kn—l _kn—Q e _kl 1L y(nil) ] L 1 i
y =y, ..., g =g ey = kg — L — k™D fu(t),
ouseja, y™ +ky™ Ve o +hy =u(l).

Estamos interessados na reciproca: quando pode um sistema linear com coefi-

clentes constantes

z = Az + bu(t) (1.5)

onde Aénxn e bénxl, serlevado para (1.2) por uma transformagao linear

nao-singular 7' : R — R", tal que x — Tz = z onde T é uma matriz constante?

Se z = T, entdo 2 = Ta = T(Azx + bu(t)) = TAx + Thu(t) = TAT " (Tx) +
(Th)u(t). Logo, devemos ter P = TAT ™! isto é, P~ AeTh=q.
Assim é facil ver que uma tal transformacao linear nem sempre é possivel. Con-

sidere o sistema linear

ajll 1 0 T bl

.36/2 01 To bg

Temos que (1.6) é da forma " = Iz + bu(t), onde u(t) = 1.
Afirmamos que nao existe P na forma acima que seja semelhante a [.
De fato, se P ~ I entdo existe T nao-singular tal que P = TIT ' =TT ! =1,

uma contradigao.
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Portanto P nao é semelhante a I.

Em cursos avangados em dinamica, o estudo de formas normais obtidas por
mudancas de coordenadas é um tépico importante. Na literatura de Teoria do
Controle matematico, questoes alternativas sobre representacao de sistemas tém
sempre sido importantes. Entretanto, nao sabemos de nenhum texto de equacgoes
diferenciais elementares fora a literatura da Teoria do Controle que sistematicamente
conduz a questdo de transformar (1.5) em (1.2).

O propdsito basico deste trabalho é introduzir um circulo de idéias em Teoria
do Controle. O acesso é via a questao da ”equivaléncia”’entre um sistema linear de
primeira ordem n-dimensional como (1.5) e uma equagao linear de ordem n como
(1.1). A resposta completa para a questao de equivaléncia introduz conceitos cen-
trais da Teoria do Controle moderno. Obtemos alguns resultados classicos relaciona-
dos a controlabilidade e observabilidade, e também consideramos o relacionamento
desses conceitos com outros importantes tépicos em controle, como a estabilizacao de
equilibrio, e linearizacao de sistemas nao lineares usando mudanca de coordenadas

e retroalimentacao.

1.2 Um Exemplo

Vamos comegar de forma ingénua transformando um exemplo simples e entao

considerar uma definicao precisa de equivaléncia de sistemas.

Exemplo 1.2.1 Considere o sistema,

Ty = =2z + 2z +u(t) (a) 7)
Ty = T — To (b)
-2 2 1
na forma (1.5), com A = , b=
1 -1 0

Diferenciando (b) e substituindo nesta a equagao (a), temos
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Ty = Ty =Ty = =201+ 209+ u(t) —xy = —2(x;—20)Fu(t) —xy = =205 +u(t)—2, =
3wy +u(t) & x4y + 31y, = u(t), que é uma equacio da forma (1.1) com n = 2, que

pode ser levada a forma (1.2) com

0 1 0
P = eq=
0 -3 1
Uma solugao z5(t) da equagao acima determina uma fungao x;(t) (usando z; =

T, + x3), assim o sistema (1.7) pode ser resolvido. Logo, o sistema (1.7) pode ser

dito equivalente & equacdo de segunda ordem 3" + 3y = u(t).

Existe outra equacio de segunda ordem da forma y" + k13 + koy = u(t) que
também ¢ equivalente a (1.7)?

Vamos tentar formar uma equacao de segunda ordem para x;, usando o mesmo
método acima.

Diferenciando (a) e substituindo nesta a equacao (b), temos

2 = —20 4 2wy () = — 20, 4201 — 2wa+ 1l (1) = —20, — (=201 +215) +uu (t) =
= u(t)v

—2x) — (@) —u(t))+u' (t) = =3z, +u(t)+u'(t) se, e somente se, x| +3x; —u'(t)

que nao tem a forma (1.1).

Essa questao é tratada usando uma precisa definicao de equivaléncia. Note que

a equacao

y" + 3y = u(t) tem a forma do sistema linear

z = Z+ u(t). (1.8)

Nos esperamos que exista uma transformacao de R? em R?, que transforma
nosso sistema original (1.7) para a forma (1.8). Desde que as equagoes diferenciais
sao lineares, esperamos que a transformacao seja linear, digamos z = Tz. Como

vimos, a diferenciacao nos da z' = TAT 'z + Thu(t).
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Definicao 1.2.1 O sistema v = Az + bu(t) ¢ linearmente equivalente ao sistema

2 = Pz+qu(t) se existe uma matriz T ndo-singular tal que
TAT ' =P Tb=q. (1.9)
Obtemos do exemplo 1.2.1, a equacao de segunda ordem para x5, que foi (xg =

3y + 029 + u(t)).

A ~
Se colocarmos z; = xy € 29 = ¥, = x; — T9, a transformacao demonstrando a

0 1
equivaléncia de (1.7) e (1.8) é dada por, 2 +— Tz = z onde T =
1 -1
-2 2 1 0 1
De fato, temos A = , b= . Colocando P = e
1 -1 0 0 -3
0
q= , temos
1
1 -2 2 11 1 -1 11
TAT_l - = =
1 -1 1 -1 10 -3 3 10
0 1 0 1 1 0
0 -3 1 -1 0 1

Surge a natural questao sobre existéncia, unicidade, e cdlculo de T'. Antes de pro-
cedermos para a resposta dessas questoes, é instrutivo tentar transformar o exemplo

seguinte para a forma (1.2). Antes, temos o seguinte

Lema 1.2.1 Sejam A, B € M,,. Se B € semelhante a A, entdo o polinomio carac-
teristico de B € o mesmo que o de A.
Demonstracao. Sejam p4, pg, polinémios caracteristico de A e B, onde A ~ B.
Logo existe P nao-singular tal que, B = P~1AP.

Assim,  pp(\) = det(B — \) = det(P7*AP — \I) = det{ P"'(A — \])P} =
detP~' - det(A — NI) - detP = det(A — XI) = pa(N). |
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-2 2
Exemplo 1.2.2 Seja A = como no exemplo 1.2.1, mas seja b =
1 -1
1 . ,
. Mostre que o sistema x = Az + bu(t) ndo pode ser transformado para a
1
forma (1.2).
: U L
De fato, seja P = . Se A ~ B, temos que o polinomio carac-
—ko —ky

terfstico de A é igual ao de P, isto é, A? 4+ kiA + ky = pp(A) = pa(A) = A\* + 3\,
Assim, k1 = 3 e ky = 0. Logo,

0 1 0 1
P = e dai podemos deduzir que T = . Portanto,
0 -3 1 -1
0 1 1 1 0
1 -1 1 0 1

e o sistema nao pode ser transformado para (1.2).

1.3 Equivaléncia e a Matriz Companheira P

O sistema (1.2) é muito especial, chamado de sistema companheiro e P é a
matriz companheira. A matriz companheira é definida pela equacao caracteristica
ANk A" 4k, 1A +Ek, = 0. Um fato conhecido é que o polinémio caracteristico

de P ¢é o que define a equacao caracteristica.

De fato,
—A 1 0 0
0 - 1 0
pp(\) =det(P—N) =0 | ' ' ' ~ 0
0 0 0 1
_kn _k’nfl _kan e (_kl — )\> (nxn)
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- 1 0 0
0 —A 1 0
sENEm '
. 0 0 1
R == VI I
0 1 0 0
0 —A 1 0
+ (=1 | | | -
0 0 0 1
—kn —kno —kn3 - (k1= A) (n—1)x (n—1)

Assim, desenvolvendo o segundo determinante pela primeira coluna, obtemos

- 1 0 0

0 —A 1 0

0 0 0 1
_knfl _kn72 _knf?) e (_kl - )\)

(n—1)x(n—1)

Continuando, repetindo o raciocinio acima com o determinante de ordem n — 1,

teremos
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-\ 1 0 0
0 —A 1 0
(=2 - (=00 | | N | :
0 0 0 1
haa ks —haa e (k=N |
0 1 0 0
0 —A 1 0
. (=1, =0
0 0 0 1
R A S )]

Desenvolvendo o tltimo determinante pela primeira coluna obtemos

A1 0 0
0 -x 1 0
PLA ' ‘ ' — (= 1) Yy A (= 1)k, = 0
0 0 0 1
hice —kus —hua o (Chi=X |

Novamente, repetindo o raciocinio acima com o determinante de ordem n — 2,

teremos
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-\ 1 0 0
0 —A 1 0
. ‘ ' ' . n
0 0 0 1
—kn_3 —knp_y —kp_s --- (=F1 = A) (n—3)x(n—3)

(—1)" k2N = (= 1)" ki A+ (=1)"hy = 0.

Assim, continuando o raciocinio até que a ordem do determinante seja n—(n—1),

teremos

(=1 A det (=X ky ) (= 1) i Ak (= 1) = (<) AT (= 1)y A
- (=) kA + (=1)"k, = 0, ou seja,

AN+ AN+ 4k N+ Ey, = 0.

Vemos assim que a equagao pp(A) = 0 coincide com a equacao caracteristica da

equacao diferencial de ordem n que deu origem a matriz P.

O exemplo 1.2.1, mostra que o sistema (1.5) pode ser equivalente ao sistema
companheiro e vimos dois exemplos de (1.5) que nao sao equivalentes a um sistema
companheiro, o exemplo 1.2.2 e o sistema (1.6) bi-dimensional com diagonal, tendo

dois autovalores repetidos.

1.4 Uma Semelhanca Invariante

E conveniente dar a defini¢ao a seguir.

Definicao 1.4.1 Um vetor x € R™ € um vetor ciclico para uma matriz quadrada A

de ordem n se os n vetores x, Ax, A%z, ... , A" 'z sdo linearmente independentes.
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T
Exemplo 1.4.1 O wvetorgq=|0 0 --- 1 ¢ ciclico para a matriz
0 1 0 0
0 0 1 0
P =
0 0 0 1
_kn _knfl _kn72 _kl
De fato,
0 00 1
0 00 *
¢ Pg Pq -~ Plg|=| |
0 1 = *
1 * * *

que é nao-singular.

Portanto, ¢ é vetor ciclico para P.

A existéncia de um vetor ciclico para uma matriz é invariante por semelhanga,
isto é, se TAT' = P e ¢ é ciclico para P, entdo A tem um vetor ciclico dado por
T 1g.

De fato:

{TYq, AT q, A>T 1q, ..., A" T~ 1¢} é um conjunto linearmente independente

pois, aplicando T a cada um deles, obtemos
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TT g =
TAT 'q = Pq
TA?’T1q = P%q

\ TAn—lT—lq — Pn—lq

Vs
que é um conjunto linearmente independente, por hipotese. Como T' é nao-singular,

segue, que o conjunto {T 'q, AT 'q, ..., A" 'Tq} ¢é linearmente independente.

Portanto T—1q é vetor ciclico para a matriz A.
No que segue, utilizaremos os dois lemas abaixo. Lembramos que o polinomio
minimo de uma matriz A é o polinomio de menor grau que se anula em A, cujo

coeficiente do termo de maior grau é igual a 1.
Lema 1.4.1 Matrizes semelhantes tém o mesmo polinomio minimo.

Demonstracao. Sejam g4, gg, polindmios minimos de A e B, respectivamente,
onde A ~ B.
Logo existe T nao-singular tal que, B = Tt AT.

Assim,  qa(B) = qa(T'AT) =T *qa(A)T = 0.

Logo, gr(qs(A)) < gr(ga(X)), onde ”gr” significa ”grau”.

Por outro lado, qg(A) = qg(TBT') = Tqp(B)T ! = 0.

Logo, gr(qa)(N) < gr(gs(N))-

Portanto esses dois polindomios tém o mesmo grau, se anulam em A e em B entao

eles devem ser idénticos por, [3,teo : 3.3.1]. [ |

Lema 1.4.2 Os polinomios caracteristico e minimo de uma matriz companheira P

sao idénticos.
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Demonstracao.
Considere
0 1 0 0
0 0 1 0
P =
0 0 0 cee 1
_kn _kn—l _kn—Q e _kl

e seja I a matriz identidade de ordem n.

Seja, pp(A) = \* + kA" 1+ ...+ k, 1A+ k, polindmio caracteristico de P.

Observe que, se e; representa o j-ésimo vetor da base canonica do R", j =

1,2,...,n, entao
erl =(1,0,---,0) =€y =e11
erP=1(0,1,0,---,0) =es =1 P
eaP = (0,0,1,0,---,0) = e3 = ¢, P2
en 1P =1(0,0,0,0,---,1)=¢, =, P"!
enP = (=ky, ko1, ,—k1) = —e1k, — ek 1 — - — e,k &
e P" = —e Ik, — e Pkp1— -+ — e PPk &

el P" + le'lpnil + elkn_lP + 61]{3”] =0&
61(Pn+k31Pn71 + k}n_1P+knl> =0&
eipp(P) =0
Além disso, expp(P) = e; P*"1pp(P) = 0 para cada k = 1,2,--- ,n, desde que

expp(P) = 0 para cada vetor e;. Concluimos que pp(P) = 0, e portanto pp(A) é um

polinomio de grau n que se anula em P.
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Se existe um polindomio q(t) = ™ + byt™ ' + -+ +tb,, 1 + by, com m < n que
se anula em P, entao
0 =e1q(P)
=e P+ e by PP oo+ eyb, 1 P+ e, I
=emt1 +biem + -+ bp_160 + beq

& epy1 = —biey, — - — bp_1e2 — byeq
= ems1 ¢ linearmente dependente com os vetores base ej,es, - ,€,, ab-
surdo.

Portanto, pp(A) = A" + kA" P+ - + k, 1A+ k, ¢é também o polinomio
minimo.

Proposicao 1.4.1 Uma matriz A é semelhante a matriz companheira P definida
pelo seu polinomio caracteristico se, e somente se, os polinomios minimo e carac-

teristico de A sao idénticos.

Demonstragao. Sabemos que matrizes semelhantes tém os mesmos polinémios

minimo e caracteristico.

Supondo A ~ P, entao pp(A) = pa(A) e gp(A) = qa(A) onde, p é o polindomio
caracteristico e ¢ é o polinomio minimo. Pelo Lema 1.4.2, pp(A) = ¢p()), e dai

segue que os polinomios caracteristico e minimo de A sao idénticos.

Por outro lado, se o polinomio minimo e o polinomio caracteristico de A sao
idénticos, entao a forma canonica de Jordan de A deve conter exatamente um bloco
de Jordan para cada autovalor distinto, e a ordem de cada bloco é igual a multiplici-
dade do autovalor correspondente como zero do polinomio caracteristico (e minimo)
de A.

Pelo lema 1.4.2, os polinomios caracteristico e minimo da matriz companheira
P sao idénticos. Assim, a matriz companheira P tem os mesmos blocos de Jordan

de A. Logo por transitividade segue que A é semelhante a P. |



23

E facil construir um exemplo de matriz que tem (ou nao tem) vetores ciclicos. Os
exemplos 1.2.1 e 1.2.2 possuem condi¢ao de semelhanca onde o polinomio minimo
e caracteristico de A é p(A\) = A(A + 3). Concluimos que existe alguma outra ob-
strucdo no exemplo 1.2.2 para a equivaléncia com o sistema (1.2), e a obstrugao
deve envolver o vetor b. Assim, o problema com a transformagao no exemplo 1.2.2
esta relacionado a forma com que a funcao forcante u ingressa as equagoes. Exam-

inaremos essas questoes na préoxima segao.

1.5 Unicidade da Transformacao T’

Assuma que temos uma matriz T’ nao-singular tal que TAT ' =P e Tb=q.
Entdao, TAT 'q = TAb, e TA* = TA*T1q = (TAT 1)*q = P*q, para todo

k > 0 inteiro.

A nao-singularidade de T" implica que, se ¢ é ciclico para P,

n = rank [ q Pqg --- P" g }
= rank [ Ty TAb --- TA" ' }
= rank [ b Ab --- A" 1p }

Além disso, T' é determinada univocamente por suas acoes na base definida pelos
vetores { b, Ab, --- A"l }
Assim, nds temos o resultado de unicidade a seguir e condi¢ao necessaria.

Proposicao 1.5.1 Hd no mdximo uma transformacao linear nao-singular z = Tz,

levando (1.5) para a forma companheira (1.2). Tal T existe somente se

rank [ b Ab --- A" 1p } =n. (1.10)

10
O exemplo 1.2.2 é explicado por este resultado pois, [ b Ab ] = ,
10
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rank # 2.

Voltaremos mais adiante ao exemplo 1.2.2 para estudo adicional.

A Proposicao 1.5.1. também explica porque nés nao podemos obter uma equacao
de segunda ordem da forma (1.1) para a varidavel x; no exemplo 1.2.1: a equacao de
segunda ordem para y = z; deve ser uma combinacao linear inica das componentes

de z.

Mostraremos em seguida que a condigao (1.10) é também suficiente para garantir
a existéncia de uma transformacao nao-singular que leve (1.5) a (1.2). Mostraremos

também como construir 7" por um método direto e simples.

1.6 A Condicao do posto é Suficiente para Equiva-

léncia.

Referindo-se anteriormente pelo exemplo 1.2.1, a chave em transformar (1.5) para

(1.2) é identificar a varidvel z; que satisfaz uma equagao de ordem n equivalente a
(1.1).

Note que,

z; =(primeira linha de T')-xz. Vamos denotar a primeira linha de T por 7.

Assim, desde que Th = ¢ = [ 00 --- 1 ]T e TA*b = P*q, devemos ter,
b=0, TAb=0, ---, TA"2b=0, TA" b= 1.

Escrevemos isso como
T T

Agora, se assumirmos rank [ b Ab .- A" 1 } = n, hd uma tnica solucao
para 7 em (1.11)

Novamente, a variavel z; deve ser uma combinacao linear tinica das coordenadas

de .
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Seja agora z, =(segunda linha de T)-x = 2, = 72 = 7(Azx + bu(t)) = TAz +
Thu(t) = TAz.

Portanto, zo = 7 Ax.

Continuando desse modo, as equacoes que definem 7 e a forma do sistema z

implicam que,

TA
T=1| (1.12)

TA !

Combinamos esse argumento com a Proposigao 1.5.1, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.6.1 O sistema 2 = Ax + bu(t) com x € R™ pode ser transformado no
sistema companheiro 2 = Pz + qu(t), por uma transformagao linear nao-singular
z =Tx se, e somente se, rank [ b Ab --- A" 1p | =n. Neste caso, T € definida

univocamente por (1.12) onde T é a unica solugdo de (1.11).

O Teorema 1.6.1 responde nossa questao original. Se os fatos algébricos basicos
relativos a existéncia de um vetor ciclico para a matriz companheira de A é enten-
dida, entdo a situacao relativa a equivaléncia entre (1.5) e (1.2) se torna transparente.
Nossa questao original nos levou a esse ponto. Mas ha muito mais envolvido aqui.
Pense em variar o termo nao homogéneo em (1.5). E se aplicarmos diferentes fungoes
de entrada u(t)? Até onde isso pode afetar as solugdes do sistema? Consideraremos
a questao de variar a entrada u(t) no préximo capitulo. Fazendo assim, obtemos
um entendimento analitico, dentro da Teoria do Controle, da condi¢ao do rank no

Teorema 1.6.1.



Capitulo 2

Controlabilidade

2.1 Controlabilidade Completa

O sistema (1.5) é freqlientemente chamado de sistema de entrada tinica porque a
funcao de entrada u é escalar em vez de vetorial. Mostraremos nesta secao que um
conceito natural de controlabilidade para o sistema de entrada tnica (1.5) coincide
com o fato de b ser um vetor ciclico para A.

Em cursos de equagoes diferenciais elementares, o termo nao-homogéneo em (1.1)
é considerado fixo. Mas, perguntamos agora: o que acontece com a dinamica do
sistema quando mudamos u? Mais especificamente, até que ponto o vetor x(t) pode
ser influenciado, comegando em um estado inicial xy e usando entradas arbitréarias
u(t)? A préoxima defini¢ao descreve um conceito de controlabilidade completa para
(1.5). Antes de dar a definigdo, devemos especificar um conjunto & de fungoes de
entrada admissiveis. As solu¢tes de um sistema linear com coeficientes constantes
de equagoes diferenciais ordinarias sao definidas em toda a reta real, e geralmente
queremos a mesma propriedade para a entrada u(t). Porém, as entradas serdo
restringidas a um intervalo [to,tf]. Portanto, com uma restricdo apropriada do
dominio quando necessario, podemos considerar varios casos de espagos vetoriais de
funcoes para o conjunto U, incluindo funcoes constantes por partes, continuas, ou

entradas localmente integravel.
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to
Uma fungao de valores reais u(t) ¢ localmente integravel se / lu(s)|ds < oo,

t1
para cada t; < t3. O conjunto de funcoes localmente integravel é o maior espaco
vetorial de entradas para qual (1.5) faz sentido; entao assumimos que nossas entradas

sao localmente integraveis.

Definigao 2.1.1 O sistema linear (1.5) € completamente controldvel, se dados quais-
quer xg,xy € R, eziste um t; > 0 e uma fungdo controle u(t) definida para
0 <t < ty, tais que a solugdo de (1.5), com condicio inicial x(0) = xo, satis-

faz x(ty) = xy.

A solugao para (1.5) com z(0) = z é dada por,

2(t) = et {xo + /0 t e—sAbu(s)ds] (2.1)

onde,

t2 tk
e”‘=I+tA+§A2+---+EA’f+---.

Pelo M-test de Weierstrass, esta série converge uniformemente e absolutamente
se |t| < t; para t; finito. O sistema (1.5) é completamente controldvel se para
quaisquer xg, z; dados, existe algum ¢ e alguma funcao v localmente integravel em

0 <t <ty tais que,

z(ty) = el {wo + /O ’ eSAbu(s)dsl =7 (2.2)

E uma surpresa que a solvabilidade de (2.2) para arbitrarios =y, ;s é determinada
por um critério puramente algébrico. A explicacao esta no Teorema de Cayley-
Hamilton: a matriz A satisfaz pa(A) = 0, onde pa(A) é o polindémio caracteristico
de A. A condic¢ao rank (1.10) é conhecida como condi¢do de controlabilidade do
posto, e a matriz | b Ab --- A" 1D ] é chamada matriz de controlabilidade, por
causa do Teorema 2.1.1 em seguida.

Antes, vejamos um lema.
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Lema 2.1.1 Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Para cada k > n, A* pode

ser escrita como uma combinacdo linear das poténcias A, A%, --- A"

Demonstragao. Seja pa(\) = A" + kA" + - + k, 1A+ k, polinomio
caracteristico de A.

Pelo teorema de Cayley-Hamilton,
pa(A)=A"+ kA" P+ kAt Ry = 0.
Entao,
A" = —k AV — oo — k1A — k,I, provando que para k = n o resultado é
verdadeiro.
Por inducdo, suponhamos que vale para k > n, ou seja, A¥ = a; A" + ... +
an 1A+ a,l, coma; R, 1=1,2,...,n.
Assim,
AR = AFA = (A" 4+ a1 A+ ])A
= A" 4 o 1 AP A
=a (kA" — o =k A=k )+ A a1 A%+ A

= (0[2 — Ozlk?l)Anil + (043 — Oélkfg)An72 + 4 (Oén — alk‘n_l)A — O./lk’n].
Logo A*+1 pode ser escrito como combinacao linear das poténcias A4, A%, --- | A"7L.

Portanto, A* pode ser escrita como uma combinacdo linear das poténcias

A, A% ... A" ! para todo k > n.
|
Lembramos que o espaco coluna de uma matriz n xn é o subespaco do R"™ gerado
pelas colunas da matriz, consideradas como vetores do R™. Também, se M é um
subespaco vetorial de dimensao finita de um espaco normado FE, entao M é fechado

em F.

Teorema 2.1.1 O sistema linear ' = Az + bu(t) em (1.5) ¢ completamente con-

trolavel se, e somente se, rank [ b Ab --- A lp | =n.
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Demonstracao. Seja R o espaco coluna de [ b Ab --- A 1p |. Como R

tem dimensao finita, R é um subespaco fechado do R".

Pela definicao de matriz exponencial temos

82 83 Sk
e=*4b = Ib — sAb + §A2b — §A3b 4+t (—1)’“514’% + -

Pelo lema 2.1.1 e do fato de que R ser subespaco fechado no R™, concluimos que
e~*4b estd em R, para todo s € R.

Entao a integral no lado direito, da expressao abaixo,

z(t) = eth [mo + /0 t e‘“‘bu(s)ds},

estd em R, para todo s, ja que é limite de uma sequéncia de elementos de R.

Tomando xy = 0, os estados que sao alcangados a partir da origem num tempo

finito, por meio de alguma entrada u(t), estao todos em R.

Portanto, se a condicao do rank nao estiver satisfeita, entao o sistema nao sera
completamente controlavel, porque existirao pontos em R™\ R que nao poderao ser

alcangados a partir de z.

Reciprocamente, suponha rank [ b Ab --- A" 1lp | =n.

Mostraremos que ' (t) = Axz(t) + bu(t) é completamente controlavel.

Seja ty > 0 um tempo finito, e considere a matriz simétrica de ordem n,
& ApyT —sAT
M = / e b e ds.
0

Primeiro mostraremos que M ¢é nao singular.

Assim, suponhamos que Mv = 0 para algum v € R". Entdao, v/ Mv = 0, o que

implica que,

ty T ty tf
0 :/ vTe AT e vds :/ vTe s Ab(wT e b)) ds :/ (V(s))?ds,
0 0 0
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onde 1(s) = vTe*4b. Como (1(s))? é continua e nio negativa, concluimos que
YP(s) =0 em [0, ty].
Segue que,
Y(0) =v"b=0, ¥ (0)=—-0TAb=0, ..., " 1(0) = (—=1)"TA"Vp =0.
Portanto v é perpendicular a R.

Como por hipdtese,
rank [ b Ab --- A" | =n,

so6 pode ser v = 0.

Portanto M é nao singular.

Agora mostraremos que a nao singularidade de M implica controlabilidade com-
pleta.

Dados g,z € R”, definimos o controle u(s) = ey para 0<s< tr,
onde z sera escolhido convenientemente.
A solucao z(t) com entrada u e condic@o inicial zy tem ponto final 2y no tempo

ts desde que x possa ser escolhido de modo que,
A Y AT AT A
x(ty) = et |z + / e b e ds | x| = et (v + M) = xy.
0
Mas, e*/4 é nao singular e M é nao singular, assim
zp= e MNzg+ Mz) & e iz =10+ Mz & o= M e iz — x)

Portanto qualquer z pode ser direcionado para qualquer ¢ em um tempo finito,
e assim o sistema é completamente controlavel.

Tlustraremos o Teorema 2.1.1 e a idéia de controlabilidade re-examinando o

exemplo 1.2.2.
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Exemplo 2.1.1 (Continuagdo do exemplo 1.2.2 ) O sistema é

T
Note que pa(A) = A2 +3)\, logo A = 0 é autovalor de A e b = [ 11 } é um
autovetor correspondente. Assim, a condicao de controlabilidade do posto nao se

verifica, pois

b oAb = !

Entretanto, A é semelhante a sua matriz companheira P =

Usando T calculada anteriormente e z = Tz, temos,

e dai,

21 =zt u(t) ()

Z; = —32 ()

Diferenciando (*) e substituindo em (%*) obtemos, 2, — 32, = 3u + ’, que nao

tem a forma (1.1) devido o termos .

Uma integracao produz uma equacao de primeira ordem

Z + 32 = 3/ud(s) + u,

que mostra que a acao de entradas arbitrarias u afetam a dinamica em somente
um espaco um-dimensional. A equagao original para x usada leva a pensar que u
poderia afetar completamente ambos x; e x5, mas note que a equacao para zo diz
que u nao afeta a dinamica da diferenca xy; — o = 2. Somente se a condigao inicial

para z envolver z3(0) = 0, u pode ser usado para controlar uma trajétoria.
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Isto é, as entradas controlam completamente somente os estados que estao no

subespaco,
T
span [ b Ab } = span{b} = span[ 1 1 } )

Solugbes partindo com z1(0) = z2(0) satisfazem () = x2(t) = /t ud(s) +
x1(0). ’

Pode-se conduzir ao longo da reta x; = x5 de algum ponto inicial para algum
ponto final xq(tf) = x2(tf) em um tempo finito ¢y por uma escolha apropriada de
u. Por outro lado, se a condicao inicial se encontra fora da reta z; = x5, entao a
diferenca zo = x1 — x9 decai exponencialmente. Assim, nao existe possibilidade de
conduzir para um estado final arbitrario em um tempo finito.

Quando um sistema é completamente controlavel, geralmente existem muitas
funcoes de entrada que podem fazer a transferéncia de zy para xy. Essa flexi-
bilidade pode ser explorada em algumas aplicagoes para otimizar o comportamento
do sistema de alguma maneira, por exemplo, minimizando a medida do custo de
executar a transferéncia. Em particular, se o custo da acao controle é medida pela
integral

ty
| ).
to

entao um controle que minimiza esse custo pode ser determinado.



Capitulo 3

Observabilidade e Dualidade

3.1 O Sistema Linear e sua medida de saida

Suponha que temos o sistema (1.5) para o qual uma certa combinagao linear das
componentes x; de x é medida diretamente, possivelmente por alguma combinagao
de instrumentos.

Escrevemos o sistema e sua medida de saida como

o = Az +bu(t)  (a) (3.1)

y=clz (b)

onde ¢ é um vetor constante. A fungao y(t) é a saida conhecida.

Perguntamos, quando ¢! é a primeira linha de uma transformacio 7' para o

sistema companheiro (1.2), onde y é a variavel dependente em (1.1)7

Se tal T existe, T' deve ter a forma,

TA

TA!
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com 7 = c’.

1T
Devemoster Tb=q=10 0 --- 1| .
Assim, i )
s
cr'A
rank(T) = rank =n (3.2)
cTAn—l
Além disso, desde que Th = ¢ temos,
c’ 0 b
A 0 bT AT
b= = c (3.3)
0
CTAnfl 1 bT(Anfl)T
Podemos checar que a equagao diferencial para z = [y y o y" 1T realmente

¢ a forma companheira (1.2), lembrando que A anula seu polinémio caracteristico,
A" + kA o k1 A+ kI = 0. Pelos resultados vistos anteriormente, temos

a seguinte

Proposicao 3.1.1 Eziste uma transformagao T nao singular transformando (3.1a)

Tz se, e somente se, as condigoes (3.2)

para a forma companheira (1.2) com z = ¢
e (3.3) estdo satisfeitas. Neste caso, T € univocamente determinada, e é a matriz

em (3.2).
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Note que a matriz

_ a -
cl'A
CTAn—l
tem o mesmo rank que a matriz [ c ATc .. (A NHT¢ ] . Assim, y = ¢’z satisfaz
(1.1) se, e somente se, o sistema
2 =ATx + cu (3.4)

¢ completamente controlavel, pelo Teorema 2.1.1.

Além disso, (3.3) mostra que b7 é a primeira linha da transformacgao que leva
(3.4) para a forma companheira.

A ligacao da proposigao 3.1.1 com o sistema (3.4) conduz para uma dualidade
fundamental entre controlabilidade completa e o conceito de observabilidade com-
pleta. A condigdo do rank (3.2) é conhecida como a condi¢ao de observabilidade do

posto e, a matriz

(3.5)

CTAn—l

¢ chamada a matriz observabilidade para o sistema (3.1). A condi¢do do posto
implica que o sistema em x pode ser reconstruido a partir do conhecimento de y, u

e de suas derivadas.
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3.2 Observabilidade Completa

Definicao 3.2.1 O sistema (3.1) é completamente observdvel se para qualquer xy =
x(0), existe um tempo ty > 0 finito tal que o conhecimento da entrada u e da saida

y em [0,tf] sdao suficientes para determinar xo de maneira unica.

A saida do sistema para uma condigao inicial z(0) = x¢ e uma entrada u é dada

por,
¢
y(t) = cletdag + CT/ e =) pu(s)ds.
0

Logo, assumindo y e u conhecidos em um intervalo [0, ¢¢], estudar observabilidade
resume-se a obter o a partir de u(t) e y(t). Vemos que a Defini¢ao 3.2.1 pode ser
reformulada usando somente a entrada u = 0.

Para ver como a determinacao de z é feita quando a condicao de observabilidade
do posto é satisfeita, diferenciamos a equagao de saida (3.1b) n — 1 vezes e fazemos

t = 0 para obter

y(0) ct
v (0) c'A
= : o+ termos dependentes de wu. (3.6)
,ynfl(O) CTAnfl
De fato,
' = Az + u(t)
temos,
y=clx
Assim,

e y(0) = c'z(0) = Tx.

oy (t) = T2 (t) = T (Ax(t) + bu(t)) = T Ax(t) + ¢"bu(t). Logo,

!

y (0) = T Az(0) + c"'bu(0).

oy (t) = cTAZ'(t) + Tbu' (t) = TA(Az(t) + bu(t)) + Tou'(t) = T A%x(t) +
T Abu(t) 4 ¢Tbu'(t) entdo, de onde se tem
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y (0) = A%z + T Abu(0) + b (0).

ey 10) = cTA" g + T A" 2bu(0) + . .. + cT'bu™2(0), por indugao.

Pela condicao de observabilidade do posto, os coeficientes de zy sao nao-singulares,
e podemos resolver para zy em termos de u,y e suas derivadas.

Para exemplificar, considere o sistema do exemplo 1.2.2 com saida y = [ 10 } x.

Assim,

y(0) cr 0 1 0 0
y'(0) A b -2 2 1

Portanto o sistema é completamente observavel.

Teorema 3.2.1 O sistema (3.1) é completamente observdvel se, e somente se, a

condi¢ao de observabilidade do posto (3.2) é satisfeita.

Demonstragao. Ja mostramos a suficiéncia da condi¢ao do posto (3.2).
Agora assuma que temos observabilidade completa. Devemos mostar que (3.2)
é satisfeita.

Suponha,

rank : < n.

CTAn—l

Entao existe um vetor v diferente de zero tal que,
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CTAnfl

Usando a entrada u = 0, temos a saida y(t) = c’e!4zy. Tomando zy = v,
temos
t? tk
y(t) = (CT[+tCTA+ECTA2+"'+HCTAI€—|—'--)U.

Usando (3.7) e o lema 2.1.1, segue que,

cl'v=0
tclAv=1t-0=0
tk ok tk
HC A v = E . 0 = O
Assim y = 0. Mas esta é também a saida quando xg = 0, com entrada zero. Isto

contradiz a suposicao de observabilidade completa.

Portanto, (3.2) é satisfeita.
[

Motivado pelos comentérios em relagao a proposicao 3.1.1, definimos o sistema

dual de (3.1) por,

v = ATz + cu(t a
0 (@ .
y=>blz (b)
Entao, o dual do dual de um sistema ¢ o sistema original. Com esta defini¢ao

podemos reunir a discussao feita até agora com o seguinte enunciado:
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Teorema 3.2.2 O sistema (3.1) € completamente observdvel se, e somente se,
(3.8a) € completamente controldvel. O sistema (3.1a) é completamente controldvel

se, e somente se, o sistema (3.8) é completamente observdvel.

3.3 As Formas Companheira e Diagonal de um
Sistema

Obteremos duas formas de sistemas de entrada tunica definidas pela equacao

!

y =2 +y —2y=u. (3.9)

(a) A forma companheira
Usando as variaveis de estado definidas acima, temos

’ 1 ~
T =Y, To=1Y € x3=1y ,entao

Ty = To
Ty = T3 (3.10)
x%zQzl—x2+2x3+u

Portanto
T 0 1 0 T 0
z, | =10 0 1 2 |+ |0 |u (3.11)
Ty 2 —1 2 T3 1
T
e y:[l 0 0} To
x3

(b) A forma diagonal

O modo da escolha das variaveis abaixo pode nao ser claro, mas esperamos que
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isto mude depois de ser trabalhado na secao 3.4. Sejam

1 +1 "
T =-y+ -
1 59 59
_]- . ]- ! ]- . 12
x2—5(2+z)y—§zy +1—O(—1+22)y (312)
1 1., 1 "
— (o i — (142
3= (2= 0y +5iy — 5(1+20)y
(onde 7% = —1)
Entao
/ 1 /+1 "
T, = — -
1 53/ 5ZJ
_1 /+1(2 " /+2 _|_ )
—5y 3 Yy Yy yTru
2, 1

Da mesma forma, obtém-se

b 1 : / : 1 :
Ty =122 + 1—0(—1 +2i)u e xy=—ivy— E(l + 2i)u.

Na forma matricial escrevemos como

T 2 0 0 T 2

/ 1

Ty | =10 i 0 vy | Fqp | “1+2 | (3.13)
Ty 00 —i T3 —1 -2

e na adigao das equagoes (3.12)
Y=+ T2+ T3 (3.14)

T
isto é y:[l 1 1] T

€3
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3.4 A Transformacao da Forma Companheira para
a Diagonal

Considere o sistema

' = Px + qu(t) (a)

(3.15)
y=clz (b)
onde P é uma matriz de ordem n na forma (1.3), ¢ e ¢ sdo matrizes n x 1.
Considere alguma matriz 7' nao-singular de ordem n. Se
z="Tx, (3.16)
as equagoes (3.15) podem ser escritas como
2= Dz + qu(t a
) () )

y=ciz (b)
onde D=TPT ', q=Tqec, = (T"He.
Como vimos, as matrizes P e D sao semelhantes. Nosso interesse particular sao
nas transformacgoes onde D é diagonal e P na forma companheira (1.3). Assumimos
que a matriz P tem autovalores \i, Ao, ..., A\, distintos.

Correspondente aos autovalores \; existem os autovetores z; tais que

Definimos a matriz M tendo nas colunas os autovetores xq, xo, ..., T,, isto é
M — Il IQ “ .. xn ] .

M é chamada "matriz modal”; ela é nao-singular e pode ser usada para obter a

T acima. Podemos escrever as n equagoes definidas pela equagao (3.18) como

PM =DM (3.19)
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onde
A O
D= 0 )\2
0 0

Pela equacao(3.19) obtemos

e vemos que T é definida pela matriz M 1.

A matriz P tem a forma companheira.

0
—k,

An
D= M"'PM,
1 0
0 1
0 0
_kn—l _kn—2

Logo a equacao caracteristica é

N+ kg4 ...+ .. BiA+ ko =0.

Resolvendo essa equagao obtemos os autovalores Ay, Ao, .

(3.20)

..y An. Os correspon-

dentes autovetores tém uma forma interessante. Considere um dos autovalores \ e

o correspondente autovetor

Entao a equacao Px = Ax corresponde para o sistema de equacoes

651

%)

On
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Qg — )\Oél

Q3 = /\Oég = /\2041

ay = Aay,_1 = N\ layg.

Pondo oy = 1, obtemos z = A2

)\nfl

Considerando todos os autovalores, temos que a matriz modal neste caso tem a

forma

(S U |
Mood oA

M= " "o (3.21)
DY D

Nesta forma a matriz M é chamada matriz de Vandermond; ela é nao-singular
desde que os autovalores A1, A9, ..., A, sao distintos. Algum método para inversao
de matrizes pode ser usado para calcular M1,

Consideremos agora a equagao (3.9), e a obtencao da transformagao da forma
companheira para a forma diagonal. A equagao
ym — Qy” + y/ —2y=u

é escrita na forma companheira como

z, | =10 0 1 zo |+ |0 |1,
Ty 2 —1 2 T3 1

e a saida sera
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3/:[1 0 0} T

Encontraremos a transformacgao que levara esta equacao ao sistema na forma

diagonal.

A equagao caracteristica de P é

|P=M|=X -2 2+X-2=0

isto 6 A —2)(A2+1)=0 dai \; =2, g =i e \3=—i.

Da equagao (3.21) a matriz modal é

e sua inversa

4 0 4

1
M‘lzﬁ 8+ 4i —10i —24 4i
S—4i 100 —2—4i

A transformagao definida pela equagao (3.16) é
2= M1z
A escolha original para x na secao (3.3) foi
/ 1" T
x = [ vy oy } :

Assim, a transformacao M 'z fica definida por
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=— | 8+4i —10i —2+4i y
23 8—41 100 -2 —43 Y

a qual, escrita nas suas componentes, é

1 +1N
21 = — —_
1 5y 5y
— 1@ty — Sy + (=1 + 20y
2=; Y =5+ 1 1)y
1 1., 1 "
=2(2—1i iy — —(1+ 2y .
23 5( )y+2zy 10( + 24)y

Assim obtemos o sistema (3.17), isto é,

2 = Dz + qu(t)

y=-clz
onde
D = M~"AM = diag{2,i, —i},
2
m=AF%=% g | e a=TNe=]11 1]
—1—2

Podemos também obter uma transformacao para a forma companheira. Essa

transformacao é possivel somente quando o sistema é controlavel.



Capitulo 4

Retroalimentacao, Estabilizacao,

Observadores e Dualidade

4.1 Sistema Linear Estavel

Um tema importante na Teoria do Controle é o uso da retroalimentacao para
modificar um sistema dinamico e alcancar algum comportamento desejado, por
exemplo, estabilizar um ponto de equilibrio instavel. Nesta se¢ao indicaremos algu-
mas vantagens de uma equivaléncia com o sistema companheiro (1.2) relacionadas a
esse tema. Também apresentaremos uma conseqiiéncia adicional da dualidade. As
consideragoes nesta secao ajudam a mostrar que se pode fazer muito com o controle
de sistemas lineares, e assim é desejavel ter uma extensao da solucao do problema de
equivaléncia envolvendo o sistema (1.2) e (1.5) para o caso onde (1.5) é substituido

por um sistema nao linear de entrada tnica.

Definicao 4.1.1 O sistema linear ' = Ax € estdvel se todos autovalores de A estio

no semi-plano esquerdo aberto do plano complexo.

Da teoria das equacoes diferenciais ordinarias lineares, é conhecido que todas
as solugoes z(t) — 0 quando t — oo se todos os autovalores de A tém parte real

negativa. Neste caso, o equilibrio na origem é assintoticamente estavel.
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Defini¢ao 4.1.2 No sistema (1.5), a retroalimentacao linear € tomada por u = Kz

onde K € uma matriz real 1 x n. O correspondente sistema de laco fechado é

z = (A+bK)x.

Considere a forma companheira 2" = Pz + qu(t). Usando uma retroalimentacio
u=K z, € possivel atribuir autovalores arbitrariamente para o sistema de laco
fechado resultante, desde que os autovalores complexos de A + bK ocorram em

pares conjugados. Especificamente, pondo

u=Kz= [ -, —Qp_1 ... —0q | %

em 2’ = Pz+ qu(t), obtemos o sistema de laco fechado z* = Pz onde P tem a forma

de P, exceto a tultima linha de P.

De fato,
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
7 = ) ) . e ) 2+ -y, —Opi ...  —q ] z.
0 0 1 0
_kn _kn—l _kn—Z e _kl 1
Entao,
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
7 = z+
0 0 1 0 0
—kn —kn1 —kpo - —k —Qp —Qp1 —Qpea o —

Logo,
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[ 0 1 0 ]
0 0 0
7= . . : z = Pz.
0 0 1
| —(knton) —(kpo1 + 1) o =(h o) |

Seja, pp(A) = A"+ (k1 +a) A" P+ 4 (kpoy + @p1)A+ (kn + ) polindmio
caracterfstico de P. Suponha que mq,msa, ..., m, sao os coeficientes desejados
do polinomio caracteristico de P. Como k; sao conhecidos e m; sao especificados,
entao, a; = m; — k;. Portanto os coeficientes do polinomio caracteristico de P + qIN(
podem ser escolhidos de modo que todas as raizes estejam no semi-plano esquerdo
aberto, o mesmo acontecendo para A+bK. E a taxa de convergéncia exponencial de
z(t) para a origem pode incrementar-se, por exemplo, transladando as raizes para a
esquerda no plano complexo.

Um sistema que nao é estavel poderia ser feito estavel se modificado por uma

retroalimentacao apropriada.

, 2 2
Exemplo 4.1.1 Considere o sistema v = T+ u. Sabemos
1 -1 0
. 1 ‘ .
que eziste T' = que leva nosso sistema na forma companheira
1 -1
, 0 1 0
z = Z+ U
0 -3 1

Considere u = Kz = [ —ag —0 } z, retroalimentacao para o sistema com-
panheiro.
, 0 1 0 0 0 1
0 =3 —ig —Qy —qy —3— o
Temos que, pp(A) = A+ (34 a1)\ + @z é o polindmio caracteristico, com

miy =3+ a1 € My = Q.
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Pondo A2 + (3 4+ a1)A + ay = 0, sendo \; e Ay as raizes da equagao, temos

AMF+A=—-3—ajeA =0y

Podemos escolher \; e Ay arbitrariamente, por exemplo, Ay = —1 e Ay = —4.
Assim, m; = 5, my = 4, a1 = 2 e ap = 4. Portanto u = [—4 —Q}zéa

retroalimentacao desejada para o sistema companheiro.

~ 0 1
Sabemos que K = KT = [ —4 -2 ] . = [ -2 -9 } Dali,
1 -1
) -2 2
u= Kzx = [ -2 -2 } é retroalimentacao linear para, r = T+
1 -1
1 -2 2 1 -4 0
u = T+ [ -2 =2 ] = xT.
0 1 -1 0 1 -1

Portanto, p(\) = A% + 5\ + 4, é o polindémio caracteristico, —4 e —1 sdo auto-

valores.

4.2 Estabilizacao Completa

Definicao 4.2.1 O sistema linear x° = Ax + bu(t) € estabilizdvel se eviste uma

matriz real K, 1 x n tal que o sistema linear ' = (A4 bK)z ¢ estdvel.

Teorema 4.2.1 Sex = Az+bu é completamente controldvel entdo € estabilizdvel e
0s autovalores de ' = (A+bK)x podem ser determinados arbitrariamente (desde que

0s autovalores complexos ocorram em pares conjugados) por uma escolha apropriada

de K.

Demonstracao. Examinamos a prova somente para o caso especial do sistema
companheiro (1.2). Devemos mostrar que 2 = Az + bu(t) é estabilizavel. Isto é,
existe uma matriz K, 1 x n tal que o sistema z = (A4 bK)x é estdvel. Ou seja,
devemos mostrar que os autovalores da matriz A+ bK estao no semi-plano esquerdo

aberto do plano complexo.

Pela controlabilidade completa de @' = Az 4 bu(t), exite uma transformacio

linear 7" : R® — R", nao singular, com z = Tz tal que,



50

2 =Tz = T(Ax + bu(t)) = TAT Tz + Thu(t) = TAT 'z + Thu(t) é um
sistema companheiro.

Entao, com uma retroalimentacao linear u = Kz para o sistema companheiro

2 = TAT 'z + Thu(t), temos

2 = TAT 'z + TbKz = (TAT ' + ThK)z, e assim os autovalores da matriz

TAT-' + TbK podem ser determinados como desejados.

Agora, a semelhanca
TAT™' + TbK = T(A+bKT)T* = T(A+ bK)T~*; K = KT, mostra que
os autovalores de A 4+ bK podem ser determinados por uma escolha apropriada da

retroalimentacao u = K. |

4.3 Detectabilidade

Definigao 4.3.1 O sistema (3.1) € detectavel se existe uma matriz L n x 1 tal que

o sistema ' = (A + Lel)x € estdvel.

Como os autovalores de A + LcT sdo os mesmos que os para AT + cLT, for-
mar a matriz A + LcT corresponde & retroalimentacao u = LTz no sistema dual
x' = AT + cu(t). Portanto um sistema é detectavel se, e somente se, o sistema dual
é estabilizavel. Uma interpretacao analitica de detectabilidade deriva da implicagao
que a saida da retroalimentacao linear pode ser usada para ”detectar” trajétorias
de forma assintotica por meio de uma construcao conhecida como um sistema ob-

servador. Especificamente, considere o sistema

€'(t) = AE(t) + bu(t) — L(y(t) — c"€(1)) (4.1)

onde £ é um estado auxiliar que pode ser iniciado em algum vetor £(0). O estado
auxiliar £ tem como objetivo aproximar o estado verdadeiro x, e L, conhecida como

"matriz erro de saida”, deve ser escolhida de modo que £ se aproxima de x. Defina
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0 erro por

e=x—¢&.

O objetivo é escolher L de modo que e — 0 quando ¢t — oo. Agora fazendo a
diferenca de (3.1a) e (4.1) obtemos,

v —¢& = Arvtbu—[AE+bu—L(y—cT¢)] = Ax— AE+ Lo — L€ = (A4 LT e,
onde y = c’'x.

Logo,
¢ = (A+ Lh)e.

Temos o seguinte resultado:

Teorema 4.3.1 Se o sistema (3.1) é detectdvel entdo L pode ser escolhida no sis-
tema (4.1) de modo que e = x — & — 0 quando t — o0, independentemente da

condicao inicial £(0).

Alguns comentérios nessa constru¢ao devem ser feitos. O sistema observador
(4.1) é uma alternativa para calcular as solugoes do sistema (3.1) com um método
numeérico direto. Usando os conhecidos dados fornecidos por A, b e ¢, juntamente com
y e u, o sistema (4.1) pode ser simulado numericamente com a garantia que o estado
estimado assintoticamente reconstrdi o sistema verdadeiro de estado x para (3.1),
independentemente da condigad inicial £(0). Se por sorte tomarmos £(0) = x(0),
entao a equagao observadora (4.1) implica que £(t) = z(t) para todo t, uma estima-
tiva perfeita. Pode-se pensar de (4.1) como um sistema com entradas u e y e com
saida &, a aproximagao desejada. A estimativa ¢ pode-se dar a retroalimentagao
via u = K¢, no lugar do verdadeiro estado com a finalidade de estabilizar (3.1a),
desde que (3.1a) seja estabilizdvel. Em outras palavras, os autovalores do sistema
de lago fechado podem ser colocados em algum lugar no semi-plano esquerdo aberto
mesmo se somente a saida y é mensuravel. Além disso, uma importante carac-
teristica dessa construgao é que o controlador (matriz K) e o observador (matriz L)
podem ser determinados independentemente enquanto que se garanta que o sistema

observador/controlador inter-conectado seja estével.
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Para ver isto, usando (3.1a) juntamente com (4.1), escrevemos o sistema combi-

nado para (z,£) como

x A bK x

= . (4.2)
—Lc" A+ LT + 0K 3

Podemos obter o polindmio caracteritico para esse sistema usando a seguinte

transformacao de semelhanga:

I 0 A bK I 0 A+bK bK
= . (4.3)
-1 1 —Lc" A+ Lt +bK I 1 0 A+ LT
Assim o polindémio caracteristico da matriz dos coeficientes em (4.1) é o produto

dos polinémios caracteristicos de A + bK e de A + Lc', ou seja, os autovalores A

desse sistema sao dados por:

det(A+bK — \I) - det(A+ L™ — M) =0

Isto significa que K pode ser determinada sem considerar o fato que somente o
estado estimado sera retroalimentado, e a matriz erro L pode ser determinada sem
referéncia para o fato de que o estado estimado resultante seja retroalimentado com

a finalidade de estabilizacao.

4.4 Exemplos, Estabilidade e Detectabilidade

Vamos considerar dois exemplos ilustrando estabilizacao e detectabilidade.

Exemplo 4.4.1 Retornamos novamente ao exemplo 1.2.2, com a equac¢ao de saida

y = x1. Entao as matrizes dos coeficientes sao

-2 2 1
A= , b= ) cT:[1 o].
1 -1 1



93

Esse sistema € ao mesmo tempo estabilizdvel e detectdvel, usando a matriz K

de retroalimentacao e a matriz observadora L dadas por, K = [ -2 0 ], L=

0
-1
De fato,

-2 2 1 —4 2
e A+bK = + -[_2 0}:

1 -1 1 -1 -1

—4 — )\ 2
Dai, papx(A) = =X +5\+6. Logo A+ bK tem
-1 —1-A

autovalores A\ = —2 e Ay = —3.

-2 2 0 -2 2
e A+ Lt = + -[1 0}:

1 -1 -1 0 -1

Sendo diagonal, os autovalores sao Ay = —1 e \y = —2.

Outras escolhas para K e L sao possiveis.
De fato, se queremos que os autovalores do sistema de laco fechado z” = (A+bK)x
sejam —1 + 4, com os comentarios da definicdo (4.1.2), determinemos a retroali-

mentacao K.

-2 2 0 1 0 1
Sabemos que A = ~ P = e T =
0 -1 0 -3 1 -1

Considere u = Kz — [ —ay — ] z, retroalimentagao para o sistema
companheiro.

, 0 1 0 0 0 1

0 -3 —vg —aQy —qg —3— o

Entao, ps(A\) =X+ B+ o)A +a2 e my=3+a;, my=an.
A2+ (3+ ap)A + ag =0, sendo A\; e Ay as rafzes da equacgio, temos,
M+ A=—-3—ajeA A=y
Sejam A\ = —14+17 e A = —1 — 1. Portanto u = [ -2 1 ] z é a retroali-

mentacao para o sistema companheiro.
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SabemosqueK:I?T:[—Q 1}- :[1 —3],da1'
1 -1

, -2 2

u=Kzx = [ 1 -3 } é a retroalimentacao linear para, r = r +
1 -1
1 -2 2 1 -1 -1
U = T+ [ 1 -3 } = xX.

1 1 -1 1 2 -4

Portanto, p(A\) = A2 + 6\ +4, e —3,—2 sdo os autovalores.
Uma outra maneira para determinar a matriz K de retroalimentagao é usar as

consequéncias do sistema conbinado (z, §).

De fato,

~2 2 1 A0
A+bK — N = + e _

—2—062—)\ 2—061

1—as —1—a;— A
Logo, det(A+ bk —A) =X+ (34 a1 + a2) A + 3a; + 3, de onde segue que,
)\1+/\2:—3—041—O{2 (§] )\1')\2:3@1+3(X2.

Podemos escolher A\; e Ay arbitrariamente. Sejam Ay = —3 e Ay = —2. Dal,

a1 + ag = 2, que implica K = [ —ay ap—2 |-

e Com 0 mesmo raciocinio acima determinemos uma outra matriz observadora
L para o sistema.

De fato,

- -2 2 ly A0
A+ Let — AN = + [1 0}— —
A

2+ —-A 2
141 —1-=A
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Logo, det(A + Let — X)) = A2 + (3 — 1)\ — 1 — 2l5, de onde segue que,
)\1+/\2:l1—3 e )\1')\2:—l1—2l2.

Podemos escolher \; e Ay arbitrariamente. Sejam A\; = —3 e Ay = —2. Dal,
-2
ly =13 =—2, o queimplica L =
-2
. . 0
Se tivéssemos escolhido Ay = —2 e Xy = —1 terfamos L =
-1

Exemplo 4.4.2 FEstabilidade e detectabilidade nao sao garantidas. Considere o sis-

tema linear, cujas matrizes dos coeficientes sao:

01 1
A= - . b= . ,cT:[o 1]

Neste caso, qualquer matriz K 1 x 2 de retroalimentacao produz uma matriz de
laco fechado A 4+ bK com um autovalor nulo. Portanto, nao é estabilizavel. Igual-
mente, qualquer matriz L 2 x 1 produz uma matriz com autovalor nulo. Portanto,

o sistema nao é detectavel.

4.5 Aplicacao

Para analisar o controle de um liquido em um tanque devemos considerar a
entrada e saida regulares. A figura mostra um tanque com:

e taxa de vazao de entrada ¢,

e taxa de vazao de saida qq

e altura do liquido A

e Area da base do tanque S (suposto na forma de paralelepipedo reto-retangulo).
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L

Se ¢ = q.— qo € a variagao do liquido que entra no tanque ao longo de um periodo
At e Ah correspondente a mudancga no nivel, entao ¢gAt = SAh e no limite quando
At — 0,

dh
q=3>S I

Para um sistema mais complicado, constituido de dois tanques interconectados,
nos devemos obter explicitamente uma equacao para a taxa de saida ¢y em termos da
resisténcia oferecida pela valvula de saida. Estaremos supondo que a resisténcia R
da valvula de saida é diretamente proporcional a altura do liquido. Especificamente,
vamos supor que ¢; - R; = h;, i = 1,2, onde ¢; é a vazao de saida do tanque i, R; é

a resisténcia da valvula e h; é a altura do liquido no tanque .

Y !
IQ

|

— T >

R,

Para o tanque 1,

dhy 1
SI%_Q_R_IUH_}LZ) ou
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/ 1 1 1
hy=—q— ——h;+——=—nh 4.4
Y Ry (4.4)
12 dh/l
de h; = —.
onde h, o
Para o tanque 2,
dho 1 1
So—— = —(hy — hy) — —h
th R1(1 2) R, 2 Ou
; 1 1 1 1
hy=——h——|—+—1]h 4.5
> T SR, 52(R1+R2) ’ (45)
, dho
de h,=—-.
onde h, 0

Nés podemos escrever (4.4) e (4.5) em forma matricial como

/ 1 1 1
| _ | ~sm A ol | s
e 1 1,1 1 q
hy wh smtw) | [ 0
que tem a forma
h = Ah + bq (4.6)
hy 1 1 1
onde h = , A= SllRl ) SiRl . eb=| "
ha Sa Ry _S_2<R_1 + R_z) 0

Podemos também escrever simultaneamente as equagoes de primeira ordem (4.4)
e (4.5) como uma equagao diferencial de segunda ordem.

Diferenciando (4.5) e substituindo nesta a equagao (4.4), temos
hg:ﬁh;—é(}%JrR%)h;

= ﬁ (Silq - Sllthl * SllthQ) B Sia (Ril " Riz) &

- 5151231‘1 - Slb}gR%hl " 515121-2§ e Sig (R% " Rig) he

1 LN PR S0 SRS U VRN NS SRS S 40 N I O
T SSRGSk TS \R TR TSGR S \ R Ry )
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S IR NS T W O PV I S LN
T S \R Ry) SR P |S1SR2 S1SRy\R,  Ry)|
1
51S2R1

q.

Assim obtemos,

R S T N U PR I Y
2T S\ R Ry SR S1SR T S8R \Ri | R )| T SiSR T

E uma equacao diferencial de ordem 2 da forma y” +ky +koy = u(t). Logo pode-

mos analisar a controlabilidade e observabilidade da situagao descrita no tanque.

De fato,

1 1

rank[b Ab] = rank 5t _@ = 2.
S1S2 Ry

Entao é completamente controlavel, pelo Teorema 2.1.1.
Isso significa que, partindo de alturas iniciais h{, h9, e pré-fixadas duas alturas
arbitrarias h{ , h;, existe uma vazao de entrada no primeiro tanque que, num tempo

finito, produzira as alturas h{ e hg .

Consideremos a saida y = [ 1 0 } h.

Assim,
__1 1
S=[ro] ea=| Im o S
E A S )
Dai,
c’ 1 0
rank = rank =2
T 1 1
A SiR1  SiR;

Entao o sistema é completamente observavel, pelo Teorema 3.2.1. Isto é, conhecendo-
se a vazao de entrada ¢ e as alturas dos tanques, pode-se determinar o nivel inicial

(h?, 1Y) do tanque de maneira tinica.
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4.6 Comentarios

4.6.1 Uma breve nota sobre extensoes

Vamos descrever brevemente uma extensao da nossa discussao dos sistemas de
entrada unica nos capitulos 2 — 4 para o caso de sistemas lineares com entrada e

saida multiplas,

r = Az + Bu(t) (a)
y=Cur, (b)

ondeu € R™, y € RP, eassim Bénxme C épxn. Como observado antes, o teste do

(4.7)

rank para controlabilidade e observalidade permite uma dualidade algébrica entre
esses conceitos, uma vez que identificamos um sistema dual apropriado. O mesmo
principio extendido para (4.7).

A Definigao 2.1.1 (Controlabilidade Completa) faz sentido para o caso de m-
entradas. As fungoes admissiveis para controle serdo funges u(t) com valores em
R™ tal que toda coordenada seja localmente integravel.

A caracterizacao de controlabilidade completa no Teorema 2.1.1 pode ser trans-
portada diretamente para (5.1a) sem nenhuma mudanga. Neste caso, a matriz de
controlabilidade | B AB A?B ... A" 'B ] tem ordem n X nm e a prova pro-
cede a partir de (2.1). Com atengao para as dimensdes envolvidas, a mesma prova
funciona. A matriz M é ainda n X n enquanto 1) é 1 x m.

Observabilidade completa do sistema (4.7) é definida exatamente como na definigao

3.2.1, e o sistema (4.7) é completamente observavel se e s6 se a matriz,

C
CA

CAn—l

que é agora pn X n, tiver rank = n. Uma prova do Teorema 3.2.1 é obtida como

antes.
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O sistema dual de (4.7) é definido por

r =ATz +CTu(t)  (a) (4.8)
y= Bz, (b)
com as dimensoes das matrizes determinadas naturalmente, por (4.7). O Teorema
3.2.2, o qual documenta a dualidade algébrica da observabilidade completa e con-
trolabilidade completa, é também valido quando aplicado para (4.7) e seu dual.

A extensao do Teorema 4.2.1 para o caso de sistema controlavel de m-entradas
pode ser baseado no resultado de entrada tnica (ver [7,pp 49 — 51]).

As Definicoes 4.2.1 e 4.3.1 tém extensoes diretas para o caso das m-entradas e
p-saidas. O Teorema 4.3.1 na construcao observavel é facilmente extendido para
(4.7); a extensao é basicamente notacional.

Se considerarmos sistemas lineares com as matrizes dos coeficientes dependente
de t, técnicas adicionais sao necessarias para observabilidade, controlabilidade, e
sua dualidade, embora varias extensoes tém sido feitas. Essas defini¢oes envolvem
o tempo inicial ¢y, o particular estado inicial zy considerado, e o intervalo de tempo
sobre o qual o controle age. O leitor interessado nesse assunto é convidado a ex-
plorar as referéncias. Vejamos um exemplo para ilustrar que tais sistemas requerem

alternativas apropriadas a fim de descrever propriedades de controlabilidade.

‘ . / I bi(t)
Exemplo 4.6.1 Considere o sistema x = x4+ u
0 2 ba(t)
x1(t et(x1(0) + [Fe=sby(s)u(s)ds
A solugao geral é z(t) = 1) = (#:(0) fot (s)uls)ds)
x5 (t) e (x2(0) + [, e *ba(s)u(s)ds)

Se by e by sao constantes, entao o Teorema 2.1.1 garante que o sistema é comple-

tamente controldavel. Suponha agora que b; = e° e by = €2*; a solucao é entao,

zi(t) || e(@(0) + [ u(s)ds)
0 2 (25(0) + [y u(s)ds)
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Portanto, solugoes que partem da reta xo = x1 quando t = 0, sempre satisfazem
a condigao z(t) = e'xq(t), e desta condigdo podemos concluir que o sistema nao
¢é completamente controlavel de acordo com a definigdo 2.1.1. De fato, se z1(0) =
x9(0), entdo o movimento é limitado ao primeiro ou terceiro quadrantes, desde que
1 € T2 tém o mesmo sinal. Em particular, o conjunto de pontos acessiveis a partir
da origem estd dentro desses dois quadrantes. Se considerarmos a condicao de
controlabilidade do rank de modo pontual, isto é, se considerarmos a seguinte matriz

para cada instante ¢,

et et

| B) AB@) | = ,

€2t 2€2t

obtemos uma matriz nao-singular. Este exemplo mostra que uma interpretagao
pontual da condi¢ao controlabilidade do posto do Teorema 2.1.1 nao conduz a um
critério satisfatorio para controlabilidade completa de um sistema linear dependente

de t.
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