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Resumo

O semi-eixo de Triton atualmente é ~ 14.325 R porém este valor esta continuamente
decrescendo e num futuro distante, o movimento médio de Triton estara numa ressonancia
orbital com os satélites internos de Netuno, descobertos em 1989 pela Voyager. Neste
trabalho, nés estudamos a dinamica futura do problema, quando Triton e Proteus es-
tarao envolvidos nas ressonancias 3:1 e 2:1. A expansao da funcao perturbadora no caso
retrogrado mostra que estas ressonancias sao de ordem superior se comparadas com o caso
classico. Mesmo assim, na presenca destas ressonancias, a excentricidade de Proteus serd
fortemente excitada e a orbita de Larissa sera facilmente cruzada, uma vez que a excentri-
cidade de Proteus cresce para altos valores. Assim toda a estrutura dos satélites internos
serd afetada quando o semi-eixo de Triton decrescer para ~ 9.883Ry. Um modelo muito
simples que poderia ter afetado a obliquidade de Urano devido a migragao planetaria, é
também discutido.



Abstract

Nowadays the semi major axis of Triton is about 14.325Ry. However this value is
continuously decreasing and in a distant future, Triton’s mean motion will be in a orbital
resonance with the Neptunian inner satellites, discovered by Voyager in 1989. Basically, in
this work we study the future dynamics of the problem, when Triton and Proteus would
be involved in 3:1 and 2:1 resonance. The expansion of the disturbing function in the
retrograde case shows that these resonances are of higher order when compared to the
classical direct cases. Even so, we show that, in the presence of these resonances, the
eccentricity of Proteus will be strongly excited and Larissa’s orbit can be easily crossed,
since in general, Proteus’ eccentricity increases to very high values. Therefore the whole
structure of the Neptunian inner Satellites starts to be affected, when Triton’s semi major
axis decreases to about 9.883Ry. A very simple model which might have affected the
obliquity of Neptune due to the planetary migration, is also discussed.
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Possiveis conseqiiéncias na evolugcao de Triton em queda

Introducao

Triton é um satélite de Netuno de massa bastante significativa (My /My ~ 2.09x 10™%)
e devido a efeitos da maré, estd em processo de queda. Sua orbita é praticamente tnica,
no sentido que Triton é retrégrado e além disso nao é um satélite exterior, isto é, seu
semi-eixo é ~ 14.325R )y e sua excentricidade é ~ 0.000016 (praticamente circular).

Mais internamente, préximo ao planeta Netuno, a Voyager descobriu em 1989 mais
seis mintusculos satélites de massas muito pequenas.

A literatura apresenta varios trabalhos sobre a possivel e controvertida origem de
Triton, bem como alguns aspectos relativos ao futuro de Triton (Littleton 1936; McCord
1966; Counselman III 1973; Harrington and Van Flandern 1979; Farinella et al 1980;
McKinnon 1984, 1995; Chyba 1989; Goldreich et al 1989; etc).

Sobre os satélites internos de Netuno, o niimero de trabalhos sobre a dinamica nao é
tao grande, ja que estes s6 foram descobertos em 1989 (Owen et all 1991, Banfield and
Murray 1992). O que sem duvida é bastante raro, é o estudo da dinamica futura destes
satélites levando em conta que o semi-eixo de Triton ira diminuindo.

A medida que o semi-eixo vai decrescendo, seu movimento médio entrard numa relagao
de ressonancia com o movimento médio dos satélites mais internos, descobertos pela
Voyager (Proteus, Larissa, Galatea, Despina, Thalassa e Naiad).

E sabido que nas ressonancias diretas asteroidais, podem ocorrer grandes variagoes de
excentricidade. Caso o sistema Triton-Proteus se encontre numa ressonancia 3:1, 2:1, etc,
poderiamos imaginar situacoes similares aquelas ja conhecidas nos problemas asteroidais.
Por exemplo, no caso 3:1 poderiamos pensar que a excentricidade de Proteus sofreria
aumentos significativos a ponto de cruzar as érbitas dos demais satélites mais internos.

Ocorre que aqui, a ressonancia orbital se processa entre um satélite em orbita di-
reta e Triton que estd em drbita retrégrada. Neste caso a funcao perturbadora do caso
retrogrado mostra que os termos ressonantes sao de ordem superior se comparados com
o caso direto. Isto significa que o efeito ressonante seria bem mais fraco e eventualmente
pouco ou nada importante ocorreria nestas comensurabilidades, agravando-se o fato de
que a excentricidade de Proteus é ~ 0.0001 e a inclinagao é < 1°.

Neste trabalho damos inicio ao estudo da dinamica futura dos satélites internos de
Netuno. Inicialmente desenvolvemos a funcao perturbadora classica do problema restrito
dos 3 corpos no caso retrégrado com o objetivo de examinar a ordem dos termos resso-
nantes. Generalizamos este desenvolvimento para inclinacoes arbitrarias, supondo porém
excentricidades pequenas.



Em algumas oportunidades (Nicholson 2002, Dobrovolkis 1980) a importancia da pre-
cessao do equador de Netuno é ressaltada. Desta forma, neste trabalho incluimos o efeito
da precessao do equador do planeta devido a Triton e seu efeito é analisado.

As experiéncias aqui realizadas mostram que o efeito isolado, devido exclusivamente a
ressonancia orbital é praticamente desprezivel nos casos 2:1 e 3:1. Porém se computado o
efeito do achatamento, as integragoes mostram que as excentricidades e inclinac¢oes sofrem
significativas perturbacoes a ponto de causarem a ejecao de Proteus.

O principal efeito da maré é diminuir o semi-eixo de Triton. Desta forma, para estudar
a passagem pela ressonancia, e tendo em vista as incertezas nas constantes da maré,
resolvemos simular esta passagem usando a forca de arrasto, a qual num curto intervalo
de tempo, durante a passagem, deve ser similar a maré. Nao se observou nenhum caso de
captura em libracao.

Apresentamos por ultimo, um estudo hipotético de possiveis variagoes da obliquidade
dos planetas, causadas pela migracao planetaria.

Notacgoes

Neste trabalho, a menos de algumas alteracoes mencionadas no decorrer do texto,
iremos considerar a seguinte notagao:

7 =vetor posicao do corpo

Ry=raio equatorial de Netuno

Mpy=massa de Netuno

m=massa do satélite

a=semi-eixo maior

e=excentricidade

I=Inclinagao

f=anomalia verdadeira

M=anomalia média

=longitude do nodo ascendente

w=argumento do periastro

w=longitude do periastro

Jo=coeficiente numérico do harmoénico de segunda ordem (coeficiente do achamento)
0=Q4+w+f

y=angulo formado entre os vetores posicao do satélite perturbado e do perturbador.

O elementos referidos ao corpo perturbado (satélite interno de Netuno) serao indexados
pela letra i, e os que se referem ao perturbador (Triton) serao indexados pela letra 7.

Obs.: A menos de que seja dito o contrario, a unidade de comprimento adotada sera
o raio equatorial de Netuno.



Capitulo I - Desenvolvendo a fungao perturbadora

Conforme dito na introducao, Triton é um satétlite de orbita retrégrada com alta in-
clinagao. Neste capitulo desejamos apresentar o desenvolvimento da funcao perturbadora
do problema restrito dos trés corpos no caso em que a inclinagao é arbitraria, porém com
excentricidade pequena.

Inicialmente é apresentado, de maneira bem rapida, o caso classico direto, referido
a um plano arbitrario. Lembremos que em varios textos (Leverrier 1855, Brouwer e
Clemence 1961) este desenvolvimento ji esta feito, porém em todas estas referéncias tais
casos estao referidos a um plano particular, isto é, o plano de referéncia é o do perturbador.
Neste trabalho a obtencao ¢ feita partindo de um plano qualquer e temos automatizado
os calculos para qualquer ordem da excentricidade ou inclinagao. Em particular fizemos
até ordem quatro e serd usado no capitulo IV, mostrando uma hipotética variagao na
obliquidade do equador de Urano, como decorréncia da migragao planetaria.

Apos feito o caso cldssico direto (baixa inclinagao e baixa excentricidade) apresentamos
o desenvolvimento no caso retrégrado, porém ainda com baixa excentricidade e inclinagao
~ 180°. Tal desenvolvimento é importante ja que neste caso é possivel constatar algumas
diferencas com o caso direto (em especial uma relacionada a propriedade de D’Alembert).
Também ¢ possivel examinar a ordem de grandeza dos cossenos ressonantes.

Finalmente o caso com inclinacao arbitraria sera abordado na secao C.

A - Caso Classico direto

Desenvolveremos neste capitulo a funcao perturbadora classicamente conhecida, com
pequenas inclinacoes e excentricidades. Os elementos referentes ao corpo perturbador
serao indexados pela letra j nesta secao.

O movimento do corpo a ser estudado é dado por

77@ = Vi(U; + R) (1)
onde
U — W 2)

e R; é a funcao perturbadora dada por:

1 Ti T 1 711751 cos(4)

- ij

§RZ’ = ij'

17 =70 51 R R



Ou ainda,

172 |7 cos(¥)
1751

= Gony (I + 517 = 217515 cost)

A partir de agora, por facilidade de notagao, faremos: ||75|| = r; e ||| = 75

A funcao perturbadora é dividida em duas partes; h e ), dadas abaixo:

h = (m2 + 75— 2rir; cos(w))_l/2 (4)
Q _ r; 022(1/)) (5)

Logo,
%i = ij(h - Q)

Para descrevermos esta fungao, primeiramente é necessério escrevermos o cos(t)) em
termos dos elementos orbitais. Sabemos que:

Ty o ZiT; + YiY; + ZiZj
Ti?"j 7“1'7“]'

cos(¢) = (6)

E também sabemos escrever as coordenadas cartesianas em termo dos elementos or-
bitais (ver apéndice). Dai:

cos(v)) = (cos(€;) cos(f; + w;) — cos(I;) sin(€2;) sin( f; + w;))
(92) cos(f; + w;) — cos(I;) sin(Q;) sin(f; + wy)) +
(sin(€2;) cos(fi + w;) + cos(I;) cos(€;) sin(f; + wy))
(sin(S) cos(f; + ;) + cos(T;) cos(S,) sin f; +w3)) +

sin(Z;) sin( f; + w;) sin(Z;) sin(f; + w;) (7)

(cos

Para que possamos escrever a funcao perturbadora em uma série de poténcias de
sin(1;/2) e sin(I;/2), vamos substituir no cos(¢), cos(I;) por 1 — 2sin(1;/2)* e sin(I;) =
2sin(I;/2) —sin(1;/2)3..., valendo as mesmas férmulas para I;. Aqui estamos desprezando
termos de ordem superior a 4.



Para simplificar um pouco a notac@o neste capitulo faremos s; = sin(/;/2) e s; =
sin(7;/2).

cos(¢) = (sj2 — 51»23]-2) cos(b, +0; —2Q;) + (_Sj2 +1 -5+ sfsf) cos(6; — 0;) +
(—SiQSjQ + 3i2> COS(—Q Qz + (91 + 0]) + COS(—Q Qz + 01 + 2 Qj — 0]‘)82‘28]‘2 +
(-SiSSj + 2 SiSj — 5i5j3> COS(@Z' — QZ — Qj + QJ) +

s,gsj -2 SiS;j + s,»sj?’) COS<0i - Qi + 9;’ - Qj) (8)

onde 0, = fi + Qi +w; e 0; = f; +Q; +w;

Observe que cos(¢) esta muito perto de cos(f; — 6;), uma vez que supomos s; € s,
pequenos. Portanto podemos aproximar A numa série de Taylor em torno do ponto

cos(1)) = cos(6; — 6;):

h={r?+r?=2rr; cos(0;—0;)} 2 +rii{r?+rF —2rir; cos(0;—0;) } 42y +3riri {r? +
7‘? — 27’1‘7”]‘ COS(QZ' - 8j)}_5/2§ + ...

onde y = cos(y)) — cos(f; — 0;).

Novamente, como r; = a; e r; = a; (pois e; e e; estdo préximos de zero) podemos
aproximar h por uma série de Taylor em torno dos pontos r; = a; e r; = a;, assim:

h=A"+ B +3C'

sendo,
Ipi;j Ipij 9% p; (r; a2>2 9% p; (rj—a )2
A = p,. I — a Il o J i \Tj j
P+ g, ) F Oa; s =) da7 2! a2 A
00, 00, 0%0i5 (r; — ;) 0%6;; (rj — aj)?
B/: 61 Y i i Y . v ? v ] J 7
{ .7+ aai (T ) 8aj< J a]) aazQ 2' + anQ 2| }y
2
Y
C - 7@] 2'
E
1 k=400
Pij = {a? + a? — 2a;a; cos(0; — Qj)}—1/2 = 3 Z Ay, cos(kf; — kHj)
k=—00
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1 k=400
ij = aa;{ai + ajz- — 2a;a; cos(0; — QJ-)}*?’/2 5 Z By, cos(kb; — k0;)

k=—00

1k +o00
vij = a;a’ {a +a — 2aa; cos(f; — 0;)} 7 = Z Cy cos(kb; — kb,)

k—foo

Ay, By e (Y sao chamados coeficientes modificados de Laplace. Estes por sua vez
podem ser convertidos em coeficientes de Laplace (ver apéndice).

Sabemos escrever r — a em termos da excentricidade, anomalia média e semi-eixo
maior (aproximacao por uma série truncada nas excentricidades); e y é dado por (8). Se
desejarmos apenas os termos seculares e de longo periodo realizamos uma dupla média
em relacao as longitudes médias, eliminando assim os termos de curto periodo. Entao:

R L P andn, = == [ 7 Gmehdooda
R =g |, f, R = g [ [ Gmshadad

Como, a parte indireta da funcao s6 apresenta termos de curto periodo entao a média
pode ser realizada somente sobre a parte direta.

Assim foi possivel desenvolvermos a funcao perturbadora classica até quarta ordem,
e depois realizamos uma média nas longitudes médias. A funcao obtida é equivalente a
de Yuasa-1973 e para fazermos a verificagdo basta considerarmos sin(1;) = 2sin(/;/2) —
sin(/;/2)? (aproximagao por série de Taylor), j& que em Yuasa as séries sao desenvolvidas
em termos de sin(/;).

11



B - Caso Classico retrogrado

Como nos interessa investigar a perturbagao que Triton, um corpo de 6rbita retrégrada,
exerce sobre outro satélite, iremos dar inicio a nosso estudo desenvolvendo a funcao per-
turbadora no caso retrogrado onde a inclinagao do perturbado serd pequena e direta,
enquanto que a do perturbador serd também baixa (= 180°) porém retrégrada.

Como a inclinagao do perturbador esta préxima de 180 graus, nao podemos desenvolver
nossa série em termos de poténcias de sin(/;/2) como é feito no caso classico. Em vez disso
desenvolveremos em série de poténcias de sin(/;). A partir deste ponto o desenvolvimento
torna-se analogo ao caso de orbitas diretas. Também truncaremos nosso desenvolvimento
na quarta ordem de e;, e;, sin(/;/2) e sin(l;).

Na expressao (7) da se¢ao A nés substitufmos cos(Z;) por —1 + 3 sin(f;)* + & sin(I;)*.

Esta é a primeira diferenca entre o desenvolvimento do caso direto e o retrogrado. Deste
modo obtemos:

cos(¢p) = cos(0; +0; —2€Q;) + s;s5cos(0; — Q; — 0; + Q) — s;55co8(6; — € +60; — Q) +

1
si2cos(—2Q; 4+ 0; +2Q; — 0;) — 5,7 cos(0; — 2Q; + 0;) + 1 s;% cos(0; — 0;) —

1

1 1

Z Sj2 COS(QZ' — QQ] + €]> — Z Si28j2 COS(—Q Qz + 491 + 2 Qj — 49]) +
1 1

~ 5282 cos(—=2 +0; +0;) + 1 si’s;?cos(0; —2Q; +0;) —

4 4°
1, 1, 1,
65 cos(6; — 6;) — 6% cos(6; —2Q; +6;) + 5 585 cos(0; — € +6; —

Qj) — ;Si?)Sj COS(GZ' — Ql - 93‘ + Q])

sendo 0; = f; + Qi +w;, 0, = f; + Q; +w;, s; =sin(1;/2) e s; = sin(1;)

Como conseqiiéncia direta desta aproximagao percebemos que cos()) agora estd muito
préximo de cos(6; + 6; — 2€;), diferente do caso direto em que cos(y)) ~ cos(0; — 6;).
Portanto agora, desenvolveremos h numa série de Taylor em torno do ponto x = cos(6; +

6, —2Q;)

Desta vez vamos apresentar explicitamente todos os termos seculares e de longo periodo
até ordem quatro. Apresentamos também os termos ressonantes 2:1 e 3:1.

Whipple e Shelus (1993) quando estudaram satélites externos de Jupiter, adotaram
uma nova definicao de w para estes satélites. Aqui também nods passaremos a usar tal

definicao, isto ¢, w; = ); —w;. Observamos que sem esta definigao algumas propriedades

classicas de D’Alembert nao se verificam. Exemplo: O termo —4—O‘bé2/)26iej cos(w; + w; —

a;
2Q);) onde w; acima esta escrito na forma antiga w; = Q; + w;. Se porém definirmos w;
na forma €2; —w; entao recuperamos todas as propriedades de D’Alembert. O cuidado que
se deve tomar é que agora as equagcoes de Lagrange também devem ser convenientemente

corrigidas.

12
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Nas expressoes abaixo adotamos entao w; = Q; +w;, w; = Q; —w;, A\; = M; + w;,
>\j = Mj + wj.

Termos seculares e de longo periodo

—16s;s e e;a;3a;d2b320—64 s5;s € eia;2a;2db32¢) cos(Q —w;+Q,;—w;
Rl _ ij[lég ( sisjejeja;>a; 0 szs]e7e5lal a; 0) cos( w; i) +
—16 s;5;a;,2a:€:2d2032,—64 s;5.:0;%a%¢; db5’21 16 s;5:a;°a;e;2d2b32,+32 s5;%s;a;a:2b32,+
i i
128 J .7 J J ] J J J J
24 a; b5225i8j CLj + 192 (Zi2b52082‘ SjCLj — 064 Sisjai Q; €j2db321 —|—96 ai2b52251» Sjan -
Q;—Q;
32 sisjaiaj3ej2b321—64 sisjaiaj3b321—32 sisjaiaj36i2b321+48 ai2b5203isj3aj2)%+
J
i(48ai2b5225i25j2aj2+24ai2b5208i28j2aj2+16aib3218j25i2aj3)cos(QQi—ZQj) 1
128 a; 128
(24Sj2€i2aiaj3b321+2Sj2€i2a1'3a]'d2b321+16Sj2€i2ai2aj2db321)COS(—QQ]'-F?ZUZ')
5
aj
i(8sigeiQaiSde2b321+64siQeiQaiQajZdbS’Ql—s—QﬁsigeiQaiaijS’Ql)cos(QQi—2wi)
128 a;®
i(96siSjaiaj3ei2b321+8sisjai3ajei2d2b321+64sisjaizaneideb’Ql)cos(Qi+ij2wi)
128 a;®
+ 1 (64SisjejeiaizandbS’Q_QJrlGsis]ejelaz a;d2b32 _3) cos(Q—w; —Qj+w;)
128 a 5
+ = 128 (24 6]26121)]22&] +2€] ei’a; d4b122—24 eJ Ze; a,db]QQa] +12 e] €; afd?b]?za] +

166] e; (lzgdgb]? )COS( 2w]+2wl + ]./].6 e;2s;%2a;3d2b321 cos(2Q;—2w;) +

a;’
1 (764ejsi e;a; aj2db320 16€JS,L e;a; a]d2b320)cos(29~7w] wl) + 1 €JQSJ a; d2b321c405( 2Q;4+2w;) +
128 a;® a;
1/16 S; sjal ej 2d2b321 cos(; +9; 2wj)+ 1 (16sisj'ejeiaiga]d2b5’20+64sZSjejeiaizaj2db320)cos(ﬂrkw]'fﬂjfwi)+
a;* 128 a;®
1 (—45]- ejeia; ajd2b320—163j ejeiai aj 2db320) cos(w;—2Q;+w;) +
128 5
128( 16€j eza,dbl,?laj —40ej e;a;>d3b12_ 1a]—16 ejeZ afd?bl,?laf—i—lfiejsZ e;a; ajd,?bS’Qo—i—

64 6]'6@‘&,' Q; Sideggg — 64 ejeiaidb],@laj + 16 Sj ejeiai aj db320 — 88 €j €;a; d?b]?laj +
16e;%e;0121a;*—32 eje;a;2d2b121a;° -4 ej3e;a;* dfb12,464 e;5,%e;a;%a;* db32¢—4 eje;*a;* dfb12,+
16 eje;a;%a;8;2 d20529+4 s;%eje;a,°a;d2b320—24 eje2a;2 d3b12 _1a;+4 eje;a;°a;s,;2 d2b329+
16@@2@1 a2 db320+64 eje:b121a;") EEEET 4 (120 ;2052052 5 20,24 e*a; djb12,—

43] eila; a]d2b5’21—|—4e] eilatdyb12, —1—48a12b<‘5223Z a; —4azb3’213j a] 16aib3’218j a; 34

16 €;%a;2d2b120a;2+6 a;2b520s a;>+24 e a;db120a;>+36 e, a2 d20120a;2+32 e;2a; db120a;> +
4e;tad3b120a;+32e2a;db120a;2+96 a;20520s;*a;?*—64 a;0321s%a;3+12 e;4a;> d3b12pa;+

16 efafd?b]?oaf—i-?) ai2b5225j4aj2+32 eﬁeﬂaﬁdé’bl?oaj—l—%aﬂb5225¢2$j2aj2—32 e;j?sifa;a;2b321+
96 €; 2e;%a; deJ?oaj +16 ej 2e; a,dbl?oaj — 64 e] s;i2a; ajzdb321 —46] s] 2a; a]d2b5’21 —

86j28j a»aj3b5’21 — 16 ej sj a; ajzdb321 — 16 ej2322az3a]d2b321 — 6452 eZ al aﬂdb5’21 —

83] eila; a]3b321—32 si%e;i’a; a]3b321—16s, eila; a]d2b321—|—16azb3213] 5;2 aj —16s; 2e;%a; aj2d1)3’21+
64 b120a;* + ej4ai4d4b120)a]7]

Termos devidos a ressonancia 2:1

(6e:%a;2d2b122a;+3 e;%a;db122a;2—4e;°b122a,° +e;3a;2d3b122 ) cos(Ni—2 \j+4 w; —3 ;)

RngmJ[—l/élS aj4 _
/48 ¢

—48 6j8¢2aiaj2b320—96 aisi2ejaj2—12 e]-si2ai2a]- db320> COS(2 Qi—Ai-f—Q >\j—3 w]-)
17481

4

a;
—21 ejei2ai2d2b121aj+9 eje¢2b121aj3—21 6]'61'2&1' dbl?laj2—3 8j6i2a¢3d3b121—12 aiejei2aj2) COS(}\Z'—Q w;—2 )\j+3 ‘I.Uj)
4

aj
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(30 eeriaideQUan—H% ej2eiai3d317120+24 ejzeiaﬂd,?b],?oaj) COS()\i—wi—Q )\j+2 Wj)
4

—1/48
—1/48
148 v

12 s;2e;a;a:2b321+12 s;2eja;2a;db321 ) cos(2Q;—Ni+2 \i—4d w;+wo;
J J J J
1

a;
(—96 aiSjejSian—lz sisj-e]-afaj db32¢—48 siSjeJ-aiabe’?o) COS(QZ‘+2 )\j—3 wj—/\i-l—ﬂj)
4

aj
-8 aiejBan—Q ej3ai2d2b121aj—12 ejgaidb121aj2—ej3ai3d5’b121+4 ej3b121aj3) cos(Ai—2 \j+w;)
1 _

1/48
—1/48
148 ;

(—3 5j26jai2aj db320—12 Serjaiaj2b320—24 aiSjZejaf) cos(2A;—3w;+2Q;—\;)
—1/48 o ]

a;
(12 siSjeiaiaj2b321+12 siSjeiaiQaj db321) COS(—)\i-i-Q )\j —4 wj+Qi+Qj+wi)
4

a;
3 Sj2eiai2aj db321+3 szeiaiaj2b321) COS(—)\Z'-"-? /\j —4 ’Wj+2 Qj+wi)
4

Termos devidos a ressonancia 3:1

20521554 cos(—\i+3 \j—6;+4 ;)

Ry = sz[i ai J iTO A ] ]
JL128 aj3

1 (1296aisj-ej-Qsiaj3+24ejQSiSjaiSajd2b320+648ej2si8jaiaj3b5’2o+288ej2si5jai2aj2db320) COS(—)\i+Qi+3>\j—4w]'+Qj)

384 a;’

1 (324 ais]-erQaj3+162 6j23j2aiaj3b320+6 ej23j2ai3aj d2b320+72 ej25j2ai2aj2db5’20) COS(—/\-L'+3 )\j—4 w]-+2 Qj)

381 P
2 4
a; b5218i COS(—AZ'+3 )\j—ﬁ Wj+4 Qz)

3/8 a3 +

1 (648¢;25,%a;0;b320+24 ¢;25,20;%a,;d2b520+288 €;25:20;2a; 2 db520+1296 a;5:2¢;2a;% ) cos(2 i —Ni+3 N —4 ;)
381 P
3/4 %2552181‘38]' COS(*/\Z'+33 )\j*ﬁ w,;+3 Qi+Qj) + 3/16 ai2b52137;5j3'308(*/\7;+§> )\jfﬁ ‘Wj+Qi+3 Qj) +

aj aj
9 a¢2b5213¢2s]'2 COS(*)\Z'+3 /\jfﬁ w]'+2 Q;+2 Qj)
16 a;3
1 (—288 sisjejeiaia]-3b321—48 sisje]-eiaigaj d2b321—384 sisjejeiaiQandbS’Ql) COS(—AZ'+QZ'+3 )\j—5 ’(Z']+Q]+wl)

1 v~

1 (—96 szejeiaiQande,Ql—?Q 8]'26]'61'0,1‘(1]'3[)321—12 szejeiaisajd,?bSQl) COS(—)\¢+3 )\]'—5Wj+2 Qj—l—wl)
384 a;®

1 (24 sisjeigaiaj3b322+24sisjeizaigajd2b322+96 sisjei2ai2aj2db322) COS(—>\1+QZ+3 )\j—ﬁ wj—i-Q]—l-le)
31 v

1 (6 sj26i2aia]-3b322+24 sj26i2a¢2aj2db322+6 S]'2€i2[l¢3aj d2b322) COS(—>\7;+3 )‘j —6 wj-+2 QJ+2 wz)
1 o

1 (—48 6]'81'287;(17;3(1]' d2b321—288 ejsiQeiaiaj3b321—384 ejsiQeiaiQandbé’,?l) COS(2 QZ—AZ—O—S )\]—5 wj—&—w,)
384 a;®

1 (24 SiQSiQCLiga]' d2b322+96 Si28i2ai2aj2db322+24 siQeiQaiaj3b322) COS(2 Qz_)\z+3 >\j—6 w]-+2 wl)
384 a;®

1 (—4e®eiatdqb12g—T2¢;3¢;0,2d3b120a;—-324 €53 ¢,0,2 d2b120a;2—312 ¢;3¢,a;db120a;% ) cos(Ni—w; —3 A +3 ;)
384 a;®

ﬁ (6 6]'261‘2@2'4(14[)]21 + 96 ej26i2ai3d3b121aj + 162 aiefejzaj?’ + 264 ej26,-2aidb]21aj3

+ 372¢;%¢2a,2d2b12,a;2 — 102 efeﬂbwlaj‘*)“’SW‘“;?WJ"?“” A (—15eb123a;" +
+

12 e*a;2 d3b123a;—4 e;*a;db123a;5+ea dgb124+30 ea;2d2b125a,2) M3 At b= =)

5
a;

ﬁ (—4 €j€i3Gi4d4b122 — 56 ejei3aidb122aj3 + 80 ejei3bl,?2aj4 — 56 ejeiSaﬁdS’bJanj —

180 ¢je,%a;? d2012,0,%) SR AEIZERE 4 (81 aiejta; P ey ta  dgb12,+20 €00, d3b 121+

102 e;4a,2d2b121a,2 + 108 e a;db12,a;3 — 27 e;4b12ya;4) X322 201

a;

Onde
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d'b
. m/2
dlbm2, = —""
58
m/2
dbm?2y, =
Tk do

bm2y = by,

Um fato importante a se notar aqui é que os termos de ressonancia 2:1 e 3:1 s6 aparecem
na terceira e quarta ordem (respectivamente) da func@o. Isto indica que ressonancias
retrégradas teriam papel menos importante do que no caso das diretas.
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C - Inclinagao generalizada

Na secao anterior estudamos a funcao perturbadora no caso retrégrado, e isso nos foi
util para entender melhor algumas particularidades deste caso. Agora, porém, pretende-
mos aplicar nossos resultados ao sistema Netuno-Triton-satélite interno. Anteriormente
supunhamos a inclinacao do perturbador préxima de 180 graus, no entanto, Triton possui
uma inclinagao de aproximadamente 157 graus (muito distante de 180°). Pensando nisso,
nesta secao iremos desenvolver uma funcao perturbadora para inclinacao arbitraria.

O desenvolvimento desta funcao demanda um grande volume de contas. Por esse mo-
tivo a partir de agora consideraremos a excentricidade de Triton nula (é uma aproximagao
toleravel, visto que sua excentricidade é de 0.000016 e oscila muito pouco).

Como vimos anteriormente cos(1)) pode ser escrito em termo dos elementos orbitais.
Deste modo, lembrando também que 7; e 7; podem ser escritos em termos dos mesmos
elementos, podemos escrever toda nossa fungao nessas variaveis. O que diferencia este caso
do caso classico sao as aproximagoes realizadas. Para que possamos tomar a inclinagao do
perturbador qualquer, a funcao perturbadora nao serd truncada em senos de I; ou mesmo
em [;/2. Porém realizaremos truncamentos na inclinacao e na excentricidade do satélite
perturbado. As séries foram truncadas na ordem cinco de e; e sin(1;/2).

Para obtermos o desenvolvimento do cos(t), vamos substituir na expressao (7), cos(/;)
por 1 — 2sin(;/2)% e cos(I;) por 1 — 2sin(I;/2)?. Observe que estas duas primeiras sub-
stituigoes sdo exatas e nao aproximadas. Ainda na expressao (7), fazemos sin(l;) =
2sin(1;/2) — sin(I;)® — §sin(1;/2)° (esta ¢ uma aproximagcao por série de Taylor), e man-
temos o sin(l;) 1nalterado A partir daqui usaremos a seguinte notacao:

sin(1;/2) = s;
SIH(IJ/Q) = S2j
sin(1;) = s;

Logo, fazendo as substituicoes mencionadas acima, temos:

1

ls, 1
2 (2
s75;) cos(0; + 0; — Q; — Q;) + (s] — s7527) cos(0; + 6; — Q

(2

cos(v) = (1 —s7 322 + s 322) cos(b; — 0;) + (sis; —

1 3
—(sisj — 9%i% T g5

+(32? - 3?325) cos(0; +6;, — Q) + 52?.9? cos(6; — 6; — 2Q; + 20);)

16

Sj — gsi Sj) COS(QZ‘ — 0]‘ — Qz + Q])

i)

(10)



onde 0, = fi + Qi +w; el = f; +Q; +w;

Procedendo da mesma maneira que nos demais casos da fungao perturbadora temos:

§Ri = Gm](h - Q)

onde

r; cos(v)

2
T

No caso classico (érbitas diretas) cos(y) ~ cos(f; — 6;) em h. Deste modo podiamos
desenvolver uma série de Taylor ao redor deste ponto. No caso retrogrado, o desenvolvi-
mento era feito em torno de cos(6; + 6; — 2€2;). Porém aqui nao iremos aproximar o valor

de cos(¢)) em h.

h={r?+ 1"]2 — 2ryrjcos(¥)} V2 Q =

Lembrando, ainda, que r; — a; = 0 (pois e; = 0) e r; — a; = O(e;), temos:

Ipij P pij (ri — a;)?
h = Pij Da, (T’i — CLi) + aa? ol (11)
1 k=+o00
pij = {ai + %2' — 2a,a; cos(¢p)} 1% = 5 Y Agcos(ky)
k=—oc0

Note que se conhecemos cos(?) em termos dos elementos orbitais, também conhecemos
cos(kv) em funcao desses elementos para cada k dado. De fato,

cos(ky) = 2" 'cos(v)F — k2873 cos(1h)F % 4 k(k — 3)2%5 cos(¢y)4 -

2!
k(k —4)(k — 5)2%7 cos()*¢
3!

4o (12)

(Dwight H. B. 1961)

Observe que esta série é finita para cada k fixado, portanto nao consiste em uma
aproximagcao. Esta expressao nos mostra que cos(ki) pode ser escrito como um polinémio
de grau k aplicado em cos(¢)). Por exemplo: cos(2¢)) = 2cos(¥)? — 1 e cos(3y) =

4 cos(h)? — 3 cos(v).

Nossa funcao esta escrita em termos dos angulos 6; e 8;, que por sua vez dependem
de f; e f;. Agora vamos colocar nosso desenvolvimento em termos das longitudes médias.
Sabemos que anomalia verdadeira f; se relaciona com a anomalia média M; pela expressao
(truncada na ordem 5 de excentricidade):

5 13 1
fi = M;+ 2e;sin(M;) + 16? sin(2M;) + (E sin(3M;) — 2 sin(M;))e? +
103 11 5 43 1097
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E como estamos tomando e; = 0, temos:

fi = M;

Sabendo ainda que \; = M; + w; e \; = M; + w;, podemos escrever toda a expressao
em termos da longitude média.

Para terminar o desenvolvimento da parte direta da funcao fizemos k variar de —8 a
8, 0 que parece ser razoavel como iremos ver nos graficos mais adiante. Lembremos que
ao efetuarmos os calculos e substituicoes estamos sempre truncando as séries até ordem
5dee; e s;.

A expressao completa, ainda que restrita em k£ = —8 até k = 8, é extremamente
grande e portanto nao sera apresentada neste texto. Aqui novamente extraimos a média
da funcao perturbadora:

1

~an?

2 2
(R,) /0 [ Rianay, (13)

Abaixo colocamos alguns graficos que mostram que nosso desenvolvimento tem uma
boa convergéncia quando comparado com as equagoes exatas.
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Inclinacéo

anos

linha cheia: equacdes médias

linha tracejada: equagdes exatas

Aqui s6 incluimos a perturbagéo de Triton.
Condigdes iniciais:

Satélite: a=3.5 raios equatoriais, €=0.001, 1=0.5,
Q=0, A=0, w=0

Triton: a=14.325 raios equatoriais, €=0.000016, 1=160°,
Q=172.1°, \=153.3°, w=0

Figura 1: Comparacgao entre resultados de integracoes médias e exatas de um satélite
ficticio de Netuno. Nesta figura notamos que mesmo que a inclinagao do satélite se eleve
muito as equagoes médias ainda reproduzem bem as exatas.
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Nodo

400 —

300 — A

200 —

100 —

2000 2500

anos

linha cheia: equagdes médias

linha pontilhada: equagdes exatas

Aqui so6 incluimos a perturbagao de Triton.
Condigoes iniciais:

Satélite: a=3.5 raios equatoriais, e=0.001, 1=0.5,
Q=0, A=0, w=0

Triton: a=14.325 raios equatoriais, e=0.000016, I=160°,
0Q=172.1°, A=153.3°, =0

Figura 2: Comparagao entre resultados de integracoes com equacoes médias e exatas.
Aqui mostramos o nodo de um satélite ficticio. As médias reproduzem muito bem o
comportamento das exatas.
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linha cheia: equacdes médias

linhatracejada: equacdes exatas

Aqui s6 incluimos a perturbacgéo de Triton.
Condigdes iniciais:

Satélite: a=3.5 raios equatoriais, €=0.001, 1=0.5,
Q=0, A=0, w=0

Triton: a=14.325 raios equatoriais, €=0.000016, 1=160°,
Q=172.1°, \=153.3°, w=0

Figura 3: A figura ilustra uma comparacao entre as excentricidades obtidas através de inte-
gragoes numéricas (de um satélite ficticio) entre médias e exatas.
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Capitulo II - Perturbacao do Achatamento e Variagao do Equador

A - Achatamento

A dinamica de um satélite interno depende fortemente do achatamento do planeta.
Classicamente a funcao do achatamento esta referida ao equador planetario. Como este
também pode variar devido a aproximagao de Triton (de massa significativa) entao deve-
mos trabalhar num plano independente. Nesta secao vamos escrever a parte do achata-
mento em relacao a um plano qualquer e na se¢ao seguinte vamos escolher qual serd tal
plano.

O potencial gravitacional do sistema Netuno-satélite (pode ser Triton ou outro satélite
qualquer), considerando Netuno um elipséide homogéneo de massa My e supondo simetria,
de rotagao em torno do eixo z, pode ser dado por:

r3

U= [J2R%P2(Sin(5))] (14)

onde,

p=GMy

[=latitude equatorial do satélite
P,=Polinomio de Legendre de ordem 2

Obs.: Na verdade este potencial é dado por uma série, porém aqui consideramos
apenas a parcela mais importante desta série.

Logo, a fun¢ao perturbadora do achatamento é dada por:

(15)

—1 + 3sin(B3)?
RJQZMJQRJQV[ (6)‘|

23

Em termos dos elementos orbitais, a parte secular desta expressao pode ser escrita
assim:

_3
2

_ pJaRy (3cos(i)? — 1) (1 —€?)
B 4a3

RJQ (16)
Aqui i é a inclinacao do satélite em relacao ao plano equatorial.

Como veremos mais adiante, o plano do equador nao é um plano inercial. Sendo assim,
para que possamos realizar integracoes numéricas através das equagoes de Lagrange é

22



Equador de Netuno

Plano invariavel

Orbita do satélite

Figura 4: Posigao dos planos

necessario que tenhamos a funcao R;, dada em elementos referidos a um plano inercial.

Por isso utilizaremos a trigonometria esférica para obter cos(7) a partir do plano inercial.
Observe a figura:

Da geometria do problema resulta:

cos(i) = cos(I) cos(I) + sin(I) sin(I) cos(Q — Q) (17)

Substituindo cos(i) em Rjy,, obtemos a expressao do achatamento num plano inercial
qualquer:

Ry, = SO{; (1 - 2sin(l~)2) (1 — 2sin(1)2) + : sin(21) sin(21) cos(Q — Q) +

: sin(1)? sin(1)? cos(2Q — 2Q)} (18)

g GMyR% J,
0= ad(1 — e2)3/2

Como faremos também algumas integragoes nas coordenadas cartesianas, vamos agora

escrever (17) nas coordenadas (x,y,z) referidos a um plano qualquer. Obtemos que em (17)

se (3 = latitude equatorial entao: sin(3) = Z. No novo sistema inercial de coordenadas
este z se escreve (veja apéndice para maiores detalhes):

z =sin(I) sin(Q) X — sin(7) cos(Q)Y + cos(1)Z
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Vamos agora incluir o efeito da perturbacao do achatamento e de Triton.

Apresentamos uma rapida integragao (figura 5) que permite testar a expressao Ry,
acima obtida. Aproveitando incluimos também a perturbacao de Triton.

Na figura 5 apresentamos a variacao da inclinagao, nodo e excentricidade comparando
o desempenho das equacgoes médias e exatas. O plano de referéncia é arbitrario e as
condigoes inciais de Triton foram: a; = 7.92Ry, e; = 0.000016, [; = 153.029°, A\; = 270°,
w; = 0°, Q; = 0°% e as do satélite perturbado foram: a; = 4.751 Ry, ¢; = 0.001, I; = 1°,
/\i = OO, w; = OO, Qz = 0°.

A comparacao da fungao perturbadora média com os resultados obtidos usando equagoes
exatas, mostra que mesmo sendo o =~ 0.6, o desempenho da funcao perturbadora gene -
ralizada obtida no capitulo I é muito bom.
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Inclinagdes
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Excentricidade - equacdes exatas Excentricidade - equagoes médias
0.0016 0.0016 —
0.0012 0.0012 —
0.0008 0.0008 —
0.0004 0.0004

Figura 5: Esta figura ilustra uma comparagao entre a funcao de inclinagdo generalizada e as
equacoes em coordenadas cartesianas. Aqui foram incluidos perturbagao de Triton e achata-
mento de Netuno. As linhas tracejadas representam os resultados obtidos através das equacoes
exatas e as linhas continuas os resultados das equagoes médias. Inicialmente comparamos in-
clinacao e nodo, que aparentemente nao apresentam diferenga entre médias e exatas, mas olhando
por um periodo menor (como nos dois gréaficos do meio) vemos que existe uma pequena diferenga.
Por 1ltimo observamos a comparecao entre excentricidades.
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B - Plano invariavel

As escalas de tempo envolvendo maré sao enormes e quase proibitivas em termos de
calculo computacional. Embora neste trabalho nao fagamos integracoes por tempo muito
longo, deve-se lembrar que Triton esté se aproximando de Netuno. Sendo sua massa nao
desprezivel, torna-se importante saber qual seria a contribuicao desta aproximacao sobre
o equador de Netuno. De forma mais precisa, o que importa saber é se o equador de
Netuno poderia ser considerado um referencial inercial dentro da escala de tempo em que
pretendemos estudar a evolugao de um satélite interno devido a aproximacao de Triton.

Para tanto, vamos trabalhar num outro plano de referéncia e com isso serd possivel
ter uma avaliacao da importancia da variagao do equador.

Num sistema isolado, a soma resultante dos momentos angulares e de rotacao do
sistema Netuno-Triton serd considerada constante. Sendo este vetor constante ele define
uma dire¢ao e o plano perpendicular a ele é dito plano invariavel. A érbita de Triton ao
redor de Netuno serd considerada circular apenas para definir este plano.

A partir daqui os elementos de Triton serao indexados pela letra T e nao por j como
era feito até entao.

Sejam ¢; e 7; o momento angular da érbita de Triton e o momento angular de rotacéo

de Netuno (spin) respectivamente. Agora considere R = t, + i1, logo, o plano plano
invariavel sera perpendicular a R, como mostra a figura 6.
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Plano invariavel

)

lano

equatorial

Orbita de Triton

Figura 6: O plano invaridvel
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Sendo #; perpendicular ao plano da érbita de Triton e B perpendicular ao plano
invariavel, entao o angulo formado por esses vetores é o mesmo angulo formado entre o
plano invariavel e o plano orbital de Triton, ou seja, ¢ a inclinagao de Triton sobre o plano
invaridvel. Observe a préxima figura.

4Ny

/ =t

Figura 7: posicao dos vetores Ff, i1, T

As normas de t; e 17 sao dadas por:

—

5 . T
1| = |IMmrTy X — || = MrNnrar
18] = fImer < | :

[731]] = Cwy

Onde C' é o momento principal de inércia e wy o spin de Netuno. De acordo com a
figura temos:

. S
sin(r —Ir) =
T
S
sin(e) = Con

Eliminando s nas duas expressoes anteriores segue imediatamente que:

mynraksin(Iy)

sin(e) = (19)

CU}N

Esta tdltima férmula também é apresentada por Borderies, N., 1989.
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Portanto esta equacao define a inclinacao do plano invariavel em relagao ao plano do
equador de Netuno.

C - Equacgoes da Precessao

Nesta secao vamos entao fixar o plano invariavel como o de referéncia. Mostramos
que em relagao a tal plano as equacgoes da precessao do equador de Netuno se tornam
extremamente convenientes, isto é, verifica-se uma situacao de equilibrio entre o nodo do
equador e o nodo do plano orbital de Triton.

Plano do Equador
o planeta

Plano de
71X referénda fixo

Figura 8: Visualizando os angulos I e Q.

Pela figura 8, observamos que:

Z = Inclinacao do plano do equador em relacao ao plano de referéncia.
) = nodo do equador

Vamos agora obter as equagoes diferenciais de I e Q de maneira genérica pois faremos
uso delas também no capitulo IV. Considere o planeta Netuno com um sistema movel de
eixos (x,y,z) no seu equador. Considere agora outro sistema fixo inercial (X,Y,Z). Seja
um perturbador (por exemplo Triton) que exercera um torque em Netuno ja que este é
achatado.

Seja Wr o campo (potencial negativo) que atua em Triton:

WT _ <_GMNTTLTJ2R?V> ( 1 4 3s1n(ﬁ)2>

73 2 2
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Num sistema moével dado no equador o torque é:

—

T = (L,M,N) = —T‘} X VTWT

Efetuando o produto vetorial acima concluimos que

(22)

Onde z7, yr e 27 sao as coordenadas cartesianas de Triton dadas em relacao ao sistema

de eixos fixado sobre o plano do equador.

Note ainda que N sera nulo. De fato, sendo:

(g = T
sin(3) =
Entao
T GWT 8WT 07’T
—= W e —=
Wr 4 <TT’ TT) — Oxr Orp Oz
e
8WT . 8WT 87“T
Oyr Orr Oyr
Mas
T :(x2—|— 2+22)1/2—>%:w£
T T T Yr T D rr
e
orr _yr
Oyr rT
Logo,

- 8WT aTT aWT 8TT

N = _
87“T axTyT 87"T 8yTxT
N W (ZL“T?JT B yTl‘T> _0
87“T rr rT
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Como queriamos demonstrar.

Seja @ = (pn, qn,wn) o vetor de rotagao (spin) de Netuno. De acordo com as equagoes
dindmicas de Euler (Simon-1980):

) L
DN + A WNGN = 1 (24)
. C—-A M
IN = — WNPN = (25)
) N

Sendo que L, M, N sdo os mesmos referidos em (24) e ainda A (=B) e C sao os
momentos principais de inércia.

Agora, pelas equacoes geométricas de Euler, podemos escrever o vetor & relativamente
ao sistema de eixos fixos (inercial):

pn = sin(I) sin(x)(ﬁl + cos(x){ (27)
gy = sin(I) cos(x)Q — SiI}(X)f (28)
wy = cos(I)Q + x (29)

Derivando a expressao de py:

piv = cos(D)T(sin(x)$2) + sin(7) (x cos(x ) + sin(x)Q) — sin(x)x7 + cos(x)]

Em geral, no sistema solar a rotacao do planeta (spin) é dominante e dai podemos

desprezar as quantidades I Q Tefe Q quando comparadas com x (Kurth, 1959). Entao
ficamos com:

pn =sin(I)x cos(x)ﬁ - Sin(X)Xf

Agora colocamos py e gy na primeira das equagoes dinamicas de Euler:

(ﬁx cos(x) sin(I) — f)’( sin(x)) + Cf/‘wN (Q sin(f) cos(x) — sin(X)f) = % —

- (QX cos(y) sin(I) — I~x sin(X)> + Swy (Q sin(1) cos(x) — sin(;@]) —
wy (Q sin(I) cos(y) — sin(x)f) =L

Mas wy = cos(f)ﬁ + X

<§)'( cos(x) sin(_f) — TX sin(x)) + %I'UN <§~2 sin(f) cos(x) — sin(X)}) —

(cos(f)ﬁ +X) (@ sin(1) cos(x) — sin(;@]) =L
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— QX cos(y) sin(I) — f)’( sin(y) + Swy (Q sin(I) cos(y) — sin(Xﬁ) —

+2 ~ ~ ~ ~

Q cos(x) cos(I)sin() + sin(x) cos([)fﬁ - QX sin(7) cos(x) + fx sin(y) = &

Portanto, desprezando os termos fatorados por Q2 e I€), temos:

in <sin(f) Cos(x)ﬁ — sin(x):[j =L/A (30)

De modo andlogo, substituindo ¢y e py na segunda equacao dinamica de Fuler, obte-
mos:

—ZwN (sin(f) sin(X)ﬁ + cos(X)f) =M/A (31)

Vamos agora explicitar as expressoes de L e M

Sendo W = W, (3% — 1}“)> (pois no plano do equador sin(f) = zz/rr)
T

1“5
T
Onde
B Gmqp My JoR3

W, = 5

8WT 8WT 87" T 8 32% 1 yr
= =Wy |l— | —+ -+ 7o
Oyr orr Oyr orp \r% )| rr

Vamos definir:

6W,
W, =
rr
Entao:
(9WT 0WT GrT 8 32% 1 T
= W,=Wo|l—|———= || —+W,
0z orp Ozt + 0 [87@ ( e rd )| rr *
Logo,
OWr OWr
L= — =W, 32
dyr 2T Dr Yr Yr ( )

Por processo andlogo conluimos que

M =W,z (33)

Entao das equagoes (30) e (31), vem:
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9] sin(l) = —CIZZN (yr cos(x) + zrsin(x)) (34)
I =~ = (orcos() + prsin() (35)

Observe que as coordenadas do perturbador sao dadas em relagao ao sistema de eixos
fixado sobre o equador. Aplicando trés rotagoes de angulos €2, I e y, o sistema inercial
coincidird com o mével (ver apéndice).

Feito isso, escrevemos tudo em elementos orbitais e tiramos a média das equacgoes.
Agora a média serd em relacao a anomalia média My. Como as coordenadas de Triton
sao dadas em termos da anomalia verdadeira fr, devemos lembrar que:

(g
dMy = T ercos( fT)>2dfT (36)

Assim, finalmente obtemos:

% Fo e o = . e
I = 1= ) [— sin(7) sin(Ir) sin(2Q — 2Q7) — cos(I) sin(2Ir) sin(Q — QT)}(37)
. Fy 5 = 2sin(Iy) cos(Ir) cos(21) cos(Q — Q)
@ = 1 ayprlBeosin)” —1cos(l) sin(1)

sin(17)? cos(I) cos(2Q — 2Q7)] (38)

onde,
3GmTMNR?VJ2
Fy=—
O’LUN
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D - Uma Solugao de Equilibrio

Em teoria de perturbagoes, muitas vezes, ¢ interessante que a dinamica do corpo per-
turbador seja totalmente conhecida. Por exemplo, no problema dos 3 corpos restrito, em
geral a dinamica de perturbador é suposta conhecida (kepleriana). Nesta se¢ao analisare-
mos entao apenas a parte perturbativa formada por Netuno+Triton+achatamento, onde
iremos escolher o plano invaridvel como sendo o de referéncia.

Neste caso mostraremos que existe uma interessante solugao de equilibrio e que serve
de base para o estudo da obliquidade que veremos brevemente no capitulo IV.

As equagdes que governam o sistema sao:

[ = 412%, [— sin(1) sin(I7) sin(2Q — 29Q7) — cos(1) sin(277) sin(Q — QT)}

_ b cos(I7)? — 1) cos(I) — 2sin(Ir) cos(Ir) cos(2) cos(Q — Q) _
Q = 4a?:},[(3 (I7)* — 1) cos(I) Sin(f)

sin(Ir)? cos(f) COS(QQ — 2Q7)]

s 1 0B,
- nTa% SiIl(IT) 8IT
- 7@3@(-3/8 sin(21) sin(21) sin(Qp — Q) — 3/4sin(I)?sin(I7)? sin(20Q, — 2Q))
o — 1 ORy,
"7 npaZsin(Ir) 09
So

= — 1 (=3/2(1 —3/2sin(I)?)sin(I7) cos(Iy) + 3/4sin(2]) cos(21Ir) cos(Qr — Q) +

nrazsin(Ir)

3/4sin(I)?sin(Ir) cos(2Qr — 2Q) cos(Ir))

As ultimas duas se referem a inclinacao e nodo de Triton que esta numa 6rbita circular.
A fungao perturbadora do achatamento é dada por (20).

Observe acima que Iy = ;[v: 0 para Q — Qp = kx. Entdo (~2 fica:

G =~ Gn(2l +21y)
sin(/
se ) — Qr=m
G =~ gn(2l —21y)
sin(/
se ) — Qr =0
Onde
S . 3GmTMNR?VJ2
2T 4Cwya3
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Analogamente

. M
Qr = L’Y vl in(2 + 21I7)
4dnrad, sm([)
se ) — Qr=m
. My R2
QOp = 3m in(2I — 217)
4 nrad sin(1)
se Q) — Qr =0

Observemos entao que para ) — {2 = 7, temos das relagoes acima:

< . 3GMyR3,J. ~ 1
Q- O = NN (2] 4 21p) | —5 s — e (39)
dai nrapsin(Ir)  Cwy sin(1)

Ou seja, o termo entre colchetes é exatamente aquele que define o plano invariavel
(equagao 20) e portanto se os angulos Q, wr, I e Ir estiverem referidos ao plano invaridvel

entdo ) — QT = 0.

Notemos que e Q7 sempre surgem juntos no sistema de equacoes diferenciais. Dali,
na realidade temos trés equacdes apenas e dizemos que, no plano invaridvel, Q—Qp = 7,
e Ir satisfazendo (20) é uma solugao de equilibrio, isto é:

a) Qr e Q) sdo lineares no tempo, sincronos defasados por 7.

b) I, Iy séo constantes.

E f4cil mostrar que Q— Q7 = 0 nio é solucio de equilibrio pois por definicao I € [0, 7].

Note que estas afirmagoes sao verdades se o achatamento é restrito apenas a parte
secular R, como dado em (20).

Assim o plano invariavel nada mais é do que um plano inercial qualquer, posicionado
tal que a inclinacao de Triton e a inclinacao do equador permanecam sempre constantes,

e o nodo de Triton precessiona sincrono com o nodo do equador.

Para posicionar este plano relativamente ao equador numa dada data, consideremos
conhecido & = inclinacao de Triton relativamente ao equador nesta data.
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t1

Figura 9: Determinando I

Entao R = \/n% + 13 — 2nyt1 cos(&;)

Dai, sendo conhecidos nq, t1, R entao I fica determinado

E - Variacao de I para diversos ar

Uma questao que se coloca é saber qual seria a evolucao do equador de Netuno uma
vez que Triton estd se aproximando. Atualmente o plano invaridvel estd inclinado de
apenas 0.51° do equador. Isto é obtido usando a equagao (21) onde tomamos os seguintes
dados:

My = 1/19314 massas do sol

ar = 14.325Ry
my = 0.000209 My
Ip = 156.83°

C =021MyR%

periodo de rotagao de Netuno = 16.11 horas

No entanto, sabemos que durante a queda, o semi-eixo de Triton decai e sua inclinagao
também varia.
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Para simular o efeito da maré atuando em Triton, tomamos as equagoes do semi-eixo
e da inclinacao conforme dado. Na realidade existe uma grande incerteza nos valores
adotados para as constantes da maré, no entanto, o objetivo aqui é apenas ter uma idéia
da variacao qualitativa da inclinagdo do equador de Netuno. As equacoes da maré sao:

d]T - 3 mr (RN/CLT)57’LT SiD(IT) SiIl(IT/2)6
(dt )N__4MNk2 Q (40)
dar B mr , (Ry/ar)’nrarsin(Ip/2)3
( dt )N B _BMNk2 Q (41)

onde atribuimos os seguintes valores as constantes:
@ = 10000 (coeficiente de dissipacao).
ko = 0.46 (segundo nimero de Love).

Fixamos entao o plano de referéncia como sendo o invariavel atual, o qual serd mantido
fixo, até o final da integracdo. Integramos entdo o conjunto I, Q, I e Qr adicionando ainda
o efeito das duas equagoes acima devido a maré. O grafico abaixo mostra o comportamento
das varias grandezas. Como se nota, o efeito de Triton é minimo e I varia de uma
quantidade minima, isto é, de 0.5° a 0.34°.

Estas integracoes foram feitas considerando as equacoes 38, 40 e 41 bem como Ir, Qr
todas em varidveis nao singulares (vide apéndice).

Concluindo esta secao, podemos afirmar que o efeito de Triton sobre o equador de

Netuno, mesmo quando Triton se aproxima do planeta, por enquanto é minimo. No
capitulo a seguir retornaremos a esta questao.
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Figura 10: Para realizarmos estas integragoes nés aumentamos 50 vezes o efeito da maré sobre
Triton, ou seja, multiplicamos por 50 o membro da esquerda das equagoes (58) e (59), diminuindo
assim o tempo de integracao. Este procedimento parece nao alterar o comportamento geral dos
graficos, pois ao realizarmos o mesmo processo, porém com efeito de maré aumentado 200 vezes, o
segundo e o terceiro graficos permanecem idénticos (os demais mantém o mesmo comportamento
num tempo maior). Condicdes iniciais: I = 0.51°, Ip = 156.8, = 180°, Qp = 0°, ap = 14.064
raios equatoriais
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Capitulo IITI - Perturbacoes sobre os satélites internos

Vamos agora considerar um satélite interno de Netuno perturbado por Triton e também
pelo achatamento. Em func¢ao do que vimos nas secoes anteriores sera adotado como plano
de referéncia o plano invariavel.

O sistema diferencial a ser integrado serd portanto: Q, I, Qr, I, €;, I;, @;, €, onde
usaremos a nossa funcao perturbadora geral para inclinagoes arbitrarias, no caso de
equagoes médias. Faremos também comparacoes com as equagoes exatas, a fim de tes-
tar a eficiéncia para alguns valores de o = 5—;, casos ressonantes, casos com variacao de

semi-eixo.

A - Comparacoes entre funcoes médias classica retrégrada e de inclinacao
generalizada

Antes de prosseguirmos com os resultados de nossos estudos, veremos que a fungao
perturbadora de inclinacao generalizada pode em muitos casos superar a qualidade dos
resultados obtidos em relagao a funcao classica retrégrada. Ou ainda em muitos casos
nao ha convergencia da cléssica mas a generalizada ainda apresenta bons resultados.

Abordaremos duas situacoes; na primeira suporemos que o satélite perturbado é o
interno e possui 6rbita direta (com perturbador retrégrado); na segunda o satélite per-
turbado é externo e possui érbita retrégrada (com perturbador direto).

No primeiro caso, na auséncia do achatamento, as experiéncias numéricas mostram
que a inclinagao do perturbado varia bastante (se o perturbador possuir alta inclinagao).
Este fato é prejudicial para os dois desenvolvimentos (cléssico e de inclinagao arbitraria),
ja que mesmo no caso generalizado, fizemos truncamento na inclinagao do perturbado,
conforme mencionado no capitulo I. Desta forma na figura 11, a seguir, incluiremos o
achatamento, uma vez que neste caso a inclinagao do perturbado se mantém mais suave.
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Figura 11: Aqui resultados da integragdo numérica de Proteus sendo perturbado por Triton
(caso interno). Na presenca do achatamento a fungao perturbadora de inclinagdo generalizada

é melhor que a classica quando comparadas com as equagoes exatas.

Condigoes iniciais de

Proteus: a = 4.751,e = 1.E — 3,w = 0°,2 = 0°,1 = 1°, M = 0°; Condigoes iniciais de Triton:
ar =7.9183,er = 1.6 F — 5,wr = 180°, Q1 = —90°, I+ = 150°, Mt = 90°
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No segundo caso (fig. 12), o achatamento nao serd incluido (nao é relevante). Notemos
agora a grande discrepancia entre o caso classico e generalizado, em especial na inclinacao.
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e L B B R
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e L e B B B
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0.018 —
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e
0.014 —
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Funcéo perturbadora com inclinacéo
0.02 — generalizada

0.018 /\
0.016 —

e

0.014 —

0.012 —

0 20 40 60 80 100
anos

Funcéo perturbadora classica retrégrada
0.02 —
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anos anos

Figura 12: Aqui o satélite perturbado é externo e possui alta inclinacdo e Triton (perturbador)
¢é interno. O achatamento nao foi considerado. Condigoes iniciais do satélite perturbado: a =
7.9183,e¢ = 0.016,1 = 140°,w = 0°,Q2 = 0°, M = 0°; condicbes iniciais do perturbador ayp =
4.751, er = 0.0001,IT = 10°,wT = OO, QT = 00, MT =0°

Observe que, na figura 12, tomamos inclinagoes altas e uma razao entre os semi-eixos
a =~ 0.6, ou seja, tomamos condigoes bem criticas para garantir que a funcao classica nao
teria um bom desempenho. Nao seria necessario tomar uma inclinagao tao alta (140°)
para perceber que a funcao de inclinagao arbitaria é a melhor, mas sob estas condigoes
fica muito mais evidente a qualidade do nosso desenvolvimento.

Se tomarmos baixas inclinagoes vemos que tanto o caso classico como o arbitrario tém
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boa convergéncia quando comparados com as exatas.

Equagdes exatas

172 —
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160 T T
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ll%nqéo perturbadora retrégrada classica

168
166
| _
164

162

160

o

Figura 13: Aqui satélite (externo) perturbado por Triton (interno). Nao incluimos o achata-
mento nesta integracao. Condigoes inciciais do satélite: a = 7.9183,e = 0.016,1 = 170°,w
condigoes inciciais do perturbador: ap = 4.751, e = 0.0001, I = 5°, wp

0°,Q = 0°, M = 0°;
0°, Q7 = 0°, My = 0°.

Note que para as figuras 12 e 13 foi necessario desenvolver a funcao generalizada
novamente, ja que antes supinhamos a excentricidade do corpo externo como sendo nula.
Mas o procedimento para este desenvolvimento é totalmente andlogo ao desenvolvido no

capitulo L.
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B - Comparagoes entre médias e exatas para algumas razoes de semi-eixo

Os graficos da figura 14, apresentam a variagao da inclinagdo no caso «

inclinacao esta referida ao plano invariavel.
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0.24. A

Figura 14: Apresentamos aqui um caso ficticio onde mp foi aumentada de modo que mp /My =
0.00174. O primeiro grafico mostra a inclinacdo durante 1000 anos, neste caso os graficos de
médias e exatas praticamente se sobrepoem. Se fizermos o grafico apenas no inicio da integragao
também sera dificil ver alguma diferenga. Por isso, & direita, mostramos os ultimos 10 anos. A
mesma, coisa se observa para o nodo. Vemos que para a = 3.5/14.325 as médias acompanham
bem as exatas. As condig¢bes iniciais do satélite sdo: a; = 3.5 raios equatoriais, e; = 0.001,
I; =3° X\ =0° w; =0° Q; =0° As condigoes iniciais de Triton sdo: ap = 14.325 raios

equatoriais, e = 0.00002, I = 156.8°, Ay = 61°, wp
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Na figura 14 vemos uma comparacao entre as integragoes realizadas com as funcoes
exatas (primeira coluna) e médias (segunda coluna). Esta figura ilustra o comportamento
de um satélite ficticio de Netuno sendo perturbado pelo seu achatamento e Triton. In-
cluimos também as equagoes da precessao. Sao comparadas as inclinagoes, os nodos e as
excentricidades resultantes das duas integragoes.
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Figura 15: Podemos ver que mesmo para o = 4.751/7.92 = 0.6 as médias (linha cheia) acom-
panham bem as exatas (linha tracejada). Realizamos uma integracao de 1000 anos. No inicio
nao se nota diferenca entre médias e exatas nos graficos da inclinagdo e nodo, por esse motivo
mostramos apenas os 100 dltimos anos destes elementos e depois (para detalhar melhor) os 10
ultimos anos. As condigdes iniciais do satélite sao (Proteus): a; = 4.751, ¢; = 0.001, I; = 1°,
Ni =0, Q =0, w; =0. As condigOes iniciais de Triton sdao: ar = 7.92, er = 0.000016,
I = 153.03°, A\; = 270°, ; = 270°, w; = 270°
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Na figura 15, assim como na 14, comparamos resultados das equagoes médias e exatas,
porém agora mudamos a razao entre os semi-eixos para o = 4.75/7.92. Observe que
mesmo « bem maior (agora ¢é cerca de 0.6) as médias reproduzem bem as exatas.

Ainda nas figuras 14 e 15, a inclinagao sobe muito (inclinagao dada em relagao ao plano
invaridvel). Na primeira isso se deve ao fato de partirmos de uma inclinagao relativamente
alta em comparacao aos satélites internos existentes, nas segunda porque Triton esta muito
préoximo do satélite.

Note que na figura 14 o satélite é ficticio, mas na figura 15 o satélite possui o semi-
eixo de Proteus. Em ambos os casos a funcao média reproduz muito bem as exatas. A
excentricidade (principalmente na figura 11) aparenta uma diferen¢a maior das exatas,
mas isso nao é preocupante ja que essa diferenca é da ordem de décimos de milésimos.

C - ressonancia 2:1
O satélite interno mais préximo a Triton é Proteus (cujo semi-eixo maior é 4.751
raios equatoriais de Netuno). Mostraremos nas préximas figuras algumas comparagoes
entre equacoes médias e exatas numa vizinhaga da ressonancia 2:1 que ¢ atingida para

ar ~ 7.542 raios equatoriais

Seja a7 um valor critico de ap para a ressonancia 2:1. Vamos considerar agora algumas
simulagoes na vizinhanca de a}, = 7.542

Cl-ar<ap

Aqui mostramos uma integragao realizada com o semi-eixo de Triton um pouco abaixo
do ressonante
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Figura 16: Sao ilustrados alguns resultados das equagoes médias (linha cheia) e exatas (linha
tracejada). Nesta figura tomamos o semi-eixo de Triton um pouco menor que o semi-eixo que
proporciona a ressonancia 2:1, isto é, um pouco depois dele passar pela ressondncia. Mostramos
aqui comparagoes entre excentricidade, inclinagdo (em relagao ao plano invaridvel) e nodo as-
cendente de Proteus. As condicGes iniciais de Triton sao: ar = 7.53, er = 0.000016, I = 153°,
Ar = 270°, wpr = 0°, QT = 270°. E as de Proteus sao: e¢; = 0.001, I; = 1°, \; = 270°, w; = 0°,
Q; = 90°. E também I = 0.42°, Q = 90.
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Agora o semi-eixo de Triton é um pouco maior que 7.542 (semi-eixo correspondente a
ressonancia 2:1).

Na figura 17 observamos a excentricidade, a inclina¢ao (em relagao ao plano invaridvel)
e o nodo ascendente de Proteus. Notamos que a inclinacao atinge valores relativamente
elevados em relacao ao atual, mas isso se explica devido a proximidade de Triton em
relagao a Proteus.
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Figura 17: Aqui temos ap = 7.55. Os dois primeiros graficos mostram inclinacao e nodo nas
equagoes médias (linha cheia) e exatas (linha tracejada). Estes praticamente estao sobrepostos.
Os ultimos dois graficos mostram a excentricidade do satélite (neste caso nao sobrepomos os
graficos para melhor distingdo das curvas). Condigoes iniciais de Proteus: a; = 4.751 raios
equatoriais, e; = 0.001, I; = 1°, A\; = 270°, w; = 0°, ©Q; = 90°. Condicoes iniciais de Triton:
ar = 7.55 raios equatoriais, ep = 0.000016, I = 153°, Ay = 270°, wp = 180°, Qp = 270°

48



C3 - ar = a ressonante

Finalmente o caso mais interessante que é Proteus em ressonancia 2:1 com Triton.
1 7Excentricidade-equat;6es exatas 80 — Inclinac@o-equacdes exatas

60 —

] 20 —

20 —

0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 1000C

anos anos

Excentricidade- equagdes médias Inclinacéo- equagdes médias
80 —

0O 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 1000t
anos anos
Triton: aj,lj,ej, Qj,wj,Mj
754 153. 0. -90. 0. O.
Satélite: ai,li,ei, Qi,wi,Mi
4751 1. 0.001 90. 0. 180.
Itil, Omtil 0.5 90.

Figura 18: Comparacao de integragdes médias e exatas.

Na figura 18 ilustramos uma comparagao entre integragoes com equagoes médias e ex-
atas. Agora, diferente dos casos anteriores, ar = 7.542, ou seja, Triton estd em ressonancia
orbital (2:1) com Proteus. Nota-se que as variagdes da inclinagao e excentricidade sao bem
irregulares ao compararmos com os casos fora da ressonancia. A excentricidade de Proteus
sobe muito, isso faz com que nosso desenvolvimento nao seja adequado para este caso.
Como vemos, em dez mil anos a excentricidade nas equacoes exatas nao chegam a 0.4,
enquanto as médias quase atingem e = 1 em menos de 4000 anos. O mesmo problema
ocorre com a inclinagdo. As exatas nao atingem 25 graus enquanto as médias passam de

60.

De qualquer forma as integragoes mostram que para semi-eixos ar suficientemente
afastados de 7.542, nada de extraordinario ocorre. Portanto as grandes variagoes da
excentricidade vistas na figura 15 se devem essencialmente a ressonancia 2:1. Assim
vemos que mesmo sendo de ordem superior em relagao as ressonancias diretas, a res-
sonancia 2:1 é responsavel por uma significativa variagao da excentricidade de Proteus.
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Notemos porém que aqui tomamos e = 0.001 como valor inicial para excentricidade
de Proteus, sendo que na realidade este valor pode ser menor ainda (consulte enderego
http://solarsystem.nasa.gov/planets/profile.cfm?Object=Nep_Proteus). Este detalhe sera
justificado na se¢ao D quando abordaremos a ressonancia 3:1.

D - Ressonancia 3:1

Uma vez que ja mostramos que a comensurabilidade 2:1 é responsavel por uma im-
portante variacao da excentricidade, vamos repetir o estudo para o caso 3:1.

Como mostramos no capitulo I, esta ressonancia é de ordem 4 e em conseqiiéncia
poderiamos ja esperar um efeito menos significativo do que a 2:1.

De inicio tomemos ar = 9.883Ry. A figura 19 mostra novamente o comportamento da
excentricidade e inclinagao tanto para equagoes exatas como para as médias. Novamente
se observa que e, I cresce de maneira irregular porém nao tao depressa como no caso 2:1.
Varios testes feitos com diferentes condigoes iniciais confirmam que o crescimento de e e
I nao é tao rapido quanto na ressonancia 2:1. Também se observa que o modelo médio é
insuficiente, certamente pelas mesmas razoes ja mencionadas em C3.
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Excentricidade (equagGes exatas) Excentricidade (equagbes médias)
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24 — (equacgdes exatas) 6 (equacdes médias)
20 —
16 — 4
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8 — 2
4
N R I B B L AL I B I
0 40000 80000 120000 160000 0 40000 80000 120000 160000
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Condi¢@es iniciais

Na sequéncia os elementos: a,e,l,w,Q,M

de Proteus: 4.751, 1.E-4, 1., 0, 0, O.
de Triton: 9.883, 1.6E-5, 154.55, 90., -90., 0.

Figura 19: Esta figura ilustra comparagao entre resultados de integragoes com equagoes médias
e exatas. Mostramos aqui a excentricidade e a inclinagdo (em relagdo ao plano invaridvel) de
Proteus durante a ressonancia 3:1 com Triton.
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Observemos que nesta figura 19 iniciamos a integracao tomando para Proteus e = 1074,
Em pouco tempo observa-se que e > 1073. Como a ressonancia (vista na segao C3) ¢
atingida depois da 3:1, entdo assumir como excentricidade inicial e = 1072 para Proteus
na integragao apresentada na figura 18, nao deve ser crucial, ja que durante a passagem
pela ressonancia 3:1, a excentricidade foi excitada para valores bem acima de 0.001.

E - Influéncia da Variacao secular do semi-eixo ar

Até aqui estudamos todas as situagdes com o semi-eixo ar quase constante, isto é,
sem levar em conta o efeito dissipativo da maré. Do ponto de vista mais realista, ar
e Iy sao fortementes afetados pela maré. Notemos que a introducao deste efeito se faz
trivialmente no caso em que trabalhamos com as equagoes médias (acrescentamos equagoes
40 e 41). Porém na vizinhanga das ressonancias, as equagoes médias sao intteis ja que a
excentricidade e a inclinagao crescem muito.

Vamos entao tomar as equagoes cartesianas. Podemos tomar os modelos classicos
(Mignard, 1979, 1980, 1981) mas no nosso caso, queremos ver apenas a passagem pelo
semi-eixo ressonante. Isto se dard num tempo relativamente curto onde o efeito principal
seria a variacao secular de ap. Desta forma, como a implementacao do arrasto é muito
comoda e afim de evitar os problemas de referencial mencionados em Chyba et al, 1989,
vamos simplesmente simular a maré tomando em seu lugar um efeito de arrasto do tipo
—kr onde k > 0. Tal perturbacao s6 afeta o semi-eixo e nao a inclinacao como faz a maré.

Como uma primeira abordagem para avaliar a passagem pelo semi-eixo ressonante este
modelo deve ser satisfatorio, e também é trivial de se implementar no programa.

Na figura 20 temos entao as situacoes com e sem variacao do semi-eixo. Usamos
k = 1071° (este valor produz um efeito similar de decaimento no semi-eixo das equagoes
40 e 41).

Na figura 20 vemos que quando nao incluimos a variagao do semi-eixo a excentricidade
de Proteus chega a 0.6 em aproximadamente 16000 anos na ressonancia 2:1. Porém se
incluimos a variagao do semi-eixo de Triton (com a forga de arrasto) em cerca 15000 anos

(contados a partir do ponto onde e comega a crescer) a excentricidade ja chegou a 1.

Observa-se que a variacao de ar acelera o crescimento da excentricidade.
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Figura 20: Nesta figura comparamos as excentricidades, e inclinagoes com e sem variagdo do
semi-eixo. Usamos uma forca de arrasto para simular o efeito da maré. Condigoes iniciais de
Proteus: a = 4.751, e = 0.001, I = 1°, w = 0°, 2 = 90°, M = 180°. Condigoes iniciais de Triton:
a = 7.542 sem arrasto e a = 7.547 com arrasto, e = 0.000016, I = 153°, w = 0°, Q = —90°,
M = 0°.
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Na verdade outros testes mostram que nem sempre a variacao do semi-eixo de Triton
acelera o escape de Proteus. Um teste realizado sem efeito dissipativo em ar, com as
condigoes a = 4.751, e = 0.001, [ = 1°, M = 180°, w = 0°, Q = 90°, apr = 7.5417,
er = 0.000016, Ir = 152.732673290787°, My = 0°, wr = 0°, Q7 = —90° mostra um
escape apos t = 22000 anos, sendo que mantidos estes mesmos valores mudando apenas
M para M = 0 (de Proteus), verifica-se um escape em ¢ ~ 11500 anos.

Excentricidade de Proteus Inclinagdo de Proteus
08 (inicialmente em conjungao com Triton) 80 __(inicialmente em conjung&o com Triton)
0.6 — 60 —
e 0.4 — 140 —
0.2 — 20 —
0 0
N Tt T
0 5000 10000 15000 20000 25000 0 5000 10000 15000 20000 25000
anos anos
Excentricidade de Proteus Inclinagdo de Proteus
1 _(inicialmente em oposi¢éo com Triton) 100 _ (inicialmente em oposi¢ao com Triton)
0.8 — 80 —
0.6 — ‘ 60 —
e = | =
0.4 — 40 —|
0.2 — 20 —
0 T T T 0 T‘ T T T
0 4000 8000 12000 0 4000 8000 12000
anos anos

Figura 21: Esta figura ilustra excentricidade e inclinacao de Proteus em ressonancia 2:1 com
Triton. Sao exibidos dois casos, no primeiro Proteus é colocado inicialmente em conjungao com
Triton (M = 180°), no segundo Proteus é colocado inicialmente em oposigao a Triton (M = 0°).
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A figura 22 mostra a evolucao do semi-eixo de Triton referente a figura 20.

Evolucao do semi-eixo de Triton
7.547

7.5469

ar 7.5468

7.5467

0 20000 40000 60000 80000
anos

Figura 22: Evolugao do semi-eixo de Triton na passagem pela ressonancia 2:1. Utilizamos uma
forca de arrasto para simular o efeito da maré sobre o semi-eixo.

F - O efeito da precessao

Lembremos que na secao E do capitulo II, mostramos que I varia de forma quase
desprezivel. Em principio, o efeito da aproximacao de Triton em direcao a Netuno nao
parece ser muito significativo sobre o equador do planeta. No entanto vamos verificar se
alguma pequena variacao de I pode modificar a dinAmica de um satélite que estaria em
uma ressonancia com Triton.

Vamos considerar novamente o efeito dissipativo devido o arrasto como visto antes.
Na figura 23 (parte superior) temos a variacao da excentricidade e inclinagao no caso da
ressonancia 2:1. Observe que por volta de 50 mil anos, Proteus ¢é ejetado. Na parte inferior
apresentamos as correspondentes situagoes, porém agora sem computar a precessao, isto
é, Q) e I sao mantidas constantes. Desta forma, a ejecao se da depois de 60 mil anos. O
que se nota é que a precessao acelera o crescimento da excentricidade e conseqlientemente
o aparecimento da instabilidade.

Porém quando estudamos a passagem pela ressonancia 3:1 a situagao se inverte. Nota-
se na figura 21 que a retirada do efeito precessional, ao contrario, acelera significativamente
a ejecao de Proteus.

Desta forma, nao é possivel afirmar o real efeito da precessao durante a passagem por

uma ressonancia orbital.
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Figura 23: Integragao realizada com equagoes exatas que mostram a evolugao da excentricidade
e inclinagao (de Proteus) durante uma futura passagem pela ressonancia 2:1. Comparamos aqui
resultados de integracGes com e sem o efeito da precessao.
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Figura 24: Integragao realizada com equagoes exatas que mostram a evolugao da excentricidade
e inclinagao (de Proteus) durante uma futura passagem pela ressonancia 3:1. Comparamos aqui
resultados de integracGes com e sem o efeito da precessao.
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Aparentemente o mais provavel é que nas vizinhancas das ressonancias, o sistema
seria bastante cadtico e portanto pequenas perturbacoes trazem efeitos extremamente
significativos.

Testamos também a ressonancia 5:2 (ar* ~ 8.7517Ry). Realizamos varias simulagoes
fazendo o semi-eixo ar cruzar este valor arx com dife-rentes coeficientes k£ do arrasto
(diferentes velocidades). Em nenhum caso se observou aumento significativo de excentri-
cidade ou qualquer diferenca na passagem por estd ressonancia.

Abaixo podemos ver o comportamento tipico da excentricidade e inclinacao de Proteus
durante a passagem pela ressonancia 5:2.

0.005 — 8
0.004
6
0.003
e 4
0.002
2
0.001
0 0
0E+000 2E+005 4E+005 0E+000 2E+005 4E+005
anos anos

a=4.751, e= 5.E-4, 1=0.5°, w= 0°, Q= 0°, M= 0°
a,=8.75203, e,=1.6E-5, 1,=153.74679°, (3,= 0°, Q,=-90°, M,=0°

k=1.E-10 (coeficiente do arrasto)

Figura 25: A figura mostra a excentricidade e a inclinacao de Proteus na passagem pela res-
sonancia 5:2 nos dois primeiros graficos. Fizemos o semi-eixo de Triton variar com uma forca de
arrasto com k = 10710,

Como podemos ver na figura 25, ha apenas um mintsculo salto da excentricidade de
Proteus quando este atinge a ressonancia.
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G - O efeito do achatamento

Vamos agora avaliar o efeito do achatamento. Tomaremos o caso proximo da res-
sonancia 2:1 mantendo ar fixo.

Na figura 26 temos a situacao sem achatamento (Jo = 0). Observemos que se anular-
mos Jo também anula-se o efeito da precessao. Nota-se que a excentricidade praticamente
nao sofre variagdo alguma mas a inclinagdo (em relagao ao plano invaridvel) tem grandes
oscilagoes.

0.08 60
0.06 ’g
[
P @ 40
[+ o
L]
E 0.04 &
= c
5 S 20
o =]
& 0.02

0 0

T T T

0 20000 40000 60000 0 20000 40000 60000

anos anos

Triton: aj,lj,ej,omj,wj,amj
75417 153. 0. -90. 0. O.

Satelite: ai,li,ei,omi,wi,ami
4751 0.6 0.001 90. 90. 90.

Figura 26: A figura mostra a excentricidade e inclinagao de Proteus (no plano invaridvel com
equagoes exatas) na ressonancia 2:1. Aqui ndo incluimos o achatamento e a excentricidade
cresceu pouco.

Agora, mantendo as mesmas condicoes iniciais da figura 26, integramos o mesmo
problema porém agora consideraremos Jo = 0.00365 e manteremos I = 0.42°, ) = 90°
constantes (sem precessao).

Notemos a grande diferenca: a excentricidade atinge valores proibidos sendo que em

menos de 20 mil anos, Proteus é ejetado. A inclinagao também sofre grandes variagoes
(irregulares)
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Figura 27: Figura ilustra a excentricidade e inclinagdo de Proteus na ressonancia 2:1. As
condigoes iniciais sao as mesmas da figura anterior, porém agora incluimos o achatamento com
Ja = 0.00365.

H - Aplicagao com a funcgao perturbadora de inclinacao arbitraria
Infelizmente nao sera possivel utilizar as equagoes médias durante toda a evolugao do
nosso sistema, pois como vimos durante a passagem pelas ressonancias 2:1 e 3:1, nosso

modelo nao é adequado. No entanto fora destes casos nao ha restricao.

Realizamos uma curta integragao (3 x10° anos) fora da ressonancia mos- trando a
evolucao de Proteus durante a queda de Triton. Abaixo seguem os resultados.

Nesta figura aumentamos 50 vezes o efeito da maré, isto é multiplicamos ks por 50.
Isto foi feito apenas para acelerar o decaimento do semi-eixo de Triton.
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Excentricidade
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0
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Semi-eixo maior de Triton
14.33 —

14.32 —
14.31 —

14.3 —

OE+000 1E+006 2E+006 3E+006

Figura 28: Alguns resultados com as equagoes médias. Incluimos agora as equagoes da maré.
Mostramos aqui excentricidade, inclinacao em relacao ao plano invariavel, inclinagao em relacao
ao plano do equador e a evolucao do semi-eixo no tempo. Condicoes iniciais de Proteus: a =
4.751,e = 0.0005,w = 0°,Q2 = 0°,1 = 0.5°, M = 0°; Condicoes iniciais de Triton: ap =
14.325, er = 0.000016, wr = 0°,Qp = —90°, I = 157°, My = 0°.
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Sabe-se que a inclinagao de Proteus é pequena e praticamente constante. Porém em
nossa integracao a inclinacao deste satélite apresentou uma variagao acima da esperada.
Na realidade isto decorre apenas das condigoes iniciais. H&4 uma grande sensibilidade na
escolha da inclinacao inicial. Como podemos ver na figura 29 pequenas alteracoes nas
condicoes iniciais tornam a inclinagao quase constante, tanto no plano invariavel quanto
no plano do equador.

Excentricidade Inclinagdo em relagdo ao Plano invariave
0.000508 — 1.16
1.12
0.000506 —
N 1.08
0.000504 —
1.04 —
0.000502 B
1 1
0 2E+005 4E+005 0 2E+005 4E+005
anos anos
Inclinagéo em relacdo ao plano do equador Semi-eixo maior de Triton
0.68 14.326 —
0.64
14.324 —
0.6 N
14.322 —
0.56 |
14.32 —
0.52
0 2E+005 4E+005 0 2E+005 4E+005
anos anos

Figura 29: Aqui, como na figura anterior, incluimos as perturbacoes de Triton, do achatamento
de Netuno, os efeitos da maré e equagoes da precessdo. Condigoes iniciais de Proteus: a =
4.751,e = 0.0005,w = 0°,92 = 90°,I = 1°,M = 0°. Condicoes iniciais de Triton: ap =
14.325, er = 0.000016, wr = 0°, Qp = —90°, I = 157°, My = 0°.
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I - Libragoes

Em geral ressonancias orbitais estao associadas a libracao de um determinado angulo
(ou uma combinagao linear de angulos ) e neste caso chamaremos esse angulo de angulo
ressonante.

Até aqui nao comentamos nada sobre libracoes durante as ressonancias. De fato, nas
integracoes realizadas até agora nao foi possivel encontrar tais angulos de libracao, tanto
na comensurabilidade 2:1 quanto na 3:1.

Os possiveis candidatos estao presentes na funcao perturbadora e foram explicitados
na secao B do capitulo I. Como se pode observar, tanto na ressonancia 3:1 como na 2:1,
nao existe um cosseno dominante dentre os termos separados, isto é, todas as parcelas sao
de mesma ordem (ordem 3 na ressonancia 2:1 e ordem 4 na 3:1). Portanto para que um
cosseno prevaleca sobre os demais é necessario tomar condigoes iniciais que majorem seu
coeficiente, e ainda garantir que este permaneca maior que os demais durante a evolucao
do sistema.

Observamos ainda que todos os cossenos sao fatorados por uma excentricidade, seja ela
do perturbador ou do perturbado. Em nossas integracoes inicialmente as excentricidades
sao pequenas, a inclinagao de Triton é alta e a inclinacao de Proteus pode variar bastante,
ou seja, este quadro nao é propicio para o surgimento de uma libragdo (pois os cossenos
ressonantes tém pouca importancia e geralmente nenhum se sobressai por muito tempo).

Contudo mostraremos aqui resultados, usando apenas integragoes numéricas das equacoes
exatas. Desde que a excentricidade de Proteus seja suficientemente grande, as libragoes
podem ocorrer.

Nas figuras seguintes as massas do Planeta e do perturbador ainda sao as de Netuno e
de Triton respectivamente. Tomaremos apenas alguns semi-eixos ficticios mas manteremos
as ressonancias. Primeiros analisemos o caso em que o satélite é interno ao seu perturbador

(Triton). Nenhuma outra perturbagao, além de Triton, foi adicionada nestas integragoes.

Observemos aqui uma libracao na ressonancia do tipo 2:1 retrégrada:
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Condicdes iniciais de Proteus:
a=9.502, e=0.2, I=1°, w=0°, Q=0°, M=5°

Condic¢des iniciais de Triton:
a;=15.09, e;=0.00002, 1,=178.5°, w,=0°, Q,=0°, M,=182°

Figura 30: Aqui libracdo em torno do zero na ressonancia 2:1 retrégrada. Foi necessario
aumentar a excentricidade de Proteus e diminuir as inclinagoes para fazer o angulo o9 =
2Ar — A+ 3w — 4wy (veja os termos devido a ressonancia 2:1 no capitulo I). Lembrar que aqui
wT = QT — wT.
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E agora uma na ressonancia do tipo 3:1 retrégrada:

03,=3A+-A+4wW-6W;
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Condicoes iniciais de Proteus:
a=9.502, e=0.2, I=1.°, w=0.°,Q=0.°, M=5.°

Condic0es iniciais de Triton:
a;=19.7662, e;= 0.00002, 1,=178.5°, w,=0.°, Q;=0.°, M;=182.°

Figura 31: Aqui libragdo em torno de 180° na ressonancia 3:1 retrégrada. Foi necessario
aumentar a excentricidade de Proteus e diminuir as inclinagoes para fazer o angulo 031 =

3Ar — A+ 4w — 6w (veja os termos devido a ressonancia 3:1 no capitulo I). Lembrar que aqui
wrT = QT — wr.

Também é possivel achar ressonancias no caso externo, ou seja, quando o satélite tem
semi-eixo maior do que o seu perturbador. Neste caso consideraremos o satélite retrogrado
e o perturbador (Triton) direto. Deste modo podemos ainda olhar na fungao perturbadora
para encontrar os candidatos a angulo ressonante, tomando o cuidado de associar o indice
j a Proteus e o indice i a Triton.

Segue a baixo as libracoes nas ressonancias 1:2 e 1:3 retrogradas.
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Condicdes iniciais de Proteus:
a=22.7395, e=0.5, I=179°, w=0°, Q=0°, M= 45°

Condicdes iniciais de Triton:
aT:14325, eT:].E'z, IT:].O, Q)T:OO, QT:OO, MT:900

Figura 32: Aqui libracdo em torno do zero na ressonancia 1:2 retrégrada. Foi necessario
aumentar a excentricidade de Proteus e diminuir as inclinagoes para fazer o angulo o1 =
Ar—2A+w (veja os termos devido a ressonancia 2:1 no capitulo I). Lembrar que aqui @ = Q—w.
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Condicoes iniciais de Triton:
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Figura 33: Aqui libragdo em torno de 180° na ressonancia 1:3 retrégrada.
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Ainda nas ressonancias 1:2 e 1:3 é possvel encontrar libragoes dos angulos 2\ — Ay —
3w —2Q e 3\ — A\p — 4w + 2() respectivamente.

Capitulo IV - Possiveis variagoes das obliquidades dos planetas

A - Ressonancia Spin-Nodo

Conforme dito nos capitulos anteriores a presenca de um satélite de grande massa
influi na dinamica do equador do planeta. De acordo com o que se veicula atualmente
na literatura, acredita-se que os planetas, principalmente os gigantes, ocuparam no pas-
sado posigoes bem diferentes daquelas que hoje contamos (Fernandez e Ip. 1984, 1996,
Malhotra 1993, Gomes 1997, 1998, Hahn e Malhotra 1999, etc...).

Por exemplo acredita-se que no passado, o semi-eixo de Netuno tenha sido cerca de
10 a 7 UA menor e Urano 5 a 3 UA menor (Gomes 1998). A inusitada obliquidade atual
de Urano ¢ algo que sempre despertou curiosidade. Este capitulo nao tem a pretencao de
explicar a origem desta obliquidade, mas vamos aqui apontar algumas idéias de como a
migracao poderia também ter contribuido em parte nos valores das obliquidades atuais.
O nosso modelo é ainda o mais simples possivel, e no momento é mais qualitativo e
académico do que quantitativo.

Consideremos o sistema Urano, Netuno e Sol. Dado um sistema de eixos fixos no Sol,
vamos escrever a funcao perturbadora secular deste problema. Como dissemos, vamos
tomar o modelo mais simples possivel considerando os planetas em érbitas circulares. A
fungao perturbadora de ordem 4 (dada no apéndica C) que perturba Urano é:

GMy 110 110
Ry = aNN{ 1 (sin(Iy)? + sin(Iy)?) — sin(Iy) sin(Iy) cos(Qu — Q) +
110 4 170 - 110 170) _
T(51n(IU)4 +sin(Iy)*) + [~ s T | sin(Iy)?sin(Iy)? —
17(0) 17(0)
74 sin(Iyy)? sin(Iy) cos(Qu — Q) — ‘ sin(Iy) sin(Iy)? cos(Qpy — Q) +
170

sin(Iyy)? sin(Iy)? cos(2Qy — 2Qn)} (42)

A que atua em Netuno é similar, bastando tomar agora:

Ry My
R —
N My
Também temos
@, (1)
119 = _§b3/2
3a% (o 0
179 = ?[b(/é + Qbé/)Q]
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Com isso escrevemos as equacoes de Lagrange que dao as variagoes de Urano e Netuno.

Consideremos agora um referencial fixo em Urano. Escrevemos entao as equagoes da
precessao do equador onde o perturbador é o sol (o efeito de Netuno é desprezivel)

[ = i%b | sin(I) sin(I) sin(2Q — 2Q5) — cos(I) sin(21o) sin(Q — Q)| (43)
< Iy 5 ~ 2sin(Iy) cos(I) cos(21) cos(Q — Q)
Q = @[(3 cos(ly)” — 1) cos(l) — (D) -
sin(1)? cos(I) cos(2Q — 2Q0)] (44)
3Gme My R2 J
FO - CU)U

Observe que as coordenadas (2, I sao as de Urano, as quais sao dadas pelas equagoes
da Lagrange usando Ry e Ry (Brouwer e Clemence, 1961). Quando I for muito pequeno
vamos preferir tomar as equagoes acima em variaveis nao singulares conforme dadas no

apendice E.
Temos em cada instante Q,f ,Qu, Iy(Qn, Iy ndo interessa) segundo um referencial
arbitrario fixado no planeta Urano. Os versores deste sistema inercial sao (i, 7, k). Ob-

servemos a figura:

nl m

Figura 34: Versores
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111 € o versor do momento angular de rotacao perpendicular ao equador de Urano. Os
angulos Qe I sdo os angulos de Euler que posicionam este equador em relacao ao sistema
de eixos arbitrario.

E evidente do grifico acima que 7i; nada mais é do que a componente z do sistema

-

( k:) apos aplicar as rotagoes de Qel, ou seja:

7ty = sin(Q) sin(1)7 — cos(Q) sin(1)] + cos(I)k

Consideremos agora o vetor momento angular do movimento orbital Urano-Sol. Seja
t1 o seu versor (o diagrama é idéntico a figura 34 onde trocamos €2 por €2 e I por I5).

Raciocinio idéndico permite escrever o versor ty, referido ao plano inercial.
#1 = sin(Q) sin(Is )i — cos(Q) sin(Is ) + cos(In)k
Por definicdo, a obliquidade é o angulo entre 7i; e 1, isto é:
cos(e) = 7iy - 1 = sin(I) sin(I) cos(Qe — Q) + cos(I) cos(I)
Com isso conseguimos avaliar a evolugao de € em relagao ao tempo t.

Observamos ainda que se I ~ 0 entao ¢ ~ I.

Quando trabalhamos com teoria secular dos planetas, podemos observar que em
primeira aproximacao, em geral, o movimento dos nodos dos planetas é praticamente
linear. Por exemplo, se tomarmos as equacoes de Lagrange, o movimento de €y de Urano
no caso circular ¢ dado por:

@_ 1 on
dt  na?sin(I) 0I

onde em R tomaremos sé o primeiro termo de Ry (equagao 42):

My 11O
GMy sin(Ip)?

an 4

Nestas condicgoes, se [y =~ 0, temos:

. GMy 1)
Qur~ ———ab
v 4nUa2UaNa 3/2

Esta aproximacao é ttil para visualizar o comportamento de I, nas equagoes da
precessao. Seja:

_ GMy Oéb(l)
1 dngabay
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entao Qu ~ n(t — to)

No apéndice E apresentamos as equacoes da precessao em forma Hamiltoniana. Vamos
agora extender o espaco de fase e como €2 e {2y aparecem sempre na forma €2 — Q,
reduzimos o problema para outro de um sé grau de liberdade, isto é:

C C
H = 00{71043 — Chagy/1 — af cos(fy) — ?3(1 —a?) cos(201)} — noy
onde

oy = cos()

0 =Q—Q

3Gm@MUR2UJ2
Co = 3
4Cwyaz,

C; =1-3cos(ly)?
Cy = sin(21y)
C3 = sin(Iy)?

Um simples estudo mostra que para Cy > 0 o ponto §; = 0 é um centro (equilibrio
estavel).

Curvas de Nivel da Hamiltoniana H(itil, tetal), sup ondo que nodo
de Urano circula linearmente devido perturbacao de Netuno.

A

1.134

[t 0.757

0.3751

180 -90 0 90 180
o1

Figura 35: Equilibrio estavel em 6; = 0. Portanto, condi¢oes iniciais na vizinhanca deste centro,
manterdao € pequeno. Aqui: Massa de Urano e de Netuno foram tomadas 12 vezes menor. Os
semi-eixos tomados foram ay = 14.820862 UA, ay = 23.157598 UA. Periodo de rotacdo de
Urano = 4 horas.
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Voltando em (43) e (44), notamos que para [ pequeno, o movimento é predominan-
temente dado por:

5 ~ C()Cl COS(f)
[~ CyCh cos(I) sin(Q — Q)

Conforme apontado por Ward (1974), Kurth (1959), Laskar (1993), Atobe et al (2002),

etc, em circunstancias normais, a dinamica acima é simples, isto é, €} é quase linear no
tempo e I sofre pequenas oscilacoes periddicas de amplitude CyCl.

Suponhamos porém O~ 7, Ou seja, uma ressonancia entre o nodo e Q). Neste caso é
prevista uma variagao de longo periodo e I sofre grandes variacoes cuja amplitude pode
ser muito maior do que CyCs. Neste caso € também pode sofrer grandes variagoes. Esta
é a situagao que vamos averiguar.

Durante a migracao planetaria, os semi-eixos de Urano e Netuno variaram bastante.
Provavelmente isto ocorreu também com suas massas e também com as velocidades an-
gulares de rotagao (spin). A variacao da rotagao estd por sua vez ligada ao coeficiente Jy
de achatamento do planeta.

Na verdade, muito pouco pode-se afirmar concretamente sobre todos estes valores en-
volvidos. Assim o objetivo neste capitulo é mais voltado a explorar de maneira qualitativa
possiveis situagoes que poderiam ter afetado a obliquidade dos planetas.

B - Possiveis variagoes de ¢

O que faremos nesta secao é apenas integrar as equagoes médias da precessao e da
teoria secular dos planetas, supondo o modelo mais simples possivel para Ry e Ry .

Estima-se que a migracao planetaria tenha ocorrido ao longo de aproximadamente 30
milhoes de anos. No nosso modelo simplificado nao faremos a variagao dos semi-eixos dos
planetas, isto é, nao investigaremos possiveis casos de evolugao com captura. Conforme ja
mostramos no capitulo anterior, a evolugao dos semi-eixos causando captura, poderia em
alguns casos acelerar a variagao do momento associado a variavel ressonante. Portanto
podemos afirmar que as varias variagoes de € aqui obtidas com semi-eixos fixos, poderiam
ser realizadas em tempo menor, caso tomassemos um modelo com efetiva migracao dos
semi-eixos.
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As condigoes iniciais serao sempre estas:

[=05°

Q = 180°

Iy =1°

Iy =2°

QU =0°

Qn = 180°

C = momento principal de inércia=0.21 My R%,
Ry = 25559km

Como dissemos antes, evitamos tomar 2 —Qy = 0 ja que este é um ponto de equilibrio
estavel e se eventualmente este angulo permanecer em libracao, entao a ressonancia tera
um efeito estabilizador, isto é, I permanecera quase constante e pequeno.

As condigoes iniciais para os semi-eixos foram sempre tomadas nos intervalos previstos
pela migracao planetaria sendo que as massas e a velocidade angular foram ajustadas de

forma a satisfazer a ressonancia {2 — . Em primeira aproximagao esta relacao significa:
3G Mo My RE T, ~ GMy

I~ ——2 ) cos(I,
2C a3 wy os(1) 4nUa2UaNa 32 ©08(1v)

O valor de C é bastante discutivel (Borderies 1989, Chyba et al., Jacobson, etc...).
Mantivemos sempre constante (0.21).

A rotacao e o achatamento estao acoplados conforme a relacao:
2
w
Jy = L%< )
Wo

onde wy e Jo, sao respectivamente a velocidade angular de rotagao e o coeficiente de
achatamento em t = ¢,

(Touma e Wisdom 1998)

Uma relacao mais elaborada pode ser usada como em Callegari N. e Yokoyama 2001,
porém dadas as incertezas sobre C, a formula acima é suficiente.

Inicialmente vamos tomar o sistema Urano-Netuno-Sol. A figura 36 mostra uma ex-
traordinaria variagao de e, porém para um tempo muito acima de 30 milhoes de anos.
Note que os angulos 2 e Q estao circulando rapidamente, porém a diferenca Q — ) estd
bastante lenta, em ressonancia.

As massas foram tomadas My = 1/228690 massas solares (um décimo da massa
atual), My = 1/193140 massas solares (um décimo da massa atual). E os semi-eixos

foram ay = 16.547754 UA, ay = 27.579590 UA. O periodo de rotagao (71'r) foi de 3.08
horas.
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Observemos agora a figura 37. Neste caso a varia¢do é bem menor (~ 12°) porém este
é atingido em ¢ ~ 20 x 10° anos usando Tr = 4 horas, My = 1/228690 massas solares,
My = 1/193140 massas solares, ay = 14.820862, ay = 23.157598.

Note que a ressonancia nao é tao exata como a anterior porém o periodo de circulagao
¢ ainda bem maior do que os periodos de €2 e )y; isto é suficiente para causar o aumento
de . Para Tr = 3.01, e mantendo os dados anteriores, a obliquidade crescera até ~ 27°.

Na figura 38 exibimos um caso onde a ressonancia ¢é bastante forte porém como escolhe-
mos 0 = Qp = 180° entéo esta diferenca permanece em libracao em torno de Q —Qy = 0,
de forma que I varia praticamente muito pouco, como era previsto pelas equacoes da
precessao (ponto de equilibrio). Aqui tomamos Tr = 2.5, ay = 15.4253120422363,
ay = 25.7088527679443, My = 1/274428 massas solares (corresponde a 1/12 da massa
atual), My = 1/231768 massas solares (corresponde a 1/12 da massa atual).
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Figura 36: Resultados ficticios do sistema Sol-Netuno-Urano. Sao mostrados a obliquidade de
Urano e €2 nos dois primeiros graficos. Logo a seguir temos o nodo de Urano Qy e A = Q — Qg
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Figura 37: Resultados ficticios do sistema Sol-Netuno-Urano. Sao mostrados a obliquidade de
Urano e Q nos dois primeiros graficos. Logo a seguir temos o nodo de Urano Qpy e A = Q- Qu
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Figura 38: Resultados do sistema Sol-Netuno-Urano. Sao mostrados a obliquidade de Urano e
Q) nos dois primeiros graficos. Logo a seguir temos 0 nodo de Urano Qi e A =Q — Qp
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Figura 39: Resultados ficticios do sistema Sol-Netuno-Urano. Sao mostrados a obliquidade de
Urano e Q nos dois primeiros graficos. Logo a seguir temos o nodo de Urano Qy e A = Q- Qu
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Na figura 39 temos um caso similar a figura 29 porém agora ) — )y transita entre
circulacao e libragao. Nota-se que € atinge valores até superiores a 20°, porém para
t ~ 100 x 10% anos. As condicoes iniciais sdo as mesmas exceto Tr que agora é 4 horas.

Vamos agora considerar ao invés de Netuno, Jupiter como o perturbador de Urano.

Na figura 40 usamos massas M; = 1/31420.65 massas solares (equivalente a 1/30 da
massa atual), My = 1/274428 (1/12 da massa atual), Tr = 3 horas, ay = 15.425312,
ay = 5.4. Note que o angulo Q — Qy é bastante lento (aparentemente em libracio) e a
obliquidade adquire valores muito altos.

Outro caso com grande variagao de € é dado na figura 41, onde M; = 1/31420.65
massas solares (equivalente a 1/30 da massa atual), My = 1/457380 massas solares (1/20

da massa atual), Tr = 3, ay = 15.425312, a; = 5.4.

Note que durante toda a integragao (100 x 10° anos), a diferenga Q — Qp ainda nao
efetuou uma variacao completa, o que justifica o alto valor atingido por ¢.

Na figura 42 temos o caso similar a figura 30. Aqui ay = 15.425312, a; = 5.4, Tr = 2,
Mj; =1/30 do atual, My = 1/12 do atual.
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Ii‘igura 40: Resultados do sistema Sol-Jupiter-Urano. Sao mostrados a obliquidade de Urano e
Q nos dois primeiros gréaficos. Logo a seguir temos o nodo de Urano 25 e A =Q — Q.
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Eigura 41: Resultados do sistema Sol-Jupiter-Urano. Sao mostrados a obliquidade de Urano e
Q nos dois primeiros gréaficos. Logo a seguir temos o nodo de Urano 25 e A =Q — Q.
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Eigura 42: Resultados do sistema Sol-Jupiter-Urano. Sao mostrados a obliquidade de Urano e
Q nos dois primeiros gréaficos. Logo a seguir temos o nodo de Urano 25 e A =Q — Q.
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Conclusao

Neste trabalho iniciamos o estudo da dinamica futura de satélites internos de Netuno.
A aproximacao de Triton fara com que surjam ressonancias orbitais retrégradas entre os
movimentos médios de Proteus (o mais externo daqueles descobertos pela Voyager). As
experiéncias mostram que de fato tais ressonancias orbitais sao muito fracas, conforme
se evidencia pelo desenvolvimento da funcao perturbadora. No entanto, quando se inclui
o efeito do achatamento as excentricidades e inclinagoes sofrem grandes perturbagoes a
ponto de causar a ejecao de Proteus. Este podera cruzar as érbitas dos satélites mais
internos. E mostrado também que o efeito da ressonancia 2:1 é muito mais forte e rapido
do que aquele devido a 3:1. A contribuicao da precessao do equador de Netuno é também
incluido porém, o seu real papel no processo de influenciar (ou acelerar) o crescimento da
excentricidade de Proteus nas ressonancias, nao é bem definido uma vez que a principio,
a evolugao temporal do sistema aparenta ser bastante sensivel quando em situacoes de
ressonancia.

A passagem pelas ressonancias foi simulada trocando a forca dissipativa da maré pela
do arrasto. Esta forca afeta apenas o semi-eixo e nao a inclinacao. Nao se observou
nenhum caso de captura.

Muito mais experimentos numéricos sao ainda necessarios para evidenciar melhor o
efeito das ressonancias. Dentre elas, sera necessario simular a passagem nao sé por outras
comensurabilidades, como também com diferentes velocidades. E preciso lembrar que a
velocidade de decaimento do semi-eixo devido a maré é maior quanto menor o semi-eixo.
Assim se a passagem for muito rapida por alguma ressonancia, o sistema pode nao acusar
os efeitos caracteristicos devidos a esta ressonancia.

Por fim, um estudo bastante simplificado é proposto, objetivando ilustrar uma hipotética
variacao da obliquidade dos planetas como decorréncia da migracao planetaria.
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Apéndice

A-Conversao dos coeficientes modificados de Laplace

Aqui vamos mostrar como podemos escrever Ay, By e C) em funcao dos coeficientes

de Laplace (b1]727 b3 Ja» b5 /2) Lembrando que:

{1+ a® —2acos(S)} 1 1 kioo b®) cos(kS) (45)

k—foo

Entao
1 k=400
pij = {a + a? — 2a,a, cos(S)}’1/2 Z Ay cos(kS) —

k*—oo

—1 k=400
— i = (a1 07— 20c0s(S)} 2 = 3 Y, cos(kS)

k=—0oc0
Dai pela unicidade de séries:
Ay, = a5\ (46)
Também para By temos:

11@ +00
3 > Bicos(kS) —

k=—00

bi; = aiaz{ai 4+ a — 2a,a; cos(S)} 3% =

— 6 = aza;(aj?) "1 + a® — 2acos(S)} 2 = fut Z 173/2 cos(

k=—00
Logo,
By, = a;a; szI;)Q (47)
E para C}.
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1/€ —+o0

Vi = aia;{a; + a; — 2aa; cos(S )} = Z Cy cos(kS) —
kf—oo
2 3 k=+o00
— = a?a?(aj2)_5/2{1 +a% — 20 cos(S)} % = z > b5/2 cos(
k=—00

Entao,

Cr = a?aj_?’bg%

B - Relacoes importantes envolvendo derivadas em q; e a;

Seja a = %, entao:
aj

0A, ic‘?bk 1 bk Do 1 ov"  9AF 1 ObF

— O s =T
da; a; 0a;  a; Ao da; ajz oa; da; a? da;

1 9bF O«

1
= —— == 7
da; as a; Oa; a; a; Oa Oa;

1 1 Ob* ; 1 obk [ 1
SEVIRT ) I VAN TN
a; a; Oa a; a; Ox a;

k
4Ll o]

Ja, a oe!
Assim,
oA, OA, B 1 [, O] a0
At a il A T i IR A
k+%8a~+a18ai a; aj T T 2 0o
Y e ot e ot
Ca; a; d2da  ado
Portanto:
DA DA
Ap+a, 22k 4, 00
kTt a; da; +a; 3a, 0

Derivando esta tltima expressao podemos obter as seguintes relagoes:
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0% Ay 0A,  ,0%A;

s = = _2q, — a 50
%8s dada; “oa; " 0a? (50)
82Ak aAk 821419
2 = 2A% 4 4q, ; 1
a; 8@? 2A" 4+ 4a; 2a. +a; o (51)

De forma andloga podemos demonstrar que:

0B;, 0By,

B TR ; =0 52
k1 a; da, +a Ba, (52)

0?B,, 0By , 0By,
P I W L 53
@i dada, ¢ da; % da? (53)

8sz aBk aQBk
2 = 2B* 4+ 4q, 2 o4
@i da’ T da; T da? (54)

~ . . u3 .
Com estas relagoes conseguimos escrever todas as derivadas 8‘% dos coeficientes de
i

ak
aai.c '

Laplace em termos de Analogamente as mistas também.

89



C - Funcao Perturbadora Classica

Aqui apresentamos os termos seculares e de longo periodo (média) da funcao pertur-
badora caso classico direto do Capitulo I (se¢ao A).

i2b520s; i2b5295; i2b5205s; 2Q—2Q i2b529s; 2Q;—2Q;
R = Gy |12 202200 g g 0002 ey 4 g/ aubBR0s Sﬂajé’s( Y i)y

1/2 a;b3215;2 55 cos(QQ —2Q )+1/4 € aldbl,?o 1 e da; d4b120 +1/8 € 2a; d2b120 9 € 40;2d2b12
a;?

128
7 eJQeZ a; d,@bl?o ( 1/2 alb321s sJ 1/2 a,b321sz Sj +a163213133 +1/2 stjezzaz(dbiglaz_’_ b321)+
a;? a;

35 +

a3

1 ;3

1(;4 ej2s,~;jai2(2 dfjfl + dgl;‘iiml) 1/2e; sisjai(% - %) 1/4 s;s5€ia; (2% +
@%%%»cwa%—ﬂ»+Lmbf“w—3“%ﬁ?ﬁ”—3%“if”%wwaﬂrxrww—a@%ﬁ@%ﬁﬁ—
3/2 7(”2b5’gj2‘(”i3‘(”j)COS(Qi—Qj)—l/leZ e; az(%—l—%) 1/8si%e;%a;*(2 2 db32, —|—d2b‘i21al)—
1/4s%¢; az(dbigi)}“l + &221) —1/8s;%¢%a;*(2 dfgfl + dgbgilal) —1/4e%s; a,(dmlal + b‘%l)

db321 d2b321a1 A2 A2 ‘2 db321 d2b321a7, 3 €4 az d3b120 €4 azdb120
1/86] si2a;?(2 42420818 ] /8 e %520, (2 45+ )+35 +3/16%+

ﬁ eita; d4b120 o 1/2 a1b5’2151 + 3/4 a; b52051 + 3/8 a; b52281 1/2 azb32153 4 3/4 a; b5205] 4

5
a;

3/8 ai2b5i23j4 + 1/32 e; d3b?420ai + 1/8 a; dib.l?)?oei (3/8 S5 2e; azb321 + 3/8 s ez a@(db321al +
J

a3

b321)+1/16 8] 61'2@1 (2 db5’21_‘_d2b321al) COS(—2 Q]+2 wl) (_3/4 siSje;jllzib321 _3/4 Sisjei ai(db321ai+

3
a;

)

—1/8s;s5€2a;*(2 db‘jgl—i-dgbg’glal)) cos(—;—Q;+2w;)+(1/8 7%28’;?517321 —1/8¢;2s,%a; (3212 4
)
2

b5’2

rra »
22 )+1/16 €;2s:%a;%(2 dbg?l—kd%%l“l) cos(—2Q+2w;)+(1/16 €;%s;%a;*(2 %—l—%)—
1/8 e;?s; al(dbiglal + b‘%) +1/8 M) cos(=2Q; + 2w;) + (1/2 ejsisjeiai(% -
D) + 1 /4 e;5i856i0: 2(3 db h3to + dgbf*foaz) — 1/2 G2ty 6os(—Q; — Q) + i + @) +
(1/4 w—l/ll €;S; elal(db‘%oal + b320)—1/8 ejsi’eia;’(2 dbfgo —i—%)) cos(—2Q;+
w; + wj) + (—1/2 ejsisjeiai(% + %) + 1/2M — 1/4e;s;85e;0;%(2 dbifo -
M)) (=% + Q + w; — wy) + (1/4 22555220 eJezalb‘%O — 1/4s;? ejelaz(dbifoa’ + b‘i'go) —

/8.5 % e,0(2 20 4 423%mY) cos(~2 QY + m; + ) + (3/8sei2as( LG 1 ) 4
.7

0OS

a; 3
1/16 s;%e;%a;2(2 defl —f—%)*FS/S ‘”ZEZ;%) cos(—2 Q42 w;)+(—1/8¢;%s;8;a;%(2 %—I—
7‘122‘?%1“" )+1/4 ejzsisjai(%—k%)—l/él 7ej2si‘zcéib321 ) cos(—Q—Q+2w;)—1/4 e;%s,%a;( dbigsl‘” +
%)HM “idbjﬁoe"z—i—l/ﬁl ej2ei22§4d3b120+1/8 eeriZil-de120+1/32 ej2ei2cs;d4b120+1/2 a¢b3izs2i28j +
(—1/4 M —1/4 M 1/4 ejsfeiai(m + b‘iﬁ) 1/4 Sjgejeiai(% +
b322) 4 1/8 6381 e;a; (2 db322 4 d2b322a1> 4 1/8 S 6]61(11 (2 db322 + d2b5;22a1)) cos(wi o Wj) +

e;ie;?a;db12 626 a; d2b12 e;j?e;2b12 e;e;?a; df)’b]Q e;je;2a;*d4b12
( 3/16] 7 z 2+%] zazjs 2+3/16] i 2_'_1/8] i A4 2+ég zazj54 2

3.3
ejei”a;°d3b12y ejel a;2d2b12, ejeia; d4b121 ejeja;dbl2y eje;b12;
2wj)+(—3/16 e —1/8 o —1/327—1/2 " +1/2 T

2 3 4 3 2 3 3
ejeja;“d2b12, N e;°eja;"d4b12, 11 ej°¢€ia4 d2b12, e elaldb121 5 ejoeia; d3b12,
1/4 a;3 1/32 a;°® 16 a;° 1/8 a;2 16 +

a;*
1/8 7ej36;f121)cos(wi —w;)+ (—1/4 757’263'2"]_‘;"1’320 —1/4 2555000 Z’ja;mo +1/8¢e;s:%e;a;%(2 —dfjfo +
LR 1 /4 s % jesai (PN 2R ) 11 /4 ejs e (PEEN+ 2I) +1/8 5,7 000, (2 B0 +
deaS;,ioai )) COS(wi ) (1/2 € 815J€;a1b322 1/2 ejsisjeiai( db32sa; 4 b32y 6322 ) 1/4 e SisjeiaiQ(z dgf§2 +

aj3
anze)) cos(Q — Q + w; — ;)]

) cos(2 w;—
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D - Rotacoes - Passagem para coordenadas cartesianas

As coordenadas cartesianas (aqui supostas num referencial inercial) de um corpo se
relacionam aos elementos orbitais pelas equagoes:

X =rcos(f +w)cos(Q) — rsin(f + w) sin(£2) cos(I)
Y =rcos(f +w)sin(2) + rsin(f + w) cos(2) cos(I)
Z =rsin(f + w)sin(!) (55)

Sejam:

pe= rotacao de angulo € em torno do eixo z.

pz=rotacao de angulo I em torno do eixo x.
py=rotacao de angulo x em torno do eixo z.

De acordo com a figura (8) para que possamos obter as coordenadas z,y,z dadas
no plano do equador como funcao das coordenadas X, Y, Z dadas no referencial inercial,
basta que facamos a seguinte composicao de rotacoes

(xvya Z) = pX Opfo pﬁ(Xv Ya Z)

cujas matrizes sao dadas abaixo

cos(2) sin(2) 0
P = | —sin(Q) cos(Q2) 0
0 0 1

[ 1 0 0

py= |0 cos(I) sin(I)

| 0 —sin(I) cos(/

py = | —sin(x) cos(x)

)
[ cos(x) sin(yx) O
0
0 0 1

Em particular isto permite escrever:

x = cos(x)[X cos(£2) + Y sin(2)] + sin(x)[—X cos({) sin(2) + Y cos(I) cos(£2) + Z sin([)]

y = —sin(x)[X cos(Q) + Y sin(2)] 4 cos(x)[—X cos(]) sin(2) + Y cos(I) cos(2) + Z sin(1)]

z = Xsin(I)sin(Q) — Y sin(I) cos(2) + Z cos(I)
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Nestas condigoes as equagoes da precessao ficarao

0 = 3qmj~MNRNJ2 [—X cos(I)sin(Q) + Y cos(I) cos(Q) + Z sin(I)]
sin(1)r5Cwy

[X sin(7) sin(€2) — Y sin(I) cos(2) + Z cos(I)]

i SEmMNBN T @) 4y sin(@)][X sin(T) sin(€) —
r°Cwy

Y sin(7) cos(€2) 4+ Z cos(1)]

Por outro lado na funcéo perturbadora R, substituindo sin(3) = z/r temos:

2 2

Ry,

73 r

_ pJyR3; { 1 3 [X sin(I) sin(Q) — Y sin(I) cos(Q) + Zcos(f)] 2}

E - Equacgoes da precessao em variaveis nao singulares

(56)

(57)

As equacgoes da precessao também devem ser escritas em variaveis nao singulares sem-

pre que I = 0. Para isso, vamos incialmente escrever €2, I na forma canonica. Seja

X, = cos(I), entao:

0H,
0X.
—0H,

c =

o0

ﬁ:

onde

XQ
2

— Oy X /1 — X2cos(Q — Q) — C;(l — X% cos(Q — QJ)}

H, =Cy {01

3Gm; My R3 J
4C’wNa§?

C; = (1-3cos(I;)?

Cy = sin(21))

Cy = sin([;)?

Co =

Fazemos agora: (X,,Q) — (X; =1—X,,Y; = —Q) e finalmente (X;,Y;) — (21, 22).
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Sendo:

21 = /2X cos(Y))

21 = /2X;sin(Y))

Dai as equagoes nao singulares (médias) da precessao sao:

. 0H
21 = _8722
. OH
Z9 = (9721
Com
= -y ala - a0 - - 2y singo) -
S0 - e - ) eos(2n) 20— D)2z sin(20,)) (59)

h=2+27
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