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RESUMO

A defini¢do de um espinor pode ser encontrada de varias formas na literatura e muito disso se deve
ao seu desenvolvimento independente por parte de fisicos e matematicos. Dito isto, um espinor
quando tratado como um objeto matematico que descreve um férmion, sé fornece resultados
observaveis fisicos quando conjugado com seu dual. Para tanto, € necessaria a construgdo desse
mesmo correspondente dual. O presente trabalho descreve a constru¢ao do dual espinorial de um
tipo de espinor, o autoespinor do operador de conjugacdo de carga ou ELKO (um acrénimo de
sua tradugdo em alemdo), explicitando todos os critérios de interesse fisicos necessarios para ser
um invariante por transformacgdes de Lorentz e tenha uma norma real. Consequentemente, algo
que possa ser utilizado na composicao do observavel. Ainda no fim do trabalho é apresentado
um problema envolvendo as somas de spin deste espinor que, devido ao aparecimento de uma
matriz G(¢), tem uma quebra de simetria relativistica, fazendo-se necessdrio redefinir o dual

previamente encontrado, utilizando-se das definicdes de pseudoinversas.

PALAVRAS-CHAVE: Dual espinorial. Conjugacao de carga. Pseudoinversa.



ABSTRACT

The definition of a spinor can be found in many ways in the literature and much of this is due to
its independent development by physicists and mathematicians. So, a spinor when treated as a
mathematical object describing a fermion only get physical observable when associated to its
dual. For this it is necessary the construction of such a dual. The present work describes the
construction of the dual of a spinor type, the eigenspinors of the charge conjugation operator
(ELKO), expliciting all the criteria of physical interests necessary to have a real norm and hence
something useful in constructing an observable. At the end of the work a problem is presented
involving the spin sums of the aforementioned spinor. When a given matrix G(¢) appears, the
relativistic symmetry breaks and it is necessary to redefine the previously found dual using the

pseudo-inverse definitions.

KEYWORDS: Dual of spinor. Charge conjugation. Pseudo-inverse.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho € sobre espinores, mais precisamente sobre o seu dual, mas de forma bem
modesta em relacdo a sua formalidade encontrada na literatura. Sobre sua formalidade, alids, ha
quem diga que ninguém a compreende na sua totalidade, entre os motivos estd a existéncia de
diversas maneiras de se deparar com ela, seja matematica ou fisicamente falando.

Temos como no¢ao matemadtica essencial e fundamental, ainda que sutil, que um espinor é
um objeto matemadtico que necessita de duas rotacdes completas, ou seja 47, para que retorne ao
seu estado normal, o que significa que quando € rotacionado de 27 ele resulta em si mesmo, mas
com valor negativo. Fisicamente, o estudo da estrutura algébrica dos espinores tem aplicagdes
diversas, que vao de cosmologia a fisica de matéria condensada, mas aqui o que importa € que
os objetos espinoriais descrevem “fun¢des de ondas” fermidnicas, o que em outras palavras
significa que o estudo da matéria usual deve muito a sua existéncia.

Sendo uma particula de spin semi-inteiro, o férmion tem a sua dindmica regida pelos
postulados da mecanica quantica. Neste sentido € interessante tracar um paralelo lembrando
que, no espaco de Hilbert, os autovalores de um ket, ap6s a atuagdo de um operador hermitiano
sO serdo reais se a norma a qual fora submetidos for relacionado ao seu correspondente dual
(SAKURAI; NAPOLITANO, 2013), isto €, sendo AT = A, Ald') = d'|d’) e (a"|A = (a"|a™,
temos:

<a//|A|a/> _ <a///‘A|a/> — (a/ o a//*) <a//|al> — 07

se ' = a™*,logo o’ = a’* e portanto a’ € R. Este conceito pode ser estendido a probabilidade
quantica de um estado |¥) ser encontrado em um autoestado A|W), assim como também para o
entendimento da probabilidade de encontrar observaveis fisicos de um autoespinor. Assim sendo,
pode-se afirmar que sem seu correspondente dual, o espinor sozinho nio é observado. Tendo
1sso em mente, este trabalho tem como um dos objetivos demonstrar na préitica que a constru¢ao
do dual de um espinor deve ter sua importancia reconhecida.

Neste processo, serdo utilizados os autoespinores do operador de conjugacio de cargas,
que por sua vez é um novo espinor, uma particula fermidnica “escura” de primeiros principios,
com spin 1/2 e que € também chamado de ELKO, um acrénimo de sua traducdo em alemao
(Eigenspinoren des Ladungskojugationsoperator)(AHLUWALIA, 2019)).

Na tentativa de estender o conceito de espinores de Majorana a um conjunto completo
de autoespinores do operador conjugacdo de carga surgem os ELKOs. Atuando entdo com o
operador de conjugacdo de carga, CA\(p) = £A(p), é possivel encontrar um espinor que possui
autovalores +1 sob a atuag@o de operador conjugacdo de carga, levando a um conjunto completo
com quatro espinores: dois autoconjugados (com autovalor +1) e dois anti-autoconjugados (com
autovalor —1). Por algumas razdes, na maior parte por causa de sua constru¢o, vé-se que A(p)

ndo € autoespinor do operador de paridade, P, que é descrito por m ™17, p* (SPERANCA| 2014),
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ou seja, o ELKO assim como o espinor de Majorana nao satisfaz a equacao de Dirac. Isso tem
raiz no fato de que as componentes espinoriais do ELKO ndo estdo relacionadas entre si pela
simetria de paridade, mas sim pelas matrizes de Pauli.

No Capitulo 2 serd definido o que € pseudoinversa, assim como a pseudoinversa de Penrose
(PIP), e sua caracteristica de unicidade. Mostraremos os métodos de se calcular a PIP, o usual e
o método que envolve a regulariza¢do de Tikhonov, levando em consideragdo os lemas que o
antecede.

No Capitulo 3 demostraremos toda a constru¢do dos autoespinores do operador de conjugacao
de carga, primeiramente na Secdo 3.1 apresentando a nota¢do necessaria para o estudo, mais
precisamente denotando os geradores de boost e rotacao, e o espaco de representacio espinorial
de Weyl. Na secdo 3.2 mostraremos a construcdo dos espinores de Dirac através do operador de
paridade. Por fim, na Secdo 3.3 € apresentado o operador de conjugacdo de carga, a estrutura do
ELKO que envolve “a mégica das matrizes Pauli” e a obtencdo da forma explicita de A(p*).

No Capitulo 4 de fato construiremos os duais dos autoespinores do operador de conjugacao
de carga. Primeiramente é observado que a tentativa de se obter o dual do ELKO tal qual
aos espinores de Dirac, incorre em normas nulas e imagindrias. Na Secdo 4.1 € pensado
uma maneira de generalizar um dual que respeite os requisitos,= como as da invariancia de
Lorentz, por exemplo. Feito isso, aplicamos o conceito da se¢do para o ELKO. Na Secado
4.2 seré feita uma breve discussdo sobre os problemas envolvendo este novo dual na somas
de spin e a quebra da covariancia relativistica de Lorentz, gerada pelo aparecimento de G(¢).
Buscando a eliminagdo do termo que quebra a invariancia de Lorentz sdo incrementados na
redefini¢do do dual dois operadores, A e 3, que, por sua vez, devem ser inversas de [[ + G (¢)] e
[I — G (¢)], respectivamente. Acontece que o determinante de [I &+ G (¢)] € igual a 0 e, portanto,
ndo tem inversa. Deste modo, em 4.3, desenvolveremos a soluc¢do utilizando as definicdes de

pseudoinversa do Capitulo 2.
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2 PSEUDOINVERSA DE PENROSE

Neste capitulo serd passada uma noc¢do de pseudoinversa, assim como os métodos para seu
célculo, com base em (BARATA; HUSSEIN, 2012)). Saliento ainda que os conceitos a seguir
se valem de vérios teoremas e/ou proposi¢oes, de forma que nem todos foram incluido neste

trabalho, sendo indicadas referéncias onde os mesmos podem ser encontrados.

2.1 DEFINICAO DE PSEUDOINVERSA

Seja A : R" — R™ uma transformacdo linear entre espagos vetoriais de dimensao finita,

munidos de um produto interno,

A: R*"— R™
T Ar =y, (2.1

onde A é a matriz transformacao linear, nas bases canonicas de R" e R™, que leva um vetor
x, tal que x € R", a um outro vetor y, y € R™. Ocorre que se y ndo pertence a imagem de A,
Im(A), o sistema Azx = y evidentemente néo possui solucéo, de modo que é sensato procurar
em R" um vetor z, tal que Ax esteja mais préximo de y, ou seja, que tenha a menor norma. A
pseudoinversa de A é a correspondéncia AT : R™ — R™, que associa a cada vetor y € R™,
um vetor ATy = x € R", de menor norma com todos os vetores * € R", |y — Az|. Seja
entdo A € Mat(C,m,n), (uma matriz pertencente ao conjunto dos complexos, com m linhas
e n colunas, sendo m,n € N), temos que uma matriz B, com B € Mat(C,n, m), é dita ser a

inversa generalizada, ou a pseudoinversa, de A se satisfaz as as seguintes condi¢des:

ABA = A, 2.2)
BAB = B. 2.3)

De modo que se a matriz A for uma matriz quadrada e ndo-singular, isto € com determinante

ndo-nulo, A € Mat(C,n), ainversa A~ satisfaz estas condi¢des trivialmente.

2.2 DEFINICAO DA PSEUDOINVERSA DE PENROSE

A pseudoinversa de Penrose (PIP) foi desenvolvida de modo a garantir a singularidade da
inversa generalizada e para que isso ocorra € conveniente que a defini¢do usual de pseudoinversa

seja reduzida. Seja entdo A € Mat(C,m,n), uma matriz At € Mat(C,n,m) é dita ser a
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pseudoinversa de Penrose se satisfaz as seguintes condi¢des:

AATA = A, (2.4)
ATAAT = AT, (2.5)
AAT € Mat(C,m), A*A € Mat(C,n) sdo auto-adjuntas. (2.6)

Mais uma vez entende-se que, se a matriz A for uma matriz quadrada e ndo-singular, A €
Mat(C,n), ainversa A~! satisfaz estas condi¢des de modo trivial.

Para mostrar a unicidade da pseudoinversa de Penrose de uma matriz A € Mat(C,m,n),
vamos comecar assumindo que exista esta singularidade. Sejam A" € Mat(C,n,m)e B €

M at(C, n,m) Pseudosinversas de Penrose de A € Mat(C, m,n), tais que:
e ABA= Ae BAB = B, com AB e BA auto-adjuntas;
o My =AB— AAT = A(B— A%) € Mat(C,m).

Por hipétese M; € uma auto-adjunta, uma vez que € a diferenga entre matrizes auto-ajuntas.

Assim:

| M, |> = (AB— AAY). A(B— A") = (ABA — AATA)(B — A™)
= (A-A)(B-A")=0. 2.7)

Sendo M, um auto-adjunto e (M;)? = 0 temos entdo
| Myz ||*= (Myz, Myz) = (z, (M;)*z) = 0, (2.8)

mostrando também que M; = 0. Isso nos revela que AB = AA™. Seguindo os mesmos passos,

é possivel provar que BA = AT A. Com tudo isso segue-se diretamente o fato que
At = ATAAT = AT(AAY) = ATAB = (ATA)B = BAB = B, (2.9)
estabelecendo assim a unicidade da pseudoinversa de Penrose.

2.3 METODOS PARA O CALCULO DA PSEUDOINVERSA DE PENROSE

2.3.1 Método Usual

As relacdes que providenciam uma importante sugestdo para encontrar a pseudoinversa de

Penrose de uma matriz A qualquer, com A € Mat(C,m,n), sdo:

At = A*(AAT)T (2.10)
At = (A*A) A7, (2.11)
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onde A* € Mat(C,n,m) é dita ser a matriz adjunta de A. As matrizes (2.10) e (2.11) resultam
em pseudoinversas diferentes, de modo que € necessdrio que se escolha a melhor matriz que se
encaixa com o problema dado. E importante notar que A", neste caso, sé existe se AA* ou A*A

forem invertiveis, ou seja, se seus determinantes forem nao nulos.

2.3.2 Método utilizando a Regularizacdo de Thikhonov
E facil ver que se (AA*) ' e (A*A)~! existem, entdo At = A*(AA*)Le At = (A*A)~1A*

também existem. Entretanto, se essas inversas ndo existirem, ha um procedimento alternativo
para obter A™*. Este € um dos procedimentos que existem para se calcular a pseudoinversa de
Penrose quando as alternativas, dadas em (2.10) e (2.11), se mostram também singulares. E
visto entdo, no estudo das vizinhangas de matrizes singulares (BARATA; HUSSEIN, 2012), a
seguinte proposicao:

Proposicio: Seja A € Mat(C,n) uma matriz arbitraria e B € Mat(C,n) uma matriz
invertivel, existem constantes M; e M, (dependentes de A e de B) com 0 < M; < Mo, tais
que a matriz A + pB é invertivel para todo p € C, com 0 < |u| < M e para todo p € C com
| > Ms.

A+puB = (Iu+ AB "B (2.12)

Podemos escrever também C' = —AB™!, sendo {\1, -+ , \y} C C as k raizes (nfo necessaria-

mente distintas) do polindmio caracteristico po da matriz C'.
po = det(C — ) (2.13)

e Se todos as raizes forem nulas, tomemos M; = My > 0, arbitrarios.

e Caso contrdrio, definamos )/; como sendo o menor valor de | \;| dentre as raizes nao-nulas
de pc, My := min{|\g|, A # 0}, e definimos M, como sendo o maior valor de |\;| para
todos os k’s, My := max{|\¢|,k = 1,--- ,n}. Entdo, os conjuntos {p € C|0 < |u| <
M,} e {u € C||u| > My} ndo contém raizes do polindmio caracteristico de C e, portanto,

para ;. nesses conjuntos a matriz ul — C' = ull + AB~! é invertivel.

Logo, por exemplo, se (AA*)~! ndo existe, a matriz AA* + ul serd invertivel, para todo
nw € C, com | ,u\ suficientemente pequeno. Consequentemente, podemos conjecturar que as
expressdes A*(AA* + ul)~' e (A*A + ull)~' A* sdo bem definidas, para p # 0 e || suficiente-
mente pequeno, e que convergem para A quando o limite de ¢ — 0 é tomado. A substitui¢do
provisoria de uma matriz singular, AA* ou A* A, por uma nio-singular, AA* 4+ ul ou A*A + ul
(com u # 0 e |u| suficientemente pequeno), € um processo de regulariza¢do conhecido como
“Regularizacdo de Tikhonov”. Este processo foi introduzido por Tikhonov em sua busca por
uma aproximacao uniforme para as equacdes de Fredholm de primeira ordem. Como Tikhonov

ndo menciona nada em relagcdo a pseudoinversa de Penrose, € por meio dos Lemas seguintes que
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se busca estabelecer que os limites, hH(l) A (AA* + pul,) te lir% (A*A + ull,) "' A*, descritos
U n—
acima existem e sdo iguais (BARATA; HUSSEIN, 2012).

Lema 1: Seja A € Mat(C,m,n) e seja u € C, tais que AA* + ull,,, e A*A + pl, sdo
ndo-singulares. Entdo, A*(AA* + ull,,) ™! = (A*A+ ul,) "' A*. Pela proposi¢do A.7-(BARATA;
HUSSEIN, 2012), é visto que o conjunto dos autovalores de AA* e os autovalores de A*A
diferem no médximo pelo elemento 0.

Prova do Lema 1: Sejam B, = A*(AA* +ul,,) ' e C, = (A*A+ pull,) "t A*, entdo temos

que:

A"AB, = A'[AA*(AA" + ul,) "
= A*[AA" + pll, — pl](AA* + pll,) "
= ALy — p(AA" + ply) ™)
— A" B, (2.14)

logo
S(ATA+pl,)B, = AN, (2.15)

o que implica B, = (A*A + ull,)'A* = C,.

Lema 2: Para todo A € Mat(C,m,n) os limites llgr(l) A*(AA* + ul,) e ll}g(l)(A*A +
pll,) "t A*, existem e sdo iguais, como mostrado pelo Lema 1, definindo um elemento de
Mat(C,m,n).

Prova do lema 2: Se AA* e A*A sao matrizes nulas, A sera identicamente nulo. Por
exemplo, se A*A = 0, V, entdo tem se que 0 = (z, A*Ax) = (Az, Az) = || Az||?, provando
que A = 0. Consequentemente assumiremos que AA* e A*A sdo matrizes ndao-nulas. A matriz
AA* € Mat(C,m) é evidentemente auto-adjunta. Sejam «, . .. «,. auto-valores distintos, pelo
Teorema Espectral de matrizes, para operadores auto-adjuntos (Teoremas A.9,A.13-(BARATA;
HUSSEIN, [2012)) podemos escrever:

AA* =) a,FE,, (2.16)
a=1

onde E, sdo projetores espectrais de AA* que satisfazem E,E, = 0y, £ = E, € Z E,=1,,.
a=1

Portanto,
,

AA* + il =Y (g + 1) E, (2.17)

a=1

e, como consequéncia, para p ¢ {«, ... a, }, tem-se pelo Teorema do Cdlculo funcional A.10-
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(BARATA; HUSSEIN, [2012):

T

1
AA* + ull,) "t = E, 2.18
(AA* + pll,) a§:1 P (2.18)
c
- 1
A (AA* + ul,) 1 = A*E,. 2.19
( + pl,) E o (2.19)

Desse modo, existem dois casos a se confirmar:
e Caso 1: zero ndo é um auto-valor de AA*;

e (Caso 2: zero é um auto-valor de AA*.

. 1

Caso 1: E uma forma clara de mostrar que o limite lim A*(AA* + ul,,) ™ = Z —A'E,.
sl = Qa

Caso 2: temos que ov; = 0. O projetor espectral correspondente £, projetando no Ker(AA*):

Ker(AA™) = {u € C"|AA™u = 0}. (2.20)

Entio A*z = 0, pois 0 = (z, AA*z) = (A*z, A*z) = || A*z ||>. Portanto: A*E; = 0 e

consequentemente podemos €screver.

r

1
A*(AA* + ul,) ! = A*E,, 2.21
( pull,) ;:2 P (2.21)
de onde
1
. * * -1 _ T A*
}lgr(l)A (AA* + pull,) " = aE:2 %A E,, (2.22)

provando que o limite lin% A*(AA*+pull,,,) " sempre existird. Pelo Lema 1, o limite de lim (A* A+
>

n—0
pl,) "t A* também existe e coincide com o lir% A (AA* + ull,,)
>
2.3.2.1 Teorema da Regularizacdo de Tikhonov para a pseudoinversa de Penrose
Teorema: Para todo A € Mat(C,m,n), tem-se
AT = lim A*(AA* + ul,) 7t (2.23)
u—0
AT = lim(A*A + ull,) A", (2.24)
n—0

como sendo as suas pseudoinversas de Penrose. Como a existéncia dos limites acima foi
estabelecida para matrizes arbitrarias no Lema 1, este Teorema cont€ém uma prova geral de
existéncia da pseudoinversa de Penrose.

Prova do Teorema: As afirmagdes a se comprovarem sdo evidentes se tivermos uma matriz

com todos os elementos nulos (0,,,), uma vez que (0,,,)" = O,,,, de modo que A serd
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assumido como uma matriz nao-nula. Isto € equivalente a assumir que AA* e A* A sdo matrizes
ndo-nulas. Para provar (2.23) sdo suficientes os lemas estudados anteriormente. H4 agora, mais

uma vez, dois casos para se considerar:
e Caso 1: zero ndo é um auto-valor de AA*;
e Caso 2: zero é um auto-valor de AA*.

Caso 1: Da prova do Lema 2, temos que:
~ 1
: * * -1 _ T A* _
}}H%A (AA* + pll,) " = 321 ozaA E, = B.

Note agora que:
AB = > aiAA*Ea => ai (Z abEb> E,=>) > aia,,csabEa
a=1 ¢ a=1 % \b=1 a=1b=1 ¢

- Z E, =1, (2.25)
a=1
sendo, AB, entdo auto-ajunto e note também que

a

BA=Y :iA*EaA, (2.26)
(6%
a=1

¢ também auto-ajunto, pois o, € R, para todo a. Assim como (A*E,A)* = A*E, A, para todo
a,jaque £ = F,.
De (2.25), seque-se que ABA = A e de (2.26) segue-se que:

' 1 i} ' 1 .

_ ZZ L AE,(A4)E, (2.27)

a=1 b=1 QaQp

BAB

Agora, pela decomposicdo espectral para AA*, e seguindo que (AA*)E, = ap Ep. Tem-se

BAB = i i O%A*EQEB = (il O%A*Ea> (bi Eb> =D, (2.28)
a= =1

a=1b=1 @

uma vez que Z E, =1,,. Isto prova que A = A*, quando 0 ndo é um auto-valor de AA*.
b=1
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Caso 2: Considerando o caso em que 0 € um auto-valor de AA*, oy = 0, tem-se:
—~ 1
: * * -1 _ T A* —
lim A*(AA™ + pll) ™ = ; %A E, = B. (2.29)
Usando (AA*)E, = a,F, e a decomposic¢do espectral para AA*, temos:

r

AB = Z QLAA*EG = Z aiaaEa

a=2 a=2

= Y E,=1,-E, (2.30)
a=2
que também € auto-adjunto. Uma vez que £ € auto-adjunto, temos que
~ 1
BA = —A*E A, 2.31
az - (2.31)
¢ também auto-adjunto. De (2.30), segue-se que ABA = A — F; A. Note agora que (£, A)* =

A*FE; = 0, estabelecendo que 1A = 0 e que ABA = A. Com o somatdrio anterior segue-se

que
BAB = Zr: iA*E’ A Zr: iA*E
a2 Yo ’ b M ’

= ZZ ! A*E,(AA")E. (2.32)

a=1 b=1 YaQp

Usando novamente (AA*)E}, = o, F), tem-se:

BAB = zr:zr:aiA*EaEb

a=2 b=2 ¢

()5

= B- ZQ aiaA*EaEl

_ B (2.33)

T
uma vez que Z E, =1, — Fyejaque E,E; = 0 paraa # 1. Isto mostra que BAB = B.
b=2
Consequentemente, estabelece-se que A = AT também nos casos em que AA* tem um auto-

valor 0. Finalizando assim a prova do teorema que permite-nos escrever uma pseudoinversa
de Penrose com uma regularizacdo de Tikhonov. Tal possibilidade permite-nos descrever uma

inversa para qualquer tipo de matriz, inclusive as com determinante nulo.



19

3 A CONSTRUCAO DO AUTOESPINOR DO OPERADOR DE CONJUGACAO DE
CARGA

3.1 NOTACAO E REPRESENTACAO ESPINORIAL DE WEYL

E sabido que os espinores conhecidos de Dirac e Majorana podem ser descritos na represen-
tacdo de Weyl. Por sua vez, tais representacdes espaciais dos espinores de Weyl mao-direita e
mao-esquerda sob uma transformacao do boost de Lorentz sdo dadas respectivamente por:

Or(p") = exp (+2 - ) or(k) € 01() = cap (=3 -) au(k), G

onde o representa o conjunto de matrizes de Pauli (¢,, 0,,0,) e ¢ o parAmetro de boost, definido

para que exp(iK - ¢) atue no quadrimomento no referencial de repouso
o d (m, lim 3) ,p=pl, (3.2)
p—0p

e leve ao quadrimomento geral padrdo p* = (E, psin 0 cos ¢, psin 0 sin ¢, p cos ). Temos assim
os pardmetros de boost cosh = E/m e sinhp = p/m com ¢ = p, i.e., a dire¢do do boost
¢ a mesma do quadrimomento generalizado, com m sendo referente a massa. Tendo em vista
que as transformagdes mais gerais de Lorentz sdo compostas por rotacdes e boosts, € como as
teorias espinoriais seguintes buscam por sua vez serem invariantes por tais transformacoes, os
geradores destas transformacdes e suas respectivas matrizes serdo de grande importancia no
decorrer deste trabalho. Temos, entdo, que as matrizes 4 X 4 para os geradores de boosts no

espaco de Minkowski sdo dadas por

0 — 00 0 0 —2 0 0 00 —
—i 0 0 0 0 O 0 0 00 O
Km = ¢ ’Ky = ,Kz ==
0 00 — 0 0 0 00 O
0 00 0 0 0 - 0 0 O
J s@o as matrizes geradores de rotagdo,
000 O 0 0 0 00 0 O
000 O 0 0 ¢ 00 — 0
']:1: = 7Jy = ' 7Jz = '
000 —2 0 0 0 0 ¢ 0
00 ¢ O 0 — 0 0 0 0 0

As equagdes dadas em (3.1) seguem do fato de que +io /2 sdo os geradores do boost

para a representa¢do mao-direita de Weyl, enquanto —io /2 sdo os geradores do boost para a
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representacdo espacial mao-esquerda de Weyl. Por soma direta das representacdes espacias

podemos escrever entdo que os geradores de boost e rotacdes como sendo respectivamente:

[ —ie/2 O o= oc/2 O
k_< 0 +w/2> C_<@ a/2>' ©-3)

3.2 O OPERADOR DE PARIDADE E OS ESPINORES DE DIRAC

Nesta secdo serd mostrado como o operador de paridade afeta os espinores de Weyl e como
gera, por assim dizer, a dinamica de Dirac. Sabendo entdo que a defini¢do de Paridade no espago

de Minkowski é dada pelo mapeamento
Pzt = (2" x) — 2" = (2°, —x), (3.4)

e sabendo também que podemos escrever um espinor generalizado de quatro componentes como

a soma direta das representa¢des de Weyl, com m # 0, temos

V(") = ( o ) = caplik - @)Uk 33

Observa-se que sob atuacdo de P as matrizes de Pauli ndo sofrem nenhuma modificacio (o — o),
enquanto que, como denotamos @ = p, temos que ¢ — —¢. Portanto é obtido que o operador
de paridade perfaz um intercambio das representacdes espaciais mao-direita e mao-esquerda de
Weyl. Essa importante afirmagao pode ser escrita na forma matricial, entendendo P como sendo

uma matriz 4 x 4:
O I

Py(p") = ( I O

) (™) = v (™), (3.6)

onde p’ é p transformado pelo operador P, enquanto O e I sdo as matrizes nula e identidade,

respectivamente, ambas matrizes 2 x 2. Partindo entdo de que ¥ (p"*) pode ser escrito como
L") = explik - (=@)| (k) 3.7)
e tirando de (3.5) que ¢ (k") = exp(—ik - @)1 (p"), a equacdo acima pode ser reescrita na forma

b(p™) = exp(—ik - p)exp(—ik - @)Y(p") = exp(—2ik - )Y (p"). (3.8)

Substituindo ¥ (p*) em (3.6), notando que 7 anti-comuta com cada um dos geradores de boost

(k;) (o que implica yk; = —k;7p), encontramos que

Py(p*) = exp(2ik - @)y01 (p"). (3.9)
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Tendo o objetivo de simplificar esta equacao, é feita agora uma expansdo em série de poténcia
nesta exponencial, ainda levando em conta que uma das propriedades das matrizes de Pauli €

o? = 1. Desta forma temos:
k2o = [cosh ¢ + 2ik sinh ¢]7p. (3.10)

Recordando, portanto, que cosh ¢ = E/m, sinh ¢ = p/m e que

o 0O
2tk = 11
(3 2) o

2tk-p)

tem-se por fim

ey = myp’ + myp, (3.12)
a qual ainda podemos reescrever de forma mais compacta

2ik-p)

e@ike) s = m =Ly, pt, (3.13)

onde v, = (o, y) sdo as matrizes de Dirac na representagdo de Weyl

0 1 0 o
_ _ _ 14
b (11 @)7 (—a@> G149

Logo, substituindo (3.13) em (3.9), obtemos:

Py(p") = m™ uptab(ph), (3.15)

0 que nos permite escrever P em abstrato como sendo P = m™~1v,p* (SPERANCA, 2014). E
interessante observar que o operador P € aplicado a todos os espinores, mas seus autoespinores
sdo geralmente chamados de espinores de Dirac. Os autovalores destes autoespinores de P sio
iguais a 1:

Py (pf) = +05 ("), PYg (") = =t ("), (3.16)

onde, aqui, o € o indice de degenerescéncia (cada um deles tem uma dupla degenerescéncia),
enquanto os outros indices, S e A, referem-se respectivamente a autoconjugacio e a anti-
autoconjugacdo de v)(p*) sob a atuagdo de P. Reescrevendo de forma mais explicita, temos

também:
(yuph — mI)S (p") = 0; (yup® + mI)2(p*) = 0. (3.17)

Ou seja, os autoespinores do operador de paridade obedecem a equagdo de Dirac.
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3.3 A ATUACAO DO OPERADOR DE CONJUGACAO DE CARGA

Um operador que ao atuar em um espinor conjugue a sua carga produz:

Cy(p) = Ve(p). (3.18)

E visto em (AHLUWALIA, 2017) (RAMOND, 1997) que a construgdo de C se dd em funcgdo
das matrizes do operador de reversao temporal de Wigner e do operador K, que tem a finalidade

de tomar o complexo conjugado de qualquer quantidade que esteja a sua direita, tudo isso na

[ O o
c < ! ) K = K. (3.19)

forma:

-0 0

O operador de reversdo temporal de Wigner é, por sua vez, na sua representa¢do para spin 1/2,

0 —1
= ) 2
o (1) -

3.3.1 A estrutura dos Autoepinores do Operador de Conjugacao de Cargas (ELKO)

dado por:

Antes de entrar no mérito dos autoespinores € interessante observar uma das caracteristicas
das matrizes de Pauli, 090,05 = o}, que pode ser reescrita através do Operador de Wigner, dado
em (3.20):

Qo0 ' = —0*,comO~' = —06. (3.21)
Esta equacdo leva a um importante resultado, chamado de “madgica das matrizes de Pauli”, que é

crucial para a constru¢ao dos autoespinores do operador de conjugacao de carga, ELKO, e que

se da pelas seguintes relacoes:

1. Se ¢r(p") se transforma como um espinor de mao esquerda, entdo ((,0)¢7 (p")) se

transforma como um espinor de mao direita, com () sendo uma fase ainda ndo especificada;

2. Se ¢r(p*) se transforma como uma componente de mao direita, entdo ((,0)¢}(p")) se

transforma como mao esquerda, com (, também sendo uma fase ainda ndo especificada.

A “madgica” acontece quando seguem-se os seguintes passos: primeiro tire o complexo con-
jugado de ambos os membros de (3.1), entdo multiplique a esquerda por O e use a caracteristica
do operador de Wigner, definida em (3.21). Essa sequéncia de manipula¢des acaba resultando

cem:

- ¢) 1609 (k)]. (3.22)
) [6,005(k")].
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E observado agora que as componentes mio direita e mio esquerda da representagio espinorial de
Weyl transformam-se através das matrizes de Pauli. Isto é, diferentemente do caso dos espinores
de Dirac, onde as componentes espinoriais se transformavam sob a atuagdo do operador de
paridade, enfatiza-se que aqui ndo se faz nenhuma alusdo a um operador de simetria para a
transformacdo das componentes, o Unico vinculo estabelecido entre elas é pelas matrizes de
Pauli, e seu comportamento dado em (3.21).

Toda essa observagado € essencial e também motiva a introduc¢do de dois novos conjuntos de

espinores de quatro componentes:

v _ [ O9L(p") o [ ¢r(@")
A ( o) ) ) (cp@qbz(p“))' o

Entretanto, como os dois conjuntos de espinores fornecem o mesmo resultado, voltaremos nossa

atencdo somente para o conjunto A\(p*).

3.3.2 Os Autoepinores do Operador de Conjugacao de Cargas (ELKQO)

A presenca de K na defini¢do do operador de conjugagdo de carga (3.19) introduz uma

liberdade na escolha do autovalores de C.

CA() ( 0 ® ) ( GO (") > _ ( 1007 (p") ) _ ( 107 (p") )
-6 0 01(p") —i;0%L(p") iCion(p")
(3.24)

Ao nos limitarmos apenas a autovalores reais, esses espinores tornar-se-20 autoespinores do

operador conjugacdo de carga com autovalores iguais a £1. Entdo se a escolha de () for =+,

teremos
CAS(p") = +A5(p"), CAY(p") = =\ (p"), (3.25)
onde
Ap") = ?(P") (3.26)
M(p') = 190 (r") , para(y = —i.
or(p")

O espinor \°(p*) é chamado de espinor autoconjugado, ou “Self-Conjugate”, enquanto o espinor
A (p*) é chamado de anti-autoconjugado, ou “Anti-Self-Conjugate”.

3.3.2.1 Construcao da Forma explicita do ELKO

Para obter a forma explicita de A(p") é necessdrio antes tratar o espinor em seu referencial

de repouso, A(k*), e, posteriormente, transforma-lo atuando com boost, de modo que teremos:

A(p") = exp(ik - ) A(K"), (3.27)
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sendo k o gerador de boost definido em (3.3). Assim sendo, temos que operador de boost acima

pode ser escrito como

g-°pD

RN R E  [Brm (T, ©
cap(ik - ) = o) e—@/2e | 2m [0) A

E+m

(3.28)

A fim de se obter a forma mais explicita dos autoespinores do operador de conjugacao de
carga € imposto:

o - POy (k") = £oL (K"), (3.29)

isto é, que a componente ¢, (k") seja um auto estado do operador de helicidade o - p. O conceito
de helicidade, visto que o operador € produto interno entre o operador de projecdo do spin e 0
momento, nos da a informagdo sobre a projecao do spin na direcdo do movimento da particula.

Tal operador o - P na sua forma matricial € dado por:

o h cos(0)  sin(0)e (330)
P= sin(0)e’®  —cos() ) '

Analisando primeiramente para a helicidade positiva, encontramos que
[ in(6 —i¢ + +
.COS< ) SZTL( )6 ¢il =+ ¢il ’ (331)
sin(0)e’  —cos(0) (O bl
leva-nos, ap6s algum cdlculo de trigonometria, a

cos e~i0/2
¢ (kM) = \/ﬁ( (0/2)e™ ) : (3.32)

sin(0/2)e'/?

De modo semelhante, faremos para a helicidade negativa, de modo que
.005(9). sin(f)e b7, _ oy ’ (3.33)
sin(6)e’  —cos(6) Pro DL

—sin e~i10/2
¢r (k) = ﬁ( (0/2)e > : (3.34)

nos leva a

cos(0/2)e™*/?

O fator de massa encontrado em (3.32) e (3.34) é colocado a mao, pois ndo podem existir
particulas sem massa em repouso. Desta forma, no caso limite de particulas sem massa, m — 0,
0s espinores em repouso nos espaco de representacdo de Weyl, mao direita e mao esquerda,
desaparecem. A explicacdo do porqué deste fator de massa estar dentro de uma raiz € decerto
complexo, encontrando sua explicacdo em segunda quantiza¢do, de modo que foge do escopo

deste trabalho, e portanto serd deixado de lado. Para calcular os autoestados de helicidade dos es-
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pinores que se transformam como mio direita O[¢7 (k#)]*, sio feitos os seguintes procedimentos:

Primeiramente ¢ obtida a conjugacio de o - p[o; (k*)] = +¢7 (k*),

o - plor ()] = £or[(k)]". (3.35)
Agora, substituindo o* por (3.21), com ©~! = —0, e finalmente multiplicando pela esquerda
por O, temos
~ VA NAS N £\ *
o - p [Oler (k)] = F [Olor (k")]] - (3.36)

Isso indica que a helicidade de ©[¢, (k*)]* € oposta a de ¢ (k*), 0 que mais uma vez contrasta
com os espinores de Dirac, cujas componentes possuem mesma helicidade.
Com as componentes mao esquerda e mao direita de A(k*) bem estabelecidas temos de

forma mais explicita, dois espinores autoconjugados:

ot () - ()

e outros dois anti-autoconjugados:

AL (k) = — ( _ii[iﬁ%u)*] ) A (R) = ( _ii[fb{kgu)*] > . B3

Importante notar que as quantidades entre parénteses (4, F) estdo relacionadas com a helicidade,
sendo a primeira entrada referente a helicidade da componente que se transforma como mao-
direita, enquanto a segunda entrada refere-se a helicidade da componente que se transforma
como mao-esquerda.

Desta forma, apds determinarmos todos os espinores em repouso, A(k*), é aplicado o boost
como mostrado em (3.27), para se encontrar A(p*). Sendo assim, temos que a aplicagdo de

(3.28) nos leva a forma explicita de A(p*):

X () = E;;Im :1 ey m: X (), (3.39)
Mooy = 5 :1+ o m A (), (3.41)
M) =/ E;;Im :1 ey m: M (k). (3.42)

Contrastando nitidamente com os autoespinores do operador de paridade, isto €, os espinores
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. . . ~ S.A ~ .
de Dirac, os autoespinores do operador de conjugagdo de carga, A7 (pH), sdo simplesmente os

espinores no referencial de repouso A(k*) escalonados pelos fatores de energias indicado.
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4 O DUAL DO ELKO

A defini¢@o do dual do ELKO ¢ de fato um dos objetivos deste trabalho. A existéncia do dual
espinorial € importante para teoria mostrada anteriormente, uma vez que, como ja dito, o efeito
de um espinor nunca serd probabilisticamente observado sem seu correspondente dual. Entéo,
como uma primeira abordagem, serd tomado o dual dos espinores de Dirac, 1 (p") = ¥ (p*)¥o,
como referéncia para construcio dos duais dos espinores ELKO. E importante observar que esta
escolha se faz pois a quantidade 1 (p*))(p*) é um invariante sob transformacdes de Lorentz, ou
seja um escalar, resultado que se quer reproduzir para os ELKOS. Deste modo uma primeira

tentativa para o dual do ELKO se da por:
AT = ") o (4.1)

Entretanto, ao acoplar os espinores usuais e os duais, obtidos com o procedimento acima, surgem
normas nulas e normas imaginériaﬂ ou seja, normas indesejadas. De forma mais explicita, se o
dual do ELKO tiver a mesma constru¢cdo que o de Dirac, teremos as seguintes configuracgdes,

com normas nulas:

Ao (PN e () = 0, (42)
Mo PN 5 () =0, (4.3)
M (NG5 @) =0, (44)
Mo PN () =0, (4.5)
5\&,;)(?“))\21,¢)(p“) =0, (4.6)
Mg (PG5 (0) =0, (4.7)
€ as seguintes com normas imaginarias:
M) (PG (") = F2im, (4.8)
Mo (A G () = £2im. (4.9)

Veremos a seguir que € gracas as normas imagindrias, dadas em (4.8) e (4.9), que se pode
definir um novo dual, pelo qual conseguimos extrair a fisica associada aos campos quanticos dos
espinores ELKO.

1

Um exemplo de cada célculo destas normas se encontra em detalhe no apéndice A



28

4.1 A CONSTRUCAO DO NOVO DUAL ESPINORIAL

A fim de encontrar um dual que assegure uma norma real, ndo nula e invariante por transfor-
magoes de Lorentz, serd considerado um espinor de forma genérica, chamando-o de o(p*), para
assim pensar em um dual mais geral, g, (p") e assim definindo entdo suas restri¢des necessarias.

A forma geral do dual é definida entdo como:

3 () E B 0 (), (4.10)

sendo =(p*) e n matrizes 4 x 4, com elementos de n € C. A tarefa do operador Z(p*) é atuar
em um dos espinores g, (p") e transformd-lo, a menos de uma fase, em um espinor gpg(p*) que
pertenca a0 mesmo conjunto de espinores que ele. Nio é exigido que 3 e o sejam iguais. E
exigido ainda, que =2 = I, para que o mapa seja invertivel, podendo escrever o usual em termos

do espinor dual e também para que o dual do dual coincida com o espinor usual.

4.1.1 Determinando 7 como invariante de Lorentz:

Com a exigéncia de que para qualquer transformacao arbitrdria ocorra invariancia por Lorentz

do termo dual-usual, temos:

e Para boosts:
[E(k") oK) ne(k") = [E@")e(@)]noe(p"). (4.11)

Ao levar em conta que o(p*) = e**#o(kH), sendo k os geradores de boosts dados em (3.3),
e sabendo que estes mesmos geradores tem a seguinte caracteristica, k' = —k, pode-se

reescrever o lado direito de (4.11), como:

(1]

(") o(p")'no(p*) = of (k*)e™ =t (p")ne™? o(k*). (4.12)

[

Usando ainda o fato que Z(p*) = e*¢=(k*)e~*, a equagdo (4.12) fica:

[1]

[

(") o(@")]no(p") = ot (k") b =M (k)™ ene™ e o = [Z(k) o(k")] ™ Pne’™ o(k"),
=1

(4.13)

que comparado com a equagdo (4.11), leva a
e enee — ), (4.14)

Em outras palavras, a matriz 7 deve anticomutar com cada um dos geradores de boosts k;,

dados em (3.3), comi = z, y, 2:
{ki,n} = 0. (4.15)

e Para rotacgoes:
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Analogamente, ao implementar uma rotacdo para este mesmo espinor generalizado, o

termo dual-usual fica

[1]

(") e(Nno(”) = [2@,)e@,)] no(p,), (4.16)

[

de forma que o(p/,) é dado como o(p),) = €“?o(p,), sendo ¢ os geradores de rotagdo
dados em (3.3), com a seguinte caracteristica ¢’ = ¢. Ainda é oportuno dizer que =(p),)
se transforma por Z(p),) = e’“-?Z(p)e~"¢?, sob rotagdes. Logo pode-se reescrever o lado

direito de (4.16), como:
[E)e)] ne(p,) = [E@)e@)] e e’ o(pt), @.17)
que ao ser comparado com o lado esquerdo de (4.16), fornece:

e 6 Oneicfd — . (4.18)

Ou seja, a matriz 7 deve comutar com cada um dos geradores de rotagdo (;, também dados
em (3.3), comi = z,y, 2:
[Gism] = 0. (4.19)

Agora, com as restricoes bem determinadas, € possivel determinar a matriz 7 partindo de sua

defini¢do como uma matriz qualquer

a b ¢ d
h
n—| ¢ (4.20)
7 L m n
p q r S

Como partida, toma-se a anticomutagdo de {k,,n} = 0:

—ia 0 c —id

0 +if —+ig 0
ko) = _0 421
k= 0 +il +im 0 “21)

—ip g 0 —is
resultando na anulacdo de vérios elementos de 7).

a=d=f=g=l=m=p=s=0, 4.22)
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0 b c O
0 0 h
I (4.23)
7 0 0 n
0 g r 0
Posteriormente, fazendo {k,,n} = 0, temos que:
i (e;rb) 0 0 — (h;c)
0 bt (e=h) 0
_ 2 2 _
{kz,n} = 0 ;a=9) ;rtn) 0 =0, (4.24)
2 2
Z'(j;‘Z) 0 0 Z’(”;'T)
levando as seguintes igualdades:
b=—e c=h q=j r=—n. 4.25)
Agora finalizando as anticomutagdes de 77 com os geradores de boosts e fazendo:
0 (b—e)  (c=h) 0
_ 2 2 _
ey = 0 @ om0 (4.26)
2 2
@i o (=n

podemos concluir que b = e = r = n = 0. Deste modo, como complemento, usando a relagao

de comutagdo [(,,n] = 0, obtemos que n = 0, assim podendo definir 77 como sendo:

O . O O

0
0
0
J

(4.27)

o O O 0o
o O o O

Este resultado € de fato interessante, uma vez que € obtido que a matriz pode ser reescrita com

n = (¢/7)70, onde (¢/j) é um valor constante a ser determinado.

4.1.2 O dual para \(p")

Com base na subse¢@o anterior é feita uma defini¢do de =(p*) para construir o novo dual para

o ELKO, este é dado em fungdo das relagdes dadas em (4.8) e (4.9) buscando assim respeitar as

caracteristicas impostas. Tal defini¢do € dada por:

def 1
- 2m

- S AS S 7S
=(p") (AL A o) FAT AL

= A —)/_\24+,—) o )‘(A—,+)5‘24—,+)) ) (4.28)
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que na forma matricial fica:

ipiina fi(E'erg:s@)e_i‘f’ 0 0
i(E—pcosf)e'® —ipsinf 0 0
=(pH) — m m _
_'(p )_ 0 0 —ipsind —i(E—pcosh)e ¢ ’ (4.29)
m " m
i(E+pcosf)e* ipsinf
0 0 —_— —

a partir de onde € possivel se extrair as informacdes requeridas anteriormente, de que =2 =T e

que também exista sua inversa. Esta matriz dada em (4.29) pode ser reescrita também como:

=(p") = m7 (@), (4.30)
onde G(¢) é dado por:

0 0 0 —ie ™
0 0 ie'? 0
G(o) = , : 4.31
(@) 0 —ie ™ 0 0 (*-30

iet® 0] 0 0

A andlise em torno da restricdo de =(p*) em rela¢do aos boosts permanece inalterada, de modo
que se mantém a relacdo {k;,n} = 0, com i = z, y, z. Entretanto é prudente fazer a andlise para

a restri¢do de rotacdo, tendo em vista explicita dependéncia em ¢. Partindo entdo de:

[m ™' G(@)vu" M)A (") = [m™'G(8)vup™ Ap™)]TnA(p™), (4.32)

sendo A\(p") qualquer um dos quatro espinores ELKO, com p'* representando a quantidade
rotacionada. A respectiva equacgdo, dada em (4.32), pode ser simplificada via utiliza¢do dos

seguintes propriedades:

(@) [G(#), 7] =0 (i))G(P)A(P") = A (P"). (4.33)

Aqui o sinal (+) € correspondente aos espinores \°(p*) € o sinal (—) é correspondente aos

espinores A (p*). Logo, (4.32) é reescrita como:

A A @) = [rap™ AE™)IA@E™). (4.34)

0

z‘c.ewpueﬂ'q. ’

Ao expressar \(p'*) = €%, sabendo que ¢' = ¢ e que v,p'" se transforma como e

o lado direito da equacdo a cima fica:

™ A IAE™) = M (p) e 76260 (4, p") T e OneCON(p") = [y Mp™)]T e S OneSON(p").
=1

(4.35)
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Logo, ao comparar com o lado esquerdo da equagdo (4.32) nota-se que é obtido
e~ Oneict =y, (4.36)

o mesmo resultado encontrado em (4.18), significando que assim como para o dual do espinor
arbitrério, o(p"), a matriz 7, associada ao dual construido para os espinores, deve comutar com
cada um dos geradores de rotacdo (;, com ¢ = x, y, z. Desta forma, é facil conjecturar que esta

mesma 7) deva ter a mesma forma que em (4.27),

n=(c/3)0- (4.37)

Para os espinores ELKO ¢ escolhido, com o propdsito de garantir que 7 tenha norma invariante
e real, que ¢ = j = 1. Além disso, tal escolha garante que as componentes mao direita e
mao esquerda, da representacdo de Weyl dos espinores, transformem-se de forma simétrica.

Conclui-se entao que:
= Yo- (4.38)

Agora, tendo em mente os resultados apresentados no comego deste capitulo, (4.2)-(4.9),
temos que a atuagdo de =(p*) no conjunto dos espinores nos fornece como resultado
1

= 5 A @) A PN @) =X (7). (439)

Vv
=2im

Como pode ser verificado, a matriz =(p*) faz o seguinte mapeamento:

E(PAL ) = HIA 4, (4.40)
2PN 1) = —iAG s (4.41)
2@ ) = HAE L, (4.42)
E(p)ANE 4 = =i ). (4.43)

Notavelmente, a escolha do operador feita em (4.28) tem como principal fung@o a troca de
helicidade. Somando isso ao fato de ja saber que 7 pode ser escrito como g, € concebivel agora
escrever o novo dual para o ELKO, como em (4.10), de forma que os novos duais sao dados por:
1S/A 1\ S/A
AL @) = =i )], (4.44)
1S/A 1\ S/A
N @) =+ )], (4.45)
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permitindo entdo que se obtenha as seguintes relagdes de ortonormalidade:

AS (PN (pH) = 2mbaar, (4.46)
A PINL(P*) = —2mb e, (4.47)
AS(PAL (p) = 0 = A (p")AS (). (4.48)

A nova estrutura contorna os problemas envolvendo as normas nulas e imaginérias do comeco
do capitulo, tornando possivel a busca por quantidades fisicas associadas aos espinores ELKO.
Interessante € notar a diferenca em relac@o aos espinores de Dirac, onde a estrutura de seu dual,
Yo = ¥l 70, com Z(p*) = I, ndo necessita da troca de helicidade, menos ainda do aparecimento

de uma unidade imagindria, para que a norma do espinor seja invariante e real.

4.2 O DUAL DO ELKO E O PROBLEMA NAS SOMAS DE SPIN

O resultado obtido na se¢do anterior a primeira vista parece satisfatério, mas ao analisar as
somas de spin que decorrem dessa nova formulacao, e fazemos isto tendo em vista que para

os espinores de Dirac a estrutura dual ndo impde nenhuma limitacdo (ROGERIO, 2014), é

encontrado:
DN = N N (") + AL A () = (4.49)
E+m P2 e Ny ) T
{ 2m (1 B (E—l—m)Q)] SZA(+ (k“)[/\ (k”)] —jk(,7+)(k“)[>\(+’7)(k“)] )79,
=t 1 0 0 —ie
0 1 ie'® 0
0 —ie ™ 1 0
iet® 0 0 1
e
Z Aol = Moo PG+ XL AL 1 (") = (4.50)
£ 1= 2V (0 N ) — Nt (D, (R)))
2m B (E 4+ m)? \(Z (+,—)( )l (—4) ) (—,+)( ) o) ] 79
=1 -1 0 0 —ie @
0 -1 e 0

0 —ie @ —1 0
iet? 0 0 -1
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De forma mais compacta, escrevemos as somas de spin como:

SONEINPY) = mI+G(e), 4.51)
SONEPINI@") = —mI—G(e)], (4.52)

onde G(¢), é a mesma matriz apresentada em (4.31). O aparecimento de G(¢) nas equagdes
(4.51) e (4.52), implica uma dependéncia nas somas de spin de uma dire¢do espacial, o que
faz existir uma quebra da covariancia relativistica, uma quebra de simetria de Lorentz. Para
contornar este problema, hd dois caminhos possiveis: um deles € por meio da Very Special
Relativity (VSR), uma teoria relativistica baseada em um subgrupo do grupo de Lorentz. Por
transformacdes deste subgrupo as somas de spin sdo covariantes. Uma boa discussdo deste
caminho € encontrado no apéndice C de (ROGERIO, [2018) e também em (AHLUWALIA;
HORVATH, [2010). O outro caminho, tendo como premissa que os espinores ELKO sejam
invariantes por transformagdes de Lorentz, é por meio de uma nova redefini¢do do dual, isto é,
da andlise da possibilidade da existéncia de alguma liberdade deixada na defini¢do da estrutura
dual. Veremos uma redefinicao possivel, que busca sanar os problemas constatados nas somas
de spin e (como as somas de spin aparecem no cerne da estrutura do propagador associado ao
campo dos espinores) que por sua vez estd ligada a interpretacdo de particula e localidade. Esta
nova redefinicdo também buscard determinar uma nova estrutura para os duais sem alterar as

informacdes fisicas carregada por estes espinores.

4.3 REDEFININDO A ESTRUTURA DO DUAL

A presente secdo terd como objetivo, entdo, definir uma nova estrutura para os duais do
espinores ELKO, preservando a invariincia por meio das transformacgdes de Lorentz de ortonor-
malidade e buscando determinar a invariancia das somas de spin. Deste modo, € introduzida a

nova defini¢do do dual como sendo:
ASP) — X" = XA, (453)
N — M) = N B, (4.54)
onde as quantidades A e B tem a elas atreladas as seguintes propriedades:

e Os espinores A3 (p) e A\ (p*) devem ser autoespinores de A e B3, respectivamente, com
autovalor +1:
AN = A30"), BAL(P) = A ("), (4.55)

e Os operadores A e I3, devem assegurar:

A (p) AN (P") =0, NA(p")BAS, = 0. (4.56)
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Com esta redefinicdo, as relagdes de ortonormalidade, definidas em (4.46)-(4.48), devem se

manter intactas, isto é:

NS (PSS (D) = 2mbaa, (4.57)
MEPON ") = —2mbaa, (4.58)
ML) = 0 = A", (4.59)

Ja as somas de spin, com a redefinicdo da estrutura devem ficar:

SOASEN@") = mll+G(e)A, (4.60)
S NP = —m[l—G(¢)]B. (4.61)

Ao requisitar a existéncia de A e B, que satisfacam (4.55) e (4.56) e que a0 mesmo tempo
retornem uma soma de spin invariante por transformacgdes de Lorentz, nota-se que tais operadores
devem ser, a menos de uma constante, inversa de [I + G(¢)] e [T — G(¢)], respectivamente.
Entretanto, det[l + G(¢)] = 0, isto é, as respectivas matrizes sdo singulares e para calcular as

suas inversas langaremos mao do estudo descrito no Capitulo 2.

4.3.1 O calculo das pseudoinversas
4.3.1.1 A pseudoinversa de Penrose

A primeira escolha aqui serd dada pela pseudoinversa de Penrose, calculada com o método
usual. Desta maneira, como visto na secdo 2.3.1, a pseudo inversa de uma matriz singular A
pode ser dada como A" = A*(AA*)"! ou AT = (A*A)~1A*. Logo, para a matriz [ + G(9)],

temos:

1+ 6@ =1+ 6@ (I+ G0N+ 6@ 462

ou
-1

I+G@)]" = ([+9)'+6(0)]) T+G©). (4.63)

Entretanto, o que se vé é que as matrizes ([]I +G(9)|[L+ g(gb)]T> e <[]I + G(o)]T[T + g(gb)]) $30
iguais a:

2 0 0 —2ie"i®

0 2 2ie® 0

SR G R BYats) (46
2ie'? 0 0 2

e portanto, também ndo possuem inversa, o que inviabiliza o calculo da pseudoinversa por este

método.
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4.3.1.2 A pseudoinversa de Penrose com regulariza¢do de Tikhonov

Como alternativa, em 2.3.2, ¢ mostrado que se os métodos usuais para o cdlculo da pseudoin-
versa de Penrose ndo funcionam, o método com regularizagdo de Tikhonov, que introduz um
parametro de “deformacao” . no cdlculo, a ser recuperado tomando um limite adequado pode
ser bastante adequado. Sendo entdo A uma matriz singular, sua pseudoinversa com a regulari-
zagdo de Tikhonov é dada por A™ = BL% A (AA* + ull,,) "t ou AY = }}L%(A*A + pll,) "t A*

Aplicando tal método ao problema das somas de spin, temos:

1+ G = i+ GO (1+ 6@+ +1) |, @69)
de modo que a matriz a ser invertida fica:

24+ p 0 0 —2ie ™™
0 24 2ie 0
0 —2ie @ 24pu 0
2ie!? 0 0 24+ p

(I+ G(OIT+GO))! + uT) = . (466)

com det([]l + GO+ G(e)] + ,LL]I) = 812 + 32y, que proporciona uma matriz invers

1 0 0 e

A+p " 4+p
1 0 _1 +ie’ 0
(I+ 6@ +G@) +p1) = I . “.67)
0_¢ i o U
ie’ 1
_—ZJr,u o 0 m

Isso nos leva a pseudoinversa de [I + G(¢)] escrita na forma:

2 —2ie~1¢
re i 0 T
. O 2 +2ie’ O
I+G@r=lm| = 5% 5 | (4.68)
4+p 4+p
+2ie’? 0 0 2
d4-p 44p

Verificando agora entdo se (4.68) é de fato inversa de [I + G(¢)], multiplicaremos [I + G(¢)]"

pela esquerda por [I + G(¢)] e tomaremos o limite de ¢ — 0, de forma que obtemos

1 0 0 —ie

0 1 ie'® 0

0 —ie ™ 1 0
ie' o) 0 1

L+ G+ G(¢)]" = = [[+G(9)], (4.69)

_ Adi(B)

2 Lembrando que o célculo da matriz inversa de uma matriz qualquer B é dado por B~! = EOR
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que € mais uma vez um resultado indesejado.

Persistindo ainda na procura de uma matriz que possa ser dada como inversa dos termos
encontrados nas equagdes (4.51) e (4.52) que quebram a invariincia de Lorentz das somas de
spin, nos deparamos com um método conhecido como 7-deformacio, que se baseia no estudo da

vizinhanca de matrizes singulares.

4.3.1.3 7-deformacio

Neste procedimento ¢ feita a T-deformagdo nas matrizes G (¢), determinando claramente
um limite adequado para tal. Veremos que o estudo da vizinhancas de matrizes singulares para
[I + 7G (¢)] corroborard, nos cdlculos, a determinagdo deste limite adequado (7 — 1), de modo
a nos fornecer um suporte matematico adicional para o procedimento. A deformacdo comeca

com

, (4.70)

T—1

SN AL () =m I+ 76 (¢)] A

Z Ny (0") Ny (P) = =m [ = 7G (9)] B 4.71)

T—1

A corroboracao matemaética para a deformagdo, assim como a determina¢do do limite 7 — 1,
vem do mesmo protocolo utilizado em (BARATA; HUSSEIN, 2012)) para a determinagdo
do método para o cédlculo da pseudoinversa de Penrose com a regularizacdo de Tikhonov.
Isto é, utilizaremos das mesmas proposi¢des que tratam da vizinhanga de matrizes singulares,
proposicdo A.4, e da similaridade de matrizes, proposicao A.5, tiradas de (BARATA; HUSSEIN,
2012). Dito isto, partimos para o procedimento do fato que as matrizes [ e G (¢) sdo ambas
nao singulares. Entdo existem constantes r; e ry que dependem de [ e G (¢), com a condi¢do
0 <1y <o tal que [I 4+ 7G (¢)] é invertivel para 7 € C, com 0 < |7| < r; e para todo 7 € C,

com |7| > ry. Desta forma

I+7G(¢) = [Ir + G (4)] G (9), (4.72)

de maneira que [+ 7G (¢)] € invertivel se, e somente se, [IT + G (¢)] for ndo singular.
Definimos agora Z = —G~! (¢) e também {)\,--- , A1} € C, como sendo as k raizes ndo
necessariamente distintas do polindmio caracteristico p, = det[Z — M| ﬂFazendo entdo a
substitui¢do em (4.72):

I+7G(¢) =—[Z—17]G (o). (4.73)

Se todas as raizes de p, forem nulas, tomaremos r; = ry > 0, arbitrariamente. De outra
forma, é definido que 7, como o menor valor de |\;| dentre as raizes ndo nulas de p,, 1 =

min{| |, Ak # 0, e ro definido o maior valor de |\g], s, r9 = max{ A }. Assim

3 E necessirio observar que, apesar de ser denotado pela mesma letra grega \, este conjunto de raizes nio tem

qualquer relacdo direta com o espinor ELKO visto neste trabalho.
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sendo, temos dois possiveis conjuntos de valores para 7, para os quais 7 permite [I7 + G~ (¢)]
ser uma inversa de uma matriz néo singular, de modo a garantir que [I 4+ 7G (¢)] seja invertivel.
Esses conjuntos de valores permitidos estdo entre {7 € R,0 < |7| < 1} e {T € R,|T| > ra}.

Com isso, temos

- 0 0 +ie i
0 —\ —iet? 0
. = det . =\ -2\ 41, 4.74
b 0 4iec® —A 0 (4.74)
—je'® o) 0 _—\

resultando em raizes iguais a +1, ambas com multiplicidade 2. Desta forma, com a observagao
das restri¢des dos valores permitidos acima, vemos que {7 € R,0 < |7| < 1 e |7| > 1}. Assim,
o limite 7 — 1 € vélido para os operadores .A e B, que por sua vez devem fornecer de fato a
inversa de (4.70) e (4.71), respectivamente. Agora, finalmente, € feito cdlculo dos operadores A

e B, de forma que:

e Para A temos que, det [ + 7G (¢)] = (1 — 72)° e portanto sua inversa é dada por:

1—172

A=2[1+7G(¢)] " =2 (M) . (4.75)

e Para 3 temos que, det [I — 7G (¢)] = (1 — 72)? e portanto sua inversa é dada por:

W) ) (4.76)

1— 172

Bzm—rw)}l:z(

Agora verificando se tais inversas encontradas hd pouco se fazem validas, retornaremos .4 a

equacdo (4.70) e B a equagdo (4.71), usando ainda do fato que G (¢) = L.Temos entdo

Z A IS (") = 2m I+ 7G ()] (W)

T—1
2
1—72
e T—1
=1
€
A\ I
Y AEYN W) = —2mI—-7G(9)] (J{i—gﬁ))
’ T—1
_ 2
- o (1 ; = —2ml (4.78)
L —1

1
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mostrando-se assim importantes resultados para a teoria de redefinicdo das estrutura dos duais,
uma vez que acaba com a quebra de simetria relativistica nas somas de spin, oriunda da presenga
de G (¢) nas equagdes (4.51) e (4.52). Agora, para de fato finalizarmos toda discussdo em torno
dos operadores A e BB, retornaremos para verificar as condi¢des requisitadas, para manutencdo da
ortonormalidade anteriormente adquirida, no inicio desta se¢do. Primeiramente, verificaremos as
condicGes (4.55). E interessante lembrar antes as propriedades da atuagio de G (¢) nos espinores
ELKO, G (¢) A = +X3 e G (9) Ay = —\4, de modo que

w2 (S e =2 ({25 ) e

A5 (") = A5 (), (4.79)

AL (") = A0 (") (4.80)

- (1—2w)

Sendo mais uma vez satisfatorios os resultados. Agora, retornando a (4.56), temos as seguintes

T—1

respostas para os espinores ELKO autoconjugados:

- - I-— < 1
B0 ) = 280 () a0 =28 00 (125 ) 2 )
= 2 (1 i T) Ao (") N () = 0, (4.81)
T—1 :

e as seguintes para os anti-autoconjugados

A0 B () = 26 () [w] A8 () = 23 () ( L ) 2 ()

@ 1—72 @
()
- 92—
1—17

Claramente se vé& que as equagdes (4.81) e (4.82) sdo iguais a 0 pelo fato de terem quantidades

M (ph) A2, (p") = 0. (4.82)

« o
N
Vv
T—1 =0

que se anulam bem antes de que qualquer limite seja aplicado.

Tais demonstragdes provam que, apesar de ndo existir solu¢des possiveis para o caso 7 = 1,
temos um resultado deveras satisfatério na vizinhanga infinitesimalmente préxima de 1, tanto no
limite pela esquerda quanto no limite a direita deste valor (ROGERIO; SILVA| 2017). Assim

sendo, confirmam-se a possibilidade da redefini¢ao da estrutura dual, de modo que se recupera
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todas as condicdes de ortonormalidade ja encontradas e sana os problemas da quebra de simetria
de Lorentz encontradas nas somas de spin. Tudo isso torna a teoria dos espinores ELKO

invariante por transformacoes de Lorentz.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho foi feito um estudo sistemadtico das principais caracteristicas da defini¢do de
pseudoinversa, seja ela usual ou Penrose (PIP), e uma construcado algébrica do espinor ELKO.
Em ambos os estudos foram demonstrados, passo a passo, os argumentos que revelam a natureza
exdtica de suas defini¢des.

A PIP mostra-se uma ferramenta algébrica altamente versitil e maledvel na busca por
solucdes de problemas envolvendo matrizes singulares, aquelas que tem o determinante nulo,
e matrizes nao quadraticas. Na sua defini¢do sdo inseridas duas condicdes na descri¢ao usual
de pseudoinversa, AAT € Mat(C,m)e ATA € Mat(C,n). Tais inser¢des garantem, além da
unicidade da pseudoinversa, a possibilidade de se aplicar o método do cdlculo da PIP envolvendo
a regularizacio de Tikhonov, que por sua vez generaliza a possibilidade de inversa para qualquer
tipo de matriz.

Com o estudo do ELKO, fora demonstrado a constru¢do de um novo conjunto completo
dos autoespinores do operador conjugacio de carga. E interessante observar que a diferenca
entre este espinor e o espinor de Dirac, o espinor do modelo padrdo, comeca na sua construcao,
passa pelos diferentes sinais de suas helicidades e chega no modo de construcio dos respectivos
correspondentes duais. Primordialmente, para o ELKO temos que através da “madgica da matrizes
de Pauli”, podemos reescrever as componentes espinoriais que se transformam como objetos de
mao direita e objetos de mdo esquerda no espaco de representagdes de Weyl. O unico vinculo
estabelecido entre tais componentes € exatamente pelas matrizes de Pauli, de modo que nao
se faca nenhuma alusdo a um operador de simetria para a transformagdo das componentes,
o que difere estruturalmente do espinor de Dirac, que tem suas componentes espinoriais se
transformando por paridade. Além disso, pode ser visto que os espinores ELKO, na sua forma
mais explicita, possuem componentes espinoriais com sinais Opostos, enquanto 0s espinores
padrdo possuem mesmos sinais.

Ainda sobre a constru¢do do ELKO, mais precisamente falando da construcao de seu dual, é
visto que a analogia com o dual de Dirac ndo fornece normas que nos permitem observar a fisica
associada ao espinor. Eis que na generaliza¢ao de um novo dual, sugere-se uma matriz =, que
como restri¢ao tinha que mapear os espinores do mesmo conjunto e ser invertivel, de modo que
=2 = 1. Quando comparamos com o dual de Dirac era verificado que = = 1, o que satifaz as
condi¢des impostas. Para o ELKO, temos que esta matriz que é dada por = = m™'G(¢)y,p".
fora construida em func@o das normas imaginarias encontradas em (4.8) e (4.9), de modo que
seu mapeamento faz a troca de helicidade dos espinores, para assim assegurar uma norma real,
ndo nula e invariante por transformacdes de Lorentz.

O que parecia satisfatorio mostrou-se mais uma vez incompleto, dado que ao fazer as somas
de spin com os duais na nova estrutura, encontrou-se nas respostas a matriz G(¢), que implica

nestas somas uma dependéncia com uma direcio espacial, quebrando, por assim dizer, a simetria
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de Lorentz. Como solug¢do, outra redefini¢dao do dual € sugerida, desta vez usando da liberdade
de definicdo do préprio dual e entdo incorporando a eles os operadores A e I3, pela direita. Com
o papel de ndo perder nenhuma informagao adquirida previamente e tornar invariante por Lorentz
as somas de spin, é observado que os operadores citados devem ser inversas de [I + G(¢)]. Este
foi, afinal, o ponto chave deste trabalho: a aplicac¢do do célculo de pseudoinversas € necessdria,
pois tais matrizes citadas sdo singulares. Entretanto a forma encontrada para se contornar este
problema foi langando mao de duas proposicdes encontradas no estudo sobre a vizinhancas de
matrizes singulares, uma vez que a aplicacio das defini¢cdes de pseudoinversa encontradas no
capitulo ndo resolve o problema de quebra de simetria. O procedimento redentor nos permite
aplicar uma "deformacdo"r na matriz G(¢) e assim estudar a regido infinitesimalmente préxima
a ela. Estabelece-se, entdo, que somente em 7 # 1 a quantidade [I £ 7G(¢)] é invertivel,
nos fornecendo de forma bem comportada para qualquer valor de 7, inclusive nos valores
infinitesimalmente préximos a 1, uma soma de spin invariante por transformacdes Lorentz, sem
perder as informagdes fisicas previamente estabelecidas.

Com tudo isso temos que a teoria dos autoespinores do operador de conjugacdo de carga se
completa, pelo menos no nivel de seu alicerce, com um dual que lhe permite buscar informacdes
realmente fisicas. Temos ainda que o estudo completo das propriedades das pseudoinversas
permite-nos, de forma clara e elegante, redefinir o dual de modo a garantir sua invariancia nas
somas de spin, que estd no cerne do propagador do seu campo, € que por sua vez nos da a

informacdo de sua localidade.
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APENDICE A - NORMAS COM OS DUAIS A LA DIRAC

Neste apéndice serdo exemplificados os cdlculos de normas utilizando os espinores ELKO

obtidos no Capitulo 3, com o dual a la Dirac, referenciado no inicio do Capitulo 4. Temos entdo:

(E+m)

2
N Y p
() Aoy (PN (") = o <1 T Er m) A (RN (R, (A

onde a multiplicagdo dos espinores em repouso € dada como

Afl,—)(k“)VoAf+,—)(k“) = (A.2)
—sin(0/2)e9/?
) . ) ) 0/2)eti®/2
=m < icos(0/2)et/? isin(0/2)e ¢/ —sin(9/2)e+l¢/2 605(9/2>6_Z¢/2 ) c.os( /2)e |
—icos(0/2)e"¢/?
—isin(0/2)et¢/?
Realizando-se as multiplicacdes das matrizes indicadas, temos
Aoy (PN o (") = (A.3)
E 2
( Qﬂ;nm) (1 -5 i m) m ( — 2icos(0/2)sin(0/2) + 2isin(9/2)cos(9/22>.
(B=) 2isin(6/2 — 6/2)
-0
Portanto, temos que o resultado desta norma é:
5\2177)(19“))\&,7)(29#) =0. (A.4)

De modo anélogo, para os espinores com helicidades diferentes, temos

(E+m)

38 S
(i) >‘(—,+)(pu))‘(+,—)(pu) = om

P2
(1 - m) >\(3i+)(kfu)’70>\?+,—)(ku)» (A.S)

J/

-~

=1

sendo que a multiplicacdo das matrizes, referente aos espinores em repouso, € dada por:

A 90 oy (k) = (A.6)
—sin(0/2)e9/?
cos(6/2)eti®/?
—icos(0/2)e"%/?
—isin(0/2)eti¢/?

= m( isin(0/2)et 2 —icos(0/2)e™*/? cos(0/2)et??  sin(0/2)e” I/ )



resultando por fim em

(+77)

(r")

m ( —icos*(0/2) — sin®(0/2) — isin*(0/2) — icos*(6/2)

(.
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9A.7)
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