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“ 0 estudo dos trabalhos de Euler continuard a ser a melhor escola para os
diferentes campos da matemdtica e nada os poderd substituir.”

Gauss



Resumo

Esta dissertagao tem por objetivo trabalhar Topologia no Ensino Médio,
usando como recurso pedagogico, a Historia da Matematica. Iniciaremos com o
trabalho de Euler sobre as pontes de Kénigsberg, pois é com ele que se d4 inicio
as pesquisas neste ramo cientifico da Matemaéatica. Em seguida resgataremos
a descoberta de Euler acerca da “propriedade geral dos sélidos limitados por
faces planas”, conhecida hoje como relagao de Euler. Seu trabalho, intitulado
“Demonstratio nonnullarum insignium proprieatatum, quibus solida hedris pla-
nis inclusa sunt praedita”, surgiu do incomodo de demonstrar que existia uma
propriedade geral para os solidos limitados por faces planas, uma vez que a
propriedade geral para os poligonos ja era conhecida. Também iremos traba-
lhar com as obras de Cauchy e Lhuilier que contribuiram enormemente com a
evolucao da propriedade citada por Euler. Para encerrar, destacaremos algu-
mas observagoes sobre a Caracteristica de Euler, assunto que se desenvolveu

a partir da preocupagao deste e que hoje faz parte da Topologia Algébrica.

Palavras-chave: Historia da Matemaética; Topologia; Educacao; Caracteris-

tica de Euler.



Resumo

This dissertation aims to work topology in high school using as a teaching
resource the History of Mathematics. We will start with Euler’s work about the
bridges of Konigsberg, is with them that begins the research in this scientific
branch of Mathematics. After that, we will redeem Euler’s discovery about
the “ general property of the solids bounded by flat faces”, known today as
Euler’s relation. His work, entitled “ Demonstratio nonnullarum Insignium
proprieatatum, quibus solida sunt hedras planis included praedita” arose from
the inconvenience of demonstrate that there was a general property for solid
bounded by flat faces since the general property for the polygons was already
known. We will also work with Cauchy and Lhuilier’s works, which contributed
a lot of the evolution of property mentioned by Euler. As closing, we will
detach some observations about Euler’s Characteristic, a subject that was

develop from Euler’s concerns and now is part of Algebraic Topology.

Keywords: History of Mathematics; Topology; Education; Euler charac-

teristic.



Sumario

1 INTRODUCAO 7

2 A HISTORIA DA MATEMATICA COMO RECURSO

PEDAGOGICO 11

3 UMA INTRODUCAO A TOPOLOGIA 17
3.1 As pontes de Kbnigsberg . . . . . . . ... ... L. 18
3.2 Solugao de Euler ao problema das pontes de Konigsberg . . . . . . .. 23

4 RELACAO DE EULER 36
4.1 Leonhard Euler . . . . . ... ... ... ... ... ... 37
4.2 O aniincio da descoberta . . . . .. ... oL 41

4.2.1 Demonstracao de Euler das propriedades das figuras retilineas

planas . . . . . .. 45

4.2.2 Poligonos . . . . .. .. 48

4.2.3 Poliedros. . . . . . . 52
4.2.4 Demonstragao de Euler sobre a propriedade dos sélidos limi-

tados por faces planas . . . . . ... ... o7

4.3 Cauchy e suas investigagoes sobre a Propriedade de Euler . . . . . . . 72

4.3.1 O matemético Cauchy . . . . . ... ... ... ... .. ... 72

4.3.2 O trabalho de Cauchy: “ Recherches Sur Les Polyedres” . . . . 73

4.4 Lhuilier e sua contribuicao . . . . . . . ... ... oo 78

4.4.1 Um pouco da vida de Lhuilier . . . . . .. ... .. ... ... 78

4.4.2 Meémoire Sur La Polyédrométrie: Anotagoes sobre as medidas

de um poliedro. . . . . . . .. ..o 79



5 ALGUMAS OBSERVACOES SOBRE A CARACTERISTICA DE

EULER 86
5.1 Topologia Quociente . . . . . . . . ... ... 87
5.2 Poliedros, Superficies e Triangulacao . . . . . . . . .. .. ... ... 97
5.3 Superficies . . . . . .. 105
54 Soma Conexa . . . . . . ... 107

6 CONSIDERACOES FINAIS 113



1 INTRODUCAO

A caracteristica de Euler foi escolhida como tema dessa dissertacao por ser as-
sunto do Ensino Médio e também de pesquisas cientificas realizadas por matemati-
cos, 0s quais usam suas generalizagoes nas areas de Topologia Algébrica e Topologia
Diferencial.

Segundo Katz!, a Topologia teve inicio com dois trabalhos: “ Solutio Problematis

” 2

ad Geometriam situs Pertinentis”* | o qual traz a solu¢ao do problema das pontes de

Konigsberg e “ Demonstratio nonnullarum insignium proprieatatum, quibus solida

73 que trata da “propriedade geral dos solidos

hedris planis inclusa sunt praedita
limitados por faces planas”, ambos do matematico Euler (1707-1783). Esta area
da matematica foi sistematizada a partir dos estudos dos mateméticos Augustus
Mébius (1790 — 1868) e Henri Poincaré (1854 — 1912) no século X1.X.

No trabalho sobre a propriedade geral dos sélidos limitados por faces planas
(“ Demonstratio nonnullarum insignium proprieatatum, quibus solida hedris planis
inclusa sunt praedita”) Euler verifica a possibilidade de existir uma propriedade
para os solidos, uma vez que para os poligonos ja eram conhecidas, e desta forma,
enuncia a propriedade: “ Em todo solido limitado por faces planas, o nimero de faces
e o nimero de angulos solidos excede por dois o numero de arestas, ou H + .5 =
A+ 2 7. Euler comenta sua descoberta através de uma carta enviada ao amigo
Goldbach no ano de 1750, antes da publicacao do trabalho em si, como era de
seu costume. Nesta carta Euler confessa ao amigo que nao consegue demonstrar
satisfatoriamente seu teorema, mas faz um alerta sobre sua importancia. Embora
nao tivesse tido o conhecimento, o matematico René Descartes (1576 —1650) também

jé havia trabalhado em tal questao, porém nao fora tao inovador quanto Euler e nao

Katz, p.512

2« A solucdo de um problema relacionado & geometria de posicao”.

3« Demonstracao de algumas propriedades notaveis dos sélidos limitados por faces planas”.



chegou a demonstrar nem a enunciar a propriedade para os solidos.
O fato de Euler escrever a carta e enviar ao amigo Goldbach desencadeia outros
acontencimentos relacionados a propriedade, ou ao teorema de Euler e, por este

motivo, torna-se digno de memoria, como afirma Mendes (2006, p.82),

Um fato historico da matemética é digno de memoria quando exerce ou exer-
ceu, na sociedade, uma fungao desencadeadora de uma série de acontecimentos

matemaéaticos uteis & humanidade e que ainda podem gerar muito mais.

Oito anos apoés a sua carta enviada ao amigo Goldbach, Euler publica o trabalho
sobre a propriedade geral dos so6lidos limitados por faces planas, no qual demonstra
seus teoremas e suas proposicoes descobertos e anunciados anteriormente. Adrien-
Marie Legendre (1752 — 1833), em seu Elements de Géométrie publicado em 1794,
faz uma demonstracao para o teorema de Euler, de uma forma mais simples que
seu descobridor. No ano de 1813, Augustin Louis Cauchy (1789 — 1857) chega a
um caso mais geral do que o apresentado por Euler e publica um artigo no Journal
de I’Ecole Polytechnique sobre o assunto, intitulado Recherches Sur Les Polyédres-
Premier Mémoire. E em 1812/1813, Simon Antoine Jean Lhuilier (1750 — 1840)
também discute a questao no Annales de Mathématiques 3, com o artigo Mémoire
Sur La Polyédrométrie. Neste artigo, Lhuilier comenta sobre as excec¢oes ao teorema
de Euler.

Por ser um fato digno de memoria, o trabalho sobre as pontes de Kénigsberg que
marca o inicio da Topologia no ramo da teoria dos Grafos, a carta de Euler sobre a
propriedade geral dos so6lidos limitados por faces planas, que é a desencadeadora da
série de acontecimentos matematicos que culminam no assunto atual Caracteristica
de Euler, a demonstracao de FEuler sobre a propriedade e os artigos de Cauchy e de
Lhuilier, que reproduzem a Histéria do desenvolvimento de tal ramo matematico,
podem ser incorporados a rotina da sala de aula, tornando-se assim uma introducao

a Historia da Matemaéatica no Ensino Médio, contemplando as competéncias e habi-



lidades previstas para este nivel de ensino.

O objetivo desta dissertagao, entao, consiste na apresentagao destes trabalhos
explorando suas potencialidades Mateméticas e Historicas, para que, na sala de
aula, sejam incorporadas & rotina dos alunos, sugerindo, assim, uma introducao de

Elementos de Histéria da Matematica na sala de aula.

A matemaética é construida, incessantemente, sobre as bases ja construidas.
Em consequéncia, o aluno precisa, no processo de aprendizagem, repensar o
que j4 foi pensado por outros, ou seja, é necessario que o aluno se aproprie do

que ja foi elaborado por mateméticos anteriores. (FOSSA, 2006, p.138).

O trabalho aqui apresentado é uma reconstrucao, a partir dos fatos histéricos, dos
acontecimentos, tentando aproximar os pensamentos de ontem com o pensamento
de hoje, sem abrir mao do conhecimento gerado pelo contato com obras de outras

épocas.

O trabalho do historiador é localizar e compreender historicamente cada acon-
tecimento ... O conhecimento histérico é uma reconstrugao dos fatos a partir
das fontes historicas, ou seja, é o nosso pensamento de hoje tentando alcancar
o modo de pensar e de viver de outros tempos e de outros povos. (PETTA,

2005, p.9).

Dedicaremos um capitulo para o aprofundamento dos estudos nesta area da
Matematica, como uma oportunidade para que os professores tenham um breve
contato com o moderno, nao para que demonstrem suas habilidades matematicas
e se exibam para seus alunos, e sim no sentido de fazer florescer sua criatividade.
Trabalharemos com algumas observagoes a respeito da Caracteristica de Euler, as-
sunto da Topologia que surgiu com a evolugao dos fatos narrados acima e que, de
acordo com D’Ambrosio (1977, p.VIII), ¢ é a maneira moderna de se descrever es-

paco”, auxiliando os profissionais & compreenderem melhor o assunto abordado na
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sala de aula, possibilitando uma assisténcia, quando estes preparam suas aulas e se
deparam com problemas que fogem do contetido proposto a ser trabalhado.

O que estamos propondo aqui trata-se de uma sugestao de trabalho aos pro-
fessores, para que os mesmos trabalhem com investigagao matematica e usem como
recurso pedagogico a Historia da Matemaética, de forma que nossos alunos compreen-
dam que a Matematica “ nao caiu, e nao cai, do céu,” que possam entender, a partir
destes fatos histéricos, como os matemaéticos procediam em suas pesquisas, como

surgiam suas idéias e como as publicavam.

Ao revelar a Matemaética como uma criacdo humana, mostrar necessidades
e preocupagoes de diferentes culturas em diferentes periodos histoéricos, esta-
belecer comparagoes entre conceitos matematicos e processos do passado e pre-
sente, o professor tem a possibilidade de desenvolver mais favoravelmente ati-
tudes e valores para o estudante face ao conhecimento matematico.(GASPAR

2003, p.3).
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2 A HISTORIA DA MATEMATICA COMO RE-
CURSO PEDAGOGICO

A investigacao da Historia da Matematica é uma atividade que envolve a com-
preensao e auxilia no desenvolvimento das competéncias e habilidades mateméaticas
definidas pela Secretaria Estadual da Educagao (SEE) no estado de Sao Paulo.

De acordo com a SEE*, “ competéncias cognitivas sao as modalidades estruturais
da inteligéncia. Modalidades, pois expressam o que é necessario para compreender
ou resolver um problema” e habilidades pois, “ funcionam como indicadores ou
descritores das aprendizagens, possibilitam saber o que é necessario que o aluno
faca para dar conta e bem do que foi solicitado fazer” 5.

Também de acordo com a SEE, estao previstas as seguintes competéncias e
habilidades a serem dominadas, a fim de demonstra-las no Sistema de Avaliagao do

Rendimento Escolar de Sao Paulo (SARESP)e que poderemos ajudar nossos alunos

com o trabalho aqui apresentado:

e Competéncias para observar: permite ao aluno registrar o que esté sendo pro-
posto nos textos, imagens, tabelas ou quadros e interpretar este registro. Estas
competéncias sao desenvolvidas pelas habilidades de observar, identificar, lo-

calizar, constatar, reconhecer, indicar.

e Competéncias para realizar: sao identificadas pela capacidade do aluno realizar
procedimentos, que vao ajuda-lo em suas tomadas de decisao. As habilidades

necessarias para desenvolver esta competéncia estao todas focadas nas ativi-

4530 Paulo (Estado) Secretaria da Educacdo. Matrizes de Referéncia para a avaliagdo Saresp,

p.- 14.
5Sao Paulo (Estado) Secretaria da Educacdo. Matrizes de Referéncia para a avaliagio Saresp,

p-12.
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dades dos alunos, no que e como fazem, tais como classificar, seriar, ordenar,

conservar, compor, decompor, calcular, medir, interpretar.

e Competéncias para compreender: possibilitam realizacoes, através de proce-
dimentos compreendidos, ou através de leituras. Possibilitam planejamento e
escolha de estratégias para resolver problemas. Referem-se as operagoes men-
tais mais complexas. Para dominar esta competéncia o aluno deve possuir
as habilidades de analisar fatos, acontecimentos ou possibilidades, observar
padroes e valores, aplicar relagoes conhecidas em situagoes novas, formular
julgamentos sobre proposicoes, criticar, analisar e julgar, formular ou com-
preender explicagoes causais, apresentar conclusoes, fazer proposigoes, argu-
mentar, fazer generalizacoes ou deducoes que implicam bom dominio da légica,

apresentar justificativas ou explicagoes sobre acontecimentos.

Ao desenvolvermos o Tema Espaco e Forma® proposto pela SEE, no Ensino
Médio, a competéncia a ser desenvolvida nos alunos é a de “ compreender as pro-
priedades dos objetos e a sua posi¢ao relativa e desenvolver o raciocinio espacial por
meio de construgoes e de formas”. As habilidades descritas para ajudar a construir
esta competéncia e que poderao ser desenvolvidas com a nossa proposta de trabalho

Sa0:

e Aplicar as propriedades fundamentais dos poligonos regulares em problemas de
pavimentagao de superficies. Estas propriedades sao citadas por Euler na carta
que escreveu a Goldbach e esta presente em sua demonstragao da propriedade

geral dos solidos limitados por faces planas.

e Relacionar diferentes poliedros ou corpos redondos com suas planificagoes.
Indiretamente, Cauchy, em seu artigo, apresenta uma forma de planificacao

dos poliedros.

6SARESP: Matrizes de Referéncia para a Avaliacdo, p.66.
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e Identificar a relagao entre o nimero de vértices, faces e/ou arestas de poliedros
expressa em um problema. Este é o teorema de Euler, que foi demonstrado
pelo proprio Euler, por Cauchy e Lhuilier, entre outros, e que desencadeou o
surgimento da Caracteristica de Euler e, portanto, serao trabalhadas em toda

a dissertacao.

O uso da Historia da Matematica como recurso pedagogico vem sendo defendido
por Educadores Mateméaticos que realizaram pesquisas nesta area do conhecimento
cientifico. Seus trabalhos confirmam que o ensino-aprendizagem da matematica
pode ser melhorado com esta pratica. Citamos inicialmente, Cardoso (1997, p.70),

que afirma que

A Histoéria da Matematica é a historia das teorias dominantes reconstruida
racionalmente. A Reconstrucao Racional mostra o processo heuristico de des-

coberta e desenvolvimento do conhecimento matemético.

Essa reconstrucao racional que Cardoso comenta é o que sustenta nossa proposta
de exercicios sobre a féormula poliedral ou sobre as pontes de Konigsberg. Temos o
proposito de fazer com que nossos colegas professores, e consequentemente nossos
alunos, percebam este processo heuristico e desenvolvam o conhecimento matematico
mais favoravelmente.

As demonstracoes de Euler sobre o problema das pontes e sobre a propriedade
geral dos soOlidos limitados por faces planas, devem ser trabalhadas ao final das
intuicoes, verificacoes, constatacoes dos alunos quanto as respectivas solugoes aos

problemas levantados. Segundo Gaspar (2003, p.20)

(...) énecessario que também o aluno perceba e se aproprie das demonstragoes
e dos encadeamentos conceituais l6gicos para validar intuigoes, dar sentido s
técnicas associadas a esses conhecimentos, ajudando a enriquecer o universo

de experiéncias e conhecimentos que servirao de base para novas intuigoes
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quando ele se defrontar com novos problemas. A dimens@o historica pode
facilitar esta percepc¢ao e a de que a matematica ndao é uma seqiiéncia discreta
de capitulos, mas um mover entre diferentes modos de pensar sobre os conceitos

matematicos.

Também de acordo com Fauvel (1991) apud Mendes (2006, p.86),

(...) s@o varias as razdes para se usar a historia em educagdo matemaética:
1) a histéria aumenta a motivagao para a aprendizagem da matematica; 2)
humaniza a matematica; 3) mostra o seu desenvolvimento historico através
da ordenacao e apresentacao de topicos no curriculo; 4) os alunos compreen-
dem como os conceitos se desenvolveram; 5) contribui para as mudancas de
percepgoes dos alunos com relagdo & matematica; 6) a comparagao entre o
antigo e o moderno estabelece os valores das técnicas modernas a partir do
conhecimento desenvolvido ao longo da historia da sociedade; 7) ajuda a de-
senvolver uma aproximacao multicultural para a construcao do conhecimento
matematico; 8) suscita oportunidades para a investigagdo matemaética; 9) pode
apontar os possiveis aspectos conceituais histéricos da matemaética que dificul-
tam a aprendizagem dos estudantes; 10) contribui para que os estudantes
busquem no passado solugoes mateméaticas para o presente e projetem seus
resultados no futuro; 11) ajuda explicar o papel da matemética na sociedade;
12) faz da matematica um conhecimento menos assustador para os estudantes
e para a comunidade em geral; 13) explora a histéria, ajudando a sustentar
o interesse e a satisfagdo dos estudantes; 14) fornece oportunidades para a
realizagao de atividades extracurriculares que evidenciem trabalhos com ou-
tros professores e/ou outros assuntos (carater interdisciplinar da historia da

matematica).

Porém a Histéria da Matemaética apresentada nos livros didaticos nada tem a ver

com o que estamos aqui defendendo. Aparece para ser utilizada como uma curiosi-
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dade, algo que pode ser descartado, como uma maneira de * fugir ” temporariamente

da matemaética. Segundo Fossa (2006, p.140)

Seu verdadeiro uso como um instrumento pedagbgico, porém, somente ocorre
quando conceitos e problemas histéricos sao integrados na rotina diaria da sala

de aula e se tornam parte da experiéncia matemética do aluno.

Narkilar, (apud Cardoso 1997, p.114) faz algumas recomendagoes sobre o ensino
de Ciéncias da Natureza Matemaética e suas Tecnologias, que refletem o ponto de
vista de pesquisadores cientificos com relacao a educagao. Para ele, a educacao cien-

tifica deve se desenvolver em quatro niveis:

1. No Ensino Fundamental, o profissional deve estimular a curiosidade infantil

para a observacao dos fendémenos naturais.
2. No Ensino Médio os estudantes devem verificar as leis experimentalmente.

Levados a descobrir a histéria das ciéncias mediante métodos ao mesmo
tempo tedricos e experimentais, os alunos perceberao como os cientistas

progridem - através de erros e retificacoes - e fazem assim o saber humano

avangar. (CARDOSO, p.114)

3. No Superior, o aluno deve complementar seu conhecimento com debates, pesquisa,

etc., tendo consciéncia dos limites da pesquisa em seu campo de estudo.

4. Para a populacdao em geral, a divulgacao cientifica ajuda na adaptagao da
ciéncia as inovagoes tecnologicas e cientificas, bem como a informacao dos

fracassos e dos limites cientificos.
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A observagao de Narkilar sobre o ensino das Ciéncias da Natureza, Matematica e
suas Tecnologias com relagao ao Ensino Médio vem ao encontro de nossa proposta de
elaborar um material para ser usado neste nivel de ensino. Mostrar que o matemético
Euler, em sua elaboracao da propriedade para os sélidos, se preocupou apenas com
os soOlidos limitados por faces planas, mas nao explicitou em quais soélidos estava
trabalhando para a verificagao e, com isso, outros matematicos, tais como Cauchy e
Lhuilier, observaram o potencial desta propriedade e mostraram que novas hipoteses
deveriam ser abordadas a partir do trabalho de Euler, fazendo assim, retificacoes em
seu trabalho. Devemos mostrar & nossos alunos que “ O progresso em matematica
se da pela transformacao de problemas. Ha ampliacao do campo estudado porque

se analisam vérias provas diferentes.” (CARDOSO, 1997, p.70).
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3 UMA INTRODUCAO A TOPOLOGIA

Como o trabalho de Euler sobre as pontes de Konigsberg e o trabalho sobre a
formula poliedral deram origem ao ramo da matemaética conhecido hoje por Topolo-
gia, optamos por iniciar nossa proposta de estudo e aplicagao com estes, embora nao
sejam os primeiros em sua carreira.

O problema das sete pontes de Konigsberg realizado e publicado por Euler em
1736, juntamente com os seus estudos sobre a férmula poliedral, fazem parte de uma
geometria que nos tempos de Euler era quase desconhecida. Euler” classificou seus
trabalhos como sendo pertencentes & uma geometria diferente, a qual Leibniz havia
mencionado primeiro chamando-a de Geometria de Posicao, na qual as relagoes entre
os objetos estudados dependiam das posig¢oes por si s0, nao envolviam grandezas ou
medidas.

Na afirmagao de que as relagdes entre os objetos estudados dependiam das
posicoes por si s6, concluimos, entao, que as propriedades de grandeza e medida,
destes objetos se preservavam.

Segundo Dienes®, “ topologia é o estudo das propriedades que sao invariantes
nas transformacoes bi continuas ”. Transformacao bi continua intuitivamente ocorre
quando ha uma transformacao de A para B, sem perda das propriedades, e existe
outra transformacao de B para A, onde também nao acontece a perda das pro-
priedades. Por exemplo, se tomarmos uma bexiga cheia, os pontos interiores estao
na parte interna da bexiga, os exteriores na parte externa e os pontos estao separados
pela superficie da bexiga. Quando mudamos a aparéncia da bexiga, comprimindo-a,
por exemplo (pois poderiamos tentar torcé-la, como fazem os palhagos com aque-

las bexigas compridas, transformando-as em cachorros, espadas, chapéus, etc.) os

"Em sua obra “ Solutio Problematis ad Geometriam situs Pertinentis”.
8Dienes, 1975, p.4.
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pontos interiores continuarao sendo interiores e os exteriores continuarao exteriores
a bexiga. Nada mudarda em relacao aos pontos interiores e exteriores, somente a
superficie da bexiga mudara de posi¢ao. Quando realizamos o processo inverso de
descomprimir a bexiga os pontos continuarao na mesma posi¢ao, ou seja, interio-
res continuarao interiores e exteriores continuarao exteriores, e as propriedades da
bexiga foram preservadas durante todo o processo. Dessa forma encontramos uma
transformacao bi continua, mas existem outras formas de transformacoes.

Uma transformagao bijetora acontece, por exemplo, numa tradugao de linguagem.
Segundo Lakatos, (Obs. 209, p.164) “ As mudangas na teoria dominante implicam
a reorganizagao de todo o nosso conhecimento (...). A grande inovagao de Descartes
foi substituir a geometria pela élgebra”.

Na solugao de Euler para o problema das pontes de Konigsberg, ha uma trans-
formacao bijetora. A transformacao bijetora acontece através da traducao do pro-
blema. FEuler sai do problema geométrico e o traduz para a algebra, sem perder
as propriedades da geometria. Depois ele volta ao problema geométrico, saindo da
algebra, sem perder qualquer propriedade algébrica conquistada. O problema é,

entao, topologico.

3.1 As pontes de Konigsberg

Em Konigsberg na Prissia, existe uma ilha A chamada “ Kneiphof ”. O rio que
a circunda se divide em dois bracos, como pode ser visto na figura abaixo, e estes
bragos sao atravessados por sete pontes, a, b, ¢, d, e, fe g.

De acordo com Gaspar e Mauro (2005), existem vérias lendas sobre as pontes, e

uma delas é a que segue:

(...) para comemorar um evento foi planejada uma grande parada. As autori-
dades da cidade decidiram que cada ponte deveria ser atravessada pela parada

uma unica vez. A comissao Organizadora do Evento nao conseguiu atender a
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essa exigéncia e a partir de entao, passou a ser tradigao em Konigsberg tentar
andar, aos domingos, pela cidade atravessando cada uma das sete pontes uma
unica vez. Apesar de ninguém ter sido capaz de fazé-lo os habitantes da cidade

acreditavam que o problema tinha solugdo. (GASPAR E MAURO, 2005,
p-3)

Figura 1: Konigsberg

A seguir, poderemos sugerir que seja feita uma investigacao ao problema pro-
posto. Fazer uma investigagdo, de acordo com Ponte, Brocardo e Oliveira (2006,
p.13) “é procurar conhecer o que nédo se sabe”, aqui o que se procura conhecer sao
os possiveis caminhos para se realizar a travessia das sete pontes uma tnica vez,
que, neste caso, parte do problema proposto pelo professor. Reconhecida a situ-
acao problematica, os alunos passam a explorar a situacao formulando questoes.
Depois de organizados os dados da pesquisa os alunos comecam a fazer conjecturas
e afirmagoes a respeito destas conjecturas. Depois fazem testes a respeito de suas
afirmacgoes e refinam as conjecturas. Por tltimo justificam as conjecturas, avaliam
9

o raciocinio ou o resultado do raciocinio.

Para direcionar a investigagao proposta, sugerimos as seguintes questoes:

9Ponte, Brocardo e Oliveira (2006), p.21.
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Exercicio 3.1. Acreditando nesta lenda, facamos como os cidadaos de Kionigsberg,
tentemos encontrar um caminho no qual se possa atravessar cada ponte uma e so-

mente uma unica vez.

Exercicio 3.2. Retirando uma das sete pontes que interligam a cidade de Konigs-
berg, seria possivel tragar um caminho pelo qual fosse possivel passar apenas uma

vez em cada uma das pontes restantes?

Exercicio 3.3. E se retirassemos duas pontes. Serd que seria possivel tracar um

caminho que passasse uwma unica vez pelas cinco pontes?

Exercicio 3.4. Verifique o que vai acontecendo se formos retirando as pontes até

que fiquemos com apenas uma em cada T€GIAO.

Exercicio 3.5. O que acontece se ao invés de retirarmos as pontes, apenas trocdsse-

mos uma delas de lugar? O problema ird apresentar solugao?

Exercicio 3.6. Verifique a quantidade de pontes que levam, que nos conduzem, para

cada regiao. Faga o registro em seu caderno de anotagoes.

Exercicio 3.7. Para cada situagdo abaizo, verifique se hd ou nao solu¢do, ou seja,
se existe um caminho, para cada caso, em que se possa atravessar todas as pontes

uma unica vez.



Figura 2: (a)

Figura 3: (b)

Figura 4: (c)
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Exercicio 3.8. No ezercicio anterior item (a), observamos que para a regiago A
temos trés pontes que dao acesso a ela. Um caminho para ser sequido é BCE-
BADCA. Na descrigao do caminho encontrado, a regiao A possui trés pontes que
a interligam com as outras regioes, porém na representagao do caminho encontrado
aparece somente duas vezes. A regiao B tem trés pontes e aparece duas vezes, a
regiao C tem quatro pontes e aparece duas vezes e a regiao D tem duas pontes e

aparece somente uma vez. Observe a tabela abaizro:

Regioes | Pontes que levam as regioes Nuamero de vezes

que a letra aparece na rota

2

Q|| =

2
2
1

| * | Lo | o

D

Faga tabelas para os outros itens do exercicio anterior (exercicio 3.7, itens b e
c).
Exercicio 3.9. Focalize apenas em uma regiao, A, ou B. O que acontece com a rota

a ser sequida quando o problema tem numero impar de pontes que levam para este

lugar?

Exercicio 3.10. Focalize apenas em uma regigo, C ou D. O que acontece quando
apresenta um numero par de pontes que levam para uma regiao? O que vocé pode

concluir?

Poderiamos propor outras investigagoes. Poderiamos sugerir ao aluno que fizesse
uma pesquisa sobre a localizacao, hoje, da cidade de Konigsberg. Sera que ainda é
conhecida por este nome? A cidade conserva as sete pontes citadas no problema?
Depois destas sugestoes de investigagoes, ¢ importante que se conduza uma discussao
dos fatos observados e das respostas encontradas. A seguir propomos que se faca

uma leitura interpretativa da resolugao apresentada por Euler em 1736.
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3.2 Solucao de Euler ao problema das pontes de Konigsberg

Konigsberg (Montanha do Rei) foi fundada em 1255 por Cavaleiros Teutonicos.
De 1466 até 1656 Konigsberg fazia parte da Polonia. Em 1656 foi anexada ao
territorio da Prussia Oriental, onde até 1871 foi a sua capital e, a partir deste
mesmo ano, passou a fazer parte do Império Alemao.

Na segunda Guerra Mundial, Konigsberg foi arrasada e, das sete pontes citadas
no problema, duas ficaram totalmente destruidas e outras duas tiveram que passar
por reparos. Depois da II Guerra Mundial, a cidade passou a fazer parte da entao
Uniao das Republicas Socialistas Soviéticas (URSS), quando foi reformada e reba-
tizada por Kaliningrado (nome sugerido devido ao nome do presidente do Comité
Central do Partido Comunista, Mikhail Kalinin). As sete pontes hoje sdo em namero

maior devido & expansao da cidade!®.

Figura 5: Mapa da cidade de Konigsberg

OTmagem capturada em 09  jun 2009, no site <http://www.vintage-

views.com/MeyersKonversations/Vol10,/maps/images,/0527386k6-Konigsberg2.jpg>.



24

Abaixo observamos a localizagao geogréfica de Kaliningrad no Continente Eu-

ropeu'!.

Figura 6: Localizacao de Kaliningrad

Euler, em 1736, publica um trabalho, intitulado “ Solutio Problematis ad Geome-
triam situs Pertinentis”, cujo conteudo esta distribuido em vinte e um itens e em
seu prefacio traz uma importante justificativa da resolu¢ao do problema a ser incor-
porada ao novo ramo da geometria, denominada por ele Geometria de Posigao.
Trata, também, do problema inicial, sua generalizacao, a solu¢ao do problema orig-
inal e a conseqiiente solugao para casos gerais.

Euler, escreve que uma solucao para tal problema, de se fazer a travessia das setes
pontes de Konigsberg, passando uma tinica vez por cada uma, pode ser encontrada,
assim como para qualquer problema deste tipo, desde que se faga uma exaustiva
lista de rotas possiveis, e se verifique se satisfaz ou nao o problema. Porém, como
o proprio Euler afirma, isto seria muito trabalhoso, e num problema com o ntmero
de pontes maior, seria quase impossivel obter resposta.

Entao, Euler nao tenta encontrar o caminho e sim observa se existe ou nao uma

maneira de atravessar todas as pontes uma tnica vez. Se verificar a possibilidade

HTmagem capturada em 09 de junho de 2009, em <http://en.wikipedia.org/wiki/K%C3%B6nigsberg>.
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de atravessar todas as pontes uma tnica vez, ai sim se preocupa em descobrir qual
sera a rota.

Comeca entdo levando o problema para a Algebra, usando letras maitsculas
A, B, C, D, para cada area de terra separada pelo rio, e letras minusculas para
representar as pontes a, b, ¢, d, e, f, g. Quando uma pessoa sai da area A e vai
para a area B, e usa para isto qualquer uma das pontes a ou b, Euler representa
esta travessia por AB. Agora se a pessoa sai da area B e vai para a area D usando
a ponte f, a travessia até este momento sera representada por ABD. Note que até
este momento foram realizadas duas travessias de pontes, mas para representa-las
foram necessarias trés letras maitusculas. Se continuarmos, saindo da area D para
a area C pela ponte ¢, teremos ABDC como representacao da travessia e teremos
passado por trés pontes a, f, g. Continuando desta forma, Euler generaliza: entao
para representar a travessia das sete pontes, serao necessarias oito letras.

Para que as letras que representam a travessia possam ficar proximas, por exem-
plo, AB, é necessario que haja pelo menos uma ponte interligando estas areas. No
problema de Konigsberg, as letras A e B deverao ficar proximas duas vezes, pois
existem duas pontes interligando estas areas, B e D uma vez, De C'uma vez, Ae C
duas vezes e A e D uma vez. Com isso, Euler reduz o problema de encontrar uma
seqiiéncia de oito letras, agrupadas conforme descrito.

Para encontrar tal possibilidade de arranjar uma seqiiéncia de oito letras onde
aparecem a quantidade de vezes especificadas, Euler inicia sua demonstragao como
se fosse por indugao, apresenta um problema semelhante, porém com grau de difi-
culdade menor. O problema considerado, apresenta apenas duas areas A e B com

varias pontes a, b, ¢, d, e, f, g, etc:
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Figura 7: Duas Regioes

1. Considerando apenas uma ponte ligando as areas A e B. Sendo assim, a rota
seria representada por AB ou BA; para uma ponte duas letras representariam

a travessia, uma vez cada, nao importando onde se inicia a travessia.

Figura 8

2. Considerando trés pontes ligando A e B, a representagao seria: ABAB ou
BABA; para trés pontes quatro letras, onde cada letra aparecera duas vezes,

nao importando onde se inicia a travessia.

Figura 9
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3. Considerando cinco pontes. A representacao seria: ABABAB ou BABABA;
para cinco pontes seis letras aparecem, onde cada uma se repete trés vezes,

nao importando onde se inicia a travessia.

Figura 10

4. Por recorréncia chega a conclusao que para qualquer niimero impar de pontes,
nao importa de qual area se sai e qual se deve chegar, se acrescenta uma

unidade ao total de pontes e a ocorréncia de A sera metade deste namero.

Depois desta conclusao Euler volta ao problema inicial e observa que a letra A
devera aparecer na seqiiéncia de letras trés vezes, pois sao cinco pontes que dao
acesso a area A; a letra B devera aparecer duas vezes, uma vez que sao trés pontes
que dao acesso a esta area; a letra (' deverd aparecer duas vezes, ja que sao trés
pontes que levam para a area C; e a letra D deveréd aparecer também duas vezes, pois
sao trés pontes que conduzem para a area D. Somando a quantidade de vezes que
cada letra devera aparecer teremos 3A+2B+2C+2D = 9 letras. Mas anteriormente
Euler observou que para ter solucao eram necessarias oito letras. Sendo assim, o
problema das pontes de Konigsberg nao apresenta solucao.

Mas a intencao de Euler era também, dar um método geral para resolver qualquer
problema relacionado a este de Konigsberg. Desta maneira, prossegue com suas
conclusoes.

Entao, para qualquer problema cujas adreas possuem um ntmero impar de pontes,
deve-se primeiramente verificar se a soma do nimero de vezes que cada letra deve

acontecer na seqiiéncia ¢ igual ao numero total de pontes adicionado a uma unidade.
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Se for igual o problema podera ser resolvido, mas se for uma unidade maior, a
solucao nao seré possivel. Outra observagao importante é que nao importa, no caso
da quantidade impar de pontes, de onde inicia ou termina a travessia das pontes.
Agora, se o numero de pontes que leva para uma determinada area for par, o caminho
a ser percorrido deveré levar em consideracao de onde se inicia a travessia. Fuler

volta, entao, ao problema simples apresentado na Fig.7,

1. Tomemos apenas duas regioes A e B e duas pontes. Neste caso, se iniciarmos a
travessia partindo da area A, esta letra deverd ocorrer duas vezes na seqiiéncia

ABA. Porém, se partirmos de B, a letra A ocorrera apenas uma vez BAB.

Figura 11

2. Depois, observe o que ocorre quando existem quatro pontes ligando as areas
A e B. Saindo de A, esta letra ocorrera trés vezes, ABABA, mas se sair de B

aparecerd duas vezes BABAB.
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Figura 12

3. E também analise no caso de haver seis pontes: partindo da area A, a letra A

apareceré, quatro vezes, ABABABA, se partir de B, trés vezes, BABABAB.

Figura 13

Generalizando a resposta, se obtém: se o nimero de pontes for par, o ntimero de
ocorréncias de A, serd metade deste niimero se a travessia nao iniciar de A, ou sera
uma unidade maior que a metade do niimero de pontes se iniciar de A.

Em seguida, no décimo quinto item, apresenta uma solucao geral:

1. Nomear as areas delimitadas pelo brago do rio;
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2. Observar o numero total de pontes e adicione uma unidade, escrevendo o

resultado num canto destacado;

3. Fazer uma tabela: primeira coluna escreva os nomes das areas A, B, C, ..., na

segunda coluna o nimero de pontes que deixa cada uma das areas;
4. Marcar com asterisco as areas que possuem nimero par de pontes;

5. Terceira coluna: calcular e escrever a metade do niimero se o valor correspon-
dente na segunda coluna for par, se for impar adicione uma unidade e depois

encontre a metade;
6. Fazer a soma dos numeros dispostos na terceira coluna;

7. Observar o valor encontrado anteriormente: se a soma for igual a soma do
segundo item ou uma unidade menor, a travessia poderé ser realizada. Quando
a soma for igual a obtida no item dois, deveré iniciar a travessia de uma das
areas nao marcadas pelo asterisco. Ja, se a soma dos nimeros da terceira
coluna for uma unidade menor, a travessia deve iniciar de uma das regioes

marcadas com o asterisco.

A partir dai, Euler mostra dois exemplos: o das sete pontes de Konigsberg e

outro problema com dezesseis pontes.

Exemplo 3.11. Assim no problema de Koénigsberg, temos: nimero total de pontes

7, adicionando uma unidade obtemos 8.

Nome das areas | N° de pontes que deixa a area | Metades
A 5 3
B 3 2
C 3 2
D 3 2
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Chega-se a conclusao de que, sendo a soma da ultima coluna igual a 9, que €

maior do que a soma em destaque 8, entao tal jornada nao poderd ser realizada.

Exemplo 3.12. Suponha que existam duas ilhas A e B rodeadas por dgua como na

Fig.14 abaizo. Quinze pontes a, b, c, d, etc. ligam as ilhas. Serd possivel determinar

uma jornada a qual atravessa cada ponte exatamente uma vez?

Figura 14: Segundo exemplo de Euler

Neste exemplo Fuler descreve exatamente seis passos a serem sequidos:

1.

Nomear todas as dreas separadas pelas dguas como A, B, C, D, E, F. Neste

caso, existem seis delas.

Acrescentar ao nimero de pontes (15) uma unidade e escreva o resultado (16)

actma do esquema.

Escrever as letras A, B, C, etc. numa coluna e, préximo a cada uma, o nimero
de pontes, as quais levam para a drea correspondente, tal que oito pontes levem

para A, quatro para B, e assim por diante.

Indicar com asterisco aquelas letras as quais tem um nidmero par prorimo a

elas.

Escrever, na terceira coluna, as metades dos nimeros pares da sequnda coluna
e adicione uma unidade aos numeros impares e, depois, calcule sua metade em

cada caso.
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6. Adicionar todos os numeros da terceira coluna.

Numero total de pontes 15, adicionando uma unidade obtemos 16.

Nome das areas | N° de pontes que deixa a area | Metades
A* 8 4
B* 4 2
c* 4 2
D 3 2
E 5 3
F* 6 3

Considerando que a soma da terceira coluna € igual ao nimero (16) escrito
acima, entende-se que a jornada pode ser realizada se iniciada da drea D ou F, uma
vez que estas nao estao marcadas com asterisco. A jornada pode ser feita como

seque:
EaFbBcFdAeFfCgAhCiDEAmEnApBoElD

onde Euler escreve as pontes, as quais sao atravessadas entre as letras maiisculas

correspondentes.

Ainda nao satisfeito com a soluc@ao do problema, Euler, na décima sexta obser-
vagao, verifica que se somarmos os nimeros da segunda coluna da tabela, encon-
traremos o dobro do ntmero total de pontes. E explica que isto acontece devido
a forma de preencher esta coluna, pois contamos duas vezes cada ponte, uma vez
para cada area que esta ponte liga. Conclui, também, que esta soma sempre sera
par e também conclui que, sempre que calcularmos a sua metade, esta resultaré
na quantidade total de pontes do problema. Como podemos observar nos exemplos
dados: no exemplo 1 a soma da segunda coluna ¢ igual a 74 e sua metade é 7, igual
ao niumero total de pontes. No exemplo 2, a soma da segunda coluna é 30, e sua

metade 15, igual a quantidade total de pontes. Euler ainda observa que no primeiro
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exemplo, existem quatro nimeros impares na segunda coluna, e no segundo exemplo,
existem dois numeros impares nesta coluna. Conclui que, para que o problema apre-
sente solucao, nesta segunda coluna devem aparecer apenas dois niimeros impares,
se aparecerem quatro, seis, oito, ..., o problema nao podera ser resolvido.

Para finalizar, na vigésima observagao Euler apresenta trés regras para identificar

se qualquer problema envolvendo pontes e areas poderao ser resolvidos:

e Se existe mais que duas areas, as quais um numero fmpar de pontes leva a

elas, entao tal jornada sera impossivel.

e Se, no entanto, o namero de pontes for impar para exatamente duas areas,

entao a jornada sera possivel se iniciada em qualquer destas éreas.

e Se, finalmente, nao existem areas para as quais um ndmero impar de pontes
leva a elas, entao a jornada pedida pode ser realizada iniciando de qualquer

area.

Com estas regras, o problema dado pode ser sempre resolvido.

O problema das pontes de Konigsberg resolvido por Euler é uma fonte historica
rica e que proporciona, se trabalhado na sala de aula, a finalizacao da investigacao
proposta inicialmente aos alunos, mostrando como um matemaético trabalha, como
levanta questoes, como as verifica, como testam as conjecturas e como chegam as
conclusoes.

O estudo deste problema deu origem ao que hoje denominamos “ Teoria de
Grafos”, um dos ramos da Topologia. O problema de Euler de encontrar uma se-
qiiéncia de oito simbolos com uma propriedade particular, é relacionada a existéncia

de um tipo especial de caminho no grafo.

Definicao 3.13. Um grafo consiste de um conjunto finito de vértices, um conjunto

finito de arestas,e uma regra que nos diz qual aresta liga qual par de vértices.



34

g

e Aresta

Figura 15: Grafo das sete pontes de Konigsberg

Normalmente, uma aresta liga dois vértices distintos, mas excepcionalmente os
dois vértices podem coincidir; no caso mais avancado, a aresta € dita ser um laco. No
nosso exemplo particular existem quatro vértices, correspondentes as quatro grandes

dareas A, B, C e D, e sete arestas, correspondendo as sete pontes.

Definicao 3.14. Um caminho no grafo é uma seqiéncia de vértices e arestas,
Vo,e1, Viseo, Vo, ..., Vi_y, e, Vi, onde cada aresta e; liga os vértices V1 e V(1 <

i<r).

Podemos, agora, formular o problema das pontes de Konigsberg usando a termi-
nologia usada acima: o problema é encontrar um caminho no qual contenha cada
aresta de um grafo uma, e somente uma, tnica vez. Um caminho deste tipo é
chamado atualmente de Caminho Euleriano e Euler mostrou que o grafo de Koénigs-

berg nao possui tal caminho.

Exercicio 3.15. Observe os desenhos abairo. FEles representam caminhos Euleri-
anos? Se a resposta for afirmativa escreva a seqiéncia de vértices e arestas que

representam tais caminhos.
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4 RELACAO DE EULER

Nosso estudo iniciou-se com a leitura da obra de Lakatos (1978), “ A Logica
do Descobrimento Matematico: Provas e Refutagoes ”, em que Lakatos descreve a
historia da propriedade, enunciada por Euler, através de um didlogo investigativo
entre professor e alunos. O professor percebe que os alunos estao interessados num
problema e que estao conversando sobre ele, toma conhecimento do assunto e lanca
uma pergunta que desencadeia uma série de inquéritos. Os alunos passam a fazer
conjecturas, encontram exemplos que verificam a propriedade, mas sempre aparece
um aluno com um contra-exemplo que refuta a conjectura inicial, ou que refuta parte
da conjectura. Assim, com pouca participagao do professor, os alunos vao conquis-
tando a resposta ao problema inicial. Durante a descricao da aula investigativa, o
autor nos chama a atencao para as notas de rodapé, nas quais constam a Historia
real pela qual passou a conjectura de Euler (S + H = A+ 2).

Durante a leitura, iniciamos a busca pelo material original de Euler, que hoje
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se encontra disponivel em sites'? ou livros!?.

O material original, em sua grande
maioria, estd escrito em Latim e alguns em alemao. Utilizamos as traducoes destes
trabalhos para o inglés, também disponiveis nos locais ja citados.

A relacao de Euler, tal como a conhecemos, na verdade passou por muitos
matemaéticos: Descartes, Euler, Cauchy,... Essa nao foi, assim como muitos assun-
tos da matematica ou muitos assuntos cientificos, uma propriedade criada, mas sim
uma propriedade que surgiu da curiosidade, da investigacao de uma pessoa, neste

caso especifico um matematico, e se desenvolveu em assunto importante dentro da

Matemaética.

4.1 Leonhard Euler

Leonhard Euler nasceu em Basiléia (Suica) em 1707, filho de Paul Euler e Mar-
garete Brucker. Paul foi ministro Protestante, graduado em Teologia pela Universi-
dade de Basiléia. Durante o curso de graduacao, fez amizade com Johann Bernoulli,
e costumava freqientar a casa dos Bernoulli. Dessa forma, foi capaz de dar uma
educacao elementar, incluindo matemaética, para seu filho Leonhard. Nesta época,
a familia Euler havia se mudado para uma pequena vila chamada Riehen, préoxima
a Basiléia.

Leonhard Euler foi enviado & Basiléia para dar continuidade aos estudos, pois seu
pai tinha esperanca que este seguisse a tradi¢ao da familia e se tornasse um ministro
Protestante também. Morou com a avé materna em Basiléia, na fase do ginésio,
estudando numa regiao pobre, onde a Matematica ensinada era muito elementar e
Euler j& tinha interesse por esta area devido aos ensinamentos de seu pai. Decidiu
procurar alguém que pudesse o auxiliar na aprendizagem de uma Matematica mais

complexa. Foi entao que contratou um matemaéatico amador, Johann Burckhardt,

2Como por exemplo: http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk /Mathematicians/Euler.html.

Acesso em 09 set. 2008.
13Biggs, Lloyd e Wilson. Graph Theory -1736 - 1936.
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com quem teve aulas particulares.

No outono de 1720, Paul enviou seu filho para a Universidade de Basiléia, com o
proposito de que este estudasse Filosofia. Johann Bernoulli era professor nesta Uni-
versidade e conduzia estudos elevados em Matemética e Fisica para aqueles que se
interessavam. Aproveitando-se da oportunidade, Leonhard estudou todos os assun-
tos pedidos por Johann, mas isto nao o satisfez. Resolveu pedir aulas particulares
a Johann, que negou o pedido, pois havia assumido muitos compromissos e nao dis-
punha de tempo para tal tarefa. Mesmo assim, indicou alguns livros de Matematica
avancada, para que estudasse sozinho e, no caso de diuvidas, deu permissao a ele
para que o procurasse em sua casa nos sabados a tarde.

Em 1723, Euler completou seus estudos em Filosofia com um trabalho que com-
parava e contrastava as idéias filosoficas de Descartes e Newton. Apesar de Euler ter
sido cristao a vida inteira, nao se entusiasmava com os estudos e pesquisas teologi-
cos. Ele mostrava grande interesse mesmo era pela Matematica e Fisica. Contando
com a ajuda de Johann Bernoulli Euler, enfim, conseguiu o consentimento do pai
para que estudasse Matemaética.

Em 1726 terminou seus estudos na Universidade de Basiléia e, no outono deste
mesmo ano, foi para a Academia de Ciéncias de Sao Petersburgo, na Russia, a
convite de seus amigos, filhos de Johann Bernoulli, Nikolaus II e Daniel, para ser
professor adjunto na cadeira de Fisiologia, mas nao chegou a lecionar nesta area.
Foi indicado para a cadeira de Matematica e Fisica. Ja em 1730, Euler fica com
a cadeira de professor de Fisica da Academia. E em 1733, com a volta de Daniel
Bernoulli para Basiléia, Euler fica com a cadeira de professor de Matematica.

Na Academia, Euler fez grandes amigos: Jackob Hermann, analista, gedmetra,
e especialista em mecanica tedrica; Daniel Bernoulli, com interesse comum ao de
Euler na area da Matemaética Aplicada; Christian Goldbach, com quem Euler discu-
tiu muitos problemas de analise e de teoria dos nimeros; F. Maier, trabalhando na

Trigonometria; o astronomo e gedgrafo J. N. Delisle. Euler costumava se correspon-
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der com seus amigos matematicos, para relatar suas descobertas matematicas antes
mesmo de publici-las. Esta pratica rendia maior fama a Euler e maior credibilidade
em seus trabalhos, ja que cada amigo se encontrava em centros de estudos diferentes,
espalhados em varios paises.

No final de 1733, Euler casou-se com Katharina Gsell, com quem teve treze
filhos. O primeiro nasceu em 1734, Johann Albrecht. O segundo, Karl, em 1740. O
terceiro, Christoph, em 1744 e, em seguida, duas meninas. Oito de seus treze filhos
morreram ainda na infancia. Em 1738 uma doenca causou-lhe a perda da visao

direita.
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Abaixo podemos observar uma imagem de Euler!.

Figura 21: O matematico Euler.

Em 1771 perdeu totalmente a vis@o e, mesmo sem enxergar, conseguia fazer
calculos mentalmente. Contando com a ajuda de seus filhos Johann Albrecht e
Christoph, dos académicos W. L. Krafft e A. J. Lexell e dos dois novos discipulos N.
Fuss e M. E. Golovin, os trabalhos foram executados. Os colaboradores tomavam
nota das idéias de Euler e, posteriormente, as encaminhavam para a publicacao.

Euler morreu vitima de uma hemorragia cerebral, na cidade de Sao Petersburgo
(Russia) em 18 de setembro de 1783, enquanto passava uma ligdo de Matemaética
para um de seus netos e discutia com Lexell e Fuss a recente descoberta do planeta
Urano.

Entre suas mais de oitocentas publicagoes, entre livros e artigos, estao: “ Solu-
tio Problematis ad Geometriam situs Pertinentis”, e “ Demonstratio nonnullarum
msignium proprieatatum, quibus solida hedris planis inclusa sunt praedita”, que se-

gundo Katz (1993) deram inicio aos estudos da Topologia, ramo da Matematica de

MYImagem  capturada em  09/09/2008 mno  enderego  http://www-history.mcs.st-

andrews.ac.uk/Mathematicians/Euler.html.
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grande importancia para as ciéncias como um todo.

4.2 O anuncio da descoberta

Apesar de Euler ter estudado as obras filosoficas de Descartes, nao hé registros
que comprovem a existéncia dos célculos, ou anotagoes dos pensamentos, sobre a
propriedade para os solidos feitos, nesta época, por este tltimo. Anos mais tarde,
descobriu-se a existéncia de manuscritos, que nao chegaram ao conhecimento de
Euler porque Descartes nao os publicou. Somente tornaram-se piblicos quando
Leibniz os copiou e assim, em 1860, foram publicados por Foucher de Careil®®.

Entao Euler, por ter realizado uma alteracao revolucionaria nos conceitos de
vértices, arestas e faces nos solidos limitados por faces planas, e publicando seus
resultados obtidos, é considerado o primeiro a trabalhar com este resultado e, por
este motivo leva o seu nome: “ Relacdo de Euler”. Antes, porém, da publicacao dos

resultados, relatou a descoberta sobre as propriedades observadas para os solidos em

uma carta, como fazia comumente aos amigos e, neste caso, em especial a Goldbach.

(...) Um conhecimento historico pode estar implicito nos problemas suscitados
na atividade ou explicito nos textos historicos resgatados de fontes primérias

(textos originais, documentos ou outros artefatos historicos). (MENDES,

2006, p.106)

Euler inicia a carta contando sobre sua determinacao em encontrar a propriedade
e também explicando que a idéia de encontra-la, assim como a de concluir satisfato-
riamente sua demonstragao, deveria ter acontecido antes, ja que a propriedade para
os poligonos era conhecida.

Cita, entao, as propriedades dos poligonos:

1. Em toda figura plana o ntumero de lados é igual ao nimero de angulos,

5L akatos (1978, p.20, obs. 1).
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2. A soma de todos os angulos é igual ao nimero de angulos retos os quais sao

quatro unidades menores que duas vezes o nimero de lados.'¢
Comentario: Podemos dar uma sugestao de investigacao aos alunos.

Exercicio 4.1. O que sao figuras retilineas planas que Euler cita? Defina com suas

palavras o que sao figuras retilineas planas.

Exercicio 4.2. Verifique se as figuras a sequir representam figuras retilineas planas.

Explique o por qué de serem ou nao figuras retilines planas.

Figura 22: (a) Figura 23: (b)

16As propriedades foram traduzidas para o portugués da traducdo para o inglés
da carta original de Euler a Goldbach disponivel no site http://www-history.mes.st-

andrews.ac.uk /Biographies/Euler.html. Consulta realizada em 27/05/2009.
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Figura 24: (c) Figura 25: (d)

Figura 26: (e) Figura 27: (f)
'_,/J.’ -.‘\\.
.‘.‘\\ P ;

Figura 28: (g) Figura 29: (h)

Exercicio 4.3. Verifique para as figuras acima, se a propriedade (1) (o nimero de
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lados € igual o quantidade de dngulos) se verifica. Observe que a propriedade sé é

valida para as figuras retilineas planas.

Exercicio 4.4. A sequnda propriedade que Fuler cita é
S=2-n—4

Como exemplo, verifiquemos para o triangulo que possui trés lados. Logo, n = 3 e

portanto

2:3—-4=2

assim, o triangulo possui dois dngulos retos. Utilize o mesmo procedimento e veri-

fique a sequnda propriedade para as figuras retilineas planas do exercicio 4.2.

Observacao: No exercicio dado acima, gostariamos que os alunos chegassem as

seguintes conclusoes:

1. Para o triangulo temos,
180" = 1-(2-90") = 2 angulos retos.

2. O quadrado é formado por dois triangulos, logo
360° =2-(2-90") = 4 angulos retos.

3. O pentagono possui trés tridngulos em seu interior, assim
540" = 3-(2-90°) = 6 angulos retos.

4. O hexagono tem 4 triangulos,

720° = 4-(2-90°) = 8 angulos retos.

Verificamos que o nimero que aparece antes do parénteses representa a quanti-

dade de lados do poligono menos dois. Hoje, esta mesma propriedade é trabalhada
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no Ensino Fundamental e revista no Ensino Médio nos referimos a ela como: a soma

dos angulos internos de um poligono convexo!” é dada por:
S; = (n—2)-180°

onde S; representa a soma dos angulos internos de um poligono e n o nimero de
lados.
Facamos a relagao entre a formula dada por Euler, S = 2-n — 4 e a féormula

encontrada nos livros didaticos atuais S; = (n — 2) - 180°. Pela defini¢do de Euler

S=2-n—4
angulos retos.

S=2-(n—2)
angulos retos

S=(n-2)-2

angulos retos, mas 2 angulos retos é igual a 180°, assim
S =(n—-2)-180°

Exercicio 4.5. Fuler viveu no século XVIII e afirma que as propriedades das figuras
planas jd eram conhecidas e, portanto as figuras também. Desde quando estas figuras

planas sao conhecidas? Faca uma pesquisa.
4.2.1 Demonstracao de Euler das propriedades das figuras retilineas
planas

Euler inicia o trabalho publicado em 1758, comentando sobre a sua observacao

a respeito das propriedades validas para a Geometria Plana e seu desapontamento

1"Ndo comentamos ainda, sobre poligonos convexos. Sera assunto da secio 4.2.2.
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quanto a nao descoberta, ou nao preocupacao com a validade para as mesmas pro-
priedades agora nos solidos.

Inicia comentando sobre seu método de prova e faz uma importante observacao
quanto & demonstracao dos solidos. Analisa que se dividir as figuras planas em
triangulos, que sao as figuras mais simples, também podera dividir os solidos em
piramides de base triangular que, conseqiientemente, sao os sélidos mais simples.
Observa, entao, que dada uma figura plana (Fig. 30) de lados ABCDEFGA, e
se o triangulo CDFE for cortado pela linha CFE, entao a figura que sobrard seréd
ABCEFGA, e o nimero de angulos sera subtraido por uma unidade. Se novamente,
o tridangulo CFF for cortado pela linha CF restara a figura ABCFGA. Se o proximo
corte remover o triangulo BCF e, em seguida, o triangulo BGF, finalmente sobraré

somente o triangulo ABG.

G "

Figura 30

Desta divisao, ambas as propriedades das figuras planas, podem ser provadas.
Provemos a primeira propriedade, que diz que em qualquer figura plana o niimero
de lados ¢ igual ao nimero da angulos.
Demonstragao:
Seja o nimero de lados da figura ABCDEFG igual a L e o nimero dos seus

angulos igual a A. Se o angulo D for cortado por uma linha reta CE | o ntimero de
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angulos restantes na figura sera igual a A—1. Os dois lados CD e DE da figura foram
removidos pelo corte, mas em seu lugar um novo lado CF foi adicionado, assim o
ntmero de lados seré igual a L — 1.

Se outro angulo for cortado, o nimero de angulos agora sera igual a A — 2 e o
nimero de lados iguais a L — 2.

Se procedermos desta forma, até que n angulos possam ser cortados, o nimero
de angulos na figura restante sera igual a A — n e o numero de lados igual a L — n.
Quando sobrar apenas um triangulo, A —n =3 e L —n = 3, segue que L = A. Ou
seja, em qualquer figura retilinea o nimero de lados é igual ao nimero de angulos.

Provemos a segunda propriedade, ou seja, a soma dos angulos é igual ao niimero

de angulos retos que sao quatro unidades inferiores que duas vezes o nimero de
lados.
Demonstragao: Seja R o ntiimero de angulos retos de todos os &ngulos propostos na
figura ABCDEFG. Com a remocao de angulo D, ou seja, na remogao do triangulo
CDE, os trés angulos do triangulo CDE seriam removidos dos angulos da figura.
Mas os angulos removidos sao iguais a dois angulos retos, e a soma dos angulos da
figura restante ABCEFG sera igual a R — 2 angulos retos. E o ntmero de angulos
agora serd igual a A — 1.

Se outro angulo for cortado, o nimero de angulos sera igual a A — 2, e sua soma
serd igual a R — 4 angulos retos.

Removendo n angulos o nimero dos angulos na figura restante serd A —n e a
sua soma R — 2n angulos retos.

Quando a figura restante for um triangulo, teremos A — n = 3, a soma dos
angulos serd igual a dois angulos retos, logo R — 2n = 2.

Assim 2A — 2n = 6, e se, subtrairmos a equacao anterior, entao 2A — R = 4.

Em outras palavras, R = 2A — 4 = 2L — 4. Em qualquer poligono a soma de todos
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os angulos é igual ao nimero de angulos retos, que é quatro inferior a duas vezes o

numero de lados. [ ]

4.2.2 Poligonos

Com relacao a Geometria Plana, os registros mostram que as antigas civilizagoes
Egipcia, Babilonica e Chinesa ja sabiam como calcular areas de figuras simples,
como areas de retangulos (A = b x h) e triangulos (A = Zx%).

As medidas da area do circulo e do comprimento da circunferéncia, no entanto,
se tornaram um problema para estas civilizagoes. No papiro de Rhind!®, mais exa-
tamente no problema 48, observamos a preocupacao de encontrar tais medidas.
Neste problema é mostrada a figura de um octoégono inscrito num quadrado de
lado 9. Nao existe uma resolugao do problema, somente uma comparacao entre os
calculos 8 x 8 = 64 e 9 x 9 = 81. Mas se nos esbogos tivessem inscrito um circulo
no mesmo quadrado, eles poderiam ter visto que sua area era, aproximadamente, a
do octogono e, assim, poderiam ter prosseguido nos estudos e encontrado a solugao
para o problema.

Platao que viveu por volta de 429 - 347 a.C. fundou, em 385 a.C, uma academia
em Atenas, a Academia de Platao. Nesta academia eram conduzidos seminarios de
matematica e filosofia. Platao e seus discipulos obtiveram conquistas significativas
na questao da quadratura do circulo (que consiste em construir um quadrado com a
mesma area de um circulo dado) e da duplica¢ao do cubo (que consiste em construir
um cubo com o dobro do volume de um cubo dado), trabalhou com questoes de
incomensurabilidade e impulsionou os estudos sobre a teoria das proporgoes.

Observamos que os poligonos ja eram muito utilizados pelos mateméticos, mas

nao existe registro de quando surgiram. Apenas estudos de algumas civilizagoes

8Data de cerca de 1650 anos antes de Cristo, ¢ o mais extenso documento existente sobre a

Matematica do Antigo Egito.
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registrados em papirus. No entanto, o matematico Euclides® escreveu treze livros,
intitulados Os FElementos. Nesta obra ele “organizou” a geometria da época e a
nossa também, tanto é que hoje estudamos Geometria Euclidiana e Geometrias nao
Euclidianas, tornando-se, assim, a obra matemética mais importante do Mundo
Grego (e do mundo em geral, perdendo somente para a Biblia como obra mais

editada e traduzida), escrita por volta de 2300 anos atras.

Definicao 4.6. Figura retilinea plana ou poligono € toda figura fechada, desenhada

em superficie plana, formada apenas por segmentos de reta.

Exemplos:

19N3o sabemos sobre a vida deste matematico, o pouco se sabe de sua vida, e o que se conhece,
data de 750 anos depois de sua passagem na Terra, num comentario feito por Proclus (410 a 485
a.C.), que dizia “ Nao muito mais jovem que este Hermotimus de Colophon e Philippus de Medma
é Euclides, quem colocou junto aos Elementos, muitas cole¢coes de teoremas de Eudoxus, muitas
melhorias de Theaetetus, e também trouxe a demonstragao incontestavel de coisas as quais foram
somente algo vagamente provado pelos seus antecessores. Este homem viveu no tempo do primeiro
Ptolomeu. Archimedes, quem veio imediatamente depois do primeiro Ptolomeu, fez mencgao a
Euclides: e, além do mais, eles dizem que Ptolomeu uma vez questionou-o se existia na geometria
qualquer caminho mais curto que os elementos, e ele respondeu que nao existia nenhum caminho
para a geometria real. Ele é entao mais jovem que os discipulos de Platao, mas mais velho que
Eratosthenes e Archimedes; para o ultimo foi contemporaneo com o primeiro, como Eratosthenes

disse.”
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Figura 31: Poligono(a) Figura 32: Poligono(b)

Figura 33: Poligono(c)

Figura 34: Poligono(d) Figura 35: Poligono(e)

Observemos que as figuras acima, dadas como exemplos de poligonos, sao de
diferentes formas. Por este motivo sao classificados em grupos que possuem as

mesmas caracteristicas.
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e Poligonos cujos segmentos nao se cruzam sao denominados Poligonos Simples.
Se possuirem segmentos que se cruzam, recebem o nome de Poligonos nao

Simples.

Figura 36: Poligono sim- Figura 37: Poligono nao

ples simples

e Sao chamados de Cdncavos os poligonos que apresentam mais de dois pontos
ao passarmos uma reta por dois de seus lados. E se apenas encontrarmos dois

pontos serao denominados Poligonos Convezos.

Figura 38: Poligono Con- Figura 39: Poligono Con-

cavo vexo

e Poligonos simples, convexos, cujos lados sao congruentes (possuem a mesma

medida) e angulos congruentes, sdo chamados de Poligonos Regulares. Poli-
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gonos simples, convexos cujas medidas dos lados e dos angulos nao sao con-

gruentes, sao denominados Poligonos nao Requlares

Figura 40: Poligono re- Figura 41: Poligono nao

gular regular

4.2.3 Poliedros

Voltando a carta de Euler, observamos que as suas consideracoes agora se voltam
para os so6lidos, e é aqui que esta a inovacao na propriedade. Euler inicia dizendo
que “ Considerando que, para figuras planas, somente os lados e angulos devem ser
considerados, para o caso dos solidos mais partes devem ser levadas em consideragao,

a saber:

e As faces, cujo nimero = H;
e Os angulos solidos?, cujo niimero = S

e A ligagao onde duas faces vem juntas lado a lado, a qual, por falta de uma

palavra melhor, chamarei “aresta”, cujo numero = A;

e Os lados de todas as faces, o numero de todos somados = L;

20 Angulos solidos sdao os angulos dos sélidos, ou seja, os vértices do poliedro.
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e Os angulos planos de todas as faces, o numero total = P”.

Euler faz estas notagoes por considerar o trabalho com os sélidos algo novo, e
realmente o é, no que diz respeito a esta propriedade, a qual esta tentando provar ser
verdadeira e, assim, considera elementos novos para os solidos. E somente através
destes elementos novos que foi possivel determinar o carater topologico do poliedro,
e caracterizar a propriedade dos sélidos.

Euler ainda faz referéncia aos poligonos, pois considera somente os solidos que
sao limitados por faces planas e, por este motivo, observa os lados de todas as faces,
somando todos, e os angulos planos, que sao os vértices dos poligonos, o nimero
total.

Com relagao a estes cinco itens Euler conclui ao amigo Goldbach:

e E claro que P = L, desde que em cada face o niimero de angulos, seja igual

ao niamero de lados. Esta é a primeira propriedade dos poligonos.

e Também, A = % - P, pois dois lados de faces diferentes devem estar juntos para

formar uma aresta.

e Entao o numero de lados, ou de dngulos planos, de todas as faces cercando o

solido é sempre igual.

L =3HoulL > 3H
P=3SouP > 38

P=L=

Euler ainda comenta que as cinco primeiras propriedades sao “6bvias”. Porém
faz uma ressalva sobre as propriedades abaixo 1, 2, 3 5 e 6: “Mas eu jd nao
J ) 7 2

posso dar uma prova inteiramente satisfatoria das sequintes proposigoes:”

1. Em todo sélido limitado por faces planas, a soma do niimero de faces com o

nimero de angulos sélidos excede por dois o niimero de arestas, ou
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H+S=A+2

ou

1
H+S:§L+2:—P+2.

2. E impossivel que A+ 6 > 3H ou A+ 6 > 3S.
3. E impossivel que H +4 > 2S ou S +4 > 2H.

4. Nenhum soélido pode ser formado cujas faces tenham 6 ou mais lados, nem

cujos angulos estejam unidos de seis ou mais angulos planos.

5. A soma de todos os angulos planos os quais ocorrem no soélido é igual para

muitos angulos retos como

4A —4H.

6. A soma de todos os angulos planos é igual a quatro vezes, como muitos angulos

retos, quanto ha angulos sé6lidos, menos oito, que ¢é
P=45-38

angulos retos.

Figura 42: Prisma de Base Triangular

Exemplo 4.7. Considere o prisma triangular acima, onde:
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1. O numero de faces, H =5;
2. O numero de dangulos solidos, S = 6;
3. O nimero de arestas (ab, ac, be, ad, be, cf, de, df, ef), A =09;

4. O numero de lados e dngulos planos, L = P = 18. Este solido € limitado por

dois triangulos e trés quadrildteros, entao

L=P=2-3+3-4=18.

5. Agora, de acordo com o Teorema 1:

H+S=A+2
5+6=9+2
11 =11

Além disso, a soma de todos os dngulos planos P ¢é igual a 16 dngulos retos,
pois dois tridngulos possuem 4 dngulos retos e trés quadrildteros, 12 dngulos

retos. Assim:
P=4(A—H)=45-38

4(9—-5)=4-6—38
16 = 16

dngulos retos.

Conclui a carta dizendo estar surpreso que tal resultado geral na geometria s6-
lida nao tenha sido previamente percebido por alguém. A seguir, sugerimos alguns

exercicios que podem ser aplicados na sala de aula.
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Exercicio 4.8. Construa um sélido limitado por faces planas ou como hoje de-
nominamos, poliedro. FEssas faces devem, inicialmente, ser formadas apenas por

triangulos. Use a menor quantidade de tridangulos possivel para que o poliedro fique

fechado.

O aluno deve investigar se poderé usar, nesta atividade, qualquer triangulo e
a quantidade de triangulos que ele deverd utilizar para formar o poliedro. Deve-
mos tomar cuidado, pois os alunos tentam forgar uma construcao com apenas trés
poligonos. Devemos lembra-los que a face do poliedro nao pode ficar deformada.

O aluno deve observar que nao é qualquer tipo de tridngulo que iré construir um
poliedro. Devemos escolher um tipo em que as arestas tenham o mesmo tamanho e
os angulos as mesmas aberturas, isto é, devemos fazer uso dos poligonos regulares
para formar o sélido. Observe também que com dois tridngulos eqiiilateros nao se
consegue constituir um vértice de um poliedro, pois um angulo solido tem que ser

constituido por pelo menos trés planos. A partir dai propor novas atividades:

Exercicio 4.9. No sdlido construido a partir de tridngulos, verifique: o niumero
de dngulos sdlidos (vértices) S, o nimero de arestas A e o nimero de faces H. O

teorema 1, H+ S = A+ 2, € vdlido para este solido? Quantos dngulos retos possui?

Exercicio 4.10. Ainda usando somente tridngulos, construa outro poliedro. Iden-
tifique a quantidade de dngulos sdlidos (vértices) S, de arestas A e de faces H.

Podemos verificar o teorema 1?7 Quantos dngulos retos possui este solido?

Esta atividade pode ter como resultado um poliedro nao regular. Os alunos de-
vem investigar a quantidade de &ngulos planos que formam cada dngulo dos poliedros
construidos. Se a quantidade de angulos planos, que formam o angulo sélido, for

igual é um poliedro regular. O contrario, é um poliedro nao regular.

Exercicio 4.11. Agora tente usar o quadrado como faces que limitam o poliedro.

Podemos verificar o teorema 1?7 Quantos dngulos retos possui este solido?
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Exercicio 4.12. Usando o pentdgono como poligono que limita o solido, construa

um poliedro. Podemos verificar o teorema 1?7 Quantos dngulos retos possui este

solido?

Exercicio 4.13. Usando o hexdgono, serd possivel construir um poliedro reqular?

Podemos verificar o teorema 1?7 Quantos dngulos retos possui este sdlido?

O 13° livro de Os Elementos, trata dos cinco entdo chamados de Poliedros de
Platao, os quais, no entanto, nao pertenciam a Platao. Trés destas figuras sao de
direito natural dos Pitagoricos: o cubo, a piramide e o dodecaedro, enquanto o
octaedro e o icosaedro sao de direito de Theaetetus.

Theaetetus (que morreu por volta de 369 a.C.) foi o primeiro a escrever so-
bre estes dois ultimos poliedros, o que nao exclui a possibilidade de que outros
mateméaticos da época tenham escrito sobre o dodecaedro. No 13°livro de Euclides
existe um estudo dedicado a estes solidos, inclusive com as construcoes deles, usando
somente régua e compasso, e uma demonstragao de que realmente sao apenas cinco
os poliedros regulares.

No ano de 1758, Euler publica um novo trabalho, intitulado “ Demonstratio non-
nullarum insignium proprieatatum, quibus solida hedris planis inclusa sunt praedita”
no qual descreve todas as onze propriedades encontradas e citadas na carta e da o

rigor matematico para a sua descoberta, como veremos a seguir.

4.2.4 Demonstracao de Euler sobre a propriedade dos sélidos limitados

por faces planas

Euler inicia sua demonstracao assim como inicia sua carta ao amigo Goldbach,
relatando as propriedades dos poligonos: “ Assim como as figuras planas, cuja na-
tureza sao investigadas na Geometria, apresentam algumas propriedades gerais bem
conhecidas, tais como o nimero de dngulos é igual ao nimero de lados e que a

soma dos dngulos € igual ao nimero de dngulos retos, 0s quais sao quatro unidades
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inferiores a duas vezes o numero de lados, entao, recentemente, tenho seguido os
principios de uma Geometria Solida do mesmo tipo, incluindo propriedades seme-
lhantes aos sélidos limitados por faces planas.”

No entanto, afirma que as propriedades gerais dos sélidos, que naquela época
ainda careciam de prova, dependiam de uma propriedade que, se fosse possivel
demonstra-la, entao todos os principios da Geometria Solida?! que Euler propos
seria igualmente forte as da Geometria. A propriedade que Euler trabalha é:

“Em todo solido limitado por faces planas, o nimero de dngulos solidos, junta-
mente com o numero de faces, excede o nimero de arestas por dois.”

A partir desta propriedade, afirma que outras, igualmente notaveis e comuns
para todos os solidos deste tipo (limitados por faces planas), se derivam, tais como:

Em todo solido limitado por faces planas, a soma de todos os dngulos planos
que formam o dngulo sdlido € igual ao nimero de dngulos retos que € oito unidades
inferior a quatro vezes o numero de dngulos solidos.

Comenta que as duas propriedades estao interligadas tal que, se uma for provada,
entao a outra também serda. Também relata que chegou & provas semelhantes as
usualmente utilizadas para as proposi¢oes andlogas da Geometria. Comecou com a
propriedade relativa & soma dos angulos de qualquer figura retilinea. Na Geometria,
qualquer figura retilinea, em tultima analise, pode ser reduzida a um triangulo por
sucessivas divisoes de angulos. Da mesma forma, dado um soélido qualquer deli-
mitado por faces planas, observou que os angulos sélidos podem ser continuamente
divididos até que, finalmente, sobre apenas uma piramide triangular. Lembrando
que uma piramide triangular é a figura mais simples entre os so6lidos.

Percebeu que, com base em suas propriedades conhecidas, poderia generalizar
para as propriedades de todos os s6lidos. Em qualquer piramide triangular, o nimero

de angulos solidos (S) sado quatro, o ntmero de faces (H) sdo quatro e o nimero de

2lEuler chamou de Geometria Sélida a geometria que tratava dos sélidos, e chamou apenas de

Geometria a que trata de figuras planas.
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arestas (A) sdo seis, cujo dobro sao doze, o que da o nimero de angulos planos, cuja
soma ¢ igual a oito angulos retos.

Assim, da mesma maneira em que obteve, a partir dos cortes de figuras retilineas,
as duas propriedades fundamentais destas figuras, Euler inicia uma investigacao para
os so6lidos. Comenta que por sucessivos cortes de angulos sélidos, reduzira todos os
solidos limitados por faces planas a piramides triangulares. E, desta forma, concluiré

sua demonstragao, como para os poligonos.

Proposicao 4.14. Dado um sdlido fechado em todos os lados por faces planas,
cortando um dangulo solido do solido, o numero de dngulos solidos no solido resultante

serd menor por uma unidade.

Figura 43: Solido

Demonstragao:

Seja O (Fig. 43) o angulo solido a ser cortado, onde as arestas AO, BO, CO,
DO, EO, FO encontram-se de tal forma que O é formado pelos angulos planos AOB,
BOC, COD, DOE, EOF, FOA, e os pontos A, B, C, D, E, F que representam os
angulos solidos da base do corpo que estao conectados por O através das linhas retas

AO, BO, CO, DO, FO, FO. Uma parte deve ser separada do sélido, de modo que



60

o angulo solido O seja completamente removido, sem, no entanto, formar um novo
angulo solido. Assim, o primeiro corte deve ser feito através de um angulo da base.

Iniciemos por cortar o angulo B, pelo plano ABC. Facamos um corte que atinja
os angulos A e () depois, passando por O ao longo de AOC. Desta forma a piramide
triangular OABC sera cortada do solido. Fazendo o corte em AC, direcionado para
o angulo F através do plano AFC, cortemos o angulo O corte ao longo de FOC tal
que a piramide triangular OACF seja separada. Em seguida, cortemos o sélido ao
longo do plano CDF e outro corte de O a DF, retireremos a piramide triangular
OCDF. Finalmente, facamos um corte junto a DEF resultando na piramide triangu-
lar ODEF. E assim o angulo sélido O tera sido completamente cortado. O restante
dos angulos solidos permanecerao e nenhum novo angulo sélido teréd sido formado
pelos cortes, o nimero de angulos sélidos no sélido resultante serd diminuido por

um. [ |

Em seguida, Euler enuncia seis corolarios, que sao consequéncias diretas da
proposicao provada, na sala de aula podem ser incorporados como forma de tes-

tar possiveis conjecturas.

Corolario 4.15. Se o solido for uma pirdmide triangular serd completamente re-
movida por um corte deste tipo de modo que nada serd deixado. Mas, porque demos
inicio a esse corte, a fim de reduzir o solido para uma piramide triangular, e se jd

€ uma pirdmide deste tipo nao haverd, claramente, necessidade para o corte.

Corolario 4.16. Se um dangulo sélido O, for cortado a partir do sélido que € formado
por apenas trés adngulos planos, ou seja, se apenas trés arestas se juntam nele, entao
ele serd separado do sdlido por um corte unico e desta forma wma unica piramide

triangular serd removida.

Corolario 4.17. Se o dngulo solido O for formado por quatro dangulos planos e os

mesmos numero de arestas se juntam nele, entao duas pirdmides triangulares devem
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ser cortadas, a fim de remové-lo. Isto pode ser feito de duas formas (Fig. 44): duas
pirdmides serao cortadas, OABC e OACD ou OABD e OBCD. E se os pontos A, B,

C, D nao estao no mesmo plano os solidos resultantes terao uma forma diferente.

Figura 44: Corte de solidos.

Corolario 4.18. Se o dngulo sdolido for formado por cinco dngulos planos e as linhas
retas que se encontram, sao estendidas para cinco outros dngulos solidos, entao o
dangulo O serd cortado, separando trés piramides triangulares. Isto pode ser realizado
de cinco maneiras diferentes, que também dao origem a diferentes solidos, salvo os

cinco dngulos solidos da base que estao situados no mesmo plano.

Corolario 4.19. O corte de um dngulo sélido pode ser realizado em qualquer dngulo
do solido proposto e, a menos que apenas trés dngulos planos juntos formem o dngulo
solido, o corte pode ser realizado de vdrias maneiras. Portanto, € evidente que, a
menos que jd seja uma pirdmide triangular, qualquer corpo sélido pode ser desfalcado

de um dngulo solido de muitas maneiras.
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Corolario 4.20. Assim, nao importa quantos dngulos solidos o corpo proposto pos-
sui, desde que o numero seja diminuido continuamente por um e desta forma, quando
apenas quatro dngulos solidos permanecer, terd sido reduzida a uwma pirdmide tri-
angular, porque cada parte que foi removida € uma pirdmide triangular. Por este

método, o solido inteiro serd dividido em pirdmides triangulares.

Estudo

Se o nimero de angulos sélidos no corpo proposto for igual a S, entao, depois
que um deles for cortado da maneira indicada, o nimero de angulos sélidos no corpo
resultante sera S - 1.

Se o solido proposto for uma piramide triangular (Fig. 45), entao quando um an-
gulo for cortado toda piramide sera removida ao mesmo tempo e nada permanecera.
Pois, quando um corte é feito ao longo do plano ABC, que constitui a base da
piramide OABC, a piramide inteira é cortada ao mesmo tempo. Mas neste caso,
podemos deixar a base ABC para tras. Mesmo que seja um plano ou uma figura
dotada de nenhuma espessura, pode ser considerada como a imagem de um soélido
composto por apenas trés dngulos, e que deve ser pensado como tendo duas faces e

trés arestas.

A

Figura 45: Piramide de base triangular.

Assim, teremos um prisma triangular sem altura em que as faces laterais dimi-

nuem a nada e a base superior, com seus angulos, cai para a base inferior. Logo,
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ambas as propriedades acima mencionadas dos soélidos permanecem em vigor.

Neste caso, o nimero de dngulos solidos seria igual a trés (S = 3), o nmero de
faces (considerando a face de dentro do poligono e a de fora) igual a dois (H = 2),
e o numero de arestas igual a trés (A = 3), é claro que S+ H = A+ 2.

Além disso, a soma dos angulos planos contidos em cada face é igual a quatro
angulos retos, cujo namero ¢ igual a 4S5 — 8. A mesma coisa acontece em todas as
piramides.

Se um poligono de n lados for a imagem de um sélido, em que o nimero de
angulos soélidos fosse S = n, o nimero de faces H = 2, e o niimero de arestas A=
n, entao S + H = A+ 2. Além disso, como cada face é um poligono de n lados, os
angulos serao iguais a

dn —8 =45 -8

angulos retos.
Definicao 4.21. Fuaces sao as regioes que ficam limitadas pelas arestas.

Exemplo 4.22. O grafo de Konigsberg possui 4 dngulos sdlidos (vértices), 7 arestas

e b faces. O que satisfaz

S+H=A+2
445=T7+2
e também satisfaz
4.-5-8
4.-5—-8=12

angulos retos.

Exercicio 4.23. Complete a tabela a sequir usando as figuras planas, abaixo:



B Face
F i g
ace d E
A, . D
b f
. .
Aresta
s Aresta
Figura 46
Poligono | N° de Vértices | N°faces | N° arestas | S + H | A + 2
(s) (H) (4)
Triangulo
Quadrado
Pentdgono
Hezdgono
Heptagono

Figura 47: Triangulo

Figura 48: Quadrado
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Figura 49: Pentagono Figura 50: Hexagono

Se pensarmos em reduzir todos os s6lidos a pirdamides triangulares, poderemos

concluir que:

e Se os solidos ja forem uma piramide deste tipo, nao haveria qualquer necessi-

dade de remocao de qualquer angulo.

e Se for uma piramide com uma base de muitos lados, entao sera conveniente nao
cortar o vértice do angulo, mas um dos angulos situado na base, que é formado
por apenas trés angulos planos. Desta forma, apds o corte, uma piramide

permanecera sempre, cujo numero de angulos so6lidos sera uma unidade menor.

e Em geral, para qualquer so6lido proposto, ele sempre sera adequado para o
corte, comecando pelo angulo solido que é formado de tantos angulos planos
quanto é possivel, para que alguma parcela do s6lido permaneca, até que chega

na forma de uma pirdmide triangular.

Proposicao 4.24. Se qualquer dngulo solido for removido de um solido dado, da
maneira explicada anteriormente, e se o niumero de dngulos solidos for diminuido
por um, determinar o niumero de faces e o niumero de arestas nos solidos restantes,

além de determinar o montante de todos os dngulos planos.
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Demonstracao: Seja o nimero de angulos s6lidos iguais a S, o ntimero de faces
iguais a H, o nimero de arestas iguais a A e a soma de todos os &ngulos planos igual

a R angulos retos.

Figura 51: So6lido proposto por Euler.

Cortemos o angulo solido O (Fig. 51) tal que, o niimero de angulos s6lidos no
solido restante seja igual a S—1. Com o corte do angulo O, todos os angulos contidos
nos triangulos AOB, BOC, COD, DOE, EOF, e FOA serao subtraidos do calculo
dos angulos planos, ja que estes triangulos foram separados da superficie do sélido.
Seja n o numero desses triangulos. A soma dos angulos subtraidos sera 2n angulos
retos. Mas, quando esses tridngulos forem removidos, as faces do solido passarao a
serem limitadas pelos triangulos ABC, ACF, CFD, e DFFE cujo niimero sera menor
por duas unidades e, assim, é n — 2.

Os angulos desses triangulos, cuja soma é 2n — 4 angulos retos, e a soma dos
angulos planos R, serao diminuidas por 2n angulos retos, pois foram retirados dois
triangulos, e entao, serao aumentados por 2n — 4 angulos retos ja que retirando o
angulo solido passamos a ter uma figura plana. Assim, a diminuicao total sera de 4
angulos retos.

Logo, no solido resultante, a soma de todos os angulos planos sera igual a R —4
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angulos retos. Desta forma, qualquer que seja o angulo so6lido cortado, a soma de
todos os angulos planos seréd diminuido por 4 angulos retos.

Provemos a segunda parte da proposigao.

Se todas as faces que estao juntas em O forem triangulares, cortando o angulo
O significa que todas essas faces serao removidas. Se o niimero dessas faces for n, o
numero de faces do sélido H sera diminuida por n. Mas, no lugar dessas faces novas
faces triangulares aparecerao na superficie do sélido novos triangulos ABC, ACF,
CFD e DFE, cujo numero sera n — 2. Assim, o numero de faces, que anteriormente

era H, sera agora

H—-n+(n—-2)=H-2.

Mas, se acontecer de dois ou mais destes triangulos ficarem situados no mesmo
plano, como os triangulos ABC e ACF exibirao nao duas faces triangulares, mas
uma Unica face quadrilatera, tal que o nimero de faces sera H -3. Se os tridngulos
de duas faces cairem no mesmo plano p vezes, o nimero de faces igualard H —2 — p.

Mas, se nem todas as faces que se reinem em O forem triangulares e uma,
por exemplo, AOFQP, for formada por varios lados, no corte do triangulo AOF a
face nao sera totalmente removida, mas a parte restante AFQP ainda entrari na
contagem de faces. Assim, o ntimero de faces sera H — 2 — p+ 1. Se entre as faces
que se reinem em O nao forem encontrados em p faces nao triangulares, o nimero
de faces restantes sera H — 2 — pu + v.

Quanto ao nimero de arestas que permanecerao ap6s o corte ao longo do angulo
O, suponhamos para o inicio da nossa investigacao, que todos as faces que estao
reunidas em O sejam triangulares. Seja o numero de arestas OA, OB, OC, OD,
etc., igual a n, que sera subtraido do niimero de arestas do solido. Mas em seu lugar
surgirdao novas arestas AC, CF, FD, cujo numero seré igual a n—3. Assim, o niimero

de arestas do sélido restante seré

A—n+(n—-3)=A-3,
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Mas, se duas delas, ABC'e ACF, estiverem situadas no mesmo plano e constituem
um Unica face, a aresta AC desaparecera e o nimero de arestas serd A —3 — 1. Se
acontecer que os triangulos de duas tais faces cairem sobre o mesmo plano u vezes,
como ja descrito anteriormente, o ntiimero de arestas serda A — 3 — p. Além do mais,
se qualquer das faces que formam o angulo O nao for triangular, por exemplo a
face AOFQP, com o separagao do tridngulo AOF uma nova aresta aparecera, AF),
e o namero de arestas, neste caso, serd aumentado por um. Mas se entre as faces
reunidas em O, v faces sao encontradas sendo nao triangulares, o ntimero das arestas

do so6lido proposto apos a remocgao do angulo O serd A — 3 — u + v. [ |

Corolario 4.25. Assim, se num sdlido limitado por faces planas um dngulo sdlido
for cortado, o numero de dngulos solidos restantes serao iguais a S—1, enquanto que
anteriormente era iqual a S, a soma de todos os dngulos do plano serd diminuida por
quatro dngulos retos. Em outras palavras, inicialmente tinhamos R dngulos retos,

depois do corte teremos R — 4 dngulos retos.

Corolario 4.26. O numero de faces, que anteriormente era igual a H, apos o corte
do dngulo O ficard 1gual a H — 2 — p+ v, € claramente possivel que o numero de
faces deizadas de fora viria a ser maior. Isto acontecerd se v > 2+ pu onde i1 e v

tem wvalores determinados na solucao.

Corolario 4.27. E claro que a mesma coisa pode acontecer no nimero de arestas,
que antes da remogao do dngulo O era igual a A, agora serd encontrada a igualdade
A—3—u+v. Esse numero € maior do que o total se v > u + 3. Portanto, neste

caso, o numero de faces aumenta ainda mais.

Corolario 4.28. Desde que, na expressio H —2 —u+v e A—3 — u+v, as letras
7 7
(L e v significam a mesma coisa, € evidente que a diminuicao no numero de arestas

A € maior do que por uma diminui¢cdao do niumero de faces. Assim, apds o corte ao
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longo de um dngulo sdlido, se o nimero de faces torna-se igual a H — o, 0o nimero

de arestas ird tornar-se igual a A — o — 1.

Corolario 4.29. Portanto, conclui-se que a diferenca entre o nimero de faces e o
numero de arestas, que no inicio era igual a A — H, agora, apds a remogao de um
angulo solido serd igual a A — H — 1. Claro que, de qualquer modo que o sélido
resultante for composto, a diferenca sempre se tornard menor a um, através do

cdlculo das varidveis p e v.

Teorema 4.30. Em todo solido limitado por faces planas, a soma de todos os dn-
gqulos planos € igual ao numero de dngulos retos que € quatro vezes o niumero de
dngulos solidos menos oito; isto €, se o numero de dngulos sdlidos for igual a S, o

somatorio de todos os dngulos planos serd igual a 4S — 8 dngulos retos.

Demonstragao: Consideremos um sélido qualquer. Seja o nimero de angulos
solidos, deste solido, igual a S, e a soma de todos os angulos planos igual a R
angulos retos. Assim, devemos provar que R = 45 — 8.

Utilizando o método de cortes, fagcamos um tinico angulo sélido ser separado do
solido, de modo que o nimero de dngulos solidos seja igual a S — 1, e a soma dos
angulos planos igual a R — 4 angulos retos.

Se um angulo s6lido for novamente cortado, o ntimero restante destes sera S — 2,
e a soma dos angulos planos igual a R — 8.

Ao continuar neste caminho, teremos:
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Niumero de dngulos sb6lidos | Soma de todos os angulos planos
S R
S—1 R—14
S—2 R-38
S—-3 R—12
S—n R —4n

Ao chegarmos a S — n angulos so6lidos, a soma dos angulos planos seré igual a
R — 4n angulos retos. No entanto, quando finalmente chegarmos, a quatro angulos
sOlidos, caso em que o s6lido vai assumir a forma de uma piramide triangular, a
soma de todos os angulos planos sera igual a 8 angulos retos. Ou seja, se S —n = 4,

entao R —4n =8, ou R = 4n + 8. Assim, n = .S — 4, e obtemos
R=45—-16+8 =45 —8.

Entao, em qualquer so6lido a soma dos angulos planos seré igual ao ntimero de angulos

retos, que é quatro vezes o nimero de angulos soélidos menos oito. [ |

Euler assume que um segundo teorema depende deste primeiro. Portanto como

este primeiro esta provado, o outro também esta. E enuncia o teorema:

Teorema 4.31. Em todo sdlido limitado por faces planas, o nimero de faces junto

com o numero de dngulos solidos excede o numero de arestas por dois.
Demonstragao: Consideremos um solido qualquer. Logo:
e Numero de angulos solidos = S,

e Numero de faces = H,
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e Numero de arestas = A.

Como vimos anteriormente, cortando-se um angulo sélido, o niimero S sera re-
duzido por 1, ou seja, teremos S —1 angulos s6lidos, entao a diferenca entre o ntimero

de arestas e o namero de faces sera igual a A — H — 1. Continuando este processo:

Numero de dngulos sé6lidos | Excedente do niimero de arestas
S A—H
S—1 A—H -1
S—-2 A—H -2
S—-3 A—H-3
S—n A—H—n

Desta forma chegaremos a uma piradmide triangular em que o niimero de dngulos
sOlidos serd igual a 4, o numero de faces sera igual a 4, e o ntimero de arestas sera
igual a 6, de modo que o excedente do ntimero de arestas sera igual a dois. E evidente
que, se S —n =4, entao A — H —n = 2. Do que segue que n = S — 4, e portanto
n=A—H —2. Assim,

S—4=A—-H-2
ou,

H+S=A+2

Disto resulta que, para cada solido limitado por faces planas, o nimero de faces H,
juntamente com o ntmero de angulos solidos S excede o ntimero de arestas A, por

dois. [ |

Apesar de ser uma demonstragao engenhosa e curiosa, esta nao é considerada

uma prova satisfatéria para a propriedade de Euler. Usa um método que conduz a
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resposta, ou seja, utiliza a intui¢ao para chegar que A — H —n é o namero de arestas
apos sucessivos cortes até que se chega a uma piramide triangular. Mas serd que
para todo solido limitado por faces planas conseguiremos fazer cortes, até chegarmos
a uma piramide triangular? Desta forma, outros matematicos, publicaram artigos,
nos quais provam ou fazem novas conjecturas a respeito da “ propriedade geral dos
solidos limitados por faces planas”. Vamos acompanhar os artigos de Cauchy e

Lhuilier que trabalharam com esta questao.

4.3 Cauchy e suas investigagoes sobre a Propriedade de Euler
4.3.1 O matematico Cauchy

Augustin - Louis Cauchy, nasceu em 21 de Agosto de 1789 em Paris, Franca.
Morreu em 22 de Maio de 1857 na cidade de Sceaux (proximo a Paris), Franca.
Filho mais velho de Louis-Francois Cauchy e Marie-Madeleine Desestre, recebeu a
educagao elementar de seu pai, um funcionario de cargo elevado no parlamento de
Normandy. Aos quinze anos completou seus estudos classicos na Ecole Centrale Du
Panthéon. Em 1805, entdo com dezesseis anos, foi admitido na Ecole Polytechnique
e, dois anos depois, foi estudar na Ecole des Ponts et Chaussés, formando-se, assim,
em engenharia. Em 1810 foi para o porto de Cherbourg, onde Napoleao tinha inici-
ado a construgao de uma base naval. Nesta ida para Cherbourg, Cauchy carregou
consigo algumas obras matematicas, tais como Mécanique Céleste de Laplace, Traité
des fonctions analytiques de Lagrange e Imitatio de Vergil e Thomas. Retornou a
Paris em 1813.

Sua carreira matematica iniciou em 1811 quando resolveu o problema que La-
grange havia dado a ele: os angulos de um poliedro convexo poderiam ser determi-
nados por suas faces? Em 1812 resolveu o problema de Fermat, relativo aos ntimeros
poligonais. Também provou um teorema que, mais tarde, daria inicio a chamada

“ Teoria de Galois”. Em 1814 enviou & Academia da Franca um tratado, em que
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definia a integral, que veio a ser a base da teoria das fung¢oes complexas.

Em 1818 casou-se com Aldise de Bure, com quem teve duas filhas. Antes, em
1815, Cauchy ja tinha se tornado membro da Academia de Ciéncias como professor
adjunto e depois, em 1816 veio a ser professor da Ecole Polytechnique. Seus textos
escritos para lecionar tornaram-se famosos e entao, em 1830, tornou-se professor na

Faculté des Sciences e do Collége de France.

4.3.2 O trabalho de Cauchy: *“ Recherches Sur Les Polyédres”

Destacamos o artigo “Recherches Sur Les Polyédres-Premier Mémoire” publi-
cado no Journal de I’Ecole Polytechnique 9 capitulo 16, 68-86, no ano de 1813, em
que Cauchy trata do problema de Euler. A demonstracao de Cauchy sobre a pro-
priedade de Euler ¢ muito engenhosa e ¢ considerada como a melhor demonstragao
publicada sobre os sélidos limitados por faces planas. Daremos destaque para esta
demonstragao.

Cauchy inicia seu artigo lembrando que Euler foi o primeiro a determinar, nas
anotagoes de Petersburgo em 1758, a relagao entre os diferentes elementos que for-
mam a superficie de um poliedro; e que Legendre, em seu ¢ Elements de Géométrie”,
provou o teorema de Euler numa forma mais simples de considerar poligonos esféri-
cos. Cauchy também relata que foi induzido por alguns pesquisadores a fazer uma

nova prova do teorema, o que o levou a um caso mais geral do que aquele de Euler.

Teorema 4.32. Se decompormos um poliedro em tantos outros, de forma a obter
novos vértices em seu interior. Chamaremos de P o numero de poliedros novos
assim formados, por S o numero total de vértices, incluindo os do poliedro original,

o numero total de faces por F', e o niumero total de arestas por A entao:

S+F=A+P+1 (1)

que representa a soma do nimero de vértices com o numero de faces excedendo por
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uma unidade a soma do numero de arestas com o niumero do poliedro.

Cauchy comenta que ¢é facil ver que o teorema de Euler ¢ um caso especial do
teorema acima; basta, para isso, supormos que todo poliedro possa ser reduzido a
um Unico, e entao teremos

P=1

e a equagao (1) torna-se:

S+F=A+2 2)

Além disso, deduz da equagao (1) um segundo teorema relativo & geometria

plana:

Teorema 4.33. Supondo que todo poliedro pode ser reduzido a um tunico, destrui-
mos neste ultimo, a face que forma a base e projetando no plano todos os outros
vértices, obtemos uma figura plana composta de vdrios poligonos fechados em um
dado contorno. Seja F' o niumero destes poligonos, S o niumero de seus vértices, e
A o numero de lados, obtemos a relagao entre estes trés nimeros fazendo P =0 na

formula geral, e entdao temos:

S+ F=A+1 (3)

A partir disto concluimos que a soma do niumero de poligonos e o nimero de
vértices excede por uma unidade o numero de linhas retas, que formam os lados
destes poligonos. Este tltimo teorema € equivalente na geometria plana, do teorema

geral da geometria de poliedros.

Comentario: Poderiamos fazer uso do teorema na sala de aula. Para isto

propomos algumas investigacoes nos poliedros regulares.

Exemplo 4.34. Seja o tridngulo o contorno da figura dada. Dado o ponto O em

seu interior ligue-o aos vértices A, B e C por segmentos de reta.



I6)

Figura 52: Contorno triangular.

Entao S =4, (A,0,B,C)

F =3, (AOC, AOB, BOC)

A=6, (AC, AB, BC, OC, OB,0A).

Logo,
S+F=A+1
44+3=6+1

0 que verifica o teorema.

Exercicio 4.35. Tome o quadrado como sendo o contorno de um poliedro. Verifique

se teorema proposto € vdlido para este poliedro, ou seja, que FF + S = A+ 1.

Exercicio 4.36. Tome o octégono como sendo o contorno de um poliedro. Verifique

se teorema proposto € vdlido para este poliedro, ou seja, que FF'+ S = A+ 1.

Exercicio 4.37. Tome o hexdgono como sendo o contorno de um poliedro. Verifique

se teorema proposto € vdlido para este poliedro, ou seja, que FF'+ S = A+ 1.

Exercicio 4.38. Observe o que acontece com os numeros F e S nos exercicios

resolvidos. Anote suas conclusoes.

Exercicio 4.39. O que aconteceu, em cada exercicio, com a quantidade de lados do

contorno e o numero de arestas?

Cauchy faz um comentario sobre a demonstragao do teorema proposto. Diz

que poderiamos provar o teorema geral contido na equagao (1) imediatamente e
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deduzirmos dele, como corolérios, os outros dois teoremas. Mas, para ficar mais
clara a demonstragao, inicia pelo ultimo teorema, o que contém a equagao (3).

Demonstragao: Suponhamos que o contorno seja dado por um poligono de n
lados, e que tomemos um ponto em seu interior, o qual ligamos aos n vértices do
poligono através de linhas retas. Os n tridngulos formados por estas ligagoes tornam
o nimero de vértices igual a S = n + 1, e o ntimero de lados igual a 2 - n; entao 2-n
aumentado por uma unidade é igual a soma de n e n + 1, o qual verifica o teorema.

Agora vamos passar para o caso geral. Supondo que o numero F' de poligonos
seja limitado num contorno dado, seja S o ntimero de vértices destes poligonos e
A o numero de linhas retas que formam seus lados. Decompondo cada poligono
em triangulos, ligamos cada um de seus vértices a um vértice nao adjacente pela
diagonal. Se n é o niimero de diagonais desenhadas nos diferentes poligonos, F' + n
serd o nimero de tridngulos resultantes na decomposicao dos poligonos e A +n sera
o nimero de lados destes triangulos. O nimero de seus vértices serd o mesmo que o
ntmero de vértices do poligono, que é, S.

Agora, supondo remover os triangulos em volta, de tal forma a sobrar somente
um. Comecamos com aqueles adicionados ao contorno externo e, depois, removendo
somente aqueles que tenham um ou dois lados ao longo daquele contorno. Seja b’
o namero de triangulos que possuem um lado em comum com o contorno externo,
no momento eles serao removidos, e h” o numero de tridngulos que possuem dois
lados em comum com aquele contorno. A destruicao de cada tridngulo acarretaré,
no primeiro caso, a perda de um lado; e no segundo caso, a perda de dois lados e um
vértice. Segue que, quando todos os tridngulos exceto um tiverem sido destruidos,

o nimero de triangulos destruidos sera:
h/ + h”
o numero de lados removidos sera

h/ + 2h1/
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e o numero de vértices removidos sera
n".

O numero de triangulos restantes sera entao

F+n—(h+1n")=1 (1)
o nimero de lados restantes sera

A+n— (M +2n") =3 (2)
e o numero de vértices restantes sera

S—hn"=3 (3).
Se adicionarmos a primeira equagao a terceira e subtrairmos a segunda, teremos
S+F—-A=1

ou

S+F=A+1

o qual esta demonstrado. [ |

Cauchy nao usa a intui¢cao, mostra um caminho diferente para a demonstracao,
o carater topologico da propriedade. Ao retirar a base dos poliedros e “esticé-los”
notamos que os vértices, as aresta e as faces continuam a ser o que eram antes
da deformacao. E essa idéia é que é considerada importante na Matematica. As
demonstragoes vistas neste trabalho implicam, como Lakatos diz (1978, p.23), numa
« oA . 99 =, . . .
experiéncia mental”. E neste sentido que propomos a leitura e sugerimos algumas
atividades, a fim de que os alunos testem o que esta escrito, conjecturem e inves-

tiguem sobre o assunto.
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Observe que as provas de Cauchy e Euler estao baseadas nas propriedades de
poligonos e que os poliedros usados por eles, para testarem seus teoremas, sao os
denominados poliedros regulares, embora nao esteja explicita esta hipotese. Vejamos

o que o matematico Lhuilier pode acrescentar.

4.4 Lhuilier e sua contribuicao
4.4.1 Um pouco da vida de Lhuilier

Simon Antoine Jean Lhuilier nasceu em Genebra, Suica, em 24 de Abril de 1750.
Desde muito jovem demonstrava interesse pela matematica e, na escola secundaria,
obteve um brilhante desempenho. Teve aulas com um aluno formado por Leonhard
Euler, Louis Bertrand, na Academia Calvin. Nesta mesma época freqlientou um
curso de Fisica ministrado por Georges-Louis Le Sage.

Pela influéncia de Le Sage, Lhuilier escreveu um texto sobre Fisica. Este texto
foi muito elogiado pelo rei da Polénia, que convidou-o para ser tutor de seu filho.
Lhuilier aceitou o convite e permaneceu na Polonia de 1777 a 1788. Neste periodo
escreveu varios artigos, todos publicados pela Academia de Berlim. Em 1795 foi
convidado & lecionar na Academia de Genebra. Neste mesmo ano, casou-se com
Marie Cartier com quem teve dois filhos: um menino e uma menina. Entre 1810
e 1813, enquanto ocupava um cargo de alta reputagao na Academia de Genebra,
tornou-se editor do Annales de Mathématiques Pures et Appliquées, onde publicou
o trabalho sobre a férmula poliedral de Euler, apontando algumas excegoes para tal
formula, o que contribuiu muito para o desenvolvimento da Topologia. Morreu em

28 de marco de 1840 em Genebra, Suica.??

22Biographical Dictionary of Mathematicians: Reference Biiographies from the Dctionary of
Scientific Biografy. (1991). Também realizada em 03/06/2009, no enderego: http://www-

history.mcs.st-andrews.ac.uk /Biographies/Lhuilier.html.
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4.4.2 Mémoire Sur La Polyédrométrie: Anotagoes sobre as medidas de

um poliedro.

Em 1812/1813 Simon Antoine Jean Lhuilier (1750-1840) também discute a questao
levantada e demonstrada nao satisfatoriamente por Euler, também trabalhada por
Cauchy, no Annales de Mathématiques 3, 169-189, com o artigo “ Mémoire Sur La
Polyédrométrie”. Lhuilier comenta sobre as excegoes ao teorema de Euler. Inicia
propondo um “ teorema’, embora nao use este termo para expressar a idéia a ser

verificada e provada:

Teorema 4.40. Se num poliedro todas as faces tem o mesmo numero f de lados e
todos os dngulos solidos tenham o mesmo niumero S de arestas, entao para determi-

nar A, F' e S temos as trés equacoes:

fF=2A (1)
sS =24 (2)
S+F=A+2 (3)

Se fes, FlelS, forem permutados, estas equacoes permanecem as mesmas,
e concluimos que os poliedros deste tipo sao reciprocos aos pares; entao, nos dois
membros dos pares, o numero de arestas é o mesmo, e o niimero de vértices de cada
um ¢ igual ao ntimero de faces do outro; assim um se inscreve ou circunscreve-se no

outro. Destas equagoes obtemos:

B 2fs
A_Q(f—irs)—fs (4)
4s
P =9 fs ®)
_ Af
S T = fs (6)
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A exigéncia de que f,s, F, S, A sejam inteiros positivos maiores que 2, restringe

as solugoes das equagoes como segue:
f:3737473757376747

s =3,4,3,5,3,6,3,4,
F=4,86,20,12, 00,00,00
S =4,6,8,12,20, 00, 00, 0

A=6,12,12, 30, 30, 0o, 00, 00

Comentario: Lhuilier da a definicao de poliedros regulares, citando as pro-
priedades destes poliedros pelas quais sdo dividos, embora néo use este termo. E a

partir deste matematico que a hipoétese de Euler é entao reformulada.

Exercicio 4.41. Sabendo que as equagoes (1) e (2) sao verdadeiras, e utilizando a

equagao (3), verifique as equacoes (4), (5) e (6).

Exercicio 4.42. Teste as combinagoes sugeridas por Lhuilier, e verifique se real-

mente serao possiveis somente as combinacoes propostas por ele.

Lhuilier afirma que existem apenas cinco s6lidos regulares, ou seja, somente cinco

poliedros que possuem as caracteristicas:
e Todas as faces possui 0 mesmo nimero de lados,
e Todos os angulos s6lidos possuem o mesmo niimero de arestas.

Observa também que a esfera pode ser considerada como um poliedro regular,
com um nimero infinito de faces infinitamente pequenas, que podem estar ligadas
por triangulos seis a seis, ou por hexagonos ligados trés a trés ou, finalmente, por

quadrados ligados quatro a quatro.
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Ainda reflete na questao de que um plano pode ser totalmente coberto com
poligonos do mesmo tipo, reunidos com o mesmo nimero em torno de cada vértice.
Neste caso, em somente trés formas diferentes; com triangulos reunidos de seis em
seis, com quadrados reunidos de quatro em quatro, e com hexagonos reunidos de
trés em trés.

Nota, também, que o poliedro regular ocorre aos pares, o tetraedro com ele
mesmo, o hexaedro com o octaedro, o dodecaedro com o icosaedro, a esfera coberta
por hexagonos com a esfera coberta por triangulos, e a esfera coberta por quadrados

com ela mesma.

Exercicio 4.43. Os sdlidos abaixo sio considerados limitados por faces planas? Por

qué?

Figura 53: (a) Figura 54: (b)
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iy
& A
Figura 55: (c) Figura 56: (d)

Figura 57: (e)

Exercicio 4.44. Verifique, para o caso dos solidos limitados por faces planas do

exercicio acima, se a propriedade enunciada por Fuler € vdlida.

Como ja afirmamos, Lhuilier se interessou por encontrar excegoes ao teorema de

Euler. Apresenta estas excecoes e as classifica em dois tipos.

e O primeiro tipo de excecao ocorre quando o poliedro tem uma cavidade inte-
rior; isto €, se tem duas superficies separadas e uma delas inteiramente fechada

na outra.

Neste caso, sejam f,s,a os nimeros de faces, vértices e arestas da superfi-

cie exterior; e sejam [, s, a’ os numeros analogos da superficie interior; pela



33

Figura 58: Primeira excecao.

propriedade de Euler temos:

f+s=a+2

ff+s=d+2
entao

(f+f)+(+s)=(a+d)+4

denotando por F' o nimero total de faces do poliedro, por S o nimero total

de vértices, e por A o nimero total de arestas, obviamente temos:

fHf=F
s+s =39
a+ad =A

Segue que:

F+S=A+14
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Lakatos (1978, p.28) considerou esta excessao como um primeiro contra-exemplo
a conjectura de Euler, ja que este é um soélido limitado por faces planas e nao
se verifica a propriedade F'+ S = A + 2. Lhuilier foi o primeiro a publicar

estas observagoes.

Assim, em tal poliedro, o numero de faces somado ao nimero de vértices,
excede por quatro unidades o nimero de arestas. Em geral, um soélido pode
ter n superficies poliédricas fechadas externas a uma outra, e uma superficie

poliédrica fechando todas elas; entao com a mesma notacao acima, temos

F+5=A+2 (n+1)

e O segundo tipo de excegao ocorre quando o poliedro possui uma cavidade em
seu interior, isto é, embora seja uma tunica superficie, existe uma passagem

reta aberta de uma extremidade a outra.

Figura 59: Segunda excegao.

Cortando tal superficie, através de uma sec¢ao plana. Entao o numero de faces
seré denotado por F”, o nimero de vértices por S’, e o niimero de arestas por

A’, pela propriedade de Euler temos:

Fr+5 =A+2.
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Seja n o numero de lados destas duas faces do corte, e vamos imaginar que
estas duas faces serao soldadas para reconstruir o poliedro original. Entao
denotando por S, F, A as quantidades correspondentes aquelas denotadas por
S’ F', A" no poliedro cortado, nos encontramos, por razoes semelhantes das

dadas acima que
F+S—-A=F+5-A-2=2-2=0

ou

F+5=A

isto é, num tal poliedro, o niimero de faces aumentado pelo nimero de vértices

é precisamente igual ao niimero de arestas.

Em geral, um poliedro limitado por superficies planas pode ser furado por um
ntmero arbitrario de aberturas distintas. Se n denota o ntimero destes tuneis,

temos
F+S=A-2(n-1).



36

5 ALGUMAS OBSERVACOES SOBRE A CARAC-
TERISTICA DE EULER

De acordo com D’Ambrosio (1977, p.VII) “ Modernizar curriculos exige que os
professores, isto €, os licenciados, passem por uma formacao mais moderna, onde
possam sentir o saber da matematica de hoje”. Dedicamos entao, este capitulo da
dissertagao, aos professores, licenciados, para que tenham uma nogao da Matematica
que esta sendo produzida hoje nas Universidades, fazendo uma ligacao com o as-
sunto que foi sugerido para ser trabalhado no Ensino Médio usando como recurso
pedagogico a Historia da Matemaética.

Esta area a que estamos dedicando esta dissertacao, a Topologia, tem como
principio descobrir se dois espagos topologicos sao ou nao homeomorfos. Recordemos
que um homeomorfismo entre dois espagos topolégicos X e Y acontece quando f :
X — Y for uma aplicacao bijetora e continua, e existir f~! : ¥ — X também
continua, logo f se diz um homeomorfismo e X e Y se dizem homeomorfos.

A Caracteristica de Euler, assunto da Topologia, ¢ um invariante topologico, ou
seja, ¢ uma propriedade dos espacos topolégicos que sao invariantes por homeomor-
fismos, ou que nao se alteram por homeomorfismos. Como notamos nas demons-
tragoes estudadas, os numeros de faces, vértices e arestas dos solidos nao se altera-
ram, nem quando Euler “cortou” os angulos solidos, nem mesmo quando Cauchy,
em sua demonstracao, retirou a base e “esticou” o poliedro a fim de torna-lo plano.
As faces, arestas e os vértices continuaram sem alteracoes em suas quantidades, e

portanto sao invariantes. Como Lakatos (1978, p.19, obs.1) afirma,

A chave para o resultado de Euler foi a invencdo dos conceitos de vértice e

aresta: foi ele quem primeiro observou que, além do ntimero de faces, o niimero
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de pontos e linhas na superficie do poliedro determina seu carater (topologico).

Portanto, a questao levantada por Euler ¢ assunto da Topologia e da Matematica

atual. Faremos, entao, algumas observacoes a respeito deste invariante topologico.

5.1 Topologia Quociente

Definicao 5.1. Sejam X um conjunto e T uma cole¢ao de subconjuntos de X sa-

tisfazendo:
1.0er, Xer,
2. a interse¢ao de dois membros de T estd em T,

3. a untao de um nimero qualquer de membros de T estd em T.

A colegao T de subconjuntos de X que satisfaz as propriedades acima € chamada
uma topologia para X . O conjunto X com a topologia T € chamado espaco topoldgico
e € denotado por (X,7), que € freqientemente abreviado por X. Os membros U € T

sao chamados conjuntos abertos de X.

Note que a condigao (2) implica que a intersegao de um nimero finito de membros
de 7 esta em 7. Se P(X) denota o conjunto de todos subconjuntos de X entao uma
topologia para X é uma escolha de 7 C P(X) que satisfaz as condigoes (1-3) acima.
Diferentes escolhas dao diferentes topologias para X.

Lembremos que uma funcao f, de um espaco topoldgico X num espagco topologico
Y é continua se, e somente se, a imagem inversa de qualquer aberto de Y é aberta
em X.

Seja S um subconjunto do espaco topologico X. Podemos dar a S uma topologia

a partir da topologia de X.

Definigao 5.2. A topologia em S induzida pela topologia de X € a familia de con-

guntos da forma U NS, onde U é um conjunto aberto em X.
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Em outras palavras, se 7 é a familia de conjuntos abertos em X, entdao 7¢ = {UN
S;U € 7} é afamilia de conjuntos abertos em S. Para provar que 7g¢ é uma topologia
para S temos que checar as trés condi¢oes para uma topologia. Como ) =0 NS e
S = X NS, imediatamente temos a primeira condicao. Para a segunda, sejam U; NS
e UsN S dois elementos de 7g; entao como (U;NS)N(U2NS) = (U1NUy)NS, e UNU;
¢ aberto em X, este conjunto pertence a 7g. Finalmente, se {U; N.S;j € J} é um
conjunto arbitrario de elementos tomados de 7s, entao U, ;(U;NS) = (U, Uj) NS
estd em 7g, pois UjeJ U; & aberto em X.

A topologia induzida as vezes é referida como a topologia relativa. Se o subcon-

junto S de X tem a topologia induzida, dizemos que S é um subespaco topoldgico

de X.

Definig¢ao 5.3. Consideremos (X, ) um espago topoldgico, Y um conjunto e f uma

aplicagio sobrejetora de X em Y. Seja 74 :={B; f~*(B) € 7}.

Observemos que 75 satisfaz as condi¢oes para uma topologia e ¢ chamada topolo-
gia quociente:

De fato, f71(0) = 0, entdao @ € 74, e f71(Y) = X, entdo Y € 74; as outras
condigdes seguem dos fatos que f~H (U1 NUs) = f~H(U)NfHUa) e f~H(Uje, Uj) =
U].GJ f7Y(U;). Note que apos darmos a Y a topologia quociente a fungao f : X — Y

é continua.

Exemplo 5.4. Consideremos o conjunto RP? = {{x, —z}/x € S?} , com a operagio

sobrejetora:

m:58% — RP?

r — 7w(x)={z,—x}

Este conjunto com a topologia quociente definida por m é chamado plano projetivo

real.
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Exemplo 5.5. Vejamos o conjunto
C={(x,y,2) eR/a* +y* = 1,2 <1},

com a topologia induzida. Seja M = {{p,—p}/p € C}, o conjunto dos pares de

pontos de C, da forma {p, —p}. Consideremos também uma func¢dao f tal que:
f:M— R

{p.—p} — f({p,—p}) = (2> = ¥*) (2 + 22), 22y(2 + 22),y2)

onde p = (z,y,z) € C CR3. Observemos que [ € injetora: Seja {q,—q} € M, onde
q=(a,b,c) € C CR3, eq+#p assim

fq,—q}) = ((a* — b*)(2 + ac), 2ab(2 + ac), be)

fdp, —p}) = ((@° = y*) (2 + 22), 20y(2 + 22), y2)

Portanto f({q,—q}) # f({p, —p}). Vemos que M é homeomorfa a f(M) C R? com
a topologia induzida. A imagem de M € conhecida como faixa de Moébius, cuja

figura apresentamos abaizo:

P

Figura 60: Faixa-Moébius

Teorema 5.6. Seja f : X — Y wuma funcao, e suponha que X tenha a topologia
quociente em relagao a f. Entao a funcao g :Y — Z, Z espago topoldgico, € uma

aplicacao continua se, e somente se go f € continua.
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Demonstracao: Como X tem a topologia quociente em relacao a f, entao temos
que f é continua. Por hipdtese, g também é continua, logo g o f é continua.
Suponhamos que go f seja continua. Consideremos V' um conjunto aberto qual-
quer em Z, como g o f ¢ continua temos que (g o f)~*(V) é aberto em X, mas
(go /)~ X(V) = f~YHg " (V)) e portanto f~(g~(V)) é aberto em X. Por hipotese
X tem a topologia quociente em relacio a f, assim g~'(V') é aberto em Y, o que

prova que g é continua. |

Definicao 5.7. Se X € um espago topologico e ~ € uma relagao de equivaléncia em
X, entao o conjunto X/~ das classes de equivaléncias com a topologia quociente é

freqiientemente dito ser obtido de X por identificacao topoldgica.

Exemplo 5.8. Se ~ ¢ uma relagdo de equivaléncia em S* dada por
T~y =T =21y

entio S?/~ € o conjunto RP?.

Exemplo 5.9. A mesma relacao de equivaléncia dada no exemplo anterior para o
cilindro C = {(x,y,2) € R3/2? + y? = 1, |z| < 1}, nos fornece o conjunto quociente

C/~, que gera a faiza de Moébius.

Exemplo 5.10. Consideremos o conjunto X = {(z,y) € R*/0 < z,y < 1} com a

topologia induzida e vamos definir uma relacao de equivaléncia em X tal que:

(z,y) ~ (z,y) = (2,y) = (2, ¢)
ou
{z,2} ={0,1} e y=y.
Observemos que cada ponto que estd no interior de X estd sendo identificado com

ele mesmo.

Logo X/~ com a topologia quociente € de fato homeomorfa ao cilindro.
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Figura 61: Identificagao dos pontos

Exemplo 5.11. Tomando-se o mesmo conjunto X, onde X = {(z,y) € R?/0 <
x,y < 1}, com a topologia induzida e se definirmos em X uma relagao de equivalén-
cia ~, onde:

(z,y) ~ (2", ¢) <= (z,y) = (1)
ou

{z,2'} ={0,1} e y=1-y,

Figura 62: Identificagao dos pontos
obtemos a faixa de Moébius, por um processo semelhante.
Assim X/~ com a topologia quociente € homeomorfa a faixa de Moébius.

Com a topologia de cada um dos retangulos dados acima, obtemos dois outros

exemplos:

Exemplo 5.12. Com a relacao de equivaléncia

0,9) ~(Ly) e (z,0)~ (x,1)
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obtemos o Toro (T?).

O Toro é homeomorfo ao subespaco de R® dado por M, onde

M= {(z,y,2) € R*/[\/ (22 +42) — 2]* + 22 = 1}.

Um homeomorfismo é dado por

[z,y] — fl(z,y)] = ([2 4 cos(2mx)] cos(2my), (2 + cos(2mx)) sin(27y), sin(27z))

A obtencao do toro pode ser visualizado abaizo:

HAIC
S

Figura 63: Toro obtido pela identificagao.

Exemplo 5.13. Jd com essa outra relacao de equivaléncia
(O’y)w(]_’y) € (J],O)N(]_—[L‘,]_)

obtemos a Garrafa de Klein (KB). Mas, para a garrafa de Klein, teriamos difi-
culdade em fazer a identificacio, uma vez que a figura relacionada estaria em R*.

Porém, vamos tentar dar uma idéia de como seria essa identificacao.
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e ::_ . _:f ¥ I_J.f.-..
o 7 % / !ﬂ
P T S
/ I I
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« = =

(@) () () (d)

e

Figura 64: Garrafa de Klein obtida pela identificacao.

Observemos, na figura acima, que no ultimo processo aparecerd um circulo de in-
terseccao, mas esse circulo nao existe, so aparece porque estamos tentando visualizar
em R3.

Cortando a figura com um plano, vemos que a garrafa de Klein € formada por

duas faizas de Moébius ligadas ao longo de suas fronteiras.

Figura 65: Faixa de Moébius obtida pelo corte da Garrafa de Klein.

Exemplo 5.14. Lembremos que RP? pode ser definido como S*/~, onde

o~ T =1 =+2.
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=

Figura 66: Identificacao da Esfera.

Neste caso o hemisfério norte estd identificado com o hemisfério Sul. Assim,
podemos nos restringir ao estudo do hemisfério norte, no qual hd um homeomorfismo

f com o disco D* = {(x,y) € R?/x® + y* < 1}, onde
f: Si — D?
(r,y,2) w—  [flz,y,2) = (z,y)
Assim RP? poderia ser reescrita como D*/~, onde
v~ = ax=1

ou

r,2' e S'C D e x=-—2

Se removermos do plano projetivo uma pequena regiao homeomorfa ao disco

(D?), entio a deizamos como a faiza de Moébius costurado sobre um disco.

(I e[

Figura 67
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Teorema 5.15. Seja f : X — Y uma funcao entre os espacos topologicos X e
Y. Suponha que em X e Y estejam definidas relacoes de equivaléncia ~, e ~,,
respectivamente, e que T ~, ¥ <= f() ~, f(z'). Se f é um homeomorfismo

entio X/~ e Y /~, sio homeomorfos.

Demonstracao: Devemos mostrar que X/~, e Y/~, sdo homeomorfos, ou seja,
que existe uma funcéo F: X/~, — Y/~, tal que F seja continua, bijetora e cuja
inversa também seja continua.

Vamos definir uma funcao
F:X/~py — Y/~

onde [z] — F([z]) = [f(2)] = [v]
Observemos que F' esta bem definida: sejam [z], [2] € X/~, tal que [z] = [2/].

Mas [z] = [2] <= ~p 2 = f(2) ~y [(2)) = [f(2)] = [f(2")].
1. Mostremos que F' ¢é bijetora.

e F ¢ injetora: tomando F([z]) = F([2]) & [f(x)] = [f(2')] & f(z) ~,
f(@) &~y & 2] = [2].

e [ é sobrejetora: seja [y] um elemento qualquer de Y/~,, entao como f é

um homeomorfismo, existe [z] em X/~, tal que F([z]) = [f(z)] = [y].

2. F é continua: consideremos as seguintes projegoes naturais continuas:

T X — X/~

v m(r) = [7]

Ty Y — Y/~

y — my(y) =yl
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Para mostrarmos que F' é continua, verifiquemos que F o7, = 7, o f.

De fato, seja x um elemento do dominio de 7., entao

Fomy(x) = F(me(x)) = F([z]) = [f ()] = [y]

Por outro lado temos:

my o f(z) = my(f(2))

I
Ly
—~

(S
et

I
S

Como 7, e f sao continuas, entao m,o f é continua, mas F'om, = 7,0 f, assim

F om, é continua, logo F' é continua.
3. F~! é continua. Verifiquemos que F~'om, =m0 f~1
Tomemos y no dominio de 7, temos
Flom,(y) = F~(my(y) = F7([y)) = F'([f(2)]) = [a].

Por outro lado temos,
oo fTHy) = m(f7(y) = ma() = [2].

Mas 7, o f~! & continua, pois 7, ¢ a projecao natural que ¢ continua e f~!
também é continua, ja que f é homeomorfismo. Como F~'om, =m0 7

entao F~! é continua.

De 1,2, 3 temos que F' é um homeomorfismo, logo X/~, e Y/~, sdo homeomor-

fos. [ ]

Exemplo 5.16. Considere R™ = (0,00) C R com a relagio de equivaléncia x ~
2 <= dn € Z tal que x' = 3"x.
Considere, agora, R com a relagdo de equivaléncia x ~ x' <= In € 7Z tal que

¥ =n+uzx.
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A fungao f:RT — R tal que x € RT — f(z) = logs(x), € um homeomorfismo e

v al e flx) ~ fa).
Assim os espagos Rt /~ e R/~ sao homeomorfos.

5.2 Poliedros, Superficies e Triangulacao

No Ensino Médio, costumamos ensinar aos alunos sobre a chamada “relacao de

Euler” que diz que em qualquer poliedro convexo vale a seguinte relacao:
v—e+ [ =2,
onde v denota o nimero de vértices, e o nimero de arestas e f o nimero de faces.

Definicao 5.17. Um poliedro P ¢ dito convexo quando o sdlido € limitado por

poligonos planos tais que:
e dois desses poligonos nunca estao em um mesmo plano;
e cada lado de um poligono é comum a dois e somente dois poligonos,
e 0 plano de cada poligono deixa 0os demais em um mesmo semi-espaco.

Definicao 5.18. Definimos a caracteristica de Euler de um poliedro P, denotada

por x(P), por:
X(P)=v—e+ f.

A seguir apresentamos alguns célculos da caracteristica de Euler de alguns poliedros.
1. A caracteristica de Euler de um cubo é dada por
X(P)=v—e+f

X(P)=8—-12+6

X(P) =2



Figura 68: Cubo.

2. Agora, vamos calcular a caracteristica de Euler de um prisma hexagonal:

xX(P)=v—e+f
x(P)=12—18+38

X(P) =2

Figura 69: Prisma de base hexagonal.

3. Se considerarmos um cubo com outro cubo em seu interior, temos:
X(P)=v—e+f
X(P)=16—24+ 12

X(P) =4

98
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Figura 70

4. Se retirarmos um cubo inteiro do interior de um cubo:
X(P)=v—e+f
X(P) =16 — 32+ 16

xX(P)=0

Figura 71

Observemos que, nos dois primeiros exemplos, a Caracteristica de Euler é igual
a 2, pois os solidos usados como exemplo satisfazem a definicao dada para poliedros
convexos, 0 que nao ocorre com os outros dois exemplos, onde o valor obtido para a

Caracteristica de Euler foi diferente de 2.
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O préximo passo é calcular a caracteristica de Euler de superficies. Para isso,
precisamos antes definir o que consideramos uma superficie e depois definir trian-
gulacao das mesmas. A ideia de triangular superficies partiu da demonstracao de

Cauchy sobre a férmula poliedral, como afirmam Biggs, Lloyd e Wilson (1986, p.81).

Definicao 5.19. Uma superficie € um espaco de Hausdorff, no qual cada ponto tem
uma vizinhang¢a homeomorfa ao disco aberto 2-dimensional

o

D?*={z € R?/|z| < 1}.

Definicao 5.20. Uma triangulacao de uma superficie compacta S consiste de uma
familia de subconjuntos {T1,Ts,...,T,} que cobrem S e uma familia de homeomor-
fismos @; + Ty — T;,i = 1,...,n, onde cada T} é um tridngulo do plano R?. Os
subconjuntos T; serao chamados triangulos. Também, os subconjuntos de T; que sao
imagem de algum vértices do triangulo T;' pela p; serao chamados vértices de Ty e os
subconjuntos de T; que sao imagem de alguma aresta de T;' pela ; serao chamados
arestas de T;'. Finalmente, exigiremos que cada dois tridngulos T; e T; distintos se-
jam disjuntos ou tenham um unico vértice em comum ou tenham uma unica aresta

em comuim.

Dada uma superficie compacta S, existe sempre uma triangulacao para ela. Esse
fato foi demonstrado em 1925 por Tibo Radd (1895 — 1965), depois da analise
das obras dos matematicos Riemman, Poicaré e Weyl que também trataram desta
questao e, nesse ponto, o assumiremos como verdadeiro.

Como numa triangulagao de uma superficie S dois tridngulos disjuntos nao po-
dem possuir os mesmos vértices, podemos especificar completamente uma triangu-
lacao listando as triplas de vértices de um mesmo triangulo.

Toda triangulacao de uma superficie compacta satisfaz as seguintes propriedades:

1. Cada aresta é aresta de exatamente dois tridngulos.
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2. Se v é um vértice da triangulacao, entao podemos arranjar o conjunto de todos
os triangulos que contém v como vértice de maneira ciclica Ty, T, ..., T,_1,T, =

Ty onde T; e T; 1 possuem uma aresta em comum, ¢ =0,1,...,n — 1.

Para justificar o item 1, notemos que se uma aresta fosse aresta de apenas um

triangulo, pontos interiores desta aresta nao possuiriam vizinhang¢a homeomorfa ao
[¢]

disco aberto D?, contrariando a definicao de superficie. O caso em que a aresta

pertence a mais de dois triangulos contraria a dimensao da superficie.

Para justificar o item 2, dado um vértice v existe um triangulo 7, contendo v.
Escolhemos uma aresta e; qualquer de Ty que contenha v. Pelo item 1, existe um
triangulo 77 com a aresta e; em comum com 7jy. Tomemos a outra aresta de 77,
es, contendo v. Pelo mesmo argumento, existe um triangulo 75 com a aresta e; em
comum com 77. Aplicando esse processo sucessivamente, e lembrando que existe um

ntmero finito de tridngulos com v como um de seus vértices, existira n € N tal que

Tn - To.

Exemplo 5.21. O tetraedro é uma superficie do espaco Fuclideano tridimensional
homeomorfa a esfera S*. As quatro faces do tetraedro satisfazem todas as condicoes
impostas na defini¢ao de triangulacao. Assim, essa € uma triangulacao para a esfera
S? que possui quatro vértices e onde cada tripla de vértices € o conjunto de vértices

de um triangulo. Assim

X(S*)=v—e+f
X(S?) =4—-6+4

X(8%) =2
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Figura 72: Triangulacao da Esfera.

Exemplo 5.22. Observemos o Toro (T?).

=

Figura 73: Toro

Uma triangulacao para o toro é dada abaixo. Nessa triangulacao existem 9 vér-

tices e 18 tridngulos:
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Qo Qy as @o
as as Qg as
a Qg ay a
Qo Qy as @o

Figura 74: Triangulacao do Toro

Podemos, entao, calcular sua caracteristica de Euler,
X(T*)=v—e+f
X(T?) =9 —27+18
X(T?) =0.

Exemplo 5.23. Tomemos a garrafa de Klein KB.

Figura 75: Garrafa de Klein

Para calcularmos a x(K B) temos que primeiro triangular sua superficie. Assim.:

X(KB)=v—e+ f
X(KB) =9 — 27+ 18

X(KB) = 0.
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Qo as Qg Qo
a Qa

a9 8 9 a9
a a

aq 6 U aq

Qo Qq as ao

Figura 76: Triangulacao da Garrafa de Klein

Exemplo 5.24. A figura a sequir mostra uma triangulacao para o plano projetivo
considerado como quociente do disco fechado D? por identificacio dos pontos do

bordo opostos diametralmente.

Figura 77: Triangulacao do Plano Projetivo
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Essa triangulacao possui 6 vértices e 10 tridngulos.
X(RP?*)=v—e+f

X(RP?*) =6 —15+10

x(RP?) = 1.

Esses exemplos nos sugerem que a caracteristica de uma superficie depende ape-
nas da superficie e nao da triangulacao, o que de fato ocorre. Isso pode ser demons-

trado usando teoria de homologia.

5.3 Superficies

Definicao 5.25. Sejan um nimero inteiro nao negativo. Uma superficie n-dimensional
€ um espaco de Hausdorff, no qual cada ponto tem uma vizinhanca homeomorfa ao
disco aberto 2-dimensional

o

D?*={z € R*/|z| < 1}.

Exemplos de superficies

1. Como R? & formado por um tinico ponto, segue que qualquer espaco X com a
topologia discreta é uma O-superficie. Pois, um espaco com a topologia discreta
¢ de Hausdorff o que significa que para x € X, escolhemos {z} um conjunto

aberto contendo z, o qual é homeomorfo a R?.

2. Consideremos R? ou 52. Estes sao exemplos de superficies. Qualquer subcon-
junto aberto de R? também é uma superficie. Seja U um subconjunto aberto
de R? e seja u € U, entdo existe ¢ > 0 tal que u € B(u) C U C R? e claro que
B.(u) ~D2.
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3. Vejamos que S' = {(x,y) € R?*/2? + y* = 1} = {exp(2mit)/t € I} é uma

superficie.

Se z € S1, entdao x = exp(2mif), 0 € I. Logo,

S — {—x} = S' — {exp(2mi(0 — %))} =

1 1 °
—,0+-)=(0,1) =D .

1 1
— fexp(2mit) [0 — = <t <B4 -) = (—
{exp(2mit)/ 2< < +2} ( 5 5

[e)
Entao cada ponto tem uma vizinhanca homeomorfa ao D!. Além disso, S* é

de Hausdorff e, portanto S é uma superficie.

Para mostrarmos que S? é uma superficie, daremos uma idéia de projecao es-
tereogréfica que ¢ um homeomorfismo entre S* — {(0,0,1)} e R?.

Mostremos o homeomorfismo: consideremos f : S* — {(0,0,1)} — R? que
associa a cada ponto de S? — {(0,0,1)} um ponto do plano R2.

Sejam N = (0,0,1) e P = (a,b,c) € S? — {(0,0,1)}. A reta que passa por
estes dois pontos intercepta o plano em um tnico ponto @ = (z,y,0). Assim @ =
N + /\]WD, A € R. Temos entao que (z,y,0) = (0,0,1) + X(a,b,c — 1) e (z,y,0) =
(Aa, Ab, 14+ A(c—1)).

Assim,

Entao a funcao f é definida por

f:8*-{0,0,1)} — R?

(a,b,c) +—  f(a,b,c)= (c_—al’ c__b1> )

Vamos definir g : R? — S? — {(0,0,1)}.
Devemos encontrar um ponto P = (a, b, ¢) que ¢é a intersecgao da reta que passa

por N = (0,0,1) e X = (z,y,0) com a 5% — {(0,0,1)}.
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Seja P = N—I—)\)?]_)V,)\ € R. Entéo (a,b,c¢) = (0,0,1) + A(z,y,—1), A # 0 e
(a,b,¢c) = (Ax, Ay, 1 — \). Mas (a,b,c) € 5% —{(0,0,1)}, assim, (A\z, \y,1 — \) €
S? —{(0,0,1)}.

Portanto, \ = e teremos

2
2 +y?+1

2z b 2y 4y —1
?2+y?+1 224y +1 w2 +y?+1

Logo, a aplicagao g sera definida por

g:R* — S§2—-1{(0,0,1)
(z,y) g(fc,y)z(

21 2y r?4y?—1
24+ Uy U2+ 1)

Notemos que f e g sao continuas e como

go f(z,y,2) = g(f(z,y,2) = g(z__$17 Z__yl) = (2,¥,%)
e
2 2 2 21
Foalen) = 56 = I (o s et ) = @)

segue que ambas sao bijetoras.

5.4 Soma Conexa

Nesse capitulo, apresentaremos uma técnica para obter novas superficies e em
seguida, mostraremos como calcular a caracteristica de Euler.

Intuitivamente, a soma conexa de duas superficies disjuntas, S; e Sy , denotada
por S1#5S5 é formada removendo-se um disco aberto de cada superficie e colando ao
longo dos bordos.

Por exemplo o bi-toro ¢ a soma conexa de dois toros.
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(S
S

5 ]

545 1

Figura 78: (a)Dois Toros,(b)Retirando um disco aberto de cada Toro, (c)Soma

Conexa

Para uma definicao mais formal, tomemos D; C S; e Dy C S5 de tal forma que
Dy e Dy sejam homeomorfos a D?. Seja x um ponto qualquer de uma das superficies,
entdao r tem uma vizinhanca N e um homeomorfismo h : N %52. O subespaco
h=1(D?,,) € N, onde (D7) QISQ ¢ um disco fechado de raio 1/2, ¢ homeomorfo a
D? pelo homeomorfismo

[0 (DY) — D7

y —  2h(y)

Retomemos a defini¢ao: Sejam Dy C S; e Dy C S5 subespagos homeomorfos a
D?. Consideremos hy : D; — D?; hy : Dy — D? homeomorfismos. Definimos

S1#S5 como o conjunto

o

(S1— D1) U (Sa— Dy)

~

onde ~ é uma relagao de equivaléncia, & qual nao ¢é trivial somente nos bordos, ou
seja, O(S1— D1) U (Sy— Dy) = 0D, UID,, e ~ ¢ dada por x ~ h;'hi(x) para
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A definicao de soma conexa é independente da escolha dos discos Dy, D, e
dos homeomorfismos h; e hy, pois uma variedade é homogénea, no sentido de que
para quaisquer dois pontos possuem respectivas vizinhangas que podem se deformar
uma na outra através de um difeomorfismo. Notemos ainda que esta soma é uma
superficie.

Vejamos intuitivamente como obtemos a garrafa de Klein como soma conexa de
dois planos projetivos.

Dados dois planos projetivos:

Figura 79

Vamos remover dois discos abertos destes planos:

Figura 80

o qual pode ser representado por:



S

Figura 81

“Colando” as partes, segundo as identificagoes obtemos a figura(a). Fazendo um
novo corte, temos (b). Identificando novamente, teremos (c¢). Encontramos entdo, a

garrafa de Klein, figura (d).

Figura 82: (a) Figura 83: (b)

A7

Figura 84: (c) Figura 85: (d)
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Veremos, agora, como a caracteristica da soma conexa de duas superficies é

obtida.

Proposicao 5.26. Sejam Sy e Sy superficies compactas. A caracteristica de Fuler

da soma conexa S1#S> de S1 e Sy € dada por

X(S1#52) = x(S1) + x(S2) — 2.

Demonstracao: Tomemos S; e Sy duas superficies compactas trianguladas. Temos:

X(S1) =v1—e1+ fi

X(S2) = v2 — €2 + fo.

Para fazermos a soma conexa de S; e Sy, removemos de cada uma dessas super-
ficies o interior de um tridngulo e entao as conectamos pelos bordos desses, de modo

a identificarmos os vértices e as arestas. Temos entao que:
Vs #S5, = U1 -+ Vo — 3

pois trés vértices de S; foram identificados com trés vértices de Ss.
651#32 =€ -+ €y — 3

pois trés arestas de S; foram identificados com trés arestas de .Ss.

fsins, = f1+ fo—2

pois tiramos um triangulo de S; e um triangulo de 5.

Logo,

X(S17£S2) = vsps, — €545, T fsi4s,
= (n+v—3)—(e1+e—3)+(fi+f2—2)
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e portanto,

X(S1#52) = {vi—ei+ fit +{va—es+ fo} —3+3—-2
= X(51) + x(S52) — 2.

Usando o resultado da proposicao e o fato de que toda superficie compacta ou é
uma esfera, ou ¢ uma soma conexa de toros ou é soma conexa de planos projetivos
2 obtemos todos os valores para a caracteristica de Euler de todas as superficies

compactas possiveis:

Superficie Caracteristica de Euler
Esfera 2

Soma conexa de n toros 2—2n

Soma conexa de n planos projetivos 2—n

Soma conexa de 1 plano projetivo e n toros 1—2n

Soma conexa de 1 garrafa de Klein e n toros —2n

23Massey, 1967, p.33
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6 CONSIDERACOES FINAIS

A propriedade citada por Euler gerou uma série de acontecimentos, nao sé os

14

descritos aqui, conforme nos revela Lakatos (1978, p.158, obs.200), “ a relagao foi
redescoberta cerca de doze vezes entre 1812 e 1890”. Aqui decidimos destacar a
demonstracao de Euler por ter sido seu descobridor, a de Cauchy por se tratar de
uma demonstracao bem aceita no mundo Matematico, e a de Lhuilier, por ter sido
o primeiro a publicar as excecoes a relagao.

Estudar as obras de Euler, Cauchy e Lhuilier como propusemos aqui, nos ofereceu
uma oportunidade de mergulhar no mundo geométrico em que estes matemaéticos se
encontravam em suas respectivas épocas. Suas demonstracoes a respeito da Relagao
de Euler nos levaram a investigar, antes mesmo que elas se apresentassem. Inte-
ressante entender como Euler comparou as propriedades de poligonos e formulou a
propriedade para os solidos. Notar que sua demonstracao foi totalmente baseada
neste fato. Aqui conseguimos notar o trabalho de um profissional matematico, e
concluirmos que a Matematica nao é divina, e sim humana.

A analise das demonstragoes nos incentivaram a leitura e interpretacao Matemati-
ca, que permance tao esquecida nesta ciéncia. Nossos alunos nao conseguem mais
interpretar problemas, quanto memos resolvé-los, mas como Educadores devemos
incentivar a leitura, a discussao dos problemas, como uma forma de pelo menos
seguir o que esta estipulado nos Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino

Médio (PCN+ Ensino Médio),

(...)disciplinas da &area cientifica e matemaética, ou da humanista, devem tam-
bém desenvolver o dominio de linguagens. Explicitamente, disciplinas da area

de linguagens e codigos e da area de ciéncias da natureza e mateméatica devem
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também tratar de aspectos historico-geograficos e culturais, ingredientes da
4drea humanista, e, vice-versa, as ciéncias humanas devem também tratar de
aspectos cientifico-tecnologicos e das linguagens. (PCN-+ ENSINO MEDIO,
2002, p.16).

Neste sentido, desenvolvemos aqui algumas propostas que auxiliam no dominio
de linguagem dentro da area da Matemaética, buscando também interagir com outras
areas, tais como Historia e Geografia. Mostrando que a Matematica é um elemento
importantissimo na sociedade em geral. Fora importante para FEuler, para Cauchy,
Lhuilier..., mas também ¢é importante nos dias atuais para que possamos compreen-
der as relagoes humanas, desenvolvermos a criatividade, nos posicionarmos de forma
critica perante desafios, sabermos levantar hipdteses e justificarmos, com bons ar-
gumentos, nossos pontos de vistas, o que nos levam a sermos cidadaos criticos, uma

das bandeiras da Educacao Nacional.
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