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Resumo

Neste projeto aplicamos o formalismo de escala com o objetivo de explorar a evolugao
em direcao ao equilibrio perto de uma bifurcacao tangente no mapa logistico. No ponto de
bifurcacao a orbita segue o caminho descrito por uma fungao homogénea com expoentes
criticos bem definidos. Perto da bifurcagao, a convergéncia para o equilibrio é exponencial,
cujo tempo de relaxacao é marcado por uma lei de poténcia. Para obtermos os expoentes
utilizamos dois procedimentos distintos: (1) o primeiro, fenomenolégico, envolvendo hipé-
teses de escala, com o qual determinamos uma lei de escala entre os 3 expoentes criticos;
(2) o segundo transforma uma equacao de diferengas em uma equagao diferencial, sendo
resolvida com condigoes iniciais convenientes. Os resultados analiticos confirmam bem os

resultados encontrados numericamente.

Palavras Chave: Leis de escala, Caos , Sistemas dinamicos, Mapa Logistico.



Abstract

In this project we apply the scaling formalism to understand and describe the evo-
lution towards the equilibrium at and near at a tangent bifurcation into logistic map.
At the bifurcation the convergence to the steady state is described by a homogeneous
function with well defined critical exponents. Near the bifurcation, the evolution to the
equilibrium is described by an exponential function whose relaxation time is described
by a power law. We use two different approaches to obtain the critical exponents: (1) a
phenomenological investigation based on three scaling hypotheses leading to a scaling law
relating three critical exponents and; (2) a procedure transforming the difference equation
into a differential equation which is solved under appropriate conditions. The numerical

results give support for the theoretical approach.

Key Words: Scaling law, Chaos, Dynamical Systems, Logistic map.
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Introducao

O estudo qualitativo dos sistemas dinamicos nao-lineares sofreu uma modificacao ra-
dical entre as décadas de 1960 e 1970. Isso ocorreu devido ao desenvolvimento de novas
técnicas e principalmente ao uso dos computadores como um ambiente de pesquisa cienti-
fica e nao mais como simples maquinas de calcular. Entende-se como sistemas dinamicos
todo sistema que evolui no tempo, podendo essa evolugao ser determinada por uma re-
gra matematica. Tal modificagao foi tao radical que pode-se considerar ter havido uma
“revolucao” no estudo de sistemas dinamicos; com isso, uma enorme quantidade de pes-
quisadores aderiram a essa “nova ciéncia”[1].

No entanto, as primeiras caracteristicas do comportamento cadtico, ou seja, comporta-
mento irregular, ou aperiédico e com dependéncia sensivel as condigoes iniciais, comegaram
a ser percebidas no final do século XIX, quando Poincaré comecou a estudar a estabili-
dade do Universo, usando, para isso, um modelo que avalia a atragao gravitacional em
trés corpos. O estudo do problema de trés corpos langou a ideia de que o acaso deveria se
contrapor ao determinismo estrito de Laplace. Assim, surgiram as primeiras contestacoes
a respeito da capacidade de previsao da Ciéncia [2].

Mesmo com a clara visao de Poincaré sobre a sensibilidade de um sistema em relacao as
condigoes iniciais - uma das caracteristicas mais marcantes de caos, foi s6 em 1963, quando
Lorenz desenvolvia estudos sobre problemas atmosféricos, que se retomou a ideia de acaso
na analise de sistemas dinamicos. Contando com o auxilio de um computador primitivo,
Lorenz tratava o modelo para convecgoes de fluidos e observou que uma pequena variagao
nas condigoes iniciais poderia acarretar em grandes diferengas na evolugao do sistema.
Mais tarde esse fenomeno ficou conhecido como efeito borboleta, como uma alusao ao ba-
ter de asas de uma borboleta, que poderia, em algum lugar, provocar um tornado do outro
lado do planeta. Nestas condicoes, tem-se um sistema totalmente deterministico cujos re-
sultados podem ser imprevisiveis pela impossibilidade de se ter uma plena compreensao
das condigoes iniciais [3]. Neste ponto, cabe estabelecer a disting¢ao entre fenomenos alea-
torios e cadticos. Os fendmenos aleatorios dizem respeito a sistemas nao-deterministicos.
Ou seja, o sistema apresenta uma resposta aleatéria como uma consequéncia de uma en-
trada aleatoria. Por outro lado, os fenomenos cadticos sao deterministicos. Assim, para

uma entrada totalmente conhecida surge uma resposta aparentemente aleatéria [1J.



O estudo de caos trouxe a assustadora compreencao de que equagoes mateméticas
simples podiam servir de modelo para sistemas tao violentos. Iniciava-se ai o moderno
estudo do caos, cujas ideias basicas haviam sido lan¢adas por Poincaré [4].

Apesar de ser tratado por muitos como “Teoria do Caos”, o que se estipulou chamar
de caos é uma colecao de resultados abstratos e métodos computacionais, a maior parte
tendo uma abordagem geométrica, que sao aplicaveis ao estudo de equacoes diferenciais
nao lineares e mapeamentos [5].

No estudo de sistemas dinamicos, muitas vezes fazemos uso de mapeamentos discretos
para caracterizar a evolugao do sistema, em que o tempo ¢ uma variavel discreta, ou seja,
so assume valores inteiros. Um mapeamento discreto é uma regra de evolucao determinis-
tica discreta para um dado sistema [6]. Um bom exemplo de mapeamento unidimensional
¢ o bem conhecido mapa logistico, descrito em 1976 pelo bidlogo Robert May com uma
aplicagao direta em Biologia [7]. Além disso, previsoes derivadas do mapa logistico fo-
ram verificadas em experimentos em fluidos com fraca turbuléncia, oscilacoes de reagoes
quimicas, circuitos elétricos nao-lienares e uma variedade de outros sistemas [8, 9, [10].

O mapeamento em questao apresenta uma série de comportamentos dinamicos relevan-
tes, dentre os quais incluem-se regularidade, rotas para o caos, assim como diversos tipos
de bifurcagoes, certamente um dos conceitos centrais em sistemas dinamicos, relacionado
a perda de estabilidade estrutural. Intuitivamente, bifurcacao é uma mudanca qualitativa
nas caracteristicas de um sistema causada por uma variacao em seus parametros, e com
isso novos pontos estacionarios podem aparecer e outros anteriormente estaveis, tornam-se
instaveis e vice-versa [I1]. Nosso principal objetivo nesse trabalho é a aplicagdo de um
formalismo de escala para explorar a evolugao em direcao ao equilibrio nas vizinhancas
de uma bifurcacao tangente assim como na bifurcacao.

Nesse sentido o trabalho foi estruturado da seguinte forma: No primeiro Capitulo
vamos estudar os mapeamentos unidimensionais, nos quais aboradaremos algumas pro-
priedades dinamicas, tais como ponto fixo, estabilidade e expoentes de Lyapunov. Ao
final do Capitulo analisaremos as propriedades dinamicas para o mapa logistico.

No segundo Capitulo estudaremos o fenémeno de intermiténcia para o mapa logistico
e sua relagdo com a bifucacao tangente. Para tal, faremos uma abordagem analitica e
outra numérica. Na sequéncia, uma comparacao € feita entre os resultados encontrados
por meio das duas aboradagens.

Ja no terceiro Capitulo é usado um formalismo de escala para determinarmos os expo-
entes criticos para a bifurcacao tangente e analisar a convergéncia para o ponto fixo em
dois casos distintos: primeiramente, quando estamos na bifurcagao e depois, quando con-
sideramos que a bifurcacao ja ocorreu. Ao final desse capitulo, uma abordagem analitica
é feita, comprovando os resultados encontrados numericamente.

No dltimo Capitulo fazemos as consideracoes finais e apresentamos as contribugoes

dessa pesquisa.
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Capitulo 1

Propriedades Dinamicas em Mapas

Unidimensionais

Nesse Capitulo descreveremos algumas propriedades de mapas unidimensionais, tais
como ponto fixo, estabilidade e expoentes de Lyapunov. Feito isso, faremos um estudo

dessas propriedades para o mapa logistico.

1.1 Ponto Fixo e Estabilidade

Considere um mapa unidimensional

Tpr1 = F(x,), (1.1)

onde F(z,) é uma fun¢ao nao-linear de sua variavel.

Dizemos que z* é um ponto fixo da equagao (1.1)) se

ot = F(z"). (1.2)

Para fazermos o estudo da estabilidade de z*, devemos verificar o que ocorre com suas
sucessivas iteracoes a partir de z,, proximo de z*.

O ponto fixo z* pode ser classificado como estavel, assintoticamente estavel ou instavel,
dependendo do comportamento da sequéncia de iteragoes proximo de z*. Se essa sequéncia
se aproxima de x*, o ponto fixo é dito assintoticamente estavel e se ela se afasta de x*, o
ponto fixo é dito ser instavel. Porém, se essa sequéncia nao se aproxima nem se afasta,
temos um ponto fixo estavel [11].

Para se analisar a estabilidade de z*, consideremos um ponto x, proximo de z*, ou
seja,

Ty =" + &y, (1.3)

11



onde ¢, é pequeno. Devemos saber se

Tn+1 = F(‘T'ﬂ) = F(LU* + gn) =z + En+1, (14)

afasta-se ou aproxima-se de z*, para isso devemos verificar se €,,1 é maior ou menor (em
modulo) que €,. Logo, devemos fazer uma expansao da equagao (|1.4]) em série de Taylor

em torno de x*. Assim temos
N 1d*F
o ———
2 dx?

dF

% 9

r=x*

T+ e = F(a* +¢,) = F(z*) + e+ ... . (1.5)

r=x*

Considerando essa expansao até o termo de primeira ordem, uma vez que estamos

fazendo uma andlise linear da estabilidade, e lembrando que F'(z*) = x*, obtemos

T +épt1 = T + —— En,y
dl’ r=x*
dF
n = 5 ns 16
En+1 dr x:x*g ( )
fazendo % e = C temos
87’L+1 == ana (17)

logo, |ent1]| < |en] se |C] < 1 ou ainda —1 < C < 1.

Assim chegamos as seguintes conclusoes [11]:
a) |C] < 1 - Estabilidade assint6tica
i) Se 0 < C' < 1, a distancia entre as iteragdes sucessivas e o ponto fixo z* diminui

monotonicamente, como iluastrado na Figura (1.1}a).

it) Se —1 < C' < 0, essa distancia também diminui, mas de uma maneira osci-
lante, jA que os sinais de €,,&,41, Epto... s20 alternados, Figura (1.1}b). Esse
processo de aproximagao ao ponto fixo chama-se de convergéncia alternada ou

simplesmente “flip”.
b) |C| > 1 - Ponto fixo do tipo instével

i) C' > 1, o afastamento d4-se monotonicamente.
i1) C' < —1, o afastamento dé-se de forma alternada.
c) C' =1 - Comportamento neutro.
Se o mapa é linear, * é um centro; porém, se o mapa nao é linear, deve-se considerar

termos de ordem superior na expansao de Taylor para se concluir a respeito da
estabilidade de x*.
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d) C = —1 - Diz-se que o sistema esta num estado “flip” incipiente e, novamente, deve-se

analisar termos de ordem superior.

(1) (2) B @ x (1) 3) @4 L2
(b)

(@)

Figura 1.1: Estabilidade assintética: (a) 0 < C < 1; (b) -1 < C < 0.

Em mapas, além dos pontos fixos, podemos observar a sequéncia cronolégica de esta-

dos, definida como orbita. Para o caso de drbitas periddicas de periodo k, temos que

Tpy1 = F(.fl?n)’

Ty = F(F(r,))= F2(37n)7

Tye = FFz,) =, (1.8)

em que a notacao F'V(z,,) significa tomar a N—ésima aplicacdo sucessiva do mapa, ou seja

FN(z,) = F(F(F...(x,)...)), N vezes. Por exemplo, em uma érbita de perfodo 2, terfamos

Tp+1 = F(xn)a

Tpio = F*(z,)=T(x,)=m1,, (1.9)

ou seja, x, é um ponto fixo de T'(z) = F(F(x)) e a estabilidade da drbita poderia ser
estudada a partir da expancao de T'(x), como ja foi feito para F'(x) anteriormente [11].

Tal resultado serda utilizado ao longo deste trabalho.

1.2 Expoentes de Lyapunov

Para medir a taxa de divergéncia das trajetorias e, portanto, quantificar a dependéncia
sensitiva as condigoes iniciais, utilizam-se os expoentes caracteristicos de Lyapunov ou
numeros de Lyapunov. Tais nimeros sao utilizados como indicadores de caos e sao obtidos
a partir da distancia das trajetérias de duas condigoes iniciais distintas. Segundo [11] a

definicao dos expoentes de Lyapunov para mapas, ¢ dada da seguinte forma.
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Seja o mapa unidimensional
Tpr1 = F(x,), (1.10)

consideremos dois pontos iniciais g e 1y e a distancia inicial entre eles

Admitamos que depois de uma iteracao a nova distancia seja

D' = |y — m], (1.12)

tal que

D' =elD, (1.13)

onde L mede a taxa exponencial de expansao da distancia d até a distancia d’ como
resultado de uma tnica iteracao.
Mas como y; = F(yo) e 1 = F(x0), a equagao (|1.12) pode ser reescrita como

D' = |F(?J0)—F($0)|
D" = |F(xo+ D) — F(x)l, (1.14)

em que a ultima passagem utilizou a equacgao (1.11)). Utilizando (1.13)) e (1.14)), resulta

FN(29+D)—FN (z0)
d

Uma vez que L depende de N e D, consideremos entao uma distancia inicial infini-

em |F(yo) — F(z0)| = |D]e*. Iterando o mapa N vezes tem-se L = +In

tesimal (D — 0) depois de um numero infinito de iteragdes (N — o00). Isso nos leva

a
1 FN D) — F¥
)\(xO) = L(LU()) _ ]\}1_1)1(1)0 gznmﬁln (IO+ -D) ($0) 7
. 1 dFN(.Z'O)

que é, por definicao, o expoente caracteristico de Lyapunov do mapa e constitui uma
medida da divergéncia exponencial (A > 0) ou da contragdo (A < 0). Podemos ainda
reescrever a defini¢ao fornecida pela equacao (1.15]). Pela regra da cadeia, temos:
d d d d
—FN(zg) = —F(ey_1)=—F(zy_2) ... —F 1.16
dzq (o) dzq (N 1)dx0 (Tn-2) drg (o), ( )
onde x; = F'(xy).

Substituindo ([1.16]) em (1.15)), temos

14



N-
Maw) = i o H
N-—
Mzg) = ]&%NZ n|F'(x; (1.17)
—0

O resultado da equagao (1.17) representa a definicdo do expoente de Lyapunov para
mapas unidimensionais, o que serd suficiente para o presente trabalho; no entanto, é

possivel fazer uma generalizacao para outras dimensoes, caso seja necessario.

1.3 Propriedades Dinamicas do Mapa Logistico

O mapa logistico ¢ um modelo matematico que foi descrito em 1976 pelo pesquisador
Robert May, com o objetivo de modelar o crescimento populacional anual de espécies de
insetos. A ideia basica consiste em imaginar que, a cada primavera, os insetos botam ovos.
Entao, os insetos nascem, alimentam-se, crescem, amadurecem, colocam ovos e morrem.
Assumindo condigoes idénticas para cada ano que passa, pode-se assumir um modelo
linear, no qual a espécie teria um crescimento ilimitado. A nao-linearidade introduzida
no estudo de May preve que, a medida em que a populagao tornar-se muito grande, os
insetos irao exaurir seus alimentos, o que provocaria a morte de alguns deles antes de
atingir a maturidade necessaria para colocar ovos. Desta forma, o nimero de ovos seria
reduzido, acarretanto um crescimento menor da espécie [12].

O modelo proposto por May foi historicamente importante para mostrar que sitemas
extremamente poderiam ter comportamento extremamente complexo. Este mapeamento é
uma equagao deterministica, ou seja, sua situacao futura sera determinada pelas condi¢oes

presentes [7]. Tal mapa é escrito da seguinte forma

Tpi1 = F(x,) = Rx, (1 — z,), (1.18)

onde z, é o nimero de individuos da populagdo na n-ésima geracao e R € [0,4] é o
parametro de controle.

Assim a varidvel dindmica z fica limitada a assumir valores em [0, 1], de modo que a
aplicagao F(z,) é fechada, ja que F' : [0,1] — [0,1]. O que chamou a atencao de May
foi o fato de que o comportamento deste mapa varia radicalmente para diferentes valores
de R. O comportamento desse sistema passa de periddico a cadtico devido a pequenas

variagoes de R.
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Como vimos na secao 1.1, os pontos fixos sao encontrados resolvendo-se a equacao

F(z*) = 2", (1.19)

Dessa forma, para o mapa logistico, equacao ((1.18)), encontramos os pontos fixos

¥} =0, (1.20)

1
r=1-2. (1.21)

Na secao (1.1), vimos ainda que a estabilidade para esses pontos fixos ocorre quando

|F'(z*)| < 1. Mas para o mapa logistico temos

F'(z*) = R(1 — 2x¥). (1.22)

Assim de (1.20) e (1.22)), concluimos que o ponto fixo i = 0 é assintoticamente

estavel para 0 < R < 1, e de (1.21) e (1.22) chegamos que o ponto fixo z3 = 1 — & ¢é
assintoticamente estavel para 1 < R < 3. Tal comportamento ¢é representado na Figura

(1.2). Para determinarmos os pontos fixos zj e x}, devemos obter a funcio F?(x,) e

repetir o mesmo procedimento utilizado anteriormente, equagao (1.19)). Com isso, temos

T2 = R[Rr,(1—2,)] — R[Rz,(1 - x,)?
= R*z,(1—z,)— R[R*2(1 — 2,)?]
= R%z, — R*2? — R*22(1 — 2n,, + 22)
Tnye = Rz, — R*22 — R*22 4+ 2R*3 + Rzl (1.23)

Para o ponto fixo temos:
Tpyo = Tpyp1 = Tp = T, (1.24)
logo, a equagao pode ser reescrita como:
z[RP2® — 2R%2* + (R*+ Rz — R*+1] = 0. (1.25)

Como os pontos fixos x7 e x} sdo raizes da equagao ([1.25]), ela pode ser reduzida a

equacao do segundo grau

R2* — (RP+ Rz +R+1=0. (1.26)
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Resolvendo a equagao ((1.26)), encontramos os novos pontos fixos. Temos entao que os

novos pontos fixos sao:

. R+1+(RZ—2R—3)
Ty = \/QR , (1.27)

., R+1—/(R2—2R-3)
ot = \/23 . (1.28)

Analisando agora a estabilidade para estes pontos fixos, notamos que ambos sao as-
sintoticamente estéveis para 3 < R < 1 + v/6. Tal comportamento é mostrado na Figura
(1.2), na qual as linhas cheias indicam que o ponto fixo é assintoticamente estével e as

linhas tracejadas representam o intervalo em que o ponto fixo é instavel.

1 . . ] . , .
L X, N
0,8 2
: X,
L |— X, 4
0,6 - _
X L 4
04— Sseo
02 —
L J L 1 - | L
0
0 1 2 3 4
R

Figura 1.2: Diagrama de bifurcacao determinado analiticamente para os primeiros pontos fixos.

Enquanto o comportamento do mapa logistico é periddico, é facil prever as condicoes
futuras, pois obedecem a uma certa regularidade que, a longo prazo, se estabiliza-se e
define um atrator. Entende-se como atrator o conjunto invariante para o qual érbitas
proximas convergem depois de um tempo suficientemente longo. Todavia, quando acon-
tece o regime cadtico, quaisquer variacoes nas condigoes presentes, ou seja, nas condigoes
iniciais, provocam grandes variacoes nas condigoes futuras. Como na pratica é muito
dificil definir com exatidao as condigoes iniciais, esse comportamento acaba comprome-
tendo a previsibilidade do sistema, que, apesar de deterministico, torna-se imprevisivel,
uma vez que o atrator perde qualquer regularidade. Quando isso ocorre, ele passa a ser
denominado atrator estranho [11].

Para a obtencao dos pontos fixos pertencentes a ciclos de ordem n, utilizamos uma
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equacao da forma

F*(z*) = a*. (1.29)

Porém, encontrar os pontos fixos posteriores analiticamente, como foi feito até aqui, é
muito trabalhoso; assim, a melhor maneira de observar a transicao para o comportamento
cadtico é tracando o conjunto de atratores do mapa logistico para valores diferentes de
R, como pode ser observado na Figura[l.3] Esta transicao para o caos é conhecida como
rota de duplicacao de periodo. As duplicagoes ocorrem nos pontos de bifurcacao, uma vez

que bifurcagao é um ponto onde hé perda de estabilidade do atrator [13].

0,8 —

0,6 —

04

02

Figura 1.3: Estabilidade assintética: Diagrama de érbita do mapa logistico com condigao ini-
cial o =0, 5.

A Figura mostra o diagrama de bifurcagao analitico juntamente com o diagrama
encontrado numericamente. Na Figura b), ¢ possivel notar que os resultados numéri-
cos confirmam os resultados analiticos, uma vez que as curvas encontradas para os pontos
fixos x7, x5, 5 e x) sobrepoem-se perfeitamente as curvas determinadas numericamente.

A fim de analisarmos o comportamento cadtico do mapa, tragamos o grafico do expo-
ente de Lyapunov, como pode ser observado na Figura . A Figura (1.5ta) apresenta
o diagrama de drbita, enquanto a Figura b) mostra o expoente de Lyapunov para o
mapa logistico. Observa-se que: (1) nos pontos de bifurcacao o expoente de Lyapunov é
nulo; (2) é negativo nas regides periddicas, incluindo as janelas de periodicidade; (3) po-
sitivo nas regioes caoticas. E possivel perceber que, em meio as regioes cadticas, surgem
janelas de periodicidade durante todo o processo.

Observando a Figura , percebemos que em R = 1 ocorre uma bifurcacao trans-
critica. Tal bifurcacao é caracterizada pelo seguinte comportamento: antes do ponto de

bifurcacao temos dois pontos fixos, um estavel e outro instavel; apds o ponto de bifurca-
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Figura 1.4: (a) Diagrama de bifurcacao encontrado numericamente. (b) Diagrama de bifurca-

¢ao numérico juntamente com o analitico.

¢ao estes pontos fixos continuam existindo, mas a estabilidade deles é trocada, ou seja, o
ponto fixo estavel torna-se instavel e vice-versa. Ja para R = 3 temos um bifurcacao de
duplicagao de periodo, também chamada de “flip”, este tipo de bifurcacao ocorre quando
uma Orbita de periodo n estavel torna-se instavel no ponto de bifurcacao, de tal forma
que surge uma nova Orbita estavel de periodo 2n a partir do ponto de bifurcagao. Outra
bifurcacao presente no mapa logistico é a bifurcacao tangente, também conhecida como
bifurcacao sela-né; tal bifurcacao esta relacionada ao aparecimento de janelas periddicas
e ocorre quando, antes do ponto de bifurcagao, ndo ha ponto fixo (ou érbita periddica) e
depois do ponto de bifurcagao surge um par de pontos fixos (ou 6rbitas periddicas), um
estavel e outro instével [14].

Uma vez tracado o diagrama de bifurcacao, o proximo passo é analisar o decaimento
para o ponto fixo em diferentes tipos de bifurcacoes. O decaimento para o ponto fixo é
descrito pela utilizacao de uma funcao homogénea com 3 expoentes criticos, relacionados

entre si por uma lei de escala do tipo [13]

2= % (1.30)

Nas vizinhangas da bifurcacao, a convergéncia para o ponto fixo é dada por um decai-

mento exponencial e o tempo de relaxagao é descrito pela lei

T o, (1.31)

onde § é o expoente de relaxacao [13], [15].

Os estudos de [13| [15] apontam que, para a bifurcagao de duplicagao de periodo, temos
a/:l,ﬂ:—%,zz—Qe(S:—l,
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Figura 1.5: (a)Diagrama de bifurcagdo do mapa logistico (b) Expoente de Lyapunov.

ja para a bifurcacao transcritica temos
a=1,=-1,z=—-1ed=—1.

Diante desses resultados, surge a ideia de verificarmos a possibilidade de determinar
tais expoentes para outro tipo de bifurcacao, também presente no mapa logistico: a bifur-
cagao tangente. Nos préximos capitulos vamos analisar esse comportamento na bifurcacao

tangente e em sua vizinhanca.
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Capitulo 2
Intermiténcia no Mapa Logistico

Nesse Capitulo analisaremos a bifurcacao tangente presente no mapa logistico, assim
como o fenomeno de intermiténcia a ela relacionado. Faremos ainda uma abordagem

analitica e outra numérica para este fenémeno.

2.1 Bifurcacao Tangente e a Intermiténcia

O aparecimento de caos em sistemas dinamicos estd sempre ligado a ocorréncia de
bifurcacoes de algum tipo. No mapa logistico esta presente, dentre outros tipos de bifur-
cagao, a bifurcacao sela-n6, também conhecida como bifurcagao tangente. Ao observarmos
a Figura , aparece o diagrama de bifurcacao do mapa logistico juntamente com um

detalhe de uma regiao do mapa, apresentando uma janela de periodicidade, percebe-se

1 T T I T I

0,8 —

0,6 —

041

02—

Figura 2.1: (a) Diagrama de 6rbita do mapa logistico. (b) Detalhe da regiao onde ocorre a
bifurcacao tangente.

que uma dinamica bastante cadtica “colapsa” em um movimento de periodo 3 a partir

de um valor critico R, = 1+ /8 [16, 8]. Tal comportamento é caracteristico de uma
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bifurcacao tangente.

Com o objetivo de estudar o comportamento do mapa nessa regiao, proximo da bi-
furcacao tangente, vamos acompanhar a érbita do mapa para R < R., ou seja, antes da
bifurcacao e para R > R., quando a bifurcacao ja ocorreu, conforme mostrado na Fi-
gura a). Para R < R., percebe-se a existéncia de um sinal; como sinal, estamos nos
referindo & evolucao dinamica da variavel x,,, que pode ser regular (periédico ou quasi-
periédico) durante um certo intervalo de tempo e que evolui para produzir um “estouro”
(“burst”) geralmente cadtico durante um breve instante; o sistema retoma depois seu com-
portamento regular e o processo recomeca com o aparecimento de outros “estouros” de
oscilagoes aperiddicas. Tal comportamento é caracteristico das intermiténcias. O com-
portamento cadtico é entao dado pelos “estouros”, sobretudo pela distribuicao aleatéria
do comportamento dos periodos regulares [I1]. J4 para R > R,, tendo que a bifurcagio

ja ocorreu, a orbita passa por um transiente e depois segue um movimento de periodo 3,
como foi visto no detalhe da Figura (2.2tb).

] T T | T | T | T ] T | T | T T T

LU AUAIAR - W

0,6
X X
n n
0.4 H H 04 H 1
0,2 = — 02K +
0 1 | 1 | 1 | 1 | 1 0 1 | 1 | 1 | | | 1
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
(a) n (b) n

Figura 2.2: Orbita do mapa logistico para: (a) R < R¢; (b) R > R..

Na secao [I.1], vimos que um ciclo de periodo K significa que, depois de K iteragoes,
retorna-se ao ponto de partida; logo, para identificar o ciclo de periodo K = 3, deve-
se, portanto, considerar a funcdo F®)(x). Com o intuito de analisar melhor o fenomeno
de intermitencia, a Figura mostra o comportamento da F®)(z) juntamente com a
funcao identidade.

No detalhe da Figura (2.3}a) sdao apresentadas 3 situagoes distintas, (1) R < R., onde
a bifurcacdo ainda nio ocorreu e o grafico da F® nao “toca” a identidade; (2) R = R.,
onde o gréafico da F® tangencia a identidade e a bifurcacao ocorre (dai o nome bifurcacio
tangente); (3) R > R,, aqui a bifurcacdo ja ocorreu e o grafico de F'® corta a identidade.

Interessa-nos o caso em que R < R, para o qual ocorre a intermiténcia, como repre-

sentado na Figura (2.3tb) . Nota-se que a curva da fungao estd ligeiramente acima da
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Figura 2.3: (a) Gréfico da F3(z) (b) Desenho esquemético da trajetdtia antes da bifurcacio.

Figura adaptada da Ref [14].

identidade, formando uma espécie de “corredor”, e a trajetéria demora um tempo razoavel

para sair desse “corredor”.

A seguir, utilizaremos a abordagem proposta por Hirsh [16] para determinar esse

intervalo de tempo (nimero de passos) que o processo leva desde a sua entrada até a sua

salda.

2.2 Formulacao Analitica

Para o tratamento analitico deverfamos analisar a funcao F®(z). Porém, essa é uma

funcao do 8° grau, o que torna a andlise um tanto quanto complexa e laboriosa. Sendo

assim, reescrevemos essa funcao da seguinte forma

Tpt+1 = F(ZD,J,

de modo que

Tpt3 = F(S) (xn)a

fazendo n + 3 = m + 1, temos

Tt = FO (z,).

(2.1)

(2.2)

(2.3)

Consideremos a funcao F'®(x,,) como sendo uma funcdo de duas varidveis, ou seja,

F®) (2, R) = G(z, R), com isso faremos uma expansao em Taylor da funcio G(z, R), em

torno de z* e R.. Dessa forma, encontramos
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G(z*,R.) (z—x*)0G (R— R.) 0G
G(z,R) = — a7 il
(@ R) o0 U oz 1l OR
z*,Re¢ z*,Re
(v —2*)* G (R — R.)* 9*G N
2! ox? 2! OR?
I*,Rc $*7Rc
(r —2*)(R — R.) 0*G N
2! 0xOR o
z* Re
temos que % g, = 1 e chamando —% SR a e %?;TC; n b’ e desconsiderando
os termos de ordem superior, chegamos a o
G(z,R) = G(z*,R.) + (v — 2*) + (R. — R)d’ + (z — 2*)?V. (2.4)

Entretanto, G(z*, R.) = z* e fazendo (R, — R) = p e além disso relembrando que
G(z, R) = x4 a equagao (2.4) pode ser reescrita como

Tpy1 = 25+ (0 —2%) +d' p+ (2, — %)V,
Tpy1 — 25 = (2 —2*) +dp+ (2 — %), (2.5)
Fazendo Zm+1=2" — Ymal € 4 = Z—l, temos

Y1 = Ym + 10+ ay?,. (2.6)

A equagao (2.6) pode ser escrita como uma equagao de diferencas e em seguida apro-

ximada por uma equagao diferencial da seguinte forma

Ym+1 — Ym 2
__Jm 2.7
nt 1) —m MW (2.7)
dy 2
— . 2.8
dm - * Y (28)

Resolvendo a equagao diferencial ([2.8]) chegamos ao seguinte resultado

l Yout d
/ dm — / —y2, (2.9)
0 Yin 2 + ay

3

Uyin) = \/La_,u [arctan (yo_uﬁt> — arctan (\y/mg)] : (2.10)

O resultado encontrado na equagao ([2.10|) representa o intervalo de tempo [, ou seja,
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o nimero de passos que o processo leva desde a sua entrada (y;,) até a sua saida (You). E

possivel notar também que para y;, < 0 (antes da entrada) I diverge como = no limite

N
de p pequeno. Assim, temos que

2. (2.11)
2.3 Abordagem Numérica

Com o objetivo de confirmarmos o resultado encontrado analiticamente, fizemos uma
abordagem numérica do processo em questao. A Figura mostra a distancia p da bi-
furcacao em fungao do niimero de passos /. O comportamento do grafico nos permite supor
que [ o p¢ e com o auxilio do ajuste em lei de poténcia encontramos que ¢ = —0,503(2),

valor esse que é muito proximo do valor encontrado analiticamente.

T T T T T T T T T T T T T T T T T T

O Dados Numéricos
—— Melhor Ajuste

~ 10’

c=-0,503(2)

Figura 2.4: Comportamento de [ vs pu antes da bifurcagao.

No préximo capitulo, faremos um estudo dos expoentes criticos na bifurcacgao.
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Capitulo 3

Expoentes criticos para a bifurcacao

tangente

A convergéncia para o ponto fixo é descrita pela variavel y, a qual representa a distancia
para o ponto fixo. Essa convergéncia ainda deve depender do niimero de iteracoes m, da
condicao inicial yy, e do parametro y = R. — R. No caso em que p = 0 implica que
estamos na bifurcacao, e para p < 0 temos que a bifurcagao ja ocorreu. Nesse capitulo

estudaremos os dois casos separadamente.

3.1 Na bifurcagao (u =0)

A convergéncia para o ponto fixo na bifurcacao é mostrada na Figura (3.1]) para con-

digoes iniciais yq diferentes.

16, C(v,:.

..
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—
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/
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| 2 3 7 3
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m

Figura 3.1: Convergéncia para o ponto fixo para diferentes condigoes iniciais.

26



Notamos pela Figura que, dependendo da condicao inicial 1y, a 6rbita permanece
confinada a um platd constante e, apds atingir um ntumero de iteragoes m,, nimero de
crossover, a érbita sofre uma transicao de um regime constante para um decaimento
caracterizado por uma lei de poténcia. A partir do comportamento observado na Figura

(3.1]), podemos supor as seguintes hipoteses de escala:

1. Para m suficientemente pequeno, ou seja, m < m,, o comportamento de y versus
m é dado por:

y(m) oy, para m < my, (3.1)

e como ¥y o 1o, concluimos que o expoente critico o = 1.

2. Para m suficientemente grande, isto é, m > m,, a variavel dinamica é descrita
como:

y(m) oc mP, para m > my, (3.2)

onde 8 é o expoente de decaimento.

3. Finalmente, o niimero de iteracoes m, é dado por
my o yg, (3.3)
onde z é um expoente de transigao.

Os expoentes [ e z podem ser determinados considerando os graficos das Figuras (3.1)) e
(3-2). Na Figura (3.1), apds o platd constante, uma lei de poténcia fornece 8 = —1,000(2).
A Figura fornece o comportamento de m, versus yy. Isso posto, podemos obter o
expoente z = —1,000(5).

Er T T T T TTTT T T T T T T T T T T TTTT

QO © Dados Numéricos
—— Melhor Ajuste

T

T
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Z = -1,000(5)
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X
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Figura 3.2: Numero de crossover m, em funcao da condicao inicial .
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As trés hipdteses de escala, aliadas ao comportamento apresentado na Figura (3.1)),
permitem descrever o comportamento de y como uma funcao homogénea generalizada de

variaveis m e 1y, quando u = 0, do tipo

y(yo, m) = ly(I*yo, lbm)7 (3.4)

onde [ é um fator de escala, a e b sao expoentes caracteristicos. Como [ é um fator
—1/a

de escala, escolhemos ["yy = 1, levando a [ = y, . Substituindo esta expressao na
equacao(3.4)), temos
—1/a —b/a
u(o.m) =gy "y(Lye " m), (3.5)

/ “m) é constante para m < m, e comparando a equagao

assumindo que o termo y(1,y, ’
(3.5) com a primeira hipdtese de escala, concluimos que o« = —1/a. Em seguida, esco-
lhemos [*m = 1, o que nos leva a I = m™/? e, quando substituimos na equacao (3.4)

da

y(y07 m) - m_l/by(m_a/by07 1)7 (36)

novamente vamos supor que o termo y(m~%"y,, 1) é constante para m > m,, comparando
com a segunda hipdtese de escala chegamos a = —1/b. Agora, comparando as duas

expressoes obtidas para o fator de escala, temos

—1/a — «
g = m T = e = (3.7)

mas, para esse caso m = my; logo temos

my = yo!”. (3.8)

Finalmente comparando com a terceira hipotese de escala, permite-nos obter a relagao

entre os trés expoentes criticos, «, § e z, convergindo para a seguinte lei de escala

z= i (3.9)

Assim, conhecendo quaisquer dois expoentes, o terceiro fica determinado por essa lei.
Uma vez conhecidos os expoentes, podemos utilizé-los para redimensionar as variaveis y
e m de tal forma que

Y m
y— —em— —

fe} 2z

3.10
Yo Yo ( )

fazendo com que todas as curvas de y versus m sobreponham-se em uma tnica curva,
como mostrado na Figura (3.3)), validando tanto as hipéteses como os resultados encon-

trados.
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Figura 3.3: Sobreposicao de todas as curvas depois da reescala dos eixos.

Até aqui fizemos apenas um tratamento numérico. A partir de agora vamos fazer
uma abordagem diferente, isto é, vamos estudar analiticamente o comportamento do
decaimento para o ponto de bifurcacao.

Para determinarmos os expoentes criticos analiticamente, vamos considerar novamente
a funcdo F® = G(r). Fazendo um expansdo em série de Taylor da G(z) em torno do

ponto fixo z* até o termo de segunda ordem e tomando R = R, = 1 4+ v/8, temos que

Tpy1 — T = (2, — 2%) — a(zy, — 7%, (3.11)
com a = —%% . Chamando novamente x,,11 —* = y,,+1 a equagao (3.11f) pode ser
reescrita como

Ymi1 = Ym — Wl (3.12)

agrupando convenientemente os termos da equacao (3.12f), obtemos a seguinte equagao de

diferencgas

Ym+1 — Ym

2
= — 3.13
(m+1)—m W (3.13)

que pode ser aproximada pela seguinte equacao diferencial

dy 2
—_— = — . 14
o= Ay (3.14)

Uma vez que para m = 0 estamos na condicao inicial yy e que para um m genérico

temos y(m), a equacao diferencial (3.14)) pode ser resolvida usando esses termos como
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limites das integrais, da seguinte forma

y(m) m
/ d_g; = —a/ dm. (3.15)
Yo y 0

Apoés a integragao da equagao (3.15]) e organizando os termos convenientemente obte-

mos a seguinte expressao

Yo
=97 1
y(m) T+ agomn (3.16)

Vamos agora discutir quais as implicagoes da equagao para intervalos especificos
de m. Comecamos com m < m,. Isso implica que ayym < 1 e, para tal caso, obtemos
y(m) =~ yo que comparado a primeira hipdtese de escala nos permite concluir que o
expoente critico @ = 1. Consideremos agora o caso em que m > m, que equivale a

ayom > 1 o que por sua vez nos leva a y(m) ~ m~!

e com uma comparacgao rapida com a
segunda hipdtese de escala concluimos que § = —1. Finalmente, o caso em que m = m,,
o que significa que ayom, = 1 e entao obtemos m, ~ y, ! Comparando agora com a
terceira hipotese de escala, obtemos z = —1. Com este procedimento, obtemos os trés

expoentes criticos discutidos anteriormente.
3.2 Apés a bifurcagao (u < 0)

Neste momento vamos discutir a dinamica para g # 0, ou seja, na vizinhanga da
bifurcacao, mais precisamente imediatamente depois que a bifurcagao ocorreu. Como
pode ser visto em [13] a convergéncia para o estado estacionério nesse caso é marcada por

uma lei exponencial do tipo

y(m,p) cce™7, (3.17)

em que 7 é o tempo de relaxacao descrito por

T o, (3.18)

onde 9§ é um expoente de relaxacao. A Figura mostra o comportamento de 7 versus
p. Um ajuste em lei de poténcia fornece-nos o expoente § = —0, 54(3).

O tratamento analitico é feito considerando novamente a funcio F® = G(z, R); com
isso, faremos uma expansao em Taylor da funcao G(x, R) em torno de z* e R, como foi

feito na segao [2.2] chegando & seguinte expressao

Y1 = Ym + B+ QYo (3.19)
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8=-0,54(3)

Figura 3.4: Grafico do tempo de relaxacao para o ponto fixo em funcao de p

onde chegamos a

d'y 2
dm W ( )

resolvendo a equagao diferencial (3.20))

T Ym
/dm:/ . (3.21)
0 Yo :u_’_ay

= L arctan y_m — arctan ﬂ
S % |

Analisando a equacao ((3.22), é possivel notar que 7 diverge como —= no limite de s

Vi

pequeno. Assim, temos

N

T X 2, (3.23)

chegando a ¢ = —%, o que confirma o resultado encontrado numericamente.
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Comnsideracoes Finais

No presente trabalho consideramos o mapa logistico, no qual inicialmente estudamos
o fenomeno de intermiténcia, que ocorre antes de uma bifurcacao tangente. Para esse fim,
fizemos uma abordagem analitica e outra numérica; em ambos os casos encontramos que
o nimero de passos [ ,u’%, ou seja, o nimero de passos que o processo leva desde a sua
entrada até a sua saida diverge como \/iﬁ no limite de p pequeno.

Continuamos nossos estudos a respeito da bifurcagao tangente analisando a conver-
géncia para o ponto fixo, no ponto de bifurca¢do (¢ = 0). Primeiramente, fizemos um
tratamento fenonomenolégico do sistema, o que nos levou a uma lei de escala com ex-
poentes criticos bem definidos do tipo z = % Esse tratamento permitiu-nos determinar
z=—1,8=—1ea=1. Ainda no ponto de bifurcagao fizemos um tratamento analitico
do problema, confirmando os resultados encontrados numericamente.

Feito isso, discutimos a dinamica para p < 0, ou seja, tendo que a bifurcagao ja
ocorreu. Nesse caso, a convegéncia para o estado estacionario ¢ marcada por uma lei
exponencial do tipo y(m, p) o< e~ 7, onde 7 é o tempo de relaxacio descrito por 7 oc y,
sendo que nossos estudos mostraram que o expoente de relaxagao 6 = —%. Novamente os
resultados analitios e numéricos foram confirmados.

Encerramos nosso estudo envolvendo a bifurcacao tangente, uma vez que estudamos
antes da bifurcagao através da intermiténcia; na bifurcacao, determinando os expoentes
criticos e a lei de escala que os relacionam e depois da bifurcacao, determinando o expoente
de relaxagao.

Como perspectivas, pretendemos aplicar a técnica desenvolvida aqui para sistemas

dissipativos bidimensionais.
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