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Invariantes de Graus 1 e 2

Tese apresentada como parte dos requi-

sitos para obtenção do t́ıtulo de Doutor
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Preto.

Financiadora:

FAPESP - Proc. 2013/26602-7.

Comissão Examinadora

Prof. Dr. Marcelo Messias (Orientador)

UNESP - Presidente Prudente

Prof. Dr. Paulo Ricardo da Silva

UNESP - São José do Rio Preto
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Resumo

Neste trabalho, consideramos aspectos algébricos e dinâmicos de alguns problemas

envolvendo superf́ıcies algébricas invariantes em sistemas diferenciais polinomiais definidos

em R3. Determinamos o número máximo de planos invariantes que um sistema diferencial

quadrático pode ter e estudamos a realização e integrabilidade de tais sistemas. Fornece-

mos a forma normal para sistemas diferenciais com quádricas invariantes e estudamos de

forma mais detalhada a dinâmica e integrabilidade de sistemas diferenciais quadráticos

com um paraboloide eĺıptico como superf́ıcie algébrica invariante. Por fim, estudamos

as consequências dinâmicas ao se perturbar um sistema diferencial, cujo espaço de fase é

folheado por superf́ıcies algébricas invariantes. Para tal, consideramos o sistema diferen-

cial quadrático conhecido como sistema Sprott A, que depende de um parâmetro real a e

apresenta comportamento caótico mesmo sem ter pontos de equiĺıbrio, tendo, assim, um

hidden attractor para valores adequados do parâmetro a. Provamos que, para a = 0, o

espaço de fase desse sistema é folheado por esferas concêntricas invariantes. Utilizando

a Teoria do Averaging e o Teorema KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser), provamos que,

para a > 0 suficientemente pequeno, uma órbita periódica orbitalmente estável emerge de

um equiĺıbrio do tipo zero-Hopf não isolado localizado na origem e que formam-se toros

invariantes em torno desta órbita periódica. Conclúımos que a ocorrência de tais fatos

tem um papel importante na formação do hidden attractor.

Palavras-chave: Superf́ıcies algébricas invariantes. Sistemas diferenciais polinomiais.

Teoria de Integrabilidade de Darboux. Planos invariantes. Quádricas invariantes. Siste-

mas caóticos. Teoria do Averaging. Teorema KAM.



Abstract

In this work, we consider algebraic and dynamical aspects of some problems invol-

ving invariant algebraic surfaces in polynomial differential systems defined in R3. We

determine the maximum number of invariant planes that a quadratic differential system

can have and we study the realization and integrability of such systems. We provide the

normal form for differential systems having an invariant quadric and we study in more

detail the dynamics and integrability of quadratic differential systems having an elliptic

paraboloid as invariant algebraic surface. Finally, we study the dynamic consequences of

perturbing differential system whose phase space is foliated by invariant algebraic surfaces.

For this we consider the quadratic differential system known as Sprott A system, which

depends on one real parameter a and presents chaotic behavior even without having any

equilibrium point, thus having a hidden attractor for suitable values of parameter a. We

prove that, for a = 0, the phase space of this system is foliated by invariant concentric

spheres. By using the Averaging Theory and the KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser) The-

orem, we prove that, for a > 0 sufficiently small, an orbitally stable periodic orbit emerges

from a zero-Hopf nonisolated equilibrium point located at the origin and that invariant

tori are formed around this periodic orbit. We conclude that the occurrence of these facts

has an important role in the formation of the hidden attractor.

Keywords: Invariant algebraic surfaces. Polynomial differential systems. Darboux The-

ory of Integrability. Invariant planes. Invariant quadrics. Chaotic systems. Averaging

Theory. KAM Theorem.
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3.3 (a) Dinâmica do campo vetorial X restrito ao paraboloide invariante G = 0

quando este tem exatamente um paralelo invariante (vermelho) e um meridiano

invariante (azul), considerando os valores dos parâmetros do sistema (3.22) de
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3.5 Extensão do paraboloide invariante G = 0 do sistema (3.18) até a fronteira S2
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4.3 Órbita do sistema (4.1) com condição inicial sobre a esfera centrada na origem e

de raio r = 0.1. Aqui, a = 10−4. A estrutura de esfera invariante é preservada,

exceto numa vizinhança tubular do eixo–z. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
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trando dependência senśıvel com relação às condições iniciais. . . . . . . . . . . 105
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Caṕıtulo

1

Introdução

Seja K[x, y, z] o anel dos polinômios nas variáveis x, y e z com coeficientes em K,

onde K é R ou C. Considere o sistema diferencial

ẋ = P (x, y, z),

ẏ = Q(x, y, z),

ż = R(x, y, z),

(1.1)

onde P , Q e R são polinômios relativamente primos em R[x, y, z] e o ponto denota a

derivada em relação à variável independente t, geralmente chamada de tempo. Podemos

associar naturalmente ao sistema diferencial (1.1) o campo vetorial polinomial em R3

X = P
∂

∂x
+Q

∂

∂y
+R

∂

∂z
.

Dizemos que m = max{grau(P ), grau(Q), grau(R)} é o grau do sistema diferencial (1.1)

ou do campo vetorial X , onde grau(P ), grau(Q), grau(R) são os graus dos polinômios P ,

Q e R, respectivamente. Se m = 1, 2 ou 3, então o sistema (1.1) é chamado de linear,

quadrático ou cúbico, respectivamente.

Além de sua importância teórica, sistemas do tipo (1.1) frequentemente aparecem na

modelagem matemática de fenômenos naturais provenientes da F́ısica, Qúımica, Biologia,

Engenharias e outras ciências. Alguns exemplos de aplicações são dados em [23, 76, 86] e

nas referências neles contidas.

Em geral, encontrar as soluções do sistema (1.1) pode ser uma tarefa muito dif́ıcil.

Porém, é posśıvel obter informações importantes sobre o comportamento dinâmico destas

soluções mesmo sem resolver o sistema. Deste modo, muitos livros e artigos têm sido

publicados com o objetivo de descrever esse comportamento. Porém, a dinâmica deste

tipo de sistema ainda está longe de ser completamente compreendida, mesmo no caso

1
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quadrático. De fato, quando m ≥ 2, a dinâmica do sistema (1.1) é, em geral, bem dif́ıcil

de ser estudada, devido à existência de pontos de equiĺıbrio degenerados, órbitas periódicas

e quase-periódicas, órbitas homocĺınicas e heterocĺınicas, toros invariantes, atratores es-

tranhos ou caóticos, entre outros, veja, por exemplo, [35, 57, 76, 85].

Uma das estratégias utilizadas para estudar a dinâmica do sistema (1.1) é determinar

superf́ıcies algébricas mergulhadas em R3 que sejam invariantes pelo fluxo do sistema. A

estas superf́ıcies chamamos superf́ıcies algébricas invariantes, cuja definição é a seguinte:

Definição 1 (Superf́ıcie algébrica invariante) Seja f = f(x, y, z) um polinômio não-

constante em C[x, y, z]. A superf́ıcie f = 0 é uma superf́ıcie algébrica invariante do

sistema (1.1) se, para algum polinômio K = K(x, y, z) em C[x, y, z], tivermos

X (f) = P
∂f

∂x
+Q

∂f

∂y
+R

∂f

∂z
= K f. (1.2)

Neste caso, dizemos que f é um polinômio de Darboux e K é o cofator da superf́ıcie

algébrica invariante f = 0. Se m é o grau do sistema (1.1), então o grau do cofator K é

no máximo m− 1.

Se f é um polinômio irredut́ıvel em C[x, y, z], dizemos que f = 0 é uma superf́ıcie

algébrica invariante irredut́ıvel. Quando f é um polinômio real de grau 1 ou 2, a superf́ıcie

f = 0 é um plano ou uma quádrica, respectivamente, em R3. Segue da definição que,

se uma órbita do sistema (1.1) tem um ponto sobre a superf́ıcie algébrica invariante

f = 0, então a órbita inteira está contida nesta superf́ıcie. Por isso, dizemos que f = 0 é

invariante pelo fluxo do sistema (1.1).

O uso mais simples de superf́ıcies algébricas invariantes é separar o espaço de fase

do sistema (1.1) em partes invariantes, isto é, em partes cujas órbitas ficam inteiramente

contidas nelas. Além disso, as superf́ıcies algébricas invariantes permitem controlar melhor

regiões interessantes do espaço de fase do sistema diferencial. Por exemplo, em [20] os

autores utilizaram superf́ıcies algébricas invariantes para fornecer uma região limitada

contendo o atrator de Lorenz.

A existência de superf́ıcies algébricas invariantes ajuda bastante no estudo da dinâmi-

ca de sistemas diferenciais com comportamento complicado, como foi feito para os sistemas

de Rikitake em [39], de Chen em [40], de Lorenz em [42] e de Rabinovich em [43], pois

permite a redução da dimensão do espaço de fase, uma vez que o fluxo de um sistema

diferencial em R3 restrito a uma superf́ıcie algébrica invariante é bidimensional.
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De modo geral, há duas abordagens quando trabalhamos com superf́ıcies algébricas

invariantes. Uma delas é, dado um sistema diferencial da forma (1.1), encontrar todas as

superf́ıcies algébricas invariantes que este sistema possui. É o que foi feito, por exemplo,

em [50] para os sistemas de Chen e Lü, em [54] para o sistema de Lorenz e em [87] para

o sistema de Rabinovich. Trata-se de um problema algébrico que envolve a resolução de

equações diferenciais parciais provenientes da definição de superf́ıcies algébricas invarian-

tes (equação (1.2)). A outra é determinar os sistemas diferenciais que possuem uma dada

superf́ıcie (ou um conjunto de superf́ıcies) invariante pelo fluxo do sistema. Foi o que os

autores fizeram, por exemplo, em [45] ao fornecer a forma normal de todos os sistemas

diferenciais polinomiais em R3 que possuem uma quádrica como superf́ıcie algébrica in-

variante (um estudo análogo foi feito em [44] para sistemas diferenciais em R2 com uma

cônica invariante). A esta abordagem chamamos problema inverso de equações diferenci-

ais ordinárias. O conceito de problema inverso foi introduzido por Galiullin [19] e consiste

em encontrar o sistema diferencial mais geral satisfazendo um determinado conjunto de

propriedades. Até onde sabemos, Erugin [18] foi o primeiro a estudar um problema inverso

nesse sentido. Mais recentemente, em [48] os autores obtiveram a forma normal de todos

os sistemas diferenciais em Rn que possuem um dado conjunto de hipersuperf́ıcies inva-

riantes pelo fluxo do sistema (Teorema 1.3.1). Uma versão simplificada deste resultado é

apresentada no Caṕıtulo 3 deste trabalho (Teorema 2).

Na Definição 1, permitimos que a superf́ıcie algébrica invariante f = 0 seja complexa

mesmo no caso em que o sistema (1.1) é real. Isto se deve ao fato de que, algumas

vezes, a existência de integrais primeiras reais pode ser obtida a partir da existência de

superf́ıcies algébricas invariantes complexas. Integrais primeiras são funções anaĺıticas

não-constantes que são constantes sobre todas as soluções (x(t), y(t), z(t)) do sistema

(1.1). Mais precisamente:

Definição 2 (Integral primeira) Uma integral primeira do sistema (1.1) em um sub-

conjunto aberto U ⊂ R3 é uma função anaĺıtica não-constante H : U → R tal que

X (H) = P
∂H

∂x
+Q

∂H

∂y
+R

∂H

∂z
≡ 0 em U .

Se H pode ser escrita da forma H = fα1

1 · · · fαr
r exp(g/h), onde f1, ..., fr, g, h ∈ C[x, y, z]

e α1, ...,αr ∈ C, então H é dita integral primeira de Darboux. Se H for um polinômio,

então H é dita integral primeira polinomial. Se H for uma função racional, então H é

dita integral primeira racional.
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Note que, se K ≡ 0 na equação (1.2) da Definição 1, então f é uma integral primeira

polinomial do sistema (1.1). Em R3, quando um sistema diferencial tem duas integrais

primeiras H1 e H2 funcionalmente independentes, dizemos que ele é integrável. Um sis-

tema diferencial ser integrável significa que seu espaço de fase pode ser completamente

determinado, embora esta não seja uma tarefa simples, mesmo neste caso.

O estudo apresentado aqui está no contexto da Teoria de Integrabilidade de Dar-

boux. Este tipo de integrabilidade fornece uma ligação entre a integrabilidade de sistemas

diferenciais polinomiais e a existências de superf́ıcies algébricas invariantes. Mais detalhes

sobre esta teoria no caso planar podem ser encontrados no Caṕıtulo 2 de [8], no Caṕıtulo 8

de [17] e em [37]. Porém, os resultados obtidos em R2 podem ser naturalmente estendidos

para Rn e Cn, conforme foi feito em [29, 53, 55, 56].

Este trabalho está organizado da seguinte forma.

No Caṕıtulo 2, estudamos a realização de sistemas diferenciais quadráticos com

nove planos como superf́ıcies algébricas invariantes, levando-se em consideração a mul-

tiplicidade algébrica destes planos e sem considerar o plano no infinito, que é o número

máximo de planos invariantes que este tipo de sistema pode ter. Mostramos que existem

trinta configurações posśıveis para estes planos, sendo, destas, pelo menos vinte e três

realizáveis. É fornecido um exemplo de sistema diferencial quadrático para cada um dos

casos realizáveis e, por fim, mostramos quais, dentre todas as configurações posśıveis,

possuem uma integral primeira constrúıda unicamente utilizando a equação dos planos.

No Caṕıtulo 3, determinamos as formas normais de sistemas diferenciais polinomi-

ais de grau arbitrário com uma quádrica como superf́ıcies algébrica invariante. Como um

exemplo, utilizamos o fato do sistema de Chen apresentar este tipo de superf́ıcie algébrica

invariante para escolhas adequadas dos parâmetros e mostramos que, nestes casos, ele

é equivalente às formas normais apresentadas anteriormente. Em seguida, estudamos

a integrabilidade de sistemas diferenciais quadráticos que tem como superf́ıcie algébrica

invariante um paraboloide eĺıptico. Neste caso, verificamos sob quais condições sobre

os parâmetros o sistema possui integrais primeiras, fatores exponenciais, invariantes de

Darboux e multiplicadores de Jacobi inverso. Além disso, caracterizamos todas as confi-

gurações posśıveis de paralelos e meridianos invariantes sobre o paraboloide invariante e

estudamos a dinâmica global de uma classe de sistemas diferenciais quadráticos com um

paraboloide invariante. Por fim, consideramos o caso em que o sistema de Rabinovich

tem um paraboloide invariante e fazemos um estudo detalhado da dinâmica deste sistema
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restrito a esta superf́ıcie.

No Caṕıtulo 4, estudamos as consequências dinâmicas no espaço de fase de um

sistema diferencial folheado por superf́ıcies algébricas invariantes quando tais superf́ıcies

deixam de ser invariantes pelo fluxo do sistema. Para tal, consideramos o sistema dife-

rencial
ẋ = y,

ẏ = −x− yz,

ż = y2 − a,

(1.3)

onde a ∈ R. Em [75], Sprott mostrou que o sistema (1.3) apresenta comportamento

caótico mesmo sem ter pontos de equiĺıbrio e o chamou de caso A. Por este motivo, este

sistema ficou conhecido como sistema Sprott A. Mostramos que, para a = 0, o eixo–z é

uma reta de equiĺıbrios do sistema e que, devido a existência de uma integral primeira

polinomial, o seu espaço de fase é folheado pelas esferas invariantes x2+y2+z2 = r2, com

r > 0, que são formadas por um conjunto de infinitas órbitas heterocĺınicas do tipo polo sul

- polo norte. Além disso, fazemos um estudo detalhado da dinâmica e integrabilidade do

sistema (1.3) para a > 0 pequeno, ou seja, quando as esferas não são mais invariantes pelo

fluxo do sistema e as órbitas heterocĺınicas são “destrúıdas”. Provamos que, neste caso,

o sistema Sprott A não possui superf́ıcies algébricas invariantes nem integrais primeiras

polinomiais. Utilizando a Teoria do Averaging e o Teorema KAM (Kolmogorov-Arnold-

Moser), provamos que uma órbita periódica orbitalmente estável emerge de um equiĺıbrio

do tipo zero-Hopf não isolado localizado na origem e que, em torno dela, forma-se uma

sequência encaixante de toros invariantes, sendo que o mais externo deles é englobado por

uma região “turbulenta” de atração/repulsão que conduz a uma estrutura homocĺınica das

órbitas no espaço de fase do sistema. Para valores adequados do parâmetro a, observa-se

a ocorrência de comportamento caótico no sistema Sprott A e a existência de um hidden

attractor dentro dessa região, que coexiste com os toros invariantes. Por fim, apresentamos

uma análise global das soluções do sistema (1.3), incluindo sua dinâmica no infinito via

compactificação de Poincaré.

Algumas considerações finais são feitas no Caṕıtulo 5.



Caṕıtulo

2

Planos invariantes em sistemas diferenciais quadráticos

Considere o sistema diferencial polinomial

ẋ = P (x, y, z),

ẏ = Q(x, y, z),

ż = R(x, y, z).

(2.1)

Neste caṕıtulo, vamos considerar o caso em que o sistema (2.1) é quadrático. Assim,

podemos escrevê-lo da forma:

ẋ = a0 + a1 x+ a2 y + a3 z + a4 x2 + a5 y2 + a6 z2 + a7 xy + a8 xz + a9 yz,

ẏ = b0 + b1 x+ b2 y + b3 z + b4 x2 + b5 y2 + b6 z2 + b7 xy + b8 xz + b9 yz,

ż = c0 + c1 x+ c2 y + c3 z + c4 x2 + c5 y2 + c6 z2 + c7 xy + c8 xz + c9 yz,

(2.2)

onde ai, bi, ci ∈ R, para i = 0, 1, ..., 9. Conforme vimos no Caṕıtulo 1, o sistema (2.2)

pode ser naturalmente associado ao campo vetorial quadrático em R3

X = P
∂

∂x
+Q

∂

∂y
+R

∂

∂z
.

O tipo mais simples de superf́ıcie algébrica invariante que o sistema (2.2) pode ter

são planos. Neste caṕıtulo, obtemos que o número máximo de planos invariantes que

o sistema (2.2) pode ter, levando-se em consideração a multiplicidade algébrica destes

planos e sem considerar o plano no infinito, é nove. Provamos que, quando o sistema (2.2)

tem nove planos invariantes, existem trinta configurações posśıveis para estes planos,

das quais pelos menos vinte e três são realizáveis. Fornecemos um exemplo de sistema

diferencial quadrático para cada uma dessas vinte e três configurações realizáveis. Por fim,

6
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mostramos que, dentre as trinta configurações posśıveis, aquelas com cinco ou mais planos

invariantes distintos possuem uma integral primeira constrúıda unicamente utilizando a

equação destes planos.

Antes de enunciar e provar os resultados principais deste caṕıtulo, precisaremos dos

conceitos preliminares que estão na próxima seção.

2.1 Conceitos preliminares

A noção de polinômio extático aparece no trabalho de Lagutinskii, veja [15] e as

referências nele contidas, e foi usada como definida em [63] em diferentes trabalhos, como,

por exemplo, em [9, 38, 47, 49]. Aqui, a definição de polinômio extático e suas principais

propriedades tem um papel importante na prova de um dos principais resultados deste

caṕıtulo, o Teorema 1.

Definição 3 (Polinômio extático) Sejam X o campo vetorial associado ao sistema di-

ferencial (2.1), W um subespaço R-vetorial de R[x, y, z] tal que dim(W ) = N e {v1, ..., vN}
uma base de W . O polinômio extático de X associado a W é o polinômio

ξW (X ) = det

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

v1 v2 ... vN

X (v1) X (v2) ... X (vN)
...

...
. . .

...

XN−1(v1) XN−1(v2) ... XN−1(vN )

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

,

onde X (vi) = ⟨(P,Q,R),∇vi⟩ e X k+1(vi) = X (X k(vi)), para k = 1, ..., N − 2 . Se

W = Rm[x, y, z], onde Rm[x, y, z] é o subespaço R-vetorial dos polinômios em R[x, y, z]

de grau no máximo m, dizemos que ξW (X ) é o m-ésimo polinômio extático de X , que

denotamos por ξmW (X ).

Note que a dimensão de Rm[x, y, z] é N =
(

m+3
3

)

. Devido às propriedades de de-

rivação e do determinante, a definição do polinômio extático ξW (X ) não depende da

escolha da base de W , uma vez que para diferentes bases o polinômio extático difere por

uma constante não-nula. O conceito de polinômio extático é importante para detectar

quando uma superf́ıcie f = 0, com f pertencendo a um subespaço R–vetorial finito, é

invariante pelo fluxo do sistema diferencial (2.1), como veremos no próximo resultado.
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Além disso, utilizando este conceito, podemos definir a multiplicidade (algébrica) de uma

superf́ıcie algébrica invariante.

Proposição 1 Seja W um subespaço R-vetorial finito de R[x, y, z], com dim(W ) > 1.

Dado f ∈ W , se f = 0 é uma superf́ıcie algébrica invariante do sistema diferencial (2.1),

então f é um fator do polinômio extático ξW (X ).

Prova. Seja f = 0 uma superf́ıcie algébrica invariante do sistema (2.1), tal que f ∈ W .

Como a definição do polinômio extático ξW (X ) não depende da escolha da base de W ,

considere a base {f, v2, ..., vN} de W . Neste caso, temos que

ξW (X ) = det

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

f v2 ... vN

X (f) X (v2) ... X (vN)
...

...
. . .

...

XN−1(f) XN−1(v2) ... XN−1(vN )

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

,

onde X (f) = K f , X 2(f) = (X (K) +K2) f ,..., XN−1(f) = (polinômio) f . Então f é um

fator de ξW (X ). !

Este resultado também está provado em [47] e uma prova para Cn pode ser encon-

trada em [38]. Note que não vale a rećıproca da Proposição 1, ou seja, se f é um fator do

polinômio extático ξW (X ), com f ∈ W , então f = 0 não é necessariamente uma superf́ıcie

algébrica do sistema diferencial (2.1). De fato, seja

ẋ = 2α xy + β xz,

ẏ = 2α y2,

ż = α xz,

(2.3)

com α, β ∈ R e αβ ̸= 0. Supondo W = R1[x, y, z] e considerando a base {1, x, y, z},
temos que

ξ1W (X ) = −8α4 β2 x2 y3 z3 (x− y).

Logo, f = x − y é um fator do polinômio extático ξ1W (X ), com f ∈ W . Porém, pode-se

verificar que f = 0 não é uma superf́ıcie algébrica invariante do sistema (2.3).

Pela Proposição 1, temos que se f = 0 é um plano invariante do campo vetorial

X , então o polinômio f é um fator do polinômio extático ξ1W (X ), já que f ∈ R1[x, y, z].
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A seguir, definimos o conceito de multiplicidade (algébrica) de uma superf́ıcie algébrica

invariante, conforme feito em [9].

Definição 4 (Multiplicidade algébrica) Seja f(x, y, z) = 0 uma superf́ıcie algébrica

invariante irredut́ıvel de grau m do sistema diferencial (2.1). Dizemos que f = 0 tem

multiplicidade (algébrica) k se ξmW (X ) ̸≡ 0 e k é o maior inteiro positivo tal que fk divide

ξmW (X ). Se ξmW (X ) ≡ 0, dizemos que f tem multiplicidade (algébrica) indefinida.

Em particular, se f = 0 é um plano invariante de multiplicidade k do sistema dife-

rencial (2.1), então fk deve ser um fator do polinômio extático ξ1W (X ), com ξ1W (X ) ̸≡ 0.

Em [9] são dadas as diferentes interpretações de multiplicidade para curvas algébricas in-

variantes em R2, mas estes resultados podem ser naturalmente estendidos para dimensões

maiores e, em particular, para superf́ıcies algébricas invariantes em R3. Veja também

[53, 56].

Observe que a multiplicidade (algébrica) de uma superf́ıcie algébrica invariante não

interfere na dinâmica do sistema diferencial, já que na prática o que importa do ponto de

vista dinâmico é o número de superf́ıcies algébricas invariantes distintas que esse sistema

possui. Porém, se um sistema diferencial tem uma superf́ıcie algébrica invariante de

multiplicidade k, uma perturbação deste sistema pode resultar em k superf́ıcies algébricas

invariantes distintas. Para exemplificar, considere o sistema diferencial quadrático

ẋ = P (x, y, z),

ẏ = Q(x, y, z),

ż = −z2,

(2.4)

onde P e Q são polinômios de grau menor ou igual a 2 em R[x, y, z]. Note que o plano

f = z = 0 é uma superf́ıcie algébrica invariante do sistema (2.4) de multiplicidade 2. Dado

ε > 0, se perturbamos o sistema (2.4) com o termo ε2, então ż = −z2+ε2 = (z+ε) (−z+ε)

e, a partir do plano invariante f = z = 0 de multiplicidade 2, obtemos dois planos

invariantes paralelos distintos. Analogamente, se perturbamos o sistema (2.4) com o

termo ε2x2, então ż = −z2 + ε2x2 = (z + εx) (−z + εx) e, a partir do plano invariante

f = z = 0 de multiplicidade 2, obtemos dois planos invariantes concorrentes.

Neste caṕıtulo, consideramos sistema diferenciais quadráticos com nove planos in-

variantes, que é o número máximo de planos invariantes que este tipo de sistema pode

ter, levando-se em consideração a multiplicidade destes planos. Neste caso, dada uma
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perturbação de tais sistemas, até nove planos invariantes distintos podem aparecer em

seu espaço de fase.

2.2 Sistemas diferenciais quadráticos em R3 com nove

planos invariantes

Começamos esta seção com um resultado que fornece o número máximo de planos

invariantes que o sistema diferencial (2.2) pode ter, levando-se em consideração a mul-

tiplicidade destes planos e sem considerar o plano no infinito. Além disso, são dados o

número máximo de planos invariantes paralelos distintos e o número máximo de planos

invariantes distintos passando pelo mesmo ponto. Uma prova deste resultado em Cn para

sistemas diferenciais de grau m ≥ 2 pode ser encontrada em [38].

Proposição 2 Assuma que o sistema diferencial (2.2) tem um número finito de planos

invariantes. Então, valem as seguintes afirmações.

(a) O número de planos invariantes do sistema (2.2), levando-se em consideração a

multiplicidade destes planos, é no máximo nove.

(b) O número de planos invariantes paralelos distintos do sistema (2.2) é no máximo

dois.

(c) O número de planos invariantes distintos do sistema (2.2) passando pelo mesmo

ponto é no máximo seis.

Além disso, todas estas cotas superiores são atingidas.

Prova. Sejam fi = 0 planos invariantes de multiplicidade ni do sistema (2.2), para

i = 1, ..., k. Note que fi ∈ R1[x, y, z] para cada i = 1, ..., k. Então, pela definição de

multiplicidade algébrica, fni

i são fatores do polinômio extático ξ1W (X ). Considere a base

{1, x, y, z} do subespaço R-vetorial R1[x, y, z]. O grau máximo dos polinômios X (v),

X 2(v) e X 3(v), onde v ∈ {1, x, y, z}, é 2, 3 e 4, respectivamente. Pela definição de

determinante e das propriedades das operações com polinômios, segue que o grau máximo

do polinômio ξ1W (X ) é 9. Logo, podemos fatorar o polinômio extático ξ1W (X ) em fatores

da forma fn1

1 · · · fnk

k tal que n1 + ...+ nk ≤ 9. Isto prova o item (a).
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Agora suponha que o sistema (2.2) tem k planos invariantes paralelos distintos.

Após uma mudança afim de coordenadas, podemos assumir que as equações destes planos

invariantes são da forma fi = z − αi, onde αi ∈ R, para i = 1, ..., k. Da definição de

superf́ıcie algébrica invariante, temos que ż = β f1 · · · fk no sistema (2.2), onde β ∈ R.

Como o sistema (2.2) tem grau 2, então k ≤ 2, o que prova o item (b).

Por fim, suponha que fi = 0 são planos invariantes distintos do sistema (2.2) pas-

sando pelo mesmo ponto, para i = 1, ..., k. Fazendo uma translação de coordenadas (se

necessário), assuma que este ponto é a origem. Logo, as equações dos planos invariantes

fi = 0 são da forma fi = Ai x + Bi y + Ci z, onde Ai, Bi, Ci ∈ R, para i = 1, ..., k. Note

que fi ∈ W para cada i = 1, ..., k, onde W é o subespaço R-vetorial gerado por {x, y, z}.
Então, pela Proposição 1, fi é um fator do polinômio extático

ξW = det

⎛

⎜

⎜

⎜

⎝

x y z

X (x) X (y) X (z)

X 2(x) X 2(y) X 2(z)

⎞

⎟

⎟

⎟

⎠

onde X (v) e X 2(v), com v percorrendo as variáveis x, y e z, são polinômios de graus 2 e

3, respectivamente. Pela definição de determinante e das propriedades das operações com

polinômios, segue que o grau máximo do polinômio ξW (X ) é 6. Note que, como estamos

interessados no número máximo de planos invariantes fi = 0 distintos, então eles têm

multiplicidade algébrica igual a 1. Logo, o polinômio extático ξW (X ) pode ser fatorado

em fatores da forma f1 · · · fk com k ≤ 6. Assim, provamos o item (c).

Além disso, estas cotas superiores são atingidas. De fato, considere o sistema dife-

rencial

ẋ = x+ x2,

ẏ = y + y2,

ż = z + z2,

(2.5)

Note que o sistema (2.5) tem nove planos invariantes dados por: f1 = x = 0, f2 = y = 0,

f3 = z = 0, f4 = x+1 = 0, f5 = y+1 = 0, f6 = z+1 = 0, f7 = x− y = 0, f8 = x− z = 0

e f9 = y − z = 0. Destes, f1 = 0 e f4 = 0 são paralelos (também é o caso de f2 = 0 e

f5 = 0 e de f3 = 0 e f6 = 0) e f1 = 0, f2 = 0, f3 = 0, f7 = 0, f8 = 0 e f9 = 0 passam pelo

mesmo ponto, a origem. !
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Observe que nos itens (b) e (c) da Proposição 2 não é levada em consideração a

multiplicidade dos planos invariantes. De fato, é posśıvel encontrar sistemas diferenciais

quadráticos cuja soma da multiplicidade de planos invariantes paralelos distintos seja

maior do que 2, por exemplo, considere o sistema

ẋ = xy + 2xz,

ẏ = y + y2,

ż = z + z2.

Temos que f1 = z = 0 e f2 = z+1 = 0 são planos invariantes paralelos distintos do sistema

anterior de multiplicidades 4 e 1, respectivamente. Além disso, também é posśıvel encon-

trar sistemas diferenciais quadráticos cuja soma das multiplicidades de planos invariantes

distintos passando pelo mesmo ponto seja maior do que 6. De fato, basta considerar o

sistema
ẋ = x2,

ẏ = y2,

ż = z2,

e observar que todos os planos invariantes deste sistema, ou seja, f1 = x = 0, f2 = y = 0,

f3 = z = 0, f4 = x − y = 0, f5 = x − z = 0 e f6 = y − z = 0, passam pela origem e a

soma das multiplicidades destes planos é 9.

É fácil provar que, se f = 0 é um plano invariante do sistema diferencial (2.2),

então fα = 0 também é um plano invariante do sistema (2.2), com α um inteiro positivo

não-nulo. De fato,

X (fα) = α fα−1X (f) = α fα−1K f = αK fα,

onde K é o cofator de f = 0. Porém, é importante observar que, isto não significa que

fα = 0 seja um plano invariante de multiplicidade α do sistema (2.2). Para obtermos

a multiplicidade dos planos invariantes, é preciso trabalhar com o polinômio extático

ξ1W (X ), conforme a Definição 4.

Agora, assuma que o sistema diferencial (2.2) tem k ≤ 9 planos invariantes distintos

fi = Ai x + Bi y + Ci z + Di = 0, com Ai, Bi, C,i, Di ∈ R e A2
i + B2

i + C2
i ̸= 0, para

i = 1, ..., k, de multiplicidades ni tais que n1 + ... + nk = 9, isto é, o sistema (2.2) tem o
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número máximo de planos invariantes, levando-se em consideração a multiplicidade destes

planos. Dado f1 = A1 x + B1 y + C1 z +D1 = 0, com A2
1 + B2

1 + C2
1 ̸= 0, sem perda de

generalidade, suponha C1 ̸= 0. Considerando a mudança afim de coordenadas

(x, y, z) →
(

x, y,−
1

C1
(A1x+B1y − z +D1)

)

podemos sempre tomar f1 = z = 0. Pela definição de superf́ıcie algébrica invariante

(Definição 1), f1 = z tem que ser um fator de

X (f1) = c0 + c1 x+ c2 y + c3 z + c4 x
2 + c5 y

2 + c6 z
2 + c7 xy + c8 xz + c9 yz,

o que implica que c0 = c1 = c2 = c4 = c5 = c7 = 0.

Aqui, diremos que o sistema (2.2) tem uma configuração da forma (n1, ..., nk) se

ele tem k planos invariantes distintos f1, ..., fk de multiplicidades n1, ..., nk, respectiva-

mente. O próximo teorema, que é o principal resultado deste caṕıtulo, fornece todas

as configurações posśıveis para o sistema (2.2) e uma cota inferior para o número de

configurações realizáveis.

Teorema 1 Os sistemas diferenciais quadráticos em R3 com exatamente nove planos

invariantes, levando-se em consideração a multiplicidade destes planos, admitem trinta

configurações posśıveis, das quais pelos menos vinte e três são realizáveis.

Prova. Suponha que o sistema diferencial (2.2) tem exatamente nove planos invariantes,

levando-se em consideração a multiplicidade destes planos, isto é, fi = 0 são planos

invariantes de multiplicidades ni do sistema (2.2), para i = 1, ..., k ≤ 9, com n1+ ...+nk =

9.

Obtemos todas as configurações (n1, ..., nk) para o sistema (2.2) da seguinte maneira.

Consideramos todas as combinações dos d́ıgitos 0, 1, ..., 9 tomando 9 destes d́ıgitos (com

posśıveis repetições) de modo que sua soma seja 9. É fácil verificar que existem 30

combinações posśıveis. Omitimos todos os zeros nas combinações, isto é, ao invés de

escrever (8, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), por exemplo, escrevemos simplesmente (8, 1). Desta forma,

cada combinação obtida corresponde a uma configuração posśıvel para o sistema (2.2),

onde os d́ıgitos 1, ..., 9 correspondem às multiplicidades dos planos invariantes. Na Tabela

2.1 no final deste caṕıtulo, estão listadas todas as configurações posśıveis para o sistema

(2.2).



14

Após obtermos todas as configurações posśıveis para o sistema (2.2), buscamos por

exemplos de sistemas diferenciais quadráticos para cada uma destas configurações. Como

já observamos anteriormente, sempre podemos considerar f1 = z = 0 como um plano

invariante do sistema (2.2) e, consequentemente, c0 = c1 = c2 = c4 = c5 = c7 = 0. Logo,

suponha que f1 = z = 0 seja um plano invariante de multiplicidade n1 do sistema (2.2),

com n1 ≤ 9. Da definição de multiplicidade algébrica, zn1 deve ser um fator do polinômio

extático ξ1W (X ), uma vez que todos os planos invariantes do sistema (2.2) pertencem a

R1[x, y, z]. Considerando a base {1, x, y, z} do subespaço R-vetorial R1[x, y, z], temos que

o polinômio extático ξ1W (X ) é dado por

ξ1W (X ) = X (x)X 2(y)X 3(z) + X (y)X 2(z)X 3(x)

+ X (z)X 3(y)X 2(x)− X (z)X 2(y)X 3(x)

− X 2(z)X 3(y)X (x)− X 3(z)X 2(x)X (y)

=
∑

0≤i,j,l≤9,
i+j+l=9

αijl xi yj zl,

(2.6)

onde αijl são valores reais que dependem dos 24 parâmetros restantes do sistema (2.2).

Neste caso, podemos facilmente verificar que z sempre é um fator de ξ1W (X ). Assumindo

que f1 = z = 0 tem multiplicidade n1 ≥ 2, precisamos trabalhar com os 24 parâmetros

do sistema (2.2) para obter o fator zn1 na expressão do polinômio extático ξ1W (X ). Por

exemplo, considere as configurações (9) e (8, 1).

- Configuração (9): Devemos ter z9 como um fator do polinômio extático ξ1W (X ).

Seja r(x, y, z) o resto da divisão polinomial de ξ1W (X ) por z9. Observe que os coeficientes

do polinômio r(x, y, z) dependem dos 24 parâmetros do sistema (2.2). Logo, após traba-

lhar com esses 24 parâmetros, uma das maneiras de se obter r(x, y, z) ≡ 0 é considerando

a0 = a1 = a2 = a3 = a4 = a5 = a7 = a9 = 0, b0 = b1 = b2 = b3 = b4 = b5 = b6 = b7 = 0,

c3 = c8 = c9 = 0 e b9 = c6 = a8. Deste modo, temos que z9 é um fator de ξ1W (X ).

Além disso, é necessário considerar a6 a8 b8 ̸= 0, pois, caso contrário, ξ1W (X ) ≡ 0 e o plano

invariante f1 = z = 0 tem multiplicidade indefinida. O sistema obtido para estes valores

de parâmetros é o exemplo para a configuração (9) que está na Tabela 2.2 ao final deste

caṕıtulo.

- Configuração (8, 1): Devemos ter z8 como um fator de ξ1W (X ). Se r(x, y, z) é o

resto da divisão polinomial de ξ1W (X ) por z8, então, após trabalhar com os 24 parâmetros

do sistema (2.2), uma das maneiras de se obter r(x, y, z) ≡ 0 é tomando a0 = a1 = a2 =
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a3 = a4 = a5 = a7 = 0, b0 = b1 = b2 = b3 = b4 = b5 = b7 = b8 = 0, c3 = c8 = c9 = 0,

b6 = c6 = a8 e b9 = 2a8. Neste caso, devemos considerar a8 ̸= 0 e a6 ̸= a9, pois, caso

contrário, ξ1W (X ) ≡ 0. Observe que, para esta escolha de parâmetros, y+ z também é um

fator de ξ1W (X ) e, além disso, pode-se verificar facilmente que f = y + z = 0 é um plano

invariante do sistema obtido. Então, este sistema tem dois planos invariantes f1 = z = 0

e f2 = y + z = 0 de multiplicidades 8 e 1, respectivamente. O sistema obtido para estes

valores de parâmetros é o exemplo dado na Tabela 2.2 para a configuração (8, 1).

Para as demais configurações, quando consideramos zn1 como um fator do polinômio

extático ξ1W (X ), então podemos escrever ξ1W (X ) da forma ξ1W (X ) = zn1 F (x, y, z), onde

F é um polinômio real de grau 9− n1. Dáı, trabalhamos com os parâmetros restantes do

sistema (2.2) para escrever F como sendo a multiplicação de fatores da forma fn2

2 · · · fnk

k ,

onde f2 = 0, ..., fk = 0 são os outros planos invariantes do sistema (2.2) de multiplici-

dades n2, ...nk, respectivamente, com n2 + ... + nk = 9 − n1. Como exemplo, considere a

configuração (7, 1, 1).

- Configuração (7, 1, 1): Devemos ter z7 como um fator de ξ1W (X ). Sendo r1(x, y, z)

o resto da divisão polinomial de ξ1W (X ) por z7 temos que, após trabalhar com os 24

parâmetros do sistema (2.2), uma das maneiras de se obter r1(x, y, z) ≡ 0 é tomando

a0 = a1 = a2 = a4 = a5 = a6 = a7 = a9 = 0, b0 = b1 = b2 = b4 = b5 = b6 = b7 = 0

e c3 = c8 = c9 = 0. Assim, o polinômio extático ξ1W (X ) pode ser escrito da forma

ξ1W (X ) = z7 F (x, y, z), onde F é um polinômio real de grau 2. Agora, considerando

r2(x, y, z) como sendo o resto da divisão polinomial de F por y, temos que r2(x, y, z)

depende dos parâmetros restantes do sistema (2.2). Trabalhando com esses parâmetros,

observe que se tomarmos a3 = b3 = b8 = 0, então r2(x, y, z) ≡ 0 e podemos escrever

F (x, y, z) = β x y, onde β ∈ R \ {0}. Consequentemente, x e y são fatores de ξ1W (X ) e é

fácil verificar que f2 = x = 0 e f3 = y = 0 são planos invariantes do sistema obtido. Neste

caso, devemos considerar a8 b9 c6 ̸= 0 e a8, b9 e c6 distintos entre si, pois, caso contrário,

ξ1W (X ) ≡ 0. Logo, f1 = z = 0, f2 = x = 0 e f3 = y = 0 são planos invariantes do sistema

obtido de multiplicidades 7, 1 e 1, respectivamente. Este sistema é o exemplo dado na

Tabela 2.2 para a configuração (7, 1, 1).

Deste modo, após vários cálculos, obtemos exemplos de sistemas diferenciais quadrá-

ticos para vinte e três das trinta configurações posśıveis para o sistema (2.2). Estes exem-

plos estão nas Tabelas 2.2 – 2.6. Assim, pelo menos vinte e três das trinta configurações

posśıveis para o sistema (2.2) são realizáveis. !
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As Tabelas 2.1 – 2.6 estão na Seção 2.3. Observe que os exemplos de sistemas

diferenciais quadráticos dados nas Tabelas 2.2 – 2.6 para cada uma das vinte e três

configurações não são únicos, ou seja, é posśıvel encontrar sistemas diferentes destes e que

tenham a mesma configuração para os planos invariantes. De fato, o sistema

ẋ = a7 xy + a8 xz,

ẏ = b7 xy + a8 yz,

ż = a8 z2 + b7 xz + a7 yz,

com a7 a8 b7 ̸= 0, tem os planos invariantes f1 = z = 0, f2 = x = 0, f3 = y = 0 e

f4 = b7 x− a7 y = 0 de multiplicidades 4, 2, 2 e 1, respectivamente. Logo, trata-se de um

outro exemplo para a configuração (4, 2, 2, 1), diferente daquele apresentado na Tabela

2.4. Além disso, note que o Teorema 1 fornece apenas uma cota inferior para o número

de configurações realizáveis. Deste modo, podem existir exemplos de sistemas diferenciais

quadráticos para as outras configurações que não estão listadas nas Tabelas 2.2 – 2.6.

Porém, encontrar esses exemplos pode ser uma tarefa dif́ıcil devido ao grande número de

parâmetros envolvidos.

Sabe-se que, se um campo vetorial polinomial X tem um número suficiente de su-

perf́ıcies algébricas invariantes, então ele tem uma integral primeira. No próximo resul-

tado, mostraremos quais, dentre todas as trinta configurações posśıveis para o sistema

(2.2) listadas na Tabela 2.1, possuem integral primeira, levando-se em consideração ape-

nas o número de planos invariantes distintos.

Proposição 3 Considere todas as configurações posśıveis para sistemas diferenciais qua-

dráticos em R3 com exatamente nove planos invariantes, levando-se em consideração a

multiplicidade destes planos, dadas na Tabela 2.1. As configurações com cinco ou mais

planos invariantes distintos, ou seja,

(4, 2, 1, 1, 1), (3, 3, 1, 1, 1), (3, 2, 2, 1, 1), (2, 2, 2, 2, 1),

(5, 1, 1, 1, 1), (4, 1, 1, 1, 1, 1), (3, 2, 1, 1, 1, 1), (2, 2, 2, 1, 1, 1),

(3, 1, 1, 1, 1, 1, 1), (2, 2, 1, 1, 1, 1, 1), (2, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1),

têm uma integral primeira dada pela função

H = fα1

1 fα2

2 · · · fαj

j ,
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onde α1, α2, ..., αj são constantes reais não todas nulas e f1 = 0, f2 = 0, ..., fj = 0 são

os planos invariantes do sistema diferencial em cada caso, com 5 ≤ j ≤ 9.

Prova. Sejam f1 = 0, f2 = 0, ..., fj = 0, com 5 ≤ j ≤ 9, planos invariantes distintos do

sistema diferencial quadrático (2.2) e K1, K2, ..., Kj os seus respectivos cofatores. Neste

caso, o sistema (2.2) tem uma das configurações listadas no enunciado da proposição.

Como o sistema (2.2) é quadrático, temos que os cofatores K1, K2, ..., Kj têm grau no

máximo um, ou seja, K1, K2, ..., Kj ∈ R1[x, y, z]. Observe que o subespaço R-vetorial

R1[x, y, z] tem dimensão 4. Logo, o conjunto {K1, K2, ..., Kj} é linearmente dependente,

pois 5 ≤ j ≤ 9. Assim, existem constantes reais não todas nulas α1,α2, ...,αj tais que

α1K1 + α2K2 + ... + αj Kj = 0.

Lembrando que X é o campo vetorial associado ao sistema (2.2), segue que

X (H) = X (fα1

1 fα2

2 · · · fαj

j )

= α1 f
α1−1
1 X (f1) f

α2

2 · · · fαj

j + ... + αi f
αi−1
i X (fi)f

α1

1 · · ·fαi−1

i−1 fαi+1

i+1 · · · fαj

j + ...

+ αj f
αj−1
j X (fj) f

α1

1 · · · fαj−1

j−1

= (fα1

1 · · · fαj

j ) (α1K1 + ...+ αj Kj) = 0.

Portanto, H = fα1

1 fα2

2 · · · fαj

j é uma integral primeira do sistema (2.2), onde f1 = 0,

f2 = 0, ..., fj = 0 são planos invariantes distintos deste sistema, com 5 ≤ j ≤ 9. !

Note que na definição de superf́ıcie algébrica invariante (Definição 1), permitimos

que o polinômio de Darboux f e o cofator K fossem polinômios complexos. Porém,

quando consideramos planos em R3, que é o espaço no qual o sistema diferencial (2.2)

está definido, então f é um polinômio real de grau 1. Logo, o cofator K também é um

polinômio real. Por isso que, na prova anterior, consideramos os cofatores K1, K2, ..., Kj

polinômios reais.
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2.3 Tabelas 2.1 – 2.6

(9) (4,2,2,1)

(8,1) (4,2,1,1,1)

(7,2) (4,1,1,1,1,1)

(7,1,1) (3,3,3)

(6,3) (3,3,2,1)

(6,2,1) (3,3,1,1,1)

(6,1,1,1) (3,2,2,2)

(5,4) (3,2,2,1,1)

(5,3,1) (3,2,1,1,1,1)

(5,2,2) (3,1,1,1,1,1,1)

(5,2,1,1) (2,2,2,2,1)

(5,1,1,1,1) (2,2,2,1,1,1)

(4,4,1) (2,2,1,1,1,1,1)

(4,3,2) (2,1,1,1,1,1,1,1)

(4,3,1,1) (1,1,1,1,1,1,1,1,1)

Tabela 2.1: Todas as configurações posśıveis para o sistema diferencial (2.2) com exatamente

nove planos invariantes, levando-se em consideração a multiplicidade destes planos.
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Configuração Exemplo de sistema Plano invariante

diferencial quadrático (multiplicidade)

(9)

ẋ = a6z2 + a8xz,

ẏ = b8xz + a8yz,

ż = a8z2,

com a6 a8 b8 ̸= 0.

f1 = z = 0 (9)

(8,1)

ẋ = a6z2 + a8xz + a9yz,

ẏ = a8z2 + 2 a8yz,

ż = a8z2,

com a8 ̸= 0 e a6 ̸= a9.

f1 = z = 0 (8)

f2 = y + z = 0 (1)

(7,2)

ẋ = a8xz + a9yz,

ẏ = a8yz,

ż = c6z2,

com a8 a9 c6 ̸= 0 e a8 ̸= c6.

f1 = z = 0 (7)

f2 = y = 0 (2)

(7,1,1)

ẋ = a8xz,

ẏ = b9yz,

ż = c6z2,

com a8 b9 c6 ̸= 0, a8 ̸= b9,

a8 ̸= c6 e b9 ̸= c6.

f1 = z = 0 (7)

f2 = x = 0 (1)

f3 = y = 0 (1)

(6,3)

ẋ = a6z2 + a8xz,

ẏ = a8yz,

ż = a8z2 + c9yz,

com a6 a8 c9 ̸= 0.

f1 = z = 0 (6)

f2 = y = 0 (3)

Tabela 2.2: Exemplos de sistemas diferenciais quadráticos para as configurações (9), (8,1),

(7,2), (7,1,1) e (6,3).
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Configuração Exemplo de sistema Plano invariante

diferencial quadrático (multiplicidade)

(6,2,1)

ẋ = a4x2 + 2a8xz,

ẏ = a4xy − a8yz,

ż = 2a8z2,

com a4 a8 ̸= 0.

f1 = z = 0 (6)

f2 = x = 0 (2)

f3 = y = 0 (1)

(6,1,1,1)

ẋ = a8xz,

ẏ = −a8yz,

ż = 2a8z2 + c8xz,

com a8 c8 ̸= 0.

f1 = z = 0 (6)

f2 = x = 0 (1)

f3 = y = 0 (1)

f4 = c8 x+ a8 z = 0 (1)

(5,3,1)

ẋ = a4x2 + a8xz,

ẏ = a4xy,

ż = a8z2,

com a4 a8 ̸= 0.

f1 = z = 0 (5)

f2 = x = 0 (3)

f3 = y = 0 (1)

(5,2,2)

ẋ = a6z2 + a7xy + a8xz,

ẏ = a7y2,

ż = a8z2,

com a6 a7 a8 ̸= 0.

f1 = z = 0 (5)

f2 = y = 0 (2)

f3 = a7 y − a8 z = 0 (2)

(5,2,1,1)

ẋ = a7xy + a8xz,

ẏ = a7y2,

ż = c6z2,

com a7 a8 c6 ̸= 0 e a8 ̸= ±c6.

f1 = z = 0 (5)

f2 = y = 0 (2)

f3 = x = 0 (1)

f4 = a7 y − c6 z = 0 (1)

Tabela 2.3: Exemplos de sistemas diferenciais quadráticos para as configurações (6,2,1),

(6,1,1,1), (5,3,1), (5,2,2) e (5,2,1,1).
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Configuração Exemplo de sistema Plano invariante

diferencial quadrático (multiplicidade)

(4,4,1)

ẋ = a7xy,

ẏ = 2 c6yz,

ż = c6z2,

com a7 c6 ̸= 0.

f1 = y = 0 (4)

f2 = z = 0 (4)

f3 = x = 0 (1)

(4,3,2)

ẋ = a5y2 + 2 b9xz,

ẏ = b9yz,

ż = 2 b9z2 + c9yz,

com a5 b9 c9 ̸= 0.

f1 = y = 0 (4)

f2 = z = 0 (3)

f3 = c9 y + b9 z = 0 (2)

(4,3,1,1)

ẋ = a4x2,

ẏ = b9yz,

ż = −b9z2

com a4 b9 ̸= 0.

f1 = z = 0 (4)

f2 = x = 0 (3)

f3 = y = 0 (1)

f4 = a4 x+ b9 z = 0 (1)

(4,2,2,1)

ẋ = a7xz,

ẏ = b5y2 + b7xy + a7yz,

ż = a7z2 + b7xz + 2b5yz,

com a7 b5 b7 ̸= 0.

f1 = z = 0 (4)

f2 = y = 0 (2)

f3 = b7 x+ b5 y = 0 (2)

f4 = x = 0 (1)

(4,2,1,1,1)

ẋ = x+ x2,

ẏ = y + y2

ż = c2 y + z + c2 xy + yz,

com c2 ̸= 0.

f1 = x+ 1 = 0 (4)

f2 = y = 0 (2)

f3 = x = 0 (1)

f4 = y + 1 = 0 (1)

f5 = x− y = 0 (1)

Tabela 2.4: Exemplos de sistemas diferenciais quadráticos para as configurações (4,4,1), (4,3,2),

(4,3,1,1), (4,2,2,1) e (4,2,1,1,1).
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Configuração Exemplo de sistema Plano invariante

diferencial quadrático (multiplicidade)

(4,1,1,1,1,1)

ẋ = a7xy + a8xz,

ẏ = b2y + a7y2,

ż = b2z + c6z2,

com a7 a8 b2 c6 ̸= 0 e a8 ̸= ±c6.

f1 = z = 0 (4)

f2 = x = 0 (1)

f3 = y = 0 (1)

f4 = a7 y + b2 = 0 (1)

f5 = c6 z + b2 = 0 (1)

f6 = a7 y − c6 z = 0 (1)

(3,3,3)

ẋ = a6z2,

ẏ = b5y2 + b9yz,

ż = 2 b9z2 + 2 b5yz,

com a6 b5 b9 ̸= 0.

f1 = y = 0 (3)

f2 = z = 0 (3)

f3 = b5 y + b9 z = 0 (3)

(3,3,2,1)

ẋ = 2c8xy + a8xz,

ẏ = 2c8y2,

ż = c8xz,

com a8 c8 ̸= 0.

f1 = y = 0 (3)

f2 = z = 0 (3)

f3 = x = 0 (2)

f4 = x− y = 0 (1)

(3,2,2,2)

ẋ = a4x2 + a7xy + a8xz,

ẏ = 2 a7y2 + 2 a4xy,

ż = 2 a7yz,

com a4 a7 a8 ̸= 0.

f1 = x = 0 (3)

f2 = y = 0 (2)

f3 = z = 0 (2)

f4 = a4 x+ a7 y + a8 z = 0 (2)

(3,2,2,1,1)

ẋ = a7xy + a8xz,

ẏ = b7xy,

ż = 2a8z2 + b7xz + a7yz,

com a7 a8 b7 ̸= 0.

f1 = z = 0 (3)

f2 = x = 0 (2)

f3 = a7 y + 2 a8 z = 0 (2)

f4 = y = 0 (1)

f5 = b7 x+ a8 z = 0 (1)

Tabela 2.5: Exemplos de sistemas diferenciais quadráticos para as configurações (4,1,1,1,1,1),

(3,3,3), (3,3,2,1), (3,2,2,2) e (3,2,2,1,1).
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Configuração Exemplo de sistema Plano invariante

diferencial quadrático (multiplicidade)

(3,2,1,1,1,1)

ẋ = a7xy,

ẏ = b2y − a7y2,

ż = b2z + c6z2,

com a7 b2 c6 ̸= 0.

f1 = y = 0 (3)

f2 = z = 0 (2)

f3 = x = 0 (1)

f4 = a7 y − b2 = 0 (1)

f5 = c6 z + b2 = 0 (1)

f6 = a7 y + c6 z = 0 (1)

(2,2,2,1,1,1)

ẋ = a4x2,

ẏ = b5y2,

ż = c6z2,

com a4 b5 c6 ̸= 0.

f1 = x = 0 (2)

f2 = y = 0 (2)

f3 = z = 0 (2)

f4 = a4 x− b5 y = 0 (1)

f5 = a4 x− c6 z = 0 (1)

f6 = b5 y − c6 z = 0 (1)

(1,1,1,1,1,1,1,1,1)

ẋ = a1x+ a4x2,

ẏ = a1y + b5y2,

ż = a1z + c6z2,

com a1 a4 b5 c6 ̸= 0.

f1 = x = 0 (1)

f2 = y = 0 (1)

f3 = z = 0 (1)

f4 = a4 x+ a1 = 0 (1)

f5 = b5 y + a1 = 0 (1)

f6 = c6 z + a1 = 0 (1)

f7 = a4 x− b5 y = 0 (1)

f8 = a4 x− c6 z = 0 (1)

f9 = b5 y − c6 z = 0 (1)

Tabela 2.6: Exemplos de sistemas diferenciais quadráticos para as configurações (3,2,1,1,1,1),

(2,2,2,1,1,1) e (1,1,1,1,1,1,1,1,1).



Caṕıtulo

3

Quádricas invariantes em sistemas diferenciais polinomiais

Seja

ẋ = P (x, y, z),

ẏ = Q(x, y, z),

ż = R(x, y, z),

(3.1)

onde P , Q e R são polinômios relativamente primos em R[x, y, z], o sistema diferencial

naturalmente associado ao campo vetorial polinomial em R3

X = P
∂

∂x
+Q

∂

∂y
+R

∂

∂z
.

Suponha que o sistema diferencial (3.1) tem grau arbitrário e que f(x, y, z) = 0 seja uma

superf́ıcie algébrica invariante do sistema, onde f é um polinômio real de grau 2. Neste

caso, dizemos que a superf́ıcie f = 0 é uma quádrica. Neste caṕıtulo, denotaremos as

quádricas por G = 0 e deixaremos a notação f = 0 para superf́ıcies algébricas em geral.

Seja G = 0 uma quádrica em R3. Embora G seja um polinômio real, temos que G
pode ou não ser um polinômio irredut́ıvel em C[x, y, z]. Este fato permite classificar as

quádricas em degeneradas ou não-degeneradas. Dizemos que a quádrica G = 0 é não-

degenerada se G é um polinômio irredut́ıvel em C[x, y, z]. Caso contrário, dizemos que

a quádrica G = 0 é degenerada. As quádricas não-degeneradas são classificadas como

esfera (ou elipsoide), cilindro parabólico, cilindro hiperbólico, cilindro eĺıptico, parabo-

loide eĺıptico, paraboloide hiperbólico, hiperboloide de uma ou de duas folhas e cone.

Na Tabela 3.1 estão listadas cada uma dessas quádricas com suas respectivas equações

normalizadas e na Figura 3.1 temos a representação geométrica de cada uma delas. As

quádricas degeneradas são classificadas como dois planos reais paralelos, dois planos com-

plexos paralelos, um plano real duplo, dois planos reais interceptando-se numa reta, dois

24
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planos complexos interceptando-se numa reta real e um ponto real. Note que esta no-

menclatura das quádricas degeneradas leva em consideração os polinômios resultantes da

decomposição de G em C[x, y, z]. Na Tabela 3.2 estão listadas cada uma dessas quádricas

com suas respectivas equações normalizadas.

Nas Tabelas 3.1 e 3.2 a sigla após o nome de cada quádrica está associada às iniciais

do seu nome em inglês. Assim, por exemplo, a sigla (EP) após paraboloide eĺıptico

corresponde às iniciais de ‘elliptic paraboloid ’. Apenas nos casos (r) e (s) as siglas estão

relacionadas com a notação usual de reta e no caso (P) com a notação usual de ponto.

Iniciamos este caṕıtulo determinando a forma normal de sistemas diferenciais poli-

nomiais com uma quádrica como superf́ıcie algébrica invariante. Em seguida, utilizamos

o fato do sistema de Chen [7] apresentar este tipo de superf́ıcie algébrica invariante para

escolhas adequadas de seus parâmetros e mostramos que, nestes casos, ele é equivalente

às formas normais apresentadas anteriormente. Também estudamos a integrabilidade de

sistemas diferenciais quadráticos que tem como superf́ıcie algébrica invariante um parabo-

loide eĺıptico (caso (EP)). Provamos, para este tipo de sistemas, a existência de integrais

primeiras, fatores exponenciais, invariantes de Darboux e multiplicadores de Jacobi inver-

sos para escolhas adequadas dos parâmetros. Além disso, caracterizamos todas as con-

figurações posśıveis de paralelos invariantes e meridianos invariantes sobre o paraboloide

invariante e estudamos a dinâmica global (órbitas finitas e no infinito) via compactificação

de Poincaré de uma classe de sistemas diferenciais quadráticos com um paraboloide inva-

riante. Por fim, consideramos o sistema de Rabinovich [66] no caso em que este possui um

paraboloide invariante, realizando um estudo detalhado de sua dinâmica restrita a esta

superf́ıcie.

3.1 Formas normais para sistemas diferenciais poli-

nomiais com uma quádrica invariante

Em [45], os autores fornecem as formas normais de sistemas diferenciais polinomiais

em R3 com uma quádrica como superf́ıcie algébrica invariante, de acordo com a classi-

ficação desta quádrica. Antes de enunciarmos e provarmos os resultados referentes a essas

formas normais, será útil a seguinte definição.

Definição 5 (Matriz jacobiana e jacobiano) Sejam f1, f2 e f3 funções reais defini-
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Quádrica não-degenerada Equação normalizada

Esfera (ou elipsoide) (S) x2 + y2 + z2 − 1 = 0

Cilindro parabólico (PC) z2 − x = 0

Cilindro hiperbólico (HC) x2 − z2 − 1 = 0

Cilindro eĺıptico (EC) x2 + z2 − 1 = 0

Paraboloide eĺıptico (EP) y2 + z2 − x = 0

Paraboloide hiperbólico (HP) y2 − z2 − x = 0

Hiperboloide de uma folha (HOS) x2 + y2 − z2 − 1 = 0

Hiperboloide de duas folhas (HTS) x2 + y2 − z2 + 1 = 0

Cone (C) x2 + y2 − z2 = 0

Tabela 3.1: Classificação das quádricas não-degeneradas.

Quádrica degenerada Equação normalizada

Dois planos reais paralelos (RPP) x2 − 1 = 0

Dois planos complexos paralelos (CPP) x2 + 1 = 0

Um plano real duplo (DP) x2 = 0

Dois planos reais interceptando-se numa

reta (r) xy = 0

Dois planos complexos interceptando-se

numa reta real (s) x2 + y2 = 0

Ponto real (P) x2 + y2 + z2 = 0

Tabela 3.2: Classificação das quádricas degeneradas.
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Figura 3.1: Quádricas não-degeneradas.
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das num subconjunto aberto U ⊂ R3. A matriz jacobiana das funções f1, f2 e f3 é definida

por

J =

⎛

⎜

⎜

⎜

⎝

f1x f1y f1z

f2x f2y f2z

f3x f3y f3z

⎞

⎟

⎟

⎟

⎠

,

onde fiv = ∂fi/∂v são as derivadas parciais de fi em relação a v, com v percorrendo as

variáveis x, y e z, para i = 1, 2, 3. O jacobiano das funções f1, f2 e f3 é o determinante

da matriz J , e aqui será denotado por

{f1, f2, f3} = det(J).

O próximo resultado é um caso particular do Teorema 1.3.1 de [48] e caracteriza

todos os sistemas diferenciais polinomiais em R3 com uma superf́ıcie algébrica invariante.

Este resultado é fundamental para a prova dos Teoremas 3 e 4, que estão entre os principais

resultados deste caṕıtulo.

Teorema 2 Seja f1 um polinômio em R[x, y, z]. Então, qualquer sistema diferencial

polinomial em R3 que admita f1 = 0 como superf́ıcie algébrica invariante pode ser escrito

da forma

v̇ =
1

{f1, f2, f3}
(λ1 {v, f2, f3}+ λ2 {f1, v, f3}+ λ3 {f1, f2, v}) , (3.2)

onde v percorre as variáveis x, y e z; λ1 = ϕ f1; e ϕ, λ2, λ3, f2 e f3 são polinômios

arbitrários em R[x, y, z] escolhidos de tal forma que o jacobiano {f1, f2, f3} ̸≡ 0.

Prova. Seja X o campo vetorial associado ao sistema diferencial (3.2). Dado g =

g(x, y, z) um polinômio arbitrário em R[x, y, z], defina

{g, f2, f3} = det

⎛

⎜

⎜

⎜

⎝

gx gy gz

f2x f2y f2z

f3x f3y f3z

⎞

⎟

⎟

⎟

⎠

,

onde gv = ∂g/∂v e fiv = ∂fi/∂v são as derivadas parciais de g e fi, respectivamente, em

relação a v, com v percorrendo as variáveis x, y e z, para i = 2, 3. Analogamente, defina
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{f1, g, f3} e {f1, f2, g}. Temos que

X (g) = gx

[

1

{f1, f2, f3}
(λ1 {x, f2, f3}+ λ2 {f1, x, f3}+ λ3 {f1, f2, x})

]

+ gy

[

1

{f1, f2, f3}
(λ1 {y, f2, f3}+ λ2 {f1, y, f3}+ λ3 {f1, f2, y})

]

+ gz

[

1

{f1, f2, f3}
(λ1 {z, f2, f3}+ λ2 {f1, z, f3}+ λ3 {f1, f2, z})

]

=
1

{f1, f2, f3}
[λ1 (gx(f2yf3z − f2zf3y) + gy(f2zf3x − f3zf2x) + gz(f3yf2x − f2yf3x))]

+
1

{f1, f2, f3}
[λ1 (gx(f1zf3y − f3zf1y) + gy(f1xf3z − f1zf3x) + gz(f1yf3x − f3yf1x))]

+
1

{f1, f2, f3}
[λ1 (gx(f1yf2z − f1zf2y) + gy(f1zf2x − f2zf1x) + gz(f1xf2y − f2xf1y))]

=
1

{f1, f2, f3}
(λ1{g, f2, f3}+ λ2{f1, g, f3}+ λ3{f1, f2, g}) .

Assim,

X (f1) =
1

{f1, f2, f3}
(λ1{f1, f2, f3}+ λ2{f1, f1, f3}+ λ3{f1, f2, f1}) = ϕ f1,

pois {f1, f1, f3} = {f1, f2, f1} = 0 e λ1 = ϕ f1. Logo, f1 = 0 é uma superf́ıcie algébrica

invariante do campo vetorial X com cofator K = ϕ.

Agora, devemos provar que X é o campo vetorial mais geral que admite f1 = 0 como

superf́ıcie algébrica invariante. De fato, seja

Y = (Y1(x, y, z), Y2(x, y, z), Y3(x, y, z))

outro campo vetorial polinomial tal que f1 = 0 é uma superf́ıcie algébrica invariante de

Y . Então, tomando

λj = Y(fj), para j = 1, 2, 3,

e F um polinômio arbitrário em R[x, y, z], temos que

X (F ) =
1

{f1, f2, f3}
(Y(f1) {F, f2, f3}+ Y(f2) {f1, F, f3}+ Y(f3) {f1, f2, F}) .

Substituindo

Y(fj) = Y1
∂fj
∂x

+ Y2
∂fj
∂y

+ Y3
∂fj
∂z

,
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na expressão de X (F ), obtemos, após alguns cálculos, que X (F ) = Y(F ). Logo, Y ≡ X ,

pois F foi tomado de forma arbitrária. Isto finaliza a prova do teorema. !

O teorema anterior também está provado em [45] e será de fundamental importância

para provar os próximos resultados. Embora o sistema diferencial (3.2) esteja numa forma

racional no enunciado do Teorema 2, note que sempre podemos escolher os polinômios

λj, com j = 1, 2, 3, de maneira que o sistema (3.2) seja polinomial. Esta propriedade

ficará clara na prova dos Teoremas 3 e 4. Diremos que um sistema diferencial é do

tipo (G) quando G = 0 for uma quádrica invariante deste sistema. Por exemplo, se um

sistema diferencial é do tipo (PC), então ele possui um cilindro parabólico como superf́ıcie

algébrica invariante.

Teorema 3 Assuma que a quádrica não-degenerada G = 0 é uma superf́ıcie algébrica

invariante do sistema diferencial (3.1). Então, após uma mudança afim de coordenadas,

a equação G da quádrica e o sistema (3.1) podem ser escritos em uma das oitos formas

normais abaixo, onde A, B, C, D, E, F e Q são polinômios arbitrários em R[x, y, z].

(i) Se o sistema (3.1) é do tipo (S), então podemos escrever G = x2 + y2 + z2 − 1 e o

sistema (3.1) pode ser escrito da forma

ẋ = GA− 2yD + 2zE,

ẏ = GB + 2xD − 2zF,

ż = GC − 2xE + 2yF.

(S)

(ii) Se o sistema (3.1) é do tipo (PC), então podemos escrever G = z2 − x e o sistema

(3.1) pode ser escrito da forma

ẋ = GA+ 2zE,

ẏ = Q,

ż = GC + E.

(PC)

(iii) Se o sistema (3.1) é do tipo (HC), então podemos escrever G = x2 − z2 − 1 e o

sistema (3.1) pode ser escrito da forma
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ẋ = GA− 2zE,

ẏ = Q,

ż = GC − 2xE.

(HC)

(iv) Se o sistema (3.1) é do tipo (EC), então podemos escrever G = x2 + z2 − 1 e o

sistema (3.1) pode ser escrito da forma

ẋ = GA+ 2zE,

ẏ = Q,

ż = GC − 2xE.

(EC)

(v) Se o sistema (3.1) é do tipo (EP ), então podemos escrever G = y2 + z2 − x e o

sistema (3.1) pode ser escrito da forma

ẋ = GA− 2yD + 2zE,

ẏ = GB − 2zF −D,

ż = GC + 2yF + E.

(EP)

(vi) Se o sistema (3.1) é do tipo (HP ), então podemos escrever G = y2 − z2 − x e o

sistema (3.1) pode ser escrito da forma

ẋ = GA− 2yD − 2zE,

ẏ = GB + 2zF −D,

ż = GC + 2yF + E.

(HP)

(vii) Se o sistema (3.1) é do tipo (HOS) ou (HTS), então podemos escrever G =

x2 + y2 − z2 − 1, no caso (HOS), ou G = x2 + y2 − z2 + 1, no caso (HTS), e

o sistema (3.1) pode ser escrito da forma

ẋ = GA− 2yD − 2zE,

ẏ = GB + 2xD + 2zF,

ż = GC − 2xE + 2yF.

(HOS, HTS)
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(viii) Se o sistema (3.1) é do tipo (C), então podemos escrever G = x2 + y2 − z2 e o

sistema (3.1) pode ser escrito da forma

ẋ = GA− 2yD − 2zE,

ẏ = GB + 2xD + 2zF,

ż = GC − 2xE + 2yF.

(C)

Prova. Suponha que o sistema diferencial (3.1) é do tipo (S), isto é, que ele possui

uma esfera (ou elipsoide) como superf́ıcie algébrica invariante. Após uma mudança afim

de coordenadas, podemos assumir que G = x2 + y2 + z2 − 1 = 0 é a equação da esfera

invariante do sistema (3.1).

Considerando f1 = G no Teorema 2, podemos escrever o sistema (3.2) como

ẋ =
1

2 (x J1 + y J2 + z J3)
[ϕG J1 + λ2 (2z f3y − 2y f3z) + λ3 (2y f2z − 2z f2y)] ,

ẏ =
1

2 (x J1 + y J2 + z J3)
[ϕG J2 + λ2 (2x f3z − 2z f3x) + λ3 (2z f2x − 2x f2z)] ,

ż =
1

2 (x J1 + y J2 + z J3)
[ϕG J3 + λ2 (2y f3x − 2x f3y) + λ3 (2x f2y − 2y f2x)] .

(3.3)

onde fiv = ∂fi/∂v são as derivadas parciais de fi em relação a v, com v percorrendo as

variáveis x, y e z, para i = 2, 3; ϕ, λ2, λ3, f2 e f3 são polinômios arbitrários em R[x, y, z]

satisfazendo a condição {f1, f2, f3} ̸≡ 0; e

J1 = f2yf3z − f2zf3y,

J2 = f3xf2z − f2xf3z,

J3 = f2xf3y − f3xf2y.

(3.4)

De acordo com o Teorema 2, o sistema (3.3) é o sistema diferencial polinomial em

R3 mais geral que admite a esfera G = x2 + y2 + z2 − 1 = 0 como superf́ıcie algébrica

invariante. De fato, sejam X o campo vetorial associado ao sistema (3.3) e Y o campo

vetorial associado ao sistema (S). Vamos mostrar que Y ≡ X . Assim como na prova do

Teorema 2, considere

λj = Y(fj), para j = 1, 2, 3, (3.5)
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com f1 = G = x2 + y2 + z2 − 1 e λ1 = ϕG. Deste modo, obtemos

ϕ = 2 (xA+ yB + zC),

λ2 = 2D (xf2y − yf2x) + 2E (zf2x − xf2z) + 2F (yf2z − zf2y)

+ G (Af2x +B f2y + C f2z),

λ3 = 2D (xf3y − yf3x) + 2E (zf3x − xf3z) + 2F (yf3z − zf3y)

+ G (Af3x +B f3y + C f3z),

(3.6)

onde A, B, C, D, E e F , são polinômios arbitrários em R[x, y, z]. Substituindo ϕ, λ2 e λ3

no sistema (3.3), obtemos o sistema (S) do item (i), cuja esfera G = x2 + y2 + z2 − 1 = 0

é uma superf́ıcie algébrica invariante com cofator K = ϕ. De fato,

X(G) = 2xP + 2y Q+ 2z R

= 2x (GA− 2y D − 2z E) + 2y (G B + 2xD − 2z F ) + 2z (G C − 2xE + 2y F )

= 2xG A + 2y GB + 2z G C = (2xA+ 2y B + 2z C) G

= ϕG.

Agora, seja Z o campo vetorial associado a um sistema diferencial polinomial ar-

bitrário que tem como superf́ıcie algébrica invariante uma esfera G = 0. Vamos mos-

trar que Z ≡ Y . Após uma mudança afim de coordenadas, podemos considerar G =

x2 + y2 + z2 − 1. Como vimos anteriormente, pelo Teorema 2, o sistema (3.3) é o sistema

diferencial polinomial mais geral em R3 que admite G = x2 + y2 + z2 − 1 = 0 como

superf́ıcie algébrica invariante e, portanto, para escolhas adequadas dos polinômios ϕ, λ2

e λ3, é posśıvel obter X (G) = Z(G), onde G é um polinômio arbitrário de R[x, y, z], con-

forme vimos na prova do Teorema 2. Analogamente, para a escolha (3.6) dos parâmetros

ϕ, λ2 e λ3, temos que X (G) = Y(G). Então, por transitividade, Z(G) = Y(G). Desde

modo, qualquer sistema diferencial polinomial em R3 com uma esfera como superf́ıcie

algébrica invariante é equivalente ao sistema (S), a menos de mudanças afins de coorde-

nadas. Assim, provamos o item (i) do teorema.

Seguindo os mesmos passos, provamos os demais itens. Em cada caso, após uma

mudança afim de coordenadas, podemos considerar a equação da quádrica invariante

como sendo uma daquelas fornecidas na Tabela 3.1, dependendo da classificação desta
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quádrica. Em seguida, conseguimos determinar os polinômios ϕ, λ2 e λ3 no sistema (3.2)

do Teorema 2 para cada um dos casos e obter suas respectivas formas normais.

Note que, em cada um dos casos, podemos mostrar facilmente que a quádrica G = 0

é uma superf́ıcie algébrica invariante do sistema obtido com cofator K = ϕ. !

Observe que, se um sistema diferencial polinomial arbitrário possui uma das quádricas

do teorema anterior como superf́ıcie algébrica invariante, então, após uma mudança afim

de coordenadas, ele pode ser colocado em uma das formas normais dos itens (i) – (viii)

do Teorema 3. Considere, por exemplo, um sistema diferencial polinomial com uma esfera

invariante G = 0. Então, após uma mudança afim de coordenadas, podemos considerar

G = x2+y2+z2−1 como sendo a equação da esfera invariante e o sistema pode ser colocado

na forma normal do item (i) do Teorema 3. De fato, ser colocado na forma normal do item

(i) significa que podemos determinar os polinômios A, ..., F de modo que ao substitúı-los

no sistema (S) obtemos o sistema dado. Porém, nem sempre esta é uma tarefa fácil. Em

alguns casos, precisamos observar que substituindo f1 = G = x2 + y2 + z2 − 1 no sistema

(3.2) do Teorema 2, que é o sistema mais geral que possui a superf́ıcie algébrica invari-

ante f1 = 0 (neste caso, obtemos o sistema (3.3) da prova do Teorema 3), e agrupando

convenientemente os termos das equações podemos escrevê-lo da forma

ẋ =
1

2 (x J1 + y J2 + z J3)
[ϕG J1 + 2y (λ3f2z − λ2f3z) + 2z (λ2f3y − λ3f2y)] ,

ẏ =
1

2 (x J1 + y J2 + z J3)
[ϕG J2 + 2x (λ2f3z − λ3f2z) + 2z (λ3f2x − λ2f3x)] ,

ż =
1

2 (x J1 + y J2 + z J3)
[ϕG J3 + 2x (λ3f2y − λ2f3y) + 2y (λ2f3x − λ3f2x)] .

Comparando os termos das equações do sistema obtido acima com os termos das equações

do sistema (S), note que os polinômios A, ..., F do sistema (S) satisfazem as igualdades

2 (x J1 + y J2 + z J3)A = ϕ J1,

2 (x J1 + y J2 + z J3)B = ϕ J2,

2 (x J1 + y J2 + z J3)C = ϕ J3,

2 (x J1 + y J2 + z J3)D = λ2 f3z − λ3 f2z,

2 (x J1 + y J2 + z J3)E = λ2 f3y − λ3 f2y,

2 (x J1 + y J2 + z J3)F = λ2 f3x − λ3 f2x.
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Em seguida, determinamos ϕ, λ2 e λ3 no sistema (3.3) utilizando a relação

λj = Y(fj),

para j = 1, 2, 3, onde λ1 = ϕG e Y é o campo vetorial associado ao sistema diferencial

dado. Assim, obtemos o sistema dado ao substituir A, ..., F no sistema (S), com A, ..., F

satisfazendo as igualdades acima e considerando os valores de ϕ, λ2 e λ3 encontrados

anteriormente. Esta ideia será utilizada quando analisarmos os casos (b) e (c) do sistema

de Chen na Seção 3.2.

O próximo teorema trata do caso das quádricas degeneradas. Porém, para prová-lo

precisaremos da seguinte proposição, que também pode ser encontrada em [17].

Proposição 4 Suponha que f ∈ C[x, y, z] e seja f = f1 f2 sua fatoração em fatores

irredut́ıveis em C[x, y, z]. Então, f = 0 é uma superf́ıcie algébrica invariante do sistema

diferencial (3.1) com cofator K se, e somente se, f1 = 0 e f2 = 0 são superf́ıcies algébricas

invariantes do sistema (3.1) com cofatores K1 e K2, respectivamente. Além disso, K =

K1 +K2.

Prova. Seja X o campo vetorial associado ao sistema diferencial (3.1). É fácil verificar

que

X (f1 f2) = X (f1) f2 + f1X (f2). (3.7)

Suponha que f = f1 f2 = 0 seja uma superf́ıcie algébrica invariante do sistema (3.1)

com cofator K. Então, por definição, X (f) = K f e, da igualdade acima, obtemos

K f1 f2 = X (f1) f2 + f1X (f2). Como f1 e f2 são relativamente primos em C[x, y, z] e K

é um polinômio, então f1 divide X (f1) e f2 divide X (f2). Denotando por K1 o quociente

X (f1)/f1 e por K2 o quociente X (f2)/f2, temos que f1 = 0 e f2 = 0 são superf́ıcies

algébricas invariantes do sistema (3.1) com cofatores K1 e K2, respectivamente. Além

disso,

K1 +K2 =
X (f1)

f1
+

X (f2)

f2
=

X (f1) f2 + f1X (f2)

f1 f2
=

X (f)

f
= K.

Quanto à rećıproca, se f1 = 0 e f2 = 0 são superf́ıcies algébricas invariantes do

sistema (3.1) com cofatores K1 e K2, respectivamente, então X (f1) = K1 f1 e X (f2) =

K2 f2. Utilizando a igualdade (3.7), obtemos que

X (f1 f2) = (K1 +K2) f1 f2,
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ou seja, f = f1 f2 = 0 é superf́ıcie algébrica invariante do sistema (3.1) com cofator

K = K1 +K2. !

A proposição anterior pode ser utilizada para provar um resultado análogo para o

caso em que o polinômio f ∈ C[x, y, z] é fatorado em n fatores irredut́ıveis f1, ..., fn ∈
C[x, y, z], isto é, f = f1 · · · fn (veja Proposição 8.4 de [17]).

Teorema 4 Assuma que a quádrica degenerada G = 0 seja uma superf́ıcie algébrica in-

variante do sistema diferencial (3.1). Então, após uma mudança afim de coordenadas, a

equação G da quádrica e o sistema (3.1) podem ser escritos em uma das quatro formas

normais abaixo, onde A, B, C, D, E, F , Q e R são polinômios arbitrários em R[x, y, z].

(i) Se o sistema (3.1) é do tipo (RPP ), (CPP ) ou (DP ), então podemos escrever

G = x2−1, no caso (RPP ), G = x2+1, no caso (CPP ), ou G = x2, no caso (DP ),

e o sistema (3.1) pode ser escrito da forma

ẋ = GM,

ẏ = Q,

ż = R.

(RPP, CPP, DP)

(ii) Se o sistema (3.1) é do tipo (r), então podemos escrever G = x y e o sistema (3.1)

pode ser escrito da forma

ẋ = xK1,

ẏ = yK2,

ż = R,

(r)

ondeK1 e K2 são os cofatores dos planos invariantes x = 0 e y = 0, respectivamente.

(iii) Se o sistema (3.1) é do tipo (s), então podemos escrever G = x2 + y2 e o sistema

(3.1) pode ser escrito da forma

ẋ = GA− 2yD,

ẏ = GB + 2xD,

ż = R.

(s)
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(iv) Se o sistema (3.1) é do tipo (P ), então podemos escrever G = x2 + y2 + z2 e o

sistema (3.1) pode ser escrito da forma

ẋ = GA− 2yD + 2zE,

ẏ = GB + 2xD − 2zF,

ż = GC − 2xE + 2yF.

(P)

Prova. Seja X o campo vetorial associado ao sistema diferencial (3.1) e suponha que

o sistema (3.1) é do tipo (RPP). Após uma mudança afim de coordenadas, podemos

assumir que G = x2−1 = 0 é a equação da quádrica invariante do sistema (3.1). Note que

G = g1 g2, onde g1 = x− 1 e g2 = x + 1 são polinômios irredut́ıveis em C[x, y, z]. Então,

de acordo com a Proposição 4, g1 = x− 1 = 0 e g2 = x+ 1 = 0 são planos invariantes do

sistema (3.1) com cofatores K1 e K2, respectivamente. Lembrando que X = (P,Q,R) e

usando a definição de superf́ıcies algébricas invariantes, temos que

X (g1) = K1 g1 ⇒ P = K1 (x− 1).

Analogamente,

X (g2) = K2 g2 ⇒ P = K2 (x+ 1).

Como K1 e K2 são polinômios, segue que P é diviśıvel por x − 1 e por x + 1. Logo,

P = (x2 − 1)M = GM , onde M é um polinômio em R[x, y, z] tal que K = 2xM é o

cofator da quádrica invariante G = x2 + 1 = 0. Observe que, como G depende apenas da

variável x, então suas derivadas parciais em relação a y e a z são nulas. Deste modo, os

polinômios Q e R no sistema (3.1) podem ser arbitrários. Assim, obtemos a forma normal

do item (i) para o caso (RPP).

Se o sistema (3.1) é do tipo (CPP), então, após uma mudança afim de coordenadas,

podemos considerar G = x2+1 = 0 como sendo a sua quádrica invariante. Pela Proposição

4, g1 = x − i = 0 e g2 = x + i = 0 são superf́ıcies algébricas invariantes do sistema

(3.1). Usando os mesmos argumentos do caso anterior, obtemos P = GM , onde M é um

polinômio em R[x, y, z] tal que K = 2xM é o cofator da quádrica G = 0. Deste modo,

obtemos a forma normal do item (i) para o caso (CPP).

Suponha que o sistema (3.1) é do tipo (DP). Após uma mudança afim de coordena-

das, podemos considerar G = x2 = 0 como sendo a quádrica invariante do sistema (3.1).

Note que, neste caso, g = x = 0 é um plano invariante do sistema (3.1) de multiplicidade
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2 (para a definição de multiplicidade (algébrica) de superf́ıcies algébricas invariantes, veja

a Definição 4 no Caṕıtulo 2). Considere uma pequena perturbação no sistema (3.1) com a

qual o plano invariante g = x = 0 de multiplicidade 2 bifurca-se em dois planos paralelos

g1 = x − ε = 0 e g2 = x + ε = 0 (veja as diferentes interpretações de multiplicidade de

curvas algébricas invariantes em R2 em [9], cujos resultados podem ser naturalmente es-

tendidos para dimensões maiores e, em particular, para superf́ıcies algébricas invariantes

em R3, veja também [53, 56]). Do caso (RPP), podemos escrever P = (x2 − ε2)M , com

M como anteriormente. Fazendo ε → 0, obtemos P = x2M = GM e podemos escrever

o sistema (3.1) na forma normal do item (i). Por fim, é fácil verificar que a quádrica

G = x2 = 0 é uma superf́ıcie algébrica invariante da forma normal do item (i). Isto

completa a prova do item (i) do teorema.

Analogamente aos casos (RPP) e (CPP), se o sistema (3.1) é do tipo (r), então,

após uma mudança afim de coordenadas, podemos tomar G = x y = 0 como sendo a

quádrica invariante do sistema (3.1) e, consequentemente, pela Proposição 4, g1 = x = 0

e g2 = y = 0 são planos invariantes do sistema (3.1). Usando a definição de superf́ıcies

algébricas invariantes, obtemos P = xK1 e Q = yK2, onde K1 e K2 são os cofatores de

g1 = x = 0 e g2 = y = 0, respectivamente. Assim, obtemos a forma normal do item (ii)

do teorema.

Agora, suponha que o sistema (3.1) seja do tipo (s). Após uma mudança afim de

coordenadas, podemos considerar G = x2 + y2 = 0 como sendo a quádrica invariante do

sistema (3.1). Para provar este caso, seguiremos o que foi feito na prova do Teorema 3.

Considerando f1 = G = x2 + y2 no Teorema 2, podemos escrever o sistema (3.2) como

ẋ =
1

2 (x J1 + y J2)
[ϕG J1 − λ2 2y f3z + λ3 2y f2z] ,

ẏ =
1

2 (x J1 + y J2)
[ϕG J2 + λ2 2x f3z − λ3 2x f2z] ,

ż =
1

2 (x J1 + y J2)
[ϕG J3 + λ2 (2y f3x − 2x f3y) + λ3 (2x f2y − 2y f2x)] ,

(3.8)

onde fiv = ∂fi/∂v são as derivadas parciais de fi em relação a v, com v percorrendo as

variáveis x, y e z, para i = 2, 3; ϕ, λ2, λ3, f2 e f3 são polinômios arbitrários em R[x, y, z]

satisfazendo a condição {f1, f2, f3} ̸≡ 0; e J1, J2 e J3 são dados em (3.4). Como a quádrica

G = x2 + y2 = 0 não depende de z, então podemos tomar ż = R, com R um polinômio

arbitrário em R[x, y, z]. Considerando Y o campo vetorial associado ao sistema (s) e

tomando λ1, λ2 e λ3 como na prova do Teorema 2, com λ1 = ϕG, obtemos
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ϕ = 2 (xA+ yB),

λ2 = 2D (xf2y − yf2x) + Rf2z + G (Af2x +B f2y),

λ3 = 2D (xf3y − yf3x) + Rf3z + G (Af3x +B f3y),

onde A, B, D e R são polinômios arbitrários em R[x, y, z]. Substituindo ϕ, λ2 e λ3 no

sistema (3.8), obtemos o sistema (s) do item (iii), cuja quádrica G = x2 + y2 = 0 é uma

superf́ıcie algébrica invariante com cofator K = ϕ. Deste modo, provamos o item (iii) do

teorema.

Por fim, suponha que o sistema (3.1) seja do tipo (P). Após uma mudança afim de

coordenadas, podemos considerar G = x2+ y2+ z2 = 0 como sendo a quádrica invariante.

Realizando cálculos análogos ao caso anterior, obtemos a forma normal (P) do item (iv).

Isto finaliza a prova do Teorema 4. !

Os Teoremas 3 e 4 também estão provados em [45]. Deste modo, se o sistema

diferencial (3.1) tem uma quádrica como superf́ıcie algébrica invariante, então o sistema

(3.1) pode ser escrito em uma das formas normais dadas pelos Teoremas 3 e 4 de acordo

com a classificação desta quádrica.

3.2 Um exemplo de sistema diferencial com quádricas

invariantes: O sistema de Chen

O sistema de Chen é a famı́lia de equações diferenciais quadráticas dadas por

u̇ = α (v − u),

v̇ = (γ − α) u− uw + γ v,

ẇ = u v − β w,

(3.9)

onde α, β e γ são parâmetros reais. O sistema (3.9) foi estudado pela primeira vez

por Chen e Ueta em [7] e, para escolhas adequadas dos parâmetros α, β e γ, ele exibe

comportamento caótico. O próximo resultado foi provado em [50, 59] e caracteriza todos

os valores dos parâmetros α, β e γ para os quais o sistema de Chen possui uma superf́ıcie

algébrica invariante.
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Proposição 5 Se α ̸= 0, então o sistema diferencial (3.9) tem uma das seis superf́ıcies

algébricas invariantes Fi = Fi(u, v, w) = 0 com cofatores Ki, para i = 1, ..., 6, dependendo

da escolha dos parâmetros α, β e γ, conforme pode ser visto na Tabela 3.3.

Caso Parâmetros Superf́ıcie algébrica invariante Cofator

(a) β = 2α F1 = u2 − 2αw = 0 K1 = −2α

(b) α = −β = γ F2 = v2 + w2 = 0 K2 = 2α

(c) α = β = −γ F3 = 2u2 + v2 + w2 = 0 K3 = −2α

(d) β = 0, γ = −3α F4 = u4 +
4

3
γ u2w −

4

9
γ2 v2 −

8

9
γ2 uv

−
16

9
γ2 u2 = 0 K4 = −4α

(e) β = 4α, γ = −α F5 = u4 + 4γ u2w − 4γ2 v2 + 8γ2 uv

+8γ2 u2 + 48γ3w = 0 K5 = −4α

(f) β = γ = 0 F6 = v2 + w2 + 2αw = 0 K6 = 0

Tabela 3.3: Superf́ıcies algébricas invariantes do sistema (3.9), dependendo da escolha dos

parâmetros α, β e γ.

Em [40], os autores fizeram uma análise global da dinâmica do sistema (3.9) para

cada um dos casos apresentados na Tabela 3.3.

Note que as superf́ıcies algébricas invariantes F1 = 0, F2 = 0, F3 = 0 e F6 = 0 dadas

pela Tabela 3.3 são quádricas. Então, mostraremos que o sistema de Chen é equivalente

a uma das formas normais dos Teoremas 3 e 4 nos casos (a), (b), (c) e (f) da Tabela 3.3.

Esta análise foi apresentada em [45].

Caso (a): Se β = 2α no sistema (3.9), então F1 = u2−2αw = 0 é uma superf́ıcie algébrica

invariante do sistema (3.9) com cofator K1 = −2α. Após a mudança de coordenadas

x = 2αw, y = v e z = u, podemos escrever o sistema (3.9) como

ẋ = 2α (yz − x),

ẏ = (γ − α) z −
1

2α
xz + γ y,

ż = α (y − z),

(3.10)
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e o cilindro parabólico G = z2 − x = 0 é uma superf́ıcie algébrica invariante do sistema

(3.10) com cofator K = −2α. Note que o sistema (3.10) é da forma (PC) do Teorema 3.

De fato, basta considerarmos

A = 2α,

C = 0,

E = α (y − z),

Q = (γ − α) z −
1

2α
xz + γ y,

no sistema (PC).

Caso (b): Se tomamos α = −β = γ no sistema (3.9), então F2 = v2 + w2 = 0 é uma

superf́ıcie algébrica invariante do sistema (3.9) com cofator K2 = 2α. Após a mudança

de coordenadas x = w, y = v e z = u, podemos escrever o sistema (3.9) como

ẋ = yz + αx,

ẏ = −xz + αy,

ż = α(y − z),

(3.11)

e G = x2+y2 = 0 é uma quádrica invariante do sistema (3.11) com cofator K = 2α. Note

que o sistema (3.11) é do tipo (s) e pode ser escrito na forma normal do item (iii) do

Teorema 4. Para isto, temos que determinar os polinômios A, B, D e R de modo a obter

o sistema (3.11) ao substitúı-los no sistema (s). Tomando R = α (y−z) e, comparando os

termos das duas primeiras equações do sistema obtido ao se considerar f1 = G = x2 + y2

no sistema (3.2) do Teorema 2 com os termos das duas primeiras equações do sistema (s),

tem-se que os polinômios A, B e D satisfazem as seguintes igualdades

2 (x J1 + y J2)A = ϕ J1,

2 (x J1 + y J2)B = ϕ J2,

2 (x J1 + y J2)D = λ2 f3z − λ3 f2z,

(3.12)

onde J1 = f2yf3z − f2zf3y e J2 = f3xf2z − f2xf3z, com f2 e f3 polinômios arbitrários em

R[x, y, z] tais que {G, f2, f3} ̸≡ 0 e fiv = ∂fi/v são as derivadas parciais de fi em relação

v, para i = 2, 3 e v percorrendo as variáveis x, y e z. Em seguida, determinamos ϕ, λ2 e

λ3 utilizando a relação λj = Y(fj), para j = 1, 2, 3, onde λ1 = ϕG e Y é o campo vetorial
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associado ao sistema (3.11). Deste modo, obtemos

ϕ = 2a,

λ2 = (y z + α x) f2x + (−x z + α y) f2y + α (y − z) f2z ,

λ3 = (y z + α x) f3x + (−x z + α y) f3y + α (y − z) f3z .

(3.13)

Assim, considerando R = α (y − z) e A, B e D satisfazendo as relações (3.12) no sistema

(s), com ϕ, λ2 e λ3 dados por (3.13), obtemos o sistema (3.11).

Caso (c): Se α = β = −γ no sistema (3.9), então F3 = 2u2 + v2 + w2 = 0 é uma

superf́ıcies algébrica invariante do sistema com cofator K3 = −2α. Fazendo a mudança

de coordenadas x =
√
2 u, y = v e z = w, o sistema (3.9) pode ser escrito como

ẋ =
√
2α y − α x,

ẏ = −
√
2α x−

√
2

2
xz − α y,

ż =

√
2

2
xy − α z,

(3.14)

e G = x2+y2+z2 = 0 é sua quádrica invariante com cofatorK = −2α. Note que o sistema

(3.14) é do tipo (P) e podemos escrevê-lo na forma normal do item (iv) do Teorema 4.

Para isto, temos que determinar os polinômios A, ..., F de modo a obter o sistema (3.14)

ao substitúı-los no sistema (P). Comparando os termos das equações do sistema obtido

ao se considerar f1 = G = x2 + y2 + z2 no sistema (3.2) do Teorema 2 com os termos

das equações do sistema (P), tem-se que os polinômios A, ..., F satisfazem as seguintes

igualdades

2 (x J1 + y J2 + z J3)A = ϕ J1,

2 (x J1 + y J2 + z J3)B = ϕ J2,

2 (x J1 + y J2 + z J3)C = ϕ J3,

2 (x J1 + y J2 + z J3)D = λ2 f3z − λ3 f2z,

2 (x J1 + y J2 + z J3)E = λ2 f3y − λ3 f2y,

2 (x J1 + y J2 + z J3)F = λ2 f3x − λ3 f2x,

(3.15)

onde J1 = f2yf3z − f2zf3y, J2 = f3xf2z − f2xf3z e J3 = f2xf3y − f3xf2y, com f2 e f3
polinômios arbitrários em R[x, y, z] tais que {G, f2, f3} ̸≡ 0 e fiv = ∂fi/v são as derivadas

parciais de fi em relação a v, para i = 2, 3 e v percorrendo as variáveis x, y e z. Agora,
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utilizando a relação λj = Y(fj), para j = 1, 2, 3, onde λ1 = ϕG e Y é o campo vetorial

associado ao sistema (3.14), obtemos

ϕ = −2α,

λ2 = f2x
(√

2α y − α x
)

+ f2y

(

−
√
2α x−

√
2

2
xz − α y

)

+ f2z

(√
2

2
xy − α z

)

,

λ3 = f3x
(√

2α y − α x
)

+ f3y

(

−
√
2α x−

√
2

2
xz − α y

)

+ f3z

(√
2

2
xy − α z

)

.

(3.16)

Assim, considerando A, ..., F satisfazendo as relações (3.15) no sistema (P), com ϕ, λ2 e

λ3 dados por (3.16), obtemos o sistema (3.14).

Caso (f): Se tomarmos β = γ = 0 no sistema (3.9), então o cilindro eĺıptico F6 =

v2 +w2 +2αw = v2 + (w+α)2 −α2 = 0 é uma superf́ıcie algébrica invariante do sistema

(3.9) com cofator K6 = 0. Note que, neste caso, F6 é uma integral primeira polinomial do

sistema (3.9) e o seu espaço de fase é folheado por cilindros eĺıpticos invariantes. Fazendo

a mudança de coordenadas x = v, y = u e z = w + α e considerando α = 1, podemos

escrever o sistema (3.9) como

ẋ = −yz,

ẏ = x− y,

ż = xy,

(3.17)

e o cilindro eĺıptico G = x2 + z2 − 1 = 0 é sua superf́ıcie algébrica invariante com cofator

K = 0. Logo, o sistema (3.17) é do tipo (EC) e para escrevê-lo na forma normal do item

(iv) do Teorema 3, basta considerar A = C = 0, E = −y/2 e Q = x− y no sistema (EC).

A dinâmica global do sistema de Chen neste caso foi estudada em [40], onde os autores

mostraram que este sistema tem infinitas conexões heterocĺınicas, cada par pertencendo

a um dos cilindros invariantes.

3.3 Integrabilidade de sistemas diferenciais quadrá-

ticos com um paraboloide invariante

Nesta seção, estudamos a integrabilidade e a dinâmica de sistemas diferenciais

quadráticos definidos em R3 com um paraboloide eĺıptico como superf́ıcie algébrica in-



44

variante, conforme feito em [60]. Utilizando o item (v) do Teorema 3 e considerando

G = x2 + y2 − z = 0 como sendo a equação normalizada do paraboloide (ao invés de

G = y2 + z2 − x = 0 como no Teorema 3), temos que este tipo de sistema, após uma

mudança afim de coordenadas, é dado por

ẋ = a (x2 + y2 − z)− 2y D(x, y, z)− E(x, y, z),

ẏ = b (x2 + y2 − z) + 2xD(x, y, z) + F (x, y, z),

ż = c (x2 + y2 − z)− 2xE(x, y, z) + 2y F (x, y, z),

(3.18)

onde a, b, c ∈ R; D, E e F são polinômios arbitrários em R[x, y, z] de grau menor ou

igual a um, para i = 1, 2, 3; e G = x2 + y2 − z = 0 é o paraboloide invariante do sistema

(3.18). Considere

D(x, y, z) = d0 + d1 x+ d2 y + d3 z,

E(x, y, z) = e0 + e1 x+ e2 y + e3 z,

F (x, y, z) = f0 + f1 x+ f2 y + f3 z,

onde di, ei, fi ∈ R, para i = 0, 1, 2, 3.

Utilizando o paraboloide invariante G = 0, conseguimos provar a existência de inte-

grais primeiras, fatores exponenciais, invariantes de Darboux e multiplicadores de Jacobi

inversos do sistema (3.18), para escolhas adequadas dos parâmetros. Porém, antes de

fazermos isto, precisaremos das seguintes definições e resultados preliminares.

A definição de integral primeira foi dada no Caṕıtulo 1 (Definição 2). A seguir,

damos a definição de fator exponencial, invariante de Darboux e multiplicador de Jacobi

inverso. Seja X o campo vetorial polinomial de grau m associado ao sistema diferencial

(3.1).

Definição 6 (Fator exponencial) Sejam g, h ∈ C[x, y, z] \ {0} e assuma que g e h

são relativamente primos em C[x, y, z] ou que h = 1. A função F = exp(g/h) é um fator

exponencial do sistema (3.1) se, para algum polinômio L = L(x, y, z) em C[x, y, z] de grau

no máximo m− 1, temos

X (F ) = P
∂F

∂x
+Q

∂F

∂y
+R

∂F

∂y
= LF.
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Definição 7 (Invariante de Darboux) Um invariante do sistema (3.1) em um sub-

conjunto aberto U ⊂ R3 é uma função anaĺıtica não-constante I nas variáveis x, y, z e

t tal que I é constante sobre todas as soluções (x(t), y(t), z(t)) do sistema (3.1) contidas

em U , isto é,
dI

dt
=

∂I

∂x
P +

∂I

∂y
Q +

∂I

∂z
R +

∂I

∂t
≡ 0 em U.

Dizemos que um invariante I do campo vetorial X é de Darboux, se ele pode ser escrito

da forma

I(x, y, z, t) = fα1

1 · · · fαp
p F β1

1 · · ·F βq
q est,

onde fi = 0 são superf́ıcies algébricas invariantes de X , para i = 1, ..., p; Fj são fatores

exponenciais de X , para j = 1, ..., q; αi, βj ∈ C; e s ∈ R \ {0}.

De certa maneira, um invariante I do sistema (3.1) é uma integral primeira que

depende do tempo t.

Seja ϕp(t) a solução do sistema (3.1) passando pelo ponto p ∈ R3, definida em seu

intervalo maximal (αp,ωp) tal que ϕp(0) = p. Se ωp = ∞ definimos o conjunto

ω(p) = {q ∈ R
3 : existe (tn)

∞
n=0 com tn → ∞ e ϕp(tn) → q quando n → ∞},

onde (tn)∞n=0 é uma sequência infinita de pontos. Analogamente, se αp = −∞ definimos

o conjunto

α(p) = {q ∈ R
3 : existe (tn)

∞
n=0 com tn → −∞ e ϕp(tn) → q quando n → ∞}.

Os conjuntos ω(p) e α(p) são chamados de conjunto ω–limite e conjunto α–limite de p,

respectivamente.

O conhecimento de um invariante de Darboux fornece informações a respeito dos

conjuntos α– e ω–limite de todas as órbitas do sistema (3.1). Em outras palavras, dada

um órbita do sistema (3.1), conhecendo-se um invariante de Darboux deste sistema é

posśıvel determinar onde ela “nasce” e onde ela “morre”. Mais precisamente, temos o

seguinte resultado, provado em [46] para o caso planar, mas que provamos aqui para R3.

Proposição 6 Seja I(x, y, z, t) = f(x, y, z) est, com s ∈ R \ {0}, um invariante de Dar-

boux do sistema (3.1). Se p ∈ R3 e ϕp(t) é a solução do sistema (3.1) com intervalo

maximal (αp,ωp) tal que ϕp(0) = p, então valem as seguintes afirmações.

(a) Se ωp = ∞, então ω(p) ⊂ W ∪ S2;
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(b) Se αp = −∞, então α(p) ⊂ W ∪ S2,

onde W = {(x, y, z) ∈ R3; f(x, y, z) = 0} e S2 é a fronteira da bola de Poincaré, que

corresponde aos pontos do espaço de fase do sistema no infinito.

Prova. Seja ϕp(t) = (xp(t), yp(t), zp(t)). Como I(x, y, z, t) = f(x, y, z) est é um invari-

ante do sistema (3.1), segue que I(ϕp(t), t) = k ∈ R, para todo t ∈ (αp,ωp). Então,

lim
t→∞

f(ϕp(t)) e
st = lim

t→∞
I(ϕp(t), t) = k ∈ R.

Se s > 0, então limt→∞ est = ∞ e, consequentemente, limt→∞ f(ϕp(t)) = 0. Agora, se

s < 0, então limt→∞ est = 0 e limt→∞ f(ϕp(t)) = ∞. Portanto, da definição de conjunto

ω–limite e da continuidade de f , segue que ω(p) ⊂ W ∪ S2.

Analogamente, mostramos que α(p) ⊂ W ∪ S2. !

A definição precisa de bola de Poincaré é dada no Apêndice A. A Proposição 6 será

importante para provar o Corolário 1 do Teorema 5.

Definição 8 (Multiplicador de Jacobi inverso) A função de classe C1 e não local-

mente constante V : U → R, onde U é um subconjunto aberto de R3, é um multiplicador

de Jacobi inverso de X em U se satisfaz a equação diferencial parcial de primeira ordem

X (V ) = V div(X ) em U,

onde

div(X ) =
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z

é o divergente do campo vetorial X .

No caso planar, multiplicadores de Jacobi inversos são chamados de fatores inte-

grantes inversos, os quais são importantes para a obtenção de integrais primeiras. Em

[5], os autores estudaram a relação entre os multiplicadores de Jacobi inversos do sistema

(3.1) e as variedades centrais. Mais precisamente, eles discutiram sob quais condições

uma variedade central local está contida no conjunto de zeros de um multiplicador de

Jacobi inverso e deram outra solução para o problema do foco-centro em R3, formulado

em termos de multiplicadores de Jacobi inversos.

A próxima proposição será útil para provar os itens (c) e (d) do Teorema 5 adiante e

explica como encontrar invariantes de Darboux e multiplicadores de Jacobi inversos. Sua



47

prova para o caso planar pode ser encontrada em [17] (itens (iv) e (vi) do Teorema 8.7),

mas o resultado pode ser trivialmente estendido para Rn.

Proposição 7 Suponha que o sistema diferencial polinomial (3.1) de grau m possui p

superf́ıcies algébricas invariantes fi = 0 com cofatores Ki, para i = 1, ..., p, e q fatores

exponenciais Fj = exp(gj/hj) com cofatores Lj, para j = 1, ..., q.

(a) Existem αi, βj ∈ C não todos nulos tais que

p
∑

i=1

αi Ki +
q
∑

j=1

βj Lj = div(X ), (3.19)

onde div(X ) é o divergente do campo vetorial X , se, e somente se, a função real

(multivaluada) V = fα1

1 · · · fαp
p F β1

1 · · · F βq
q é um multiplicador de Jacobi inverso

do sistema (3.1).

(b) Existem αi, βj ∈ C não todos nulos tais que

p
∑

i=1

αi Ki +
q
∑

j=1

βj Lj = −s, (3.20)

para algum s ∈ R \ {0}, se, e somente se, a função real (multivaluada) I =

fα1

1 · · · fαp
p F β1

1 · · · F βq
q est é um invariante de Darboux do sistema (3.1).

Estamos agora em condições de enunciar e provar o seguinte resultado, que fornece

informações a respeito da existência de integrais primeiras, fatores exponenciais, invari-

antes de Darboux e multiplicadores de Jacobi inversos para o sistema (3.18).

Teorema 5 Seja G = x2 + y2 − z = 0 o paraboloide invariante do sistema diferencial

(3.18). Valem as seguintes afirmações.

(a) O paraboloide invariante G = 0 é uma integral primeira polinomial do sistema

(3.18), se, e somente se, a = b = c = 0.

(b) Considere a função F = exp(g/G), onde g ∈ R[x, y, z], tal que G e g são relativa-

mente primos em R[x, y, z]. Temos que F é um fator exponencial do sistema (3.18)

se g satisfaz a equação X (g) = gK + G L, onde K é o cofator de G = 0. Além

disso, L será o cofator do fator exponencial F .



48

(c) O sistema (3.18) tem um invariante de Darboux constrúıdo unicamente usando o

paraboloide invariante G = 0 se, e somente se, a = b = 0 e c ̸= 0. Além disso, tal

invariante de Darboux é dado por I(x, y, z, t) = (x2 + y2 − z) ect.

(d) O sistema (3.18) tem um multiplicador de Jacobi inverso V = V (x, y, z), onde V

é definido pela equação do paraboloide invariante, isto é V = x2 + y2 − z, se, e

somente se, d1 = f3, d2 = e3 e e1 = f2.

Prova. (a) Para provar este item do teorema, basta observar que o paraboloide G =

x2 + y2 − z = 0 é uma superf́ıcie algébrica invariante do sistema (3.18) com cofator

K = 2a x+ 2b y − c e que K ≡ 0 se, e somente se, a = b = c = 0.

(b) Como G = 0 é uma superf́ıcie algébrica invariante do sistema (3.18), então X (G) =
K G, onde K é o cofator de G = 0. Logo,

X(F ) = exp

(

g

G

)

X
(

g

G

)

= exp

(

g

G

)

X (g)G − gX (G)
G2

= exp

(

g

G

)

X (g)− g K

G
= LF.

Portanto, F é um fator exponencial do sistema (3.18) com cofator L.

(c) Assuma que o sistema (3.18) possui um invariante de Darboux I = I(x, y, z, t) cons-

trúıdo unicamente usando o paraboloide invariante G = 0. Pelo item (b) da Proposição

7, existe α = α1 + iα2 ∈ C \ {0} satisfazendo (3.20). Como o cofator do paraboloide

invariante G = 0 é K = 2a x+2b y− c e da igualdade (3.20), temos que α2 = 0, pois, caso

contrário, a = b = c = 0 e, consequentemente, s = 0. Então, α ∈ R \ {0} e, da igualdade

(3.20), segue que a = b = 0 e c = s/α ̸= 0. Além disso, ainda pelo item (b) da Proposição

7, I = Gα est = [(x2 + y2 − z) ect]α é uma famı́lia de invariantes de Darboux do sistema

(3.18). Em particular, podemos considerar I = (x2 + y2 − z) ect. De fato,

dI

dt
= (2xP + 2y Q− z R) ect + c (x2 + y2 − z) ect

= (K + c) (x2 + y2 − z) ect = 0,

pois K = −c quando a = b = 0.
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(d) Considere V = x2 + y2 − z. Pelo item (a) da Proposição 7, existe α = α1 + iα2 ∈
C \ {0} satisfazendo (3.19) se, e somente se, V1 = (x2 + y2 − z)α é um multiplicador

de Jacobi inverso do sistema (3.18). Como o cofator do paraboloide invariante G = 0 é

K = 2a x + 2b y − c e da igualdade (3.19), se α2 ̸= 0, então a = b = c = 0 e V é uma

integral primeira polinomial do sistema (3.18), pelo que provamos no item (a). Então,

considere α ∈ R \ {0}. Da igualdade (3.19) segue que

(2a x+ 2b y − c)α = 2x (a+ d2 − e3) + 2y (b− d1 + f3)− c− e1 + f2.

Logo, α satisfaz

α a = a+ d2 − e3,

α b = b− d1 + f3,

α c = c+ e1 − f2.

(3.21)

Como V1 = V α, obtemos que V é um multiplicador de Jacobi inverso do sistema (3.18)

tomando α = 1. Então, de (3.21), d1 = f3, d2 = e3 e e1 = f2. !

Uma consequência do item (c) do teorema anterior é que, sob suas hipóteses, o sis-

tema (3.18) não exibe comportamento caótico. Sistemas diferenciais com comportamento

caótico têm sido intensamente estudados desde que Lorenz encontrou, em 1963, o primeiro

sistema diferencial tridimensional autônomo a exibir este tipo de comportamento [57, 74].

Abordaremos este assunto no Caṕıtulo 4.

Corolário 1 Suponha que a = b = 0 e c ̸= 0 no sistema (3.18) e que há um número finito

de pontos de equiĺıbrio sobre o paraboloide invariante G = x2 + y2 − z = 0 e na fronteira

S2 da bola de Poincaré. Então, o sistema (3.18) não exibe comportamento caótico.

Prova. Considere a = b = 0 e c ̸= 0 no sistema (3.18). Então, de acordo com o

item (c) do Teorema 5, I = G ect é um invariante de Darboux do sistema (3.18). Pela

Proposição 6, dada uma órbita do sistema (3.18) seu conjunto ω–limite está contido em

W ∪ S2, onde W = {(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 − z = 0} e S2 é a fronteira da bola de

Poincaré. Considerando o paraboloide invariante e sua extensão até S2, a qual é um

ponto de equiĺıbrio (conforme provaremos na próxima seção, veja Figura 3.5), temos que,

após a compactificação de Poincaré do sistema (3.18), o conjunto W ∪ S2 é compacto e

tem um número finito de pontos de equiĺıbrio, por hipótese. Aplicando o Teorema de

Poincaré-Bendixson em W ∪ S2, temos que o conjunto ω–limite das órbitas do sistema
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(3.18) é um ponto de equiĺıbrio, uma órbita periódica ou um conjunto formado por pontos

de equiĺıbrio e pontos regulares. O mesmo é verdade para o conjunto α–limite das órbitas

do sistema (3.18). Portanto, não há possibilidade do sistema (3.18) exibir comportamento

caótico. !

Para mais detalhes sobre o Teorema de Poincaré-Bendixson, veja Seção 1.7 de [17].

Muitas vezes é importante considerar o fluxo do sistema (3.18) restrito ao parabo-

loide invariante G = 0, já que esta superf́ıcie é invariante pelo fluxo do sistema e, por isso,

fornece informações importantes a respeito da sua dinâmica. O sistema (3.18) restrito ao

paraboloide invariante G = 0 é dado por

ẋ = −2d3 y (x2 + y2)− e3 (x2 + y2)− 2d2 y2 − 2d1 xy − e1 x− (e2 + 2d0) y − e0,

ẏ = 2d3 x (x2 + y2) + f3 (x2 + y2) + 2d1 x2 + 2d2 xy + (2d0 + f1) x+ f2 y + f0,
(3.22)

onde di, ei, fi ∈ R, para i = 0, 1, 2, 3. Denotemos por X |G o campo vetorial polinomial

associado ao sistema restrito (3.22). Temos que, para escolhas adequadas dos parâmetros,

o sistema restrito (3.22) tem uma integral primeira racional, como enunciado no próximo

teorema.

Teorema 6 Para a escolha de parâmetros (i) – (iv) abaixo, o sistema restrito (3.22) tem

uma integral primeira racional.

(i) d1 = d2 = d3 = e0 = e1 = e3 = 0, e2 = −2 d0;

(ii) d1 = d2 = d3 = f0 = f2 = f3 = 0, f1 = −2 d0;

(iii) d3 = e0 = f0 = 0, e2 = f1 = −2 d0, e3 = −2 d2, f2 = −e1, f3 = −2 d1;

(iv) d1 = d2 = d3 = e0 = e1 = e3 = 0, e2 = −2 d0.

Antes de provar o Teorema 6, precisaremos do seguinte resultado.

Proposição 8 Assuma que o campo vetorial polinomial X tem p superf́ıcies algébricas

invariantes irredut́ıveis fi = 0, para i = 1, ..., p, tais que fi são duas a duas relativamente

primas. Se uma destas superf́ıcies algébricas invariantes ou o plano invariante no infi-

nito tem multiplicidade algébrica indefinida, então o campo vetorial X tem uma integral

primeira racional.
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A Proposição 8 está provada em [52]. Note que, na Proposição 8, usamos o infinito

de R3 como um plano invariante adicional para estudarmos a integrabilidade do campo

vetorial X . Dizemos que o plano no infinito de X tem multiplicidade algébrica indefinida

(veja definição de multiplicidade algébrica no Caṕıtulo 2, Definição 4) se o plano invariante

z3 = 0 da carta local U1 (veja Apêndice A) tem multiplicidade algébrica indefinida para

o campo vetorial definido na carta local U1.

Prova. (Teorema 6) As escolhas de parâmetros (i) e (ii) são triviais. De fato, para

a escolha (i) a função H(x, y, z) = x é uma integral primeira do sistema (3.22) e para a

escolha (ii) a função H(x, y, z) = y é uma integral primeira do sistema (3.22).

Agora, seja X |G o campo vetorial associado ao sistema (3.22). Para provar que o

sistema (3.22) tem uma integral primeira racional para as escolhas de parâmetros (iii)

e (iv), usaremos a Proposição 8. Usando a compactificação de Poincaré, temos que a

expressão do sistema (3.22) na carta local U1 é

ż1 = 2d3 z14 + (e3 + 2 d2) z2z13 + (2 d0 + e2) z12z22 + (f3 + 2d1) z12z2 + 4d3 z12

+ e0 z1z23 + (f2 + e1) z1z22 + (e3 + 2 d2) z1z2 + f0 z23 + (f1 + 2 d0) z22

+ (f3 + 2 d1) z2 + 2d3,

ż2 = 2d3 z2z13 + (e3 + 2d2) z22z12 + (2d0 + e2) z1z23 + 2d1 z1z22 + 2d3 z1z2 + e0 z24

+ e1 z23 + e3 z22.

(3.23)

Note que, como o sistema (3.22) está definido em R2, a multiplicidade algébrica

da reta invariante no infinito de X |G está relacionada com a multiplicidade algébrica da

reta invariante z2 = 0 do sistema (3.23). Sejam W = R1[x, y, z] e X̃ |G o campo vetorial

associado ao sistema (3.23). Então, precisamos determinar o polinômio extático

ξ1W (X̃ |G) = det

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

1 z1 z2

0 X̃ |G(z1) X̃ |G(z2)

0 (X̃ |G)2(z1) (X̃ |G)2(z2)

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

,

onde X̃ |G(v) = ⟨(ż1, ż2),∇v⟩ e (X̃ |G)2(v) = X̃ |G(X̃ |G(v)), com v percorrendo as variáveis

z1 e z2. Para a escolha de parâmetros (iii), temos que X̃ |G(z1) = ż1 = 0. Então,

(X̃ |G)2(z1) = 0 e ξ1W (X̃ |G) ≡ 0. Analogamente, para a escolha de parâmetros (iv), temos

que X̃ |G(z2) = ż2 = 0. Então, (X̃ |G)2(z2) = 0 e ξ1W (X̃ |G) ≡ 0. Portanto, a reta no infinito
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de X |G tem multiplicidade algébrica indefinida nestes dois casos. Pela Proposição 8, o

campo vetorial X |G tem uma integral primeira racional. !

É importante notar que o Teorema 6 dá condições necessárias, mas não suficientes,

sobre os parâmetros do sistema restrito (3.22) para a existência de integrais primeiras

racionais. Portanto, é posśıvel que para outras escolhas de parâmetros o sistema (3.22)

tenha integral primeira racional.

3.4 Paralelos invariantes e meridianos invariantes so-

bre o paraboloide invariante

Algumas das quádricas não-degeneradas são superf́ıcies de revolução, como é o caso

do paraboloide. Sobre este tipo de superf́ıcie, podemos definir paralelos e meridianos da

seguinte maneira.

Definição 9 (Paralelos e meridianos) Sobre uma superf́ıcie de revolução, definimos

paralelos e meridianos como as curvas obtidas pela intersecção da superf́ıcie com os planos

z = k, para escolhas adequadas de k ∈ R, e z = α x+β y, com α, β ∈ R, respectivamente.

Em outras palavras, os paralelos e meridianos de uma superf́ıcie de revolução são

as curvas obtidas pela interseção desta superf́ıcie com os planos ortogonais ao eixo–z e

com os planos que contêm o eixo–z, respectivamente. Para uma ilustração dos paralelos

e meridianos de um paraboloide eĺıptico, por exemplo, veja a Figura 3.2. Nesta seção,

estudaremos os paralelos e meridianos sobre o paraboloide invariante do sistema (3.18)

quando estas curvas são invariantes pelo fluxo do sistema. Neste caso, elas são chamadas

de paralelos invariantes e meridianos invariantes, cuja definição precisa damos a seguir.

Definição 10 (Paralelos invariantes e meridianos invariantes) Suponha que o sis-

tema (3.1) possui uma superf́ıcie algébrica invariante dada por uma superf́ıcie de re-

volução. Se os planos z = k e z = α x + β y, com k, α, β ∈ R, também são invariantes

pelo fluxo do sistema (3.1), então dizemos que os paralelos obtidos pela intersecção da

superf́ıcie com o plano z = k, para escolhas adequadas de k, são paralelos invariantes

e os meridianos obtidos pela intersecção da superf́ıcie com o plano z = α x + β y são

meridianos invariantes.
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x
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Figura 3.2: Paralelos e meridianos de um paraboloide eĺıptico.

Em [14] os autores caracterizaram todas as configurações posśıveis de paralelos in-

variantes e meridianos invariantes sobre quádricas de revolução invariantes para campos

vetoriais polinomiais de grau m. Aqui, estudaremos o caso do paraboloide invariante do

sistema (3.18). Começamos fornecendo o número máximo de paralelos invariantes e me-

ridianos invariantes que podem haver sobre esta superf́ıcie. Porém, para provarmos esse

resultado, precisaremos da seguinte proposição.

Proposição 9 Seja X o campo vetorial polinomial associado ao sistema diferencial (3.1).

(a) Se z − k, com k ∈ R, é um fator do polinômio extático ξW1
(X ), onde W1 é o

subespaço R-vetorial cuja base é {1, z}, então z − k = 0 é um plano invariante de

X ;

(b) Se α x+ β y, com α, β ∈ R, é um fator do polinômio extático ξW2
(X ), onde W2 é o

subespaço R-vetorial cuja base é {x, y}, então α x + β y = 0 é um plano invariante

de X .

Prova. Sejam f = z − k e ξW1
(X ) = f K1, com K1 um polinômio em R[x, y, z]. É fácil

verificar que

ξW1
(X ) = det

⎛

⎜

⎝

1 z

0 X (z)

⎞

⎟

⎠
= X (z) = R,

onde ż = R no sistema (3.1). Logo, X (f) = R = f K1. Isto prova o item (a).
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Agora, sejam g = α x + β y e ξW2
(X ) = g F , com F um polinômio em R[x, y, z].

Note que

ξW2
(X ) = det

⎛

⎜

⎝

x y

X (x) X (y)

⎞

⎟

⎠
= xX (y)− yX (x) = xQ− y P,

onde ẋ = P e ẏ = Q no sistema (3.1). Então, xQ − y P = g F = (α x + β y)F . Logo,

x (Q − αF ) = y (P + β F ). Como x e y não têm fatores em comum, então existe um

polinômio K2 em R[x, y, z] tal que Q− αF = K2 y e P + β F = K2 x. Logo,

X (g) = αP + βQ = α (K2 x− β F ) + β (K2 y + αF ) = gK2,

completando a prova da proposição. !

A Proposição 9 também está provada em [49]. A Proposição 1 do Caṕıtulo 2 e o

item (a) da proposição anterior transformam o estudo de paralelos invariantes do campo

vetorial X associado ao sistema diferencial (3.1) no estudo dos fatores da forma z − k do

polinômio extático ξW1
(X ), onde W1 é o subespaço R-vetorial cuja base é {1, z}. Analo-

gamente, A Proposição 1 do Caṕıtulo 2 e o item (b) da proposição anterior transformam

o estudo de meridianos invariantes de X no estudo dos fatores da forma α x + β y do

polinômio extático ξW2
(X ), onde W2 é o subespaço R-vetorial cuja base é {x, y}.

Teorema 7 Seja X o campo vetorial polinomial associado ao sistema diferencial (3.18)

e assuma que X tem um número finito de paralelos invariantes e meridianos invariantes.

Então, o número de paralelos invariantes sobre o paraboloide invariante G = 0 do sistema

(3.18) é no máximo um e o número de meridianos invariantes sobre G = 0 também é no

máximo um.

Prova. Por definição, os paralelos invariantes sobre o paraboloide invariante G = 0 do

sistema (3.18) são obtidos pela intersecção de G = 0 com os planos invariantes z − k = 0,

para escolhas adequadas de k ∈ R. Pela Proposição 1 do Caṕıtulo 2 e pelo item (a) da

Proposição 9, basta estudarmos os fatores da forma z − k do polinômio extático ξW1
(X ),

onde W1 é o subespaço R-vetorial cuja base é {1, z}. Logo,

ξW1
(X ) = X (z) = −2x (e1 x+ e2 y + e3 z + e0) + 2y (f1 x+ f2 y + f3 z + f0). (3.24)
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Aqui, tomamos, sem perda de generalidade, c = 0 no sistema (3.18), pois z = x2 + y2 em

G = 0. Assim, o polinômio ξW1
(X ) admite no máximo um fator da forma z − k, para

escolhas adequadas dos parâmetros ei, fi, com i = 0, 1, 2, 3.

Agora, os meridianos invariantes sobre G = 0 são obtidos pela intersecção de G = 0

com os planos invariantes α x + β y = 0, com α, β ∈ R. Pela Proposição 1 do Caṕıtulo

2 e pelo item (b) da Proposição 9, basta estudarmos os fatores da forma α x + β y do

polinômio extático ξW2
(X ), onde W2 é o subespaço R-vetorial cuja base é {x, y}. Logo,

ξW2
(X ) = xX (y)− yX (x)

= 2 (x2 + y2) (d1 x+ d2 y + d3 z + d0)

+ y (e1x+ e2y + e3 z + e0) + x (f1 x+ f2 y + f3 z + f0).

(3.25)

Aqui, tomamos, sem perda de generalidade, a = b = 0 no sistema (3.18), pois z = x2+ y2

em G = 0. Utilizando coordenadas esféricas ou ciĺındricas, temos que ξW2
(X |G) = (x2 +

y2) g, onde g = g(x, y, z) é um polinômio em R[x, y, z]. Como ξW2
(X ) tem grau no

máximo 3, então ξW2
(X ) admite no máximo um fator da forma α x+ β y, obtido quando

g = α x+ β y.

Portanto, o número de paralelos invariantes sobre G = 0 é no máximo um e o número

de meridianos invariantes sobre G = 0 também é no máximo um. !

No próximo resultado, fornecemos condições necessárias e suficientes sobre os parâ-

metros do sistema restrito (3.22) para que exista exatamente um paralelo invariante e um

meridiano invariante sobre o paraboloide G = 0.

Teorema 8 O campo vetorial X |G tem exatamente um paralelo invariante e um meridi-

ano invariante se, e somente se, d3 = e1 = f2 = 0, f1 = e2 = −2d0, d1 = α d2, f0 = α e0
e f3 = α e3 no sistema diferencial (3.22), com e0 e3 < 0 e α = f3/e3.

Prova. Para que o campo vetorial X |G tenha exatamente um paralelo invariante, o

polinômio extático ξW1
(X ), dado por (3.24), precisa ter um fator da forma z − k, com

k > 0. O resto da divisão de ξW1
(X ) por z − k é o polinômio

r(x, y) = 2 [−e1 x
2 + f2 y

2 + (f1 − e2) xy − (e0 + k e3) x+ (f0 + k f3) y].

Logo, ξW1
(X ) tem um fator da forma z − k se, e somente se, r(x, y) ≡ 0, ou seja, e1 =

f2 = 0, f1 = e2, e0 = −k e3 e f0 = −k f3. Considerando e0 e3 < 0 e α = f3/e3, então
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k = −e0/e3 > 0, f0 = α e0 e f3 = α e3. Substituindo e1, f0, f1, f2 e f3 na expressão de

ξW2
(X ), dada por (3.25), obtemos

ξW2
(X ) = (x2 + y2) [2 (d1 x+ d2 y + d3 z + d0) + e2] + (α x+ y) (e3 z + e0).

Note que a única possibilidade de um fator da forma α x + β y em ξW2
(X ) é obtida

considerando β = 1, e α x+ y é um fator de ξW2
(X ) se, e somente se, d1 = α d2, d3 = 0 e

e2 = −2d0.

Portanto, para esta escolha de parâmetros o campo vetorial X |G tem exatamente

um paralelo invariante e um meridiano invariante obtidos pela intersecção do paraboloide

invariante G = 0 com os planos invariantes z− k = 0 e α x+ y = 0, respectivamente, com

k = −e0/e3 > 0 e α = f3/e3. !

A Figura 3.3 ilustra a dinâmica do campo vetorial X |G com exatamente um paralelo

invariante e um meridiano invariante, obtido considerando os valores dos parâmetros do

sistema (3.22) de acordo com o Teorema 8 e tomando α = 1, e3 = −e0 = 1 e d2 > 0.

Assim, o paralelo invariante e o meridiano invariante são obtidos pela intersecção de G = 0

com os planos invariantes z − 1 = 0 e x+ y = 0, respectivamente. Neste caso, os pontos

de equiĺıbrio do sistema (3.22) são

M± =

(

∓
1

2

√
2 , ±

1

2

√
2

)

e N± =

(

±
1√

4 d2 + 2
, ±

1√
4 d2 + 2

)

.

Note que 4 d2 + 2 > 0, pois d2 > 0. É fácil verificar que os pontos de equiĺıbrio M±

estão na intersecção do paralelo invariante com o meridiano invariante. Os autovalores

da parte linear do sistema (3.22) em M± são λ1 = ±2
√
2 e λ2 = ∓2 d2

√
2. Logo, M± são

pontos de sela. Os autovalores da parte linear do sistema (3.22) em N± são λ1 = 2i
√
2 d2

e λ2 = −2i
√
2 d2. Logo, N± são centros ou focos fracos. Além disso, os centros ou focos

fracos N± estão no interior de um conjunto compacto cuja fronteira é formada por parte

do paralelo invariante e por parte do meridiano invariante, como pode ser visto na Figura

3.3.

Um assunto importante no estudo de sistemas de equações diferenciais é determinar

quando eles têm ciclos limites ou oscilações não-lineares. No próximo teorema, impomos

condições necessárias sobre os parâmetros do sistema (3.18) para que o campo vetorial

X |G tenha exatamente um paralelo invariante, o qual será um ciclo limite.
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x
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z

Figura 3.3: (a) Dinâmica do campo vetorial X restrito ao paraboloide invariante G = 0 quando

este tem exatamente um paralelo invariante (vermelho) e um meridiano invariante (azul), con-

siderando os valores dos parâmetros do sistema (3.22) de acordo com o Teorema 8 e tomando

α = 1, e3 = −e0 = 1 e d2 > 0; e (b) retrato de fase campo vetorial X|G neste caso.

Teorema 9 Se c = d0 = d2 = d3 = e1 = f0 = f2 = f3 = 0, d1 = −1, e2 = f1 = 4 e

e3 = −e0 no sistema (3.18), com e0 ̸= 0, então o campo vetorial X |G tem exatamente um

paralelo invariante, o qual é um ciclo limite de X |G.

Prova. Seja r(x, y, z) o resto da divisão do polinômio extático ξW1
(X ) por z−1, ondeW1

é o subespaço R-vetorial cuja base é {1, z}. Uma das maneiras de obtermos r(x, y, z) ≡ 0

é considerando c = d0 = d2 = d3 = e1 = f0 = f2 = f3 = 0, d1 = −1, e2 = f1 = 4 e

e3 = −e0 no sistema (3.18). Então, ele pode ser escrito como

ẋ = a (x2 + y2 − z) + 2y (x− 2) + e0 (z − 1),

ẏ = b (x2 + y2 − z)− 2x (x− 2),

ż = 2 e0 x (z − 1).

(3.26)

Note que o plano z − 1 = 0 é uma superf́ıcie algébrica invariante do sistema (3.26) com

cofator K(x, y, z) = 2 e0 x. A circunferência C obtida pela intersecção do plano invariante

z − 1 = 0 com o paraboloide invariante G = 0 é o paralelo invariante do campo vetorial

X |G. Considere e0 ̸= 0, pois, caso contrário, X |G tem infinitos paralelos invariantes.

Agora, precisamos provar que o paralelo invariante C é um ciclo limite de X |G . Impondo

as mesmas condições sobre os parâmetros do sistema restrito (3.22) e considerando a
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mudança para coordenadas polares x = r cos θ, y = r sin θ, podemos escrevê-lo como

ṙ = e0 (r2 − 1) cos θ,

θ̇ = 4− 2 r cos θ −
e0
r
(r2 − 1) sin θ.

Logo, se r = 1, então ṙ ≡ 0 e θ̇ = 4 − 2 cos θ > 0, para todo θ ∈ R. Como r = 1 é a

equação do paralelo invariante C de X |G em coordenadas polares, então C é uma órbita

periódica de X |G. Além disso, como ṙ ̸≡ 0 e θ̇ > 0 numa vizinhança anelar de C, então C
é um ciclo limite do campo vetorial X |G . !

Na Figura 3.4 está ilustrado um dos casos em que o paralelo invariante do campo

vetorial X |G é um ciclo limite.

(a) (b)

Figura 3.4: (a) Dinâmica do campo vetorial X restrito ao paraboloide invariante G = 0 e (b)

retrato de fase do campo vetorial X|G , ambos sob as hipóteses do Teorema 9, com e0 = 1. Neste

caso, o paralelo invariante (preto) é um ciclo limite.

Outro tópico interessante no estudo de sistemas diferenciais é determinar quando o

sistema (3.1) tem órbitas homocĺınicas e heterocĺınicas, cuja existência é, em geral, muito

dif́ıcil de ser analiticamente provada. Aqui, usando a existência do meridiano invariante

sobre o paraboloide invariante G = 0, obtemos condições necessárias sobre os parâmetros

do sistema (3.18) para as quais o campo vetorial X |G tenha órbitas heterocĺınicas conec-

tando um ponto de equiĺıbrio em G = 0 a um ponto de equiĺıbrio no infinito, dado pela

extensão de G = 0 até a fronteira S2 da bola de Poincaré (para a definição de bola de
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Poincaré, veja Apêndice A). Obtemos a extensão de G = 0 até S2, aplicando diretamente

o seguinte resultado, cuja prova pode ser encontrada em [42].

Proposição 10 Seja f(x, y, z) = 0 uma superf́ıcie algébrica invariante do sistema dife-

rencial (3.1) de grau m. A extensão desta superf́ıcie até a fronteira S2 da bola de Poincaré

está contida na curva definida por

zm4 f

(

x

z4
,
y

z4
,
z

z4

)

= 0, z4 = 0.

Tomando f(x, y, z) = x2+y2−z e m = 2 na Proposição 10, obtemos que a extensão

do paraboloide invariante G = 0 do sistema (3.18) até a fronteira S2 da bola de Poincaré é

um ponto de equiĺıbrio p0, que corresponde ao ponto final positivo do eixo–z, como pode

ser visto na Figura 3.5.

z

y
x

p0

Figura 3.5: Extensão do paraboloide invariante G = 0 do sistema (3.18) até a fronteira S2 da

bola de Poincaré.

Teorema 10 Se a = b = d0 = d3 = e0 = e2 = e3 = f0 = f1 = f3 = 0 e f2 = −e1 = 1

no sistema (3.18), então o campo vetorial X |G tem exatamente um meridiano invariante,

que é formado por um ponto de equiĺıbrio do sistema (3.18) e duas órbitas heterocĺınicas

conectando este ponto ao ponto de equiĺıbrio no infinito p0, após compactificado, como

mostrado na Figura 3.6.

Prova. Seja r(x, y, z) o resto da divisão do polinômio extático ξW2
(X ) por d1x + d2y,

onde W2 é o subespaço R-vetorial cuja base é {x, y}. Uma das maneiras de obtermos
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r(x, y, z) ≡ 0 é considerando a = b = d0 = d3 = e0 = e2 = e3 = f0 = f1 = f3 = 0 e

f2 = −e1 = 1 no sistema (3.18). Então, ele pode ser escrito como

ẋ = −2y (d1 x+ d2 y) + x,

ẏ = 2x (d1 x+ d2 y) + y,

ż = c (x2 + y2 − z) + 2 (x2 + y2).

(3.27)

Note que o plano d1 x + d2 y = 0 é uma superf́ıcie algébrica invariante do sistema (3.27)

com cofator K(x, y, z) = 2 (d2 x − d1 y) + 1. A curva obtida pela intersecção do plano

invariante d1 x + d2 y = 0 com o paraboloide invariante G = 0 é o meridiano invariante

do campo vetorial X |G. A extensão do meridiano invariante até a fronteira S2 da bola

de Poincaré é o ponto de equiĺıbrio p0, que também é a extensão de G = 0 até S2. Há

apenas um ponto de equiĺıbrio finito sobre o meridiano invariante: a origem, que é um

nó instável. Logo, o meridiano invariante tem duas órbitas heterocĺınicas que conectam

estes pontos de equiĺıbrio, conforme pode ser visto na Figura 3.6. !

z

y
x

p0

Figura 3.6: Meridiano invariante do campo vetorial X|G obtido no Teorema 10.

3.5 Dinâmica global e bifurcações de uma classe de

sistemas diferenciais quadráticos com um para-

boloide invariante

Devido ao grande número de parâmetros envolvidos, a dinâmica e as bifurcações do

sistema diferencial (3.18) são muito dif́ıceis de serem estudadas. Para tornar este estudo

posśıvel, consideramos a classe do sistema (3.18) obtida tomando os polinômios D, E
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e F como constantes reais, isto é, D(x, y, z) = d, E(x, y, z) = e e F (x, y, z) = f , com

d, e, f ∈ R. Assim, o sistema (3.18) pode ser escrito como

ẋ = a (x2 + y2 − z)− 2y d− e,

ẏ = b (x2 + y2 − z) + 2x d+ f,

ż = c (x2 + y2 − z)− 2x e+ 2y f.

(3.28)

Mesmo neste caso a dinâmica do sistema pode ser bem complicada de ser estudada.

Porém, podemos determinar alguns de seus aspectos, como a localização e a estabilidade

local de pontos de equiĺıbrio, a existência de famı́lias de órbitas homocĺınicas e de centros,

e também estudar sua dinâmica no infinito via compactificação de Poincaré.

Considere d ̸= 0 e af + be + cd ̸= 0 no sistema (3.28). Então,

p =

(

−
f

2 d
, −

e

2 d
,
e2 + f 2

4 d2

)

é um ponto de equiĺıbrio isolado do sistema (3.28). Os autovalores da parte linear do

sistema (3.28) em p são λ1,2 = ±2i d e λ3 = −(af + be + cd)/d. É fácil verificar que o

ponto de equiĺıbrio p pertence ao paraboloide invariante G = x2 + y2 − z = 0. O fluxo do

sistema (3.28) restrito a G = 0 é dado por

ẋ = −2d y − e,

ẏ = 2d x+ f.
(3.29)

Note que p̃ = (−f/2d,−e/2d) é o único ponto de equiĺıbrio do sistema linear (3.29) e seus

autovalores são λ1,2 = ±2i d. Então, p̃ é um centro do sistema restrito (3.29). Logo, o

paraboloide invariante G = 0 é a variedade central do ponto de equiĺıbrio p. Assim, G = 0

é formado por um anel de órbitas periódicas em torno de p. Do mesmo modo que em

[22], chamaremos de centro em R3 um ponto de equiĺıbrio pertencendo a uma superf́ıcie

invariante bidimensional que é cercado por um anel de órbitas periódicas também contido

nesta superf́ıcie, como ocorre com o ponto p. Na Figura 3.7 estão representados o retrato

de fase do sistema (3.29) e o fluxo correspondente do sistema (3.28) sobre o paraboloide

invariante G = 0, quando d ̸= 0.

Na Figura 3.8 temos o espaço de fase do sistema (3.28) numa vizinhança de p

quando ele é um ponto de equiĺıbrio isolado e λ3 < 0, o que conduz à existência de uma
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Figura 3.7: (a) Retrato de fase do sistema restrito (3.29) e (b) fluxo do sistema (3.28) sobre o

paraboloide invariante G = 0, quando d ̸= 0.

variedade local estável de p. Neste caso, as órbitas periódicas em torno de p também são

assintoticamente estáveis. Deste modo, uma órbita que está numa vizinhança do ponto

de equiĺıbrio p tende para ele ou para alguma das órbitas periódicas em torno dele quando

t → ∞, como podemos observar na Figura 3.8.

x

y

z

p

Figura 3.8: Espaço de fase do sistema (3.28) numa vizinhança de p quando p é um ponto de

equiĺıbrio isolado e λ3 < 0.

Porém, nem sempre p é um ponto de equiĺıbrio isolado do sistema (3.28). Nos casos

seguintes, o sistema (3.28) tem uma curva de equiĺıbrios. Assuma que af + be + cd = 0.

Caso (a): Se a ̸= 0, então podemos tomar f = −(be + cd)/a no sistema (3.28) e, neste
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caso,

γ1 =

(

−
b

a
α +

c

2a
, α,

a2 + b2

a2
α2 −

bc + 2ad

a2
α +

c2 − 4ae

4a2

)

,

onde α ∈ R, é uma curva de equiĺıbrios do sistema (3.28). Os autovalores da parte linear

do sistema (3.28) nos pontos de equiĺıbrio em γ1 são λ1 = 0 e λ2,3 = ±
√
2ω/a, onde

ω = 2ad (a2 + b2)α+ a ((a2 + b2) e− 2ad2). Logo, temos os seguintes casos a considerar:

(a.i) λ1 = 0, λ2,3 = ± iω0, onde ω0 =
√
−2ω/a ∈ R: se 2ad (a2 + b2) < 0 e α > −[(a2 +

b2) e−2ad2]/[2d (a2+b2)] ou 2ad (a2+b2) > 0 e α < −[(a2+b2) e−2ad2]/[2d (a2+b2)];

(a.ii) λ1 = λ2 = λ3 = 0: se α = −[(a2 + b2) e− 2ad2]/[2d (a2 + b2)];

(a.iii) λ1 = 0, λ2 > 0, λ3 < 0: se 2ad (a2+ b2) < 0 e α < −[(a2+ b2) e−2ad2]/[2d (a2+ b2)]

ou 2ad (a2 + b2) > 0 e α > −[(a2 + b2) e− 2ad2]/[2d (a2 + b2)].

Portanto, γ1 é uma curva de equiĺıbrios do sistema (3.28) formada por uma curva

de centros ou focos fracos (a.i) e uma curva de selas (a.iii) conectadas por um ponto de

equiĺıbrio degenerado (a.ii), como pode ser visto na Figura 3.9.

x

y

z

0

 1

Figura 3.9: Paraboloide invariante G = 0 e curva de equiĺıbrios γ1, a qual é formada por uma

curva de centros ou focos fracos (azul) e uma curva de selas (verde) conectadas por um ponto

de equiĺıbrio degenerado.

Se considerarmos c = e = 0, então f = 0. Neste caso, γ1 passa pela origem, que

é o único ponto de intersecção entre a curva de equiĺıbrios γ1 e o paraboloide invariante

G = 0. É fácil verificar que H(x, y, z) = z é uma integral primeira do sistema (3.28).

Logo, o espaço de fase do sistema (3.28) é folheado pelos planos invariantes z − k = 0,

com k ∈ R. O fluxo do sistema (3.28) restrito a estes planos invariantes está ilustrado na
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Figura 3.10. Observe que existe uma órbita homocĺınica a um ponto de sela (caso (iii)

da Figura 3.10).
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y

z
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Figura 3.10: Posições relativas entre o paraboloide invariante G = 0 e os planos invariantes

z−k = 0 e retrato de fase do sistema (3.28) restrito aos planos invariantes z−k = 0 dependendo

do valor de k: (i) k < −d2/(a2 + b2); (ii) k = −d2/(a2 + b2); (iii) k > −d2/(a2 + b2).

Caso (b): Se a = 0 e b ̸= 0, então podemos tomar e = −cd/b no sistema (3.28) e

γ2 =

(

α,
c

2b
, α2 +

2d

b
α +

c2 + 4bf

4b2

)

,

onde α ∈ R, é uma curva de equiĺıbrios do sistema (3.28). Os autovalores da parte

linear do sistema (3.28) nos pontos de equiĺıbrio em são λ1 = 0 e λ2,3 = ±
√
−2ω, onde

ω = 2bdα + bf + 2d2. Logo, temos os seguintes casos a considerar:

(b.i) λ1 = 0, λ2,3 = ±iω0, onde ω0 =
√
2ω ∈ R: se bd < 0 e α < −(bf + 2d2)/(2bd) ou

bd > 0 e α > −(bf + 2d2)/(2bd);

(b.ii) λ1 = λ2 = λ3 = 0: se α = −(bf + 2d2)/(2bd);

(b.iii) λ1 = 0, λ2 > 0, λ3 < 0: se bd < 0 e α > −(bf + 2d2)/(2bd) ou bd > 0 e α <

−(bf + 2d2)/(2bd).

Assim, analogamente ao caso (a), γ2 é uma curva de equiĺıbrios do sistema (3.28) for-

mada por uma curva de centros ou focos fracos (b.i) e uma curva de selas (b.iii) conectadas

por um ponto de equiĺıbrio degenerado (b.ii).
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Caso (c): Se a = b = 0 e d ̸= 0, então podemos tomar c = 0 no sistema (3.28) e

γ3 =

(

−
f

2d
, −

e

2d
, α

)

,

onde α ∈ R, é uma curva de equiĺıbrios do sistema (3.28). Note que γ3 é uma reta paralela

ao eixo–z. Os autovalores da parte linear do sistema (3.28) nos pontos de equiĺıbrio em

γ3 são λ1 = 0 e λ2,3 = ±2i d. É fácil verificar que, neste caso, H1(x, y, z) = (f/d) x +

(e/d) y + z e H2(x, y, z) = x2 + y2 − z são integrais primeiras independentes do sistema

(3.28). Logo, o sistema (3.28) é integrável e seu espaço de fase é folheado pelos planos

invariantes (f/d) x+ (e/d) y + z = k1 e pelos paraboloides invariantes x2 + y2 − z = k2,

com k1, k2 ∈ R. Sobre cada paraboloide invariante x2+y2−z = k2 há apenas um ponto de

equiĺıbrio, que está na intersecção do paraboloide com a curva de equiĺıbrios γ3, e o fluxo

do sistema (3.28) restrito a esses paraboloides invariantes é topologicamente equivalente

àquele mostrado na Figura 3.7. Agora, o sistema (3.28) restrito aos planos invariantes

(f/d) x+ (e/d) y + z = k1 é dado por

ẋ = −2dy − e,

ẏ = 2dx+ f,

onde d, e, f ∈ R e d ̸= 0. Note que (−f/2d,−e/2d) é o único ponto de equiĺıbrio deste

sistema e trata-se de um centro linear. Portanto, cada paraboloide invariante é a variedade

central do ponto de equiĺıbrio sobre ele. O espaço de fase do sistema (3.28) neste caso

está ilustrado na Figura 3.11.

x

y

z

0

g3

Figura 3.11: Paraboloides invariantes e retrato de fase do sistema (3.28) sobre um dos planos

invariantes.



66

Caso (d): Se a = b = d = 0, então o sistema (3.28) pode ser escrito como

ẋ = −e,

ẏ = f,

ż = (x2 + y2 − z) c− 2e x+ 2f y,

(3.30)

onde c, e, f ∈ R. Como estamos considerando os casos em que o sistema (3.28) tem

uma curva de equiĺıbrios, assuma que e = f = 0 no sistema (3.30), pois, caso contrário,

o sistema não tem pontos de equiĺıbrio. Neste caso, o paraboloide invariante G = 0 é

formado por pontos de equiĺıbrio e o sistema (3.30) é integrável, já que H1(x, y, z) = x e

H2(x, y, z) = y são integrais primeiras independentes. Deste modo, o espaço de fase do

sistema (3.30) é folheado pelos planos invariantes x−k1 = 0 e y−k2 = 0, com k1, k2 ∈ R.

Dado k1 ∈ R, o fluxo do sistema (3.30) restrito a x− k1 = 0 é

ẏ = 0,

ż = (k2
1 + y2 − z) c,

(3.31)

onde c ∈ R e c ̸= 0. O retrato de fase do sistema (3.31) está desenhado na Figura 3.12 (a),

onde observa-se que o fluxo do sistema é constante na direção do eixo–z. Além disso, ele

possui uma parábola z = y2 − k2
1 formada por pontos de equiĺıbrio. O espaço de fase do

sistema (3.30) restrito aos planos invariantes y − k2 = 0, com k2 ∈ R, é topologicamente

equivalente àquele mostrado na Figura 3.12 (b).

x

y

z

(a) (b)

Figura 3.12: (a) Paraboloide de equiĺıbrios G = x2+ y2− z = 0 e planos invariantes x− k1 = 0,

com k1 ∈ R, do sistema (3.30) considerando e = f = 0 e (b) retrato de fase do sistema (3.31).
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É fácil verificar que o ponto de equiĺıbrio p está sobre as curvas de equiĺıbrios γi, para

i = 1, 2, 3. Além disso, ele é o único ponto na intersecção da curva γi com o paraboloide

invariante G = 0 do sistema (3.28).

Agora, se af + be + cd ̸= 0 e d = 0; ou af + be + cd = 0, a = b = d = 0 e e ̸= 0

ou f ̸= 0, então o sistema (3.28) não tem pontos de equiĺıbrio. O fluxo do sistema (3.28)

restrito ao paraboloide invariante G = 0, neste caso, é dado pelo sistema (3.29) com d = 0.

As órbitas do sistema restrito (3.29) estão em uma famı́lia de retas paralelas de inclinação

− arctan(f/e) se e ̸= 0, ou π/2 se e = 0. Na Figura 3.13 estão desenhados o retrato de

fase do sistema restrito (3.29) com d = 0 e o fluxo do sistema (3.28) sobre o paraboloide

invariante G = 0 quando o sistema (3.29) não tem pontos de equiĺıbrio. Neste caso, a

dinâmica das órbitas finitas do sistema (3.28) é diretamente influenciada pelos pontos de

equiĺıbrio no infinito. Daremos uma melhor descrição do fluxo do sistema (3.28) neste

caso mais adiante.

x

y

x

y

z

( ) ( )

Figura 3.13: (a) Retrato de fase do sistema restrito (3.29) com d = 0 e (b) fluxo do sistema

(3.28) sobre o paraboloide invariante G = 0 quando o sistema não tem pontos de equiĺıbrio.

Os resultados obtidos até agora nesta seção, podem ser resumidos no seguinte teo-

rema.

Teorema 11 Se d ̸= 0 e af + be + cd ̸= 0, então

p =

(

−
f

2 d
, −

e

2 d
,
e2 + f 2

4 d2

)

é um ponto de equiĺıbrio isolado do sistema (3.28), que pertence ao paraboloide invariante

G = x2 + y2 − z = 0 e é um centro. Porém, nem sempre p é um ponto de equiĺıbrio
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isolado do sistema (3.28), já que, em alguns casos, o sistema (3.28) possui uma curva de

equiĺıbrios (ou superf́ıcie de equiĺıbrios - caso (d)) passando por p, como descrito abaixo.

Assuma que af + be + cd = 0, então valem as seguinte afirmações.

(a) Se a ̸= 0, então

γ1 =

(

−
b

a
α+

c

2a
, α,

a2 + b2

a2
α2 −

bc+ 2ad

a2
α +

c2 − 4ae

4a2

)

,

onde α ∈ R, é uma curva de equiĺıbrios do sistema (3.28), formada por uma curva

de centros ou focos fracos e uma curva de selas conectadas por um ponto de equiĺıbrio

degenerado.

(b) Se a = 0 e b ̸= 0, então

γ2 =

(

α,
c

2b
, α2 +

2d

b
α +

c2 + 4bf

4b2

)

,

onde α ∈ R, é uma curva de equiĺıbrios do sistema (3.28), formada por uma curva

de centros ou focos fracos e uma curva de selas conectadas por um ponto de equiĺıbrio

degenerado.

(c) Se a = b = 0 e d ̸= 0, então

γ3 =

(

−
f

2d
, −

e

2d
, α

)

,

onde α ∈ R, é uma curva de equiĺıbrios do sistema (3.28), paralela ao eixo–z e

formada por centros.

(d) Se a = b = d = 0 e e = f = 0, então o paraboloide G = 0 é formado por pontos de

equiĺıbrios do sistema (3.28).

O ponto de equiĺıbrio p, que está sobre as curvas de equiĺıbrios γi, para i = 1, 2, 3, é o

único ponto na intersecção da curva γi com o paraboloide invariante G = 0 do sistema

(3.28). Por fim, se af + be+ cd ̸= 0 e d = 0; ou af + be+ cd = 0, a = b = d = 0 e e ̸= 0

ou f ̸= 0, então o sistema (3.28) não tem pontos de equiĺıbrio.

Usando a compactificação de Poincaré para sistemas diferenciais polinomiais em R3

(veja Apêndice A), estudamos a dinâmica do sistema (3.28) no infinito, isto é, na fronteira

S2 da bola de Poincaré, com o que obtemos o seguinte resultado.
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Teorema 12 A dinâmica do sistema (3.28) na fronteira S2 da bola de Poincaré é topolo-

gicamente equivalente a um dos oito casos descritos na Figura 3.14, dependendo do valor

dos parâmetros reais a, b e c.

Figura 3.14: Dinâmica do sistema (3.28) na fronteira S2 da bola de Poincaré dependendo do

valor dos parâmetros reais a, b e c.

Para provar o Teorema 12, precisamos estudar a dinâmica do sistema (3.28) nas

cartas locais Ui, Vi, para i = 1, 2, 3, da compactificação de Poincaré.

Compactificação nas cartas locais U1 e V1. A expressão da compactificação de

Poincaré do sistema (3.28) na carta local U1 é dada por

ż1 = (b− a z1) (1 + z21 − z2 z3) + 2 d z3 (1 + z21) + z23 (e z1 + f),

ż2 = (c− a z2) (1 + z21 − z2 z3) + z3 (2 d z1 z2 + e z2 z3 + 2 f z1 − 2 e),

ż3 = −z3 ((1 + z21 − z2 z3) a− 2 d z1 z3 − e z23).

Considerando z3 = 0 no sistema anterior, que corresponde aos pontos na fronteira S2 da

bola de Poincaré, ele pode ser escrito como

ż1 = (b− a z1) (1 + z21),

ż2 = (c− a z2) (1 + z21).
(3.32)
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Se a ̸= 0, então o único ponto de equiĺıbrio do sistema (3.32) é p1 = (b/a, c/a). Os

autovalores da parte linear do sistema (3.32) em p1 são λ1 = λ2 = −(a2 + b2)/a. Logo,

p1 é um nó estável se a > 0 ou um nó instável se a < 0. Se a = 0, então o sistema (3.32)

não tem pontos de equiĺıbrio e suas órbitas estão em uma famı́lia de retas paralelas de

inclinação arctan(c/b) se b ̸= 0, ou π/2 se b = 0. Na Figura 3.15 está ilustrado o retrato

de fase do sistema (3.28) na carta local U1 dependendo do valor do parâmetro real a.

O retrato de fase do sistema (3.28) na carta local V1 é o mesmo que na carta U1

invertendo o tempo, pois o sistema (3.28) é quadrático.

z1

z2

a < 0 a = 0 a > 0

z1z1

z2 z2

Figura 3.15: Retrato de fase do sistema (3.28) na carta local U1 dependendo do valor do

parâmetros real a.

Compactificação nas cartas locais U2 e V2. A expressão da compactificação de

Poincaré do sistema (3.28) na carta local U2 é dada por

ż1 = (a− b z1) (1 + z21 − z2 z3)− 2 d z3 (1 + z21)− z23 ( fz1 + e),

ż2 = (c− b z2) (1 + z21 − z2 z3)− z3 (2 d z1 z2 + f z2 z3 + 2 e z1 − 2 f),

ż3 = −z3 ((1 + z21 − z2 z3) b+ 2 d z1 z3 + f z23).

Considerando z3 = 0 no sistema anterior, podemos escrevê-lo como

ż1 = (a− b z1) (1 + z21),

ż2 = (c− b z2) (1 + z21).
(3.33)

Se b ̸= 0, então o único ponto de equiĺıbrio do sistema (3.33) é p2 = (a/b, c/b). Os

autovalores da parte linear do sistema (3.33) em p2 são λ1 = λ2 = −(a2 + b2)/b. Logo, p2
é um nó estável se b > 0 ou um nó instável se b < 0. Se b = 0, então o sistema (3.33)
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não tem pontos de equiĺıbrio e suas órbitas estão em uma famı́lia de retas paralelas de

inclinação arctan(c/a) se a ̸= 0, ou π/2 se a = 0.

O retrato de fase do sistema (3.28) na carta local V2 é o mesmo que na carta U2

invertendo o tempo.

Compactificação nas cartas locais U3 e V3. A expressão da compactificação de

Poincaré do sistema (3.28) na carta local U3 é dada por

ż1 = (a− c z1) (z21 + z22 − z3) + z3 (2 e z21 − 2 f z1 z2 − 2 d z2 − e z3),

ż2 = (b− c z2) (z21 + z22 − z3)− z3 (2 f z22 − 2 e z1 z2 − 2 d z1 − f z3),

ż3 = −z3 ((z21 + z22 − z3) c− 2 e z1 z3 + 2 f z2 z3).

Considerando z3 = 0 no sistema anterior, podemos escrevê-lo como

ż1 = (a− c z1) (z21 + z22),

ż2 = (b− c z2) (z21 + z22).
(3.34)

Se c ̸= 0, então os pontos de equiĺıbrio do sistema (3.34) são a origem, p0 = (0, 0),

e p3 = (a/c, b/c). Os autovalores da parte linear do sistema (3.34) em p3 são λ1 =

λ2 = −(a2 + b2)/c. Logo, p3 é um nó estável se c > 0 ou um nó instável se c < 0.

Os autovalores da parte linear do sistema (3.34) em p0 são λ1 = λ2 = 0. Logo, p0 é

um ponto de equiĺıbrio degenerado. Porém, podemos determinar o comportamento do

sistema (3.34) numa vizinhança da origem, já que sua dinâmica fora da origem é a mesma

que a do sistema ż1 = a− c z1, ż2 = b− c z2.

Se c = 0, então p0 é o único ponto de equiĺıbrio do sistema (3.34). Novamente, p0 é

um ponto de equiĺıbrio degenerado. Porém, fora da origem a dinâmica do sistema (3.34)

é a mesma que a do sistema ż1 = a, ż2 = b. Logo, neste caso, as órbitas do sistema (3.34)

estão na famı́lia de retas paralelas de inclinação arctan(b/a) se a ̸= 0, ou π/2 se a = 0.

Observe que o ponto de equiĺıbrio p0, que é a origem da carta local U3, coincide com

a extensão do paraboloide invariante G = 0 do sistema (3.28) até a fronteira S2 da bola

de Poincaré.

Os retratos de fase do sistema (3.28) nas cartas locais U2 e U3 dependendo do

valor dos parâmetros b e c, respectivamente, são topologicamente equivalentes àqueles

mostrados na Figura 3.15. Novamente, o fluxo do sistema (3.28) na carta local V3 é o

mesmo que na carta local U3 invertendo o tempo.
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Agrupando os resultados obtidos nas seis cartas locais estudadas, obtemos os retratos

de fase mostrados na Figura 3.14, que representam a dinâmica do sistema (3.28) na esfera

de Poincaré S2 (no infinito), dependendo do valor dos parâmetros reais a, b e c. Podemos

observar que apenas os parâmetros aparecendo nos termos de maior grau do sistema (3.28)

afetam sua dinâmica no infinito.

Levando em consideração as afirmações dos Teoremas 11 e 12, obtemos uma bi-

furcação interessante sobre o paraboloide invariante G = 0 do sistema (3.28) quando d

tende a zero: o centro p do enunciado do Teorema 11 tende para o ponto p0 no infinito,

que corresponde à extensão de G = 0 até a fronteira S2 da bola de Poincaré (Figura 3.5) e

trata-se de um ponto de equiĺıbrio degenerado com setores eĺıpticos formados por infinitas

órbitas homocĺınicas pertencendo a G = 0, conforme pode ser visto na Figura 3.16.

p0 z

y
x

p0

p

Figura 3.16: Descrição da bifurcação que ocorre sobre o paraboloide invariante G = 0 do sistema

(3.28) quando d tende a zero.

Mais precisamente, se d ̸= 0 então

p =

(

−
f

2 d
, −

e

2 d
,
e2 + f 2

4 d2

)

é o único ponto de equiĺıbrio do sistema (3.28) sobre o paraboloide invariante G = 0 e ele

é um centro, de acordo com o Teorema 11. Se e ̸= 0 ou f ̸= 0, então quando d tende a

zero, temos que p tende a p0, onde p0 é o ponto no infinito que corresponde à extensão

de G = 0 até a fronteira S2 da bola de Poincaré e trata-se de um ponto de equiĺıbrio

degenerado, conforme vimos no Teorema 12, com setores eĺıpticos sobre G = 0, formados

por infinitas órbitas homocĺınicas, já que as órbitas sobre G = 0 estão em uma famı́lia de

órbitas paralelas quando d = 0 e e ̸= 0 ou f ̸= 0 (Figura 3.13). Este tipo de bifurcação

também aparece no sistema diferencial polinomial estudado em [22].
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Neste contexto, um problema interessante seria estudar o comportamento das órbitas

do sistema (3.28) no interior do paraboloide invariante G = 0 quando o sistema (3.28) não

tem pontos de equiĺıbrio e considerando o espaço de fase compactificado, já que, neste caso,

estas órbitas estariam contidas numa região compacta do espaço. De fato, podeŕıamos

detectar a presença de órbitas periódicas ou até mesmo de um atrator estranho contido

no interior de G = 0.

Para este propósito, consideramos a origem da carta local U3 da compactificação de

Poincaré, que corresponde ao ponto de equiĺıbrio p0 (extensão de G = 0 até o infinito).

Conforme vimos no Teorema 12, p0 é um ponto de equiĺıbrio degenerado com todos os

autovalores nulos. Assim, realizando algumas simulações numéricas considerando órbitas

numa vizinhança de p0 e com condições iniciais no interior de G = 0, detectamos a

existência de uma classe de infinitas órbitas no interior de G = 0 homocĺınicas ao ponto

de equiĺıbrio degenerado p0. Na Figura 3.17 estão representadas algumas dessas órbitas.

Figura 3.17: Espaço de fase do sistema (3.28) na carta U3 da compactificação de Poincaré

numa vizinhança da origem de U3 com a = 1, b = −0.2, c = 0.5, d = 0, e = −0.5 e

f = 1 (caso af + be + cd ̸= 0 e d = 0); e a = b = d = 0, c = f = 1 e e = −1 (caso

af + be + cd = 0, a = b = d = 0 e e ̸= 0 ou f ̸= 0), respectivamente, com condições

iniciais (0, 0, 1), (0, 0, 2) e (0, 0, 3). No segundo caso, note que o plano f z1 + e z2 = 0 (ou

seja, z1 − z2 = 0, para e = −1 e f = 1) é invariante pelo fluxo do sistema.
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3.6 Estudo do sistema de Rabinovich com paraboloi-

des invariantes

É importante observar que sistemas diferenciais como o sistema (3.18), ou seja, com

um paraboloide eĺıptico como superf́ıcie algébrica invariante, também aparecem em alguns

problemas aplicados, como, por exemplo, no sistema de Rabinovich, que é dado por

ẋ = h y − ν1 x+ yz,

ẏ = h x− ν2 y − xz,

ż = −ν3 z + xy,

(3.35)

com h, ν1, ν2, ν3 ∈ R. O sistema de Rabinovich aparece como um modelo matemático para

três ondas acopladas ressonantemente e parametricamente excitadas [66] e, para escolhas

adequadas dos valores dos parâmetros, apresenta comportamento caótico, incluindo um

atrator estranho de “quatro-asas”, como mostrado em [43]. Observe que, para ν1 = ν2 =

ν3 = 0 e h ̸= 0, H1(x, y, z) = x2 + y2 − 4hz e H2(x, y, z) = y2 + z2 − 2hz são integrais

primeiras independentes do sistema (3.35), veja [6, 43, 87]. Logo, o sistema (3.35) é

integrável e o seu espaço de fase é folheado pelos paraboloides invariantes x2+y2−4h z = k,

com k ∈ R. A existência de paraboloides invariantes permite entender melhor a dinâmica

complicada deste sistema.

Podemos escrever o sistema (3.18) como o sistema (3.35) tomando A = B = C =

D = 0, E = −h y − yz e F = h x − xz e considerando h = 1/4. Neste caso, o espaço

de fase do sistema (3.35) é folheado pelos paraboloides invariantes x2 + y2 − z = k, com

k ∈ R. Nesta seção, daremos uma descrição detalhada do fluxo do sistema (3.35) restrito

a esses paraboloides invariantes.

Quando h ̸= 0 no sistema (3.35), então, de acordo com o item (a) da Proposição 6 de

[43], podemos considerar h = 1. O fluxo do sistema (3.35), com ν1 = ν2 = ν3 = 0, restrito

aos paraboloides invariantes x2 + y2 − 4z = k, com k ∈ R, após um rescalonamento de

tempo, é dado por

ẋ = −y (x2 + y2 − k + 4),

ẏ = x (x2 + y2 − k − 4).
(3.36)

Os pontos de equiĺıbrio do sistema restrito (3.36) são p0 = (0, 0), p1,2 = (±
√
k + 4, 0) e

p3,4 = (0,±
√
k − 4). Temos os seguintes casos a considerar.
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(a) Se k < −4, então p0 é o único ponto de equiĺıbrio do sistema (3.36) e os seus autovalores

são λ1,2 = ± i
√
k2 − 16. Logo, p0 é um centro.

(b) Se k = −4, então p0 é o único ponto de equiĺıbrio do sistema (3.36) e trata-se de um

centro degenerado.

(c) Se −4 < k < 4, então p0 e p1,2 são pontos de equiĺıbrio do sistema (3.36) e os seus

autovalores são λ1,2 = ±
√
16− k2 e λ1,2 = ± 4i

√
k + 4, respectivamente. Logo, p0 é uma

sela e p1,2 são centros.

(d) Se k = 4, então p0 e p1,2 são pontos de equiĺıbrio do sistema (3.36). Temos que p1,2
são centros, como no caso anterior, e p0 é um ponto de equiĺıbrio degenerado.

(e) Se k > 4, então p0, p1,2 e p3,4 são pontos de equiĺıbrio do sistema (3.36) e os seus auto-

valores são λ1,2 = ± i
√
k2 − 16, λ1,2 = ± 4i

√
k + 4 e λ1,2 = ± 4

√
k − 4, respectivamente.

Logo, p0 e p1,2 são centros e p3,4 são selas.

Na Figura 3.18 estão desenhados os retratos de fase do sistema (3.36) para cada

um dos casos anteriores. Note que os pontos de equiĺıbrio do sistema (3.36) estão na

intersecção dos paraboloides invariantes x2 + y2 − 4z = k com as retas l1 = (0, 0, z),

l2 = (0, y,−1) e l3 = (x, 0, 1), que são formadas por pontos de equiĺıbrio do sistema (3.35)

quando ν1 = ν2 = ν3 = 0. A Figura 3.19 ilustra as posições relativas entre os paraboloides

invariantes x2 + y2 − 4z = k e as retas de equiĺıbrios l1, l2 e l3.
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Figura 3.18: Retrato de fase do sistema (3.36) para os casos (a) k < −4, (b) k = −4, (c)

−4 < k < 4, (d) k = 4, (e) k > 4.
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Figura 3.19: Posições relativas entre os paraboloides invariantes x2 + y2 − 4z = k e as retas de

equiĺıbrios l1, l2 e l3 para k < −4, −4 < k < 4 e k > 4, respectivamente. Note que as retas l1,

l2 e l3 estão numa posição fixa e o que varia é o paraboloide invariante considerado.



Caṕıtulo

4

Dinâmica e integrabilidade do sistema Sprott A

A existência de superf́ıcies algébricas invariantes auxilia bastante no estudo da

dinâmica de sistemas diferenciais, uma vez que órbitas com condições iniciais sobre estas

superf́ıcies ficam inteiramente contidas nela. Um problema interessante é estudar quais

as consequências dinâmicas no espaço de fase de um sistema diferencial folheado por

superf́ıcies algébricas invariantes quando tais superf́ıcies deixam de ser invariantes pelo

fluxo do sistema. Neste caṕıtulo, veremos que estas perturbações podem gerar fenômenos

complicados no espaço de fase do sistema, inclusive resultando no surgimento de hid-

den atractors. Falaremos com mais detalhes sobre sistemas diferenciais com este tipo de

atratores na seção 4.1.

Para estudar tal problema, vamos considerar o sistema diferencial

ẋ = y,

ẏ = −x− yz,

ż = y2 − a,

(4.1)

onde a ∈ R. O sistema (4.1) é um caso especial do oscilador de Nosé-Hoover [25], que

descreve muitos fenômenos naturais, como mostrado em [67], tendo tanto importância

prática quanto teórica. Em [75], Sprott apresentou o sistema (4.1), com a = 1, como sendo

o caso A em uma lista de A a S de sistemas diferenciais que apresentam comportamento

caótico mesmo sem ter pontos de equiĺıbrio. Por este motivo, o sistema (4.1) é comumente

chamado de sistema Sprott A.

Neste caṕıtulo, realizamos uma análise da dinâmica e da integrabilidade do sistema

Sprott A quando variamos o valor do parâmetro real a. Mostramos que, para a = 0, o

eixo–z é uma reta de equiĺıbrios do sistema (4.1) constitúıda por focos, nós e um equiĺıbrio

do tipo zero-Hopf não isolado na origem. Além disso, devido a existência da integral

primeira polinomial H(x, y, z) = x2+y2+ z2, o seu espaço de fase é folheado pelas esferas

78
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invariantes x2 + y2 + z2 = r2, com r > 0, que são formadas por um conjunto de infinitas

órbitas heterocĺınicas do tipo polo sul – polo norte, como pode ser visto na Figura 4.1

para 0 < r < 2, r = 2 e r > 2.

(a) (b) (c)

Figura 4.1: Fluxo do sistema (4.1) restrito às esferas invariantes x2 + y2 + z2 = r2 para (a)

0 < r < 2, (b) r = 2 e (c) r > 2.

Quando a ̸= 0, as esferas deixam de ser invariantes pelo fluxo do sistema (4.1) e

as órbitas heterocĺınicas são “destrúıdas”. Provamos que, neste caso, o sistema Sprott

A não tem superf́ıcies algébricas invariantes nem integrais primeiras polinomiais. Em se-

guida, realizamos um estudo detalhado da dinâmica do sistema (4.1) para a > 0 pequeno,

combinando resultados anaĺıticos e numéricos. Utilizando a Teoria do Averaging, prova-

mos que uma órbita periódica orbitalmente estável emerge do equiĺıbrio zero-Hopf não

isolado localizado na origem e, em torno desta órbita, forma-se uma sequência encaixante

de toros invariantes, cujo mais externo deles é englobado por uma região “turbulenta” de

atração/repulsão que conduz a uma estrutura homocĺınica das órbitas no espaço de fase

do sistema (4.1). A prova da existência destes toros é feita utilizando o Teorema KAM

(Kolmogorov-Arnold-Moser). Para valores adequados do parâmetro a > 0, observa-se que

o sistema Sprott A apresenta comportamento caótico e podemos detectar a existência de

um hidden attractor dentro da região “turbulenta”, que coexiste com os toros invariantes.

Por fim, fazemos uma análise da dinâmica do sistema (4.1) no infinito via compactificação

de Poincaré. Mostramos que, na fronteira S2 da bola de Poincaré, a dinâmica do sistema

Sprott A independe do valor do parâmetro a e que, sobre S2, há uma “grande” circun-

ferência formada por pontos de equiĺıbrio e um conjunto infinito de órbitas heterocĺınicas

conectando pares destes pontos. Além disso, existem órbitas numa vizinhança de S2, ou
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seja, com grande amplitude, que fazem parte da estrutura homocĺınica formada no espaço

de fase do sistema (4.1) para a > 0 pequeno.

4.1 Sistemas caóticos com hidden attractors

Sistemas diferenciais com comportamento caótico caracterizam-se por ter um atrator

caótico. Um atrator Λ de um sistema diferencial é um conjunto compacto e conexo no

espaço de fase deste sistema para o qual todas as soluções numa vizinhança aberta do

conjunto tendem para ele quando t → +∞. Embora não haja um consenso a respeito da

definição de atrator caótico, muitos autores, como Devaney [12, 13], dizem que o atrator

Λ é caótico se, em Λ, o sistema diferencial satisfaz as seguintes propriedades:

(a) exibe dependência senśıvel com relação as condições iniciais, ou seja, pequenas

mudanças nas condições iniciais das órbitas do sistema em Λ podem produzir grandes

mudanças no comportamento dessas órbitas;

(b) apresenta transitividade topológica, isto é, escolhendo-se dois pontos quaisquer em

Λ, existe uma órbita do sistema que passa tão próximo quanto se queira desses dois

pontos;

(c) suas órbitas periódicas são densas, ou seja, para qualquer ponto p ∈ Λ, existe uma

órbita periódica tão próxima deste ponto quanto se queira.

Para uma definição formal de atrator caótico, veja [12, 13]. Em 1963, Edward Lorenz

encontrou o primeiro atrator caótico em um sistema diferencial autônomo tridimensional

enquanto estudava a convecção térmica de flúıdos na atmosfera [57, 74]. Desde então,

sistemas caóticos têm sido intensamente estudados e vários destes sistemas foram encon-

trados nos últimos anos, como o sistema de Chen [7], o sistema de Lü [58], o sistema de

Rabinovich [66], o sistema de Rössler [69], entre outros.

Recentemente há um interesse especial em encontrar e estudar sistemas caóticos com

hidden attractors, que são atratores cuja bacia de atração não intercepta-se com pequenas

vizinhanças de nenhum ponto de equiĺıbrio do sistema, para mais detalhes sobre este

tipo de atratores veja [16, 34] e as referências neles contidas. Atratores caóticos em

sistemas diferenciais sem pontos de equiĺıbrio [27, 80], como é o caso do sistema Sprott

A, com apenas um ponto de equiĺıbrio estável [30, 33, 62, 79, 81, 82, 83] ou com um
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número infinito de equiĺıbrios [21, 26, 36] são hidden attractors. Sistema diferenciais com

hidden attractors são raramente encontrados. Por isso, existem poucos exemplos deste

tipo de sistemas na literatura e pouco se sabe a respeito da formação desses atratores e

até mesmo uma prova anaĺıtica de sua existência ainda é necessária. De fato, enquanto

os atratores caóticos clássicos, como os atratores de Lorenz e de Chen, têm algumas

rotas conhecidas para sua formação, como a bifurcação de órbitas homocĺınicas (Teoremas

de Shilnikov) ou as cascatas de duplicação de peŕıodo, até o momento muito pouco é

relatado na literatura no caso dos hidden attractors. Do ponto de vista de aplicações,

hidden attractors são importantes na Engenharia, pois permitem respostas inesperadas

e potencialmente desastrosas a perturbações em estruturas como a de uma ponte ou asa

de avião, como citado em [26, 28, 62]. Outras aplicações e implementações recentes de

sistemas diferenciais com hidden attractors podem ser encontradas em [11, 35, 64, 65, 73,

84].

4.2 Existência de uma estrutura compacta no sis-

tema Sprott A quando a = 0

Considere a = 0 no sistema (4.1). Neste caso, o eixo–z é uma reta de equiĺıbrios e o

polinômioH(x, y, z) = x2+y2+z2 é uma integral primeira do sistema. Consequentemente,

o seu espaço de fase é folheado pelas esferas invariantes x2 + y2 + z2 = r2, com r > 0.

Os pontos de intersecção de cada esfera invariante x2 + y2 + z2 = r2 com o eixo–z

são P− = (0, 0,−r) e P+ = (0, 0, r), ou seja, o polo sul e o polo norte, respectivamente,

de cada esfera. Os autovalores da parte linear do sistema (4.1) nos pontos de equiĺıbrio

P± são

λ1 = ∓
1

2
r +

1

2

√
r2 − 4, λ2 = ∓

1

2
r −

1

2

√
r2 − 4, λ3 = 0,

com autovetores correspondentes

v1 =

(

2

∓r +
√
r2 − 4

, 1, 0

)

, v2 =

(

2

∓r −
√
r2 − 4

, 1, 0

)

, v3 = (0, 0, 1).

Temos os seguintes casos a considerar.

(i) Se 0 < r < 2, então os autovalores λ1,2 são complexos conjugados com parte real

positiva para P− e negativa para P+. Logo, para cada esfera invariante x2 + y2+ z2 = r2,
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P− é um foco instável e P+ é um foco estável. Considerando também os autovetores

correspondentes, é fácil observar que as órbitas espiralam localmente em direção ao ponto

de equiĺıbrio P+, quando t → ∞, sobre uma superf́ıcie tangente ao plano gerado pelos

autovetores v1,2, logo, em uma direção normal ao eixo–z. O mesmo é verdade para o

ponto de equiĺıbrio P− quando t → −∞. (veja Figura 4.1 (a)).

(ii) Se r = 2, então os autovalores λ1,2 são reais e λ1 = λ2 > 0 para P− e λ1 = λ2 < 0

para P+. Logo, P− é um nó impróprio instável e P+ é um nó impróprio estável. Conside-

rando os autovetores v1,2 podemos concluir que P− e P+ são nós impróprios normalmente

hiperbólicos ao eixo–z. (veja Figura 4.1 (b)).

(iii) Se r > 2, então os autovalores λ1,2 são reais e positivos para P− e negativos para

P+. Logo, P− é um nó instável e P+ é um nó estável. Levando-se em consideração os

autovetores v1,2, temos que os nós P− e P+ são normalmente hiperbólicos ao eixo–z. (veja

Figura 4.1 (c)).

A seguir, damos a definição de equiĺıbrio zero-Hopf.

Definição 11 (Equiĺıbrio zero-Hopf) Um ponto de equiĺıbrio (isolado) de um sistema

diferencial em R3 é um equiĺıbrio do tipo zero-Hopf se a matriz Jacobiana do sistema cal-

culada neste ponto tem um autovalor nulo e um par de autovalores complexos conjugados.

Sabe-se que, genericamente, uma bifurcação zero-Hopf ocorre em um equiĺıbrio do

tipo zero-Hopf com o desdobramento de uma famı́lia a dois parâmetros de sistemas dife-

renciais autônomos tridimensionais. Numa pequena vizinhança deste ponto de equiĺıbrio

isolado, o desdobramento pode exibir diferentes tipos topológicos de dinâmica conforme

os dois parâmetros variam. Dependendo do sistema, até mesmo um ramo de bifurcações

de toros (bifurcação de Neimark-Sacker) pode emanar deste equiĺıbrio e, em alguns casos,

a bifurcação zero-Hopf pode implicar no surgimento local de caos, como afirmado, por

exemplo, em [3, 4, 72]. A teoria da bifurcação zero-Hopf foi analisada em [23, 24, 31, 72].

Observe que, para a = 0, a origem do sistema (4.1) é um ponto de equiĺıbrio não

isolado cujos autovalores são λ1,2 = ±i e λ3 = 0. Por este motivo, dizemos que este

equiĺıbrio é do tipo zero-Hopf não isolado. Por ter um equiĺıbrio do tipo zero-Hopf não

isolado e depender apenas de um parâmetro real, o sistema (4.1) não pode exibir um

desdobramento completo de uma bifurcação do tipo zero-Hopf clássica. Em [51], usando

técnicas da Análise e a Teoria de Averaging de Segunda Ordem, os autores provaram a

existência de um ou dois ciclos limites bifurcando de um equiĺıbrio do tipo zero-Hopf não
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isolado. Na próxima seção, provaremos que uma órbita periódica emerge da origem do

sistema (4.1) quando a > 0 pequeno. A bifurcação descrita aqui é uma das posśıveis

bifurcações que podem ocorrer no desdobramento deste tipo de equiĺıbrio. Em particular,

esta bifurcação é diferente daquelas descritas em [51].

O tipo e a estabilidade dos pontos de equiĺıbrio P± descritos acima são apenas locais.

Para obter o comportamento das órbitas do sistema (4.1) sobre as esferas invariantes

x2 + y2 + z2 = r2, devemos estudar o fluxo do sistema restrito a estas esferas. Para isto,

consideramos as cartas locais z > 0 e z < 0.

Assuma que z > 0. Tomando z =
√

r2 − x2 − y2 no sistema (4.1), obtemos o

sistema diferencial planar

ẋ = y,

ẏ = −x − y
√

r2 − x2 − y2.
(4.2)

A origem é o único ponto de equiĺıbrio do sistema (4.2) e os autovalores da parte linear

deste sistema na origem são

λ1,2 = −
1

2
r ±

1

2

√
r2 − 4.

Logo, a origem é um foco estável se 0 < r < 2, um nó impróprio estável se r = 2 ou

um nó estável se r > 2. Analogamente, quando z < 0, tomamos z = −
√

r2 − x2 − y2 no

sistema (4.1). O único ponto de equiĺıbrio do sistema obtido é a origem, que é um foco

instável se 0 < r < 2, um nó impróprio instável se r = 2 ou um nó instável se r > 2.

Na Figura 4.2 estão os retratos de fase do sistema (4.1) nas cartas locais z > 0 (acima) e

z < 0 (abaixo) para 0 < r < 2, r = 2 e r > 2.

Não há órbitas periódicas do sistema (4.1) sobre as esferas invariantes x2+y2+z2 =

r2. De fato, considerando o fluxo do sistema (4.1) restrito às esferas invariantes nas cartas

locais z > 0 e z < 0 estudadas acima, a única possibilidade de existência de uma órbita

periódica seria sobre o equador das esferas invariantes. Porém, ż > 0 para z = 0. Então,

o fluxo do sistema (4.1) sobre o equador de cada esfera invariante é crescente. Logo, não

há órbita periódica contida nele.

Como em cada esfera invariante o polo sul P− e o polo norte P+ são os únicos pontos

de equiĺıbrio e não há órbitas periódicas, pelo Teorema de Poincaré-Bendixson, o conjunto

α–limite de todas as órbitas sobre cada esfera invariante é o ponto de equiĺıbrio instável

P− e o conjunto ω–limite é o ponto de equiĺıbrio estável P+. Em outras palavras, todas
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Figura 4.2: Retrato de fase do sistema (4.1) restrito às esferas invariantes x2 + y2 + z2 = r2

sobre as cartas locais z > 0 (acima) e z < 0 (abaixo) para 0 < r < 2, r = 2 e r > 2.

as órbitas sobre cada esfera invariante (exceto P− e P+) tendem em direção ao polo sul

P− quando t → −∞ e tendem em direção ao polo norte P+ quando t → ∞, formando

um conjunto de infinitas órbitas heterocĺınicas do tipo polo sul – polo norte. Note que

cada esfera invariante x2+ y2+ z2 = r2 é a variedade instável de P− e a variedade estável

de P+. Com isso, obtemos a Figura 4.1, que fornece o fluxo do sistema (4.1) restrito às

esferas invariantes para 0 < r < 2, r = 2 e r > 2. Para mais detalhes sobre o Teorema de

Poincaré-Bendixson, veja a Seção 1.7 de [17].

Os resultados obtidos nesta seção, podem ser sintetizados no seguinte teorema.

Teorema 13 Para a = 0, o sistema (4.1) tem uma reta de equiĺıbrios dada pela eixo–

z, cuja origem é um equiĺıbrio do tipo zero-Hopf não isolado, e o seu espaço de fase é

folheado pelas esferas invariantes x2 + y2 + z2 = r2, com r > 0. Logo, o polo sul P− e o

polo norte P+ de cada uma dessas esferas são pontos de equiĺıbrio e valem as seguintes

afirmações:

(i) Se 0 < r < 2, então P− e P+ são focos;
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(ii) Se r = 2, então P− e P+ são nós impróprios;

(iii) Se r > 2, então P− e P+ são nós.

Além disso, para todo r > 0, P− é um ponto de equiĺıbrio instável e P+ é um ponto de

equiĺıbrio estável, ambos normalmente hiperbólicos ao eixo–z e o conjunto α–limite de

qualquer órbita do sistema (4.1) sobre cada uma das esferas invariantes x2+ y2+ z2 = r2

(exceto P− e P+) é o ponto de equiĺıbrio P− e o conjunto ω–limite é o ponto de equiĺıbrio

P+. Portanto, cada esfera invariante é formada por um conjunto de infinitas órbitas

heterocĺınicas do tipo polo sul – polo norte, como pode ser observado na Figura 4.1.

Note que o teorema anterior descreve a existência de uma estrutura compacta das

órbitas no espaço de fase do sistema (4.1) quando a = 0, determinada pela existência de

esferas invariantes concêntricas.

4.3 Integrabilidade do sistema Sprott A quando a ̸= 0

Conforme vimos na Seção 4.2, quando a = 0, o sistema Sprott A possui uma integral

primeira polinomial dada por H(x, y, z) = x2+ y2+ z2 e, consequentemente, o seu espaço

de fase é folheado por esferas invariantes concêntricas. Nesta seção, provamos o seguinte

resultado.

Teorema 14 Se a ̸= 0, então o sistema diferencial (4.1) não possui superf́ıcies algébricas

invariantes nem integrais primeiras polinomiais.

Prova. Considere a ̸= 0 no sistema (4.1) e suponha que f = 0 seja uma superf́ıcie

algébrica invariante de grau n ≥ 1 deste sistema com cofator K = k0 + k1 x+ k2 y + k3 z,

com k0, k1, k2, k3 ∈ C, já que o sistema (4.1) tem grau 2. Inicialmente, assuma que o

cofator K não é identicamente nulo. Escreva f como a soma de suas partes homogêneas,

isto é, f =
∑n

i=0 fi, onde cada fi é um polinômio homogêneo de grau i. Considere

n > 1 (pode-se verificar diretamente da definição que o sistema (4.1) não possui planos

invariantes). Da definição de superf́ıcie algébrica invariante (Definição 1 do Caṕıtulo 1),

temos que f satisfaz a equação diferencial parcial

y
∂f

∂x
+ (−x− y z)

∂f

∂y
+ (y2 − a)

∂f

∂z
= (k0 + k1 x+ k2 y + k3 z) f. (4.3)
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Considerando os termos de grau n+ 1 em (4.3), obtemos

−y z
∂fn
∂y

+ y2
∂fn
∂z

= (k1 x+ k2 y + k3 z) fn. (4.4)

Resolvendo esta equação diferencial parcial, temos que

fn(x, y, z) = Cn(x, y
2+z2)

(

2y2 + 2z2 + 2z
√

y2 + z2

y

)g(x,y,z)

exp
(

−k2 arctan
(y

z

))

y−k3,

onde Cn é uma função arbitrária nas variáveis x e y2 + z2 e g(x, y, z) = k1 x/
√

y2 + z2.

Como fn é um polinômio homogêneo, então devemos ter k1 = k2 = 0 e k3 = −m, onde m

é um inteiro tal que 0 ≤ m ≤ n. Logo, fn(x, y, z) = Cn(x, y2 + z2) ym.

Agora, considerando os termos de grau n na igualdade (4.3), obtemos

−y z
∂fn−1

∂y
+ y2

∂fn−1

∂z
+ y

∂fn
∂x

− x
∂fn
∂y

= k0 fn −mz fn−1. (4.5)

Temos dois casos para considerar: m = 0 e m ̸= 0. Assumindo que m = 0 em (4.5) e

resolvendo a equação diferencial parcial obtida para fn−1, temos que

fn−1(x, y, z) = Cn−1(x, y
2 + z2) +

∂fn
∂x

arctan
(y

z

)

+ h(y, z)

(

x
∂fn
∂y

+ k0 fn

)

,

onde Cn−1 é uma função arbitrária nas variáveis x e y2 + z2 e

h(y, z) =
1

√

y2 + z2
ln

(

2y2 + 2z2 + 2z
√

y2 + z2

y

)

. (4.6)

Como fn−1 é um polinômio homogêneo, devemos ter

x
∂fn
∂y

+ k0 fn = 0,

cuja solução é

fn(x, y, z) = Cn(x, z) exp

(

−
k0 y

x

)

,

onde Cn é uma função arbitrária nas variáveis x e z. Logo k0 = 0, pois fn é um polinômio

homogêneo. Deste modo, K ≡ 0, o que é absurdo, pois estamos assumindo K não

identicamente nulo.
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Agora, considere m ̸= 0 na equação diferencial parcial (4.5). Sem perda de genera-

lidade, podemos tomar m = 1 em (4.5). Resolvendo a equação diferencial parcial para

fn−1, obtemos

fn−1(x, y, z) = Cn−1(x, y
2 + z2) y − h(y, z) y

∂fn
∂x

+
z

y2 + z2

(

x
∂fn
∂y

+ k0 fn

)

,

onde Cn−1 é uma função arbitrária nas variáveis x e y2 + z2, e h(y, z) é dada por (4.6).

Como fn−1 é um polinômio homogêneo, devemos ter

x
∂fn
∂y

+ k0 fn = F (x, y, z) (y2 + z2),

onde F é um polinômio arbitrário. A solução desta equação diferencial parcial é

fn(x, y, z) = Cn(x, z) exp

(

−
k0 y

x

)

+ F (x, y, z)
k2
0 (y

2 + z2) + 2 x2 − 2 k0 x y

k3
0

,

onde Cn é uma função arbitrária nas variáveis x e z. Note que fn não é um polinômio

para k0 ̸= 0. Considere F (x, y, z) = k3
0 F̃ (x, y, z), onde F̃ é um polinômio arbitrário.

Então, tomando k0 = 0, obtemos que fn(x, y, z) = Cn(x, z). Como também temos que

fn(x, y, z) = Cn(x, y2 + z2) ym (solução da equação diferencial parcial (4.4)) e estamos

considerando m ̸= 0, segue que fn ≡ 0, o que é absurdo, pois f é um polinômio de grau

n.

Agora, suponha que o cofator K seja identicamente nulo, isto é, f é uma integral

primeira polinomial do sistema (4.1). Logo, f satisfaz a igualdade (4.3), com k0 = k1 =

k2 = k3 = 0. Neste caso, considerando os termos de grau n na igualdade (4.3), com

k0 = k1 = k2 = k3 = 0, obtemos a equação diferencial parcial

−y z
∂fn−1

∂y
+ y2

∂fn−1

∂z
+ y

∂fn
∂x

− x
∂fn
∂y

= 0.

Resolvendo esta equação diferencial parcial para fn−1, temos que

fn−1(x, y, z) = Cn−1(x, y
2 + z2) +

∂fn
∂x

arctan
(y

z

)

+ h(y, z) x
∂fn
∂y

,

onde Cn−1 é uma função arbitrária nas variáveis x e y2 + z2, e h(y, z) é dada por (4.6).

Como fn−1 é um polinômio homogêneo, devemos ter ∂fn/∂x ≡ ∂fn/∂y ≡ 0. Assim,

fn(x, y, z) = c zn, com c ∈ C, pois fn é um polinômio homogêneo de grau n que depende
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apenas da variável z. Agora, considerando os termos de grau n − 1 na igualdade (4.3),

com k0 = k1 = k2 = k3 = 0, obtemos

−y z
∂fn−2

∂y
+ y2

∂fn−2

∂z
+ y

∂fn−1

∂x
− x

∂fn−1

∂y
+

∂fn
∂z

a = 0.

Resolvendo esta equação diferencial parcial para fn−2, temos que

fn−2(x, y, z) = Cn−2(x, y
2 + z2) +

∂fn−1

∂x
arctan

(y

z

)

+ h(y, z)

(

x
∂fn−1

∂y
− a

∂fn
∂z

)

,

onde Cn−2 é uma função arbitrária nas variáveis x e y2 + z2 e h(y, z) é dada por (4.6).

Lembrando que fn(x, y, z) = c zn e como fn−2 é um polinômio homogêneo, devemos

resolver a equação diferencial parcial

x
∂fn−1

∂y
− a c n zn−1 = 0,

cuja solução é

fn−1(x, y, z) = Cn−1(x, z)− a c n
y zn−1

x
.

Como fn−1 é um polinômio homogêneo e estamos assumindo a ̸= 0 (por hipótese) e n > 1,

devemos ter c = 0 e, consequentemente, fn ≡ 0, o que é absurdo, pois f é um polinômio

de grau n.

Portanto, quando a ̸= 0, o sistema (4.1) não tem superf́ıcies algébricas invariantes

nem integrais primeiras polinomiais. !

4.4 Dinâmica do sistema Sprott A quando a > 0 su-

ficientemente pequeno

Em [75], Sprott encontrou um hidden attractor para o sistema (4.1) com a = 1 e

tomando a órbita com condição inicial (0, 5, 0), já que, para estes valores, ele detectou

a presença de comportamento caótico no sistema a partir do cálculo dos expoentes de

Lyapunov e da dimensão de Lyapunov. Baseados nisto e nos resultados obtidos na seção

anterior, fazemos um estudo anaĺıtico/numérico detalhado da dinâmica do sistema (4.1)

para a > 0 suficientemente pequeno, ou seja, quando as esferas x2 + y2 + z2 = r2, com
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r > 0, deixam de ser superf́ıcies algébricas invariantes e as órbitas heterocĺınicas são

destrúıdas. Os resultados encontrados estão descritos a seguir.

4.4.1 Persistência da estrutura compacta.

Conforme provamos na Seção 4.2, quando a = 0, o sistema (4.1) tem uma reta de

equiĺıbrios dada pelo eixo–z e há um conjunto de infinitas órbitas heterocĺınicas do tipo

polo sul – polo norte sobre esferas invariantes concêntricas. Quando a > 0, o sistema (4.1)

não tem pontos de equiĺıbrio e o eixo–z passa a ser invariante pelo seu fluxo. De fato, se

x = y = 0 no sistema (4.1), então ż = −a < 0. Logo, dado uma órbita com condição inicial

sobre o eixo–z, ela fica inteiramente contida nele e movimenta-se em seu sentido negativo.

Porém, para a > 0 suficientemente pequeno, a estrutura compacta do espaço de fase do

sistema (4.1) é preservada, exceto numa vizinhança tubular do eixo–z, no seguinte sentido:

dado um ponto no espaço de fase do sistema (4.1) suficientemente distante do eixo–z, a

órbita passando por este ponto gira sobre uma das esferas x2 + y2 + z2 = r2, com r > 0,

as quais, por continuidade, preservam sua invariância com uma pequena deformação, até

atingir uma vizinhança tubular do eixo–z, quando então esta órbita passa a oscilar em

torno do eixo–z em direção à origem, como pode ser observado nas Figuras 4.3 e 4.4. Isto

vale para tempos positivos e negativos. Este tipo de comportamento dinâmico das órbitas

conduz à formação de toros invariantes e de órbitas homocĺınicas a um “conjunto limite”

(ou hidden attractor), conforme veremos adiante.

4.2.2 Bifurcação de uma órbita periódica da origem.

Na Seção 4.2, vimos que, para a = 0, a origem é um ponto de equiĺıbrio do tipo

zero-Hopf não isolado do sistema (4.1). Utilizando a Teoria de Averaging de Primeira

Ordem, mostraremos que quando a > 0 suficientemente pequeno uma órbita periódica

orbitalmente estável emerge da origem. A seguir apresentamos uma breve introdução

sobre esta teoria. Para mais detalhes, veja [70].

Considere os problemas de valor inicial

ẋ = εF1(t,x) + ε2 F2(t,x, ε), x(0) = x0, (4.7)

e

ẏ = ε g(y), y(0) = x0, (4.8)

com x, y e x0 em algum aberto Ω de Rn, t ∈ [0,∞) e ε ∈ (0, ε0], para algum ε0 > 0 fixo
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Figura 4.3: Órbita do sistema (4.1) com condição inicial sobre a esfera centrada na origem e

de raio r = 0.1. Aqui, a = 10−4. A estrutura de esfera invariante é preservada, exceto numa

vizinhança tubular do eixo–z.

Figura 4.4: Comportamento da órbita dada pela Figura 4.3 numa vizinhança tubular do eixo–z.

Ela espirala em torno do eixo–z em direção à origem para tempos positivos e negativos.
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e suficientemente pequeno. Assuma que F1 e F2 são funções periódicas de peŕıodo T na

variável t, e fixe

g(y) =
1

T

∫ T

0

F1(t,y)dt.

Denote por Dxg todas as derivadas primeiras de g e por Dxxg todas as derivadas segundas

de g.

Teorema 15 Assuma que F1, DxF1, DxxF1 e DxF2 são cont́ınuas e limitadas por uma

constante independente de ε em [0,∞) × Ω × (0, ε0], e que y(t) ∈ Ω para t ∈ [0, 1/ε].

Então, valem as seguintes afirmações.

1. Para t ∈ [0, 1/ε], temos x(t)− y(t) = O(ε) quando ε → 0.

2. Se p ̸= 0 é um ponto de equiĺıbrio do sistema (4.8) tal que detDyg(p) ̸= 0, então

existe uma solução periódica φ(t, ε) de peŕıodo T para o sistema (4.7) que está

próxima de p e tal que φ(0, ε)− p = O(ε) quando ε → 0.

3. A estabilidade da solução periódica φ(t, ε) é dada pela estabilidade do ponto de

equiĺıbrio p.

O teorema anterior está provado em [23, 78].

Antes de aplicar o Teorema 15 no estudo do sistema diferencial (4.1), temos que

escrever a sua parte linear na origem na forma normal de Jordan. Após o rescalonamento

de tempo t = −T , onde T é o novo tempo, o sistema (4.1) pode ser reescrito como

ẋ = −y,

ẏ = x+ y z,

ż = −y2 + a.

(4.9)

Agora, escrevendo o sistema (4.9) em coordenadas ciĺındricas (r, θ, z), onde x = r cos θ,

y = r sin θ, obtemos

ṙ = r z sin2 θ,

θ̇ = z sin θ cos θ + 1,

ż = a− r2 sin2 θ.

(4.10)
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Considerando a mudança de variáveis r = εR, z = εZ, onde ε =
√
a > 0, podemos

escrever o sistema (4.10) como

Ṙ = εRZ sin2 θ,

θ̇ = εZ sin θ cos θ + 1,

Ż = ε (1−R2 sin2 θ).

(4.11)

Tomando θ como variável independente no sistema (4.11) e fazendo a expansão em série

de Taylor de ordem 2 com relação a ε em torno de 0 em cada uma das equações obtidas,

obtemos
dR

dθ
= εRZ sin2 θ +O(ε2),

dZ

dθ
= (1− R2 sin2 θ) ε+O(ε2).

(4.12)

Usando a notação do Teorema 15, considere

x =

(

R

Z

)

, t = θ, T = 2π, F1(θ,x) =

(

RZ sin2 θ

1− R2 sin2 θ

)

.

Logo,

g(y) =
1

2π

∫ 2π

0

F1(θ,y) dθ =

⎛

⎜

⎝

1

2
RZ

1−
1

2
R2

⎞

⎟

⎠
.

Lembrando que R > 0, temos que g(y) = 0 tem uma única solução dada por p = (R,Z) =

(
√
2, 0), a qual satisfaz detDyg(p) = 1 ̸= 0. Então, pelo Teorema 15, para ε > 0 suficien-

temente pequeno, o sistema (4.12) tem uma solução periódica φ(θ, ε) = (R(θ, ε), Z(θ, ε))

tal que φ(0, ε) → (
√
2, 0) quando ε → 0. Além disso, os autovalores da matriz Dyg(p)

são ±i. Logo, a solução periódica obtida é orbitalmente estável, isto é, qualquer solução

suficientemente próxima dela permanece suficientemente próxima quando t → ∞, porém

sem tender para ela.

Voltando para o sistema diferencial (4.1) temos que, para a > 0 suficientemente

pequeno, tal sistema tem uma solução periódica de peŕıodo aproximadamente 2π dada

por

x(t) = −(
√
2a cos t+O(a)),

y(t) = −(
√
2a sin t+O(a)),

z(t) = −O(a),
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e que tende para a origem quando a → 0.

Portanto, para a > 0 suficientemente pequeno, o sistema (4.1) tem uma órbita

periódica orbitalmente estável e de pequena amplitude que emerge da origem. Na Figura

4.5 está representada esta órbita e sua coordenada x em função do tempo t.

(a) (b)

Figura 4.5: (a) Órbita periódica do sistema (4.1) para a = 10−4 e (b) sua coordenada x em

função do tempo t.

4.4.3 Existência de toros invariantes.

Conforme vimos no item anterior, quando a > 0 suficientemente pequeno no sistema

diferencial (4.1), uma órbita periódica orbitalmente estável emerge da origem. Esta órbita

periódica, que persiste sob pequenas variações do parâmetro a, tem um papel importante

na dinâmica do sistema (4.1). De fato, a partir de um detalhado estudo numérico observa-

se a formação de uma sequência encaixante de toros invariantes em torno dela, como pode

ser visto na Figura 4.6.

Para comprovar a existência de tais toros, faremos uso da versão clássica do Teo-

rema KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser), o qual fornece um ponto de partida para uma

explicação da transição do movimento regular ou quase-periódico para o tipo caótico

em sistemas Hamiltonianos. Aqui, apresentamos brevemente alguns aspectos da teoria

e enunciamos este resultado sem prová-lo. Para mais detalhes veja, por exemplo, [68],
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Figura 4.6: Toros invariantes em torno da órbita periódica do sistema (4.1) com a = 10−4.

o Caṕıtulo 15 de [78], o Caṕıtulo 7 de [32] ou o Caṕıtulo 6 de [2]. A seguir, damos a

definição de sistema Hamiltoniano.

Definição 12 (Sistema Hamiltoniano) Dizemos que um sistema diferencial em R2n

é Hamiltoniano se existe uma função anaĺıtica não-constante H : Ω → R, onde Ω é um

subconjunto aberto de Rn × Rn, tal que

ẋ = −
∂H

∂y
(x,y),

ẏ =
∂H

∂x
(x,y),

(4.13)

com (x,y) ∈ Rn × Rn. Além disso, dizemos que H é a função Hamiltoniana do sistema

(4.13).

Se n = 1, o sistema Hamiltoniano (4.13) é integrável, pois é planar e tem uma

integral primeira dada pela função Hamiltoniana H . Pelo Teorema de Liouville-Arnold,

existe uma transformação (x,y) → (I,ϕ), com (I,ϕ) ∈ U× [0, 2π], onde U é um intervalo

aberto de R, tal que, nas novas variáveis I e ϕ, o sistema obtido ainda é Hamiltoniano.

Para mais detalhes sobre o Teorema de Liouville-Arnold, veja o Caṕıtulo 14 de [86]. Esta

transformação conduz ao sistema diferencial

İ = 0,

ϕ̇ = ω(I),
(4.14)
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onde I e ϕ são chamadas coordenadas ação-ângulo. Seja H0(I) a função Hamiltoniana do

sistema (4.14). Segue que ω(I) = ∂H0/∂I. O sistema (4.14) é facilmente integrável e sua

solução geral é

I(t) = I0,

ϕ(t) = ω(I0) t+ ϕ0,

onde I(0) = I0 e ϕ(0) = ϕ0. Logo, as soluções do sistema (4.14) são retas que, devido à

identificação da coordenada angular ϕ módulo 2π, estão enrolando-se em torno dos toros

invariantes

T
1 = {I0}× [0, 2π]

com frequências (ou velocidade angulares) constantes ω(I0), com I0 ∈ U . Assim, todo o

espaço de fase do sistema (4.14) é folheado por toros invariantes com fluxo linear, também

chamados de toros de Kronecker.

A frequência ω com que uma órbita enrola-se em torno de um toro invariante é

classificada como ressonante ou não-ressonante de acordo com a seguinte definição.

Definição 13 (Ressonância) Seja Tn um toro n-dimensional cujas órbitas enrolam-

se em torno dele com frequência ω = (ω1, ..., ωn). O vetor frequência ω é dito res-

sonante (ou racionalmente dependente) se existe k = (k1, ..., kn) ∈ Zn \ {0} tal que

k · ω = ⟨(k1, ..., kn), (ω1, ...,ωn)⟩ = 0. Caso contrário, dizemos que ω é não-ressonante

(ou racionalmente independente).

No caso n = 1, ressonância implica em que ω = 0.

Um toro cujas órbitas enrolam-se em torno dele com frequência não-ressonante tem

a propriedade de cada órbita ser densa sobre ele. Mais precisamente, dado um ponto p

sobre um toro não-ressonante e uma vizinhança qualquer Vp deste ponto, a órbita φp que

passa por p voltará a interceptar a vizinhança Vp em um tempo futuro após sair dela.

Além disso, dado qualquer outro ponto q sobre o toro e uma vizinhança Vq deste ponto,

a órbita φp também interceptará Vq. Este resultado clássico remete a Kronecker (o fluxo

sobre um toro não-ressonante é frequentemente referido como fluxo de Kronecker).

A introdução de variáveis ação-ângulo geralmente é feita utilizando uma função ge-

radora S = S(I,y) (veja o Caṕıtulo 10 de [1]). Em geral, não é posśıvel encontrar a função

geradora S. Porém, essas transformações são especialmente úteis se o sistema (4.13) é

quase-integrável no seguinte sentido. Suponha que a função Hamiltoniana H(x,y) do
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sistema (4.13) contenha um parâmetro ε > 0 pequeno e que a introdução de coordenadas

ação-ângulo produza o sistema

İ = ε f(I,ϕ),

ϕ̇ = ω(I) + ε g(I,ϕ).
(4.15)

Se ε = 0, o sistema (4.15) é integrável; se ε > 0 suficientemente pequeno, o sistema (4.15)

é dito quase-integrável. Seja

H0(I) + εH1(I,ϕ) (4.16)

a função Hamiltoniana do sistema (4.15), isto é

ε f(I,ϕ) = −ε
∂H1

∂ϕ
(I,ϕ) e ω(I) + ε g(I,ϕ) =

∂H0

∂I
(I) + ε

∂H1

∂I
(I,ϕ).

O Teorema KAM garante que muitos dos toros invariantes que existem no caso integrável

ε = 0, também existem para o caso ε > 0 suficientemente pequeno, mesmo que um pouco

deformados pela perturbação.

Teorema 16 (KAM) Considere o sistema diferencial (4.15) induzido pela função Ha-

miltoniana (4.16). Se H0 é não-degenerada, isto é,

det

(

∂2H0

∂I2

)

̸≡ 0,

então a maioria dos toros invariantes que existem para o sistema não perturbado (ε =

0) também existem, embora um pouco deformados, para o sistema perturbado (ε > 0

suficientemente pequeno). Além disso, a medida de Lebesgue do complementar do conjunto

dos toros invariantes tende a zero quando ε → 0.

Agora, voltemos ao caso do sistema Sprott A. Escrevendo o sistema (4.1) em coor-

denadas ciĺındricas (r, θ, y), onde x = r cos θ, z = r sin θ, obtemos

ṙ = y cos θ + (y2 − a) sin θ,

θ̇ = −
1

r
(y sin θ − (y2 − a) cos θ),

ẏ = −r (y sin θ + cos θ).

(4.17)
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Considerando a mudança de variáveis r = εR, θ = εΘ, y = ε2 Y , onde ε = a > 0,

podemos escrever o sistema (4.17) como

Ṙ = ε Y cos(εΘ) + (ε3 Y 2 − 1) sin(εΘ),

Θ̇ = −
1

εR
[ε Y sin(εΘ)− (ε3 Y 2 − 1) cos(εΘ)] ,

Ẏ = −
R

ε
[ε2 Y sin(εΘ) + cos(εΘ)] .

(4.18)

Tomando Y como variável independente no sistema (4.18) e fazendo a expansão em série

de Taylor de ordem 2 com relação a ε em torno de 0 em cada uma das equações obtidas,

temos que
dR

dY
= O(ε2),

dΘ

dY
=

1

R2
+O(ε2).

(4.19)

Considere ε = 0 no sistema (4.19), temos que o sistema é integrável e, neste caso, a sua

solução geral é

R(Y ) = R0, Θ(Y ) =
1

R2
0

Y +Θ0,

com R(0) = R0 e Θ(0) = Θ0. Logo, todas as soluções são retas que, devido à identificação

da coordenada angular Θ módulo 2π, estão enrolando-se em torno dos toros invariantes

T
1 = {R0}× [0, 2π]

com frequências constantes ω(R0) = 1/R2
0. Deste modo, todo o espaço de fase do sistema

(4.19) com ε = 0 é folheado por toros de Kronecker. Além disso, as frequências das órbitas

que estão enrolando-se em torno destes toros são não-ressonantes. Logo, cada órbita é

densa sobre estes toros.

Usando a notação do Teorema 16, temos que I = R é a variável de ação e ϕ = Θ é

a variável angular. Além disso,

H0(R) = −
1

R
e

∂2H0

∂R2
= −

2

R3
̸≡ 0,

para todo R > 0. Pelo Teorema 16, a maioria dos toros invariantes do caso não perturbado

(ε = 0) são preservados, embora um pouco deformados, no espaço do fase do sistema (4.19)
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para ε > 0 suficientemente pequeno. Considerando mudanças de variáveis adequadas,

temos que o sistema inicial (4.1) tem toros invariantes cujas órbitas são densas e giram

de maneira quase-periódica sobre eles, isto é, o comportamento dessas órbitas é regular,

mas nunca se repete exatamente igual. Na Figura 4.7 estão desenhadas uma órbita do

sistema (4.1), para a = 10−4, com condição inicial sobre um dos toros invariantes e sua

coordenada x em função do tempo t.

(a) (b)

Figura 4.7: (a) Órbita do sistema (4.1) com condição inicial sobre um dos toros invariantes

do sistema e (b) sua coordenada x em função do tempo t. Note que o movimento da órbita é

quase-periódico sobre o toro invariante. Aqui a = 10−4.

Reunindo os resultados obtidos nas Subseções 4.4.2 e 4.4.3, provamos o seguinte

teorema.

Teorema 17 Quando a > 0 suficientemente pequeno, uma órbita periódica orbitalmente

estável emerge de um ponto de equiĺıbrio do tipo zero-Hopf não isolado localizado na

origem do sistema (4.1) para a = 0. Em torno desta órbita periódica, forma-se uma

sequência encaixante de toros invariantes, cujas órbitas são densas e movem-se quase-

periodicamente sobre eles.

O teorema anterior confirma o que é dito em [78] (pág. 244), que em torno de uma

órbita periódica orbitalmente estável há toros invariantes nos quais as órbitas movimentam-

se quase-periodicamente. A órbita periódica persiste sob pequenas variações do parâmetro

a > 0. Porém, conforme aumentamos o valor de a no sistema (4.1), um número cada vez

maior de toros invariantes são “destrúıdos”, sendo aqueles que estão numa vizinhança da
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órbita periódica os que mais resistem a estas perturbações. Na Figura 4.8 temos uma

esfera invariante do sistema (4.1) para a = 0, que transforma-se em um toro invariante

para a = 10−6 e tal toro persiste para a = 10−2. Observe que estes toros não são su-

perf́ıcies algébricas, pois provamos no Teorema 14 que o sistema (4.1) não tem superf́ıcies

algébricas invariantes para a ̸= 0. Devido à destruição de alguns toros invariantes, uma

região “turbulenta” de atração/repulsão é formada englobando os toros invariantes restan-

tes, a qual conduzirá a criação de uma estrutura homocĺınica no espaço de fase do sistema

(4.1) para a > 0 suficientemente pequeno. Para escolhas adequadas do parâmetro a > 0,

é posśıvel detectar comportamento caótico no sistema (4.1) (veja [61, 75]) e, consequen-

temente, um hidden attractor é formado nesta região. Nas próximas subseções veremos

com mais detalhes a formação da estrutura homocĺınica e do hidden attractor.

P
−

P+

(a) (b)

(c)

Figura 4.8: Órbita do sistema (4.1) com condição inicial (0.04, 0, 0) para (a) a = 0, (b) a = 10−6

e (c) a = 10−2. A esfera invariante (a) transforma-se em um toro invariante (b), que persiste

conforme o valor de a aumenta (c).

Na Figura 4.9, temos a seção de Poincaré do sistema (4.1) numa vizinhança da órbita
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periódica, para a = 0.01, a = 0.25 e a = 0.4. Em todos os casos foram consideradas as

mesmas condições iniciais e cada uma delas está representada com uma cor diferente.

Note que a Figura 4.9 comprova a existência de uma sequência encaixante de toros in-

variantes em torno da órbita periódica, representada por um ponto fixo no centro das

curvas fechadas, que representam os toros invariantes. Conforme o valor do parâmetro

a aumenta, a quantidade de curvas fechadas diminui, sendo aquelas mais próximas do

ponto fixo (órbita periódica), as que mais persistem às variações de a. Além disso, um

novo tipo de comportamento é observado na dinâmica do sistema (4.1) para a = 0.25 e

a = 0.4 (Figuras 4.9 (b) e (c), respectivamente). Aparecem cinco pequenos “loops” em

torno das curvas fechadas formados pela mesma órbita, como a cor sugere, para a = 0.25.

O mesmo é verdade para a = 0.4, no qual aparecem sete pequenos “loops” . As regiões

determinadas por tais “loops” são chamadas de ilhas. Conforme observa-se nas Figuras

4.9 (b) e (c), estas ilhas são cercadas por um “mar” de órbitas que movimentam-se de

maneira aleatória. Isto evidencia o comportamento complicado do sistema (4.1) para estes

valores do parâmetro a: no espaço de fase do sistema há regiões com órbitas regulares

e regiões densamente preenchidas por órbitas sem evidência de regularidade. Portanto,

para valores adequados de a no sistema (4.1), a seção de Poincaré releva que, no entorno

dos toros invariantes, há um mar de órbitas com movimento aparentemente aleatório cer-

cadas por pequenas ilhas de órbitas com comportamento regular. Para a = 0.4 (Figura

4.9 (c)), estas ilhas são menores e uma análise mais detalhada é necessária para fazê-las

mais aparentes, veja a Figura 4.10.

4.4.4 Formação de uma estrutura homocĺınica.

Considere uma órbita do sistema (4.1), para a > 0 suficientemente pequeno, com

condição inicial suficientemente distante da órbita periódica descrita na Subseção 4.4.2.

Conforme vimos na Subseção 4.4.1, para tempos positivos e negativos, essa órbita gira

sobre uma esfera (centrada na origem e de raio suficientemente grande), que preserva

sua invariância com uma pequena deformação, e, em seguida, passa a oscilar em torno

do eixo–z em direção à origem (Figuras 4.3 e 4.4). Por fim, ela tenderá para a região

“turbulenta” proveniente da destruição de toros invariantes, que descrevemos na Subseção

4.4.3, conforme pode ser visto na Figura 4.11 (a). Deste modo, dizemos que há um

conjunto limite que envolve os toros invariantes e que, conforme mostraremos adiante,

quase todas as órbitas do espaço de fase do sistema (4.1), com a > 0 suficientemente

pequeno, tendem para este conjunto quando t → ±∞. A união de órbitas com condições
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(a) (b) (c)

Figura 4.9: Seção de Poincaré do sistema (4.1) numa vizinhança da órbita periódica para (a)

a = 0.01, (b) a = 0.25 e (c) a = 0.4.

Figura 4.10: Ilhas existentes na seção de Poincaré do sistema (4.1) para a = 0.4 (Figura 4.9

(c)).
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iniciais sobre a mesma esfera e tendendo para o conjunto limite forma uma estrutura que

se assemelha a uma “maçã”, como pode ser observado na Figura 4.11 (b).

(a) (b)

Figura 4.11: (a) Órbita do sistema (4.1) com condição inicial (0, 1, 0). (b) Estrutura de “maçã”

formada pelas órbitas com condições iniciais sobre a esfera x2+y2+z2 = 1. Em ambos os casos,

as órbitas tendem para o conjunto limite (vermelho) quando t → ±∞. Aqui, a = 10−4.

Podemos observar que o sistema (4.1) apresenta as seguintes simetrias: (x, y, z, t) 2→
(−x,−y, z, t) – rotação de 180◦ em torno do eixo–z que preserva o tempo; (x, y, z, t) 2→
(x,−y,−z,−t) – rotação de 180◦ em torno do eixo–x de tempo reverśıvel; e (x, y, z, t) 2→
(−x, y,−z,−t) – rotação de 180◦ em torno do eixo–y de tempo reverśıvel. Estas rotações

podem ser observadas na Figura 4.12 a partir das projeções da órbita com condição inicial

(0, 1, 0) (Figura 4.11 (a)) nos planos coordenados. Devido a estas simetrias, temos que as

órbitas tendem para o mesmo conjunto limite quando t → ±∞. Por este motivo, dizemos

que as órbitas são homocĺınicas ao conjunto limite.

Na Figura 4.13 está ilustrada a órbita do sistema (4.1) com condição inicial (0, 5, 0)

para diferentes valores do parâmetro a > 0, mais especificamente, a = 10−4, a = 10−2,

a = 0.1, a = 0.25 e a = 0.4. Para cada valor de a, esta órbita é homocĺınica a um

conjunto limite espećıfico. Conforme o valor do parâmetro a aumenta, o conjunto limite

expande-se e, para a = 0.4, há ind́ıcios de que este conjunto torna-se um hidden attractor,

como veremos na próxima subseção.

4.4.5 Surgimento de um hidden attractor para a < 1.

Em [75], Sprott encontrou um hidden attractor para o sistema (4.1) com a = 1 e
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(a) (b) (c)

Figura 4.12: Projeção da órbita do sistema (4.1) com condição inicial (0, 1, 0) (Figura 4.11 (a))

no (a) plano–xy, (b) plano–xz e (c) plano–yz. Note que em (a) e em (c) ocorre uma rotação em

torno do eixo–y invertendo o tempo; e em (b) uma rotação em torno do eixo–z preservando o

tempo e em torno do eixo–x invertendo o tempo. Aqui, as rotações são de 180◦ e a = 10−4 no

sistema (4.1).

tomando a órbita com condição inicial (0, 5, 0). Considerando essa mesma órbita, temos

que o sistema (4.1) possui um hidden attractor para a < 1, mais precisamente para

a = 0.4.

Vimos que, conforme o valor do parâmetro a aumenta, alguns toros invariantes são

destrúıdos e forma-se uma região “turbulenta” que envolve os toros invariantes restantes.

Para a > 0 suficientemente pequeno, a órbita com condição inicial (0, 5, 0) é homocĺınica

a um conjunto limite, que expande-se conforme o valor de a aumenta, como pode ser

visto na Figura 4.13. Finalmente, para a = 0.4 (Figura 4.13 (e)), há ind́ıcios de que o

sistema (4.1) apresenta comportamento caótico e que, desta maneira, o conjunto limite

evolui para um hidden attractor. De fato, a seção de Poincaré do sistema Sprott A para

a = 0.4, Figura 4.10, já evidenciava o comportamento complicado do sistema para este

valor de parâmetro. Uma importante ferramenta para verificar se um sistema diferencial

apresenta comportamento caótico é o cálculo dos expoentes de Lyapunov, que medem a

separação de duas órbitas com condições iniciais suficientemente próximas, e da dimensão

de Lyapunov, que avalia a dimensão fractal do sistema a partir do espectro dos expoentes

de Lyapunov. Utilizando o algoritmo descrito em [71], ao calcularmos os expoentes de

Lyapunov LEi, para i = 1, 2, 3, e a dimensão de Lyapunov DL da órbita com condição
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(a) (b)

(c) (d)

(e)

Figura 4.13: Órbita com condição inicial (0, 5, 0) para (a) a = 10−4, (b) a = 10−2, (c) a = 0.1,

(d) a = 0.25 e (e) a = 0.4. O conjunto limite (vermelho) expande-se e evolui para um hidden

attractor.
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inicial (0, 5, 0) para a = 0.4, obtemos

LE1 = 0.0219, LE2 ≈ 0, LE3 = −0.0219 e DL = 2.9908.

De acordo com [71], como LE1 > 0, LE2 = 0, LE3 < 0 e 2 < DL < 3, então o sistema

(4.1) apresenta comportamento caótico para esse valor do parâmetro a.

Na Figura 4.14 está representada a coordenada x em função do tempo t de duas

soluções do sistema (4.1) com condições iniciais muito próximas, dadas por (0, 5, 0) e

(0, 5.0001, 0), para a = 0.4. Observe que elas divergem exponencialmente conforme o

valor de t aumenta, evidenciando dependência senśıvel com relação às condições iniciais.

Também há ind́ıcios de comportamento caótico no sistema (4.1) para outros valores

do parâmetro a < 1, por exemplo, para a = 0.55.

Figura 4.14: Coordenada x em função do tempo t de duas órbitas do sistema (4.1) com condições

iniciais (0, 5, 0) (vermelho) e (0, 5.0001, 0) (azul) para a = 0.4, mostrando dependência senśıvel

com relação às condições iniciais.

Logo, para valores adequados do parâmetro a, as órbitas do sistema (4.1) que são

homocĺınicas a um conjunto limite passam a ser homocĺınicas a um hidden attractor, como

podemos observar nas Figuras 4.13 (e) e 4.15. Além disso, existem toros invariantes no

espaço de fase do sistema (4.1) com a = 0.4, isto é, o hidden attractor coexiste com estes

toros invariantes, como pode ser visto na Figura 4.16. Esse mesmo fato foi observado em

[28] para a = 1. Desse modo, observa-se a coexistência de componentes conservativos com

componentes dissipativos no sistema (4.1).
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(a) (b)

Figura 4.15: Órbitas do sistema (4.1) com condições iniciais sobre as esferas de raios r = 10

(vermelho), r = 20 (azul) e r = 30 (verde), para a = 0.4. Estas órbitas são homocĺınicas ao

hidden attractor. Note que a estrutura compacta esférica é preservada por continuidade, longe

do eixo–z.

4.5 Estudo do sistema Sprott A no infinito

Para melhor entender a dinâmica complicada do sistema Sprott A, realizamos uma

análise global de suas órbitas, incluindo o estudo da dinâmica no infinito via compacti-

ficação de Poincaré (veja Apêndice A). Deste modo, conseguimos determinar o compor-

tamento do sistema sobre a fronteira S2 da bola de Poincaré e numa vizinhança dela. Os

resultados obtidos estão resumidos no seguinte teorema.

Teorema 18 Para qualquer valor do parâmetro a ∈ R, o retrato de fase do sistema

(4.1) na fronteira S2 da bola de Poincaré (no infinito) é mostrado na Figura 4.17: existe

uma grande circunferência formada por pontos de equiĺıbrio e um conjunto de infinitas

órbitas heterocĺınicas conectando pares destes pontos de equiĺıbrio. Além disso, para a > 0

suficientemente pequeno, existem órbitas de grande amplitude que são homocĺınicas ao

conjunto limite descrito no item (d) da seção anterior.

O Teorema 18 será provado no decorrer desta seção.
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(a)

(b) plano–xy

(c) plano–xz

Figura 4.16: (a) Órbitas do sistema (4.1), para a = 0.4, com condições iniciais sobre um dos

toros invariantes (azul) e no hidden attractor (vermelho) e suas projeções (b) no plano–xy e (c)

no plano–xz.
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Figura 4.17: Dinâmica do sistema (4.1) sobre a fronteira S2 da bola de Poincaré (no infinito):

grande circunferência de equiĺıbrios (vermelho) e órbitas heterocĺınicas conectando pares destes

pontos de equiĺıbrio.

A expressão do sistema (4.1) na carta local U1 é

ż1 = −z21 z3 − z1 z2 − z3,

ż2 = −z1 z2 z3 + z21 − a z23 ,

ż3 = −z1 z23 .

(4.20)

O sistema (4.20) restrito ao plano invariante z3 = 0, que corresponde aos pontos na

fronteira S2 da bola de Poincaré, é dado por

ż1 = z1 z2,

ż2 = z21 .
(4.21)

O eixo–z2 é uma reta de equiĺıbrios do sistema (4.21) e os autovalores da parte linear do

sistema (4.21) nestes pontos de equiĺıbrio são 0 e −z2. Considerando o sistema (4.21) em

coordenadas polares, a partir da mudança de variáveis z1 = r cos θ, z2 = r sin θ, podemos

escrevê-lo como
ṙ = 0,

θ̇ = r cos θ.

Logo, o fluxo do sistema (4.21) é constante na direção radial e as órbitas giram no sentido

anti-horário para −π/2 < θ < π/2 e no sentido horário para π/2 < θ < 3π/2. O retrato

de fase do sistema (4.21) pode ser visto na Figura 4.18 (a).
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O fluxo do sistema (4.1) na carta local V1 coincide com o seu fluxo na carta local

U1 multiplicado por −1. Logo, o retrato de fase do sistema (4.1) em V1 restrito ao plano

invariante z3 = 0 é dado pela Figura 4.18 (a), invertendo o sentido das órbitas.

A expressão do sistema (4.1) na carta local U2 é dada por

ż1 = z21 z3 + z1 z2 + z3,

ż2 = z1 z2 z3 + z22 − a z23 + 1,

ż3 = z3 (z1 z3 + z2).

(4.22)

Considere o sistema (4.22) restrito ao plano invariante z3 = 0. O sistema restrito não tem

pontos de equiĺıbrio. Note que ż1 > 0 para z1 > 0 e z2 > 0 ou z1 < 0 e z2 < 0; ż1 = 0

sobre os eixos–z1 e z2; e ż1 < 0 para z1 < 0 e z2 > 0 ou z1 > 0 e z2 < 0. Logo, o fluxo

deste sistema na direção do eixo–z1 é crescente no 1o e 3o quadrantes; constante sobre os

eixos–z1 e z2; e decrescente no 2o e 4o quadrantes. Além disso, ż2 > 0 no sistema restrito.

Então, o fluxo é sempre crescente na direção do eixo–z2. O retrato de fase do sistema

(4.22) restrito ao plano invariante z3 = 0 é mostrado na Figura 4.18 (b).

O fluxo do sistema (4.1) na carta local V2 restrito ao plano invariante z3 = 0 também

é dado pela Figura 4.18 (b), invertendo o sentido das órbitas.

A expressão do sistema (4.1) na carta local U3 é dada por

ż1 = −z1 z22 + a z1 z23 + z2 z3,

ż2 = −z32 + a z2 z23 − z1 z3 − z2,

ż3 = z3 (−z22 + a z23).

(4.23)

Considere o sistema (4.23) restrito ao plano invariante z3 = 0. O eixo-z1 é uma reta de

equiĺıbrios do sistema restrito e os autovalores da parte linear do sistema nestes pontos

de equiĺıbrio são 0 e −1. Note que ż1 > 0 para z1 < 0; ż1 = 0 sobre o eixo–z2; e

ż1 < 0 para z1 > 0. Logo, o fluxo deste sistema na direção do eixo–z1 é crescente para

z1 < 0, constante sobre o eixo–z2 e decrescente para z1 > 0. Além disso, ż2 > 0 para

z2 < 0 e ż2 < 0 para z2 > 0. Então, o fluxo na direção do eixo–z2 é crescente para z2 < 0,

decrescente para z2 > 0, e as órbitas tendem para o eixo–z1, que é uma reta de equiĺıbrios,

quando t → ∞. O retrato de fase do sistema (4.23) restrito ao plano invariante z3 = 0 é

mostrado na Figura 4.18 (c).

O fluxo do sistema (4.1) na carta local V3 restrito a z3 = 0 também é dado pela

Figura 4.18 (c), invertendo o sentido das órbitas.
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(a) Carta local U1 (b) Carta local U2 (c) Carta local U3

Figura 4.18: Retrato de fase do sistema (4.1) nas cartas locais U1, U2 e U3 restritas ao plano

invariante z3 = 0.

Considerando o estudo feito nas cartas locais Ui e Vi, com i = 1, 2, 3, restritas ao

plano invariante z3 = 0, obtemos a dinâmica do sistema (4.1) sobre a fronteira S2 da bola

de Poincaré (ou seja, no infinito), que é mostrado na Figura 4.17. Existe uma grande

circunferência de equiĺıbrios sobre S2 e um conjunto de infinitas órbitas heterocĺınicas

conectando pares destes pontos de equiĺıbrio. Note que o fluxo do sistema (4.1) no infinito

não depende do parâmetro a ∈ R. Logo, o conjunto de órbitas heterocĺınicas sobre S2

existe para todos os valores de a, mesmo quando o sistema (4.1) apresenta comportamento

caótico.

Quando a > 0 pequeno, quase todas as órbitas do sistema (4.1) são homocĺınicas ao

conjunto limite descrito na Subseção 4.4.4, incluindo aquelas que estão numa vizinhança

da fronteira S2 da bola de Poincaré (infinito). De fato, considerando o fluxo do sistema

(4.1) na carta local U3, dado pelo sistema (4.23), o eixo–z1 é uma reta de equiĺıbrios e todas

as órbitas sobre o plano invariante z3 = 0 tendem para estes pontos de equiĺıbrio quando

t → ∞, como mostrado na Figura 4.18 (c). Além disso, o eixo–z3 (que corresponde ao

eixo–z em R3) é invariante pelo fluxo do sistema compactificado na carta local U3 e a órbita

com condição inicial sobre ele segue em seu sentido positivo (sentido negativo do eixo–z

em R3, veja Figura 5.1 do Apêndice A), pois ż3 = a z33 > 0, já que estamos considerando

a > 0 e z3 > 0 (que corresponde aos pontos no interior da bola de Poincaré, isto é, o

R3, veja Apêndice A). Logo, de acordo com o estudo apresentado na seção anterior e pela

continuidade do fluxo, as órbitas numa vizinhança 0 < z3 < ε, com ε > 0 suficientemente

pequeno, do plano invariante z3 = 0 vão em direção ao eixo–z3 e, numa vizinhança tubular
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deste eixo, oscilam em torno dele em seu sentido positivo, como ilustrado na Figura 4.19

(a). O mesmo é verdade na carta local V3, invertendo apropriadamente o sentido das

órbitas (veja Figura 4.19 (b)). Assim, quase todas as órbitas no espaço de fase do sistema

(4.1), incluindo aquelas numa vizinhança do infinito (ou seja, com grande amplitude),

são homocĺınicas ao conjunto limite descrito na Subseção 4.4.4. Isto finaliza a prova do

Teorema 18.

z2

z3
z1

z2

z3

z1

(a) Carta local U3 (b) Carta local V3

Figura 4.19: Fluxo do sistema (4.1) numa vizinhança interior da fronteira S2 da bola de Poincaré

nas cartas locais U3 e V3.

A Figura 4.20 mostra esquematicamente a dinâmica global do sistema Sprott A

quando a > 0 pequeno: suficientemente longe da origem quase todas as órbitas são

homocĺınicas ao conjunto limite, incluindo aquelas numa vizinhança da fronteira S2 da

bola de Poincaré.

z

Figura 4.20: Dinâmica global do sistema Sprott A quando a > 0 pequeno.



Caṕıtulo

5

Conclusões

Conforme vimos neste trabalho, o estudo de superf́ıcies algébricas invariantes em

sistemas diferenciais polinomiais em R3 é um tópico importante na Teoria Qualitativa

das Equações Diferenciais Ordinárias, uma vez que elas podem ser usadas como uma

ferramenta para melhor compreender a dinâmica de sistemas diferenciais que, em geral,

apresentam comportamento muito complicado.

No Caṕıtulo 2, estudamos a realização de sistemas diferenciais quadráticos com o

número máximo de planos invariantes, levando-se em consideração a multiplicidade destes

planos e sem considerar o plano no infinito, e a existência de integrais primeiras nestes

sistemas. Os resultados apresentados naquele caṕıtulo foram reunidos no preprint :

Llibre, J., Messias, M., Reinol, A. C. Quadratic polynomial differential systems in

R3 having invariant planes with total multiplicity nine. Preprint (2017).

Os resultados apresentados no Caṕıtulo 2 são puramente algébricos e fornecem um ponto

de partida para o estudo dinâmico de sistemas diferenciais quadráticos com planos inva-

riantes. De fato, como foi observado no decorrer do caṕıtulo, do ponto de vista dinâmico,

o que importa é o número de planos invariantes distintos que esses sistemas possuem.

Deste modo, seria interessante estudar a realização de todos os casos com planos invari-

antes distintos, levando-se em consideração as posições relativas destes planos. Esta não é

uma tarefa fácil, visto que o número de casos a se considerar aumenta exponencialmente

conforme aumentamos o número de planos invariantes distintos no sistema. No Caṕıtulo

2, fornecemos exemplos para vinte e três das trinta configurações posśıveis para siste-

mas diferenciais quadráticos com nove planos invariantes, levando-se em consideração a

multiplicidade destes planos, veja Tabelas 2.2 – 2.6. Porém, fica em aberto a questão da

realização (ou não) das sete configurações restantes. Dado o grande número de parâmetros

envolvidos nos cálculos, acreditamos que estes casos sejam realizáveis, mas isso deve ser

provado.
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No Caṕıtulo 3, apresentamos de forma mais detalhada os resultados que obtivemos

em [45] e em [60]. Neste caṕıtulo, fornecemos as formas normais de todos os sistemas

diferenciais polinomiais definidos em R3 com uma quádrica como superf́ıcie algébrica in-

variante e aplicamos os resultados obtidos no famoso sistema de Chen. Em seguida, estu-

damos a integrabilidade de sistemas diferenciais quadráticos com uma superf́ıcie algébrica

invariante dada por um paraboloide eĺıptico, verificando a existência de integrais pri-

meiras, fatores exponenciais, invariantes de Darboux e multiplicadores de Jacobi inverso.

Além disso, caracterizamos todas as configurações posśıveis de paralelos e meridianos in-

variantes sobre o paraboloide invariante e fazemos um estudo da dinâmica global (órbitas

finitas e no infinito) de uma classe de sistemas diferenciais quadráticos com um parabo-

loide invariante. Por fim, consideramos o caso em que o sistema de Rabinovich possui

um paraboloide invariante e fizemos um estudo detalhado de sua dinâmica sobre esta

superf́ıcie. Vale ressaltar que um estudo análogo ao feito neste caṕıtulo para sistemas

diferenciais quadráticos com um paraboloide invariante, pode ser realizado para sistemas

com outros tipos de quádricas como superf́ıcies algébricas invariantes, dadas as formas

normais apresentadas nos Teoremas 3 e 4. De fato, esse é um caminho interessante de estu-

dos, que tem por objetivo utilizar os resultados algébricos obtidos no estudo da dinâmica

dos sistemas.

No Caṕıtulo 4, estudamos as consequências dinâmicas no espaço de fase de um

sistema diferencial folheado por superf́ıcies algébricas invariantes quando estas deixam

de ser invariantes pelo fluxo do sistema. Para tal, foi feito um estudo da dinâmica e

integrabilidade do sistema Sprott A, que depende do parâmetro real a e apresenta com-

portamento caótico, embora não tenha pontos de equiĺıbrio, para valores adequados de a.

Vimos que, para a = 0, este sistema possui uma reta de equiĺıbrios dada pelo eixo–z e,

devido à existência de uma integral primeira polinomial, o seu espaço de fase é folheado

pelas esferas invariantes x2 + y2 + z2 = r2, com r > 0, formadas por um conjunto de

infinitas órbitas heterocĺınicas do tipo polo sul - polo norte. Provamos que, para a ̸= 0,

o sistema Sprott A não possui superf́ıcies algébricas invariantes nem integrais primeiras

polinomiais. Utilizando a Teoria de Averaging e o Teorema KAM provamos que, quando

a > 0 suficientemente pequeno, uma órbita periódica orbitalmente estável emerge de um

ponto de equiĺıbrio do tipo zero-Hopf não isolado localizado na origem e que, em torno

dela, forma-se uma sequência encaixante de toros invariantes, cujo mais externo deles é

englobado por uma região “turbulenta” de atração/repulsão que conduz a uma estrutura

homocĺınica das órbitas no espaço de fase do sistema. Deste modo, observamos que estes
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fatos tem um papel importante na existência de um hidden attractor no sistema Sprott

A. Neste caṕıtulo, exibimos de forma mais detalhada os resultados que obtivemos em [61]

e constatamos analiticamente alguns dos fenômenos observados (numericamente) naquele

artigo. Os resultados originais apresentados neste caṕıtulo foram reunidos no preprint :

Messias, M., Reinol, A. C. Analytical results on the existence of periodic orbits and

invariant tori in the Sprott A system. Preprint (2017).

Em [27], além do sistema Sprott A, os autores listaram outros 16 exemplos de sis-

temas diferenciais quadráticos, os quais chamaram de NE1 – NE17, dependendo de um

parâmetro real a e apresentando comportamento caótico sem ter pontos de equiĺıbrio.

Em estudos preliminares, verificamos que alguns destes sistemas (mais precisamente,

NE6, NE8 e NE9) possuem uma dinâmica muito semelhante a do sistema Sprott A, com

existência de uma reta de equiĺıbrios dada por um dos eixos coordenados e de uma es-

trutura compacta formada por infinitas órbitas heterocĺınicas conectando pares destes

equiĺıbrios quando a = 0, bifurcação de uma órbita periódica de um equiĺıbrio do tipo

zero-Hopf localizado na origem e, para valores adequados do parâmetro a, observa-se

a existência de um hidden attractor, que coexiste com toros invariantes. Os resultados

obtidos deste estudo estão sendo sistematizados para compor um caṕıtulo do livro:

Nonlinear Dynamical Systems with Self-Excited and Hidden Attractors. Series: Studies in

Systems, Decision and Control (SSDC) by Springer-Verlag, Germany (Series Ed.: Kac-

przyk, Janusz). Book Editors: Viet-Thanh Pham, Sundarapandian Vaidyanathan, Chris-

tos Volos, Tomasz Kapitaniak.

Todos os cálculos e figuras envolvendo simulações numéricas apresentados neste

trabalho foram feitos utilizando o software Maple 16, exceto os cálculos dos expoentes

de Lyapunov e dimensão de Lyapunov da Subseção 4.4.5 do Caṕıtulo 4, que foram feitos

utilizando o software Mathematica 10.
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Apêndice A – Compactificação de Poincaré em R3

Seja X o campo vetorial polinomial associado ao sistema diferencial

ẋ1 = P 1(x1, x2, x3),

ẋ2 = P 2(x1, x2, x3),

ẋ3 = P 3(x1, x2, x3),

(5.1)

onde P i ∈ R[x1, x2, x3], para i = 1, 2, 3. O grau do sistema (5.1) (ou do campo vetorial

X ) é definido como sendo n = max{grau(P i); i = 1, 2, 3}.

Assim como qualquer sistema diferencial polinomial, o sistema (5.1) pode ser anali-

ticamente estendido para um sistema diferencial definido em uma bola fechada D3 de raio

um e centrada na origem de R3, cujo interior é difeomorfo a R3 e sua fronteira, a esfera

bidimensional S2 = {(x1, x2, x3) ∈ R3; x2
1+x2

2+x2
3 = 1}, é invariante pelo fluxo do sistema

e corresponde aos pontos no infinito. A bola fechada D3 é chamada de bola de Poincaré e

sua fronteira S2 de esfera de Poincaré, pois a técnica utilizada para obter essa extensão do

sistema diferencial (5.1) é a compactificação de Poincaré, que está descrita em detalhes em

[10, 77]. Aqui, apresentamos um sumário da compactificação de Poincaré para sistemas

diferenciais polinomiais definidos em R3. O mesmo foi feito em [22, 40, 41, 42].

Sejam S3 = {y = (y1, y2, y3, y4) ∈ R4; ∥y∥ = 1} a esfera unitária em R4, S+ = {y ∈
S3; y4 > 0} e S− = {y ∈ S3; y4 < 0} os hemisférios norte e sul de S3, respectivamente.

Identifiquemos o espaço tangente a S3 no ponto (0, 0, 0, 1) com R3, isto é,

T(0,0,0,1)S
3 = {(x1, x2, x3, 1) ∈ R

4; (x1, x2, x3) ∈ R
3}.

Considere as projeções centrais

f+ : R3 = T(0,0,0,1)S
3 → S+ e f− : R3 = T(0,0,0,1)S

3 → S−,

definidas por f± = ±(x1, x2, x3, 1)/∆x, onde x = (x1, x2, x3) ∈ R3 e∆x =
(

1 +
∑3

i=1 x
2
i

)1/2
.

Através destas projeções centrais, R3 é identificado com o hemisfério norte e o hemisfério

sul de S3. O equador de S3 é S2 = {y ∈ R4; y4 = 0}. Observe que S2 pode ser claramente

identificado com o infinito de R3.

As projeções f+ e f− determinam duas cópias de X em S3: uma Df+ ◦ X no

hemisfério norte e outra Df− ◦ X no hemisfério sul. Denote por X̄ o campo vetorial em
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S3 \ S2 = S+ ∪ S− que restrito a S+ coincide com Df+ ◦ X e restrito a S− coincide com

Df− ◦ X .

O campo vetorial X̄ (y) pode ser analiticamente estendido para toda a esfera S3

através da multiplicação pelo fator positivo yn−1
4 , onde n é o grau de X . Assim, obtemos

o campo vetorial estendido p(X )(y) = yn−1
4 X̄ (y), que é chamado de compactificação de

Poincaré de X em S3.

Como S3 é uma variedade diferenciável, para calcular a expressão de p(X ), podemos

considerar oito cartas locais (Ui, Fi), (Vi, Gi), para i = 1, 2, 3, 4, onde Ui = {y ∈ S3; yi > 0}
e Vi = {y ∈ S3; yi < 0} e os difeomorfismos Fi : Ui → R3 e Gi : Vi → R3 são as

aplicações inversas das projeções centrais da origem aos hiperplanos tangentes a S3 nos

pontos (±1, 0, 0, 0), (0,±1, 0, 0), (0, 0,±1, 0) e (0, 0, 0,±1), respectivamente.

Façamos os cálculos para a obtenção da expressão de X na carta local U1. Suponha

que a origem de R4, o ponto (y1, y2, y3, y4) ∈ S3 e o ponto (1, z1, z2, z3) ∈ T(1,0,0,0)S
3

sejam colineares. Então, temos que 1/y1 = z1/y2 = z2/y3 = z3/y4 e, consequentemente,

F1(y) = (y2/y1, y3/y1, y4/y1) = (z1, z2, z3) define as coordenadas em U1. Como

DF1(y) =

⎛

⎜

⎜

⎜

⎝

−y2/y21 1/y1 0 0

−y3/y21 0 1/y1 0

−y4/y21 0 0 1/y1

⎞

⎟

⎟

⎟

⎠

e yn−1
4 = (z3/∆z)n−1, o campo vetorial anaĺıtico p(X ) é escrito como

zn3
(∆z)n−1

(

−z1 P
1 + P 2, −z2 P

1 + P 3, −z3 P
1
)

,

onde P i = P i (1/z3, z1/z3, z2/z3).

De maneira análoga, podemos deduzir as expressões de p(X ) nas cartas U2 e U3, que

são dadas por
zn3

(∆z)n−1

(

−z1 P
2 + P 1, −z2 P

2 + P 3, −z3 P
2
)

,

onde P i = P i (z1/z3, 1/z3, z2/z3) em U2, e

zn3
(∆z)n−1

(

−z1 P
3 + P 1, −z2 P

3 + P 2, −z3 P
3
)

,

onde P i = P i (z1/z3, z2/z3, 1/z3) em U3.



125

A expressão de p(X ) na carta U4 é z
n+1
3 (P 1, P 2, P 3), onde P i = P i (z1, z2, z3). Por

simetria, as expressões para p(X ) nas cartas locais Vi, para i = 1, 2, 3, 4, são as mesmas

que nas cartas Ui, multiplicadas por (−1)n−1, onde n é o grau de X .

Quando trabalhamos com a expressão do campo vetorial compactificado p(X ) nas

cartas locais, geralmente omitimos o fator 1/(∆z)n−1. Fazemos isso a partir de um resca-

lonamento de tempo, já que ∆z > 0.

Usualmente, considera-se a projeção ortogonal do campo vetorial compactificado

p(X) do hemisfério norte fechado S̄+ = {y ∈ S3 : y4 ≥ 0} em y4 = 0. Tal projeção

consiste de uma bola fechada D3 centrada na origem de R4 e de raio um, cujo interior é

difeomorfo a R3 e cuja fronteira S2 corresponde aos pontos de R3 no infinito. Assim, p(X )

fica definido na bola fechada D3, de tal maneira que a fronteira S2 é invariante pelo fluxo

de p(X ).

Todos os pontos sobre a esfera invariante S2 no infinito nas coordenadas (z1, z2, z3)

de cada uma das cartas locais Ui e Vi têm z3 = 0. Os pontos no interior da bola de

Poincaré D3, que correspondem aos pontos em R3, são dados nas cartas locais U1, U2 e

U3 por z3 > 0 e nas cartas locais V1, V2 e V3 por z3 < 0. Veja a Figura 5.1 para uma

ilustração da esfera de Poincaré S2 e as cartas locais Ui e Vi com suas orientações.

Figura 5.1: Cartas locais Ui, i = 1, 2, 3, usadas para desenhar o retrato de fase do sistema

(5.1) na esfera de Poincaré S2. As cartas Vi, i = 1, 2, 3, são diametralmente opostas a Ui.


