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Resumo

Neste trabalho, consideramos aspectos algébricos e dinamicos de alguns problemas
envolvendo superficies algébricas invariantes em sistemas diferenciais polinomiais definidos
em R3. Determinamos o niimero méaximo de planos invariantes que um sistema diferencial
quadratico pode ter e estudamos a realizagao e integrabilidade de tais sistemas. Fornece-
mos a forma normal para sistemas diferenciais com quadricas invariantes e estudamos de
forma mais detalhada a dinamica e integrabilidade de sistemas diferenciais quadraticos
com um paraboloide eliptico como superficie algébrica invariante. Por fim, estudamos
as consequéncias dinamicas ao se perturbar um sistema diferencial, cujo espago de fase é
folheado por superficies algébricas invariantes. Para tal, consideramos o sistema diferen-
cial quadratico conhecido como sistema Sprott A, que depende de um parametro real a e
apresenta comportamento cadtico mesmo sem ter pontos de equilibrio, tendo, assim, um
hidden attractor para valores adequados do parametro a. Provamos que, para a = 0, o
espaco de fase desse sistema ¢é folheado por esferas concéntricas invariantes. Utilizando
a Teoria do Averaging e o Teorema KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser), provamos que,
para a > 0 suficientemente pequeno, uma orbita periédica orbitalmente estavel emerge de
um equilibrio do tipo zero-Hopf nao isolado localizado na origem e que formam-se toros
invariantes em torno desta orbita periddica. Concluimos que a ocorréncia de tais fatos

tem um papel importante na formacao do hidden attractor.

Palavras-chave: Superficies algébricas invariantes. Sistemas diferenciais polinomiais.
Teoria de Integrabilidade de Darboux. Planos invariantes. Quédricas invariantes. Siste-

mas cadticos. Teoria do Averaging. Teorema KAM.



Abstract

In this work, we consider algebraic and dynamical aspects of some problems invol-
ving invariant algebraic surfaces in polynomial differential systems defined in R3. We
determine the mazximum number of invariant planes that a quadratic differential system
can have and we study the realization and integrability of such systems. We provide the
normal form for differential systems having an invariant quadric and we study in more
detail the dynamics and integrability of quadratic differential systems having an elliptic
paraboloid as invariant algebraic surface. Finally, we study the dynamic consequences of
perturbing differential system whose phase space is foliated by invariant algebraic surfaces.
For this we consider the quadratic differential system known as Sprott A system, which
depends on one real parameter a and presents chaotic behavior even without having any
equiltbrium point, thus having a hidden attractor for suitable values of parameter a. We
prove that, for a = 0, the phase space of this system is foliated by invariant concentric
spheres. By using the Averaging Theory and the KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser) The-
orem, we prove that, for a > 0 sufficiently small, an orbitally stable periodic orbit emerges
from a zero-Hopf nonisolated equilibrium point located at the origin and that invariant
tori are formed around this periodic orbit. We conclude that the occurrence of these facts

has an important role in the formation of the hidden attractor.

Keywords: Invariant algebraic surfaces. Polynomial differential systems. Darboux The-

ory of Integrability. Invariant planes. Invariant quadrics. Chaotic systems. Averaging
Theory. KAM Theorem.
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CAPITULO

1

Introducao

Seja K[z, y, z] o anel dos polinomios nas varidveis x, y e z com coeficientes em K,
onde K é R ou C. Considere o sistema diferencial

&= P(x,y, 2),
y:Q(x7y7Z)7 (1'1)
Z = R(x,y, z),

onde P, @ e R sao polinémios relativamente primos em R[z,y, 2] e o ponto denota a
derivada em relacao a variavel independente t, geralmente chamada de tempo. Podemos

associar naturalmente ao sistema diferencial (1.1) o campo vetorial polinomial em R?

0 0 0
X=P— — —.
8x+Q8y+Raz

Dizemos que m = max{grau(P), grau(Q), grau(R)} é o grau do sistema diferencial (1.1)
ou do campo vetorial X', onde grau(P), grau(Q), grau(R) sao os graus dos polinémios P,
@ e R, respectivamente. Se m = 1, 2 ou 3, entdo o sistema (1.1) é chamado de linear,

quadrdtico ou cubico, respectivamente.

Além de sua importancia tedrica, sistemas do tipo (1.1) frequentemente aparecem na
modelagem matematica de fendmenos naturais provenientes da Fisica, Quimica, Biologia,
Engenharias e outras ciéncias. Alguns exemplos de aplicagdes sao dados em [23, 76, 86] e

nas referéncias neles contidas.

Em geral, encontrar as solugoes do sistema (1.1) pode ser uma tarefa muito dificil.
Porém, é possivel obter informacoes importantes sobre o comportamento dinamico destas
solugoes mesmo sem resolver o sistema. Deste modo, muitos livros e artigos tém sido
publicados com o objetivo de descrever esse comportamento. Porém, a dinamica deste

tipo de sistema ainda estd longe de ser completamente compreendida, mesmo no caso



quadrético. De fato, quando m > 2, a dindmica do sistema (1.1) é, em geral, bem dificil
de ser estudada, devido a existéncia de pontos de equilibrio degenerados, érbitas periddicas
e quase-periodicas, orbitas homoclinicas e heteroclinicas, toros invariantes, atratores es-

tranhos ou cadticos, entre outros, veja, por exemplo, [35, 57, 76, 85].

Uma das estratégias utilizadas para estudar a dinamica do sistema (1.1) é determinar
superficies algébricas mergulhadas em R? que sejam invariantes pelo fluxo do sistema. A

estas superficies chamamos superficies algébricas invariantes, cuja definigao é a seguinte:

Defini¢ao 1 (Superficie algébrica invariante) Seja f = f(x,y, z) um polinémio nao-
constante em Clx,y, z]. A superficie f = 0 é uma superficie algébrica invariante do

sistema (1.1) se, para algum polinomio K = K(x,y, z) em Clz,y, 2], tivermos

of of of
X(f)=P— — — =K 1.2
(=P +Q+RE ~ K1 (1.2
Neste caso, dizemos que f € um polinomio de Darboux e K ¢é o cofator da superficie
algébrica invariante f = 0. Se m € o grau do sistema (1.1), entdo o grau do cofator K é

no mdximo m — 1.

Se f é um polinoémio irredutivel em Clz,y, z], dizemos que f = 0 é uma superficie
algébrica invariante irredutivel. Quando f é um polinomio real de grau 1 ou 2, a superficie
f = 0 é um plano ou uma quddrica, respectivamente, em R?. Segue da definicio que,
se uma o6rbita do sistema (1.1) tem um ponto sobre a superficie algébrica invariante
f =0, entao a orbita inteira esta contida nesta superficie. Por isso, dizemos que f =0 é

invariante pelo fluxo do sistema (1.1).

O uso mais simples de superficies algébricas invariantes é separar o espaco de fase
do sistema (1.1) em partes invariantes, isto é, em partes cujas 6rbitas ficam inteiramente
contidas nelas. Além disso, as superficies algébricas invariantes permitem controlar melhor
regioes interessantes do espago de fase do sistema diferencial. Por exemplo, em [20] os
autores utilizaram superficies algébricas invariantes para fornecer uma regiao limitada

contendo o atrator de Lorenz.

A existéncia de superficies algébricas invariantes ajuda bastante no estudo da dinami-
ca de sistemas diferenciais com comportamento complicado, como foi feito para os sistemas
de Rikitake em [39], de Chen em [40], de Lorenz em [42] e de Rabinovich em [43], pois
permite a reducao da dimensao do espaco de fase, uma vez que o fluxo de um sistema

diferencial em R? restrito a uma superficie algébrica invariante ¢ bidimensional.



De modo geral, hd duas abordagens quando trabalhamos com superficies algébricas
invariantes. Uma delas é, dado um sistema diferencial da forma (1.1), encontrar todas as
superficies algébricas invariantes que este sistema possui. Eo que foi feito, por exemplo,
em [50] para os sistemas de Chen e Lii, em [54] para o sistema de Lorenz e em [87] para
o sistema de Rabinovich. Trata-se de um problema algébrico que envolve a resolucao de
equacoes diferenciais parciais provenientes da definicao de superficies algébricas invarian-
tes (equagao (1.2)). A outra é determinar os sistemas diferenciais que possuem uma dada
superficie (ou um conjunto de superficies) invariante pelo fluxo do sistema. Foi o que os
autores fizeram, por exemplo, em [45] ao fornecer a forma normal de todos os sistemas
diferenciais polinomiais em R?® que possuem uma quidrica como superficie algébrica in-
variante (um estudo andlogo foi feito em [44] para sistemas diferenciais em R? com uma
conica invariante). A esta abordagem chamamos problema inverso de equagdes diferenci-
ais ordindrias. O conceito de problema inverso foi introduzido por Galiullin [19] e consiste
em encontrar o sistema diferencial mais geral satisfazendo um determinado conjunto de
propriedades. Até onde sabemos, Erugin [18] foi o primeiro a estudar um problema inverso
nesse sentido. Mais recentemente, em [48] os autores obtiveram a forma normal de todos
os sistemas diferenciais em R" que possuem um dado conjunto de hipersuperficies inva-
riantes pelo fluxo do sistema (Teorema 1.3.1). Uma versao simplificada deste resultado é

apresentada no Capitulo 3 deste trabalho (Teorema 2).

Na Definicao 1, permitimos que a superficie algébrica invariante f = 0 seja complexa
mesmo no caso em que o sistema (1.1) é real. Isto se deve ao fato de que, algumas
vezes, a existéncia de integrais primeiras reais pode ser obtida a partir da existéncia de
superficies algébricas invariantes complexas. Integrais primeiras sao funcoes analiticas
nao-constantes que sdo constantes sobre todas as solugdes (x(t),y(t), z(t)) do sistema

(1.1). Mais precisamente:

Definigao 2 (Integral primeira) Uma integral primeira do sistema (1.1) em um sub-

conjunto aberto U C R® é uma funcdo analitica nao-constante H : U — R tal que

OH OH OH
x(H) =P 1%Ly RO = .
(H) 8x+Q0y+R8z 0 emU

Se H pode ser escrita da forma H = f{** --- f* exp(g/h), onde fi,..., fr,g,h € Clz,y, 2]
e ay,....,a. € C, entao H é dita integral primeira de Darboux. Se H for um polinomio,
entao H € dita integral primeira polinomial. Se H for uma fun¢dao racional, entao H é

dita integral primeira racional.



Note que, se K = 0 na equacao (1.2) da Definigao 1, entao f é uma integral primeira
polinomial do sistema (1.1). Em R3, quando um sistema diferencial tem duas integrais
primeiras H; e Hy funcionalmente independentes, dizemos que ele é integrdavel. Um sis-
tema diferencial ser integravel significa que seu espaco de fase pode ser completamente

determinado, embora esta nao seja uma tarefa simples, mesmo neste caso.

O estudo apresentado aqui estd no contexto da Teoria de Integrabilidade de Dar-
boux. Este tipo de integrabilidade fornece uma ligagao entre a integrabilidade de sistemas
diferenciais polinomiais e a existéncias de superficies algébricas invariantes. Mais detalhes
sobre esta teoria no caso planar podem ser encontrados no Capitulo 2 de [8], no Capitulo 8
de [17] e em [37]. Porém, os resultados obtidos em R? podem ser naturalmente estendidos
para R" e C", conforme foi feito em [29, 53, 55, 56].

Este trabalho estd organizado da seguinte forma.

No Capitulo 2, estudamos a realizagao de sistemas diferenciais quadraticos com
nove planos como superficies algébricas invariantes, levando-se em consideracao a mul-
tiplicidade algébrica destes planos e sem considerar o plano no infinito, que é o nimero
maximo de planos invariantes que este tipo de sistema pode ter. Mostramos que existem
trinta configuracoes possiveis para estes planos, sendo, destas, pelo menos vinte e trés
realizdveis. E fornecido um exemplo de sistema diferencial quadratico para cada um dos
casos realizaveis e, por fim, mostramos quais, dentre todas as configuragoes possiveis,

possuem uma integral primeira construida unicamente utilizando a equagao dos planos.

No Capitulo 3, determinamos as formas normais de sistemas diferenciais polinomi-
ais de grau arbitrario com uma quadrica como superficies algébrica invariante. Como um
exemplo, utilizamos o fato do sistema de Chen apresentar este tipo de superficie algébrica
invariante para escolhas adequadas dos parametros e mostramos que, nestes casos, ele
é equivalente as formas normais apresentadas anteriormente. Em seguida, estudamos
a integrabilidade de sistemas diferenciais quadraticos que tem como superficie algébrica
invariante um paraboloide eliptico. Neste caso, verificamos sob quais condicoes sobre
os parametros o sistema possui integrais primeiras, fatores exponenciais, invariantes de
Darboux e multiplicadores de Jacobi inverso. Além disso, caracterizamos todas as confi-
guracoes possiveis de paralelos e meridianos invariantes sobre o paraboloide invariante e
estudamos a dinamica global de uma classe de sistemas diferenciais quadraticos com um
paraboloide invariante. Por fim, consideramos o caso em que o sistema de Rabinovich

tem um paraboloide invariante e fazemos um estudo detalhado da dinamica deste sistema



restrito a esta superficie.

No Capitulo 4, estudamos as consequéncias dinamicas no espaco de fase de um
sistema diferencial folheado por superficies algébricas invariantes quando tais superficies

deixam de ser invariantes pelo fluxo do sistema. Para tal, consideramos o sistema dife-

rencial
T =y,
y: —T =Yz, (13)
2 =19y%—a,

onde ¢ € R. Em [75], Sprott mostrou que o sistema (1.3) apresenta comportamento
cadtico mesmo sem ter pontos de equilibrio e o chamou de caso A. Por este motivo, este
sistema ficou conhecido como sistema Sprott A. Mostramos que, para a = 0, o eixo—z é
uma reta de equilibrios do sistema e que, devido a existéncia de uma integral primeira
polinomial, o seu espaco de fase é folheado pelas esferas invariantes 22 +y?+ 22 = r2, com
r > 0, que sao formadas por um conjunto de infinitas érbitas heteroclinicas do tipo polo sul
- polo norte. Além disso, fazemos um estudo detalhado da dinamica e integrabilidade do
sistema (1.3) para a > 0 pequeno, ou seja, quando as esferas ndo sdo mais invariantes pelo
fluxo do sistema e as dérbitas heteroclinicas sao “destruidas”. Provamos que, neste caso,
o sistema Sprott A nao possui superficies algébricas invariantes nem integrais primeiras
polinomiais. Utilizando a Teoria do Averaging e o Teorema KAM (Kolmogorov-Arnold-
Moser), provamos que uma 6rbita peridédica orbitalmente estavel emerge de um equilibrio
do tipo zero-Hopf nao isolado localizado na origem e que, em torno dela, forma-se uma
sequéncia encaixante de toros invariantes, sendo que o mais externo deles é englobado por
uma regiao “turbulenta” de atragao/repulsao que conduz a uma estrutura homoclinica das
orbitas no espaco de fase do sistema. Para valores adequados do parametro a, observa-se
a ocorréncia de comportamento cadtico no sistema Sprott A e a existéncia de um hidden
attractor dentro dessa regiao, que coexiste com os toros invariantes. Por fim, apresentamos
uma anélise global das solugoes do sistema (1.3), incluindo sua dinamica no infinito via

compactificagao de Poincaré.

Algumas consideragoes finais sao feitas no Capitulo 5.



CAPITULO

2

Planos invariantes em sistemas diferenciais quadraticos

Considere o sistema diferencial polinomial

&= P(x,y, 2),
y = Q(ZL‘,y,Z), (21)
z= R(z,y, 2).

Neste capitulo, vamos considerar o caso em que o sistema (2.1) é quadratico. Assim,

podemos escreve-lo da forma:

T=ao+ax+asy+asgz+ay i+ asy? +ag2® +arxy +agxrz +agyz,
) =by+bix+byy+ b3z bya?+bsy?+ bg 2>+ bywy +bgwz + by yz, (2.2)
2:co+clx+02y+03z+c4x2+c5y2+0622+c7xy+08xz+09yz,

onde a;,b;,¢; € R, parai = 0,1,...,9. Conforme vimos no Capitulo 1, o sistema (2.2)

pode ser naturalmente associado ao campo vetorial quadritico em R?

vepd. Q 9, rY
ox Y
O tipo mais simples de superficie algébrica invariante que o sistema (2.2) pode ter
sao planos. Neste capitulo, obtemos que o ntimero maximo de planos invariantes que
o sistema (2.2) pode ter, levando-se em consideragao a multiplicidade algébrica destes
planos e sem considerar o plano no infinito, é nove. Provamos que, quando o sistema (2.2)
tem nove planos invariantes, existem trinta configuracoes possiveis para estes planos,
das quais pelos menos vinte e trés sao realizaveis. Fornecemos um exemplo de sistema

diferencial quadratico para cada uma dessas vinte e trés configuracoes realizaveis. Por fim,



mostramos que, dentre as trinta configuragoes possiveis, aquelas com cinco ou mais planos
invariantes distintos possuem uma integral primeira construida unicamente utilizando a

equacao destes planos.

Antes de enunciar e provar os resultados principais deste capitulo, precisaremos dos

conceitos preliminares que estao na proxima secao.

2.1 Conceitos preliminares

A nogao de polindémio extatico aparece no trabalho de Lagutinskii, veja [15] e as
referéncias nele contidas, e foi usada como definida em [63] em diferentes trabalhos, como,
por exemplo, em [9, 38, 47, 49]. Aqui, a defini¢do de polindémio extatico e suas principais
propriedades tem um papel importante na prova de um dos principais resultados deste

capitulo, o Teorema 1.

Defini¢ao 3 (Polinémio extatico) Sejam X o campo vetorial associado ao sistema di-
ferencial (2.1), W um subespago R-vetorial de R[z,y, 2] tal que dim(W) = N e {vy,...,un}

uma base de W. O polinomio extdtico de X associado a W é o polinomio

Ew(X) = det X(v1) X(v2) .. X(uw)
ANVoy) XN ) o XN (o)

onde X(v;) = ((P,Q,R),Vv;) e X*(v) = X(X*)), para k = 1,..,N —2 . Se
W = R,[z,y, 2], onde R, [z,y,2] é o subespaco R-vetorial dos polinomios em Rz, vy, 2]
de grau mo mdzimo m, dizemos que &y (X) € o m-ésimo polinémio extdtico de X, que

denotamos por £ (X).

Note que a dimensao de R,,[z,y,z] é N = (m; 3). Devido as propriedades de de-
rivacdo e do determinante, a definicdo do polinémio extatico &y (X) ndao depende da
escolha da base de W, uma vez que para diferentes bases o polinomio extatico difere por
uma constante nao-nula. O conceito de polinomio extatico é importante para detectar
quando uma superficie f = 0, com f pertencendo a um subespago R-vetorial finito, é

invariante pelo fluxo do sistema diferencial (2.1), como veremos no préximo resultado.



Além disso, utilizando este conceito, podemos definir a multiplicidade (algébrica) de uma

superficie algébrica invariante.

Proposicao 1 Seja W um subespago R-vetorial finito de R[x,y, 2|, com dim(W) > 1.
Dado f € W, se f =0 é uma superficie algébrica invariante do sistema diferencial (2.1),

entao f é um fator do polinémio extdatico {y (X).

Prova. Seja f = 0 uma superficie algébrica invariante do sistema (2.1), tal que f € W.
Como a definigdo do polindémio extatico &y (X') ndo depende da escolha da base de W,

considere a base {f,vq,...,uny} de W. Neste caso, temos que

f V2 UN
Ew(X) = det *(f) X(v2) .. X(vw)
VLY XN () o AN (uy)

onde X(f) =K f, X2(f) = (X(K) + K?) f,..., XN=1(f) = (polinomio) f. Entdao f é um
fator de &y (X). O

Este resultado também estd provado em [47] e uma prova para C" pode ser encon-
trada em [38]. Note que nao vale a reciproca da Proposicao 1, ou seja, se f é um fator do
polinémio extatico &y (X), com f € W, entao f = 0 nao é necessariamente uma superficie

algébrica do sistema diferencial (2.1). De fato, seja
T =2axy+ Bxz,
y=2ay?, (2:3)
Z=arz,

com o, € Reafl # 0. Supondo W = Ry[z,y, 2] e considerando a base {1, z,y, 2},
temos que

Eip(X) = —8a B2y 2% (x — ).
Logo, f = x —y é um fator do polindémio extético &y, (X), com f € W. Porém, pode-se
verificar que f = 0 ndo é uma superficie algébrica invariante do sistema (2.3).

Pela Proposicao 1, temos que se f = 0 é um plano invariante do campo vetorial

X, entdo o polinomio f é um fator do polinomio extdtico &, (X), j& que f € Ry[z, vy, z].



A seguir, definimos o conceito de multiplicidade (algébrica) de uma superficie algébrica

invariante, conforme feito em [9)].

Definigao 4 (Multiplicidade algébrica) Seja f(z,y,z) = 0 uma superficie algébrica
invariante irredutivel de grau m do sistema diferencial (2.1). Dizemos que f = 0 tem
multiplicidade (algébrica) k se E(X) # 0 e k é o maior inteiro positivo tal que f* divide
E(X). Se & (X) =0, dizemos que f tem multiplicidade (algébrica) indefinida.

Em particular, se f = 0 é um plano invariante de multiplicidade &k do sistema dife-
rencial (2.1), entao f* deve ser um fator do polinomio extético &, (X), com &l (X)) # 0.
Em [9] sao dadas as diferentes interpretacoes de multiplicidade para curvas algébricas in-
variantes em R?, mas estes resultados podem ser naturalmente estendidos para dimensoes
maiores e, em particular, para superficies algébricas invariantes em R3. Veja também
[53, 56].

Observe que a multiplicidade (algébrica) de uma superficie algébrica invariante nao
interfere na dinamica do sistema diferencial, ja que na pratica o que importa do ponto de
vista dindmico é o nimero de superficies algébricas invariantes distintas que esse sistema
possui. Porém, se um sistema diferencial tem uma superficie algébrica invariante de
multiplicidade k£, uma perturbacao deste sistema pode resultar em k superficies algébricas

invariantes distintas. Para exemplificar, considere o sistema diferencial quadratico

&= P(x,y, 2),
y - Q("'E7 y7 Z)’ (2'4)
3= 2%

onde P e () s@o polinémios de grau menor ou igual a 2 em R[z,y, z]. Note que o plano
f = z = 0 é uma superficie algébrica invariante do sistema (2.4) de multiplicidade 2. Dado
e > 0, se perturbamos o sistema (2.4) com o termo €2, entao 2 = —z%+¢% = (2+¢) (—2+¢)
e, a partir do plano invariante f = z = 0 de multiplicidade 2, obtemos dois planos
invariantes paralelos distintos. Analogamente, se perturbamos o sistema (2.4) com o
termo e2z?, entao z = —2% 4+ e%2? = (2 + ex) (—z + €x) e, a partir do plano invariante
f = 2z =0 de multiplicidade 2, obtemos dois planos invariantes concorrentes.

Neste capitulo, consideramos sistema diferenciais quadraticos com nove planos in-
variantes, que é o nimero maximo de planos invariantes que este tipo de sistema pode

ter, levando-se em consideracao a multiplicidade destes planos. Neste caso, dada uma
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perturbacao de tais sistemas, até nove planos invariantes distintos podem aparecer em

seu espagco de fase.

2.2 Sistemas diferenciais quadraticos em R? com nove

planos invariantes

Comecamos esta secao com um resultado que fornece o niimero maximo de planos
invariantes que o sistema diferencial (2.2) pode ter, levando-se em consideragdo a mul-
tiplicidade destes planos e sem considerar o plano no infinito. Além disso, s@o dados o
numero maximo de planos invariantes paralelos distintos e o nimero maximo de planos
invariantes distintos passando pelo mesmo ponto. Uma prova deste resultado em C" para

sistemas diferenciais de grau m > 2 pode ser encontrada em [38].

Proposicao 2 Assuma que o sistema diferencial (2.2) tem um namero finito de planos

mvariantes. Entao, valem as sequintes afirmacoes.

(a) O nimero de planos invariantes do sistema (2.2), levando-se em consideragdo a

multiplicidade destes planos, € no mdzrimo nove.

(b) O nimero de planos invariantes paralelos distintos do sistema (2.2) é no mdximo

dois.

(¢) O numero de planos invariantes distintos do sistema (2.2) passando pelo mesmo

ponto € no maximo seis.

Além disso, todas estas cotas superiores sao atingidas.

Prova. Sejam f; = 0 planos invariantes de multiplicidade n; do sistema (2.2), para
i = 1,....k. Note que f; € Ry[x,y,z] para cada i = 1,....,k. Entdo, pela definicao de
multiplicidade algébrica, fI' sao fatores do polindmio extdtico &}y, (X). Considere a base
{1,z,y, 2z} do subespaco R-vetorial R;[x,y,z]. O grau méximo dos polinomios X (v),
X%(v) e X3(v), onde v € {1,z,y,2}, é 2, 3 e 4, respectivamente. Pela definigao de
determinante e das propriedades das operacoes com polinomios, segue que o0 grau maximo
do polinomio &}, (X) ¢ 9. Logo, podemos fatorar o polinomio extatico &y, (X) em fatores

da forma f" --- fi'* tal que ny + ... + nx < 9. Isto prova o item (a).
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Agora suponha que o sistema (2.2) tem k planos invariantes paralelos distintos.
Apo6s uma mudanca afim de coordenadas, podemos assumir que as equacoes destes planos
invariantes sao da forma f; = z — ay, onde o; € R, para ¢ = 1, ..., k. Da definicao de
superficie algébrica invariante, temos que Z = [ f - - fx no sistema (2.2), onde § € R.

Como o sistema (2.2) tem grau 2, entao k < 2, o que prova o item (b).

Por fim, suponha que f; = 0 sdo planos invariantes distintos do sistema (2.2) pas-
sando pelo mesmo ponto, para i = 1,...,k. Fazendo uma translagao de coordenadas (se
necessario), assuma que este ponto é a origem. Logo, as equagoes dos planos invariantes
fi = 0 sao da forma f; = A;z + B;y + C; z, onde A;, B;,C; € R, parai = 1,...,k. Note
que f; € W para cada i = 1, ..., k, onde W é o subespago R-vetorial gerado por {z,vy, z}.
Entao, pela Proposicao 1, f; é um fator do polinomio extatico

T Y Z
Gw=det | X(2) X(y) X(2)
Xx) X%y) AX2(:)

onde X (v) e X%(v), com v percorrendo as varidveis z, y e z, sio polinomios de graus 2 e
3, respectivamente. Pela definicao de determinante e das propriedades das operacgoes com
polinémios, segue que o grau maximo do polinomio &y (X) é 6. Note que, como estamos
interessados no nimero maximo de planos invariantes f; = 0 distintos, entao eles tém
multiplicidade algébrica igual a 1. Logo, o polinomio extatico {y (X') pode ser fatorado

em fatores da forma f;--- fr com k < 6. Assim, provamos o item (c).

Além disso, estas cotas superiores sao atingidas. De fato, considere o sistema dife-

rencial

T =x+ 22,
J=y+y (2.5)
2 =z+ 22

Note que o sistema (2.5) tem nove planos invariantes dados por: fi =z =0, fo =y =0,
fa=2=0,f1=2+1=0, f5=y+1=0, fo=24+1=0, f=2—y=0, fg=x—2=0
e fo =y —z=0. Destes, fj =0 e f; = 0 s@o paralelos (também ¢é o caso de fo =0 e
fs=0ede fs=0e fe=0)e f1 =0, fo=0, f3=0, fr =0, fs =0e fy =0 passam pelo

mesmo ponto, a origem. ]
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Observe que nos itens (b) e (¢) da Proposigdo 2 nao é levada em consideragao a
multiplicidade dos planos invariantes. De fato, é possivel encontrar sistemas diferenciais
quadraticos cuja soma da multiplicidade de planos invariantes paralelos distintos seja

maior do que 2, por exemplo, considere o sistema

T = xy + 22z,
y=y+v,
2= z4 22

Temos que f; =z =0e fo = z+1 = 0 sao planos invariantes paralelos distintos do sistema
anterior de multiplicidades 4 e 1, respectivamente. Além disso, também é possivel encon-
trar sistemas diferenciais quadraticos cuja soma das multiplicidades de planos invariantes

distintos passando pelo mesmo ponto seja maior do que 6. De fato, basta considerar o

sistema
i = 22,
.9
y - y 9
2 =22

e observar que todos os planos invariantes deste sistema, ou seja, f{ =x =0, fo =y =0,
fa=2=0,fi=2—y=0,fs=2x—2=0e fg =y — 2z =0, passam pela origem e a
soma das multiplicidades destes planos é 9.

E fcil provar que, se f = 0 é um plano invariante do sistema diferencial (2.2),
entdo f¢ = 0 também é um plano invariante do sistema (2.2), com « um inteiro positivo

nao-nulo. De fato,
X(f)=af ' X(f)=af ' Kf=aK [

onde K é o cofator de f = 0. Porém, é importante observar que, isto nao significa que
f* = 0 seja um plano invariante de multiplicidade « do sistema (2.2). Para obtermos
a multiplicidade dos planos invariantes, é preciso trabalhar com o polindmio extético

féV(X ), conforme a Definigao 4.

Agora, assuma que o sistema diferencial (2.2) tem £ < 9 planos invariantes distintos
fi=Axz+By+Ciz+D; =0, com A;,B;,Ci,D; € Re A? + B + C? # 0, para

i =1,...,k, de multiplicidades n; tais que n; + ... + nx = 9, isto é, o sistema (2.2) tem o
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numero maximo de planos invariantes, levando-se em consideracao a multiplicidade destes
planos. Dado f; = Ajx+ Byy + C1z+ Dy = 0, com A? + B? + C? # 0, sem perda de

generalidade, suponha C # 0. Considerando a mudanga afim de coordenadas

1
(:an)z) — <:E,y, _5 (Alx + Bly —z+ Dl))
1

podemos sempre tomar f; = z = 0. Pela definicao de superficie algébrica invariante

(Definigao 1), f; = 2z tem que ser um fator de
X(fl)=cotcrztcytcsztesr®+esy? +ce2’ 4+ cray+ cgrz + coyz,

o que implica que co =¢c; =y =c4 =c5 =c7 = 0.

Aqui, diremos que o sistema (2.2) tem uma configuragcio da forma (ni,...,ny) se
ele tem k planos invariantes distintos fi, ..., fx de multiplicidades nq, ..., ng, respectiva-
mente. O proximo teorema, que é o principal resultado deste capitulo, fornece todas
as configuragoes possiveis para o sistema (2.2) e uma cota inferior para o ntimero de

configuracgoes realizaveis.

Teorema 1 Os sistemas diferenciais quadrdticos em R com exatamente nove planos
nvariantes, levando-se em consideracao a multiplicidade destes planos, admitem trinta

configuragoes possiveis, das quais pelos menos vinte e trés sao realizdveis.

Prova. Suponha que o sistema diferencial (2.2) tem exatamente nove planos invariantes,
levando-se em consideracao a multiplicidade destes planos, isto é, f; = 0 sao planos
invariantes de multiplicidades n; do sistema (2.2), para¢ =1,....,k <9, com ny +...+ny =
9.

Obtemos todas as configuragoes (nq, ..., ny) para o sistema (2.2) da seguinte maneira.
Consideramos todas as combinagoes dos digitos 0, 1,...,9 tomando 9 destes digitos (com
possiveis repeticoes) de modo que sua soma seja 9. E facil verificar que existem 30
combinagoes possiveis. Omitimos todos os zeros nas combinacoes, isto é, ao invés de
escrever (8,1,0,0,0,0,0,0,0), por exemplo, escrevemos simplesmente (8, 1). Desta forma,
cada combinagao obtida corresponde a uma configuragdo possivel para o sistema (2.2),
onde os digitos 1, ...,9 correspondem as multiplicidades dos planos invariantes. Na Tabela

2.1 no final deste capitulo, estao listadas todas as configuragoes possiveis para o sistema
(2.2).
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Apés obtermos todas as configuragoes possiveis para o sistema (2.2), buscamos por
exemplos de sistemas diferenciais quadraticos para cada uma destas configuragoes. Como
ja observamos anteriormente, sempre podemos considerar f; = z = 0 como um plano
invariante do sistema (2.2) e, consequentemente, ¢y = ¢; = ¢o = ¢4 = ¢5 = ¢; = 0. Logo,
suponha que f; = z = 0 seja um plano invariante de multiplicidade n; do sistema (2.2),
com n; < 9. Da definicao de multiplicidade algébrica, 2™ deve ser um fator do polinomio
extatico &}, (X), uma vez que todos os planos invariantes do sistema (2.2) pertencem a
Ry[z,y, z]. Considerando a base {1, z,y, z} do subespago R-vetorial Ry [z, y, z|, temos que

o polinoémio extatico &, (X) é dado por

Er(X) = X(x) X2(y) X3(2) + X(y) X2(2) X ()
+X(2) X3(y) X%(x) — X(2) X2(y) ()
— X2(2) X3(y) X(x) — X3(2) X2(2) X (y) (2:6)
B 0<i§<9 il 4 yj zl,

onde «;;; sado valores reais que dependem dos 24 parametros restantes do sistema (2.2).
Neste caso, podemos facilmente verificar que z sempre é um fator de &, (X). Assumindo
que f; = z = 0 tem multiplicidade n; > 2, precisamos trabalhar com os 24 parametros
do sistema (2.2) para obter o fator 2™ na expressao do polindmio extético & (X). Por
exemplo, considere as configuragoes (9) e (8,1).

9 como um fator do polinémio extatico &y, (X).

- Configuragao (9): Devemos ter z
Seja r(z,y, z) o resto da divisao polinomial de &y, (X) por 2°. Observe que os coeficientes
do polinémio r(z,y, z) dependem dos 24 parametros do sistema (2.2). Logo, apds traba-
lhar com esses 24 parametros, uma das maneiras de se obter r(x,y, z) = 0 é considerando
Gy =a1 =Gy =a3=a4 =a5 = a7y = a9 =0, by = by = by =bg =by = b5 =bg = b; =0,

9 ¢ um fator de & (X).

cg =cg =cyg = 0e by =cg = ag. Deste modo, temos que z
Além disso, é necessdrio considerar ag ag bg # 0, pois, caso contrdrio, &y, (X) = 0 e o plano
invariante f; = z = 0 tem multiplicidade indefinida. O sistema obtido para estes valores
de parametros é o exemplo para a configuracao (9) que esta na Tabela 2.2 ao final deste

capitulo.
- Configuragdo (8,1): Devemos ter 2® como um fator de &li,(X). Se r(x,y,2) é o
resto da divisao polinomial de &;,(X') por 28, entao, apds trabalhar com os 24 parametros

do sistema (2.2), uma das maneiras de se obter r(z,y,2) = 0 é tomando ay = a1 = as =
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a3z =ag =a5 =a7; =0,bg =by = by =b3 =by =b; =b; =bg =0, c3 =cg =cg =0,
bg = cg = ag € by = 2ag. Neste caso, devemos considerar ag # 0 e ag # ag, pois, caso
contrério, &, (X) = 0. Observe que, para esta escolha de parametros, y + z também ¢ um
fator de &;,(X) e, além disso, pode-se verificar facilmente que f =y + 2z = 0 é um plano
invariante do sistema obtido. Entao, este sistema tem dois planos invariantes f; = z =0
e fo =y + 2z = 0 de multiplicidades 8 e 1, respectivamente. O sistema obtido para estes

valores de parametros é o exemplo dado na Tabela 2.2 para a configuracao (8, 1).

Para as demais configuragoes, quando consideramos 2™ como um fator do polinomio
extatico &, (X), entao podemos escrever & (X) da forma &y, (X) = 2™ F(z,y, z), onde
F' é um polinomio real de grau 9 — ny. Dal, trabalhamos com os parametros restantes do
sistema (2.2) para escrever F' como sendo a multiplicacao de fatores da forma f32--- fi'*,
onde fo =0, ..., fr = 0 s@o os outros planos invariantes do sistema (2.2) de multiplici-
dades no, ...ny, respectivamente, com ns + ... + n, = 9 — n;. Como exemplo, considere a
configuragao (7,1,1).

" como um fator de &, (X). Sendo r(z, v, 2)

- Configuragdo (7,1,1): Devemos ter z
o resto da divisiao polinomial de &, (X) por 27 temos que, apds trabalhar com os 24
parametros do sistema (2.2), uma das maneiras de se obter r(z,y,2) = 0 é tomando
Gy = Q1 = Ay = Qg = a5 = ag = a7 = a9 = 0, bg = by = by = by = b5 = bg = by =0
ec3 = cg = cg = 0. Assim, o polinomio extdtico &y, (X') pode ser escrito da forma
&(X) = 2" F(x,y,2), onde F é um polinémio real de grau 2. Agora, considerando
ro(z,y, z) como sendo o resto da divisao polinomial de F' por y, temos que ry(x,y, 2)
depende dos parametros restantes do sistema (2.2). Trabalhando com esses parametros,
observe que se tomarmos az = by = bg = 0, entdo r(z,y,2) = 0 e podemos escrever
F(z,y,2) = Bxy, onde B € R\ {0}. Consequentemente, z e y sao fatores de &}y, (X) e é
facil verificar que fo =2 = 0 e f3 = y = 0 sdo planos invariantes do sistema obtido. Neste
caso, devemos considerar ag by cg # 0 e ag, by e cg distintos entre si, pois, caso contrario,
&y (X)=0. Logo, f1=2=0, fo=x=0e f3 =y =0 sao planos invariantes do sistema
obtido de multiplicidades 7, 1 e 1, respectivamente. Este sistema é o exemplo dado na

Tabela 2.2 para a configuragao (7,1, 1).

Deste modo, apds varios calculos, obtemos exemplos de sistemas diferenciais quadra-
ticos para vinte e trés das trinta configuragdes possiveis para o sistema (2.2). Estes exem-
plos estao nas Tabelas 2.2 — 2.6. Assim, pelo menos vinte e trés das trinta configuragoes

possiveis para o sistema (2.2) sao realizaveis. O
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As Tabelas 2.1 — 2.6 estao na Secao 2.3. Observe que os exemplos de sistemas
diferenciais quadraticos dados nas Tabelas 2.2 — 2.6 para cada uma das vinte e trés
configuragoes nao sao unicos, ou seja, ¢ possivel encontrar sistemas diferentes destes e que

tenham a mesma configuracao para os planos invariantes. De fato, o sistema
T =a;xy + asgrz,
Yy = by +asyz,
s 2 b
Z=agz"+ 0722 +aryz,

com a7agb; # 0, tem os planos invariantes fj = 2 =0, fo = x =0, f3s =y =0¢e
fi="brx — a;y = 0 de multiplicidades 4, 2, 2 e 1, respectivamente. Logo, trata-se de um
outro exemplo para a configuracao (4,2,2,1), diferente daquele apresentado na Tabela
2.4. Além disso, note que o Teorema 1 fornece apenas uma cota inferior para o nimero
de configuracoes realizaveis. Deste modo, podem existir exemplos de sistemas diferenciais
quadraticos para as outras configuragoes que nao estao listadas nas Tabelas 2.2 — 2.6.
Porém, encontrar esses exemplos pode ser uma tarefa dificil devido ao grande niimero de

parametros envolvidos.

Sabe-se que, se um campo vetorial polinomial X tem um numero suficiente de su-
perficies algébricas invariantes, entao ele tem uma integral primeira. No proximo resul-
tado, mostraremos quais, dentre todas as trinta configuracoes possiveis para o sistema
(2.2) listadas na Tabela 2.1, possuem integral primeira, levando-se em consideragao ape-

nas o numero de planos invariantes distintos.

Proposicao 3 Considere todas as configuragoes possiveis para sistemas diferenciais qua-
drdticos em R3 com exatamente nove planos invariantes, levando-se em consideracao a
multiplicidade destes planos, dadas na Tabela 2.1. As configuragoes com cinco ou mais

planos invariantes distintos, ou seja,

(4,2,1,1,1), (3,3,1,1,1), (3,2,2,1,1), (2,2,2,2,1),
(5,1,1,1,1), (4,1,1,1,1,1),  (3,2,1,1,1,1), (2,2,2,1,1,1),
(3,1,1,1,1,1,1), (2,2,1,1,1,1,1), (2,1,1,1,1,1,1,1), (1,1,1,1,1,1,1,1,1),

tém uma integral primeira dada pela fun¢do

H= [ f5 £

7 0
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onde o, o, ..., a; sao constantes reats nao todas nulas e fi =0, fo =0, ..., f; =0 sao

0s planos tnvariantes do sistema diferencial em cada caso, com 5 < j < 9.

Prova. Sejam f1 =0, fo =0, ..., f; =0, com 5 < 5 <9, planos invariantes distintos do
sistema diferencial quadratico (2.2) e Kj, Ks, ..., K os seus respectivos cofatores. Neste
caso, o sistema (2.2) tem uma das configuragoes listadas no enunciado da proposigao.
Como o sistema (2.2) é quadrético, temos que os cofatores K, Ko, ..., K; tém grau no
maximo um, ou seja, Ki, Ko, ..., K; € Ry[z,y,z]. Observe que o subespaco R-vetorial
Ry [z,y, 2] tem dimensao 4. Logo, o conjunto {K;, Ko, ..., K;} ¢ linearmente dependente,

pois 5 < 7 < 9. Assim, existem constantes reais nao todas nulas oy, as, ..., ; tais que
a1K1+a2K2+...+0zjKj = 0.
Lembrando que X é o campo vetorial associado ao sistema (2.2), segue que

X(H) = XU g 1)

aq ff{rlX(fl) 2042 .. f]aﬂ + ...+ fiai_lx(fi) ffl .. f,a_zfl fit-fl . fjaj 4+ ..
a;—1 a1 aj-1

+ O‘jfjj X(f;) i "'fj—Jl

( {Xl"'f;{j)(OZlKl—i—...—'—OéjKj):0.

Portanto, H = f{" f3?- ~-ffj ¢ uma integral primeira do sistema (2.2), onde f; = 0,

f2 =0, ..., f; = 0 sao planos invariantes distintos deste sistema, com 5 < j <9. U

Note que na definicao de superficie algébrica invariante (Definigdo 1), permitimos
que o polinomio de Darboux f e o cofator K fossem polinomios complexos. Porém,
quando consideramos planos em R3, que é o espago no qual o sistema diferencial (2.2)
estd definido, entao f é um polinomio real de grau 1. Logo, o cofator K também é um
polinomio real. Por isso que, na prova anterior, consideramos os cofatores K, K, ..., K;

polinoémios reais.
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2.3 Tabelas 2.1 — 2.6

(4,2,2,1)
(4,2,1,1,1)
(4,1,1,1,1,1)
(3,3,3)

(3,3,2,1)
(3,3,1,1,1)
(3,2,2,2)
(3,2,2,1,1)
(3,2,1,1,1,1)
(3,1,1,1,1,1,1)
(2,2,2,2,1)
(2,2,2,1,1,1)
(2,2,1,1,1,1,1)
(2,1,1,1,1,1,1,1)
(1,1,1,1,1,1,1,1,1)

Tabela 2.1: Todas as configuragoes possiveis para o sistema diferencial (2.2) com exatamente

nove planos invariantes, levando-se em consideracao a multiplicidade destes planos.
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Configuragao | Exemplo de sistema Plano invariante
diferencial quadrético (multiplicidade)
T = a2’ + agrz,
y = bgxrz + agyz,
%) : ) fi=2z=0 (9)
Z = agz”,
com ag ag by # 0.
& = agz® + agrz + agyz,
Y = agz* + 2asyz, fi=2=0 (8)
(8,1)
3 = ag??, fo=y+2=0 (1)
com ag # 0 e ag # ay.
T = agxTz + agyz,
y = asyz, fi=2z=0 (7)
(7.2)
2 = cg2?, fo=y=0 (2)
com agag cg # 0 e ag # cg.
T = agxz,
Y = boyz, fi=z=0 (7)
(7,1,1) 2 = cg2?, fo=x2=0 (1)
com ag by cg # 0, ag # by, fs=y=0 (1)
a87§06eb97éc6.
T = a2’ + agrz,
Y = agyz, fi=2z=0 (6)
(6,3) ,
z = a822 + oy 2, fao=y=0 (3)

com ag ag cg # 0.

Tabela 2.2: Exemplos de sistemas diferenciais quadréticos para as configuracoes (9), (8,1),

(7,2), (7,1,1) e (6,3).
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Configuracao | Exemplo de sistema Plano invariante
diferencial quadratico (multiplicidade)
T = ayx? + a7z,
. fi=z=0 (6)
Y = a4y — agyz,
(67271> Z . 2a 22 f2 = r = 0 (2)
- 8~
fs=y=0 (1)
com ay ag # 0.
T = agxz, fi=z=0 (6)
( ) Yy = —asyz, fo=2=0 (1)
6,1,1,1
z = 2ag2” + cgrz, fs=y=0 (1)
com agcg # 0. fi=cgr+agz=0 (1)
i = ayx? + agxz,
fi=z=0 (5)
Y = aqzy,
(5,3,1) . , fo=2z=0 (3)
Z = agz’,
fs=y=0 (1)
com ay ag # 0.
: 2
T = agz” + a7xy + agxrz,
. fi=z2=0 (5)
y = a7y’
(5,2,2) ‘ , fo=y=0 (2)
Z = agz*,
fa=ary—asz=0 (2)
com ag a7 ag 7 0.
T = arry + agrz, fi=2z=0 (5)
( ) = azy?, fo=y=0 (2)
52,11
2 = ce2?, fa=x=0 (1)

com ayagcg # 0 e ag # +cg.

Ji=ary—cez=0

(1)

Tabela 2.3: Exemplos de sistemas diferenciais quadraticos para as configuracoes (6,2,1),
(6,1,1,1), (5,3,1), (5,2,2) e (5,2,1,1).
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Configuracao | Exemplo de sistema Plano invariante
diferencial quadratico (multiplicidade)
T = arxy,
fi=y=0 (4)
Y =2ceyz,
(4,4,1) fo=2=0 (4)
2 = cg2?,
com ay cg # 0.
- 2
T =asy” + 2bgxz,
. fi=y=0 (4)
Y= bQ?/Za
(4,3,2) fo=2=0 (3)
2 =2bg2? + coyz,
fa=cy+bz=0 (2)
com as bg cg # 0.
T = asx?, fi=z2=0 (4)
U = boyz, fa=z=0 (3)
(4,3,1,1)
2= —by2? fa=y=0 (1)
com ay by # 0. fa=ax+bgz=0 (1)
T = arrz, fi=z=0 (4)
= bsy® + brry + aryz, fo=y=0 (2)
(4,2,2,1)
2= a72® + byxz + 2bsyz, fas=brx+bsy=0 (2)
com ay bs by # 0. fa=x=0 (1)
T =x+ 22,
‘ fo=y=0 (2)
y=y+y
(4,2,1,1,1) fs=2=0 (1)

2=y +z+cary+yz,

com ¢y # 0.

fa=y+1=0 (1)

fs=x—y=0 (1)

Tabela 2.4: Exemplos de sistemas diferenciais quadraticos para as configuracoes (4,4,1), (4,3,2),
(4,3,1,1), (4,2,2,1) e (4,2,1,1,1).
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Configuragao | Exemplo de sistema Plano invariante
diferencial quadrético (multiplicidade)
fi=z2=0 (4)
T = arry + agrz, fo=2=0 (1)
y = bay + ary?, fs=y=0 (1)
(4,1,1,1,1,1)
Z’:bQZ—FC(gZQ, f4:a7y+b2:() (1)
com ayagbycg # 0 e ag # +cg. fs=cz+b=0 (1)
fe=ary—cz=0 (1)
T = agz?,
fi=y=0 (3)
= bsy® + boyz,
(3,3,3) fo=2=0 (3)
2= 2bgz% + 2bsyz,
f3:b5y—|—b9220 (3)
com ag bs by #£ 0.
T = 2cgxy + agrz, fi=y=0 (3)
Yy = 2csy?, fao=2=0 (3)
(3,3,2,1)
Z = CgxZ, fa=xz=0 (2)
com ag cg # 0. fi=z—y=0 (1)
T = asx® + a7y + agrz, fi=z=0 (3)
y = 2a7y® + 2 azy, fo=y=0 (2)
(3,2,2,2)
Z=2a7yz, fs=2z=0 (2)
com ay a7 ag # 0. fai=asx+ary+agz=0
fi=2=0 (3)
T = a7y + agrz,
fo=z=0 (2)
y = b7553/7
(3,2,2,1,1) fs=ary+2agz=0
3 = 2ag2® + brxz + aryz,
fai=y=0 (1)

com ay ag by # 0.

fs=brx+asz=0 (1)

Tabela 2.5: Exemplos de sistemas diferenciais quadraticos para as configuragoes (

(3:3,3), (3:3,2,1), (3,2,2,2) e (3,2,2,1,1).

41,1,1,1,1),
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Configuracao | Exemplo de sistema Plano invariante
diferencial quadratico | (multiplicidade)
fi=y=0 (3)
T = arzy, fo=2=0 (2)
= by — ary’, fa=x=0 (1)
(3,2,1,1,1,1)
£ =boz + 627, fa=ary—ba=0 (1)
com a7 by cg # 0. fs=cz+by=0 (1)
fe=ary+cz=0 (1)
fi=z=0 (2)
T = a42?, fa=y=0 (2)
y = bsy?, fa=2z2=0 (2)
(2,2,2,1,1,1)
2 = cg2?, Ji=max—bsy=0 (1)

com ay bs cg # 0.

fs=ax—cgz=0 (1)

f6:b5y—CGZ:0 (1)

(1,1,1,1,1,1,1,1,1)

T = a1 + asx?,

J = a1y + bsy?,
2 =a1z + cs2?,

com ay ay bs cg # 0.

fi=x=0 (1)
f2=y=0 (1)
fa=2=0 (1)

fimaiz+a=0 (1)
fs=bsy+a=0 (1)
fo=csz+ar=0 (1)
(1)
fs=air—csz=0 (1)
(

f9:b5y—CGZ:0 1)

Tabela 2.6: Exemplos de sistemas diferenciais quadréticos para as configuragoes (3,2,1,1,1,1),
(2,2,2,1,1,1) e (1,1,1,1,1,1,1,1,1).



CAPITULO

3

Quadricas invariantes em sistemas diferenciais polinomiais

Seja
&= P(x,y, 2),
3'/ = Q(x7 y7 Z)7 (3.1)
2= R(x,y, z),

onde P, @ e R sao polindmios relativamente primos em Rz, y, 2], o sistema diferencial

naturalmente associado ao campo vetorial polinomial em R?

0 0 0
X=P—+Q-—+R—.
ox @ y 0z
Suponha que o sistema diferencial (3.1) tem grau arbitrério e que f(z,y, z) = 0 seja uma
superficie algébrica invariante do sistema, onde f é um polinomio real de grau 2. Neste
caso, dizemos que a superficie f = 0 é uma quddrica. Neste capitulo, denotaremos as

quadricas por G = 0 e deixaremos a notagao f = 0 para superficies algébricas em geral.

Seja G = 0 uma quddrica em R3. Embora G seja um polindémio real, temos que G
pode ou nao ser um polinémio irredutivel em Clx,y, z]. Este fato permite classificar as
quadricas em degeneradas ou nao-degeneradas. Dizemos que a quadrica G = 0 é nao-
degenerada se G é um polinoémio irredutivel em Clz,y, z]. Caso contrario, dizemos que
a quadrica G = 0 é degenerada. As quadricas nao-degeneradas sao classificadas como
esfera (ou elipsoide), cilindro parabdlico, cilindro hiperbdlico, cilindro eliptico, parabo-
loide eliptico, paraboloide hiperbdlico, hiperboloide de uma ou de duas folhas e cone.
Na Tabela 3.1 estao listadas cada uma dessas quadricas com suas respectivas equacoes
normalizadas e na Figura 3.1 temos a representacao geométrica de cada uma delas. As
quadricas degeneradas sao classificadas como dois planos reais paralelos, dois planos com-

plexos paralelos, um plano real duplo, dois planos reais interceptando-se numa reta, dois

24
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planos complexos interceptando-se numa reta real e um ponto real. Note que esta no-
menclatura das quadricas degeneradas leva em consideracao os polinomios resultantes da
decomposicao de G em Clz, y, z]. Na Tabela 3.2 estao listadas cada uma dessas quadricas

com suas respectivas equagoes normalizadas.

Nas Tabelas 3.1 e 3.2 a sigla apds o nome de cada quadrica esta associada as iniciais
do seu nome em inglés. Assim, por exemplo, a sigla (EP) apds paraboloide eliptico
corresponde as iniciais de ‘elliptic paraboloid’. Apenas nos casos (r) e (s) as siglas estao

relacionadas com a notagao usual de reta e no caso (P) com a notagao usual de ponto.

Iniciamos este capitulo determinando a forma normal de sistemas diferenciais poli-
nomiais com uma quadrica como superficie algébrica invariante. Em seguida, utilizamos
o fato do sistema de Chen [7] apresentar este tipo de superficie algébrica invariante para
escolhas adequadas de seus parametros e mostramos que, nestes casos, ele é equivalente
as formas normais apresentadas anteriormente. Também estudamos a integrabilidade de
sistemas diferenciais quadraticos que tem como superficie algébrica invariante um parabo-
loide eliptico (caso (EP)). Provamos, para este tipo de sistemas, a existéncia de integrais
primeiras, fatores exponenciais, invariantes de Darboux e multiplicadores de Jacobi inver-
sos para escolhas adequadas dos parametros. Além disso, caracterizamos todas as con-
figuracoes possiveis de paralelos invariantes e meridianos invariantes sobre o paraboloide
invariante e estudamos a dinamica global (érbitas finitas e no infinito) via compactifica¢ao
de Poincaré de uma classe de sistemas diferenciais quadraticos com um paraboloide inva-
riante. Por fim, consideramos o sistema de Rabinovich [66] no caso em que este possui um
paraboloide invariante, realizando um estudo detalhado de sua dinamica restrita a esta

superficie.

3.1 Formas normais para sistemas diferenciais poli-

nomiais com uma quadrica invariante

Em [45], os autores fornecem as formas normais de sistemas diferenciais polinomiais
em R? com uma quddrica como superficie algébrica invariante, de acordo com a classi-
ficagao desta quadrica. Antes de enunciarmos e provarmos os resultados referentes a essas

formas normais, sera 1util a seguinte definicao.

Definigao 5 (Matriz jacobiana e jacobiano) Sejam fi, fo e f3 fungoes reais defini-
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Quadrica nao-degenerada

Equacgao normalizada

Esfera (ou elipsoide) (S)

Cilindro parabdlico (PC)

Cilindro hiperbdlico (HC)

Cilindro eliptico (EC)

Paraboloide eliptico (EP)
Paraboloide hiperbélico (HP)
Hiperboloide de uma folha (HOS)
Hiperboloide de duas folhas (HTS)
Cone (C)

2y 42 —-1=0
22 —1=0

2 —22—-1=0
?+22-1=0

2 +22—x=0
y2—22—x=0
4yt —22-1=0
2 +y? -2 +1=0
>+ —22=0

Tabela 3.1: Classificagao das quadricas nao-degeneradas.

Quadrica degenerada

Equacao normalizada

Dois planos reais paralelos (RPP)

Dois planos complexos paralelos (CPP)

Um plano real duplo (DP)

Dois planos reais interceptando-se numa
reta (1)

Dois planos complexos interceptando-se
numa reta real (s)

Ponto real (P)

> —1=0
224+1=0

2 =0

zy =0

22 +y2=0
P4y +22=0

Tabela 3.2: Classificacdo das quadricas degeneradas.
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Ellipsoid or sphere (S): Cone (C): Parabolic cylinder (PC):
PC4+y+2-1=0 Pty —=0 Z-x=0
‘ : :
2
)
[ 4
b3 y
Hyperbolic cylinder (HC): Elliptic cylinder (EC): Elliptic paraboloid (EP):
¥-2-1=0 F¥+2-1=0 Y H-x=0

Hyperbolic paraboloid (HP): Hyperboloid of one sheet (HOS): Hyperboloid of two sheets (HTS):
y—-zZ-x=0 P+y—-2-1=0 P+y -2 +1=0

Figura 3.1: Quadricas nao-degeneradas.
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das num subconjunto aberto U C R3. A matriz jacobiana das funcoes f1, fa e fs3 é definida

por
flm fly flz
J = f2a: f2y f2z ’
f3a: f3y f3z

onde fi, = 0f;/0v sao as derivadas parciais de f; em relagio a v, com v percorrendo as
varidveis x, y e z, para i = 1,2,3. O jacobiano das funcgoes fi, fo e f3 € o determinante

da matriz J, e aqui serd denotado por

{f1, fo, 3} = det(J).

O préximo resultado é um caso particular do Teorema 1.3.1 de [48] e caracteriza
todos os sistemas diferenciais polinomiais em R? com uma superficie algébrica invariante.
Este resultado é fundamental para a prova dos Teoremas 3 e 4, que estao entre os principais

resultados deste capitulo.

Teorema 2 Seja f; um polindmio em Rlx,y,z]. Entdo, qualquer sistema diferencial
polinomial em R3 que admita fi = 0 como superficie algébrica invariante pode ser escrito

da forma

V= Wt,fg} <)\1 {U, f27 f3} + )\2 {fl,v, f3} -+ )\3 {f17 f2,U}), (32)

onde v percorre as varidveis x, Yy € z; A\ = @ fi1; € ¢, Ao, A3, fo e f3 sao polinomios

arbitrarios em R[x,y, z| escolhidos de tal forma que o jacobiano {f1, fa, f3} Z 0.

Prova. Seja X o campo vetorial associado ao sistema diferencial (3.2). Dado g =

g(x,y, z) um polinémio arbitrério em R[z, y, z|, defina

9z Gy 9=
{g7f27f3}:det f2x f2y f2z )
f3x f3y fSZ

onde g, = dg/0v e f;, = 0f;/0v sao as derivadas parciais de g e f;, respectivamente, em

relacao a v, com v percorrendo as variaveis x, y e z, para ¢ = 2, 3. Analogamente, defina
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{fi.9, fs} e {f1, f2, g}. Temos que

X0) = 00| O o iU b+ (o)
by O Db+ o)+ Ui fe)]
by Qe b e (s b+ 00 ()
= iy Ot = Pof) + 0o foo = i) U = oy o)
b ey D Sy = Foofi) + 0 Frafse = o) + Ui = Foy i)
o N de = Ff) + 9o = Fofi) + 0oy = foof)
= iy (elofo Sl + a5+ 0l o)),

Assim,

X(fl) - Wt,fg} (Al{flvf%f?)} + AQ{flvflvf?’} + >‘3{f17f27f1}) = (pfla

pois {f1, f1, fs} = {f1, fo, fi} = 0e Ay = ¢ f1. Logo, fi = 0 é uma superficie algébrica
invariante do campo vetorial X com cofator K = .

Agora, devemos provar que X é o campo vetorial mais geral que admite f; = 0 como
superficie algébrica invariante. De fato, seja

y = (3/1(3773/7 Z>7}/2<'T7y7 Z),Yé(.ﬁlf,y,Z))

outro campo vetorial polinomial tal que f; = 0 é uma superficie algébrica invariante de

Y. Entao, tomando
N =Y(f;), paraj=1,23,

e F' um polinomio arbitrério em R|x,y, z|, temos que

X(F) = —— VU AE, for 5} + V() Lfs o fs} 4+ V(Fs) Lfu for F})
{fh f27 f3}
Substituindo 9t 9f. f.
Y(f5) :Y18—Q+Y28—°Z+}@a—ija
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na expressao de X' (F'), obtemos, apés alguns célculos, que X(F) = Y(F). Logo, Y = X,

pois F' foi tomado de forma arbitraria. Isto finaliza a prova do teorema. O

O teorema anterior também estd provado em [45] e serd de fundamental importancia
para provar os préximos resultados. Embora o sistema diferencial (3.2) esteja numa forma
racional no enunciado do Teorema 2, note que sempre podemos escolher os polinomios
Aj, com j = 1,2,3, de maneira que o sistema (3.2) seja polinomial. Esta propriedade
ficarda clara na prova dos Teoremas 3 e 4. Diremos que um sistema diferencial é do
tipo (G) quando G = 0 for uma quédrica invariante deste sistema. Por exemplo, se um
sistema diferencial é do tipo (PC), entéo ele possui um cilindro parabdlico como superficie

algébrica invariante.

Teorema 3 Assuma que a quddrica ndao-degenerada G = 0 € uma superficie algébrica
invariante do sistema diferencial (3.1). Entdo, apds uma mudan¢a afim de coordenadas,
a equacdo G da quddrica e o sistema (3.1) podem ser escritos em uma das oitos formas
normais abaizo, onde A, B, C, D, E, F e Q) sdo polinomios arbitrdrios em R[z,y, z].

(i) Se o sistema (3.1) é do tipo (S), entdo podemos escrever G =x* +y*+ 22 —1 e o

sistema (3.1) pode ser escrito da forma

T=GA—-2yD + 2zF,
=GB+ 2xD — 2zF, (S)
2 =0gC —22FE + 2yF.

2

(17) Se o sistema (3.1) € do tipo (PC'), entao podemos escrever G = z* — x e o sistema

(3.1) pode ser escrito da forma

& =GA+2:2F,
y=0Q, (PC)
i =GO+ E.

2

(ii1) Se o sistema (3.1) € do tipo (HC), entao podemos escrever G = 2> — 22 — 1 e o

sistema (3.1) pode ser escrito da forma



31

T =GA—2zF,
y=Q, (HC)
2 =0GC - 2zF.

(iv) Se o sistema (3.1) € do tipo (EC), entdo podemos escrever G = x* + 22— 1 ¢ o

sistema (3.1) pode ser escrito da forma

T=GA+ 2zF,
y=Q, (EC)
2 =0GC - 2zF.

v) Se o sistema (3.1) é do tipo (EP), entdo podemos escrever G = y> + 22 —x e o
(v) D , p y

sistema (3.1) pode ser escrito da forma

#—GA—2yD +2:E,
j =GB —2:F — D, (EP)
2=0GC+2yF + FE.

(vi) Se o sistema (3.1) € do tipo (HP), entdo podemos escrever G = y> — 2> —x e o

sistema (3.1) pode ser escrito da forma

T =GA—-2yD — 2zF,
y=GB+2zF — D, (HP)
2=GC+2yF + E.

(vii) Se o sistema (3.1) € do tipo (HOS) ou (HTS), entio podemos escrever G =
22 +y? — 22— 1, no caso (HOS), ou G = 2> +y*> — 22 + 1, no caso (HTS), e

o sistema (3.1) pode ser escrito da forma

T =GA—-2yD — 2zF,
§ =GB+ 2xD + 22F, (HOS, HTS)
2 =0GC —2zF + 2yF.
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(viti) Se o sistema (3.1) é do tipo (C), entio podemos escrever G = x> +y?> — 2% e o

sistema (3.1) pode ser escrito da forma

T =GA—-2yD — 2zF,
j =GB + 2D + 2zF, (C)
2 =GC —2zFE + 2yF.

Prova. Suponha que o sistema diferencial (3.1) é do tipo (S), isto é, que ele possui
uma esfera (ou elipsoide) como superficie algébrica invariante. Apds uma mudanca afim
de coordenadas, podemos assumir que G = 22 +y? + 22 — 1 = 0 é a equacao da esfera

invariante do sistema (3.1).

Considerando f; = G no Teorema 2, podemos escrever o sistema (3.2) como

. 1

o 2@ i +yJo+2Js) e Gy + Ao (22 fay = 2y fa2) + As (2y for — 22 fo)],

o 1

Y= 2ty st 2Js) (0 G Jo + Ao (22 f3. — 22 f3) + A3 (22 for — 22 fo.)],  (3.3)
1

°= [0 G Js + X2 (2y fau — 22 f3,) + A3 (23 foy — 2y fou)] -

2(xJ1+yJ2+zJ3)

onde f;, = Jf;/0v s@o as derivadas parciais de f; em relacdo a v, com v percorrendo as
varidveis x, y e z, para i = 2,3; ¢, Ao, A3, fo € f3 sd@o polindmios arbitrdrios em R|x, y, ]
satisfazendo a condigao {f1, f2, f3} Z 0; e

Jl = f2yf3z - f2zf3y7
Jy = f3xf2z - f2xf3za (34)
J3 = f2xf3y - f3xf2y-

De acordo com o Teorema 2, o sistema (3.3) é o sistema diferencial polinomial em
R? mais geral que admite a esfera G = 2% + y? + 22 — 1 = 0 como superficie algébrica
invariante. De fato, sejam X o campo vetorial associado ao sistema (3.3) e ) o campo
vetorial associado ao sistema (S). Vamos mostrar que ) = X. Assim como na prova do

Teorema 2, considere

A= V(f;), paraj =123, (3.5)
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com fi=G=a%+y?>+ 22 —1e A\ = ¢G. Deste modo, obtemos
¢ = 2(zA+yB+z20),
Ay = 2D (xfoy — yfor) + 2E (2for — xfa.) + 2F (yfo. — 2foy)
+ G (A far + B fay + C f2r), (3.6)
Az = 2D (xfsy —yfas) + 2E (2fs0 — @f3:) + 2F (yfs: — 2f3y)

+ g(Af?)a: +Bf3y+0f3z)a

onde A, B, C, D, E e F, sao polindomios arbitrarios em R[z,y, z]. Substituindo ¢, Ay e A3
no sistema (3.3), obtemos o sistema (S) do item (i), cuja esfera G = 2? + y* + 22 =1 =10

é uma superficie algébrica invariante com cofator K = ¢. De fato,

X(G) = 2eP+2yQ+2zR
= 20(GA—2yD—22F) 4+ 2y(GB+2xD —2zF) +22(GC —2c E+2yF)
= 20GA+2yGB 4+ 2:2GC = 20 A+2yB+22C)G
= ¢g.

Agora, seja Z o campo vetorial associado a um sistema diferencial polinomial ar-
bitrario que tem como superficie algébrica invariante uma esfera G = 0. Vamos mos-
trar que Z = ). Apds uma mudanca afim de coordenadas, podemos considerar G =
r? +y? + 22 — 1. Como vimos anteriormente, pelo Teorema 2, o sistema (3.3) ¢ o sistema
diferencial polinomial mais geral em R3 que admite G = 2? + 32 + 22 — 1 = 0 como
superficie algébrica invariante e, portanto, para escolhas adequadas dos polindmios ¢, Ao
e A3, é possivel obter X' (G) = Z(G), onde G é um polindémio arbitrario de R[z,y, 2], con-
forme vimos na prova do Teorema 2. Analogamente, para a escolha (3.6) dos parametros
©, A2 e A3, temos que X(G) = Y(G). Entado, por transitividade, Z(G) = Y(G). Desde
modo, qualquer sistema diferencial polinomial em R?® com uma esfera como superficie
algébrica invariante é equivalente ao sistema (S), a menos de mudancas afins de coorde-

nadas. Assim, provamos o item (7) do teorema.

Seguindo os mesmos passos, provamos os demais itens. Em cada caso, apds uma
mudanca afim de coordenadas, podemos considerar a equacgao da quéadrica invariante

como sendo uma daquelas fornecidas na Tabela 3.1, dependendo da classificacao desta
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quadrica. Em seguida, conseguimos determinar os polinémios ¢, Ay e A3 no sistema (3.2)

do Teorema 2 para cada um dos casos e obter suas respectivas formas normais.

Note que, em cada um dos casos, podemos mostrar facilmente que a quadrica G = 0

¢ uma superficie algébrica invariante do sistema obtido com cofator K = . O

Observe que, se um sistema diferencial polinomial arbitrario possui uma das quadricas
do teorema anterior como superficie algébrica invariante, entao, apés uma mudanca afim
de coordenadas, ele pode ser colocado em uma das formas normais dos itens (i) — (viii)
do Teorema 3. Considere, por exemplo, um sistema diferencial polinomial com uma esfera
invariante G = 0. Entao, apés uma mudanca afim de coordenadas, podemos considerar
G = 2% +y*+22—1 como sendo a equacao da esfera invariante e o sistema pode ser colocado
na forma normal do item (z) do Teorema 3. De fato, ser colocado na forma normal do item
(1) significa que podemos determinar os polinémios A, ..., F' de modo que ao substitui-los
no sistema (S) obtemos o sistema dado. Porém, nem sempre esta é uma tarefa facil. Em
alguns casos, precisamos observar que substituindo f; = G = 2? + % + 22 — 1 no sistema,
(3.2) do Teorema 2, que é o sistema mais geral que possui a superficie algébrica invari-
ante f; = 0 (neste caso, obtemos o sistema (3.3) da prova do Teorema 3), e agrupando

convenientemente os termos das equagoes podemos escreve-lo da forma

. 1

P e h Tt yhtady P9t Wt = Aafse) 4 22 Oafay = dafay)],

- 1

= S vyt o gy PIJe T 2 Qs = Aafer) 4 22 Qafar = dafac)]
1

°= [0 G J5 + 20 (Asfay — Aafsy) + 2y (Aafse — Asfor)] -

2(xJ1+yJ2+zJ3)

Comparando os termos das equacoes do sistema obtido acima com os termos das equagcoes

do sistema (S), note que os polinomios A, ..., F' do sistema (S) satisfazem as igualdades

rJitylotzJs = @ Ji,
SL’J1+yJ2—|—ZJ3 = ()OJQ,
= 90‘]37

:L‘Jl‘|‘y<]2+2<]3 = )\2f3z_)\3f227
= A2 fay — A3 foy,

= )\2 f3x - )\3 f2x~

2(
2(
2@ i +ydy+ 2 J;
2(
2 h+yJa+zJ5
2(

5w o aw s

$J1+yJ2+ZJ3
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Em seguida, determinamos ¢, Ay e A3 no sistema (3.3) utilizando a relacao

A= Y(f5),

para j = 1,2,3, onde A\ = ¢ G e ) é o campo vetorial associado ao sistema diferencial
dado. Assim, obtemos o sistema dado ao substituir A, ..., F' no sistema (S), com A, ..., F'
satisfazendo as igualdades acima e considerando os valores de ¢, Ay e A3 encontrados
anteriormente. Esta ideia serd utilizada quando analisarmos os casos (b) e (c) do sistema
de Chen na Secao 3.2.

O préximo teorema trata do caso das quadricas degeneradas. Porém, para prova-lo

precisaremos da seguinte proposi¢ao, que também pode ser encontrada em [17].

Proposicao 4 Suponha que f € Clx,y,z] e seja [ = fifo sua fatora¢ao em fatores
irredutiveis em Clz,y, z]. Entao, f =0 € uma superficie algébrica invariante do sistema
diferencial (3.1) com cofator K se, e somente se, fi =0 e fo = 0 sdo superficies algébricas
invariantes do sistema (3.1) com cofatores K1 e K, respectivamente. Além disso, K =
K+ K.

Prova. Seja X o campo vetorial associado ao sistema diferencial (3.1). E facil verificar

que
X(f1 f2) = X(f1) fa+ fL X (f2). (3.7)

Suponha que f = f; fo = 0 seja uma superficie algébrica invariante do sistema (3.1)
com cofator K. Entado, por definigdo, X(f) = K f e, da igualdade acima, obtemos
K fifo=X(f1) 2+ f1 X(f2). Como f; e fy sdo relativamente primos em Clz,y, 2] e K
¢ um polindmio, entao f; divide X(f;) e fo divide X(f5). Denotando por K; o quociente
X(f1)/f1 e por Ky o quociente X(f2)/f2, temos que f; = 0 e fo = 0 sao superficies
algébricas invariantes do sistema (3.1) com cofatores K; e Ks, respectivamente. Além
disso,

_ X(f1) | X(f2) _ X(fi) fot+ fr X(f2) _ X(f) _
A A A il - N

Quanto a reciproca, se f; = 0 e fo = 0 sao superficies algébricas invariantes do

sistema (3.1) com cofatores K; e K, respectivamente, entao X (f1) = Ki f1 e X(f2) =
K, f5. Utilizando a igualdade (3.7), obtemos que

X(f1 f2) = (K1 + K3) fi fo,



36

ou seja, f = fifo = 0 é superficie algébrica invariante do sistema (3.1) com cofator
K=K, + K. O

A proposicao anterior pode ser utilizada para provar um resultado andlogo para o
caso em que o polinomio f € Clz,y, z] é fatorado em n fatores irredutiveis fi, ..., f, €
Clz,y, 2], isto é, f = f1 -+ fn (veja Proposigao 8.4 de [17]).

Teorema 4 Assuma que a quddrica degenerada G = 0 seja uma superficie algébrica in-
variante do sistema diferencial (3.1). Entao, apés uma mudanga afim de coordenadas, a
equacdo G da quddrica e o sistema (3.1) podem ser escritos em uma das quatro formas

normais abaizo, onde A, B, C, D, E, F, @ e R sao polinomios arbitrdrios em R|x,y, z|.

(1) Se o sistema (3.1) é do tipo (RPP), (CPP) ou (DP), entdo podemos escrever
G =1x?—1, no caso (RPP), G = 2*+1, no caso (CPP), ou G = x*, no caso (DP),

e o sistema (3.1) pode ser escrito da forma

& =GM,
j=0, (RPP, CPP, DP)
i=R.

(77) Se o sistema (3.1) € do tipo (1), entdo podemos escrever G = xy e o sistema (3.1)

pode ser escrito da forma

T = ZL‘Kl,
y:yK27 (I')
i =R,

onde K; e Ky sdo os cofatores dos planos invariantes x = 0 ey = 0, respectivamente.

(ii1) Se o sistema (3.1) € do tipo (s), entao podemos escrever G = z* + y* e o sistema

(3.1) pode ser escrito da forma

T=GA—2yD,
y=GB+2xD, (s)
2= R.
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iv) Se o sistema (3.1) € do tipo (P), entdo podemos escrever G = x% +y> + 2% e o
(iv) y

sistema (3.1) pode ser escrito da forma

T=GA—-2yD + 2zF,
Yy =GB+ 2xD — 2zF, (P)
2 =0gC —2zFE + 2yF.

Prova. Seja X o campo vetorial associado ao sistema diferencial (3.1) e suponha que
o sistema (3.1) é do tipo (RPP). Ap6s uma mudanca afim de coordenadas, podemos
assumir que G = 22 — 1 = 0 ¢é a equagao da quddrica invariante do sistema (3.1). Note que
G =¢192,0onde g =x —1e gy =2+ 1 sdo polindémios irredutiveis em C|x,y, z|. Entao,
de acordo com a Proposi¢ao 4, gy =2 —1=0e go =z + 1 = 0 sdo planos invariantes do
sistema (3.1) com cofatores K; e K, respectivamente. Lembrando que & = (P,Q, R) e

usando a definicao de superficies algébricas invariantes, temos que
X(gl) = Klgl = P = Kl(l‘—l)

Analogamente,
X(g2) = K292 = P = Ky(z+1).

Como K; e K, sao polinomios, segue que P ¢é divisivel por z — 1 e por x + 1. Logo,
P = (2> —-1)M = GM, onde M ¢é um polinémio em R[z,y, 2] tal que K = 2x M é o
cofator da quddrica invariante G = 22 +1 = 0. Observe que, como G depende apenas da
variavel x, entao suas derivadas parciais em relacao a y e a z sao nulas. Deste modo, os
polinémios @ e R no sistema (3.1) podem ser arbitrarios. Assim, obtemos a forma normal
do item (¢) para o caso (RPP).

Se o sistema (3.1) é do tipo (CPP), entao, apés uma mudanga afim de coordenadas,
podemos considerar G = 2?+1 = 0 como sendo a sua quadrica invariante. Pela Proposicao
4, g1 = x—1 = 0e go = x +1 = 0 sao superficies algébricas invariantes do sistema
(3.1). Usando os mesmos argumentos do caso anterior, obtemos P = G M, onde M é um
polinémio em R[x,y, z| tal que K = 22 M é o cofator da quadrica G = 0. Deste modo,

obtemos a forma normal do item (i) para o caso (CPP).

Suponha que o sistema (3.1) é do tipo (DP). Apds uma mudanga afim de coordena-
das, podemos considerar G = x? = () como sendo a quddrica invariante do sistema (3.1).

Note que, neste caso, g = x = 0 é um plano invariante do sistema (3.1) de multiplicidade
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2 (para a definigao de multiplicidade (algébrica) de superficies algébricas invariantes, veja
a Defini¢ao 4 no Capitulo 2). Considere uma pequena perturbagao no sistema (3.1) com a
qual o plano invariante ¢ = x = 0 de multiplicidade 2 bifurca-se em dois planos paralelos
gi=x—ec=0eg, =x+¢e =0 (veja as diferentes interpretagoes de multiplicidade de
curvas algébricas invariantes em R? em [9], cujos resultados podem ser naturalmente es-
tendidos para dimensoes maiores e, em particular, para superficies algébricas invariantes
em R?, veja também [53, 56]). Do caso (RPP), podemos escrever P = (22 — ¢%) M, com
M como anteriormente. Fazendo ¢ — 0, obtemos P = 22 M = G M e podemos escrever
o sistema (3.1) na forma normal do item (i). Por fim, é facil verificar que a quadrica
G = 2? = 0 é uma superficie algébrica invariante da forma normal do item (). Isto

completa a prova do item (7) do teorema.

Analogamente aos casos (RPP) e (CPP), se o sistema (3.1) é do tipo (r), entdo,
apos uma mudanga afim de coordenadas, podemos tomar G = xy = 0 como sendo a
quédrica invariante do sistema (3.1) e, consequentemente, pela Proposigao 4, g = =0
e go = y = 0 sdo planos invariantes do sistema (3.1). Usando a definigdo de superficies
algébricas invariantes, obtemos P = x K1 e () = y K5, onde K; e K, sao os cofatores de
g1 =2 =0e gy =y = 0, respectivamente. Assim, obtemos a forma normal do item (7)
do teorema.

Agora, suponha que o sistema (3.1) seja do tipo (s). Apdés uma mudanga afim de
coordenadas, podemos considerar G = 22 + y? = 0 como sendo a quddrica invariante do
sistema (3.1). Para provar este caso, seguiremos o que foi feito na prova do Teorema 3.

Considerando f; = G = 22 4+ y* no Teorema 2, podemos escrever o sistema (3.2) como

1
e 0GT, — M2y fa 4 A2 fal
T IE A [0G Jy 22y f3. + A32y fo)

1
= J )\2 z_)\2 zZ]H :
Yy 2@ty (oG Jo + X2z f3 327 fo.] (3.8)
) 1
t= =[0G Js + A (2y f3. — 22 f3,) + A3 (27 fo, — 2y fou)]

C2(x ity )
onde f;, = Jf;/0v s@o as derivadas parciais de f; em relacdo a v, com v percorrendo as
variaveis x, y e z, para i = 2,3; ¢, Ay, A3, fo e f3 s@o polindmios arbitrarios em R|x,y, ]|
satisfazendo a condicao { f1, fa, f3} # 0; e Ji, Jo e J3 sao dados em (3.4). Como a quadrica
G = 22 +y? = 0 nao depende de z, entdao podemos tomar z = R, com R um polinémio
arbitrario em R[z,y,z]. Considerando ) o campo vetorial associado ao sistema (s) e

tomando \;, Ay e A3 como na prova do Teorema 2, com A\; = ¢ G, obtemos
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p = 2(xA+yB),
Xy = 2D (xfoy —yfor) + R for + G(A for + B fo),

)\3 = 2D (l‘fgy _yf?)x) + RfBz + g(Af3x+Bf3y)a

onde A, B, D e R sao polinoémios arbitrdarios em Rz, y, z]. Substituindo ¢, Ay e A3 no
sistema (3.8), obtemos o sistema (s) do item (74i), cuja quadrica G = 22 + y? = 0 é uma
superficie algébrica invariante com cofator K = . Deste modo, provamos o item (iii) do
teorema.

Por fim, suponha que o sistema (3.1) seja do tipo (P). Apds uma mudanca afim de
coordenadas, podemos considerar G = 2%+ + 22 = 0 como sendo a quadrica invariante.
Realizando calculos andlogos ao caso anterior, obtemos a forma normal (P) do item (iv).

Isto finaliza a prova do Teorema 4. O

Os Teoremas 3 e 4 também estdo provados em [45]. Deste modo, se o sistema
diferencial (3.1) tem uma quadrica como superficie algébrica invariante, entao o sistema
(3.1) pode ser escrito em uma das formas normais dadas pelos Teoremas 3 e 4 de acordo

com a classificacao desta quadrica.

3.2 Um exemplo de sistema diferencial com quadricas

invariantes: O sistema de Chen
O sistema de Chen ¢ a familia de equagoes diferenciais quadraticas dadas por

U= a(v—u),
v=(y—a)u—uw+ywv, (3.9)

w=uv—LPw,

onde o, f e v sado parametros reais. O sistema (3.9) foi estudado pela primeira vez
por Chen e Ueta em [7] e, para escolhas adequadas dos parametros «, § e 7, ele exibe
comportamento cadtico. O préximo resultado foi provado em [50, 59] e caracteriza todos
os valores dos parametros «, 5 e v para os quais o sistema de Chen possui uma superficie

algébrica invariante.
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Proposicao 5 Se a # 0, entdo o sistema diferencial (3.9) tem uma das seis superficies
algébricas invariantes F; = Fi(u,v,w) = 0 com cofatores K;, parai =1, ...,6, dependendo

da escolha dos parametros o, 3 e vy, conforme pode ser visto na Tabela 3.3.

Caso | Parametros Superficie algébrica invariante Cofator
(a) | B =2« Fi=u>—2aw=0 K = -2«
b)) |a=-B=7~ Fy=v*+w?=0 Ky =2a
() |la=p=—v Fy=2u?+v*+w?=0 K3 = -2«
(d) |=0,v=-3«x F4:u4+§7u2w—gvzvz—§72uv

—19—672212:0 Ky = —4a
(e) | B=da,v=—a | F5=u'+4yv*w — 4y?v* + 8y? wv

+ 872 u? + 48v3w = 0 K5 = —4a
(f) |B=v=0 Fo=v*+w+ 20w =0 Kg=0

Tabela 3.3: Superficies algébricas invariantes do sistema (3.9), dependendo da escolha dos

parametros «, 5 e 7.

Em [40], os autores fizeram uma andlise global da dinamica do sistema (3.9) para
cada um dos casos apresentados na Tabela 3.3.

Note que as superficies algébricas invariantes F} = 0, [, = 0, F3 = 0 e Fg = 0 dadas
pela Tabela 3.3 sao quadricas. Entao, mostraremos que o sistema de Chen é equivalente
a uma das formas normais dos Teoremas 3 e 4 nos casos (a), (b), (¢) e (f) da Tabela 3.3.

Esta andlise foi apresentada em [45].

Caso (a): Se 8 = 2a no sistema (3.9), entao F; = u?—2aw = 0 é uma superficie algébrica
invariante do sistema (3.9) com cofator K; = —2«. Apds a mudanca de coordenadas

r=2aw,y=vez=u, podemos escrever o sistema (3.9) como

T =2a(yz — z),
1

y=—-a)z— —zz+7y, (3.10)
20

Z=a(y— z),
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e o cilindro parabdlico G = 2?2 — 2 = 0 é uma superficie algébrica invariante do sistema
(3.10) com cofator K = —2a. Note que o sistema (3.10) é da forma (PC) do Teorema 3.

De fato, basta considerarmos

A = 2a,
C = 0,
E = a(y-2),
Q = (r-a)e—s-aztry,
no sistema (PC).
Caso (b): Se tomamos a = —f8 = 7 no sistema (3.9), entao Fy = v* + w? = 0 é uma

superficie algébrica invariante do sistema (3.9) com cofator Ky = 2a. Apdés a mudanga

de coordenadas r = w, y = v e z = u, podemos escrever o sistema (3.9) como

T =1yz+ ar,
j=—az+ay, (3.11)

i=aly—2),

e G = 2? +y* = 0 é uma quédrica invariante do sistema (3.11) com cofator K = 2a. Note
que o sistema (3.11) é do tipo (s) e pode ser escrito na forma normal do item (iii) do
Teorema 4. Para isto, temos que determinar os polinomios A, B, D e R de modo a obter
o sistema (3.11) ao substitui-los no sistema (s). Tomando R = a (y — 2) e, comparando os
termos das duas primeiras equacoes do sistema obtido ao se considerar f; = G = 2% + y?
no sistema (3.2) do Teorema 2 com os termos das duas primeiras equagoes do sistema (s),

tem-se que os polinomios A, B e D satisfazem as seguintes igualdades

2([EJ1+?/J2)A = (le,
2@ +yk)B = ¢y, (3.12)
2 i +yJo) D = X fs, — A3 fos,

onde Ji = fo, f3. — fozfay € Jo = fsufor — foufs., com fo e fs3 polinomios arbitrarios em
Rz, y, 2] tais que {G, fa, fs} Z 0 e fi, = 0f;/v s@o as derivadas parciais de f; em relagao
v, para ¢ = 2,3 e v percorrendo as variaveis x, y e z. Em seguida, determinamos ¢, Ay €

As utilizando a relagdo A\; = Y(f;), para j = 1,2,3, onde \y = ¢ G e Y é o0 campo vetorial
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associado ao sistema (3.11). Deste modo, obtemos

p = 2a,
Ao = (Yz+aw) for+(—x24+ay) foy + a(y — 2) fos, (3.13)
A3 = (yztax)fat+(—rzt+ay) fay+aly—2)fa
Assim, considerando R = a (y — z) e A, B e D satisfazendo as relagoes (3.12) no sistema
(s), com ¢, Ay e A3 dados por (3.13), obtemos o sistema (3.11).

Caso (¢): Se @ = 3 = —v no sistema (3.9), entdao F3 = 2u®> + v? + w?> = 0 é uma
superficies algébrica invariante do sistema com cofator K3 = —2a. Fazendo a mudanca

de coordenadas * = v2u, y = v e z = w, o sistema (3.9) pode ser escrito como

t=v2ay—az,

) 2
y:—\/ﬁax—gxz—ay, (3.14)
. V2
I=—ay—az
2 y )
e G = 22 +y*+ 2% = 0 é sua quadrica invariante com cofator K = —2a. Note que o sistema,

(3.14) é do tipo (P) e podemos escrevé-lo na forma normal do item (iv) do Teorema 4.
Para isto, temos que determinar os polinomios A, ..., F' de modo a obter o sistema (3.14)
ao substitui-los no sistema (P). Comparando os termos das equagoes do sistema obtido
ao se considerar f; = G = 2% + y? + 22 no sistema (3.2) do Teorema 2 com os termos

das equagoes do sistema (P), tem-se que os polinémios A, ..., F' satisfazem as seguintes

igualdades
2@ hi+ydot+zd3)A = @i,
2@ h+yJo+zJ5) B = s
2 Ji+ylo+2J3)C = ¢Js, (3.15)
2@ Si+yJa+2J3)D = Ay fz, — A3 fou,
2@ h+yla+zJ5)E = X fsy — A3 fay,
2@ ity +2J3) F = X faz — A3 fos,

onde J; = f2yf3z - fzzfsy, Jo = faxfor — foufs. € J3 = f2xf3y - f3a:f2ya com fy e f3
polinémios arbitrarios em R[z, y, 2] tais que {G, fs, f3} Z 0 e fi, = Of;/v sdo as derivadas

parciais de f; em relagdo a v, para ¢ = 2,3 e v percorrendo as variaveis x, y e z. Agora,
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utilizando a relacao \; = Y(f;), para j = 1,2,3, onde \; = ¢ G e Y é o campo vetorial

associado ao sistema (3.14), obtemos

@ = —20[,

>\2 = fQJ: (\/éa?/—ax) +f2y <_\/§ax_§xz_ay> +f2z (?"L‘y—a2>7

A3 = fio (V2ay—az)+ fs (—ﬂa:p—?wz—ay) + f32 (?ﬁy—é)éz)
(3.16)

Assim, considerando A, ..., I satisfazendo as relagoes (3.15) no sistema (P), com ¢, Ay e
A3 dados por (3.16), obtemos o sistema (3.14).

Caso (f): Se tomarmos f = 7 = 0 no sistema (3.9), entao o cilindro eliptico Fg =
v? 4+ w? + 2aw = v* + (w + a)? — a? = 0 é uma superficie algébrica invariante do sistema
(3.9) com cofator K¢ = 0. Note que, neste caso, Fi é uma integral primeira polinomial do
sistema (3.9) e o seu espago de fase é folheado por cilindros elipticos invariantes. Fazendo
a mudanca de coordenadas x = v, y = u € z = w + « e considerando o = 1, podemos

escrever o sistema (3.9) como

T = —Y=z,
y=x-y, (3.17)
z =y,

e o cilindro eliptico G = 2% + 2% — 1 = 0 é sua superficie algébrica invariante com cofator
K = 0. Logo, o sistema (3.17) é do tipo (EC) e para escrevé-lo na forma normal do item
(iv) do Teorema 3, basta considerar A =C =0, £ = —y/2 e Q = x — y no sistema (EC).
A dinamica global do sistema de Chen neste caso foi estudada em [40], onde os autores
mostraram que este sistema tem infinitas conexoes heteroclinicas, cada par pertencendo

a um dos cilindros invariantes.

3.3 Integrabilidade de sistemas diferenciais quadra-

ticos com um paraboloide invariante

Nesta secao, estudamos a integrabilidade e a dinamica de sistemas diferenciais

quadréticos definidos em R?® com um paraboloide eliptico como superficie algébrica in-
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variante, conforme feito em [60]. Utilizando o item (v) do Teorema 3 e considerando
G = 2>+ y?> — 2 = 0 como sendo a equacao normalizada do paraboloide (ao invés de
G = y?*+ 22 —x = 0 como no Teorema 3), temos que este tipo de sistema, apés uma

mudanca afim de coordenadas, é dado por

(I(SL’Q—'—yQ—Z)—QyD(LE,y,Z)—E(l’,y,Z),
b<x2+y2—z>+2w<x 1,2) + Fla,9,2), (315)

T

onde a, b, c € R; D, E e F sao polinomios arbitrarios em R[z,y, z] de grau menor ou
igual a um, para i = 1,2,3; ¢ G = 22 +y> — 2 = 0 é o paraboloide invariante do sistema
(3.18). Considere

D(z,y,z) = do+dyx+dyy+dsz,

E(z,y,2) = eg+e1x+eay+esz,

F(x,y,2) = fo+ fiz+ fay+ f32,
onde d;, e;, f; € R, parai=20,1,2,3.
Utilizando o paraboloide invariante G = 0, conseguimos provar a existéncia de inte-
grais primeiras, fatores exponenciais, invariantes de Darboux e multiplicadores de Jacobi
inversos do sistema (3.18), para escolhas adequadas dos parametros. Porém, antes de

fazermos isto, precisaremos das seguintes defini¢oes e resultados preliminares.

A definigao de integral primeira foi dada no Capitulo 1 (Definigao 2). A seguir,
damos a definicao de fator exponencial, invariante de Darboux e multiplicador de Jacobi

inverso. Seja X o campo vetorial polinomial de grau m associado ao sistema diferencial

(3.1).

Definicao 6 (Fator exponencial) Sejam g, h € Clz,y, 2| \ {0} e assuma que g e h
sao relativamente primos em Clx,y, z] ou que h =1. A fun¢ao F = exp(g/h) é um fator
exponencial do sistema (3.1) se, para algum polinomio L = L(x,y, z) em Clx,y, 2] de grau

no mdzximo m — 1, temos

OF _OF _OF
X(F) = PortQg * R, =LF
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Defini¢ao 7 (Invariante de Darboux) Um invariante do sistema (3.1) em um sub-
conjunto aberto U C R® € uma funcgdo analitica ndo-constante I nas varidveis x, y, z e
t tal que I € constante sobre todas as solugoes (x(t),y(t),2(t)) do sistema (3.1) contidas
em U, isto €,
dl 0l ol ol oI
—=—P = — R+ —=
i ol Tt ettty

Dizemos que um invariante I do campo vetorial X € de Darboux, se ele pode ser escrito

em U.

da forma
I(IL',:I/,Z,t) = fél"-fl?pFlﬁl...quest’

onde f; = 0 sao superficies algébricas invariantes de X, para i = 1,...,p; F} sao fatores

ezponenciais de X, para j =1,...,q; a;, B; € C; e s € R\ {0}.

De certa maneira, um invariante I do sistema (3.1) é uma integral primeira que

depende do tempo t.

Seja p,(t) a solugao do sistema (3.1) passando pelo ponto p € R3, definida em seu

intervalo maximal (a,,w,) tal que ¢,(0) = p. Se w, = co definimos o conjunto
w(p) = {qg € R? : existe (t,)2°, com t, — 00 e p,(t,) — q quando n — oo},

onde (t,)2, é uma sequéncia infinita de pontos. Analogamente, se oy, = —oo definimos

o conjunto
a(p) = {q € R? : existe (t,)>2, com t, — —c0 e @,(t,) — ¢ quando n — oo},

Os conjuntos w(p) e a(p) sao chamados de conjunto w-limite e conjunto a—limite de p,

respectivamente.

O conhecimento de um invariante de Darboux fornece informacgoes a respeito dos
conjuntos a— e w-limite de todas as 6rbitas do sistema (3.1). Em outras palavras, dada
um Orbita do sistema (3.1), conhecendo-se um invariante de Darboux deste sistema é
possivel determinar onde ela “nasce” e onde ela “morre”. Mais precisamente, temos o

seguinte resultado, provado em [46] para o caso planar, mas que provamos aqui para R3.

Proposicao 6 Seja I(x,y,2,t) = f(z,y,2)e™, com s € R\ {0}, um invariante de Dar-
bouz do sistema (3.1). Se p € R? e ¢,(t) € a solugao do sistema (3.1) com intervalo

mazimal (o, w,) tal que p,(0) = p, entdo valem as sequintes afirmagoes.

(a) Se w, = oo, entio w(p) C W US?;
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(b) Se a, = —c0, entdo a(p) C W U S?,

onde W = {(x,y,2) € R3 f(x,y,2) = 0} e S* é a fronteira da bola de Poincaré, que

corresponde aos pontos do espaco de fase do sistema no infinito.

Prova. Seja p,(t) = (x,(t), yp(t), z,(t)). Como I(z,y,zt) = f(x,y,z)e" é um invari-
ante do sistema (3.1), segue que I(p,(t),t) =k € R, para todo t € (a,,w,). Entao,

tlim flop(t)) e’ = tlim I(p,(t),t) =k € R.
—00 —00

Se s > 0, entao lim; e = oo e, consequentemente, lim; o f(p,(t)) = 0. Agora, se
s < 0, entdo limy, €5 = 0 e limy_,o0 f(p(t)) = 0o. Portanto, da defini¢do de conjunto

w-limite e da continuidade de f, segue que w(p) C W U S2.
Analogamente, mostramos que a(p) C W US2. d

A definicao precisa de bola de Poincaré é dada no Apéndice A. A Proposigao 6 serd

importante para provar o Corolario 1 do Teorema 5.

Definigao 8 (Multiplicador de Jacobi inverso) A funcao de classe C' e ndo local-
mente constante V : U — R, onde U é um subconjunto aberto de R, é um multiplicador
de Jacobi inverso de X em U se satisfaz a equacao diferencial parcial de primeira ordem
X(V)=Vdiv(X) emU,
onde P  0Q OR
div(X) = — + — + —
(&) ox + dy * 0z
¢ o divergente do campo vetorial X .

No caso planar, multiplicadores de Jacobi inversos sao chamados de fatores inte-
grantes inversos, os quais sao importantes para a obtencao de integrais primeiras. Em
[5], os autores estudaram a relagao entre os multiplicadores de Jacobi inversos do sistema
(3.1) e as variedades centrais. Mais precisamente, eles discutiram sob quais condigoes
uma variedade central local estd contida no conjunto de zeros de um multiplicador de
Jacobi inverso e deram outra solucao para o problema do foco-centro em R?, formulado

em termos de multiplicadores de Jacobi inversos.

A préxima proposigao serd ttil para provar os itens (¢) e (d) do Teorema 5 adiante e

explica como encontrar invariantes de Darboux e multiplicadores de Jacobi inversos. Sua
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prova para o caso planar pode ser encontrada em [17] (itens (iv) e (vi) do Teorema 8.7),

mas o resultado pode ser trivialmente estendido para R™.

Proposicao 7 Suponha que o sistema diferencial polinomial (3.1) de grau m possui p
superficies algébricas invariantes f; = 0 com cofatores K;, para i = 1,...,p, e q fatores

exponenciais F; = exp(g;/h;) com cofatores L;, para j =1,...,q.

(a) Ezistem «;, 5; € C nao todos nulos tais que
p q
i=1 j=1

onde div(X) € o divergente do campo vetorial X, se, e somente se, a fun¢do real
(multivaluada) V. = f* -+ f7 Flﬁ1 Fqﬁq é um multiplicador de Jacobi inverso
do sistema (3.1).

(b) Existem oy, B; € C ndo todos nulos tais que
P q
Zai Ki+25j Lj= —s, (3.20)
i=1 j=1

para algum s € R\ {0}, se, e somente se, a fun¢do real (multivaluada) I =

Q. ’ . . .
e fpt Flﬁ1 Fqﬁq est ¢ um invariante de Darboux do sistema (3.1).

Estamos agora em condi¢oes de enunciar e provar o seguinte resultado, que fornece
informagoes a respeito da existéncia de integrais primeiras, fatores exponenciais, invari-

antes de Darboux e multiplicadores de Jacobi inversos para o sistema (3.18).

Teorema 5 Seja G = 22 +y? — z = 0 o paraboloide invariante do sistema diferencial

(3.18). Valem as seguintes afirmagoes.

(a) O paraboloide invariante G = 0 € uma integral primeira polinomial do sistema

(3.18), se, e somente se, a =b=c = 0.

(b) Considere a fun¢io F' = exp(g/G), onde g € Rlz,y, 2], tal que G e g sdo relativa-
mente primos em R[x,y, z|. Temos que F' é um fator exponencial do sistema (3.18)
se g satisfaz a equagao X(g9) = gK + G L, onde K ¢é o cofator de G = 0. Além

disso, L serd o cofator do fator exponencial F'.
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(c) O sistema (3.18) tem um invariante de Darbouz construido unicamente usando o
paraboloide invariante G = 0 se, e somente se, a =b =0 e c# 0. Além disso, tal

invariante de Darbouz é dado por I(x,y, z,t) = (2? + y? — 2) €.

(d) O sistema (3.18) tem um multiplicador de Jacobi inverso V=V (z,y,z), onde V
¢ definido pela equagdo do paraboloide invariante, isto é V = 2% +y* — 2, se, e

somente se, dy = f3, dy = ez e ey = fs.

Prova. (a) Para provar este item do teorema, basta observar que o paraboloide G =
2?2 + y*> — z = 0 é uma superficie algébrica invariante do sistema (3.18) com cofator

K =2ax+2by—ceque K =0 se, e somente se, a =b=c=0.

(b) Como G = 0 é uma superficie algébrica invariante do sistema (3.18), entdo X (G) =
K G, onde K ¢é o cofator de G = 0. Logo,

X(F) = exp (é) X (g)

— e (g) X(9)G —gX(9)

g g2

Portanto, F' é um fator exponencial do sistema (3.18) com cofator L.

(¢) Assuma que o sistema (3.18) possui um invariante de Darboux I = I(z,y, z,t) cons-
truido unicamente usando o paraboloide invariante G = 0. Pelo item (b) da Proposigao
7, existe &« = oy + iy € C\ {0} satisfazendo (3.20). Como o cofator do paraboloide
invariante G = 0 é K = 2ax + 2by — ¢ e da igualdade (3.20), temos que ay = 0, pois, caso
contrario, a = b = ¢ = 0 e, consequentemente, s = 0. Entao, a € R\ {0} e, da igualdade
(3.20), segue que a = b =0e c = s/a # 0. Além disso, ainda pelo item (b) da Proposicao
7,1 =G%e" = [(2% + y* — 2) e]* é uma familia de invariantes de Darboux do sistema

(3.18). Em particular, podemos considerar I = (22 + y? — 2) . De fato,

dI

= = 2eP+2yQ —zR) e +c(z? +y* — 2) e

= (K40 @ +y*—2)e’ =0,

pois K = —c quando a = b = 0.
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(d) Considere V = 22 + y*> — z. Pelo item (a) da Proposicao 7, existe a = a; + iy €
C \ {0} satisfazendo (3.19) se, e somente se, V; = (2? + y*> — 2)* é um multiplicador
de Jacobi inverso do sistema (3.18). Como o cofator do paraboloide invariante G = 0 é
K =2ax +2by — ¢ e da igualdade (3.19), se ag # 0, entdo a = b =c =0e V é uma
integral primeira polinomial do sistema (3.18), pelo que provamos no item (a). Entao,
considere a € R\ {0}. Da igualdade (3.19) segue que

Qax+2by—c)a=2x(a+dy—e3)+2y(b—dy + f3) —c—e1 + fo.

Logo, a satisfaz

aa = a+dy—es,
ab = b— d1 +f3, (321)
ac = c+e — fo

Como V; = V2, obtemos que V' é um multiplicador de Jacobi inverso do sistema (3.18)
tomando a = 1. Entao, de (3.21), d; = f3, dy = e3 e e1 = fo. O

Uma consequéncia do item (c¢) do teorema anterior é que, sob suas hipéteses, o sis-
tema (3.18) ndo exibe comportamento cadtico. Sistemas diferenciais com comportamento
cadtico tém sido intensamente estudados desde que Lorenz encontrou, em 1963, o primeiro
sistema diferencial tridimensional auténomo a exibir este tipo de comportamento [57, 74].

Abordaremos este assunto no Capitulo 4.

Corolario 1 Suponha que a =b =0 e c # 0 no sistema (3.18) e que hd um nimero finito
de pontos de equilibrio sobre o paraboloide invariante G = 2% +y?> — 2 = 0 e na fronteira

S? da bola de Poincaré. Entdo, o sistema (3.18) nao exibe comportamento cadtico.

Prova. Considere a = b = 0 e ¢ # 0 no sistema (3.18). Entao, de acordo com o
item (¢) do Teorema 5, I = Ge é um invariante de Darboux do sistema (3.18). Pela
Proposicao 6, dada uma érbita do sistema (3.18) seu conjunto w—limite estd contido em
W US? onde W = {(2,y,2) € R22 +y?> — 2 = 0} e S? é a fronteira da bola de
Poincaré. Considerando o paraboloide invariante e sua extensao até S?, a qual é um
ponto de equilibrio (conforme provaremos na préxima segao, veja Figura 3.5), temos que,
apos a compactificacdo de Poincaré do sistema (3.18), o conjunto W U S? é compacto e
tem um numero finito de pontos de equilibrio, por hipétese. Aplicando o Teorema de

Poincaré-Bendixson em W U S?, temos que o conjunto w-limite das érbitas do sistema
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(3.18) é um ponto de equilibrio, uma 6rbita periédica ou um conjunto formado por pontos
de equilibrio e pontos regulares. O mesmo ¢ verdade para o conjunto a—limite das 6rbitas
do sistema (3.18). Portanto, nao ha possibilidade do sistema (3.18) exibir comportamento

cadtico. O

Para mais detalhes sobre o Teorema de Poincaré-Bendixson, veja Segao 1.7 de [17].

Muitas vezes é importante considerar o fluxo do sistema (3.18) restrito ao parabo-
loide invariante G = 0, ja que esta superficie é invariante pelo fluxo do sistema e, por isso,
fornece informagoes importantes a respeito da sua dinamica. O sistema (3.18) restrito ao

paraboloide invariante G = 0 é dado por

i ==2d3y (2* +y*) —e3 (2 + y*) — 2day® — 2dy vy — e1x — (ea + 2dg) y — e,

(3.22)
v =2dzx (22 + y?) + f3 (2® +y?) + 2dy 2* + 2do 2y + (2do + f1) 2 + foy + fo,

onde d;, e;, fi € R, para i = 0,1,2,3. Denotemos por X|g o campo vetorial polinomial
associado ao sistema restrito (3.22). Temos que, para escolhas adequadas dos parametros,
o sistema restrito (3.22) tem uma integral primeira racional, como enunciado no préximo

teorema.

Teorema 6 Para a escolha de parametros (i) — (iv) abaizo, o sistema restrito (3.22) tem

uma integral primeira racional.
(i)dy=dy=d3=ey=e =e3=0, ea = —2dp;
() di=dy =d3y = fo=fo=f3=0, f = =2dy;
(iii) ds = eg = fo =0, e2 = f1 = —2do, e3 = —2dy, fo = —e1, f3 = —2dy;
(iv)dy =dy =d3s =ey=e1 =e3=0, e = —2dp.
Antes de provar o Teorema 6, precisaremos do seguinte resultado.

Proposigao 8 Assuma que o campo vetorial polinomial X tem p superficies algébricas
invariantes irredutiveis f; = 0, para v =1, ..., p, tais que f; sao duas a duas relativamente
primas. Se uma destas superficies algébricas invariantes ou o plano invariante no infi-
nito tem multiplicidade algébrica indefinida, entao o campo vetorial X tem uma integral

primeira racional.
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A Proposigao 8 esta provada em [52]. Note que, na Proposigao 8, usamos o infinito
de R3 como um plano invariante adicional para estudarmos a integrabilidade do campo
vetorial X'. Dizemos que o plano no infinito de X tem multiplicidade algébrica indefinida
(veja definigao de multiplicidade algébrica no Capitulo 2, Defini¢ao 4) se o plano invariante
z3 = 0 da carta local U; (veja Apéndice A) tem multiplicidade algébrica indefinida para

o campo vetorial definido na carta local Uy .

Prova. (Teorema 6) As escolhas de parametros (i) e (i) sdo triviais. De fato, para
a escolha (i) a fungdo H(z,y,z) = x é uma integral primeira do sistema (3.22) e para a
escolha (ii) a fungdo H(z,y,2) = y é uma integral primeira do sistema (3.22).

Agora, seja X|g o campo vetorial associado ao sistema (3.22). Para provar que o
sistema (3.22) tem uma integral primeira racional para as escolhas de parametros (iii)
e (iv), usaremos a Proposicao 8. Usando a compactificacio de Poincaré, temos que a

expressao do sistema (3.22) na carta local U; é

21 = 2d3 1t + (e3+2ds) 20213 + (2do + €2) 212202 + (fs + 2dy) 21229 + 4d3 21>
+ oz’ + (fater) 21z’ + (e3 +2ds) 122 + fo22° + (fi + 2do) 27
+ (fs +2d1) 22+ 2ds,
2y = 2d32021% + (e3 + 2dz) 202212 + (2dg + e2) 2129 + 2dy 21297 + 2d3 2125 + €g 22*

+ eq 2% + eg 252,
(3.23)
Note que, como o sistema (3.22) estd definido em R? a multiplicidade algébrica
da reta invariante no infinito de X'|g estd relacionada com a multiplicidade algébrica da
reta invariante z, = 0 do sistema (3.23). Sejam W = Ry[z,y, 2] e X|g o campo vetorial

associado ao sistema (3.23). Entao, precisamos determinar o polinomio extatico
1 Z1 22
Ev(Xlg) =det [ 0 X|g(z) Xlg(z) |-
0 (Xlg)’(z1)  (Xlg)*(22)

onde X|g(v) = (%1, %), V) e (X|g)?(v) = X|g(X|g(v)), com v percorrendo as varidveis
21 e z. Para a escolha de parametros (iii), temos que X|g(z;) = % = 0. Entdo,
(X|g)*(z1) = 0 e & (X]g) = 0. Analogamente, para a escolha de parametros (iv), temos
que X|g(z) = % = 0. Ento, (X|g)%(22) = 0 e &(X]|g) = 0. Portanto, a reta no infinito
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de X|g tem multiplicidade algébrica indefinida nestes dois casos. Pela Proposi¢ao 8, o

campo vetorial X'|g tem uma integral primeira racional. O

E importante notar que o Teorema 6 d4 condicoes necessarias, mas nao suficientes,
sobre os parametros do sistema restrito (3.22) para a existéncia de integrais primeiras
racionais. Portanto, é possivel que para outras escolhas de parametros o sistema (3.22)

tenha integral primeira racional.

3.4 Paralelos invariantes e meridianos invariantes so-

bre o paraboloide invariante

Algumas das quéadricas nao-degeneradas sao superficies de revolugao, como é o caso
do paraboloide. Sobre este tipo de superficie, podemos definir paralelos e meridianos da

seguinte maneira.

Definigao 9 (Paralelos e meridianos) Sobre uma superficie de revolugao, definimos
paralelos e meridianos como as curvas obtidas pela interseccao da superficie com os planos

2z =k, para escolhas adequadas de k € R, e z = ax+ [y, com a, B € R, respectivamente.

Em outras palavras, os paralelos e meridianos de uma superficie de revolugao sao
as curvas obtidas pela intersecao desta superficie com os planos ortogonais ao eixo—z e
com os planos que contém o eixo—z, respectivamente. Para uma ilustracao dos paralelos
e meridianos de um paraboloide eliptico, por exemplo, veja a Figura 3.2. Nesta secao,
estudaremos os paralelos e meridianos sobre o paraboloide invariante do sistema (3.18)
quando estas curvas sao invariantes pelo fluxo do sistema. Neste caso, elas sao chamadas

de paralelos invariantes e meridianos invariantes, cuja definigao precisa damos a seguir.

Defini¢ao 10 (Paralelos invariantes e meridianos invariantes) Suponha que o sis-
tema (3.1) possui uma superficie algébrica invariante dada por uma superficie de re-
volucdo. Se os planos z =k e z = ax + By, com k, o, B € R, também sao invariantes
pelo fluzo do sistema (3.1), entdo dizemos que os paralelos obtidos pela intersec¢io da
superficie com o plano z = k, para escolhas adequadas de k, sao paralelos invariantes
e os meridianos obtidos pela intersec¢ao da superficie com o plano z = ax + By sdao

meridianos invariantes.
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Figura 3.2: Paralelos e meridianos de um paraboloide eliptico.

Em [14] os autores caracterizaram todas as configuragoes possiveis de paralelos in-
variantes e meridianos invariantes sobre quadricas de revolugao invariantes para campos
vetoriais polinomiais de grau m. Aqui, estudaremos o caso do paraboloide invariante do
sistema (3.18). Comegamos fornecendo o nimero maximo de paralelos invariantes e me-
ridianos invariantes que podem haver sobre esta superficie. Porém, para provarmos esse

resultado, precisaremos da seguinte proposicao.

Proposicao 9 Seja X' o campo vetorial polinomial associado ao sistema diferencial (3.1).

(a) Se z — k, com k € R, é um fator do polinomio extdtico {w,(X), onde Wy € o
subespago R-vetorial cuja base € {1, z}, entdo z — k = 0 € um plano invariante de
X;

(b) Se ax+ By, coma, B E€R, é€um fator do polinomio extdtico Ew,(X), onde Wy € o
subespago R-vetorial cuja base é {x,y}, entdo ax + fy =0 é um plano invariante

de X.

Prova. Sejam f =z —ke &y, (X) = f Ky, com K; um polindmio em Rz, y, z]. E ficil
verificar que

Ew, (X) = det — X(2) =R,

onde 2 = R no sistema (3.1). Logo, X(f) = R = f K;. Isto prova o item (a).
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Agora, sejam g = az + Sy e Eu,(X) = g F, com F um polinémio em R[z,y, z].
Note que

Ew,(X) = det =zX(y)—yXx)=2Q —yP,
X(z)  X(y)

onde & = P e y = @ no sistema (3.1). Entao, xQ —yP = gF = (ax + fy) F. Logo,
z(Q—aF)=y(P+pF). Comox ey nao tém fatores em comum, entao existe um
polinémio Ky em Rz, y, z] tal que Q —a F = Koy e P+ S F = Ky x. Logo,

X(g)=aP+BQ=a(Kex—BF)+B(Kry+al)=gKy,
completando a prova da proposicao. O

A Proposigao 9 também estd provada em [49]. A Proposigdo 1 do Capitulo 2 e o
item (a) da proposi¢ao anterior transformam o estudo de paralelos invariantes do campo
vetorial X associado ao sistema diferencial (3.1) no estudo dos fatores da forma z — k do
polinémio extético &w, (X'), onde Wi é o subespago R-vetorial cuja base é {1, z}. Analo-
gamente, A Proposicao 1 do Capitulo 2 e o item (b) da proposi¢ao anterior transformam
o estudo de meridianos invariantes de X no estudo dos fatores da forma axz + fy do

polinémio extético &y, (X), onde Wy é o subespago R-vetorial cuja base é {x,y}.

Teorema 7 Seja X o campo vetorial polinomial associado ao sistema diferencial (3.18)
e assuma que X tem um numero finito de paralelos invariantes e meridianos invariantes.
Entao, o nimero de paralelos invariantes sobre o paraboloide invariante G = 0 do sistema
(3.18) é no mdzimo um e o numero de meridianos invariantes sobre G = 0 também ¢é no

maximo um.

Prova. Por defini¢ao, os paralelos invariantes sobre o paraboloide invariante G = 0 do
sistema (3.18) sdo obtidos pela interseccao de G = 0 com os planos invariantes z — k = 0,
para escolhas adequadas de k € R. Pela Proposigao 1 do Capitulo 2 e pelo item (a) da
Proposigao 9, basta estudarmos os fatores da forma z — k do polindémio extatico &y, (X),

onde W é o subespaco R-vetorial cuja base é {1, z}. Logo,

Ew, (X)) = X(2) = 2z (erx+eytesz+e) +2y(fix+ foy+ fsz+ fo).  (3.24)



25

Aqui, tomamos, sem perda de generalidade, ¢ = 0 no sistema (3.18), pois z = 2% + y? em
G = 0. Assim, o polinémio &y, (X') admite no maximo um fator da forma z — k, para

escolhas adequadas dos parametros ¢;, f;, com i = 0,1, 2, 3.

Agora, os meridianos invariantes sobre G = 0 sao obtidos pela interseccao de G = 0
com os planos invariantes ax + Sy = 0, com «, § € R. Pela Proposicao 1 do Capitulo
2 e pelo item (b) da Proposicao 9, basta estudarmos os fatores da forma ax + Sy do

polinémio extético &, (X), onde Wy é o subespago R-vetorial cuja base é {z,y}. Logo,

S (X) = xX(y) —yX(z)
= 2@ +9?) (dix +doy +ds 2+ dp) (3.25)
+ ylewwx+ey+eszte)+a(fixz+ foy+ faz+ fo)

Aqui, tomamos, sem perda de generalidade, a = b = 0 no sistema (3.18), pois z = 2 + y/*
em G = 0. Utilizando coordenadas esféricas ou cilindricas, temos que &y, (X|g) = (2% +
y*) g, onde ¢ = g(z,y,2) é um polinémio em R[z,y,2]. Como &y, (X) tem grau no
méaximo 3, entao &, (X) admite no maximo um fator da forma ax + 5y, obtido quando
g=ax+ fy.

Portanto, o niimero de paralelos invariantes sobre G = 0 é no maximo um e o niimero

de meridianos invariantes sobre G = 0 também ¢é no maximo um. U

No préximo resultado, fornecemos condicoes necesséarias e suficientes sobre os para-
metros do sistema restrito (3.22) para que exista exatamente um paralelo invariante e um

meridiano invariante sobre o paraboloide G = 0.

Teorema 8 O campo vetorial X|g tem exatamente um paralelo invariante e um meridi-
ano invariante se, e somente se, d3 =e; = fo =0, f1 = e = —2dy, di = adsy, fo = ae

e fs = aeg no sistema diferencial (3.22), com egez <0 e a = f3/es.

Prova. Para que o campo vetorial X|g tenha exatamente um paralelo invariante, o
polinémio extatico &y, (X'), dado por (3.24), precisa ter um fator da forma z — k, com

k> 0. O resto da divisao de &w, (X') por z — k é o polindmio

r(a,y) =2[—er2® + oy’ + (fi —ex) my — (eo + kes) z + (fo+ k f3) y].

Logo, &w, (X) tem um fator da forma z — k se, e somente se, r(z,y) = 0, ou seja, e; =

fo=10, fi = e eg = —kez e fo = —k f3. Considerando eges < 0 e a = f3/e3, entao
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k= —eg/es >0, fo = aey e f3 = aes. Substituindo ey, fo, f1, fo e f3 na expressao de
Ew, (X)), dada por (3.25), obtemos

Ewy(X) = (2 + %) [2(dyz + day + ds 2+ do) + €3] + (x4 y) (e3 2 + eo).

Note que a unica possibilidade de um fator da forma ax 4+ Sy em &y, (X) é obtida
considerando 5 =1, e az + y é um fator de &y, (X) se, e somente se, d; = ads, d3 =0 e
ey = —2dy.

Portanto, para esta escolha de pardametros o campo vetorial X|g tem exatamente
um paralelo invariante e um meridiano invariante obtidos pela interseccao do paraboloide

invariante G = 0 com os planos invariantes z — k = 0 e a x +y = 0, respectivamente, com
k= —eg/es >0ea= f3/es. O

A Figura 3.3 ilustra a dindmica do campo vetorial X'|g com exatamente um paralelo
invariante e um meridiano invariante, obtido considerando os valores dos parametros do
sistema (3.22) de acordo com o Teorema 8 e tomando o = 1, e3 = —¢p = 1 e dy > 0.
Assim, o paralelo invariante e o meridiano invariante sa@o obtidos pela intersec¢ao de G = 0
com os planos invariantes z — 1 = 0 e x + y = 0, respectivamente. Neste caso, os pontos

de equilibrio do sistema (3.22) sao

1 1 1 1
My=(F2v2, -2 Ne=(= + .
. (:FQ\/_’ 2\[) ¢ ( Jid; 12’ \/4d2+2)

Note que 4dy + 2 > 0, pois dy > 0. E facil verificar que os pontos de equilibrio ML

estdao na interseccao do paralelo invariante com o meridiano invariante. Os autovalores
da parte linear do sistema (3.22) em M. sdo A\ = 22 e Ay = F2dy /2. Logo, My sdo
pontos de sela. Os autovalores da parte linear do sistema (3.22) em Ny sdo A\; = 2i/2dy
e Ay = —2iv/2d,. Logo, Ny sao centros ou focos fracos. Além disso, os centros ou focos
fracos Ny estao no interior de um conjunto compacto cuja fronteira é formada por parte
do paralelo invariante e por parte do meridiano invariante, como pode ser visto na Figura
3.3.

Um assunto importante no estudo de sistemas de equacgoes diferenciais é determinar
quando eles tém ciclos limites ou oscilagoes nao-lineares. No proximo teorema, impomos
condigbes necessarias sobre os parametros do sistema (3.18) para que o campo vetorial

X|g tenha exatamente um paralelo invariante, o qual serd um ciclo limite.
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(a) (b)

Figura 3.3: (a) Dindmica do campo vetorial X restrito ao paraboloide invariante G = 0 quando
este tem exatamente um paralelo invariante (vermelho) e um meridiano invariante (azul), con-
siderando os valores dos parametros do sistema (3.22) de acordo com o Teorema 8 e tomando

a=1e3=—ey=1edy >0;e (b) retrato de fase campo vetorial X|g neste caso.

Teorema 9 Sec=dy=dy =ds=e1 = fo=for=f3=0,di=-1,ea=fr=4¢
es = —eg no sistema (3.18), com ey # 0, entdo o campo vetorial X|g tem exatamente um

paralelo invariante, o qual é um ciclo limite de X |g.

Prova. Sejar(z,y,z) oresto da divisao do polinomio extatico {w, (X') por z—1, onde W
¢ o subespago R-vetorial cuja base é {1, z}. Uma das maneiras de obtermos r(x,y, z) =0
é considerando ¢ = dy =dy = d3 = e = fo=fo = f3=0,dy = =1, e = fy =4 e

es = —ep no sistema (3.18). Entdo, ele pode ser escrito como

t=a(@*+y*—2)+2y(x —2)+e(z—1),
y=b(z*+y?>—2)—2z(x —2), (3.26)

Z=2epx(z—1).

Note que o plano z — 1 = 0 é uma superficie algébrica invariante do sistema (3.26) com
cofator K(z,y,z) = 2egz. A circunferéncia C obtida pela intersec¢ao do plano invariante
z — 1 =0 com o paraboloide invariante G = 0 é o paralelo invariante do campo vetorial
X|g. Considere ey # 0, pois, caso contrério, X|g tem infinitos paralelos invariantes.
Agora, precisamos provar que o paralelo invariante C é um ciclo limite de X'|g. Impondo

as mesmas condigdes sobre os parametros do sistema restrito (3.22) e considerando a
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mudanga para coordenadas polares x = r cos#, y = r sin 6, podemos escrevé-lo como
7 =eg(r*—1) cosb,

0 =4—2rcosf — @(7‘2 — 1) sin6.
T

Logo, se r = 1, entdo 7 = 0e =4 —2cosf > 0, para todo §# € R. Comor =1¢a
equacao do paralelo invariante C de X'|g em coordenadas polares, entdao C é uma drbita
periddica de X|g. Além disso, como 7 % 0 e 6 > 0 numa vizinhanca anelar de C, entéio C

¢ um ciclo limite do campo vetorial X|g. 4

Na Figura 3.4 esta ilustrado um dos casos em que o paralelo invariante do campo

vetorial X|g é um ciclo limite.

1.4
1.+
1.0-
0.8
" 0.6
0.4
0.2

1 1
el 05 0 03
Y X
_2_

Figura 3.4: (a) Dindmica do campo vetorial X restrito ao paraboloide invariante G = 0 e (b)
retrato de fase do campo vetorial X'|g, ambos sob as hipéteses do Teorema 9, com ey = 1. Neste

caso, o paralelo invariante (preto) é um ciclo limite.

Outro tépico interessante no estudo de sistemas diferenciais é determinar quando o
sistema (3.1) tem 6rbitas homoclinicas e heteroclinicas, cuja existéncia é, em geral, muito
dificil de ser analiticamente provada. Aqui, usando a existéncia do meridiano invariante
sobre o paraboloide invariante G = 0, obtemos condi¢oes necessarias sobre os parametros
do sistema (3.18) para as quais o campo vetorial X'|g tenha drbitas heteroclinicas conec-
tando um ponto de equilibrio em G = 0 a um ponto de equilibrio no infinito, dado pela

extensao de G = 0 até a fronteira S* da bola de Poincaré (para a definicio de bola de
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Poincaré, veja Apéndice A). Obtemos a extensao de G = 0 até S?, aplicando diretamente

o seguinte resultado, cuja prova pode ser encontrada em [42].

Proposicao 10 Seja f(x,y,z) = 0 uma superficie algébrica invariante do sistema dife-
rencial (3.1) de graum. A extensdo desta superficie até a fronteira S* da bola de Poincaré

estd contida na curva definida por

x Z
zZ”f(—, £7 —):0, 24 = 0.
24 R4 24

Tomando f(z,y,z) = r?+y*— 2 e m = 2 na Proposigao 10, obtemos que a extensao
do paraboloide invariante G = 0 do sistema (3.18) até a fronteira S? da bola de Poincaré é
um ponto de equilibrio pg, que corresponde ao ponto final positivo do eixo—z, como pode

ser visto na Figura 3.5.

Figura 3.5: Extensdo do paraboloide invariante G = 0 do sistema (3.18) até a fronteira S? da

bola de Poincaré.

Teorema 10 Sea=b=dy=d3s =eg=e3=e3=fo=fi=fz=0¢e¢ fo=— =1
no sistema (3.18), entdo o campo vetorial X|g tem exatamente um meridiano invariante,
que € formado por um ponto de equilibrio do sistema (3.18) e duas drbitas heteroclinicas
conectando este ponto ao ponto de equilibrio no infinito py, apos compactificado, como

mostrado na Figura 3.6.

Prova. Seja r(z,y,z) o resto da divisdo do polinomio extatico &y, (X) por dix + doy,

onde Wy é o subespago R-vetorial cuja base é {z,y}. Uma das maneiras de obtermos
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r(z,y,z) = 0 é considerando a = b =dy =d3 =eg =e3 =e3 = fo=fi=fz=0e

fo = —e; = 1 no sistema (3.18). Entao, ele pode ser escrito como

T==2y(dyx+dyy)+x,
c(z?+y*—2) +2(2* + y?).

z

Note que o plano d; x + ds y = 0 é uma superficie algébrica invariante do sistema (3.27)
com cofator K(x,y,2) = 2(dex — dyy) + 1. A curva obtida pela interseccdo do plano
invariante dy x + do y = 0 com o paraboloide invariante G = 0 é o meridiano invariante
do campo vetorial X|g. A extensiao do meridiano invariante até a fronteira S da bola
de Poincaré é o ponto de equilibrio py, que também ¢é a extensdao de G = 0 até S?. Ha
apenas um ponto de equilibrio finito sobre o meridiano invariante: a origem, que é um
no instavel. Logo, o meridiano invariante tem duas érbitas heteroclinicas que conectam

estes pontos de equilibrio, conforme pode ser visto na Figura 3.6. U

Figura 3.6: Meridiano invariante do campo vetorial X'|g obtido no Teorema 10.

3.5 Dinamica global e bifurcacoes de uma classe de
sistemas diferenciais quadraticos com um para-

boloide invariante

Devido ao grande ntimero de parametros envolvidos, a dinamica e as bifurcagoes do
sistema diferencial (3.18) sdo muito dificeis de serem estudadas. Para tornar este estudo

possivel, consideramos a classe do sistema (3.18) obtida tomando os polinémios D, E
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e F' como constantes reais, isto é, D(z,y,2) = d, E(z,y,z) = e e F(x,y,z) = f, com

d,e, f € R. Assim, o sistema (3.18) pode ser escrito como
t=a(x®*+y*—2)—2yd—e,
y=b(x*+y*—2)+2xd+ f, (3.28)
F=c(@®+y?—2)—2ze+2yf.
Mesmo neste caso a dinamica do sistema pode ser bem complicada de ser estudada.
Porém, podemos determinar alguns de seus aspectos, como a localizagao e a estabilidade

local de pontos de equilibrio, a existéncia de familias de 6rbitas homoclinicas e de centros,

e também estudar sua dinamica no infinito via compactificacao de Poincaré.

Considere d # 0 e af + be 4+ cd # 0 no sistema (3.28). Entéao,

_ _i _i €2+f2
p= " T2d AL

é um ponto de equilibrio isolado do sistema (3.28). Os autovalores da parte linear do
sistema (3.28) em p sdo Ao = £2id e A3 = —(af + be + cd)/d. B facil verificar que o
ponto de equilibrio p pertence ao paraboloide invariante G = 2 +y? — 2 = 0. O fluxo do

sistema (3.28) restrito a G = 0 é dado por

T =—2dy — e,

(3.29)
y=2dz+ f.

Note que p = (—f/2d, —e/2d) ¢é o tinico ponto de equilibrio do sistema linear (3.29) e seus
autovalores sao Ao = £2id. Entao, p é um centro do sistema restrito (3.29). Logo, o
paraboloide invariante G = 0 é a variedade central do ponto de equilibrio p. Assim, G =0
¢é formado por um anel de érbitas periddicas em torno de p. Do mesmo modo que em
[22], chamaremos de centro em R3 um ponto de equilibrio pertencendo a uma superficie
invariante bidimensional que é cercado por um anel de érbitas periédicas também contido
nesta superficie, como ocorre com o ponto p. Na Figura 3.7 estao representados o retrato
de fase do sistema (3.29) e o fluxo correspondente do sistema (3.28) sobre o paraboloide
invariante G = 0, quando d # 0.

Na Figura 3.8 temos o espago de fase do sistema (3.28) numa vizinhanca de p

quando ele é um ponto de equilibrio isolado e A3 < 0, o que conduz a existéncia de uma
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(@) (®)

Figura 3.7: (a) Retrato de fase do sistema restrito (3.29) e (b) fluxo do sistema (3.28) sobre o
paraboloide invariante G = 0, quando d # 0.

variedade local estavel de p. Neste caso, as érbitas periddicas em torno de p também sao
assintoticamente estdaveis. Deste modo, uma drbita que estd numa vizinhanca do ponto
de equilibrio p tende para ele ou para alguma das érbitas periédicas em torno dele quando

t — o0, como podemos observar na Figura 3.8.

e

<y

X

Figura 3.8: Espago de fase do sistema (3.28) numa vizinhanga de p quando p é um ponto de
equilibrio isolado e A3 < 0.

Porém, nem sempre p é um ponto de equilibrio isolado do sistema (3.28). Nos casos

seguintes, o sistema (3.28) tem uma curva de equilibrios. Assuma que af + be + cd = 0.

Caso (a): Se a # 0, entdao podemos tomar f = —(be + cd)/a no sistema (3.28) e, neste
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caso,

b c a+0v* , bc+ 2ad c* — 4ae
Y= (_EOH_%’ «, 22 « _TOHLT)’
onde a € R, é uma curva de equilibrios do sistema (3.28). Os autovalores da parte linear
do sistema (3.28) nos pontos de equilibrio em 7; sio A} = 0 e A3 = +v2w/a, onde

w = 2ad (a®> + b*) a + a ((a® + b*) e — 2ad?). Logo, temos os seguintes casos a considerar:

(a.i) A\ =0, Ag3 = T iwp, onde wy = v/—2w/a € R: se 2ad (a> +1?) < 0e a > —[(a® +
v?) e—2ad?)/[2d (a®*+b*)] ou 2ad (a*+b?) > 0 e a < —[(a®+b*) e—2ad?]/[2d (a*+b%)];

(a.di) A\ = Xg = X3 =0: se a = —[(a® + b*) e — 2ad?]/[2d (a® + V?)];

(a.ii) A\ =0, Ay >0, A3 < 0: se 2ad (a*+b*) < 0 e a < —[(a®+b?) e — 2ad?]/[2d (a® + 1?)]
ou 2ad (a* + b*) > 0 e a > —[(a® + V?) e — 2ad?]/[2d (a® + V?)].

Portanto, 7; é uma curva de equilibrios do sistema (3.28) formada por uma curva
de centros ou focos fracos (a.i) e uma curva de selas (a.iii) conectadas por um ponto de

equilibrio degenerado (a.ii), como pode ser visto na Figura 3.9.

<y

Figura 3.9: Paraboloide invariante G = 0 e curva de equilibrios 71, a qual é formada por uma
curva de centros ou focos fracos (azul) e uma curva de selas (verde) conectadas por um ponto

de equilibrio degenerado.

Se considerarmos ¢ = e = 0, entao f = 0. Neste caso, y; passa pela origem, que
¢ o unico ponto de interseccao entre a curva de equilibrios v; e o paraboloide invariante
G = 0. E facil verificar que H(z,y,z) = z é uma integral primeira do sistema (3.28).
Logo, o espago de fase do sistema (3.28) é folheado pelos planos invariantes z — k = 0,

com k € R. O fluxo do sistema (3.28) restrito a estes planos invariantes estd ilustrado na
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Figura 3.10. Observe que existe uma érbita homoclinica a um ponto de sela (caso (ii7)

)
/—\

(iii)

e

(@)

A

U]

Figura 3.10: Posigoes relativas entre o paraboloide invariante G = 0 e os planos invariantes

z—k = 0 e retrato de fase do sistema (3.28) restrito aos planos invariantes z —k = 0 dependendo

do valor de k: (i) k < —d?/(a® + b%); (ii) k = —d?/(a® + V?); (i) k > —d?/(a® + b?).

Caso (b): Sea=0e b # 0, entdo podemos tomar e = —cd/b no sistema (3.28) e

= (o, = a2+2—da—|—762+4bf
Y2 = 72b7 b 4b2 )

onde a € R, é uma curva de equilibrios do sistema (3.28). Os autovalores da parte
linear do sistema (3.28) nos pontos de equilibrio em sdo Ay = 0 ¢ Ay 3 = v/ —2w, onde

w=2bd o+ bf + 2d?. Logo, temos os seguintes casos a considerar:

(bi) A\ =0, A3 = +iwg, onde wy = V2w € R: se bd < 0 e a < —(bf + 2d?)/(2bd) ou
bd > 0e o> —(bf + 2d?)/(2bd);

(b.ii) A =Xy = A3 =0: se « = —(bf + 2d)/(2bd);

(biii) Ay = 0, Ay > 0, A3 < 0: se bd < 0 e a > —(bf +2d*)/(2bd) ou bd > 0 e a <
—(bf + 2d*)/(2bd).

Assim, analogamente ao caso (a), 72 ¢ uma curva de equilibrios do sistema (3.28) for-
mada por uma curva de centros ou focos fracos (b.i) e uma curva de selas (b.iii) conectadas

por um ponto de equilibrio degenerado (b.i7).
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Caso (¢): Sea=b=0ed+# 0, entdo podemos tomar ¢ = 0 no sistema (3.28) e

(S e
V3 = 2d7 2d7a )

onde a € R, é uma curva de equilibrios do sistema (3.28). Note que -3 é uma reta paralela
ao eixo—z. Os autovalores da parte linear do sistema (3.28) nos pontos de equilibrio em
v3 580 A = 0 e Agg = +2id. B facil verificar que, neste caso, H(x,y,2) = (f/d)z +
(e/d)y + z e Hy(w,y,2) = 2> + y? — 2 sdo integrais primeiras independentes do sistema
(3.28). Logo, o sistema (3.28) é integravel e seu espago de fase é folheado pelos planos
invariantes (f/d)z + (e/d)y + z = k1 e pelos paraboloides invariantes x + y* — 2 = k,
com ki, ks € R. Sobre cada paraboloide invariante 2% +y? — 2z = ky ha apenas um ponto de
equilibrio, que esta na interseccao do paraboloide com a curva de equilibrios 3, e o fluxo
do sistema (3.28) restrito a esses paraboloides invariantes é topologicamente equivalente
aquele mostrado na Figura 3.7. Agora, o sistema (3.28) restrito aos planos invariantes

(f/d)x+ (e/d)y + z =k é dado por

T = —2dy — e,
y =2dx+ f,

onde d,e, f € R e d # 0. Note que (—f/2d,—e/2d) é o tnico ponto de equilibrio deste
sistema e trata-se de um centro linear. Portanto, cada paraboloide invariante é a variedade
central do ponto de equilibrio sobre ele. O espago de fase do sistema (3.28) neste caso

estd ilustrado na Figura 3.11.

LT

Figura 3.11: Paraboloides invariantes e retrato de fase do sistema (3.28) sobre um dos planos

invariantes.
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Caso (d): Se a=b=d =0, entdo o sistema (3.28) pode ser escrito como

T = —e,

y=1r (3.30)
= (2 +y*—2)c—2ex+2fy,

onde ¢, e, f € R. Como estamos considerando os casos em que o sistema (3.28) tem
uma curva de equilibrios, assuma que e = f = 0 no sistema (3.30), pois, caso contrario,
o sistema nao tem pontos de equilibrio. Neste caso, o paraboloide invariante G = 0 ¢é
formado por pontos de equilibrio e o sistema (3.30) é integravel, ja que Hi(x,y,2) = x e
Hsy(x,y,z) = y sao integrais primeiras independentes. Deste modo, o espago de fase do
sistema (3.30) é folheado pelos planos invariantes x —k; = 0 e y — ky = 0, com ky, ks € R.
Dado k; € R, o fluxo do sistema (3.30) restrito a © — k; =0 ¢é
y=0,

(3.31)
=(kI+y*—2)c,

onde ¢ € Rec# 0. O retrato de fase do sistema (3.31) esta desenhado na Figura 3.12 (a),
onde observa-se que o fluxo do sistema é constante na direcao do eixo—z. Além disso, ele
possui uma pardbola z = y* — k? formada por pontos de equilibrio. O espaco de fase do
sistema (3.30) restrito aos planos invariantes y — ko = 0, com ky € R, é topologicamente

equivalente aquele mostrado na Figura 3.12 (b).

AZ

E: 7
! A 7
3 /
A / g
\ / §
8 /
\ /
\ /
\ /
} /

/
(a) (b)

Figura 3.12: (a) Paraboloide de equilibrios G = 22 4+ y? — z = 0 e planos invariantes x — k; = 0,
com k; € R, do sistema (3.30) considerando e = f = 0 e (b) retrato de fase do sistema (3.31).
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E f4cil verificar que o ponto de equilibrio p esta sobre as curvas de equilibrios ~;, para
i =1,2,3. Além disso, ele é o inico ponto na interseccao da curva ; com o paraboloide
invariante G = 0 do sistema (3.28).

Agora, se af +be+cd #0ed=0;ouaf +be+cd=0,a=b=d=0ee#0
ou f # 0, entdo o sistema (3.28) nao tem pontos de equilibrio. O fluxo do sistema (3.28)
restrito ao paraboloide invariante G = 0, neste caso, é dado pelo sistema (3.29) com d = 0.
As o6rbitas do sistema restrito (3.29) estdo em uma familia de retas paralelas de inclinagao
—arctan(f/e) se e # 0, ou 7/2 se e = 0. Na Figura 3.13 estdo desenhados o retrato de
fase do sistema restrito (3.29) com d = 0 e o fluxo do sistema (3.28) sobre o paraboloide
invariante G = 0 quando o sistema (3.29) nao tem pontos de equilibrio. Neste caso, a
dinamica das drbitas finitas do sistema (3.28) é diretamente influenciada pelos pontos de
equilibrio no infinito. Daremos uma melhor descrigdo do fluxo do sistema (3.28) neste

caso mais adiante.

Az

=

(@) (b)

Figura 3.13: (a) Retrato de fase do sistema restrito (3.29) com d = 0 e (b) fluxo do sistema

(3.28) sobre o paraboloide invariante G = 0 quando o sistema nao tem pontos de equilibrio.

Os resultados obtidos até agora nesta se¢ao, podem ser resumidos no seguinte teo-

rema.

Teorema 11 Sed # 0 e af + be + cd # 0, entao

B _i _i 62—|—f2
P=\Taoq 24 T4

¢ um ponto de equilibrio isolado do sistema (3.28), que pertence ao paraboloide invariante

G=2a>+y?>—2 =0 e éum centro. Porém, nem sempre p é um ponto de equilibrio
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isolado do sistema (3.28), jd que, em alguns casos, o sistema (3.28) possui uma curva de

equilibrios (ou superficie de equilibrios - caso (d)) passando por p, como descrito abaizo.

Assuma que af + be + cd =0, entdo valem as sequinte afirmagoes.

(a)

(b)

(d)

Se a # 0, entao
b c a2 +0v* , bc+ 2ad c* — 4ae
N = a” — a+ ;

—— o+ —, o
a 2a¢" 7 a2 a? 4a?

onde a € R, é uma curva de equilibrios do sistema (3.28), formada por uma curva
de centros ou focos fracos e uma curva de selas conectadas por um ponto de equilibrio

degenerado.
Sea=0eb#0, entao

I BT
Y2 = | &, 2b7 «@ b « 4b2 ’

onde a € R, é uma curva de equilibrios do sistema (3.28), formada por uma curva
de centros ou focos fracos e uma curva de selas conectadas por um ponto de equilibrio

degenerado.

Sea=0b=0 ed#0, entao

O
Y3 = 2d7 2d7 )

onde o € R, é uma curva de equilibrios do sistema (3.28), paralela ao eizo—=z e

formada por centros.

Sea=b=d=0ee=f =0, entdo o paraboloide G = 0 é formado por pontos de
equilibrios do sistema (3.28).

O ponto de equilibrio p, que estd sobre as curvas de equilibrios ~y;, para i = 1,2,3, € o

unico ponto na intersec¢ao da curva y; com o paraboloide invariante G = 0 do sistema
(3.28). Por fim, seaf +be+cd#0ed=0; ouaf+be+cd=0,a=b=d=0ece#0

ou f # 0, entdo o sistema (3.28) ndo tem pontos de equilibrio.

Usando a compactificacao de Poincaré para sistemas diferenciais polinomiais em R3

(veja Apéndice A), estudamos a dinamica do sistema (3.28) no infinito, isto ¢, na fronteira

S? da bola de Poincaré, com o que obtemos o seguinte resultado.
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Teorema 12 A dinamica do sistema (3.28) na fronteira S* da bola de Poincaré é topolo-
gicamente equivalente a um dos oito casos descritos na Figura 3.14, dependendo do valor

dos parametros reais a, b e c.

OO0

bc#0

be40 ab#0 ac#0

abc# c=0 b=0 a=0
a0 b£0 c#0 a=b=c=0
b=c=0 a=c=0 a=b=0

Figura 3.14: Dinamica do sistema (3.28) na fronteira S? da bola de Poincaré dependendo do

valor dos parametros reais a, b e c.

Para provar o Teorema 12, precisamos estudar a dinamica do sistema (3.28) nas

cartas locais U;, V;, para ¢ = 1,2, 3, da compactificacao de Poincaré.

Compactificacao nas cartas locais U; e Vj. A expressao da compactificacao de

Poincaré do sistema (3.28) na carta local U; é dada por

H=0—az)1+2]—22z)+2d2(1+27)+22(ez1 + f),
Za=(c—am)(1+22 —2023)+23(2dz120+€2023+2f 2 —2e),
Z3=—23((1+22 —2p23)a—2dz 23 —ez3).

Considerando z3 = 0 no sistema anterior, que corresponde aos pontos na fronteira S? da

bola de Poincaré, ele pode ser escrito como

H=(0b—-az)l+2}),

(3.32)
Zy=(c—az)(l+22).
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Se a # 0, entdo o tnico ponto de equilibrio do sistema (3.32) é p; = (b/a,c/a). Os
autovalores da parte linear do sistema (3.32) em p; sao A\; = Ay = —(a® + b*)/a. Logo,
p1 é um né estavel se a > 0 ou um né instével se a < 0. Se a = 0, entao o sistema (3.32)
nao tem pontos de equilibrio e suas 6rbitas estao em uma familia de retas paralelas de
inclinacao arctan(c/b) se b # 0, ou 7/2 se b = 0. Na Figura 3.15 esta ilustrado o retrato
de fase do sistema (3.28) na carta local U; dependendo do valor do parametro real a.

O retrato de fase do sistema (3.28) na carta local V; é o mesmo que na carta U;

invertendo o tempo, pois o sistema (3.28) é quadratico.

A
A Z: )2 z

| yd :
\, 2 /; 'X

a<y( a=10 a>0

Figura 3.15: Retrato de fase do sistema (3.28) na carta local U; dependendo do valor do

parametros real a.

Compactificagao nas cartas locais U; e V5. A expressao da compactificacdo de

Poincaré do sistema (3.28) na carta local U, é dada por

ZH=(a—bz) (142} —2023) —2d 23 (1 +2}) — 22 (fz1 +e),
22 = (C_bz2> <1+Z%—2223)—23(2d2122—|—f2223+2621—Qf),

Z3=—23((1+2? —2923) b+ 2d 21 23 + [ 23).
Considerando z3 = 0 no sistema anterior, podemos escrevé-lo como
H=(a—bz)(1+ 2?),
L= (0= bz) L+ 20) )
Zy=(c—bz)(1+23).

Se b # 0, entdo o unico ponto de equilibrio do sistema (3.33) é ps = (a/b,c¢/b). Os
autovalores da parte linear do sistema (3.33) em py sdo A\ = Ay = —(a? + b%)/b. Logo, ps

é um né estavel se b > 0 ou um né instavel se b < 0. Se b = 0, entdo o sistema (3.33)
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nao tem pontos de equilibrio e suas orbitas estao em uma familia de retas paralelas de
inclinagao arctan(c/a) se a # 0, ou 7/2 se a = 0.
O retrato de fase do sistema (3.28) na carta local V5 é o mesmo que na carta Us

invertendo o tempo.

Compactificagao nas cartas locais U; e V3. A expressao da compactificacdo de

Poincaré do sistema (3.28) na carta local U é dada por

H=(a—cz) (2 +22—2)+23(2e22 —2f2120—2dz —e23),
Zo=(b—czm) (22 +25 —23) —23(2f22 —2ez1 20 —2d 2 — f 23),

Z3=—23((22 + 25 —23)c—2e21 23+ 2 f 23 23).

Considerando z3 = 0 no sistema anterior, podemos escrevé-lo como

s = (a—cz) (22 +22),

29 = (b—cz) (22 + 22).

(3.34)

Se ¢ # 0, entdao os pontos de equilibrio do sistema (3.34) sdo a origem, py = (0,0),
e p3 = (a/c,b/c). Os autovalores da parte linear do sistema (3.34) em p3 sdo A\ =
Ay = —(a® + b*)/c. Logo, p3 é um né estdvel se ¢ > 0 ou um né instdvel se ¢ < 0.
Os autovalores da parte linear do sistema (3.34) em py sdo Ay = Ay = 0. Logo, py é
um ponto de equilibrio degenerado. Porém, podemos determinar o comportamento do
sistema (3.34) numa vizinhanga da origem, ji que sua dinamica fora da origem é a mesma
que a do sistema 2y =a —czy, 29 = b — c2o.

Se ¢ = 0, entao py é o unico ponto de equilibrio do sistema (3.34). Novamente, pgy é
um ponto de equilibrio degenerado. Porém, fora da origem a dindmica do sistema (3.34)
é a mesma que a do sistema Z; = a, 2, = b. Logo, neste caso, as érbitas do sistema (3.34)

estdao na familia de retas paralelas de inclinagao arctan(b/a) se a # 0, ou 7/2 se a = 0.

Observe que o ponto de equilibrio py, que é a origem da carta local Us, coincide com
a extensdao do paraboloide invariante G = 0 do sistema (3.28) até a fronteira S* da bola

de Poincaré.

Os retratos de fase do sistema (3.28) nas cartas locais Us e Us dependendo do
valor dos parametros b e ¢, respectivamente, sao topologicamente equivalentes aqueles
mostrados na Figura 3.15. Novamente, o fluxo do sistema (3.28) na carta local V3 é o

mesmo que na carta local Us invertendo o tempo.
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Agrupando os resultados obtidos nas seis cartas locais estudadas, obtemos os retratos
de fase mostrados na Figura 3.14, que representam a dinamica do sistema (3.28) na esfera
de Poincaré S? (no infinito), dependendo do valor dos parametros reais a, b e c. Podemos
observar que apenas os parametros aparecendo nos termos de maior grau do sistema (3.28)

afetam sua dinamica no infinito.

Levando em consideracao as afirmacoes dos Teoremas 11 e 12, obtemos uma bi-
furcacao interessante sobre o paraboloide invariante G = 0 do sistema (3.28) quando d
tende a zero: o centro p do enunciado do Teorema 11 tende para o ponto py no infinito,
que corresponde & extensdo de G = 0 até a fronteira S? da bola de Poincaré (Figura 3.5) e
trata-se de um ponto de equilibrio degenerado com setores elipticos formados por infinitas

orbitas homoclinicas pertencendo a G = 0, conforme pode ser visto na Figura 3.16.

po

N

&
T

Figura 3.16: Descrigao da bifurcacao que ocorre sobre o paraboloide invariante G = 0 do sistema

(3.28) quando d tende a zero.

Mais precisamente, se d # 0 entao

B _i _i 62+f2
P=\"%0 "2a4 4

é o tnico ponto de equilibrio do sistema (3.28) sobre o paraboloide invariante G = 0 e ele

¢ um centro, de acordo com o Teorema 11. Se e # 0 ou f # 0, entdao quando d tende a
zero, temos que p tende a pg, onde py é o ponto no infinito que corresponde a extensao
de G = 0 até a fronteira S? da bola de Poincaré e trata-se de um ponto de equilibrio
degenerado, conforme vimos no Teorema 12, com setores elipticos sobre G = 0, formados
por infinitas érbitas homoclinicas, ja que as orbitas sobre G = 0 estao em uma familia de
érbitas paralelas quando d = 0 e e # 0 ou f # 0 (Figura 3.13). Este tipo de bifurcacao

também aparece no sistema diferencial polinomial estudado em [22].
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Neste contexto, um problema interessante seria estudar o comportamento das orbitas
do sistema (3.28) no interior do paraboloide invariante G = 0 quando o sistema (3.28) nao
tem pontos de equilibrio e considerando o espaco de fase compactificado, ja que, neste caso,
estas Orbitas estariam contidas numa regiao compacta do espaco. De fato, poderiamos
detectar a presenca de érbitas periddicas ou até mesmo de um atrator estranho contido

no interior de G = 0.

Para este proposito, consideramos a origem da carta local Us da compactificacao de
Poincaré, que corresponde ao ponto de equilibrio py (extensao de G = 0 até o infinito).
Conforme vimos no Teorema 12, py é um ponto de equilibrio degenerado com todos os
autovalores nulos. Assim, realizando algumas simulacoes numéricas considerando orbitas
numa vizinhanca de py e com condigoes iniciais no interior de G = 0, detectamos a
existéncia de uma classe de infinitas orbitas no interior de G = 0 homoclinicas ao ponto

de equilibrio degenerado py. Na Figura 3.17 estao representadas algumas dessas érbitas.

Figura 3.17: Espaco de fase do sistema (3.28) na carta Us da compactificagao de Poincaré
numa vizinhanga da origem de U3 com a = 1, b = —0.2, ¢ = 0.5, d =0, e = —0.5 ¢
f=1(caso af +be+cd #0ed=0);ea=b=d=0,c=f=1ee = —1 (caso
af +be+cd=0,a=b=d=0ee#0ouf #0), respectivamente, com condigdes
iniciais (0,0, 1), (0,0,2) e (0,0,3). No segundo caso, note que o plano f z; + ez =0 (ou

seja, 21 — 2o = 0, para e = —1 e f = 1) é invariante pelo fluxo do sistema.
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3.6 Estudo do sistema de Rabinovich com paraboloi-

des invariantes

E importante observar que sistemas diferenciais como o sistema (3.18), ou seja, com
um paraboloide eliptico como superficie algébrica invariante, também aparecem em alguns

problemas aplicados, como, por exemplo, no sistema de Rabinovich, que é dado por

T=hy—1x+yz,
y=hzr—1ny—xz, (3.35)

Z= -3z +xy,

com h, vy, 15,3 € R. O sistema de Rabinovich aparece como um modelo matemaético para
trés ondas acopladas ressonantemente e parametricamente excitadas [66] e, para escolhas
adequadas dos valores dos parametros, apresenta comportamento cadtico, incluindo um
atrator estranho de “quatro-asas”, como mostrado em [43]. Observe que, para v; = vy =
vs=0eh #0, H(z,y,2) = 2> + y*> — 4hz e Hy(z,y,2) = y* + 22 — 2hz sdo integrais
primeiras independentes do sistema (3.35), veja [6, 43, 87]. Logo, o sistema (3.35) é
integravel e o seu espaco de fase é folheado pelos paraboloides invariantes z2+y%—4h z = k,
com k € R. A existéncia de paraboloides invariantes permite entender melhor a dinamica
complicada deste sistema.

Podemos escrever o sistema (3.18) como o sistema (3.35) tomando A = B = C' =
D=0,E=—-hy—yzeF = hx— xz e considerando h = 1/4. Neste caso, o espago
de fase do sistema (3.35) é folheado pelos paraboloides invariantes 2> + y* — z = k, com
k € R. Nesta segao, daremos uma descrigao detalhada do fluxo do sistema (3.35) restrito
a esses paraboloides invariantes.

Quando h # 0 no sistema (3.35), entao, de acordo com o item (a) da Proposigao 6 de
[43], podemos considerar h = 1. O fluxo do sistema (3.35), com vy = vy = v3 = 0, restrito
aos paraboloides invariantes x? + y?> — 4z = k, com k € R, apdés um rescalonamento de
tempo, é dado por

& =—y(@®+y*—k+4),

(3.36)
y=x(x*+y*—k—4).

Os pontos de equilibrio do sistema restrito (3.36) sdo py = (0,0), p12 = (£VEk +4,0) e
psa = (0, £vk —4). Temos os seguintes casos a considerar.
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(a) Se k < —4, entao py é o0 tnico ponto de equilibrio do sistema (3.36) e os seus autovalores
sdo A1 = £ivk? — 16. Logo, py é um centro.

(b) Se k = —4, entdo py ¢ o unico ponto de equilibrio do sistema (3.36) e trata-se de um

centro degenerado.

(¢) Se —4 < k < 4, ent@o py e p12 sdo pontos de equilibrio do sistema (3.36) e os seus
autovalores sao A1 o = £v/16 — k2 e A1 o = +4i 'k + 4, respectivamente. Logo, py é uma

sela e p; 2 sao centros.

(d) Se k = 4, entao py e p; o sao pontos de equilibrio do sistema (3.36). Temos que p; o

sao centros, como no caso anterior, e py € um ponto de equilibrio degenerado.

(e) Se k > 4, ent@o py, p12 € p34 sao pontos de equilibrio do sistema (3.36) e os seus auto-
valores sao A\j o = £ivk? — 16, \jo = £4ivVk +4 e A\ o = 4k — 4, respectivamente.

Logo, py e pi12 sao centros e ps 4 sao selas.

Na Figura 3.18 estdo desenhados os retratos de fase do sistema (3.36) para cada
um dos casos anteriores. Note que os pontos de equilibrio do sistema (3.36) estao na
intersecgao dos paraboloides invariantes 2% + y?> — 4z = k com as retas [; = (0,0, 2),
lo =(0,y,—1) el3 = (2,0, 1), que sao formadas por pontos de equilibrio do sistema (3.35)
quando v; = vy = v3 = 0. A Figura 3.19 ilustra as posigoes relativas entre os paraboloides

invariantes a2 + y? — 4z = k e as retas de equilibrios Iy, l5 e I3.
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Figura 3.18: Retrato de fase do sistema (3.36) para os casos (a) k < —4, (b) k = —4, (¢
—4<k<4,(d) k=4, (e) k>4
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Figura 3.19: Posigoes relativas entre os paraboloides invariantes 22 + y? — 42 = k e as retas de
equilibrios [y, Iy e I3 para k < —4, —4 < k < 4 e k > 4, respectivamente. Note que as retas [y,

lo e I3 estao numa posicao fixa e o que varia é o paraboloide invariante considerado.



CAPITULO

A

Dinamica e integrabilidade do sistema Sprott A

A existéncia de superficies algébricas invariantes auxilia bastante no estudo da
dinamica de sistemas diferenciais, uma vez que érbitas com condigoes iniciais sobre estas
superficies ficam inteiramente contidas nela. Um problema interessante é estudar quais
as consequéncias dinamicas no espaco de fase de um sistema diferencial folheado por
superficies algébricas invariantes quando tais superficies deixam de ser invariantes pelo
fluxo do sistema. Neste capitulo, veremos que estas perturbacoes podem gerar fenomenos
complicados no espago de fase do sistema, inclusive resultando no surgimento de hid-
den atractors. Falaremos com mais detalhes sobre sistemas diferenciais com este tipo de

atratores na secao 4.1.

Para estudar tal problema, vamos considerar o sistema diferencial

T =y,
y = —T =Yz (41)
2 =19y%—aq,

onde a € R. O sistema (4.1) é um caso especial do oscilador de Nosé-Hoover [25], que
descreve muitos fendmenos naturais, como mostrado em [67], tendo tanto importancia
prética quanto teérica. Em [75], Sprott apresentou o sistema (4.1), com a = 1, como sendo
o caso A em uma lista de A a S de sistemas diferenciais que apresentam comportamento
cadtico mesmo sem ter pontos de equilibrio. Por este motivo, o sistema (4.1) é comumente

chamado de sistema Sprott A.

Neste capitulo, realizamos uma anélise da dinamica e da integrabilidade do sistema
Sprott A quando variamos o valor do parametro real a. Mostramos que, para a = 0, o
eixo—z é uma reta de equilibrios do sistema (4.1) constituida por focos, nés e um equilibrio
do tipo zero-Hopf nao isolado na origem. Além disso, devido a existéncia da integral

primeira polinomial H(x,y, z) = 2+ y?+ 22, 0 seu espago de fase é folheado pelas esferas

78
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invariantes x? + y? + 22 = r%, com r > 0, que sao formadas por um conjunto de infinitas
orbitas heteroclinicas do tipo polo sul — polo norte, como pode ser visto na Figura 4.1
para0<r<2,r=2er > 2.

Figura 4.1: Fluxo do sistema (4.1) restrito as esferas invariantes 22 4+ y? + 22 = r2 para (a)
0<r<2,(b)r=2e(c)r>2.

Quando a # 0, as esferas deixam de ser invariantes pelo fluxo do sistema (4.1) e
as Orbitas heteroclinicas sao “destruidas”. Provamos que, neste caso, o sistema Sprott
A nao tem superficies algébricas invariantes nem integrais primeiras polinomiais. Em se-
guida, realizamos um estudo detalhado da dinamica do sistema (4.1) para a > 0 pequeno,
combinando resultados analiticos e numéricos. Utilizando a Teoria do Aweraging, prova-
mos que uma Orbita periddica orbitalmente estdvel emerge do equilibrio zero-Hopf nao
isolado localizado na origem e, em torno desta orbita, forma-se uma sequéncia encaixante
de toros invariantes, cujo mais externo deles é englobado por uma regiao “turbulenta” de
atracdo/repulsao que conduz a uma estrutura homoclinica das érbitas no espago de fase
do sistema (4.1). A prova da existéncia destes toros é feita utilizando o Teorema KAM
(Kolmogorov-Arnold-Moser). Para valores adequados do parametro a > 0, observa-se que
o sistema Sprott A apresenta comportamento cadtico e podemos detectar a existéncia de
um hidden attractor dentro da regiao “turbulenta”, que coexiste com os toros invariantes.
Por fim, fazemos uma andlise da dinamica do sistema (4.1) no infinito via compactificagao
de Poincaré. Mostramos que, na fronteira S? da bola de Poincaré, a dinamica do sistema
Sprott A independe do valor do parametro a e que, sobre S?, hd uma “grande” circun-
feréncia formada por pontos de equilibrio e um conjunto infinito de érbitas heteroclinicas

conectando pares destes pontos. Além disso, existem érbitas numa vizinhanca de S?, ou
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seja, com grande amplitude, que fazem parte da estrutura homoclinica formada no espaco

de fase do sistema (4.1) para a > 0 pequeno.

4.1 Sistemas caoticos com hidden attractors

Sistemas diferenciais com comportamento cadtico caracterizam-se por ter um atrator
caotico. Um atrator A de um sistema diferencial é um conjunto compacto e conexo no
espaco de fase deste sistema para o qual todas as solugoes numa vizinhanca aberta do
conjunto tendem para ele quando t — +oo. Embora nao haja um consenso a respeito da
definigao de atrator caético, muitos autores, como Devaney [12, 13], dizem que o atrator

A é cadtico se, em A, o sistema diferencial satisfaz as seguintes propriedades:

(a) exibe dependéncia sensivel com relagdo as condigdes iniciais, ou seja, pequenas
mudancas nas condigoes iniciais das 6rbitas do sistema em A podem produzir grandes

mudancas no comportamento dessas érbitas;

(b) apresenta transitividade topoldgica, isto é, escolhendo-se dois pontos quaisquer em
A, existe uma oOrbita do sistema que passa tao proximo quanto se queira desses dois

pontos;

(c) suas drbitas periddicas sao densas, ou seja, para qualquer ponto p € A, existe uma

orbita periodica tao préxima deste ponto quanto se queira.

Para uma definicao formal de atrator caético, veja [12, 13]. Em 1963, Edward Lorenz
encontrou o primeiro atrator cadtico em um sistema diferencial autonomo tridimensional
enquanto estudava a convec¢ao térmica de fluidos na atmosfera [57, 74]. Desde entao,
sistemas caoticos tém sido intensamente estudados e varios destes sistemas foram encon-
trados nos tltimos anos, como o sistema de Chen [7], o sistema de Lii [58], o sistema de

Rabinovich [66], o sistema de Rdssler [69], entre outros.

Recentemente hd um interesse especial em encontrar e estudar sistemas caéticos com
hidden attractors, que sao atratores cuja bacia de atracao nao intercepta-se com pequenas
vizinhancas de nenhum ponto de equilibrio do sistema, para mais detalhes sobre este
tipo de atratores veja [16, 34] e as referéncias neles contidas. Atratores cadticos em
sistemas diferenciais sem pontos de equilibrio [27, 80], como é o caso do sistema Sprott

A, com apenas um ponto de equilibrio estavel [30, 33, 62, 79, 81, 82, 83] ou com um



81

nimero infinito de equilibrios [21, 26, 36] sdo hidden attractors. Sistema diferenciais com
hidden attractors sao raramente encontrados. Por isso, existem poucos exemplos deste
tipo de sistemas na literatura e pouco se sabe a respeito da formacao desses atratores e
até mesmo uma prova analitica de sua existéncia ainda é necessaria. De fato, enquanto
os atratores caoticos classicos, como os atratores de Lorenz e de Chen, tém algumas
rotas conhecidas para sua formacao, como a bifurcagao de érbitas homoclinicas (Teoremas
de Shilnikov) ou as cascatas de duplicagdo de periodo, até o momento muito pouco é
relatado na literatura no caso dos hidden attractors. Do ponto de vista de aplicagoes,
hidden attractors sao importantes na Engenharia, pois permitem respostas inesperadas
e potencialmente desastrosas a perturbacoes em estruturas como a de uma ponte ou asa
de avido, como citado em [26, 28, 62]. Outras aplica¢oes e implementagoes recentes de
sistemas diferenciais com hidden attractors podem ser encontradas em [11, 35, 64, 65, 73,

84].

4.2 Existéncia de uma estrutura compacta no sis-

tema Sprott A quando a =0

Considere a = 0 no sistema (4.1). Neste caso, o eixo—z é uma reta de equilibrios e o
polinomio H(z,y, z) = x®>+y*+2? é uma integral primeira do sistema. Consequentemente,

2

o seu espaco de fase é folheado pelas esferas invariantes z2 + y? + 22 = r2, com r > 0.

Os pontos de interseccao de cada esfera invariante x? + y? + 22 = r? com o eixo—z
sao P_ = (0,0,—r) e Py = (0,0,7), ou seja, o polo sul e o polo norte, respectivamente,
de cada esfera. Os autovalores da parte linear do sistema (4.1) nos pontos de equilibrio

Py sao

1 1 1 1
)\1=:F§r+§\/7“2—4, >\2=:F§7“—§ r? —4, Az =0,

com autovetores correspondentes

2 2
n=|—"——,10), wn=———10), wv3=(0,0,1).
1 <3F7“+\/7“2—4 ) i <¢r—\/r2—4 ) o= 000
Temos os seguintes casos a considerar.

(1) Se 0 < r < 2, entdo os autovalores A\, sd@o complexos conjugados com parte real

positiva para P_ e negativa para P,. Logo, para cada esfera invariante x2 + 3% + 22 = r2,
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P_ é um foco instavel e P, é um foco estavel. Considerando também os autovetores
correspondentes, é facil observar que as érbitas espiralam localmente em direcao ao ponto
de equilibrio P,, quando ¢t — oo, sobre uma superficie tangente ao plano gerado pelos
autovetores vy 2, logo, em uma dire¢ao normal ao eixo—z. O mesmo é verdade para o

ponto de equilibrio P_ quando t — —o0o. (veja Figura 4.1 (a)).

(77) Se r = 2, entdo os autovalores A, sdo reais e Ay = Ay > 0 para P_ e A\; = X2 <0
para P,. Logo, P_ é um né impréprio instavel e P, é um né impréprio estavel. Conside-
rando os autovetores v; » podemos concluir que P_ e Py sao nés impréprios normalmente

hiperbdlicos ao eixo—z. (veja Figura 4.1 (b)).

(17i) Se r > 2, entdo os autovalores \; o sdo reais e positivos para P_ e negativos para
P.. Logo, P_ é um né instavel e P, é um no estavel. Levando-se em consideracao os
autovetores vy o, temos que os nés P_ e P, sdo normalmente hiperbdlicos ao eixo—z. (veja

Figura 4.1 (¢)).

A seguir, damos a definicao de equilibrio zero-Hopf.

Definigao 11 (Equilibrio zero-Hopf) Um ponto de equilibrio (isolado) de um sistema
diferencial em R3 é um equilibrio do tipo zero-Hopf se a matriz Jacobiana do sistema cal-

culada neste ponto tem um autovalor nulo e um par de autovalores complexos conjugados.

Sabe-se que, genericamente, uma bifurcacao zero-Hopf ocorre em um equilibrio do
tipo zero-Hopf com o desdobramento de uma familia a dois parametros de sistemas dife-
renciais autonomos tridimensionais. Numa pequena vizinhanga deste ponto de equilibrio
isolado, o desdobramento pode exibir diferentes tipos topoldogicos de dinamica conforme
os dois parametros variam. Dependendo do sistema, até mesmo um ramo de bifurcagoes
de toros (bifurcagao de Neimark-Sacker) pode emanar deste equilibrio e, em alguns casos,
a bifurcacao zero-Hopf pode implicar no surgimento local de caos, como afirmado, por

exemplo, em [3, 4, 72]. A teoria da bifurcagao zero-Hopf foi analisada em [23, 24, 31, 72].

Observe que, para a = 0, a origem do sistema (4.1) é um ponto de equilibrio nao
isolado cujos autovalores sao Ao = £t e A3 = 0. Por este motivo, dizemos que este
equilibrio é do tipo zero-Hopf nao isolado. Por ter um equilibrio do tipo zero-Hopf nao
isolado e depender apenas de um parametro real, o sistema (4.1) ndo pode exibir um
desdobramento completo de uma bifurcacao do tipo zero-Hopf cldssica. Em [51], usando
técnicas da Analise e a Teoria de Averaging de Segunda Ordem, os autores provaram a

existéncia de um ou dois ciclos limites bifurcando de um equilibrio do tipo zero-Hopf nao
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isolado. Na préxima secao, provaremos que uma 6rbita periddica emerge da origem do
sistema (4.1) quando a > 0 pequeno. A bifurcagdo descrita aqui é uma das possiveis
bifurcagoes que podem ocorrer no desdobramento deste tipo de equilibrio. Em particular,

esta bifurcagao é diferente daquelas descritas em [51].

O tipo e a estabilidade dos pontos de equilibrio Py descritos acima sao apenas locais.
Para obter o comportamento das 6rbitas do sistema (4.1) sobre as esferas invariantes
22 +y? 4+ 22 = r?, devemos estudar o fluxo do sistema restrito a estas esferas. Para isto,

consideramos as cartas locais z > 0 e 2z < 0.

Assuma que z > 0. Tomando z = /r?2 — 22 — y? no sistema (4.1), obtemos o

sistema diferencial planar

T =1y,
y=—x—y\/r?—ax%—y>

A origem ¢ o tnico ponto de equilibrio do sistema (4.2) e os autovalores da parte linear

(4.2)

deste sistema na origem sao
1 1
)\172 = —§T:l: 5\/7“2 — 4.

Logo, a origem ¢é um foco estavel se 0 < r < 2, um né impréprio estavel se r = 2 ou

um né estdvel se r > 2. Analogamente, quando z < 0, tomamos z = —y/r? — 22 — y? no
sistema (4.1). O tnico ponto de equilibrio do sistema obtido é a origem, que é um foco
instavel se 0 < r < 2, um nd improprio instavel se r = 2 ou um noé instavel se r > 2.
Na Figura 4.2 estao os retratos de fase do sistema (4.1) nas cartas locais z > 0 (acima) e

z < 0 (abaixo) para 0 <r <2, r=2er > 2.

Nao h4 érbitas periédicas do sistema (4.1) sobre as esferas invariantes 2% +y%+ 22 =
r?. De fato, considerando o fluxo do sistema (4.1) restrito as esferas invariantes nas cartas
locais z > 0 e z < 0 estudadas acima, a Unica possibilidade de existéncia de uma 6rbita
periddica seria sobre o equador das esferas invariantes. Porém, Z > 0 para z = 0. Entao,
o fluxo do sistema (4.1) sobre o equador de cada esfera invariante é crescente. Logo, nao

h& orbita periddica contida nele.

Como em cada esfera invariante o polo sul P_ e o polo norte P, sao os tnicos pontos
de equilibrio e nao ha érbitas periddicas, pelo Teorema de Poincaré-Bendixson, o conjunto
a—limite de todas as dérbitas sobre cada esfera invariante é o ponto de equilibrio instavel

P_ e o conjunto w-limite é o ponto de equilibrio estavel P.. Em outras palavras, todas
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Figura 4.2: Retrato de fase do sistema (4.1) restrito as esferas invariantes z2 + y? + 22 = r2

sobre as cartas locais z > 0 (acima) e z < 0 (abaixo) para0 <r <2, r=2er > 2.

as orbitas sobre cada esfera invariante (exceto P_ e P, ) tendem em diregao ao polo sul
P_ quando t -+ —o0 e tendem em dire¢ao ao polo norte P, quando ¢t — oo, formando
um conjunto de infinitas érbitas heteroclinicas do tipo polo sul — polo norte. Note que
cada esfera invariante 2% 4 y2 + 22 = r? é a variedade instavel de P_ e a variedade estével
de P,. Com isso, obtemos a Figura 4.1, que fornece o fluxo do sistema (4.1) restrito as
esferas invariantes para 0 < r < 2, r = 2 e r > 2. Para mais detalhes sobre o Teorema de

Poincaré-Bendixson, veja a Segao 1.7 de [17].

Os resultados obtidos nesta secao, podem ser sintetizados no seguinte teorema.

Teorema 13 Para a = 0, o sistema (4.1) tem uma reta de equilibrios dada pela eizo-
z, cuja origem € um equilibrio do tipo zero-Hopf ndo isolado, e o seu espaco de fase é
folheado pelas esferas invariantes % + y? + 2> = r%, com r > 0. Logo, o polo sul P_ ¢ o
polo norte Py de cada uma dessas esferas sao pontos de equilibrio e valem as sequintes

afirmacgoes:

(i) Se 0 <r <2, entao P_ e Py sdo focos;



85

(ii) Se r =2, entao P_ e Py sdo nds improprios;
(iti) Ser > 2, entdo P_ e P, sao nds.

Além disso, para todo r > 0, P_ € um ponto de equilibrio instdvel e P, é um ponto de
equilibrio estavel, ambos mormalmente hiperbolicos ao eixo—z e o conjunto a—limite de
qualquer orbita do sistema (4.1) sobre cada uma das esferas invariantes ¥ +y*+ 22 = r?
(exceto P_ e Py ) € o ponto de equilibrio P_ e o conjunto w—limite é o ponto de equilibrio
P.. Portanto, cada esfera invariante é formada por um conjunto de infinitas orbitas

heteroclinicas do tipo polo sul — polo norte, como pode ser observado na Figura 4.1.

Note que o teorema anterior descreve a existéncia de uma estrutura compacta das
érbitas no espaco de fase do sistema (4.1) quando a = 0, determinada pela existéncia de

esferas invariantes concéntricas.

4.3 Integrabilidade do sistema Sprott A quando a # 0

Conforme vimos na Segao 4.2, quando a = 0, o sistema Sprott A possui uma integral
primeira polinomial dada por H(z,y, 2) = 2? +y*+ 2? e, consequentemente, o seu espago
de fase é folheado por esferas invariantes concéntricas. Nesta secao, provamos o seguinte

resultado.

Teorema 14 Se a # 0, entdo o sistema diferencial (4.1) ndo possui superficies algébricas

invariantes nem integrais primeiras polinomiais.

Prova. Considere a # 0 no sistema (4.1) e suponha que f = 0 seja uma superficie
algébrica invariante de grau n > 1 deste sistema com cofator K = kg + kyx + ko y + k3 2,
com ko, k1, ko, k3 € C, ji que o sistema (4.1) tem grau 2. Inicialmente, assuma que o
cofator K nao ¢é identicamente nulo. Escreva f como a soma de suas partes homogéneas,
isto é, f = D", fi;, onde cada f; é um polindmio homogéneo de grau i. Considere
n > 1 (pode-se verificar diretamente da definigdo que o sistema (4.1) ndo possui planos
invariantes). Da defini¢do de superficie algébrica invariante (Definigdo 1 do Capitulo 1),
temos que f satisfaz a equacao diferencial parcial
of of of

9 . 95 2 9 _
yaer(:c yz)ay+(y a)az (ko +k1x+koy+ ksz2) f. (4.3)
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Considerando os termos de grau n + 1 em (4.3), obtemos

Ofn ofn
—yza—J;+y28—‘iZ(k1x+k2y+k32)fn- (4.4)

Resolvendo esta equacao diferencial parcial, temos que

($7y7z)
22422+ 2:/)7 + 22
Fuli, 9, 2) = Cul,y+2) ( Lo s “) exp (—h aretan (7)) v,
z

Y

onde C, é uma funcao arbitrdria nas varidveis x e y* + 2% e g(x,y, 2) = ki x/\/y? + 22.
Como f, é um polinomio homogéneo, entao devemos ter k; = ko =0 e k3 = —m, onde m
é um inteiro tal que 0 < m < n. Logo, fu(z,y,2) = Cu(z,y? + 2%) y™.

Agora, considerando os termos de grau n na igualdade (4.3), obtemos

afn—l 2 afn—l afn afn o N
3y +y ER +y8x x Dy =kofn—mz fr1. (4.5)

Temos dois casos para considerar: m = 0 e m # 0. Assumindo que m = 0 em (4.5) e

resolvendo a equacao diferencial parcial obtida para f,_1, temos que

_ 2 2 “Jn J “Jn
fn_l(l‘, Yy, Z) = Cn_l(l‘, Yy + z ) + arctan (z) + h(’y, Z) (ZL‘ Y + ]{30 fn) s

onde C,_; é uma funcao arbitraria nas varidveis z e y? + 22 e
1 2 2 2 2 2 2 2
h(y, 2) — Y e s VA ) (4.6)
VY2 + 22 Yy

Como f, 1 é um polinomio homogéneo, devemos ter

A
dy

+k:0fn:()7

cuja solucao é
koy
fu(z,y,2) = Cp(x, 2) exp (——) ,
x

onde C), é uma funcao arbitraria nas variaveis = e z. Logo kg = 0, pois f,, é um polinomio
homogéneo. Deste modo, K = 0, o que ¢é absurdo, pois estamos assumindo K nao

identicamente nulo.
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Agora, considere m # 0 na equagao diferencial parcial (4.5). Sem perda de genera-
lidade, podemos tomar m = 1 em (4.5). Resolvendo a equagao diferencial parcial para

fn_1, obtemos

Ofn Ofn
Foeala2) = Coalag? + )y = o2y 02 4 = (02

ox — y?>+ 22 +k0f") ’

onde C,,_; é uma fungao arbitrdria nas varidveis = e y* + 2%, e h(y, z) é dada por (4.6).
Como f, 1 é um polinomio homogéneo, devemos ter

Ofn
ek g = Pl ) (4 2,

dy
onde F' é um polinémio arbitrario. A solucao desta equacao diferencial parcial é

k2 (y* + 2%)+22% —2koy
k3 ’

folz,y,2) = Cp(x, 2) exp <—%) + F(z,y,2)

onde (), é uma funcao arbitraria nas variaveis x e z. Note que f, nao é um polinomio
para kg # 0. Considere F(z,y,2) = ki F(:p,y,z), onde F é um polindémio arbitrério.
Entao, tomando ky = 0, obtemos que f,(z,y,z) = Cy(x,z). Como também temos que
fo(z,y,2) = Cp(z,y* + 2%) y™ (solugao da equagao diferencial parcial (4.4)) e estamos
considerando m # 0, segue que f, = 0, o que é absurdo, pois f é um polinomio de grau
n.

Agora, suponha que o cofator K seja identicamente nulo, isto é, f é uma integral
primeira polinomial do sistema (4.1). Logo, f satisfaz a igualdade (4.3), com ko = k; =
ko = k3 = 0. Neste caso, considerando os termos de grau n na igualdade (4.3), com
ko = k1 = ko = k3 = 0, obtemos a equacao diferencial parcial

5 8fnfl 2 8fnfl 8fn afn

Y dy +y 0z +y8x —xay:O.

Resolvendo esta equacao diferencial parcial para f,_ 1, temos que

Ofn
ox

arctan (%) + h(y, 2)x

fn

fn71<x7y7 Z) = Cn*1<x7y2 + 22) + 8y )

onde C,,_; é uma fungao arbitrdria nas varidveis = e y* + 2%, e h(y, z) é dada por (4.6).
Como f,—1 é um polinémio homogéneo, devemos ter df,/0x = 0f,/0y = 0. Assim,

folz,y,2) = cz™, com ¢ € C, pois f, é um polindmio homogéneo de grau n que depende
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apenas da varidvel z. Agora, considerando os termos de grau n — 1 na igualdade (4.3),

com kg = k1 = ko = kg = 0, obtemos

an_ an— an— an— an
Ohes | 0hes | Ofia  Ofa  OF

dy 0z Ox oy 9. 0

Resolvendo esta equacao diferencial parcial para f,_o, temos que

8fn,1 Yy afnfl afn
5 arctan (;) + h(y, 2) (:c o —az- ),

onde C,,_» é uma funcao arbitréria nas varidveis = e y*> + 2% e h(y, z) é dada por (4.6).

fn*Q('rayv Z) = Cn*Q(x7y2 + ZQ) +

Lembrando que f,(z,y,2) = c¢z" e como f, o é um polindmio homogéneo, devemos

resolver a equacao diferencial parcial

Ofn_
x Jn-i —acnzZ"t =0,
Ay
cuja solucao é
yznfl
fn—l(xayaz) = Cn_l(fE,Z) —acn
x

Como f,,_1 é um polinémio homogéneo e estamos assumindo a # 0 (por hipétese) e n > 1,
devemos ter ¢ = 0 e, consequentemente, f, = 0, o que é absurdo, pois f é um polinomio

de grau n.

Portanto, quando a # 0, o sistema (4.1) ndo tem superficies algébricas invariantes

nem integrais primeiras polinomiais. U

4.4 Dinamica do sistema Sprott A quando a > 0 su-

ficientemente pequeno

Em [75], Sprott encontrou um hidden attractor para o sistema (4.1) com a = 1 e
tomando a dérbita com condigao inicial (0,5,0), ja4 que, para estes valores, ele detectou
a presenca de comportamento cadtico no sistema a partir do calculo dos expoentes de
Lyapunov e da dimensao de Lyapunov. Baseados nisto e nos resultados obtidos na secao
anterior, fazemos um estudo analitico/numérico detalhado da dinamica do sistema (4.1)

para a > 0 suficientemente pequeno, ou seja, quando as esferas 2% + y2 + 22 = r?, com
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r > 0, deixam de ser superficies algébricas invariantes e as érbitas heteroclinicas sao

destruidas. Os resultados encontrados estao descritos a seguir.

4.4.1 Persisténcia da estrutura compacta.

Conforme provamos na Segao 4.2, quando a = 0, o sistema (4.1) tem uma reta de
equilibrios dada pelo eixo—z e ha um conjunto de infinitas o6rbitas heteroclinicas do tipo
polo sul — polo norte sobre esferas invariantes concéntricas. Quando a > 0, o sistema (4.1)
nao tem pontos de equilibrio e o eixo—z passa a ser invariante pelo seu fluxo. De fato, se
x =y = 0 no sistema (4.1), entao 2 = —a < 0. Logo, dado uma érbita com condi¢ao inicial
sobre o eixo—z, ela fica inteiramente contida nele e movimenta-se em seu sentido negativo.
Porém, para a > 0 suficientemente pequeno, a estrutura compacta do espaco de fase do
sistema (4.1) é preservada, exceto numa vizinhanga tubular do eixo—z, no seguinte sentido:
dado um ponto no espago de fase do sistema (4.1) suficientemente distante do eixo—z, a

2 com r > 0,

érbita passando por este ponto gira sobre uma das esferas 22 + y? + 22 =r
as quais, por continuidade, preservam sua invariancia com uma pequena deformagao, até
atingir uma vizinhanga tubular do eixo—z, quando entao esta érbita passa a oscilar em
torno do eixo—z em direcao a origem, como pode ser observado nas Figuras 4.3 e 4.4. Isto
vale para tempos positivos e negativos. Este tipo de comportamento dinamico das érbitas
conduz a formacao de toros invariantes e de 6rbitas homoclinicas a um “conjunto limite”

(ou hidden attractor), conforme veremos adiante.

4.2.2 Bifurcacao de uma 6rbita periédica da origem.

Na Secao 4.2, vimos que, para a = 0, a origem é um ponto de equilibrio do tipo
zero-Hopf nao isolado do sistema (4.1). Utilizando a Teoria de Averaging de Primeira
Ordem, mostraremos que quando a > 0 suficientemente pequeno uma érbita periddica
orbitalmente estavel emerge da origem. A seguir apresentamos uma breve introducao

sobre esta teoria. Para mais detalhes, veja [70].

Considere os problemas de valor inicial

X =c Fi(t,x) + e Fy(t, x, €), x(0) = %o, (4.7)

y =¢e9(y), y(0) = xo, (4.8)

com X,y e Xo em algum aberto 2 de R", t € [0,00) e ¢ € (0,¢¢], para algum gy > 0 fixo
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Figura 4.3: Orbita do sistema (4.1) com condicdo inicial sobre a esfera centrada na origem e
de raio r = 0.1. Aqui, @ = 107%. A estrutura de esfera invariante é preservada, exceto numa
vizinhanca tubular do eixo—z.

Figura 4.4: Comportamento da érbita dada pela Figura 4.3 numa vizinhanga tubular do eixo—z.

Ela espirala em torno do eixo—z em diregao a origem para tempos positivos e negativos.
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e suficientemente pequeno. Assuma que F; e Fy sao funcgoes periddicas de periodo T' na

variavel t, e fixe

g(y):%/O Fy(t,y)dt.

Denote por Dy g todas as derivadas primeiras de g e por Dy, g todas as derivadas segundas

de g.

Teorema 15 Assuma que Fy, Dy Fi, Dy F1 e Dy Fy sao continuas e limitadas por uma
constante independente de € em [0,00) x Q X (0,&¢], e que y(t) € Q para t € [0,1/¢].

Entao, valem as sequintes afirmacoes.
1. Parat € [0,1/¢], temos x(t) — y(t) = O(e) quando ¢ — 0.

2. Sep # 0 € um ponto de equilibrio do sistema (4.8) tal que det Dyg(p) # 0, entdo
existe uma solugao periddica ¢(t,e) de periodo T para o sistema (4.7) que estd

prézima de p e tal que ¢(0,¢) — p = O(e) quando € — 0.

3. A estabilidade da solugao periddica ¢(t,e) € dada pela estabilidade do ponto de
equilibrio p.

O teorema anterior esta provado em [23, 78].

Antes de aplicar o Teorema 15 no estudo do sistema diferencial (4.1), temos que

escrever a sua parte linear na origem na forma normal de Jordan. Apds o rescalonamento

de tempo t = =T, onde T é o novo tempo, o sistema (4.1) pode ser reescrito como
T = Y,
y=x+yz, (4.9)
Z=—y*+a.

Agora, escrevendo o sistema (4.9) em coordenadas cilindricas (r, 0, z), onde © = r cosf,
y = r sin @, obtemos

P =rzsin?6,

0 =zsinf cosh+1, (4.10)

2 =a—r?sin’4.
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Considerando a mudanca de varidveis r = e R, z = ¢ Z, onde ¢ = /a > 0, podemos

escrever o sistema (4.10) como

R =¢RZ sin,
0=cZsinb cosf +1, (4.11)
Z = e (1 — R?sin®6).

Tomando € como varidvel independente no sistema (4.11) e fazendo a expansao em série

de Taylor de ordem 2 com relagao a € em torno de 0 em cada uma das equacoes obtidas,

obtemos
Z—? =ecRZ sin?0 + O(£?),
(4.12)
% = (1 - R?sin’f) e + O(e?).

Usando a notagao do Teorema 15, considere

R R Z sin?6
X—( ), t=29, T = 2, F1(9,X)—(1_R28m29>.

1
1 §RZ

g(y) = B

2
/0 Fi(0,y)do = .
1— 3 R?
Lembrando que R > 0, temos que ¢g(y) = 0 tem uma unica solu¢ao dada por p = (R, Z) =
(v/2,0), a qual satisfaz det Dyg(p) = 1 # 0. Entdo, pelo Teorema 15, para £ > 0 suficien-
temente pequeno, o sistema (4.12) tem uma solucao periddica ¢(0,¢) = (R(6,¢), Z(0,¢))
tal que ¢(0,e) — (\/5, 0) quando ¢ — 0. Além disso, os autovalores da matriz Dy g(p)
sao +1. Logo, a solugao periddica obtida é orbitalmente estavel, isto é, qualquer solucao
suficientemente proxima dela permanece suficientemente préxima quando ¢t — co, porém

sem tender para ela.

Voltando para o sistema diferencial (4.1) temos que, para a > 0 suficientemente
pequeno, tal sistema tem uma solucao peridédica de periodo aproximadamente 27 dada
por

z(t) = —(v/2a cost + O(a)),
y(t) = —(v2a sint + O(a)),
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e que tende para a origem quando a — 0.

Portanto, para a > 0 suficientemente pequeno, o sistema (4.1) tem uma drbita
periédica orbitalmente estéavel e de pequena amplitude que emerge da origem. Na Figura

4.5 esta representada esta dérbita e sua coordenada x em funcao do tempo ¢.

0.0154

0.00004—

0.00002— 0.0104

0.005 4

-0.00002—

-0.00004—

~0.005
-0.010

-0.005

-0.010

- 5
1903 -0.010 4

X -0.015 4

(a) (b)

Figura 4.5: (a) Orbita periédica do sistema (4.1) para a = 10* ¢ (b) sua coordenada x em

fungdo do tempo t.

4.4.3 Existéncia de toros invariantes.

Conforme vimos no item anterior, quando a > 0 suficientemente pequeno no sistema
diferencial (4.1), uma drbita periddica orbitalmente estéavel emerge da origem. Esta érbita
periodica, que persiste sob pequenas variagoes do parametro a, tem um papel importante
na dinamica do sistema (4.1). De fato, a partir de um detalhado estudo numérico observa-
se a formacao de uma sequéncia encaixante de toros invariantes em torno dela, como pode

ser visto na Figura 4.6.

Para comprovar a existéncia de tais toros, faremos uso da versao classica do Teo-
rema KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser), o qual fornece um ponto de partida para uma
explicacao da transicao do movimento regular ou quase-periddico para o tipo cadtico
em sistemas Hamiltonianos. Aqui, apresentamos brevemente alguns aspectos da teoria

e enunciamos este resultado sem prova-lo. Para mais detalhes veja, por exemplo, [68],



94

Figura 4.6: Toros invariantes em torno da érbita periédica do sistema (4.1) com a = 10~4.

o Capitulo 15 de [78], o Capitulo 7 de [32] ou o Capitulo 6 de [2]. A seguir, damos a
definicao de sistema Hamiltoniano.

Definigao 12 (Sistema Hamiltoniano) Dizemos que um sistema diferencial em R*"
¢ Hamiltoniano se existe uma funcao analitica nao-constante H : Q) — R, onde ) é um

subconjunto aberto de R™ x R™, tal que

O
X = 8y Xaya
(4.13)
_OH
y_ﬁx Xaya

com (x,y) € R" x R". Além disso, dizemos que H é a fun¢do Hamiltoniana do sistema
(4.13).

Se n = 1, o sistema Hamiltoniano (4.13) é integravel, pois é planar e tem uma
integral primeira dada pela funcao Hamiltoniana H. Pelo Teorema de Liouville-Arnold,
existe uma transformacao (x,y) — (I, ¢), com (I,¢) € U x [0, 27], onde U é um intervalo
aberto de R, tal que, nas novas variaveis I e , o sistema obtido ainda é Hamiltoniano.
Para mais detalhes sobre o Teorema de Liouville-Arnold, veja o Capitulo 14 de [86]. Esta

transformacao conduz ao sistema diferencial

(4.14)
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onde I e ¢ sao chamadas coordenadas a¢ao-angulo. Seja Hy(I) a fungdo Hamiltoniana do
sistema (4.14). Segue que w(/) = 0Hy/01. O sistema (4.14) é facilmente integravel e sua
solugao geral é

I(t) = Io,

p(t) = wlo) t + o,
onde 1(0) = Iy e p(0) = ¢o. Logo, as solugbes do sistema (4.14) sdo retas que, devido a
identificacao da coordenada angular ¢ médulo 27, estao enrolando-se em torno dos toros

mvariantes

T' = {Io} x [0, 27]

com frequéncias (ou velocidade angulares) constantes w(ly), com Iy € U. Assim, todo o
espago de fase do sistema (4.14) é folheado por toros invariantes com fluxo linear, também

chamados de toros de Kronecker.

A frequéncia w com que uma Orbita enrola-se em torno de um toro invariante é

classificada como ressonante ou nao-ressonante de acordo com a seguinte definicao.

Definicao 13 (Ressonancia) Seja T" um toro n-dimensional cujas drbitas enrolam-
se em torno dele com frequéncia w = (w,..., wy). O wvetor frequéncia w € dito res-
sonante (ou racionalmente dependente) se existe k = (ki,...,k,) € Z" \ {0} tal que
kE-w = ((ki,....kn), (w1, ...;wp)) = 0. Caso contrdrio, dizemos que w € nao-ressonante

(ou racionalmente independente).

No caso n = 1, ressonancia implica em que w = 0.

Um toro cujas 6rbitas enrolam-se em torno dele com frequéncia nao-ressonante tem
a propriedade de cada érbita ser densa sobre ele. Mais precisamente, dado um ponto p
sobre um toro nao-ressonante e uma vizinhanga qualquer V), deste ponto, a érbita ¢, que
passa por p voltard a interceptar a vizinhanca V), em um tempo futuro apds sair dela.
Além disso, dado qualquer outro ponto g sobre o toro e uma vizinhanga V, deste ponto,
a Orbita ¢, também interceptara V. Este resultado cldssico remete a Kronecker (o fluxo

sobre um toro nao-ressonante é frequentemente referido como fluxo de Kronecker).

A introducao de variaveis acao-angulo geralmente é feita utilizando uma funcdao ge-
radora S = S(I,y) (veja o Capitulo 10 de [1]). Em geral, nao é possivel encontrar a funcao
geradora S. Porém, essas transformagoes sao especialmente tteis se o sistema (4.13) é

quase-integravel no seguinte sentido. Suponha que a funcao Hamiltoniana H(x,y) do
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sistema (4.13) contenha um parametro € > 0 pequeno e que a introducao de coordenadas

acao-angulo produza o sistema

f:€f(fa<P),

(4.15)
p=w(l)+eg(l ).

Se € = 0, o sistema (4.15) é integrével; se ¢ > 0 suficientemente pequeno, o sistema (4.15)
é dito quase-integravel. Seja
Ho(I) + & Hi(I, ¢) (4.16)

a fungdo Hamiltoniana do sistema (4.15), isto é

OH, 0H, 0H,

Ef(f,so)z—ew(hso) e w(1)+€g(1790)=W(I)HW(L@-

O Teorema KAM garante que muitos dos toros invariantes que existem no caso integravel
e = 0, também existem para o caso € > 0 suficientemente pequeno, mesmo que um pouco

deformados pela perturbacao.

Teorema 16 (KAM) Considere o sistema diferencial (4.15) induzido pela fun¢do Ha-

miltoniana (4.16). Se Hy é ndo-degenerada, isto é,

02 H,
det ( a[;)) £ (),

entdo a maioria dos toros invariantes que existem para o sistema ndo perturbado (¢ =
0) também existem, embora um pouco deformados, para o sistema perturbado (¢ > 0
suficientemente pequeno). Além disso, a medida de Lebesque do complementar do conjunto

dos toros invariantes tende a zero quando € — 0.

Agora, voltemos ao caso do sistema Sprott A. Escrevendo o sistema (4.1) em coor-

denadas cilindricas (7, 0,y), onde = = r cos#, z = r sin 6, obtemos

7=y cosf+ (y* —a) sinb,

! (y sinf — (y? — a) cos®), (4.17)

r

0 =

y = —r(y sinf + cos ).



97

Considerando a mudanca de varidveis r = e R, § = €0, y = 2Y, onde ¢ = a > 0,

podemos escrever o sistema (4.17) como

R=cY cos(¢0) + (2Y? — 1) sin(¢ ©),

O = —% [eY sin(e®) — (e3Y?% — 1) cos(e9)], (4.18)
Y = —§ [€2Y sin(e ©) + cos(e O)] .

Tomando Y como varidvel independente no sistema (4.18) e fazendo a expansao em série

de Taylor de ordem 2 com relagao a € em torno de 0 em cada uma das equacgoes obtidas,

temos que
dR .,
av O(e%),
(4.19)
e 1 )
W = ﬁ + O(&' )

Considere € = 0 no sistema (4.19), temos que o sistema é integravel e, neste caso, a sua

solugao geral é

1
R(Y) = Ry, O(Y) = 2 ¥ + 6y,
0

com R(0) = Ry e ©(0) = 0. Logo, todas as solugbes sao retas que, devido a identificagdo

da coordenada angular © mddulo 27, estao enrolando-se em torno dos toros invariantes
T = {Ry} x [0, 27]

com frequéncias constantes w(Ry) = 1/R%. Deste modo, todo o espago de fase do sistema
(4.19) com € = 0 é folheado por toros de Kronecker. Além disso, as frequéncias das érbitas
que estao enrolando-se em torno destes toros sao nao-ressonantes. Logo, cada érbita é

densa sobre estes toros.
Usando a notacao do Teorema 16, temos que I = R é a variavel de acao e ¢ = O é

a variavel angular. Além disso,

1 0*Hy 2
HO(R):_E € oRz ~  R® #0,

para todo R > 0. Pelo Teorema 16, a maioria dos toros invariantes do caso nao perturbado

(e = 0) sao preservados, embora um pouco deformados, no espago do fase do sistema (4.19)
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para € > 0 suficientemente pequeno. Considerando mudancas de varidveis adequadas,
temos que o sistema inicial (4.1) tem toros invariantes cujas dérbitas sdo densas e giram
de maneira quase-periédica sobre eles, isto é, o comportamento dessas orbitas é regular,
mas nunca se repete exatamente igual. Na Figura 4.7 estao desenhadas uma érbita do
sistema (4.1), para a = 10™*, com condigdo inicial sobre um dos toros invariantes e sua

coordenada x em funcao do tempo t.
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Figura 4.7: (a) Orbita do sistema (4.1) com condicdo inicial sobre um dos toros invariantes
do sistema e (b) sua coordenada x em funcao do tempo ¢. Note que o movimento da 6rbita é

quase-periédico sobre o toro invariante. Aqui a = 1074,

Reunindo os resultados obtidos nas Subsecoes 4.4.2 e 4.4.3, provamos o seguinte

teorema.

Teorema 17 Quando a > 0 suficientemente pequeno, uma orbita periddica orbitalmente
estavel emerge de um ponto de equilibrio do tipo zero-Hopf nao isolado localizado na
origem do sistema (4.1) para a = 0. Em torno desta orbita periddica, forma-se uma
sequéncia encaixante de toros invariantes, cujas orbitas sao densas e movem-se quase-

pertodicamente sobre eles.

O teorema anterior confirma o que é dito em [78] (pdg. 244), que em torno de uma
orbita periddica orbitalmente estavel hé toros invariantes nos quais as 6rbitas movimentam-
se quase-periodicamente. A érbita periddica persiste sob pequenas variagoes do parametro
a > 0. Porém, conforme aumentamos o valor de a no sistema (4.1), um ntimero cada vez

maior de toros invariantes sao “destruidos”, sendo aqueles que estao numa vizinhanca da
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orbita periodica os que mais resistem a estas perturbacoes. Na Figura 4.8 temos uma
esfera invariante do sistema (4.1) para a = 0, que transforma-se em um toro invariante
para a = 107% e tal toro persiste para a = 1072, Observe que estes toros nao sao su-
perficies algébricas, pois provamos no Teorema 14 que o sistema (4.1) nao tem superficies
algébricas invariantes para a # 0. Devido a destruicao de alguns toros invariantes, uma
regiao “turbulenta” de atragao/repulsao é formada englobando os toros invariantes restan-
tes, a qual conduzird a criacao de uma estrutura homoclinica no espaco de fase do sistema
(4.1) para a > 0 suficientemente pequeno. Para escolhas adequadas do parametro a > 0,
é possivel detectar comportamento caético no sistema (4.1) (veja [61, 75]) e, consequen-
temente, um hidden attractor é formado nesta regiao. Nas proximas subsecoes veremos

com mais detalhes a formacao da estrutura homoclinica e do hidden attractor.
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Figura 4.8: Orbita do sistema (4.1) com condicio inicial (0.04,0,0) para (a) a = 0, (b) a = 106
e (c) a = 1072, A esfera invariante (a) transforma-se em um toro invariante (b), que persiste

conforme o valor de a aumenta (c).

Na Figura 4.9, temos a se¢ao de Poincaré do sistema (4.1) numa vizinhanga da érbita
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periddica, para a = 0.01, a = 0.25 e a = 0.4. Em todos os casos foram consideradas as
mesmas condigoes iniciais e cada uma delas estd representada com uma cor diferente.
Note que a Figura 4.9 comprova a existéncia de uma sequéncia encaixante de toros in-
variantes em torno da drbita periddica, representada por um ponto fixo no centro das
curvas fechadas, que representam os toros invariantes. Conforme o valor do parametro
a aumenta, a quantidade de curvas fechadas diminui, sendo aquelas mais préximas do
ponto fixo (érbita periédica), as que mais persistem as variagoes de a. Além disso, um
novo tipo de comportamento é observado na dinamica do sistema (4.1) para a = 0.25 e
a = 0.4 (Figuras 4.9 (b) e (c), respectivamente). Aparecem cinco pequenos “loops” em
torno das curvas fechadas formados pela mesma orbita, como a cor sugere, para a = 0.25.
O mesmo é verdade para a = 0.4, no qual aparecem sete pequenos “loops” . As regides
determinadas por tais “loops” sao chamadas de ilhas. Conforme observa-se nas Figuras
4.9 (b) e (c), estas ilhas s@o cercadas por um “mar” de 6rbitas que movimentam-se de
maneira aleatéria. Isto evidencia o comportamento complicado do sistema (4.1) para estes
valores do parametro a: no espaco de fase do sistema h& regioes com Orbitas regulares
e regioes densamente preenchidas por orbitas sem evidéncia de regularidade. Portanto,
para valores adequados de a no sistema (4.1), a secao de Poincaré releva que, no entorno
dos toros invariantes, ha um mar de 6rbitas com movimento aparentemente aleatorio cer-
cadas por pequenas ilhas de érbitas com comportamento regular. Para a = 0.4 (Figura
4.9 (c)), estas ilhas sdo menores e uma anélise mais detalhada é necessaria para faze-las

mais aparentes, veja a Figura 4.10.

4.4.4 Formagao de uma estrutura homoclinica.

Considere uma érbita do sistema (4.1), para a > 0 suficientemente pequeno, com
condicao inicial suficientemente distante da orbita periddica descrita na Subsecao 4.4.2.
Conforme vimos na Subsecao 4.4.1, para tempos positivos e negativos, essa érbita gira
sobre uma esfera (centrada na origem e de raio suficientemente grande), que preserva
sua invariancia com uma pequena deformacao, e, em seguida, passa a oscilar em torno
do eixo—z em direcao a origem (Figuras 4.3 e 4.4). Por fim, ela tenderd para a regiao
“turbulenta” proveniente da destruicao de toros invariantes, que descrevemos na Subsecao
4.4.3, conforme pode ser visto na Figura 4.11 (a). Deste modo, dizemos que hd um
conjunto limite que envolve os toros invariantes e que, conforme mostraremos adiante,
quase todas as drbitas do espago de fase do sistema (4.1), com a > 0 suficientemente

pequeno, tendem para este conjunto quando ¢ — 4+0c0. A uniao de dérbitas com condi¢oes
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Figura 4.9: Secao de Poincaré do sistema (4.1) numa vizinhanga da 6rbita periédica para (a)
a=0.01, (b)) a=025¢ (c) a=0.4.

0.54

0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1

Figura 4.10: Ilhas existentes na se¢do de Poincaré do sistema (4.1) para a = 0.4 (Figura 4.9

())-
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iniciais sobre a mesma esfera e tendendo para o conjunto limite forma uma estrutura que

se assemelha a uma “maga”, como pode ser observado na Figura 4.11 (b).
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0.6+
0.4
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~0.24] ~027

~0.4-]
-0.6+
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-0.4-
-0.6
-08

(a) (b)

Figura 4.11: (a) Orbita do sistema (4.1) com condicdo inicial (0,1,0). (b) Estrutura de “maca”
formada pelas érbitas com condicGes iniciais sobre a esfera 22 4y + 22 = 1. Em ambos os casos,

as 6rbitas tendem para o conjunto limite (vermelho) quando t — 4o0. Aqui, a = 1074,

Podemos observar que o sistema (4.1) apresenta as seguintes simetrias: (x,y, z,t) —
(—z, —y, z,t) — rotacdo de 180° em torno do eixo—z que preserva o tempo; (x,y, z,t) —
(x,—y,—z,—t) — rotagao de 180° em torno do eixo—z de tempo reversivel; e (z,vy, z,t) —
(—z,y,—z,—t) — rotagao de 180° em torno do eixo—y de tempo reversivel. Estas rotagoes
podem ser observadas na Figura 4.12 a partir das projecoes da érbita com condicao inicial
(0,1,0) (Figura 4.11 (a)) nos planos coordenados. Devido a estas simetrias, temos que as
orbitas tendem para o mesmo conjunto limite quando ¢ — £o00. Por este motivo, dizemos

que as Orbitas sao homoclinicas ao conjunto limite.

Na Figura 4.13 estd ilustrada a dérbita do sistema (4.1) com condigao inicial (0,5, 0)
para diferentes valores do parametro a > 0, mais especificamente, a = 107*, a = 1072,
a = 0.1, a = 0.25 e a = 0.4. Para cada valor de a, esta érbita é homoclinica a um
conjunto limite especifico. Conforme o valor do parametro a aumenta, o conjunto limite
expande-se e, para a = 0.4, ha indicios de que este conjunto torna-se um hidden attractor,

como veremos na proxima subsecao.

4.4.5 Surgimento de um hidden attractor para a < 1.

Em [75], Sprott encontrou um hidden attractor para o sistema (4.1) com a = 1 e
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Figura 4.12: Projegao da érbita do sistema (4.1) com condicao inicial (0,1,0) (Figura 4.11 (a))
no (a) plano—zy, (b) plano—xz e (c¢) plano—yz. Note que em (a) e em (¢) ocorre uma rotacao em
torno do eixo—y invertendo o tempo; e em (b) uma rotacao em torno do eixo—z preservando o
tempo e em torno do eixo—z invertendo o tempo. Aqui, as rotacdes sdo de 180° e a = 10~ no
sistema (4.1).

tomando a érbita com condicao inicial (0,5,0). Considerando essa mesma Orbita, temos
que o sistema (4.1) possui um hidden attractor para a < 1, mais precisamente para
a=04.

Vimos que, conforme o valor do parametro a aumenta, alguns toros invariantes sao
destruidos e forma-se uma regiao “turbulenta” que envolve os toros invariantes restantes.
Para a > 0 suficientemente pequeno, a érbita com condicao inicial (0,5,0) é homoclinica
a um conjunto limite, que expande-se conforme o valor de a aumenta, como pode ser
visto na Figura 4.13. Finalmente, para a = 0.4 (Figura 4.13 (e)), ha indicios de que o
sistema (4.1) apresenta comportamento cadtico e que, desta maneira, o conjunto limite
evolui para um hidden attractor. De fato, a se¢do de Poincaré do sistema Sprott A para
a = 0.4, Figura 4.10, ja evidenciava o comportamento complicado do sistema para este
valor de parametro. Uma importante ferramenta para verificar se um sistema diferencial
apresenta comportamento cadtico é o célculo dos expoentes de Lyapunov, que medem a
separacao de duas orbitas com condigoes iniciais suficientemente proximas, e da dimensao
de Lyapunov, que avalia a dimensao fractal do sistema a partir do espectro dos expoentes
de Lyapunov. Utilizando o algoritmo descrito em [71], ao calcularmos os expoentes de

Lyapunov LFE;, para ¢ = 1,2,3, e a dimensao de Lyapunov D da oérbita com condicao
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Figura 4.13: Orbita com condicio inicial (0,5,0) para (a) a = 1074, (b) a = 1072, (¢) a = 0.1,
(d) a =0.25 ¢ (e) a = 0.4. O conjunto limite (vermelho) expande-se e evolui para um hidden

attractor.
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inicial (0, 5,0) para a = 0.4, obtemos
LFy =0.0219, LFE,~0, LE3=—-0.0219 e Dp=2.9908.

De acordo com [71], como LE; > 0, LE;, =0, LE; < 0 e 2 < Dy < 3, entao o sistema

(4.1) apresenta comportamento caético para esse valor do parametro a.

Na Figura 4.14 esta representada a coordenada x em funcao do tempo t de duas
solugbes do sistema (4.1) com condigdes iniciais muito préximas, dadas por (0,5,0) e
(0,5.0001,0), para a = 0.4. Observe que elas divergem exponencialmente conforme o

valor de t aumenta, evidenciando dependeéncia sensivel com relagao as condigoes iniciais.

Também hé indicios de comportamento cadtico no sistema (4.1) para outros valores

do parametro a < 1, por exemplo, para a = 0.55.

0 o AN o oA o £ A . A A r\ll I\A £
T T v 'ARARY v
100 200 30%

X
—
-
a

Figura 4.14: Coordenada = em fungao do tempo ¢ de duas érbitas do sistema (4.1) com condigdes
iniciais (0,5,0) (vermelho) e (0,5.0001,0) (azul) para a = 0.4, mostrando dependéncia sensivel

com relacao as condigoes iniciais.

Logo, para valores adequados do parametro a, as érbitas do sistema (4.1) que sdo
homoclinicas a um conjunto limite passam a ser homoclinicas a um hidden attractor, como
podemos observar nas Figuras 4.13 (e) e 4.15. Além disso, existem toros invariantes no
espago de fase do sistema (4.1) com a = 0.4, isto é, o hidden attractor coexiste com estes
toros invariantes, como pode ser visto na Figura 4.16. Esse mesmo fato foi observado em
[28] para a = 1. Desse modo, observa-se a coexisténcia de componentes conservativos com

componentes dissipativos no sistema (4.1).
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Figura 4.15: Orbitas do sistema (4.1) com condicdes iniciais sobre as esferas de raios r = 10
(vermelho), r = 20 (azul) e r = 30 (verde), para a = 0.4. Estas érbitas sao homoclinicas ao
hidden attractor. Note que a estrutura compacta esférica é preservada por continuidade, longe

do eixo—z.

4.5 Estudo do sistema Sprott A no infinito

Para melhor entender a dinamica complicada do sistema Sprott A, realizamos uma
analise global de suas orbitas, incluindo o estudo da dinamica no infinito via compacti-
ficagdo de Poincaré (veja Apéndice A). Deste modo, conseguimos determinar o compor-
tamento do sistema sobre a fronteira S? da bola de Poincaré e numa vizinhanca dela. Os

resultados obtidos estao resumidos no seguinte teorema.

Teorema 18 Para qualquer valor do parametro a € R, o retrato de fase do sistema
(4.1) na fronteira S* da bola de Poincaré (no infinito) é mostrado na Figura 4.17: existe
uma grande circunferéncia formada por pontos de equilibrio e um conjunto de infinitas
orbitas heteroclinicas conectando pares destes pontos de equilibrio. Além disso, para a > 0
suficientemente pequeno, existem orbitas de grande amplitude que sao homoclinicas ao

conjunto limite descrito no item (d) da se¢do anterior.

O Teorema 18 sera provado no decorrer desta secao.
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(c) plano—zxz

Figura 4.16: (a) Orbitas do sistema (4.1), para a = 0.4, com condi¢des iniciais sobre um dos
toros invariantes (azul) e no hidden attractor (vermelho) e suas projecoes (b) no plano—zy e (c)

no plano—xz.
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Figura 4.17: Dinamica do sistema (4.1) sobre a fronteira S? da bola de Poincaré (no infinito):
grande circunferéncia de equilibrios (vermelho) e érbitas heteroclinicas conectando pares destes

pontos de equilibrio.

A expressao do sistema (4.1) na carta local U é

c o .2
21 = —R{R3 — 21 R — 23,
Zo = —21 2223 + Z% — GZ;>2,, (4.20)
Z"g = —21 232)

O sistema (4.20) restrito ao plano invariante z3 = 0, que corresponde aos pontos na

fronteira S? da bola de Poincaré, é dado por

Z1 = 21 %2,
: (4.21)

Zg = 27.
O eixo—z; é uma reta de equilibrios do sistema (4.21) e os autovalores da parte linear do
sistema (4.21) nestes pontos de equilibrio sdo 0 e —z,. Considerando o sistema (4.21) em
coordenadas polares, a partir da mudanca de variaveis z; = r cosf, zo = rsin ), podemos
escreve-lo como

r =0,

0 = rcosb.

Logo, o fluxo do sistema (4.21) é constante na dire¢ao radial e as érbitas giram no sentido
anti-horario para —m/2 < 6 < 7/2 e no sentido horario para 7/2 < 6 < 37 /2. O retrato
de fase do sistema (4.21) pode ser visto na Figura 4.18 (a).



109

O fluxo do sistema (4.1) na carta local V; coincide com o seu fluxo na carta local
U; multiplicado por —1. Logo, o retrato de fase do sistema (4.1) em Vj restrito ao plano

invariante z3 = 0 é dado pela Figura 4.18 (a), invertendo o sentido das dérbitas.

A expressao do sistema (4.1) na carta local U, é dada por

2:’1:22%234—21224‘23,
Py =212023+ 25 —azi+1, (4.22)
23 = Z3 (2’1 Z3 + 2’2).

Considere o sistema (4.22) restrito ao plano invariante z3 = 0. O sistema restrito nao tem
pontos de equilibrio. Note que 2y > O para z; > 0e 2 >0o0uz <0ez<0; 2, =0
sobre o0s eixos—2z; € zo9; € 21 < 0 para z; < 0e zp > 0ou 2z, > 0e 2z, < 0. Logo, o fluxo
deste sistema na diregao do eixo—z; é crescente no 1° e 3° quadrantes; constante sobre os
eixos—z; e zq; e decrescente no 2° e 4° quadrantes. Além disso, 2, > 0 no sistema restrito.
Entao, o fluxo é sempre crescente na direcao do eixo—z5. O retrato de fase do sistema

(4.22) restrito ao plano invariante z3 = 0 ¢ mostrado na Figura 4.18 (b).

O fluxo do sistema (4.1) na carta local V, restrito ao plano invariante z3 = 0 também

é dado pela Figura 4.18 (b), invertendo o sentido das drbitas.

A expressao do sistema (4.1) na carta local U é dada por

=225 4 az 22+ 2z,
Py = —23 daz 2k — 2 23 — 29, (4.23)
Z3 =23 (—23 +azd).

Considere o sistema (4.23) restrito ao plano invariante z3 = 0. O eixo-z; é uma reta de
equilibrios do sistema restrito e os autovalores da parte linear do sistema nestes pontos
de equilibrio sao 0 e —1. Note que 2; > 0 para z; < 0; 2; = 0 sobre o eixo—z; e
%1 < 0 para z; > 0. Logo, o fluxo deste sistema na direcao do eixo—z; é crescente para
z1 < 0, constante sobre o eixo—zo e decrescente para z; > 0. Além disso, 25 > 0 para
29 < 0 e 29 <0 para z5 > 0. Entao, o fluxo na direcao do eixo—z, é crescente para zo < 0,
decrescente para zo > 0, e as orbitas tendem para o eixo—z;, que é uma reta de equilibrios,
quando t — oo. O retrato de fase do sistema (4.23) restrito ao plano invariante z3 = 0 é

mostrado na Figura 4.18 (c).

O fluxo do sistema (4.1) na carta local V3 restrito a z3 = 0 também é dado pela

Figura 4.18 (c¢), invertendo o sentido das drbitas.
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Figura 4.18: Retrato de fase do sistema (4.1) nas cartas locais Uy, Uz e Us restritas ao plano

invariante z3 = 0.

Considerando o estudo feito nas cartas locais U; e V;, com ¢ = 1,2, 3, restritas ao
plano invariante z3 = 0, obtemos a dinamica do sistema (4.1) sobre a fronteira S da bola
de Poincaré (ou seja, no infinito), que é mostrado na Figura 4.17. Existe uma grande
circunferéncia de equilibrios sobre S? e um conjunto de infinitas érbitas heteroclinicas
conectando pares destes pontos de equilibrio. Note que o fluxo do sistema (4.1) no infinito
nao depende do parametro a € R. Logo, o conjunto de érbitas heteroclinicas sobre S?
existe para todos os valores de a, mesmo quando o sistema (4.1) apresenta comportamento

cadtico.

Quando a > 0 pequeno, quase todas as 6rbitas do sistema (4.1) sdo homoclinicas ao
conjunto limite descrito na Subsecao 4.4.4, incluindo aquelas que estao numa vizinhanca
da fronteira S? da bola de Poincaré (infinito). De fato, considerando o fluxo do sistema
(4.1) na carta local Us, dado pelo sistema (4.23), o eixo—z; ¢ uma reta de equilibrios e todas
as Orbitas sobre o plano invariante z3 = 0 tendem para estes pontos de equilibrio quando
t — 00, como mostrado na Figura 4.18 (¢). Além disso, o eixo—z3 (que corresponde ao
eixo—z em R3) ¢ invariante pelo fluxo do sistema compactificado na carta local Us e a 6rbita
com condicdo inicial sobre ele segue em seu sentido positivo (sentido negativo do eixo—z
em R3, veja Figura 5.1 do Apéndice A), pois 23 = a z5 > 0, j4 que estamos considerando
a > 0e z3 > 0 (que corresponde aos pontos no interior da bola de Poincaré, isto é, o
R3, veja Apéndice A). Logo, de acordo com o estudo apresentado na se¢ao anterior e pela
continuidade do fluxo, as érbitas numa vizinhanca 0 < z3 < €, com £ > 0 suficientemente

pequeno, do plano invariante z3 = 0 vao em direcao ao eixo—z3 e, numa vizinhanca tubular
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deste eixo, oscilam em torno dele em seu sentido positivo, como ilustrado na Figura 4.19
(a). O mesmo ¢é verdade na carta local V3, invertendo apropriadamente o sentido das
érbitas (veja Figura 4.19 (b)). Assim, quase todas as 6rbitas no espaco de fase do sistema
(4.1), incluindo aquelas numa vizinhanca do infinito (ou seja, com grande amplitude),
sao homoclinicas ao conjunto limite descrito na Subsecao 4.4.4. Isto finaliza a prova do

Teorema 18.

(a) Carta local Us (b) Carta local V3

Figura 4.19: Fluxo do sistema (4.1) numa vizinhanga interior da fronteira S? da bola de Poincaré

nas cartas locais Uz e V3.

A Figura 4.20 mostra esquematicamente a dinamica global do sistema Sprott A
quando a > 0 pequeno: suficientemente longe da origem quase todas as dOrbitas sao
homoclinicas ao conjunto limite, incluindo aquelas numa vizinhanca da fronteira S? da

bola de Poincaré.

Figura 4.20: Dinamica global do sistema Sprott A quando a > 0 pequeno.



CAPITULO

5

Conclusoes

Conforme vimos neste trabalho, o estudo de superficies algébricas invariantes em
sistemas diferenciais polinomiais em R? é um tépico importante na Teoria Qualitativa
das Equagoes Diferenciais Ordindrias, uma vez que elas podem ser usadas como uma
ferramenta para melhor compreender a dinamica de sistemas diferenciais que, em geral,

apresentam comportamento muito complicado.

No Capitulo 2, estudamos a realizagao de sistemas diferenciais quadréticos com o
numero maximo de planos invariantes, levando-se em consideracao a multiplicidade destes
planos e sem considerar o plano no infinito, e a existéncia de integrais primeiras nestes

sistemas. Os resultados apresentados naquele capitulo foram reunidos no preprint:

LLIBRE, J., MEssias, M., REINOL, A. C. Quadratic polynomial differential systems in

R3 having invariant planes with total multiplicity nine. Preprint (2017).

Os resultados apresentados no Capitulo 2 sao puramente algébricos e fornecem um ponto
de partida para o estudo dinamico de sistemas diferenciais quadraticos com planos inva-
riantes. De fato, como foi observado no decorrer do capitulo, do ponto de vista dinamico,
o que importa é o nimero de planos invariantes distintos que esses sistemas possuem.
Deste modo, seria interessante estudar a realizacao de todos os casos com planos invari-
antes distintos, levando-se em consideragao as posicoes relativas destes planos. Esta nao é
uma tarefa facil, visto que o ntimero de casos a se considerar aumenta exponencialmente
conforme aumentamos o nimero de planos invariantes distintos no sistema. No Capitulo
2, fornecemos exemplos para vinte e trés das trinta configuragoes possiveis para siste-
mas diferenciais quadraticos com nove planos invariantes, levando-se em consideracao a
multiplicidade destes planos, veja Tabelas 2.2 — 2.6. Porém, fica em aberto a questao da
realizagao (ou ndo) das sete configuragoes restantes. Dado o grande niimero de parametros
envolvidos nos calculos, acreditamos que estes casos sejam realizaveis, mas isso deve ser

provado.
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No Capitulo 3, apresentamos de forma mais detalhada os resultados que obtivemos
em [45] e em [60]. Neste capitulo, fornecemos as formas normais de todos os sistemas
diferenciais polinomiais definidos em R3 com uma quddrica como superficie algébrica in-
variante e aplicamos os resultados obtidos no famoso sistema de Chen. Em seguida, estu-
damos a integrabilidade de sistemas diferenciais quadraticos com uma superficie algébrica
invariante dada por um paraboloide eliptico, verificando a existéncia de integrais pri-
meiras, fatores exponenciais, invariantes de Darboux e multiplicadores de Jacobi inverso.
Além disso, caracterizamos todas as configuracoes possiveis de paralelos e meridianos in-
variantes sobre o paraboloide invariante e fazemos um estudo da dinamica global (érbitas
finitas e no infinito) de uma classe de sistemas diferenciais quadraticos com um parabo-
loide invariante. Por fim, consideramos o caso em que o sistema de Rabinovich possui
um paraboloide invariante e fizemos um estudo detalhado de sua dinamica sobre esta
superficie. Vale ressaltar que um estudo andlogo ao feito neste capitulo para sistemas
diferenciais quadraticos com um paraboloide invariante, pode ser realizado para sistemas
com outros tipos de quadricas como superficies algébricas invariantes, dadas as formas
normais apresentadas nos Teoremas 3 e 4. De fato, esse ¢ um caminho interessante de estu-
dos, que tem por objetivo utilizar os resultados algébricos obtidos no estudo da dinamica

dos sistemas.

No Capitulo 4, estudamos as consequéncias dinamicas no espago de fase de um
sistema diferencial folheado por superficies algébricas invariantes quando estas deixam
de ser invariantes pelo fluxo do sistema. Para tal, foi feito um estudo da dinamica e
integrabilidade do sistema Sprott A, que depende do parametro real a e apresenta com-
portamento cadtico, embora nao tenha pontos de equilibrio, para valores adequados de a.
Vimos que, para a = 0, este sistema possui uma reta de equilibrios dada pelo eixo—z e,
devido a existéncia de uma integral primeira polinomial, o seu espaco de fase é folheado
pelas esferas invariantes z2 + y? + 22 = 72, com r > 0, formadas por um conjunto de
infinitas 6rbitas heteroclinicas do tipo polo sul - polo norte. Provamos que, para a # 0,
o sistema Sprott A nao possui superficies algébricas invariantes nem integrais primeiras
polinomiais. Utilizando a Teoria de Averaging e o Teorema KAM provamos que, quando
a > 0 suficientemente pequeno, uma orbita periédica orbitalmente estavel emerge de um
ponto de equilibrio do tipo zero-Hopf nao isolado localizado na origem e que, em torno
dela, forma-se uma sequéncia encaixante de toros invariantes, cujo mais externo deles é
englobado por uma regiao “turbulenta” de atragao/repulsao que conduz a uma estrutura

homoclinica das d6rbitas no espaco de fase do sistema. Deste modo, observamos que estes
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fatos tem um papel importante na existéncia de um hidden attractor no sistema Sprott
A. Neste capitulo, exibimos de forma mais detalhada os resultados que obtivemos em [61]
e constatamos analiticamente alguns dos fenomenos observados (numericamente) naquele

artigo. Os resultados originais apresentados neste capitulo foram reunidos no preprint:

Messias, M., REINOL, A. C. Analytical results on the existence of periodic orbits and
invariant tori in the Sprott A system. Preprint (2017).

Em [27], além do sistema Sprott A, os autores listaram outros 16 exemplos de sis-
temas diferenciais quadraticos, os quais chamaram de NE; — NE;;, dependendo de um
parametro real a e apresentando comportamento cadtico sem ter pontos de equilibrio.
Em estudos preliminares, verificamos que alguns destes sistemas (mais precisamente,
NEg, NEg e NEg) possuem uma dinamica muito semelhante a do sistema Sprott A, com
existéncia de uma reta de equilibrios dada por um dos eixos coordenados e de uma es-
trutura compacta formada por infinitas érbitas heteroclinicas conectando pares destes
equilibrios quando a = 0, bifurcacdo de uma o6rbita peridédica de um equilibrio do tipo
zero-Hopf localizado na origem e, para valores adequados do parametro a, observa-se
a existéncia de um hidden attractor, que coexiste com toros invariantes. Os resultados

obtidos deste estudo estao sendo sistematizados para compor um capitulo do livro:

Nonlinear Dynamical Systems with Self-Fxcited and Hidden Attractors. Series: Studies in
Systems, Decision and Control (SSDC) by Springer-Verlag, Germany (Series Ed.: Kac-
przyk, Janusz). Book Editors: Viet-Thanh Pham, Sundarapandian Vaidyanathan, Chris-

tos Volos, Tomasz Kapitaniak.

Todos os calculos e figuras envolvendo simulagdes numéricas apresentados neste
trabalho foram feitos utilizando o software Maple 16, exceto os calculos dos expoentes
de Lyapunov e dimensao de Lyapunov da Subsecao 4.4.5 do Capitulo 4, que foram feitos

utilizando o software Mathematica 10.
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Apéndice A — Compactificacio de Poincaré em R’

Seja X o campo vetorial polinomial associado ao sistema diferencial

jjl - P1<.T1,.§U2,.§U3),
j?2 - P2($1,$2,$3), (51)

i3 = P3(xy, 79, 13),

onde P' € R[zy,xs, w3, para i = 1,2,3. O grau do sistema (5.1) (ou do campo vetorial
X) é definido como sendo n = max{grau(P?); i = 1,2, 3}.

Assim como qualquer sistema diferencial polinomial, o sistema (5.1) pode ser anali-
ticamente estendido para um sistema diferencial definido em uma bola fechada D? de raio
um e centrada na origem de R?, cujo interior é difeomorfo a R? e sua fronteira, a esfera
bidimensional S? = {(z1, z2, ¥3) € R?®; 23422+ 23 = 1}, é invariante pelo fluxo do sistema
e corresponde aos pontos no infinito. A bola fechada D? é chamada de bola de Poincaré e
sua fronteira S? de esfera de Poincaré, pois a técnica utilizada para obter essa extensao do
sistema diferencial (5.1) é a compactificacdo de Poincaré, que esté descrita em detalhes em
[10, 77]. Aqui, apresentamos um sumério da compactificagdo de Poincaré para sistemas

diferenciais polinomiais definidos em R3. O mesmo foi feito em [22, 40, 41, 42].

Sejam S® = {y = (y1, 2, y3, ya) € RY; ||y|| = 1} a esfera unitdria em R* S, = {y €
S ys >0} eS_ = {y € S% y4 < 0} os hemisférios norte e sul de S*, respectivamente.

Identifiquemos o espago tangente a S* no ponto (0,0,0,1) com R?, isto é,
T(o,o,o,l)S3 = {(z1, 9, w3, 1) € RY; (@1, T2, x3) € Rg}-
Considere as projecoes centrais

fr R = T(o,o,o,l)Sg — Sy € fo R = T(o,o,o,l)Sg =S,

definidas por fy = +(x1, o, 3,1)/Az, onde z = (11,29, 23) € R3e Az = (1 + Z?Zl x?)l/Q.
Através destas projecoes centrais, R? é identificado com o hemisfério norte e o hemisfério
sul de S?. O equador de S? ¢ S? = {y € R%; y, = 0}. Observe que S? pode ser claramente

identificado com o infinito de R3.

As projecoes f. e f_ determinam duas cépias de X em S®: uma Df, o X no

hemisfério norte e outra D f_ o X no hemisfério sul. Denote por X o campo vetorial em
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S3\'S? =S, US_ que restrito a S; coincide com D f; o X e restrito a S_ coincide com
Df_oX.

O campo vetorial X(y) pode ser analiticamente estendido para toda a esfera S*
através da multiplicacdo pelo fator positivo g7 !, onde n é o grau de X. Assim, obtemos
o campo vetorial estendido p(X)(y) = 5 ' X(y), que é chamado de compactificacio de

Poincaré de X em S3.

Como S? é uma variedade diferencidvel, para calcular a expressao de p(X’), podemos
considerar oito cartas locais (U;, F}), (Vi, G;), parai = 1,2, 3,4, onde U; = {y € S3; y; > 0}
eV, = {y € $3 y; < 0} e os difeomorfismos F; : U; — R3 e G; : V; — R? sdo as
aplicacoes inversas das projecoes centrais da origem aos hiperplanos tangentes a S® nos
pontos (£+1,0,0,0), (0,£1,0,0), (0,0,41,0) e (0,0,0, £1), respectivamente.

Facamos os calculos para a obtencao da expressao de X na carta local U;. Suponha
que a origem de R*, o ponto (yi,ys2,y3,y4) € S* e o ponto (1,21, 22,23) € T(1,000)S®
sejam colineares. Entdo, temos que 1/y; = 21/y2 = 22/ys = 23/ys e, consequentemente,

Fi(y) = (y2/v1, ys/y1, ya/y1) = (21, 22, 23) define as coordenadas em U;. Como

—y/y? Yy 0 0
DF(y)= | —y/yi 0 1/ 0
—?/4/9% 0 0 1/yl

eyt = (23/Az)" !, o campo vetorial analitico p(X) é escrito como

ﬁ (-2 P'+ P2 — P'+ P% —z PY) |
4

onde P' = P (1/z3, 21/23, 22/23).
De maneira andloga, podemos deduzir as expressoes de p(X') nas cartas Uy e Us, que
sao dadas por
23 2 1 2 3 2
—— (= P+ P, —2, P°+ P°, —23 P7),
(AZ)n_l ( 1 2 3 )
onde P' = P'(z/z3, 1/23, 22/23) em Uy, e

n
<3

W (—ZIP3+P17 —22P3—|—P2, —Z3P3)7

onde P = P (z/z3, 29/23, 1/23) em Us.
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A expressio de p(X) na carta Uy é 237 (P!, P?, P?), onde P’ = P (2, 29, 23). Por
simetria, as expressoes para p(X) nas cartas locais V;, para i = 1,2,3,4, sdo as mesmas

que nas cartas U;, multiplicadas por (—1)""1, onde n é o grau de X.

Quando trabalhamos com a expressao do campo vetorial compactificado p(X) nas
cartas locais, geralmente omitimos o fator 1/(Az)"!. Fazemos isso a partir de um resca-

lonamento de tempo, ja que Az > 0.

Usualmente, considera-se a projegao ortogonal do campo vetorial compactificado
p(X) do hemisfério norte fechado S, = {y € S$* : y4 > 0} em y, = 0. Tal projecao
consiste de uma bola fechada D? centrada na origem de R* e de raio um, cujo interior é
difeomorfo a R? e cuja fronteira S? corresponde aos pontos de R no infinito. Assim, p(X)
fica definido na bola fechada D?, de tal maneira que a fronteira S? é invariante pelo fluxo
de p(&X).

Todos os pontos sobre a esfera invariante S? no infinito nas coordenadas (21, 22, 23)
de cada uma das cartas locais U; e V; tém z3 = 0. Os pontos no interior da bola de
Poincaré D3, que correspondem aos pontos em R3, sdo dados nas cartas locais Uy, Us e
Us por z3 > 0 e nas cartas locais Vi, V5 e V3 por z3 < 0. Veja a Figura 5.1 para uma

ilustracao da esfera de Poincaré S? e as cartas locais U; e V; com suas orientacoes.

Figura 5.1: Cartas locais U;, i = 1,2, 3, usadas para desenhar o retrato de fase do sistema

(5.1) na esfera de Poincaré S?. As cartas V;, i = 1,2, 3, sao diametralmente opostas a Uj.



