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Resumo

A generalizacao da gravitagao em 2+1 dimensoes através da inclusao de termos
de ordem superior da origem a uma série de questoes interessantes. O mesmo nao
ocorre na gravitagao de Einstein, que é uma teoria covariante sem graus de liberdade
dinamicos — uma peculiaridade, alids, que a torna insipida e inodora. O estudo das
propriedades de uma particula movendo-se em um plano, no contexto da gravitagao
de ordem superior, origina alguns efeitos novos e interessantes como, por exemplo,
a geracao de trés regimes de interagao — gravitacao, antigravitacao e blindagem
gravitacional — entre dois bdsons massivos pela troca de um graviton. Além do
mais, o angulo de deflexao do féton, ao contrario da teoria de Einstein, depende
do parametro de impacto. Por outro lado, a grande desvantagem em usar a versao
linearizada da teoria de Einstein para descrever a gravidade ao redor de uma corda
césmica é que ela leva a alguns efeitos indesejdveis, como por exemplo: (i) auséncia
de forga gravitacional no limite nao-relativistico; (7i) deflexdo gravitacional inde-
pendente do parametro de impacto. Surpreendentemente, a cura para esses males
¢é obtida pela substituicao da gravitacao linearizada por sua correspondente versao

de ordem superior. Essas questoes serao tratadas aqui.

Palavras-Chave: Cordas césmicas; gravitacao de ordem superior; unitariedade;

gravitagao planar; deflexao gravitacional, regimes gravitacionais.

Areas do conhecimento:1.05.03.01-3
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Abstract

The possibility of generalizing gravity in 2+1 dimensions to include higher-
derivative terms, thereby allowing for a dynamical theory, opens up a variety of new
interesting questions. This is in great contrast with pure Einstein gravity which is
a generally covariant theory that has no degrees of freedom — a peculiarity that, in
a sense, renders it a little insipid and odorless. The research on gravity of particles
moving in a plane, that is, living in flatland, within the context of higher-derivative
gravity, leads to novel and interesting effects. For instance, the generation of gravity,
antigravity, and gravitational shielding by the interaction of massive scalar bosons
via a graviton exchange. In addition, the gravitational deflection angle of a pho-
ton, unlike that of Einstein gravity, is dependent of the impact parameter. On the
other hand, the great drawback to using linearized general relativity for describing
a gravitating string is that this description leads to some unphysical results such as:
(7) lack of a gravity force in the nonrelativistic limit; (i7) gravitational deflection in-
dependent of the impact parameter. Interesting enough, the effective cure for these
pathologies is the replacement of linearized gravity by linearized higher-derivative

gravity. We address these issues here.
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Apresentacao

Hoje em dia, aqueles que se devotam a pesquisa em gravitacao em dimensoes
maiores que quatro (dez ou vinte e seis s@o as mais populares) estdo em maioria.
Qual é a razao, entao, para se fazer pesquisa em gravitacao tridimensional, ou seja,
em se analisar a gravitacao de particulas movendo-se em um plano? A resposta a
esta indagacao altamente pertinente é bastante surpreendente: A gravitacao planar
pode ter relevancia fisica; de fato, ela descreve adequadamente processos fisicos na
vizinhanga de uma corda césmica [1]. Consequentemente, esse assunto, além de
constituir uma area de pesquisa interessante, nao estda defasado no tempo.

Por outro lado, como é bem conhecido, a gravitacao tridimensional de Einstein
¢ fisicamente vacuo na auséncia de fontes uma vez que os tensores de Einstein e de
Riemann sao equivalentes em D = 3. Além do mais, a quantizacao do campo gravita-
cional nao dé origem a gravitons que se propagam porque a métrica do espaco-tempo
é localmente determinada pelas fontes. Assim sendo, seria importante generalizar a
gravitagao em 2+1 dimensoes através da adicao de um ou mais termos convenientes
a sua ac¢ao, a fim de obter-se uma teoria dinamica. Isso pode ser feito, por exemplo,
aumentando-se a gravitagao planar via um termo de Chern-Simons [2]. Certamente,
essa nao € a unica saida para este problema. De fato, existe uma outra maneira de
se conseguir a generalizacao que estamos buscando: incluir os termos com derivadas
quérticas [ d*x,/gR,,R" e [d*z,/gR* na acdo da gravitacdo tridimensional. A
teoria resultante — usualmente conhecida como gravitagao de ordem superior — é

definida pela acao [3]



S = / Prr/g (iff + %R2 + gR“”RW> , (1)
onde k? = 327G, a e 3 sao coeficientes livres. Como em trés dimensoes tanto
o tensor de curvatura quanto o tensor de Ricci apresentam o mesmo nimero de
componentes [4], ndo incluimos um termo proporcional a [ d?’x\/ﬁRaﬁx‘sRagX(; na
acao (1). Teorias com derivadas de ordem mais alta, no entanto, possuem um
calcanhar-de-aquiles: elas sao, em geral, flageladas por fantasmas. Em decorréncia,
a nossa primeira tarefa neste trabalho sera estudar a unitariedade a nivel de arvore
deste modelo. Isso sera feito com profusao de detalhes no Capitulo 1. A bem
da clareza, apresentamos abaixo um pequeno resumo do que la sera discutido. Em
termos dos tensores simétricos de ordem dois em D = 3 [5] e no gauge de de Donder,

o propagador da teoria assume a forma

2\ m2 m2
O—l — 7P(1) . 2 P(2) 0 P(O—s)

2 RO —md) RO —ml) *
4N 2m} 1
_ P(O—w) + 2
[l{:? k% (k* — md) )

\/ﬁm%
P(O—sw) P(O—ws)
ey |
onde A\ é um parametro de gauge, m3 = —ﬁ e mi = m. Portanto, se

m3 > 0(—0 > 0) e m > 0(35 + 8a > 0), a gravitacio de ordem superior pode ser
encarada como um modelo com valores aceitaveis para as massas, uma vez que estas
sao exatamente as condigoes para auséncia de taquions (tanto com energia positiva
quanto negativa) no campo dinamico.

Esses modelos gravitacionais com multiplas massas, além das excitagoes usuais
nao-massivas e nao-propagantes de spin dois, contém também excitacoes massivas
de spin dois e excitacoes massivas escalares. Infelizmente, a parte massiva de spin
dois do campo tem energia negativa, implicando que tais modelos sao nao-unitarios

a nivel de arvore. Essa quebra de causalidade, porém, sé ocorre em uma escala



microscopica se os parametros « e [ forem suficientemente pequenos para fazer
com que 0s campos massivos sejam somente importantes em escalas de distancia
préoximas do que seria o analogo tridimensional do comprimento usual de Planck.
A gravitacao de ordem superior é, portanto, uma teoria de gravitacao efetiva em
comprimentos mais familiares.

Aqui, esses modelos tridimensionais e com massas multiplas serdao analisados
como teorias efetivas de campo, ou seja, como aproximacoes em energias mais baixas
de teorias mais fundamentais que, citando Weinberg [6], “nao precisam ser neces-
sariamente teorias de campo”. Discutiremos ao longo do trabalho alguns dos novos
e intrigantes aspectos da teoria de gravitacao de ordem superior, vista como um
modelo efetivo de campo

Nossa prioridade sera analisar, no Capitulo 2, a possibilidade de gerar novos
regimes gravitacionais — gravitacao, antigravitagao e blindagem gravitacional —
através da interagao de dois bdsons escalares massivos que trocam um graviton.
Mostraremos, também, que esses resultados que sao certamente robustos do ponto
de vista tedrico, podem ser obtidos apelando-se para as ferramentas usuais da teoria
geométrica de Einstein. No Capitulo 3 veremos que, ao contrario do que acontece
na teoria de Einstein, na gravitagao planar de ordem superior o angulo de deflexao
de um foton é dependente do parametro de impacto.

Como ja haviamos mencionado, o estudo da gravitacao planar se justifica pelo
fato da geometria espaco-temporal em torno de uma corda césmica ser tridimen-
sional. No entanto, quando usamos a gravitacao linearizada de Einstein na descri¢ao
de uma corda gravitante obtemos alguns resultados um tanto quanto estranhos, tais

como:
(i) auséncia de uma forga gravitacional no limite nao-relativistico;
(ii) deflexao gravitacional independente do parametro de impacto.

Para curar essas patologias, sugerimos a substituicao da gravitacao linearizada de
Einstein pela versao linearizada da gravitacao de ordem superior. Esse remédio,
como sera mostrado no Capitulo 4, é bastante eficaz. De fato, existe uma forca

gravitacional (antigravitacional) de curto alcance no limite nao-relativistico; além

3



disso, o angulo de deflexao de um raio de luz movendo-se em um plano ortogonal a
corda dependente do parametro de impacto.

Finalizamos este trabalho apresentando as Conclusoes. Utilizamos unidades na-
turais ao longo de toda a exposi¢ao. Em nossa convengao, a assinatura é (+, —, —) no
caso tridimensional e (+, —, —, —) no caso quadridimensional. O tensor de curvatura
¢ definido por R gys = —&;I’gw + ..., o tensor de Ricci por R, = R, € 0 escalar

de curvatura por R = g"”R,,,, onde g,, é o tensor métrico.



Capitulo 1

Analise da unitariedade a nivel de
arvore da gravitacao de ordem

superior em 241 dimensoes

Iniciamos apresentando uma prescricao para o computo do propagador concer-
nente a teoria de gravitacao em 2+1 dimensoes. O algoritmo é entao utilizado para
a obtencao do respectivo propagador. Em seqiiéncia empreendemos o estudo sis-

tematico da unitariedade a nivel de arvore de teorias gravitacionais tridimensionais.

1.1 Aproximacao de campo fraco

Antes de computarmos o propagador para a gravitacao de ordem superior em
(241)D, vamos rever alguns resultados da assim chamada aproximagao de campo
fraco [7-9]. Um campo gravitacional fraco é descrito por uma métrica que difere

muito pouco da métrica de Minkowski, ou seja,

Juv = N + th/wa
onde |kh,,| < 1. A expansao da inversa de g, é
g" =" 4 axh* + b*hF*hy” + ...
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Lembrando que g,,g"“ = d;;, obtemos

g =" — K" + K2hFh,Y + . (1.1)

Os simbolos de Christoffel, em primeira ordem, valem

K
F/ﬁta = 5 |:h,uﬁ7oc + haﬁVM - hua7ﬂ:| 9 (12)

e o tensor de Riemann (também em primeira ordem) é dado por

K
R/\Wp = D) [huv,/\p + hkp,/w - h/\l/,up - hup,AV] . <1'3)

Contraindo o tensor de Riemann, encontramos o tensor de Ricci

K

1
Ry, = 2 Oy, — 577Ap (Vo +Vrvp) | (14)

onde as quantidades 7,, sao as seguintes combinacoes lineares de h),,

1
’}/)\u = h)\ﬂ — 577)\#}% h = npahpg.

Finalmente, contraindo o tensor de Ricci com n*”, encontramos o escalar de cur-

vatura R

v 1 v
R= 7]‘“ RMV =K imh — 7]>\p77u Mpvp| - (15)

Lembrando que detA = "4, temos

VFg = {expltr in(gu)]}"* = {exp tr n[n (00 + £h®,)]}?

KJQ 1/2
= {(det M) [exp tr (nho‘y — Ehaﬁhgy + )]}

Portanto, em um espago-tempo em (2+1)D, com 7, = diag(+1, -1, —1),

K2 h?

8

K,2

1 h* hep +

M+g:1+gh— +o (1.6)
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Vamos calcular agora a forma gama-gama da agao para a gravitacao de Einstein.

A agdo de Einstein em (2+1)D pode ser escrita como

S = /d%\/_( ) /d%\/—( 2gWRW), (1.7)
onde k* = 327G e R, = —I'?,  +T9 I‘ﬁ ot T 5 T4 . Definindo a densidade

12 2%o" pov,v

tensorial H" = \/4+¢g(g""), obtemos

H" Ry, = H*"[-T%,  + %, , =0 T5, + 10,14,

Qo pov,v

Usando as relacoes

H™TS, = 0, [H™TS,) — H"™ L%, H™TS, , = 9,[H"T%,] — H" I

Qo N pou,v poes

temos que
2 3
_“ v 6 B 0 o 0 1o
S =5 [ e {H" (<T0 05 + TLT5,) + HY o1, — H™ 15,
Levando em conta que a derivada covariante de H*” ¢é igual a zero, obtemos
H" o = H"TG, — H"°TY, — H*T,.

Substituindo H*” , em S, chegamos finalmente a forma gama-gama da agao da

Teoria de Einstein, em (2+1)D, ou seja,
2 14 (6% (6%
S = ?/d%(\/—kg)g“ [-T2,1, + 5,05, ]. (1.8)

Note que essa acao contém somente derivadas primeiras da métrica.

1.2 Prescricao para o calculo do propagador

Para calcularmos o propagador do graviton procedemos como se segue:



1. Linearizamos a Lagrangiana correspondente a teoria original. Isso é feito em

duas etapas: primeiro decompomos a métrica g, como abaixo

e em seguida inserimos esta equacao na Lagrangiana original, obtendo a La-

grangiana L.
2. Adicionamos uma Lagrangiana fixadora de gauge apropriada Ly,.

3. Reescrevemos a Lagrangiana £ = L, + L, na forma bilinear

1
L= §h“”(9w,7pgh’”. (1.10)
4. Invertemos o operador O.

A inversao do operador O é em geral bastante trabalhosa. O célculo pode ser
simplificado consideravelmente apelando-se para os operadores de Barnes-Rivers [3,
5,10-14]. Note que o operador O,,, .» é simétrico nos indices (uv), (kA) e na troca de
uv por kA. Os operadores de Barnes-Rivers em 241 dimensoes podem ser expressos
como se segue

1
P;EIQ/?H)\ = §(QMI€0V)\ + 0;0\01/5 - euuenk)a

1
Plsll/?;@)\ = Q(e,unwy)\ + e,u)\ww{ + ey)\w;m + el/nw/,L)\)y

1

0-s 0—w

PlEVﬁ)\) - 59/“/9/@/\7 P;Eu,m\) = WurWe,
1 ) 1

PIE(I)/,I:)\ ) = ﬁeﬂl/wﬁ)n P;ES,HZ;\]S) = ﬁwuyenka

onde 0, e w,, sao, respectivamente, os operadores de projecao transversal e longi-

tudinal



2 2
0 = My — kuko /K, W = kuky [k,
e satisfazem as relagoes
0,00, = 0,0, Wppw’y = Wy, 00", = 0.

Aqui, £, ¢ o momento do graviton.
Os quatro operadores { P, P1) p(0=s) p0=w)1 ¢34 idempotentes, mutuamente

ortogonais e satisfazem a relacao

1
P 4 PO 4 PO PO = 2 (gt + D) = Lo

No referencial de repouso de um campo tensorial massivo, a familia de ope-
radores {P®?, P p0=s) pO-w)Y projeta as partes de spin-2, de spin-1 e as duas
partes de spin-0 do campo. Esses projetores, no entanto, nao formam uma base
completa no correspondente espaco. Para termos uma base completa devemos incluir

os operadores de transferéncia PO=s%) e PO-ws)  Veja a tabela multiplicativa a

seguir.

p@ pl) pO-s) pO-w) pO-sw) p(0-ws)

P2 | PA 0 0 0 0 0

PM 0o pPW 0 0 0 0

pO= o 0o PO 0 pO=w 0
PO 0 0 o pOw 0  pOw
pl=sw) 10 0 0o pO=w o  pO

plo=ws 1o o pOw o  pl=

O préximo passo é calcular o propagador, expandindo os operadores O e O~! na
base {p(2)’ p(l)7 p(0—8)7 p(O—w)7 p(O—sw)’ p(O—ws)}:

O =29P* + 2, P+ 0, PO + 2, P°™" + 23, P"™" + 2,,,P° "%, (1.11)



O =P+ y P+ 4y PO + y PO 4 4y PO + s PO (1.12)

Levando em conta que OO~! = [ = P2 + P! + P~ + P%~%_ obtemos o seguinte

conjunto de equacoes:

T1Y1 = 1, TolYos = 1,

TsYs + Tswluws = 1,
TwYw + TwsYsw = 1,
TsYsw + TswYw = 0,
Twlws + TwsYs = 0.

Resolvendo o sistema de equacgoes acima, chegamos ao propagador

1 1 1
O_l = 7P(2) + 7P(1) + [xwp(0—5)+
X2 X1 Lsly — Lswlws
+ 2 PO — g, PO — g, POT)] (1.13)

A expansio do operador O na base {P?), p(1) p0=s) p0-w) p-sw) pO-ws)}y

é trivialmente obtida com a ajuda das seguintes identidades tensoriais:

—s —w 1
[P(Q) + p(l) + P(O ) + P(O )Lw,n)\ = 5(77;“1771/)\ + 77u/\77w-c)7 (114)
{QP(Ofs) 1 plo-w 4 /5 [P(ofsw) + p(ofws)} }WM = DM (1.15)
1
|:2P(1) + 4P(0_w)]uu,n)\ = ﬁ(nﬂﬁkykA + nHAkukn + nu)\kp,kn + nunkuk)\)7 (116)
—sw —ws —w 1
{V2[pO=sw) 4 plo-uws)] 4 9pl0 >}MW = o5 hkicks +nakhy), (L17)

10



o1
P,Sg,m) = ﬁ(kukuknk)\) (1.18)

As identidades,

1
2
P/EV?/@)\ = 5 (nunnu/\ + NxNow — nul//r]l{)\) +

— IpM 4 lp(O—w) _ @ {p(o—sw) + p(O—wS)} (1.19)
2 2 N
UV,
1 1
(0-s) _ + = (0—w) (0—sw) (0—ws)
P/uz,n)\ - 277MV77H)\ 9 {P + \/5 {P + P }},uu,n)\’ (120)

por sua vez, facilitam bastante a execugao de calculos envolvendo correntes conser-

vadas.

1.3 Calculo do propagador

A Lagrangiana para a gravitacao de ordem superior em 2+1 dimensoes é dada

por [3]

R
L =Ty [H? + %RQ + ngw] , (1.21)

onde k? = 327G, o e 3 sao coeficientes livres. Seja, entao, £ = £, + Lo + L3, onde

2R
L =79 Lﬁ] . Lo=+7g [;‘Rﬂ . Ly=+g ERZV] . (122)
Substituindo (1.1), (1.2), (1.6) e (1.8) em L4, temos
1
L, = h}w [al/aﬂnua _ n#uaaaﬁ + 3 (n#unaﬂg _ nuanuﬁm)} ha,@- (1_23)

Substituindo agora (1.1), (1.2) e (1.6) em Lo, obtemos

11



2
Ly = h lo‘g (0707 0°0° — 2" 00°0° + 5P 00) | hos. (1.24)
Por fim, substituindo (1.1), (1.2) e (1.6) em L3, resulta

2
K
AN

(23uavaaaﬁ — 2 09"9P + P OO0 +

+nuynaﬁDD _ nﬂllmaaaﬁ _ naﬂmaﬂa’/)} haﬁ' (125)

No gauge de de Donder, a Lagrangiana fixadora de gauge é

1 L1 \?
Lig= I\ (h;w’ - 2h7u> ;
que pode ser escrita como

1 1
Ly = hy [QA (_auaan“ﬂ + 0P — 477%@55” hag, (1.26)

onde A é um parametro de gauge.

O proximo passo consiste em fazer a correspondéncia entre a forma bilinear de
L com a equacao (1.10). Conforme mencionado anteriormente, o operador O, .» é
simétrico nos indices (uv), (kA) e na troca de uv por kKA. Reescrevendo Ly, Lo, L3
e L, de modo tal que o operador compreendido entre h,, e hqg seja simétrico com

relac@o aos indices (uv), (k\) e na troca de uv por kA, obtemos
1
Ly = b |5 (1700707 + 2000 300" 4 00 4
1 v aa b af v 1 v, of
—i(n#aa +1 aﬂ0)+§nﬂn O+ (1.27)

—i ("0 + n"on"?) D] hag.

12



2
Lo = hu la; (a,uauaaaﬁ _ n#uaaaﬁ[] — naﬁauavm—l—

(1.28)
+ nuunaﬁDD>} hozﬁ'
2 1 1
Ly = hm/ [ﬁg (23“8”80‘86 _ inuaauaﬂg — EUVﬂa#aaD—i—
1 va 1] 1 B av qa 1 a, v
—5 o*o°0 — 577“ 000 + 577” n’P00 + (1.29)
+;77”a77“ﬁ 00 + p*n*’00 — 979" 0 — naﬂa“a”ﬂﬂ hag-
1 1 1 1
Liy = hu |55 (—qn070 = Jni0oe — pe0o’s
(1.30)
_lnuﬂavaa + lnaﬁauav 4 lnw@aaﬂ _ 1nuvnaﬁg)] h
4 2 2 4 of

A tarefa agora consiste em reescrever cada uma das Lagrangianas no espago
dos momenta para que possamos expressa-las em termos dos operadores de Barnes-
Rivers; isso sera possivel com a ajuda das identidades (1.14)—(1.18). No espago dos
momenta, a eq. (1.27) vale

1 1
L= Shu [—2 (R K7+ 0 RRE R R RS +
(R R R ) = R (1.31)

+;k’2 (o + o )} hag-

13



Usando as identidades (1.14), (1.15), (1.16) e (1.17), temos

1 v,
El _ ih/u/ {k)2 |:P(2) _ P(O*S)]M ﬂ} ha,@ (132)

Reescrevendo £ [eq. (1.28)] no espaco dos momenta, resulta

Ly = ;hw {ar? |k kR RS — B (" koRP + nPhiRY ) +
(1.33)

+ k%““naﬁ} } hag-

Usando as identidades (1.15), (1.17) e (1.18), obtemos

1 va
Ly = §h,w {2cm2k;4 [P“’—S)]“ ’ } Rag- (1.34)

A Lagrangiana L3 [eq. (1.29)], no espago dos momenta, vale

1 ﬁ’I{Z vi.a1.8 ’%2 a1.v1.B vB «a vo B
L = Shuw (= |2KRE% —?(n”k:k; + PR E kP

4
K
HF R ) o (0 )+ R 4 (1.35)

—k? (0" kK + 0Pk )|} .

Usando as identidades (1.14)—(1.18), temos

2

A Lagrangiana fixadora de gauge Ly, [eq. (1.26)], no espago dos momenta, vale

1 2
L= =hy, {5;%4 [P@ 4 3P0)] } Bas. (1.36)

1 171
Liy = shur{s |3 (PR 4000k 4ok k) +

(1.37)

1 14 V1. k2 vV, o
-5 (no‘ﬁk“k: + "k kﬂ) + Zn“ n 5] } hagp-
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Usando as identidades (1.15)—(1.17), resulta

1 1 1 1 1
Lo = g {3K [gP0 + 5P PO

(1.38)

uv,af
V2 plo—sw) _ V2 pl0—ws) i
4 4 oo

Reunindo os resultados (1.32), (1.34), (1.36), (1.38) e fazendo a correspondéncia

com a equagao (1.10), encontramos O em termos dos operadores de Barnes-Rivers:

_ 2, OK° (2) K (1) 2 2,4 | 35 2,4
O = |kKK4+—Fk" | PY+|—= | PV + =k +2ark™+ -k +
4 2\ 4
(1.39)
2 2
_'_ki P(Ofs) + i [P(Ofw) _ \/§P(Ofsw) o \/§P(07w5)1| )
2\ 4\

Substituindo os coeficientes de (1.39) na equacao (1.13), encontramos finalmente
o propagador do graviton para a teoria de gravitacao de ordem superior em 241

dimensoes,

2\ m3
-1 22 pQ) _ 2 pP®
© 2 RE—md) R —m)
T L
2R —m)

V2m?
k2 (k2 —mg)
4

— 2 —
onde m; = —g5 e mj =

] pO-w 4 (1.40)

" [pO-s0) 4 plo-wa)]

m. A condicao para a nao existéncia de taquions
m3 > 0 e m2 > 0 leva aos seguintes vinculos: —3 > 0 e 33 + 8« > 0. Levando em
conta esses vinculos para os parametros « e (3, temos um modelo de gravitacao de
ordem superior consistente, com graus de liberdade dinamicos e com duas particulas
adicionais massivas, uma com spin 2 e outra com spin zero, além da particula nao

massiva de spin 2.
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1.4 Prescricao para o estudo da unitariedade

A analise da unitariedade para o presente modelo de gravitacao pode ser feita
através de um simples algoritmo que transforma essa tarefa — que em geral é muito
laboriosa — em um exercicio algébrico relativamente simples [2,15-19]. A pres-
cricado consiste basicamente em saturar o propagador com correntes conservadas,
compativeis com as simetrias do sistema. A unitariedade do modelo é assegurada
se o residuo em cada pdlo simples do propagador saturado (PS) tiver sinal posi-
tivo (correspondendo aos modos que se propagam) ou se for zero (sem modos de
propagagcao).

O propagador saturado para a gravitacao é dado por

PS =T (O—l)um T (1.41)

onde T" é o tensor energia-momento e O~! é o propagador para a gravitacao de

ordem superior em (2+1)D, calculado no Capitulo 1, que vale

1 1 1
(’)_1 = 7P(2) + 7P(1) + [xwp(0—5)+
T2 € LsTy — Lswlws
+ g PO g pO—sw) stP@*ws)} : (1.42)

As seguintes contragdes nao contribuem para o calculo do propagador saturado

T pQ) T = e pOwiped — e pO-sulped e pO-wsiped

AN AN AN NN

uma vez que o tensor energia-momento ¢ conservado, isto &, k,T" =k, T" = 0.
Dessa forma, substituindo (1.42) em (1.41) e usando as identidades (1.19) e
(1.20), obtemos
1 1

1
PS = |T™T,, — -T?% — + =T? .
’ 2 T + 2" (e — TouTups)

Ty

(1.43)

Vale a pena observar que fp: = L e fps = o sdo os coeficientes de P

TsTw —Tsw st)

e PO=9) respectivamente, do propagador O~' [equacdo (1.42)]. Vamos discutir na
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proxima secao um teorema que é bastante til para a analise dos polos do propagador

saturado.

1.5 Teorema para o estudo da unitariedade

Para a analise subseqiiente da unitariedade, enunciamos o seguinte teorema:

Sejam m > 0 a massa de uma particula fisica genérica associada ao mo-
delo de gravitacao de ordem superior e k o seu correspondente momento
trocado. Assim, teremos |T"'T,, — %TQ} ,>0e[THT, —T%,._, =
0.

k2=m

Nesta se¢ao serd demonstrado esse teorema com algum detalhe, visto que em nossa
opiniao o calculo nao ¢é trivial e requer algumas manipulagoes adequadas. Em
primeiro lugar, vamos expandir o tensor 7" em uma base apropriada. O seguinte
conjunto de vetores independentes, no espaco dos momenta, serve para nossos

propésitos:

k= (K k), k= (K, —k), ¢ =(0,8), (1.44)

onde € ¢é um vetor unitario ortogonal a k. Expandindo T*” nessa base, temos que

T = A" + BEMEY 4 Cete” + DEWEY) + EkWe”) 4 FEWe”), (1.45)
em que kEY) = %(k“l;:” + kVEM).

A conservacao de corrente leva as seguintes equacoes, que impoem vinculos entre
os coeficientes A, B, C, D, E e F

D .

AR* + E(kg + k%) = 0, (1.46)
2 | 72 D 2

Bk + 1)+ 5k =0, (1.47)

ER+Fk+k) = 0 (1.48)

17



A partir de (1.46) e (1.47), temos que Ak* = B(k2 + EQ)Q, enquanto que a equacao
(1.48) resulta em E? > F?. Calculando a contragdo k,k,T" = 0, encontramos a

seguinte relacao entre os coeficientes A, B e D:

Ak* + B(k2 4+ K2)? + DE*(k2 4+ K2) = 0. (1.49)

A etapa seguinte consiste no célculo de {T“”T w — 5T 2} e [T"T,, —T?. As
seguintes contragoes serao usadas com freqiiéncia

ke ki =kt = k2 kP = k2 4 K2 ket = ket =0, guet = 1.
A partir da expansao (1.45), temos
- D, - ~ E
™7, = |AK"E" + BE'E” + Cet'e” + E(k“k:” + k"K*) + E(k‘“s” + kVet)+

F - - ~ - D
+ (e + kugu)} {Ak#/@ + Bl + Ceue, + o (kb + ko) +

&

F - -
+§(kuey + kye,) + 5(/{#6,, + k:l,eu)]

a

A%k 4 2AB(K2 + k)2 + 2ADK* (K2 + k?) + B%k* + 2BDE* (k2 + k%) +

D? ; 2 ,
+CP 4 - K+ (kg + 2] - S (B> + F?) — EF(k§ + k).

Calculando a

. L Ak
a=2A | Ak* + B(k3 + k*)? + DE* (k2 + k) ——< | = — A%k
0
Assim
- D? -
T"T, = —AK'+ B’k + 2BDK (K + F*) + C* + —- K+ (k] + B2)?] +

18



2

k .
—?(E2 + F?) — BEF(k3 + k2). (1.50)

Calculando T? a partir da expansdo (1.45), temos

T2 = {[AK* + BEK* + D(k2 + k*)] — C}?

= A% + Bk + 2ABE* + D*(K2 4 k*)? + 2ADK* (k2 + k?) +

(1.51)
+2BDE* (K2 + k%) — 2ACK? — 2BCK* — 20D(k2 + k?) + C2.
Dessa forma
b
1 2 3 214 4 2(1.2 7.2 1 214 1 2714
T T, — 5T = DA™ — ABK' — ADK*(K + 1)+ B°k' + S Dk +

k2 - - 1
—?(E2 + F?) — BEF (k3 + k*) +BDE*(k2 + k?) + 502 -

c

+ACK® + BCE? + CD(k2 + k?),
d

onde b, c e d valem

1 - 1 .
b = —A §Ak4 + Bk*+Ak* + DE*(k + k%) | = —A §Ak:4 + Bk* — B(k3 + k*)?|.
i usando a eq.(1.49)
2 2, 72 [ L oo L)oo 2
c = —F|Ek +F(k0+k)—§Ek —ikF:§k(E — F?),

0
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1 o1 " 1 -
d = |AK*+ 5D(k:g + k?) +§D(k:§ + k?) + Bk*| = 501)(1{:3 + k?) + BOK*.

0

Substituindo b, ¢, d e reordenando os termos

f
1 1 - 1 =
T T, — 5T2 = —§A2k4 — ABK* + AB(K} + k*)* + 5B2kz4 + BDE*(k2 + k*) +
looa 1 2, 72 2 1o Ly o 2
+§D k +§CD(kO + k%) +BCk* + 5C + §k (E* — F?),
N——
g h
onde f, g e h valem
1 -
f = 2BR [QD(k;g + kQ)} _ _2ABK,

usando a oq(1.46)

g = QBD/&T = 2B%(k2 + k*)?,
usando a oq.(1.47)

= C BD(k§+/Z2)] — _ACK.

| S —
usando a eq.(1.46)

Substituindo f, g, h e novamente reordenando os termos

m

1 = =
TH'T, — 5T2 = —A* + AB(K: + k%) — 2ABE* +2B% (k3 + k*)* +

n

+;A2k4 — ABE* + ;BQI& — ACK?* + BCK* + ;02 +

1
+§k2(E2 — F?),
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onde

m = —A (AK') +AB(K +k%)? —2B (AkY) +2B*(k2 + k%) =0,
S~—— SN——
B(k2+k2)2 B(k3+k2)2

1
n = 5/<;4(A? + B* - 2A4B) - Ck*(A— B) + ;02

[m(‘g B>r—2k2<A¢g B)%+ (%)2: []MV;B)_SJ'
Finalmente, temos
A—B) (J]2 ]

1 k2(
T™T, —-T*= | "2 — | 4 _k*(E?—-F?). 1.52
A ot i I

Vamos calcular agora T#*T),, — T?. Usando as equagoes (1.50) e (1.51):

1 1 -
T™™T,, —T* = —2A%k*+ §Dk4 — 2ABE* —§k:2(E2 + F%) — EF(k3 + k%) +

%kQ(EQ_FQ)

1 - - -
—§D2(k:§ + k?)? — 2ADE* (k2 + k) +2BCkK* +2ACK? +2CD(k2 + k7).

—ADkQ(k:g—s—I;?) CD(ngrEQ)
Assim
—, ]_ —,
™T,, —T? = —2A%*— ADK*(k3 + k*) — 2ABk* +§D2k4 +CD(kj + k*) +
—— —
— A[~2B(k2+k2)2—Dk2 (k2 +k2)+2Bk4] —2ACk?

1
+§k2(E2 — F?) + 2BCK?
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- , 1
= 2AB(kZ + k) + ADK*(K2 + k*) —2ACkK* —2ABK* + §D2k;4 +
0

0
1
+§k2(E2 — F?) + 2BCK.

Portanto:

T, — T2 = k2 B(EQ ~F?)—20(A- B)|. (1.53)

A partir de (1.52) e lembrando que E? > F? temos que T""T,,, — 3T é sempre maior
que zero para qualquer particula fisica; e o resultado (1.53) mostra que T#*T,,, — T?

vale zero para modos nao-massivos. Em resumo:

1
T, — ~T°

2 ]ka , >0 e 7" T = T%,,_, = 0.

k2=0
Com isso fica demonstrado o teorema enunciado no inicio desta secao. A seguir

vamos usé-lo para checar a unitariedade do modelo de gravitagao de interesse.

1.6 Examinando a unitariedade do modelo de gravitacao

de ordem superior em 2+1 dimensoes

A analise da unitariedade de um modelo de gravitacao é feita, portanto, através
dos seguintes passos. Primeiro, calcula-se o propagador saturado (PS) a partir da
equagao (1.43). Em seguida, analisa-se o sinal dos residuos de cada pélo simples
com a ajuda do teorema enunciado na se¢ao anterior. Se todos os sinais em questao
forem > 0, entao o modelo ¢é dito unitario. No entanto, se pelo menos um sinal for
negativo, entao o sistema nao é unitario. Note que, por simplicidade, ha um abuso
de linguagem no termo “sinal = 0” que, evidentemente, significa que P.S = 0.

O propagador saturado (PS) da teoria de gravitagdo em questao vale

) 1,1/ 1 1 1 ,( 1 1
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Na equagao (1.54) hé os seguintes pélos: k* = 0, k* = m3 e k* = m2. Os residuos

em cada um desses polos valem:

Res(PS)je—mz = ~T? >0,
Res(PS)i2—g = 0,

1
Res(PS)p—pmg = — [T T — §T2 < 0.

Portanto, concluimos que a teoria de gravitacao de ordem superior em 2+1 di-
mensoes dada pela Lagrangiana (1.21) nao é unitéria. Essa quebra de causalidade,
porém, sé ocorre em uma escala microscopica se os parametros « e 3 forem suficiente-
mente pequenos para fazer com que os campos massivos sejam somente importantes
em escalas de distancias proximas do que seria o analogo tridimensional do compri-
mento usual de Planck. Aqui estes modelos tridimensionais e com massas multiplas

serao analisados como teorias efetivas de campo.
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Capitulo 2
Regimes gravitacionais

Neste capitulo nos propomos calcular o potencial nao-relativistico concernente
a interagao de dois bdsons escalares massivos idénticos via a troca de um graviton.
Ao contrario do que acontece na gravitacao planar de Einstein, teremos agora uma

forga gravitacional (antigravitacional) de curto alcance [20].

2.1 O casamento da Mecanica Quantica com a
Teoria Quantica de Campos no limite nao-

relativistico

Vamos analisar nesta se¢ao a jungao da mecanica quantica usual com a teoria
quantica de campos no limite nao-relativistico. Para isso vamos calcular a energia
potencial gravitacional nao-relativistica para a interagao de dois bdsons massivos de
spin zero.

A mecanica quantica garante que, na primeira aproximacao de Born, a secao de
choque para o espalhamento de duas particulas massivas indistinguiveis, no referen-

cial do centro de massa, é dada por

do m ) , 2
P B ip’-r —ip-T j2
o) ‘4# /e U(r)e "®*dr| ,
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onde p(p’) é o momento inicial (final) de uma das particulas no referencial do centro
de massa e U(r) é a energia potencial gravitacional. Em fun¢ao de k = p’—p, do/dS2

vale:

do _|m er 2|
= E/U(T)e &r (2.1)

Por outro lado, a partir da teoria quantica de campos, sabemos que a secao

de choque, no referencial do centro de massa, para o espalhamento de dois bdésons

. . . do __ 1
escalares massivos por um campo gravitacional vale 92 = ‘wwm/\/l

a massa de um dos bdosons e M é a amplitude de Feynman para o processo em

2
, onde m é

questao. No limite nao-relativistico, essa expressao assume o valor:

2

do 1
L es

Figura 2.1. Interagao gravitacional de dois bdsons escalares massivos.

A partir das equagoes (2.1) e (2.2), temos que a energia potencial gravitacional nao-
relativistica para a interacao de dois bdésons massivos de spin zero (veja a Fig. 2.1)

vale

1 1
U = G e

A equagao (2.3) nos mostra como a energia potencial da mecanica quantica esta

/ PkMy g, (2.3)

relacionada com a amplitude de Feynman obtida a partir do limite nao-relativistico
da teoria quantica de campos.
A regra de Feynman para a interagao bdson-bdson é obtida a partir da La-

grangiana de Klein-Gordon, que vale
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1 1
*Clivre = §(au¢au¢ - m2¢2) = 5(77Wau¢au¢ - m2¢2)‘

Utilizando a prescricao da covariancia para generalizar a equacao acima para o

espaco-tempo curvo, temos:

‘Cgrcw = ;\/g [gHVaM¢aV¢ - mQ(ﬂ .

Substituindo as expansoes (1.1) e (1.6) em Ly, e mantendo termos até a ordem &

1 1 1
Laraw = 5 {11060, = 1267 — 5 (8,60,6 — S 0a00"6 + Snum®e?) |

Dado que Lyrqp = Liivre +Lint, onde Ly € a lagrangiana que corresponde a interagao

gravitacional entre os dois bdsons, temos:

KhHY

Eint - - 9

0460,6 — J1u(0u00%0 — 7)) 2.4

Figura 2.2. Vértice fundamental para a interagao gravitacional de dois bdsons massivos.

No espaco dos momenta, podemos reescrever L;,; da seguinte forma

1 /
Eint = §¢hwjv,uu(pap )(ba (25)

onde V,,,(p,p') é o vértice fundamental ilustrado na Fig. 2.2 e vale

1

Vi (p,9') = 5 Pul, + Puly = (p - 1 +m?)] (2.6)
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Dessa maneira, a amplitude de espalhamento para o processo descrito no dia-

grama da Fig. 2.1 vale:

Voo(q, —4'). (2.7)

A seguir vamos calcular essa amplitude de espalhamento para a interacao gravita-

M =V, (p.~') [0

,1] wv,po

cional de dois bdsons escalares massivos, primeiro para o caso geral e, em seguida,

tomando o limite nao-relativistico.

2.2 Calculo da Amplitude de Espalhamento

O célculo da amplitude M [equacdo (2.7)] é bastante trabalhoso. Aqui serdo
apresentados os principais resultados que levam a forma final de M, que é valida
para o caso geral (relativistico e nao-relativistico). A partir desse resultado vamos
encontrar o limite nao-relativistico, simplificando a expressao para a amplitude e
facilitando o calculo consideravelmente.

Substituindo a expressao (1.12) em (2.7), podemos reescrever M da seguinte

maneira:
M = yQM(Q) + yl./\/l(l) + ysM(O_S) + wa(O—w) + yst(O—sw) + ywSM(O—ws)7

onde Yo, Y1, Ys, Yuws Ysw € Yuws Sa0 os coeficientes do propagador O~ na base
{P@ pW) p=s) pl-w) p-sw) pO-ws)l Por conservagio de corrente, temos:

'V, = k"V,, = 0. (2.8)
Assim, obtemos
2 2
_ @ (0-s) _ "2 @) Mo (0-s) 2.9
M =y M + y, M l~c2(k2—m%)M +k2(k2—m3)M (2.9)

Em primeiro lugar vamos calcular M), Partindo da definicio de P® e usando a

conservagao de momento nos vértices, temos
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Hv,po
M = Vo (p, =) [PP]" Vie(a, )
1 / / / 2 1 up pro Ho Avp
= 5k [pupy+pypu+nu,,(—p-p +m )} 5(9 0" + 01707+

4 g 1
—9"9%) 5 (000} + o) + Npo(—q - ¢ +m)].
Reagrupando M@ resulta em:

1
M@:§ﬁ@+@—@) (2.10)

onde

b _ [ / / o 2 ,up_kukp A
1 = |DuPy + PPy A+ N (—P p+m)} 7 12

Vo kaO’
: (77 - /<;2> [qqu, + 4o, + Mpo(—q - ¢ + mQ)} ;

by — { / / _ / 2 ;w_kuka .
2 = [pupl, + 0ub), + N (—p -1 +m7)] 2

kv kP
: (n“p = k2> (000, + 6o, + Moo (—q - ¢ +m)],
Rk
by = [pup’y+pup;+77w(—p-p’+m2)] (n“ ~ 2 )

Lo
o qpq;+qaq;,+77pg(—q-q’+m2) )
12

Ap6s muita, muita algebra, encontramos:
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by = bo=20p )0 ¢)+2- )P -q9)+2(q¢-¢)m*—p-p)+

+2(p~p’)(m2—q-Q’)+§2 (00 =)= -0+ -d)+ ]

2

'(mz—p~p’)(m2—q-Q)+@(m2—p~p’)2(m2—q-q/)+ (2.11)
2 2 / 2 N2 4 2 /\2 2 N2

+@(m —p-p)m°—q-q) +@(m —p-p)(m°—q-q),

b = 1) d)+ () —p )+ )0 — 0 d) + 5la )
1

(m® —p-p)’+ il p)mP—q-¢)+(m*—p-p)(m®—q-¢)+

1 / !

@(WQ —p-p)mP—q-¢)+ (212
1 / !

k4(m2—p-p)2(mz—q-fﬂ2}-

Agora vamos ao célculo de M©~%) Procedendo de maneira similar

s _ gy
MO = Vo (o, =) [PO] V0 (g, —4)

1 V(. kR
= K [pup’y+pupL+nW(—p~p’+m2)}5 (n“ - )

kRO 1
-(77” ~ 3 >2Fo (900, + 4o, + Npo(—q - ¢ +m?)] .

Dessa forma, temos
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1
MO=9) — g“QbS- (2.13)

Substituindo by, by e by [equacdes (2.11) e (2.12)] em M?) e M=) [equacdes (2.10)
e (2.13)]

MO = ;lf{(p-q)(p’-Q’)+(p-q’)(p’-q)—1(q-q’)(m2—p-p’>2—,:z(p-p’)-

g4 5 (00— 0 d) — 0+ 0 ) ()

(m*—q-q)+ ,{;14(7712 —p-p)(m*—q-¢)— () Q’)} ;o (214)

MO = ;ff2{(p-p’)(q-Q’)+(q-C/)(m2—p~p/)+(p~p’)(m2—q-d)+
1 / 2 /\2 1 / 2 2 2 /
(@ )" —p-p) + S P) " —q-d) + (m” —p-p)

1 1
(m* —q-¢)+—m*—p-p)(m*—q-¢)+5(m*—p-p)-

k2 k2
1
= = p P~ g P (215)

Portanto, a amplitude de Feynman para a interacao de dois bdsons escalares
masssivos no contexto da gravitacao de ordem superior em 241 dimensoes, em

primeira ordem, vale

M= MO=9), (2.16)
0

onde M® e M=% s3o dadas pelas equacdes (2.14) e (2.15).
A amplitude (2.16) é substancialmente simplicada no limite nao-relativistico. No

regime de baixas velocidades, em que p < m, temos:
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2\ 71/2 2\ 1/2

p-q=EE,—p-qrm’—p-qrm’,

a1
M§\27.)R. = ME\?.R.) = §/~£Qm4.
Dessa forma, a amplitude (2.16), no limite nao-relativistico, é dada por:

1 2 2
Muyp = =K2m* |0 . (2.17)
2 k2(k* +mg)  k*(k* +m3)

2.3 Gravitacao, antigravitacao e blindagem gra-
vitacional

A partir da amplitude de espalhamento My . calculada na secao anterior, pode-
mos encontrar o potencial nao-relativistico. Substituindo (2.17) na expressao (2.3),

temos

1 1 - | m\ 2 - P 1 1
ko —tkr _ .2 <> /ko —ik-T _ - —
4m? (2m)? / Mune 8" \an ‘ k24+m3  k?+mj

K2m2 Feo 2m —i|k|r cos 1 1 7 7
S / (/ o~ilF %ze) (ﬁ2 = 2) IE|d|].
32m? Jo 0 k2 +m35 k% +mg

A fungao de Bessel J,(z), na forma integral, vale:

Ur) =

1 2r .
Jn(z) _ ‘/O pl cos d’em‘i’dqﬁ.

2w

Assim, para n = 0, temos
2 - =
[ etFreestag — amgo(|jr).
0
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Substituindo esse resultado em U(r), obtemos

2,02 foo 1 1 oo
Uery =" _ _ To(|E|r)|k|d|K]. (2.18)
167 Jo E2+m2  k24+m2

A seguinte integral envolvendo Jy(ax) é bem conhecida e vale [21]:
/+°° zJo(ax)
o 24+ m?

coma > 0e Rem > 0. Resolvendo (2.18) com a ajuda de (2.19), obtemos finalmente

dx = Ko(am). (2.19)

o potencial efetivo no limite nao-relativistico para a interagao gravitacional de dois

bésons massivos, em 241 dimensoes

V(r) =2Gm [Ko(mar) — Ko(mor)] . (2.20)

A condigao para a nao existéncia de taquions, mZ > 0 e m3 > 0, garante que
Remg > 0e Remy > 0.
Os limites assintéticos de Ko(z) sao [22,23]:

z

Ko(z) ~ —In (2> para z — 0,  Ko(z) ~ 1/%e’z para z — 00.

Assim, os limites assintéticos do potencial V(1) sd@o dados por:

mo

V(r) ~2GmlIn ( ) , parar — 0; (2.21)

m

2
V(r) ~2Gm T emmar _ T gmmor para r — 00. (2.22)
2mar 2mor ’

Ao contrario do potencial de Newton, Vi, = 2mG In %, que tem uma singularidade

na origem e é nao-limitado no infinito, o potencial da gravitacao de ordem superior
em 2+1 dimensoes é extremamente bem comportado: ¢é finito na origem e vale zero
no infinito. Tomando o limite my e my — oo temos que V(r) — 0, o que de fato nao
reproduz o potencial newtoniano, conforme esperado [24]; nao existe na realidade

relacao entre o potencial newtoniano e o potencial da gravitacao planar.

32



Vamos analisar agora o comportamento do potencial da gravitacao planar de
ordem superior. Dado que Ky(z) é uma func¢do positiva monotonicamente decres-
cente no intervalo 0 < z < oo, chegamos a seguinte conclusao: V(r) é positivo se
mgo > Mo, negativo se my < mso e nulo se my = my. Na Fig. 2.3 podemos ver o
comportamento do potencial para os trés casos descritos.

V(r)

A

Mo > My

Mo = My

Mo < My

Figura 2.3. Potencial gravitacional para os trés regimes: atrativo (mg < ms), repulsivo (mg >

ms) e nulo (mg = ma).

Os resultados analiticos acima mencionados certamente sao bastante robustos.
Eles tiveram a sua origem no casamento da mecanica quantica com a teoria quantica
de campos no limite nao relativistico. Sera que esse mesmo resultado pode ser
obtido usando-se apenas a relatividade geral de Einstein? A resposta é SIM. Na
aproximacao de campo fraco, g,, = 7. + Khy,, com 7, = diag(+1,—-1,-1), a
aceleracdo gravitacional, 7' = %7 de uma particula com baixa velocidade vale
V= —k[Ohl — %alhoo]. Para campos independentes do tempo, essa aceleracao
vale ! = galhoo. Tendo em conta que hoy = = {Ko(mar) — Ko(mor)}, conforme
serd mostrado no préoximo capitulo, temos que a forca que uma particula exerce

sobre a outra vale
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F = —2Gm?*[moK;(mor) — mo K1 (mar)]t. (2.23)

Vamos analisar o sinal da expressao (2.23). A partir do resultado conhecido [21],
4 [2K1(2)] = —2Ko(2), temos que 2 [2K;(z)] < 0 uma vez que z > 0 e Koy(z) > 0.
Dessa forma podemos ver que a fun¢ao zK7i(z) é monotonicamente decrescente no
intervalo 0 < z < oo. Portanto, chegamos a seguinte conclusao: a forca dada
pela equagao (2.23) sera atrativa se mo < mg (gravidade), repulsiva se mgy > mq
(antigravidade) e nula se mo = my (blindagem gravitacional). Surpreendentemente,
a introducao de termos de ordem superior na gravitagao planar deu origem a trés
regimes gravitacionais. E importante lembrar que esse fendmeno nao ocorre no
contexto da gravitacao de Einstein em 2+1 dimensodes. Esse efeito é exclusivo da
gravitagao de ordem superior. O grafico da Fig. 2.4 mostra o comportamento dos
trés regimes gravitacionais.

F(r)

A

Antigravitacao

Blindagem
Gravitacional

Gravitagao

Figura 2.4. Gravitagao, antigravitacao e blindagem gravitacional.
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Capitulo 3

Deflexao da luz na gravitacao
planar com derivadas de ordem

mais alta

Em um trabalho engenhoso, Teyssandier mostrou que existe um gauge envol-
vendo derivadas de terceira ordem da métrica que leva de forma simples e direta
a solugao das equacoes linearizadas da gravitagao de ordem superior [25]. O tra-
balho de Teyssandier, além de facilitar consideravelmente o estudo das equagoes de
campo linearizadas, é extremamente util para a andlise das conseqiiéncias fisicas
da gravitacao quadrética, conforme veremos neste capitulo. As condigoes de gauge
introduzidas por Teyssandier simplificam as equagoes de campo da gravitagao de or-
dem superior da mesma forma que as condi¢oes harmonicas simplificam as equagoes
da relatividade usual de Einstein. O gauge de Teyssandier constitui uma ferramenta
poderosa para encontrar novas solucoes, permitindo-nos investigar a dinamica por
tras da gravitacao de ordem superior. Vamos mostrar, em detalhe, a idéia envolvida
no gauge de Teyssandier, fazendo a sua generalizagao para o caso de 2+1 dimensoes
e usando-o para encontrar a solucao de uma fonte pontual. De posse dessa solucao

vamos estudar a deflexao gravitacional planar.
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3.1 Aproximacao de campo fraco revisitada

As equagbes de campo para a gravitacao de ordem superior valem [26]:

2 «Q

K2 2 2

1 1
+ VuVu R4 2Ry B — g, OR — DRW} + 5T = 0.

|
Gt S| tg R 4 2RR,, + 2V, VR - QgWDR] n § {

1
_7gMVR/2)o+

2

(3.1)

Para obter as equacoes linearizadas temos que desprezar os termos quadraticos em

R, R, bem como os termos kR, e R#p,\l,R”)‘ na expressao acima. Assim, a equagao

(3.1) fica valendo:

2 1
5 <RW _ g,wR) + % (2V,V, R — 29,,OR) +

2

1 1
+§ (VMVVR - ig'LLUDR - DR;},:/) + 7T,u,1/ = 0

2
Na aproximagao de campo fraco,

Juv = N + "ih,uu;

0 que nos permite escrever

2 /6 in R(hn) ﬂ in in
(-8 05 o -

onde

. K K
R;Lll/) = §Dhlﬂl - 5 (’Yup,pV + ’Yup,pu) 5
R = gDh — k" s
1
Y = Py — inﬁwhv
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e T, ¢ o tensor de energia-momento do respectivo espaco. De posse das equagoes
de movimento (3.3), vamos resolvé-las usando um gauge especial descoberto por
Teyssandier [25], que além de simplificar os cédlculos consideravelmente, permite-
nos obter solucoes gerais. A seguir veremos primeiro um panorama do gauge de

Teyssandier para depois aplicd-lo nas equagoes correspondentes de interesse.

3.2 Uma visao geral do gauge de Teyssandier

Nos veremos nesta secao uma visao geral do gauge de Teyssandier aplicado em

2+1 dimensdes. Primeiramente, tomando o traco de (3.3), temos:

3 | T 1(2 8 |

_ 1O (lin) —_ _ - I (lln)‘ .
(04 +3 R 1Tl R (3.6)
Substituindo (3.6) em (3.3):

2 p . 1(2 p . 3 o Tn, T
~ MO R(lm) - — 0 VR(hn) ~ R(hn) — [ 1 )
<n2 2 ) w Ty <m2 2 )"" + (O‘+ 2) w =Ty 2

Substituindo a equacdo (3.4) em R, da expressao acima, temos:

1 1 in 1 R ﬁ in
a <_2Dh“” + £77WR“ )> +3 {a%p P, — 3 (a - 2) Rfiw)} +

1 K 15} o K T
+2{a%ﬂ"ﬂ‘2(“z)RW}H(Tw‘ ).

2
onde a = ( — %D).
Assim, as equacoes de campo linearizadas para a gravitacao de ordem superior

podem ser reescritas usando o procedimento descrito até aqui e assumem a seguinte

forma:

(1 - TD {_QDhMV + @R(l )77uu + 5 (Fu,u + Fv,u) = Z <TW - 2T77W) ) (3'7)
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2
r,= (1 - %m) Y — (a + g) SR, (3.8)

Vamos ver quais sao as implicagoes das equacgoes (3.7) e (3.8) sob uma trans-
formagao infinitesimal de coordenadas. Considere a seguinte transformacao infinite-

simal de coordenadas

ot — ' = ot + kAH (). (3.9)

A equagdo (3.7) é invariante sob a transformacao acima, que deve ser infinitesimal
para nao haver inconsisténcia com a aproximacao g,,, = 7, +kh,,. Na aproximagao

de campo fraco, temos:

0z 0z° _ o o\~
Guv = Nuw + thﬂy = @@gpg = ((SZ + xkA? 7M)((Sy + kA ,u)gpa-
Dado que
gpa = Npo + Hﬁpaa
temos que

N + Kl = (07, + KA? ,)(6] + KA ) (Npe + ko).
Mantendo apenas os termos de ordem &, chegamos na relacao entre h,, e EW:

hw/ = FLMV + (A/,LJ/ + Ay,u) . (310)

A partir da equagao (3.8), dado que R™ é um escalar, temos

T _ 5,{/2 — ﬂ K in
F,LL: (1—4D ’}/“p’p— Oé+§ §R5L )

Usando o resultado (3.10) e a definigao de 7,,,, encontramos 7,,:
_ - 1 - 1 o
Vv = Py — 577/wh = hy — (A + Auy) — 577;w (h —2A,%).
Substituindo ¥, em T',:
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T ﬁﬁ? v v v 1 v av
L, = (1—4D {hW’ — Ay + Ay )—§nyy(h» —2A,° )}+
BYE Lo Br? B\ K
_ = = in) __ 1 N N2 ~ "7 p(lin)
(‘“2 2 e R G X
FH
2
_<1_5:D> A"+ A=A,
0
Portanto:
2
[,=T,— (1 - %D) OA,. (3.11)

O gauge de Teyssandier ¢ definido pela condigdo subsididria ', = 0, que é obtida ao
impormos que I'), = (1 — ﬁT’{QD) OA, na equacao (3.11). Assim, resolver as equagoes
de campo linearizadas no contexto da gravitacao de ordem superior é completamente

equivalente a resolver o seguinte sistema [veja as equacoes (3.7) e (3.8)]:

Br? [ 1 1 K 1
1—-—0| |-=0Oh,, + —R"™ l,] = — (T ,— =T l,) , 3.12
( 4 g e gt e | = (e T 5 (3.12)
Br? B\ E i
FH = <]_ — TD ’}/up g o+ 5 §R’(L ) = 0 (313)

3.3 Solucao geral das equacoes de campo linearizadas

no gauge de Teyssandier

Nesta secao vamos obter a solugao geral da gravitagao de ordem superior em
241 dimensoes, linearizada, no gauge de Teyssandier, resolvendo o sistema descrito
pelas equagoes (3.12) e (3.13). Lembrando que m3 = —%, podemos reescrever a

equagao (3.12) da seguinte maneira:
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— 1 in
(mg + D) [ Dhlﬂf +m2%nn/ﬂ/R(l )} _ 5 |:T/_w ;Tn;w]

Fazendo

—0Oh,, + Ln L R0
Yy = ! L } (3.14)

may

onde h,,, é solucao do sistema de equagodes (3.12) e (3.13), temos que 9, satisfaz a

equagao
9 K 1
(m3 +0) v = 3 | T = 5T (3.15)
Pela definicdo (3.14), m3¢,, = —Ohu + 5-1,R™, a equagao acima pode ser
reescrita e vale
1 (lin) K 1
Oy, + 5 R + 0, = 5 [TW _ QTW,] . (3.16)
Contraindo a equagao (3.12) com n*”, temos:
Br? [ 1 3 . KT
1-20) [-5on+ re] = - 1
( 1 It et 8 (3.17)
Calculando a derivada de (3.13) com relacao a x,:
2
(1 — ﬁjD) Yur* — <a + g) gDR(““) =0. (3.18)
Somando (3.17) com (3.18) e levando (3.5) em consideragao, encontramos:
) 2T DR(lin)
R =2 3.19
2 m3 ( )
Substituindo (3.19) em (3.16) para eliminiar R"™, temos que:
R(lin),'7 y K
O (h;w + Q/ng - wuu> - 5 [Tn;w - T,uu] . (320)
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Vamos analisar agora — a partir do que ja foi calculado até aqui — as equacoes
da gravitagao usual de Einstein (sem termos de ordem superior), linearizadas, nao
no gauge de Teyssandier, mas sim no gauge de de Donder [em que ’Y;SE) Y =0ce
VE) = hE) — inuhP)]. Fazendo a = = 0 nas equagoes (3.6) e (3.7):

1 1 ) K 1
_—pE) o~ pain) _ _ -
QDh/w + 4/1Rl M = 1 <Tuv 2T77W,) ,
4 k2T
R(hn) — )
2

A partir das expressoes acima, obtemos as equacoOes linearizadas de Einstein no
gauge de de Donder, que valem

K
5 (T = Tow) (3.21)

Portanto, a partir de (3.20) e (3.21), temos que

Oh) =

lin
Ry,

E
hl“/ = hl(ll/) —+ ¢NV — 2/£m(2) .

(3.22)

E interessante fazermos mais algumas manipulagoes algébricas para podermos
encontrar equagoes separadas para cada um dos termos da equacao (3.22). Calcu-

lando o trago da equagao (3.14) e combinando-o com (3.5), temos

m%¢ — A . RO
2 M 4k
Tomando o trago de (3.15)
map 1 y kT
2 2 8

Igualando as duas expressoes acima, temos

1 kT R
Sl o 1Y/ Y Z _
57V~ 3 T T T

Derivando a equagao (3.20) com relagao a z, e z,, chegamos em

(3.23)
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DR(lin) K;T
h l/,,uu - u#w = 5
. * 2km? Yu 2
Usando hy, ™ = 7, " + 2 e as equagdes (3.5) e (3.23), chegamos no seguinte
resultado
1 K/T R(lin)
N Mo '
v Tﬂ N7 9 1/} + ] Ak
Combinando as equagoes (3.23) e (3.24), temos que Y ,, = 0.

Portanto, 1, satisfaz as seguintes equagoes:

(3.24)

R

(D + mg) w;w = 5 |:Tu1/ - ;Tn,uu:| ’

Q/JMV v — DQ/} — O

Finalmente, fazendo & = %, podemos ver, a partir de (3.19), que ® obedece a
0
equacao:
9 KT
(D + mo) d = R

Em resumo, a solucao geral para as equagoes da gravitacao de ordem superior,

linearizadas, em 2+1 dimensoes, vale:

hy = W5+, — P, (3.25)
Ohgy) = g (Trw —Tw) A" =0, A =hl) - ;mwh(E);
(3.26)
(m + mg) Yy = g (TW — ;Tnu,,> : Y, — 0P =0, (D + mg) P = ZT.

Note que, no gauge de Teyssandier, aparece a derivada de terceira ordem da métrica

(O7v,,"), enquanto que no gauge de de Donder aparece apenas uma derivada (7, "").
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3.4 Consisténcia do gauge de Teyssandier

Nesta secao veremos que a solucao geral das equacoes de campo linearizadas
para a gravitacao quadratica no gauge de Teyssandier satisfaz a condi¢ao subsidiaria
I', = 0. Substituindo (3.22) em (3.13), temos:

2 0 R(lin) y 1 3R(1in)
r, = {(mﬁ) B 44, — T <h<E)+¢— >1+

m3 2Kkm3 2 2km3
(3.27)
K o Y
‘(“*g)z““%& |
Fazendo I', = B, "":
(m2+0) [, RY™n,, 1 3R
B, = h(E) L — e —p | A —
a m3 o % 2km3 9l v 2km3 +
B\ K
— O = RUin) 5
(a + 5] 3 Ny
(m3 +0)

1 R(lin)n v 5 /8 -
fy/(lf) + ¢MV - §7I/JV¢ + £ ] — 5 (Oé + 5 R(l )nul/

m3 4km3
1 2 (B) (E) 2 1 2
= 2|V + O 4 (my + D) — 577MV(m2 +0)y+
2

1 R(lin) n y K ﬁ .
R e R G L™

A partir das equagoes (3.15) e (3.21)

K 1
(M3 + D) = 9 Ty — QTUW’:| ’
T



kT,
Oy = =35

Substituindo esses valores em B,,,,, temos:

B, = Trlz% :mg’y/(f) - TW;T + i(mg + D)%] - g (O‘ + g) Ry,
E nll% :mivi’f) + imu (—HQT + Dj:%m) + i:gR(l;m] -3 (a + g) R,
De acordo com a equacao (3.19), —% + Dfi%n) = —R(:n), temos
= %(5) + R(l4:7w/ _771% + T:L% — 2aK® — ﬂmﬂ
Portanto, chegamos a seguinte conclusao:
I,=Bu"=75"=0. (3.28)
O resultado desta secao — a demonstracao de que I', = 0 — confirma que as

equagoes de campo linearizadas da gravitagao de ordem superior em 2+1 dimensoes
satisfazem a condigao subsidiaria e, portanto, sao invariantes a transformacgao do

gauge em questao.

3.5 Solucao geral para uma fonte pontual

Nesta secao vamos encontrar a solucao geral da equacao de campo da gravitacao

de ordem superior, linearizada, no gauge de Teyssandier, para uma particula de
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massa m localizada em r = 0. O tensor energia-momento, nesse caso, vale

T, = mnuomoéz(r). (3.29)
Para encontrar a solucgao h,,,, precisamos calcular hg), Y, € ®. Primeiro, vamos

ao calculo de hfﬁ), que ¢ solucao das equagoes:

K Y 1
5 (Tn;w - Tuu) ) 7;(5)’ = O, 7;(5) = h;(i) - inuuh(E)~ (330)

Substituindo (3.29) em (3.30) e lembrando que o campo nao varia com o tempo,

(B) _
OhE) =

temos as seguintes equacgoes:
V2he, =0,  V2hiz; =0,

Portanto:

hoo = hOi = hiO = h@g]‘ =0. (331)
Substituindo (3.29) em (3.30) para o caso em que y = v = i, temos que resolver
a seguinte equagao
V2h;; = %52@. (3.32)
Resolvendo pelo método da transformada de Fourier, temos que:

s (F) = (2;)2 [ e @), (3.33)

onde h;(k) é a transformada de Fourier inversa. Substituindo (3.33) em (3.32) e

escrevendo a delta de Dirac na representacao integral, encontramos

~ o mk
i1 k)=——
B =-"2
e, conseqiientemente
1 mk e~k T
his(7) = —= / &2F
(7) 2 (2m)? k2



Fazendo a transformacao k* — k? + ¢ para tomarmos o limite de ¢ — 0 mais

adiante, temos:

1 mk [~ kdk 2m ,
R - __ de —ikr cos @
i(7) 2(2m)2 Jo K2+ €2 Jo ‘ ’

onde foi usado k = |l; | para simplificar a notacdo. A integral em 6 é bem conhecida
e vale [21]:

21 .
/ dfe’*r <ot = o Jy (kr),
0

onde Jy(kr) é a fungao de Bessel. Assim, no limite de € — 0, temos:

1L mk /OO kJo(kr)dk
T

hii(7) = —=—
() 2 2 k% + €2

Usando novamente o Gradshteyn [21], se¢ao 6.532, equagao 4:
oo xJ,
/ Md:p = Ko(am), a >0, Re m > 0.
0o x24m?

Portanto, a parte nao nula da solucao das equacoes de Einstein linearizadas vale:

h( ) = 7ml€ In L 3.34
(7“) 1 To ) ( )
onde To é um regulador infravermelho.

Prosseguindo ao calculo de h,,,, vamos encontrar 1,,,, que é solucao das equagoes:

K 1
(D + m%) QZ];U/ = 5 <T/u/ - 2T77uu> ) w,ul/ N7 7 Dw = 0. (335)

Nesse caso, as unicas componentes diferentes de zero sao g, P11 € oo, todos

satisfazendo a mesma equacao, isto é:

(V2 = m3) oo = — (),
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Resolvendo pelo mesmo método do caso anterior, usando a transformada de Fourier,

temos:
1 27—k
woo(r) = W/d ke lboo(k) = ¢11(7") = 77/122(7“),

onde k = |k| er = |7]. Os célculos sao andlogos aos feitos anteriormente e o resultado

vale:
mk
Yoo(r) = 11 (r) = Yaa(r) = gKo(mzr)- (3.36)
Finalmente, ®(r) que é solu¢ao da equagao
o\ 4 KT
(O mp)® =",
vale
o(r) = %Ko(mor). (3.37)
T

Portanto, a solucao final para as equagoes da gravitagao de ordem superior em 2-+1

dimensoes, no regime de campo fraco, para uma fonte pontual, vale:

by = hﬁ) + Y — PN,

me

hoo = 87 {Ko(TTLQT’) — Ko(m()?“)} s (338)

By = hyy = 2 {KO(mQT) + Ko(mor) +21n T} . (3.39)
8w 7o

Note que hgy = %, como esperado. Tomando o limite de my e my — o0, as solugoes
acima reduzem-se a hgg = 0 € hyy = hgy = 77 In %, que ¢é precisamente a solugao de
uma fonte pontual estatica na gravitacao linearizada de Einstein em 2+1 dimensoes,

no gauge de de Donder [27].
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3.6 Deflexao gravitacional

Para entendermos o processo de interagao entre um raio de luz e o campo gra-
vitacional em 241 dimensoes com derivadas de ordem superior, vamos calcular a
deflexao sofrida pela luz ao passar proximo de uma fonte massiva. As equacoes de

movimento para uma particula se movimentando em um campo fraco valem [9]:

CZ_(uu + khyau®) — ghaﬁ,uuau/’ —0, (3.40)
onde u® é a quadrivelocidade da particula. Note que essa equacao nao depende
da massa da particula. Vamos reescrever a equagao (3.40) para que ela possa ser
aplicada ao f6ton. Usando

—hueu® = hyo—u® + h“a,ﬁuauﬁ,

dr dr

e desprezando o primeiro termo do lado direito (ordem h?) uma vez que a aceleragao
da particula é da ordem de h, temos que a equagao (3.40) é aproximadamente

equivalente a

du o K o
T: + </€hua,gu uﬁ — §hagyuu 'LL5> = 0.

Multiplicando a equacao acima por mdr e fazendo as substituicoes p, = mu, e

dz® = uPdr, temos:
K

A+ (W p® = Shasi™) da® = 0. (3.41)

A equagao (3.41) descreve como o momento do féton é modificado pelo campo

gravitacional, o que nos permite calcular a deflexao sofrida pela luz ao passar

préoximo a um objeto massivo. No calculo da deflexao, consideramos o fator p“

que aparece no segundo termo da equagao (3.41) como sendo constante, uma vez

que qualquer parte de p® que nao seja constante dependera de x, gerando uma con-

tribuigao de x* que pode ser desprezada. Assim, a variagao de p, que um féton sofre

a0 passar em um campo gravitacional fraco é dada pela seguinte integral

« oo 1 Jé]
Ap, = —Kp /_OO (hua,ﬁ — 2ha5,u> dz”,
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onde a integracao é feita ao longo da reta aproximada da trajetéria do féton. O
primeiro termo do lado direito da expressao acima pode ser omitido uma vez que o

campo h,, vale zero no infinito. Portanto, a integral acima se reduz a

K +oo
Ap, = 5o /_ hag udz®. (3.42)

Considere um raio de luz passando por um objeto de massa m, cujo parametro
de impacto vale b, conforme mostra a Fig. 3.1. Tomando o eixo z ao longo da

direcao de incidéncia da luz, temos que o deslocamento e o momento do féton valem,

respectivamente:
dz" ~ (dx',dx',0), (3.43)
P~ (p',p',0). (3.44)
y

Figura 3.1. Trajetoria de um féton na presenga do campo gravitacional de um objeto massivo.

Inserindo (3.43) e (3.44) na equagao (3.42), temos:

K [T
Apy = 5/ p' (hoo2 + h112) dz".

—00

Substituindo as solugdes hgy e hi; encontradas na se¢ao anterior [equagoes (3.38) e

(3.39)] na expressao acima, temos:

49



Apy =

b I L _melamava v 9)) (3.45)
Am o |x%+ b2

N
onde K é a funcao de Bessel modificada de ordem 1. Usando o resultado do Grad-
shteyn [21]

o0 2t 2T (u+ 1)
/o K, (om/x? + y2> - dx = WKV—M—I(OW)v (3.46)

(1.2 + y2)1/
onde a > 0 e Re(u) > —1, encontramos a variagdo do momento do féton devido a
acao do campo gravitacional, que vale

2 1

Apy == 7;”’ (1— ety (3.47)

Portanto, o angulo de deflexao do féton, 6§ = %, vale:

0 =47Gm (1—e ™). (3.48)

Observe que 0 tende a 4rGm a medida que my — 00, que é justamente a previsao
para a deflexao gravitacional da luz na relatividade de Einstein [27]. E importante
ressaltar que a deflexao no contexto da gravitacao de Einstein linearizada em 241
dimensoes, ao contrario da gravitacao de ordem superior, é um efeito puramente

topoldgico.
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Capitulo 4

Cordas cosmicas no contexto da

gravitacao de ordem superior

Como é bem conhecido, uma corda gravitante é descrita pelo sistema combinado
de equacoes de Einstein, Higgs e campo de gauge. Resolver essas equagoes, no
entanto, é uma tarefa formidavel, reservada para o futuro. De fato, até agora nao se
conseguiu encontrar solugoes exatas para esse problema. Afortunadamente, no que
concerne a grande maioria das aplicagoes cosmologicas, as coisas tornam-se trataveis

se adotarmos as seguintes simplificagoes:

(i) a espessura da corda é muito menor que todas as outras dimensoes relevantes;
(ii) as equagoes de Einstein linearizadas podem ser empregadas.

Supondo que essas duas grandes simplificagoes se apliquem, chegamos a uma
surpreendente conclusao: a geometria ao redor de uma corda césmica reta ¢é local-
mente idéntica aquela do espago-tempo plano. Isso significa, entre outras coisas,
que nenhuma forca gravitacional é exercida sobre uma particula teste no limite
nao-relativistico. Por outro lado, a geometria em questao nao é globalmente eu-
clidiana. Como consequéncia, um raio de luz movendo-se em um plano ortogonal
a corda sofre uma deflexao gravitacional que é independente do parametro de im-
pacto [28-31]. Esse estranho resultado é um efeito puramente topolégico semelhante

ao efeito Aharonov-Bohm do eletromagnetismo [32].
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As consideragoes precedentes mostram que alguns dos aspectos gravitacionais
de uma corda descrita pela relatividade geral linearizada sao um tanto quanto es-
tranhas. Como poderiam estas propriedades gravitacionais peculiares serem evi-
tadas sem apelarmos para a teoria completa? Certamente escolhendo uma versao
linearizada de alguma teoria alternativa a relatividade geral. Na pratica isso equivale
a selecionar entre uma infinidade de teorias gravitacionais aquela que é a melhor. Na
verdade, esta nao é uma tarefa tao dificil como parece a primeira vista: até agora, a

gravitacao com derivadas de ordem mais alta (HDG) — a teoria definida pela agao

2
I:/d‘lx\/_—g ,#RJr(;RQJrﬁRQ — Lu, (4.1)

2 W

onde « e [ sao parametros adimensionais, Ly é a densidade de Lagrangiana para
a matéria e k? = 327G, sendo G a constante de Newton — é a tinica rival possivel
para a relatividade geral, pela simples razao que ela é a tnica teoria de gravitagao
conhecida que é renormalizével juntamente com seus acoplamentos de matéria [12].
Apesar de ser renormalizdvel, a HDG possui um pélo fantasma no propagador a
nivel de arvore que a torna nao-unitaria dentro do esquema perturbativo padrao.
Esse problema da nao-unitariedade pode possivelmente ser superado via um enfoque
nao-perturbativo [33]. Deixando de lado a questdo ainda nao resolvida da nao-
unitariedade da HDG — um problema, por falar nisso, que é uma pilula amarga para
os tedricos de campo engolirem — a HDG apresenta propriedades muito interessantes
e pode ser usada, entre outras coisas, como uma ferramenta eficiente na execugao
tanto de calculos cldssicos [34,35] quanto semi-cldssicos [36-39].

Nossa motivacao aqui é estudar as propriedades gravitacionais de uma corda
cosmica reta no contexto da HDG linearizada [40]. Este enfoque langa luz sobre a
importante questao da natureza precisa da forga gravitacional de curto alcance que
no limite nao-relativistico é exercida sobre uma particula teste. E mais, ele melhora
nossa compreensao sobre a deflexao de um raio de luz movendo-se em um plano

ortogonal a corda.
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4.1 A corda cosmica reta no contexto da HDG

Iniciaremos descrevendo como obter a solugao geral da HDG linearizada no gauge
de Teyssandier [25,26]. A prescricao é usada posteriormente para se encontrar a
métrica relativa a uma corda césmica reta localizada sobre o eixo z. A espessura da

corda é suposta ser muito menor que todas as outras dimensoes relevantes.

4.1.1 Equacoes de campo da HDG linearizada

A variagao da acao I com relacao a métrica g, leva as seguintes equacoes de

campo

2 Br 1 1
EGMV + 5 {_QQ‘WR;T + VMVVR + 2R,up)\pr>\ — 59’“’DR — DR/W]

1 1
+ % [ngf? +2RR,, +2V,V,R — ngDR] + 50, =0, (42)

/ . _ 1 , . .
onde O, ¢ o tensor energia-momento e G, = R, — 59,1t ¢ o tensor de Einstein.

Na aproximacao de campo fraco, ou seja,

Guv = Ny + /ih/un (43)

onde 7, = (+1,—1,—1,—1), as equacdes de campo podem ser escritas da seguinte

maneira
ﬁ’%2 1 1 in 1 K 1
(1 - TD [_QDhuy + éR(l )77mz + i(ru,v + Fvyu) = Z (Tuv - 3T77W) ) <4'4)
onde
in 1 v 1
R = §Dh - v T = Py — 5771“1}7” (4.5)
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6H2 5 HQ in
F“E<1_4D i = ot g ) G R (4.6)

e T, é o tensor energia-momento da relatividade especial. A equagao (4.4) é pre-

cisamente a equacao do campo linearizada para a HDG.

4.1.2 Solucao geral da HDG linearizada no gauge de Teyssandier

As equagoes de campo (4.4) sao invariantes sob a transformacao infinitesimal de

coordenadas z# — T# = 2" + kA*(x). Nesse caso, temos

hyuw () — oy () = Py () = Ny — Au s, (4.7)
V(@) — By (@) = Y (€) = Ny = Mo + 0 A, (4.8)
RO () — RO () = RO (g, (4.9)

T (2) — Tu(z) = T(z) — (1 - 555) OA,. (4.10)

A partir desses resultados, nao é dificil mostrar que, se hy,(x) é solucao de
(4.4), entao ﬁu,,(x) também ¢é solucao da mesma equacao de campo. O gauge de
Teyssandier é definido pela condicao subsididria I',, = 0.

Vamos mostrar, por sua vez, de que modo este gauge pode ser realizado supondo
inicialmente que I', # 0. A equagao (4.10) mostra que a condigao para que fu(a:)
se anule pode ser realizada impondo-se que I',(z) = (1 — BT”QD) OA,. Supondo que

essa condigao seja satisfeita, temos que a solucao geral da equacgao (4.4) é dada por
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h;u/ - hLEy) - Cbmu + ¢MV7 (411)

onde hLEV) é a solucao da equacao de Einstein linearizada no gauge de de Donder,
isto é,

Im v 1
thﬁ)zg[ Z‘” —TW], T =00 ) = b = Snwh®, (4.12)

enquanto que ¢ and 1 satisfazem, respectivamente, as equagoes

T
(O+md)o =", (4.13)
12
2 K 1 v
(D + mQ)wuV = 5 T;w - ng;w ) o le = 0. (414)
Lembramos que m3 = m emj=—i;

4.1.3 A métrica de uma corda cosmica reta no contexto da
HDG linearizada

Vamos encontrar a métrica de uma corda césmica reta, disposta ao longo do
eixo z no contexto da HDG linearizada. A espessura da corda, como ja haviamos
mencionado, é suposta ser muito menor que todas as dimensoes relevantes, o que
justifica que ela seja tratada como uma linha de largura zero com um tensor de

energia-momento tipo § de Dirac. Consequentemente,

T = po®(r)diag(1,0,0, —1), (4.15)

onde r = /22 + y* e 11 é a densidade linear de energia da corda. Para encontrar h,
temos que obter primeiro hﬂ?), ¢ e 1. Em sequéncia apresentamos um resumo dos

calculos mais importantes.
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Na determinacio de h{®), as tinicas componentes diferentes de zero séo h“ , 1=

/w ’
1,2. Essas satisfazem a equacao:

V2f(r) = %52@).
Vamos resolver essa equagao pelo método de Fourier. Definimos f (k) como se segue:

ke~ ™ T F(k), (k) = / AT f(r).

Lembrando que §%(r) = ﬁfkoe*ik'r, temos que f(k) = —5.%.  Portanto,
h(E)(r) = — fd2k:e*’kr L. Para evitarmos a presenca de uma divergéncia in-

fravermelha nesta integral, introduzimos um parametro apropriado m (% = = erﬁ)

que faremos tender a zero no final do calculo. Como resultado,

—ik-r
© 0y _ g | [ e T Tk oo Jo(kr)kdk
hig " (r) = J}H}O[ 8772/dkk2+m2]_££n@l dr Jo k2 4+ m?

, K KL, T
= lim [—ZLMKO(mT)} = ﬁln

m—0 T ro’
onde Jy é a funcao de Bessel de ordem zero, K é a funcao de Bessel modificada de
ordem zero e ry é um regulador infravermelho.
Na determinacao de ¢, a equacgao a ser resolvida ¢é
K
(m = V)6 = =-5°(1).

: - Jo(kr)kdk
Procedendo da mesma maneira que anteriormente, temos que ¢(r) = 4= [7° 2(23712
0

Do ponto de vista matemético [21], [5~° ‘]O(Z#Jgglx s6 é vélida se a > 0 e Re(b) > 0.

Dessa forma, supomos mg > 0, que é precisamente a condicao para a auséncia de

taquions (tanto de energia positiva quanto negativa no campo dinamico). Portanto,

o resultado vale

_ A
¢ = 15 Kolmor).
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Na determinagao de 1, as tinicas componentes nao nulas sao A = gy = —33

e B =111 = 199, que satisfazem as equacoes

(m3 = V?)A = L8 (), (m3— VB = "8(r),

cujas solugoes valem

oo = —33 = 7K0(m27“) P11 = Yoy = *Ko(mﬂ’%

com mq > 0.

Consequentemente, a métrica para uma corda césmica reta no contexto da HDG

K
ho() = —h33 = é [Ko(mg’f’) — Ko(mm“)] s (416)
Kp
hll = h22 = E 3ln— + 2K0(m2r) + Ko(m(ﬂ’) (417)
To
Essa solucao tende a
hoo = h33 = O, hll = h22 = %lni, (418)

4T 1o

quando mg e my — 00, que é exatamente a métrica da corda césmica reta obtida na
teoria linearizada de Einstein [28]. A seguir discutiremos algumas das propriedades

gravitacionais das equagoes (4.16) e (4.17).

4.2 Os regimes gravitacionais da corda césmica

No limite nao-relativistico, uma particula teste de massa m em um campo gra-
vitacional fraco sofre a a¢do de uma forca F(r) = —mVV, onde V = 0 ¢ o

potencial gravitacional. A partir da equacao (4.16), concluimos que
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4 “
F(r)= gG,um [mo K1 (mar) — mo Ky (mor)] T,

em que K é a funcao de Bessel modificada de ordem 1. Para melhor visualizarmos

a natureza de F(r), vamos reescrevé-la da seguinte maneira:

F(r) = Fo(r) + Fa(r) = Fo(r)t + Fy(r)t,

com Fo(r) = —3GummoKi(mor) e Fy(r) = 3GummaKi(meor). Uma vez que
xK;1(z) é uma funcao positiva monotonicamente decrescente, temos que no intervalo
0 < x < 00, Fg é uma forcga repulsiva, enquanto que Fg é uma forga atrativa. Por-
tanto, temos aqui uma competicao entre essas duas forcas, determinada pela relacao

entre as massas mg e mo. Dessa forma, teremos os seguintes regimes gravitacionais:
e gravitagao (|Fa| < |Fo| para mg < my),
e antigravitag¢ao (|Fo| < |Fa| para my < my),
e blindagem gravitacional (|Fo| = |F2| para mg = my).

E importante enfatizarmos que esse é um efeito exlusivo da gravitacao de ordem
superior, ele nao ocorre na gravitacao linearizada de Einstein. O grafico da Fig. 4.1

ilustra os aspectos genéricos dos regimes de gravitacao da corda cosmica.

4.3 Deflexao gravitacional em um plano ortogonal

a corda

Seja p, o momento de um féton. A variagao em p,, sofrida pelo féton ao passar

em um campo gravitacional é dada pela integral

KJ o0
Ap, = Epo‘[ hagy#da:ﬁ, (4.19)
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F(r)

A

Antigravitacao

Blindagem
Gravitacional

Gravitagao

Figura 4.1. Regimes gravitacionais da corda.

onde a integracao é feita sobre a reta que aproxima a trajetéria do féton. Con-
sidere um foton movendo-se em uma plano ortogonal a corda — que esta no eixo
z — vindo do infinito e com parametro de impacto b (veja a Fig. 5.2). Dessa
forma, o deslocamento ao longo da reta aproximada e o momento do féton valem,

respectivamente,
dat ~ (dxl,dxl,O), = (PlJ)l’O)-

Inserindo essas grandezas na equagao (4.19), obtemos

/{ o
Apy = 5]?1 /_ [hoo.2 + hi1o] dﬂﬁl, (4.20)

que pode ser reescrito como

_ha (= ld or
Apy = 2p /_Oo {[dr(%o—i‘hn)} ay}

29

da. (4.21)




Figura 5.2. Trajetoria de um féton em um campo gravitacional gerado por uma corda disposta

ao longo do eixo z.

Com a métrica dada pelas equagoes (4.16) e (4.17), temos que

1 m2K1 (mg\/ 2 + 62)
220 Va2 + b2

Usando o resultado do Gradshteyn [21]

o0 p2rt 2T (p+ 1)
/0 K, <Om/x2 + y2> dr = S K, ,1(oy),

($2 + y2)u

2 o
Apy = bure pl/o dx. (4.22)

47

com o > 0 e Re(u) > —1, temos que

K pp! b
Apy = =3 (1—em). (4.23)

O angulo de deflexao do féton 6 = % vale, portanto,

0 =4rnGpu(1—e ™). (4.24)

Note que a massa mg nada contribui para o angulo de deflexao. Isso acontece porque

a métrica linearizada da teoria de gravitacao R+ R? — a teoria linearizada obtida a
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partir da acdo [ dix/— [ R+ O‘RZ EM} — ¢é conformemente relacionada aquela
da relatividade geral de Einstein linearizada. De fato, se § = 0 concluimos que
Y = 0. Como resultado, a equagao (4.11) vale h/(UPE*RQ) = hLE My, onde h (R+R?)

¢ a solucao da teoria R + R? linearizada. Assim,

2 2
g = g ghEAT)
= (1— ko) (77“1, + fihﬁ?))
= (1-rg)gst), (4.25)

onde o termo de ordem x? foi desprezado. O angulo de deflexao calculado aqui tende
a 4G quando my — 00, que é justamente o resultado da relatividade geral [28].
Este resultado, ao contrario daquele obtido no contexto da HDG linearizada, é um

efeito puramente topoldgico.
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Discussoes e Comentarios Finais

Mostramos neste trabalho que a gravitagao planar de ordem superior (vista como
uma teoria efetiva), ao contrario da teoria de Einstein tridimensional, é um modelo
muito rico, portador de propriedades novas e interessantes. Entre elas destaca-se a
possibilidade de existéncia de trés regimes gravitacionais: gravitacao, antigravitagao
e blindagem gravitacional; resultado este obtido via a utilizagao de dois enfoques
totalmente diferentes: o da teoria de campos e o da teoria geométrica de Einstein.
Além da previsao desses regimes gravitacionais, encontramos também uma expressao
analitica para o angulo de deflexao de um raio de luz que, como era de se esperar,
depende do parametro de impacto.

Certamente, a pesquisa em gravitacao planar justifica-se, em grande parte, pelo
fato da geometria em torno de uma corda césmica ser tridimensional. Utilizar a
relatividade linearizada de Einstein para a descricao da corda césmica leva, porém, a
algumas bizarrices, tais como: (7) auséncia de uma for¢a de gravitagao no limite nao-
relativistico; (47) deflexao gravitacional independente do parametro de impacto. Para
sanar essas dificuldades sugerimos substituir a gravitagao linearizada de Einstein
pela gravitagao de ordem superior (HDG) linearizada. O remédio que recomendamos
produziu o resultado desejado. De fato, no contexto da HDG linearizada temos trés
regimes gravitacionais no limite nao-relativistico. Vale a pena observar que a métrica
para o regime de blindagem gravitacional (mg = msg) — hgy = hzs = 0, hy; =
hoy = % [ln% + K0<m27”):| — ¢ distinta daquela relacionada a relatividade geral
linearizada. Por outro lado, o angulo de deflexao depende do parametro de impacto
e é pequeno (0 ~ Gu), como esperado. As observagoes limitam Gu a um valor

menor que ~ 107°, enquanto que no contexto de formacao de galdxias, Gu ~ 1079,
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correspondendo & escala de grand-unificacao ~ 10'*GeV. Portanto, o nosso objetivo
foi cumprido. Como sugestao para futuros trabalhos, mencionamos a possibilidade
de comparacao — tanto analitica quanto qualitativa — do potencial gravitacional
da HDG [20] com o potencial de dois vdrtices obtido por Jacobs e Rebbi [41,42].
Nos discutimos, também, sobre a importante questao da presenca de fantas-
mas na gravitacao de ordem superior. O espectro gerado pelas cordas fechadas
é livre de fantasmas, e a Lagrangiana efetiva correspondente — deixando de lado
os termos de dilaton — tem a forma Le ~ /—g[R + o' R? + o«/*(ROR + R3?) +
termos de ordem superior]. Por outro lado, em modelos com Lagrangianas genéricas,
L~ /=g (R +al, e + bew + CR2>, os fantasmas aparecem a nivel de arvore.
De fato, as acoes relacionadas a esses modelos tém termos quadraticos do tipo
huwO(1+a0)h*, cuja consequéncia é que os seus respectivos propagadores incluem,
além do graviton, um fantasma massivo. A Unica excecao, sem considerar o modelo
particular [43,44] £ ~ /=g (R + *>R?), é dada pela combinagao de Gauss-Bonnet
G = /(-1)P-1g <R2 — 4R/2w + wam), que nao tem termos quadraticos em hy,,
mas tem contribui¢oes de vértices ~ h? para dimensoes D > 4 [45-48]. Para D = 4,
G é um invariante topoldgico que nao contribui para as equagoes de movimento e
se anula para D < 4. E importante ressaltar, no entanto, que a HDG, conforme ja
mencionamos, € a Unica teoria gravitacional em D = 4 que é renormalizavel. Por-
tanto, hd um prego a pagar por se ter uma teoria da gravidade renormalizdvel (pelo
menos no contexto da teoria de perturbagao usual): viver sem conflito com fantas-
mas. Felizmente, a quebra da causalidade, no que concerne a HDG, ocorre somente
em uma escala microscépica se os parametros a e ( forem pequenos o suficiente de
forma que os campos massivos sejam importantes apenas na escala do comprimento
de Planck ~ 10733cm. A HDG ¢, portanto, uma teoria efetiva de gravitacao nas
escalas mais familiares como as utilizadas neste trabalho. Assim, nessas escalas nao

devemos ter medo dos fantasmas massivos de spin-2.
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Gravity, antigravity, and gravitational shielding in flatland

Antonio Accioly,’%3:* José Helayél-Neto,"2' T and Matheus Lobo®3:*

LGroup of Field Theory from First Principles, Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas (CBPF),
Rua Dr. Xavier Sigaud 150, 22290-180, Rio de Janeiro, RJ, Brazil
?Laboratdrio de Fisica Experimental (LAFEX), Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas (CBPF),
Rua Dr. Xavier Sigaud 150, 22290-180, Rio de Janeiro, RJ, Brazil
I Instituto de Fisica Tedrica (IFT), Sdo Paulo State University (UNESP),

Rua Pamplona 145, 01405-000, Sao Paulo, SP, Brazil

The possibility of generalizing gravity in 241 dimensions to include higher-derivative terms,
thereby allowing for a dynamical theory, opens up a variety of new interesting questions. This
is in great contrast with pure Einstein gravity which is a generally covariant theory that has no
degrees of freedom — a peculiarity that, in a sense, renders it a little insipid and odorless. The
research on gravity of particles moving in a plane, that is, living in flatland, within the context of
higher-derivative gravity, leads to novel and interesting effects. For instance, the generation of grav-
ity, antigravity, and gravitational shielding by the interaction of massive scalar bosons via a graviton
exchange. In addition, the gravitational deflection angle of a photon, unlike that of Einstein gravity,

is dependent of the impact parameter.

PACS numbers: 04.60.Kz

These times people carrying out research on quantum
gravity in dimensions higher than four (ten or twenty-
six are the most popular) are in the majority. What is
the reason, then, for doing research on three-dimensional
gravity, that is, on gravity of particles moving in a plane
(living in flatland)? The answer to this highly pertinent
question is quite amazing: Planar gravity can have phys-
ical relevance; in fact, it describes adequately physical
processes in the vicinity of a cosmic string [1]. Accord-
ingly, this subject, besides being a very interesting piece
of research, is not out of step with the times.

Now, as is well-known, three-dimensional Einstein
gravity without sources is physically vacuous because
Einstein and Riemann tensors are equivalent in D = 3.
In addition, the quantization of the gravity field does
not give rise to propagating gravitons since the space-
time metric is locally determined by the sources. Con-
sequently, it would be important to generalize gravity
in 2+1 dimensions by adding to its action one or more
suitable terms in order to obtain a dynamical theory.
This can be done, for instance, by augmenting pla-
nar gravity via a Chern-Simons term [2]. Certainly,
this is not the only way out of this problem. Indeed,
there exists another way of achieving the generalization
we are searching for: inclusion of the four derivatives
terms [ d*z,/gR" R, and [d*z,/gR? into the three-
dimensional gravitational action. The resulting theory
—usually known as higher-derivative gravity (HDG) —
is defined by the action [3]

*Electronic address: accioly@cbpf.br
TElectronic address: helayel@cbpf .br
fElectronic address: lobo@ift.unesp.br

S = /d?’z\/ﬁ (if“ + %RQ + gR“”RW> G
where k2 = 327G, and o and 3 are free coefficients.
Note that there is a lack of a term proportional to
[ &3z /gR*PX°Ry4,6 in Eq.(1). This is due to the fact
that in three dimensions both the curvature tensor and
the Ricci tensor have the same number of components
[4]. Higher-derivative theories, however, have an Achilles
heel: they are generally plagued by ghosts. As a con-
sequence, we must in first place analyze the tree-level
unitarity of the model. To accomplish this we need be-
forehand the propagator. In terms of the rank-2 sym-
metric tensors in D = 3 [5], and in the de Donder gauge,
it assumes the form

2\ my mg
071 _ 7P1 _ 2 P2 0 P(O*S)
L2 K2(k2 — m2) + K2(k2 — m)
4N 2m¢
2,20 | po-w)
et K2(k2 — m)
+\/§m02 [P(O—sw) + P(O—ws)]
k2 (k2 —mg) ,
where \ is a gauge parameter, my = —ﬁ, and m¢ =

m. Therefore, if m# > 0 (=8 > 0) and mg§ >
0 (38 + 8a > 0), HDG is a model with acceptable val-
ues for the masses since this is just the condition for the
absence of tachyons (both positive and negative energy)
in the dynamical field. Accordingly, we simply assume
from now on that these non-tachyon constraints hold.
On the other hand, it is trivial to show that these mul-
timass models of gravity, in addition to the usual non-
propagating massless spin-two excitations, have also mas-
sive spin-two and massive scalar excitations. Unluckily,



the massive spin-two part of the field has negative en-
ergy, which implies that the aforementioned models are
tree-level nonunitary. Nevertheless, the breakdown of
causality, as far as these three-dimensional theories are
concerned, only occur on a microscopic scale if the pa-
rameters o and [ are small enough to make the massive
fields only important on distance scales near what would
be the three-dimensional analogue of the usual Planck
length. HDG is thus an effective theory of gravity at
more familiar lengths. Accordingly, we shall utilize these
three-dimensional multimass models as effective field the-
ories, that is, as low-energy approximations to more fun-
damental theories that, quoting Weinberg [6], “may not
be field theories at all.”

We discuss now some of the novel and intriguing fea-
tures of HDG, viewed as an effective field model. Our
first priority is to analyze the possibility of generating
different gravity regimes — grawvity, antigravity, and grav-
itational shielding — by the interaction of two identical
massive scalar bosons via a graviton exchange. To ac-
complish this we evaluate the nonrelativistic potential
for this interaction. The expression for the gravitational
potential energy is

1 1
am? (21)2

Ulr) = /d2k Mg, e, (2)

where m is the mass of one of the bosons, and Myt R. is
the non-relativistic limit of the Feynman amplitude for
the process at hand. Eq.(2) clearly shows how the po-
tential from quantum mechanics and the Feynmam am-
plitude obtained via quantum field theory are related to
each other [7]. Now, the elementary vertice for the pro-
cess we are analyzing is

1
ro,(p,p') = 3Pl + pup = (P + m?)],
where the momenta are supposed to be incoming. The
Feynman amplitude is, in turn, given by

2 2
my My
S A B
M= T B 3)
where
1 2 / / / / 1
A= gk (p~q)(p~Q)+(p-q)(p~q)—@

- d)m? =0~ )~ g )
t o500~ d)~ (70 + ()]
- (m? —p-p')(m?

1
+ g (m?* —g-q)*(m

(p-p)a-q)

2—p-p’)2},

-q-q)—

=& [(p-P)q-d)+(q-¢)m* —p-p')
F 0 P —q-d) + g0 )~ p o)
+ %(zwp')(m2 —q-¢')?+(m*—p-p)

- (m*—q- Q)+k1(m —p-p)(m* —q-q)

which in the nonrelativistic limit reduces to

1 w2mimg? w2mimg

1
2k2(k2 +m2)  2k2(k2+m@)’

Mygr = — (4)

Performing the appropriate integrations using Eqgs.(2)
and (4) we get the nonrelativistic potential, namely,

V(r) = 2Gm [Ko(mar) — Ko(mor)] . (5)

The modified Bessel function of order zero, Ky(z), be-

haves as —Inx at the origin and as z e ® asymptoti-
cally.
Three comments are in order here:
e Unlike the Newtonian potential, VNewt =

2mGIn = o which has a logarithmic singularity at
the orlgln and is unbounded at the infinity, the po-
tential concerning HDG is extremely well behaved:

it is finite at the origin (V(O) =2GmIn %) and

zero at infinity.

e V(r) — 0 as my and my — oo, confirming in this
way the well known fact that the nonrelativistic
potential related to three-dimensional-gravity does
not reproduce the Newtonian potential [8].

e There is no correlation between the potential
related to planar gravity theories and the bi-
dimensional Newtonian potential.

After this little digression let us return to the analysis
of the behavior of the gravitational potential. Taking into
account that Ky(z) is a positive monotonically decreasing
function in the range 0 < x < 0o, we come to the con-
clusion that V(r) is everywhere positive if mg > ma, is
negative if my < mg, and is null if mg = my. In Fig.1 it is
shown a schematic picture of the potential for the three
situations just described. It is rather remarkable that
this quantitative picture is very similar, mutatis mutan-
dis, to the qualitative one found by Jacobs and Rebbi [9]
through an approximate computer study of the 2-vortex
potential.



V(r)

mo > M2

Mo = My

mo < M2

FIG. 1: Gravitational potential for attractive (mo < ma2),
repulsive (mo > mg), and null (mg = m2) law force.

The analytical results previously discussed are cer-
tainly robust theoretically. This raises an interest-
ing question: Could they be reproduced only appeal-
ing to the usual tools of Einstein’s geometrical the-
ory? The answer is affirmative. In fact, in the weak
field approximation, namely, g, = 1., + xhy,, wherein
N = diag(+1,—1,—1), the gravitational acceleration,

Y= dd—”;, of a slowly moving particle is given by ' =

—K[0hl — %8%00], which for time-independent fields re-
duces to 4! = g@lhoo. On the other hand, one can show
that hoo = 5= [Ko(mar) — Ko(mor)] (See Eq.(12)). Tak-
ing this result into account it is fairly straightforward to
prove that the force that one of the particles exerts on
the other has the form

F = F(r)t, (6)

with F(r) = —2Gm? [moK1(mor) — moKi(mar)]. Re-
membering that zK;(x) is a positive monotonically de-
creasing function in the range 0 < x < oo since
42K, (2)] = —zKo(z), we arrive at the conclusion that
the gravitational force given by Eq.(6) is always attrac-
tive if mg < me (gravity), is repulsive if mg > mo (anti-
gravity), and vanishes if mg = mqo (gravitational shield-
ing). Interesting enough, the introduction of higher-
derivative terms in planar gravity is responsible for the
generation of three different gravity regimes. It is remak-
able that this phenomenon does not take place in the
framework of standard three-dimensional Einstein grav-
ity — it is peculiar to HDG. The graphic shown in Fig.2
exhibits the generic features of the three alluded regimes.

Is there any link between the gravitational regimes we
have obtained and the gravitational effects of a cosmic
string? Yes, indeed! In the framework of linearized four-
dimensional higher-derivative gravity, a straight cosmic
string exerts a force on a slowly moving particle that, de-
pending on the relation between the two free parameters
of the theory, is attractive, repulsive, or null [10]. There-
fore, within this context, it may be expected that two
straight cosmic strings will experience a mutual short

F(r)

Antigravitation

Gravitational
Shielding

Gravitation

FIG. 2: Gravitation, antigravitation, and gravitational shield-
ing in flatland.

range gravitational interaction which, perhaps, might
have had an effect on the formation of structures in the
early universe. In a sense, such a conjecture is a great
stimulus to do research on three-dimensional HDG.

We consider now the issue of the gravitational deflec-
tion of a photon. In order to find the light bending, we
need to know in advance the solution of the linearized
field equation related to the action S. In the weak field
approximation, the field equation obtained by variation
of S with respect to g,., can be written as

1 2
- (1 2)

1 1 in
. —§|:|h'u‘l/+ ZR(I )n#y:| = 0, (7)

1 K
_i(FIMV + Fv,u) + Z<TW -

where

1

in 1 v
R(l ) = EDh - '7“ vy Tpy = h/u/ - §7luuha

and

_ Br2 A B\ w* (lin)
FN: (1-4[’ 7#A - a+§ ?R Lt

Here indices are raised (lowered) using 7" (n,. ), and T},
is the energy-momentum tensor of special relativity. Us-
ing a three-dimensional version of the Teyssandier gauge
[11, 12], namely, I', = 0, one can demonstrate that the
solution of Eq.(7) is given by the algebraic sum

h;w = hEE) - ¢77,u1/ + w;wv (8)
where h,(E) is the solution of the linearized Einstein equa-
tion in the de Donder gauge, i.e.,

K
OhiE) = 5 [T — T

(E) ,l/:0 1

E) — 1 (E E
’Y[LV ) /.Y,L(l.l/) = hELV) - imwh( )



while ¢ and v satisfy, respectively, the equations

@+ md)o="T, )

K 1
O+ md)b = 5 [Tw - 2me] , (10)

P, — D =0. (11)

Utilizing the above equations we can easily show that
the metric for a point particle of mass m located at r =0
and having, as a consequence, an energy-momentum ten-
sor T, = mnﬂonl,OJQ (r), is

hoo = == [Ko(mar) — Ko(mor)], (12)

8
rM T
hi1 = hog = o 2171% + Ko(mer) + Ko(mor)| , (13)

where r( is an infrared regulator. Note that hgy = %,
as it should be. On the other hand, the above solution
tends to hoo = O, h11 = hgg = %Z’HTL, as Mo and

me — 00, which is nothing but th‘é solution of three-
dimensional linearized Einstein equation, in the de Don-
der gauge, that is generated by a static-pointlike source
[13].

We are now ready to discuss the deflection of a photon
due to the gravitational field of the mass m. Suppose
in this vein a photon with momentum p, coming from
infinity with an impact parameter b (See Fig.3). The net
change in p,, while it passes through the aforementioned
gravitational field is given by the integral

K: oo
Ap, = §pa / s udz?, (14)

where the integration is performed along the approxi-
mately straight trajectory of the photon. Accordingly,
det =~ (dz',dz',0), p* =~ (p',p',0). Inserting these

quantities into Eq. (14), and taking into account Eqgs.
(12) and (13), we obtain

bmk? >
Apy = 4 pl /
a 0

1 mgKl(mQ\/ 1‘2 +b2)
22 + b2 Nz

where K is the modified Bessel function of order one.
Now, [14]

dx,

LE2'U’+1

/Oo K, (a/a? 5 ?) — e da =
0

(:1;2 + y2)l/
2'T(p+1)

mKqu(ay), a >0, Re(u) > —1.

Consequently,

o- . x

FIG. 3: Geometry of the light bending.

2,1
K°m _
Apg = 8p (1 — e mzb) B
The deflection angle for the light ray, 0§ = Ap’? , is there-

fore

0 =47Gm (1 - e_mzb) .

Note that the scalar excitation of mass mqy does not con-
tribute to the light bending. Why is this so? Because the
metric concerning linearized R+ R? gravity — the theory
obtained by linearizing the field equation related to the
action [diz\/—g[ZR+ $R?— Ly] — is conformally
related to that of linearized general relativity. Indeed, if
B8 =0, we get from Eq. (10) 9, = 0. As aresult, Eq.(8)

reduces to hLRV+R2) = th) — Ny, Where hg},+R2) denotes

the solution of the linearized R + R? gravity. So,

2
Nuw + hELRquR )

(1-9) (WV + hﬁEJ)

2
gy

where, of course, the product of ¢ by hf;p;) was neglected.
Note also that 6 tends to 4mrGm as mo — o0, which is
the prediction of linearized general relativity [13]. The
latter result, unlike that obtained within the context of
linearized HDG, is a pure topological effect.

In conclusion, we remark that the physics associated
with these effective planar models is not only intriguing,
but also fascinating. Certainly it deserves to be much
better known.
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The gravitational properties of a straight cosmic string are studied in the linear approxi-
mation of higher-derivative gravity. These properties are shown to be very different from
those found using linearized Einstein gravity: there exists a short range gravitational
(anti-gravitational) force in the non-relativistic limit; in addition, the deflection angle of
a light ray moving in a plane orthogonal to the string depends on the impact parameter.

Keywords: straight cosmic string; linearized higher-derivative gravity; gravitational force;
anti-gravitational force.

PACS Nos.: 11.27.4d, 04.50.Kd

1. Introduction

A gravitating string, as is well-known, is described by the combined system of
Einstein, Higgs, and gauge field equations. To solve these equations, however, it
is a formidable task that lies ahead of us. Indeed, as yet exact solutions to this
problem have not been found. Luckily, as far as the great majority of cosmologi-
cal applications are concerned, things become tractable if we adopt the following
simplifications:

(i) the string thickness is much smaller than all other relevant dimensions;
(ii) the linearized Einstein equations can be employed.
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Supposing that these two major approximations apply, we arrive at an unex-
pected conclusion: the geometry around a straight cosmic string is locally identi-
cal to that of flat space-time. This means, among other things, that in the non-
relativistic limit no gravitational force is exerted on a test particle. Nonetheless, the
alluded geometry is not globally Euclidean. As a consequence, a light ray moving
in a plane orthogonal to the string undergoes a deflection that is independent of
the impact parameter." This odd result is a pure topological effect similar to the
Aharonov-Bohm effect in electromagnetism.?

The preceding considerations clearly show that some of the gravitational features
of a string described by linearized general relativity are somewhat unrealistic. How
could these peculiar gravitational properties be avoided without appealing to the
full theory? Of course, by choosing a linearized version of an alternative theory
to general relativity. In practice, this amounts to single out among a plethora of
gravitational theories that which is the best. Actually, this is not so hard a task
as it seems at firs sight: up to now, higher-derivative gravity (HDG) — the theory
defined by the action

2 « 3
I = /d4x\/ —g |:K;2R+ §R2 + ER:?“’ — »CM s (1)

where o and [ are dimensionless parameters, Ly is the Lagrangian density for
matter, and x? = 327G, with G being Newton’s constant — is the only possible
rival for general relativity, for the simple reason that it is the only known gravita-
tional theory that is renormalizable along with its matter couplings.? Despite being
renormalizable, however, HDG possesses a ghost pole in the tree propagator which
renders it non-unitary within the standard perturbative scheme. This non-unitarity
problem can possible be overcome via a non-pertubartive approach.* Leaving aside
the unsolved question of HDG’s non-unitarity — a problem, incidentally, that is a
bitter pill for quantum field theorists to swallow — HDG has very attractive prop-
erties and can be used, among other things, as an efficient tool in undertaking both

15:6 1710 calculations.

classical®>® and semi-classica

Our aim here is to study the gravitational properties of a straight cosmic string
in the framework of linearized HDG. This approach casts light on the important
question about the precise nature of the short range gravitational force that in the
non-relativistic limit is exerted on a test particle. In addition, it makes our under-
standing of the gravitational deflection of a light ray moving in a plane orthogonal
to the string better.

The gravitational field of the string in the context of linearized HDG is found in
Sec. 2, while in Sec. 3 we show that there exist three possible gravitational regimes
for the string in the non-relativistic limit. In Sec. 4 we compute the gravitational
deflection angle of a photon moving in a plane orthogonal to the string. We conclude

in Sec. 5 with some discussions and comments.
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We use natural units throughout. In our convention the signature is (+ — ——).
The curvature tensor is defined byR®; 5 = —05I'%, + ..., the Ricci tensor by Ry, =
Ra

wa> and the curvature scalar by R = gV R,,,,, where g, is the metric tensor.

2. The Straight Cosmic String in the Context of HDG

We begin by describing how to find the general solution of linearized HDG in the
Teyssandier gauge.''"'2 The prescription is used afterward to get the metric for a
static straight string lying along the z-axis. The string thickness is assumed to be
much smaller than all other relevant dimensions.

2.1. Field equation for the linearized HDG

Variation of the action I with respect to the metric g, leads to the field equation
related to classical gravity with higher derivatives. Performing the variation, we
promptly obtain

2

—Gu +

1 1
> {—Qgﬂ,,Rig + V. VR + 2R, 5 R — 9 OR — DR#U}

+

R N

1 1
{TQWRZ +2RR,, +2V,V, R — QgWDR} + 56’“’ =0, (2)
where O, is the energy-momentum tensor, and G, = R, — %g,“,R is the Einstein

tensor.
In the weak field approximation, namely,

uv = Nuv + ’ih;wa (3)
where 7, = (+1,—1,—-1,—1), Eq. 2 can be written as follows

2 1 1 _4 1 1
(1 - MD) [2DhW + ER(lm)nuu + §(Fuw + FV,;L) - g (T;w - T77w> a(4)

4 3
where
RO = 1op = hy — S
- 5 -7 Nl Yuv = Npv — 57];“/ ) (5)
and
/8“2 , 8 K2 in
r, = <1 -0 v = (et 5 ?R“ ) (6)

Here indices are raised (lowered) using n*” (7, ), and T}, is the energy-momentum
tensor of special relativity. Eq. 4 is nothing but the field equation for linearized
HDG we were searching for.
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2.2. General solution of linearized HDG in the Teyssandier gauge

Eq. 4 is invariant under the coordinate transformation z# — &* = z# 4+ kKA*(x),
which must be infinitesimal to avoid inconsistency with Eq. 3. Under this transfor-
mation,

o () — hyuo (€)= Py () = 6B = KA, (7)
Vv () — Y (8) = Y () = My = Ay + 1 A, (8)
R (z) — RO (z) = RU™ (), (9)

Tu(z) — T,(z) =Tyu(z) — (1 — ﬁfm) OA,. (10)

Utilizing these results it is straightforward to show that if h,, () is a solution
of Eq. 4, then BW(Z‘) is also a solution of the same equation. It is worth noting that
this is not true as far as the linearized Einstein equation is concerned.

The Teyssandier gauge, in turn, is defined by the subsidiary condition I';, =
0 on the potentials. Let us then show in which way this gauge can be realized
initially assuming I'), # 0. A cursory glance at Eq. 10 shows that the condition for

the vanishing of T',(x) can be realized by demanding T',(z) = (1 - B%ZD) OA,.
Supposing that this condition is satisfied, the general solution of Eq. 4 is given by
the algebraic sum'!+!2

h;w = hg::/) - ¢77,uv + %w, (11)

where hf}i) is the solution of the linearized Einstein equation in the de Donder gauge,
ie.,

k| T v v 1
thg) =5 [7;# - Tw] ’ Vqu/) =0, ’V;(E) = hﬁ) - §"uuh(E)» (12)
while ¢ and v satisfy, respectively, the equations
T
O+md)p="", (13)
12
O+ m2)d = & |7, — 17 e 4
( +m2)wuu—§ uu_g ﬂuu71/},;w— 1/}_0 (1)

2 _ 2 _ _ .4
Here mg = and mj = —=23.

2
Kk2(3a+03)’
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2.3. The straight string metric in the context of linearized HDG

Let us now find the metric of a static straight string lying along the z-axis in the
framework of linearized HDG. The string thickness, as we have already mentioned,
is assumed to be much smaller than all other relevant dimensions, which justifies
the fact that it can be treated as a line of zero width with a distributional §-function
energy-momentum tensor. Accordingly,

T = pé*(r)diag(1,0,0, —1), (15)

where 7 = /2% 4+ 92, and p is the linear energy density. To obtain h,, we need
to know beforehand hﬂ::,), ¢, and ,,. The following is a summary of the main
calculations necessary to accomplish this task.

e Fwaluation of h,(fl:,) It is trivial to show that the only non-null components among
the hfg,) are hl(;-E), 1 = 1,2. These satisfy the equation

V2f(r) = i;(s?(r).

For simplicity’ sake we solve this equation using the Fourier transform method.
First we define f(k) as follows:

_L 2 e—ik'r~ r _ 2Teik~r r
10) = s [ R0 F) = [ reter s,

Now, taking into account that §2%(r) = ﬁ fd%e‘“"r, we promptly obtain

f(k) = —=24 . So, h ( ) = =34 [d*ke™ T L In order to avoid the presence
of an infrared dlvergence in this integral we introduce a suitable parameter m
(= — m) which we let tend to zero at the end of the calculation. As a

result,

(E) i K ) e—ikr

Pt () = i | g2 | TR e
~ lim _%/‘X’ Jo(kr)kdk
C m=0| A4r k2 +m?2
— 1 | _BH
= 77111210 | 47TK0(m7“)}
_ "Wl r
T 4r

where Jj is the Bessel function of order zero, Ko is the modified Bessel function
of order zero, and 7 is an infrared regulator.
e FEuvaluation of ¢. The equation to be solved now is

(mf —V?)6 = %azm.

oo Jo(kr)kdk
Proceeding just as we have done previously, we get ¢(r) = o= fo “Fmz Now
13 [o° Jo(az)zdx

0 T2 only makes sense if a > O7

from a mathematical point of view,



October 22, 2007 15:9 WSPC/INSTRUCTION FILE ws-mpla

6 A. Accioly, J. Helayél-Neto and M. Lobo

Re(b) > 0. Therefore, we assume mg > 0, which is nothing but the condition
for the absence of tachyons (both positive and negative energy) in the dynamical
field. Consequently,

KiL
L .
¢ = 1o, Kolmor)

o FEwaluation of v,,. In this case it is easy to see that that the only non-null
components among the 1, are A = Yoo = —33, and B = 11 = 2. These
obey the equations

(m3 — VA= "L (), (m3—V*)B = 26%(r),

whose solutions are given by
K K
Yoo = —tbss = 1o Ko(mar), i1 = thaz = —= Ko(mar),
127 67

wherein mg is supposed to be > 0.

Hence, the straight string metric in the framework of HDG is

K
hoo = —h33 = 7#’ [Ko(mgT) — Ko(mQT)], (16)
127
KR r
hi1 = hao = % ln% + 2K0(m2r) + Ko(m()r) . (17)

This solution tends to

K T
hoo = haz = 0, hyy = hay = —4%—, (18)
T

To

as mg and mg — oo, which is nothing but the straight string metric in the framework
of linearized Einstein gravity.!

We discuss in the next two sections some properties of the gravitational field
given by Eqs. 16 and 17.

3. The String Gravitational Regimes

In the non-relativistic limit a test particle of mass m in a weak gravitational field

experiences a force F(r) = —mVV, where V = % is the gravitational potential.
Taking Eq. 16 into account, we come to the conclusion that F(r) = F(r)#, where
4
F(r) = -Gum [moKy(mor) — moK1(mor)],

3

wherein K, is the modified Bessel function of order one. In order to gain some
insight into the nature of F(r), we rewrite it as follows:
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F(r) = Fo(r) + Fa(r)
= Fo(T‘)f‘ + FQ(T‘)f',

where Fy(r) = —%GummoKl (mor), and Fy(r) = %G,ummgKl(mgr). Because
2K (z) is a positive monotonically decreasing function in the range 0 < z < 0o, Fa
is always repulsive, while Fg is always attractive. Therefore depending of the winner
of the tug-of-war between Fg and Fa, two gravitational regimes for the string are
possible:
o gravitation (|[Fa| < |Fol, i.e., mg < ma)
o anti-gravitation (|[Fo| < |F2|, i.e., ma < myg)

On the other hand, if the competition ends in a tie, a third gravitational regime
it is also possible:
o gravitational shielding (|[Fo| = |Fa2|, i.e., mo = ma)

Note that this phenomenon does not take place in the framework of the usual
Einstein theory — it is typical of HDG. The graphic shown in Fig.1 exhibits the
generic features of the aforementioned regimes.

4. Light Bending in a Plane Orthogonal to the String

Let p, be the momentum of a photon. The net change in p, produced while it
passes through a gravitational field is given by the integral

K: o0
Ap, = §pa / hap udz?, (19)
— 00

where the integration is performed along the approximately straight trajectory of
the photon. Consider then a photon in a plane orthogonal to the string — which is
assumed to lie along the z-axis — coming from the infinity with an impact parameter
b (See Fig. 2). As a consequence, the displacement along the approximately straight
ray and the momentum are, respectively,

da” =~ (dzt,dzt,0), p* =~ (p*,p',0).
Inserting these quantities into Eq. 19, we obtain

Apy = gpl/ [hoo,2 + 11 2] dz’, (20)

which can be rewritten as

o0 d 0
Apy = gpl [m {[dr(hoo +h11)} 8;}
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F(r)

A

Antigravitation

Gravitational
Shielding

Gravitation

Fig. 1. The string gravitational regimes.

With the results (16) and (17), we can write Eq. 21 simply as

bk >
Apy = Z p{/
™ 0

1 m2K1 (mg\/ .’£2 +b2)

- dx. (22)

RN VT B

Now,'3

o0 x2utl 26T (4 1)
2 2 —
LA K, (a/a? 4 3?) T = et K- (aw)

where o > 0, Re(u) > —1. Accordingly,

2t
APQ = gp (1 — 67m2b) . (23)
The deflection angle for the light ray, § = Ap’?, is therefore

0 =4nGu (1 —e "), (24)
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Note that the harmless scalar excitation of mass mg does not contribute anything to
the light bending. Why is this so? Because the metric concerning linearized R + R?
gravity — the theory obtained by linearizing the field equation related to the action
f d*z\/—g [%R + %RQ - EM} — is conformally related to that of linearized general
relativity. Indeed, if 5 = 0, we get from Eq. 14 ¢, = 0. As a result, Eq. 11 reduces
(R+R?) _ ,(B) (R+R?) . . .
to huw = huy — ¢, where hy denotes the solution of the linearized
R + R? gravity. So,

2 2
(BHR*) = pp 4+ hLRV-i-R )

Y
= (1= 6) (mu + 1)
= (1-0)g®, (25)

where, of course, the product of ¢ by hfLEV) was neglected. Note also that 6 tends
to 47Gu as mo — oo, which is the prediction of linearized general relativity.! The
latter result, unlike that obtained within the context of linearized HDG, is a pure
topological effect.

i o ——1o

A4 {a)

Y

Fig. 2. Path of a ray of light in the gravitational field of the straight cosmic string. The string
lies along the z-axis.

v
X

5. Discussions and Comments

The great drawback to using linearized general relativity for describing a gravitating
string is that this description leads to some unphysical results, such as:
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(i) lack of a gravity force in the non-relativistic limit;
(ii) gravitational deflection independent of the impact parameter.

To cure these pathologies we suggested, as a therapy, the replacement of lin-
earized Einstein gravity by linearized HDG. Actually, the medicine we have rec-
ommended produced the desired result. In fact, in the framework of linearized
HDG, we have three gravitational regimes in the non-relativistic limit. We remark,
in passing, that the metric for the gravitational shielding regime (mo = mg) —

hoo = h3a3 =0, hip = hoy = % {ln% + Ko(mg’l"):| — is distinct from that related
to linearized general relativity. On the other hand, the light bending is dependent of
the impact parameter, as it should be. Note also that the deflection angle (6 ~ Gpu)
is small, as expected. Indeed, observations constrain G to be less than ~ 1075,
while the string scenario for galaxy formation requires Gy ~ 1076, corresponding
to a grand-unified scale ~ 10'°GeV .1 Therefore, we accomplished our goal. We
remark that our gravitational potential is, mutatis mutandis, very similar to the
potential of planar HDG' and to the two vortex potential obtained by Jacobs and
Rebbi.16:17

To conclude, we elaborate on the important question of the presence of
ghosts in higher-derivative gravity theories. The spectrum generated by closed
strings is known to be ghost-free, and the corresponding effective gravita-
tional Lagrangian — apart from the dilaton terms — is of the form L.g ~
V=9[R + &/R? + o/*(ROR + R?) + higher terms|. On the other hand, models with
generic Lagrangians £ ~ \/TQ(R—FCLRWNA—I—I)R;QW—FCRQ), are known to ex-
hibit ghosts at the tree level. Indeed, in terms of h,,, the actions related to
these models have quadratic terms of the type h,,0(1 + od)h*”, with the
consequence that their associate propagators include a massive ghost in addi-
tion to the graviton. The only exception, without considering the very special
model®19 £ ~ \/jg(R + ﬁgRQ), is provided by the Gauss-Bonnet combination

G =/(-1)P-1yg (R2 — 4wa + R? ), which has no quadratic term in h,,, but

UVKEN

begins with vertex contributions ~ h? for every dimension D > 4.20723 For D = 4,
G is a topological invariant which does not contribute to the equations of motion
and it is vanishing for D < 4. Note, however, that HDG, as we have already com-
mented, is the only gravity theory in D = 4 that is renormalizable along with its
matter couplings. Therefore, there is a price to pay for having a renormalizable grav-
ity theory (at least within the usual perturbation theory): to live without conflict
with ghosts. Fortunately, the breakdown of causality, as far as HDG is concerned,
only occurs on a microscopic scale if the parameters o and 3 are small enough to
make the massive fields only important on distance scales near the Planck length
~ 10733cm. HDG is thus an effective theory of gravity at more familiar scales such
as those utilized in this work. Accordingly, at the aforementioned distance scales we
do not need to be be afraid of the massive spin-two ghost.
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