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RESUMO

O principal objetivo desta dissertacdo € estudar métodos numéricos para a resolu-
cao de um problema de otimizacgéao restrita, utilizando como principais ferramentas as
condicdes sequenciais de otimalidade de primeira e segunda ordem adequadas. E
feito um estudo detalhado acerca de cada condi¢cdo sequencial de otimalidade, mos-
trando suas consequéncias na implementacao de algoritmos praticos para otimizacao
restrita. Além disso, é apresentado resultados importantes em otimizagdo nao linear,
como as condicdes de qualificacdo conhecidas e suas relacbes com as condi¢cdes

sequenciais.

Palavras-chave: Otimizacao néo-linear. Condi¢des de otimalidade. Condicdes de qua-
lificacdo. Condi¢cdes sequenciais.



ABSTRACT

The main objective of this dissertation is to study numerical methods for solving a
constrained optimization problem, using as main tools the appropriate first and second
order sequential optimality conditions. A detailed study is made about each sequential
optimality condition, showing its consequences in the implementation of practical algo-
rithms for constrained optimization. In addition, important results in nonlinear optimi-
zation are presented, such as the known constraint qualifications and their relationship

with the sequential conditions.

Keywords: Nonlinear optimization. Optimality conditions. Constraint qualifications.
Sequential conditions.



Lista de Figuras

2.1 As condicoes KK'I' falham em um minimizador| . . . . . . .. .. ... .. 22
[2.2  KK'T nao garante a validade de MFCQ| . . . . . ... ... ... ... ... 29
[2.3  Relacoes entre as condicoes de qualificacao conhecidas.| . . . . . . . . . .. 37
[2.4  As condicoes CAKK'T' e PAKK'T sao independentes uma da outra.|. . . . . 57
[2.5 Relacoes entre as principais condicoes sequenciais para otimizacao restrita.| 59
[2.6 Relacoes entre as condicoes de qualificacao minimas| . . . . . . . . . . . .. 69
[3.1 A condicao KK'I' nao ¢ suficiente para a otimalidade] . . . . . ... .. .. 71
[3.2  MFCQ nao garante a condicao de segunda ordem| . . . . . . . . ... ... 73
[3.3  Representacao do conjunto de multiplicadores de Lagrange| . . . . . . . . . 74




Sumario

ntroducao
(1__Fundamentos|

(1.1 Condicoes de otimalidade geométricas| . . . . . ... ... ... ...

2 Condicoes de Otimalidade de Primeira Ordem|

2.1 Condicoes de Qualificacao| . . . . . . ... ... ... ...

2.2 Condicoes sequenciais de primeira ordem| . . . . . . . . . ... ...

[2.2.1 Condicao Aproximadamente KK'I|. . . . ... ... ... ... ...

[2.2.2  Condicao Gradiente Projetado Aproximado| . . . . . ... ... ..

[2.2.3  Condicao sequencial SAKK'T| . . . ... ... ... ... ... ...

[2.2.4  Condicoes sequenciais C-AGP e L-AGP|. . . .. ... ... ... ..

[2.2.5 Condicao sequencial CAKK'T| . . . ... ... ... ... ... ...

[2.2.6  Condicoes sequenciais mais recentes| . . . . . . . . . . .. ... ...

[2.3  Condicoes de qualificacao fracas e relacoes|. . . . . . . . . ... ...

[2.3.1 Propriedade de continuidade docone| . . . . . . . . ... ... ...

[2.3.2  Condicao de qualificacao mais fraca associada a AGP| . . . . . . ..

[2.3.3 Condicoes de qualificacao associadas a CAKK'T e SAKK'T| . . . . .

[2.3.4  Condicao de qualificacao mais fraca associada a PAKKT| . . . . ..

[2.3.5 Condicao de qualificacao mais fraca associada a PCAKKT] . . . . .

[3 Condicoes de Otimalidade de Segunda Ordem|

[3.1 Condicoes de qualificacao de segunda ordem| . . . . ... ... ...

[3.2 Condicao sequencial AKKT de segunda ordem| . . . . . . . . .. ..

[3.2.1  Propriedade do cone continuo de segunda ordem|. . . . . . . . . ..

4 Conclusoes|

[Apéndice A - Pré-requisitos|

(A.1 Definicoes| . . . .

[A.2 Topologia do R"|
A3 Anali l

|I' 1 . B . . I

10

12
15
18

21
25
38
39
42
47
49
52
95
29
60
62
63
65
66

70
73
81
84

89

90

95
95
96
97

101



Introducao

O problema principal a ser considerado neste trabalho ¢ o de minimizar uma funcao
f(z) sujeito a = € €, onde © é um subconjunto de R" definido através de restri¢oes de
igualdades e desigualdades. Assim, nosso objetivo é encontrar os pontos z* € {2 que mini-
mizam a funcao objetivo f. Esse tipo de problema é denominado problema de otimizagao
restrita, podendo ser linear ou nao linear. Problemas desta natureza sao frequentemente
encontrados no nosso cotidiano. Tais problemas vém por exemplo da engenharia [I§],
pesquisa operacional [30} [46], finangas [26], tecnologia espacial [64], agricultura [54], den-
tre outros. Achar uma solucao global para um problema de otimizagao restrita significa
encontrar x* € Q tal que f(z*) < f(x) para todo = € Q. Porém, encontrar solugoes
globais pode ser muito dificil na pratica e, portanto, nosso interesse nesta dissertacao é
trabalhar com a minimizacao local.

A maioria dos métodos numéricos existentes na literatura atual sdo iterativos. Com o
desenvolvimento de computadores no Século XX tornou-se possivel resolver muitos proble-
mas de otimizagao restrita por meio de algoritmos iterativos. Entre os diferentes métodos,
mencionamos o método Lagrangiano aumentado [22], programacao quadratica sequencial
[57], método de pontos interiores [24] e restauracao inexata [50]. Esses métodos foram
amplamente estudados na literatura com muitas aplicagoes importantes em otimizacao.

Ao utilizar um algoritmo iterativo para resolver um problema de otimizacao restrita,
precisamos decidir se uma iteragdo computada estd proxima ou nao da solucao 6tima, ou
seja, precisamos saber quando encerrar a execugao do algoritmo. Uma vez que testar a
otimalidade é muito dificil, o ideal é parar o algoritmo quando uma condi¢ao necessa-
ria de otimalidade é aproximadamente satisfeita. As condigdes de Karush-Kuhn-Tucker
(KKT) [43], 44] que veremos ao longo desta dissertagao, fornecem uma base tedrica para
a definicdo de critérios de parada adequados para esses algoritmos. Formas aproximadas
das condi¢oes KKT sao usadas para declarar que uma iteragao é satisfatoria o suficiente
para fins de métodos iterativos praticos desde os anos 50, quando surgiram os primeiros
algoritmos de otimizacao restrita.

As condicOes sequenciais de otimalidade foram introduzidas com o objetivo de estudar
a convergéncia global de algoritmos iterativos. Como veremos ao longo deste trabalho,
essas condicoes fornecem ferramentas teéricas adequadas para justificar critérios de parada
para esses algoritmos. Em geral, uma condi¢ao sequencial de otimalidade deve cumprir
as trés propriedades abaixo:

e deve ser uma condi¢do necessaria de otimalidade independentemente de qualquer
condicao de qualificacao;

e devem existir métodos numéricos significativos que geram sequéncias cujos pontos
limites satisfazem a condicao;

10



Introducao 11

o deve implicar condigoes de otimalidade da forma “KKT ou nao-CQ” para CQs
fracas, onde CQ é uma condicao de qualificacao.

Uma vez que as condigoes sequenciais de otimalidade sao condigOes necessarias para
a otimizagao restrita, independentemente de condi¢oes de qualificacdo, a questao de sua
forca passa a ser relevante. Do ponto de vista pratico, esse fato justifica a decisao tomada
em todo software de otimizagdo nao testando as condigoes de qualificacao. Por outro
lado, o fato de que as condig¢oes sequenciais devem implicar condi¢oes de otimalidade da
forma “KKT ou nao-CQ”, existe um grande interesse em estudar condi¢oes de qualificagao
fracas, pois elas geram condigoes de otimalidade fortes que servem como uma medida de
forca para a condicdo sequencial. Portanto, estamos interessados em estudar condig¢oes
sequenciais fortes, no sentido de que existam minimizadores que nao a satisfagam; que
sejam de simples verificacao pratica e que possam ser usadas como critério de parada em
algoritmos praticos.

A presente dissertacao esta dividida em quatro capitulos e um Apéndice. No pri-
meiro capitulo, é feito um estudo dos principais conceitos que serdao fundamentais para
o desenvolvimento deste trabalho, como a teoria de cones e resultados basicos de analise
variacional.

O capitulo dois esta dividido em trés se¢oes. Na primeira se¢ao, apresentamos as con-
digdes de qualificacao de primeira ordem conhecidas na literatura e que serdao de suma
importancia no estudo das condigoes sequenciais. Na segunda se¢ao estudamos com de-
talhes as condigoes sequenciais de otimalidade de primeira ordem conhecidas atualmente
na literatura, mostrando as relagoes entre elas. Na terceira se¢ao, apresentamos, para
cada condigao sequencial, a condi¢ao de qualificacdo minima associada que garante que
todo minimizador local é um ponto estacionario. As referéncias [7, 8, [, 38, 58] foram as
principais utilizadas na elaboracao deste capitulo.

No capitulo trés, tratamos das condig¢oes de otimalidade de segunda ordem e das con-
digbes de qualificacao de segunda ordem conhecidas atualmente. Em particular, apresen-
tamos uma importante condi¢ao sequencial de segunda ordem, conhecida como condigao
aproximadamente KKT de segunda ordem (AKKT?2) [58], apropriada para a andlise de
algoritmos com convergéncia a pontos estacionarios de segunda ordem.

No ultimo capitulo, apontamos as principais conclusoes e possiveis pesquisas futuras
envolvendo as condigoes sequenciais. No Apéndice, apresentamos alguns pré-requisitos
fundamentais que foram utilizados durante o desenvolvimento do trabalho. Por fim, a
riqueza nos detalhes das demonstragoes e exemplos constituem a principal contribuicao
deste trabalho.



1 Fundamentos

Um problema geral de otimizagao restrita em dimensao finita consiste em

minimizar f(z)
sujeito a x € €,

(1.1)

onde €2 é um subconjunto de R™ e f : R® — R é uma func¢ao continuamente diferenciavel
num aberto que contém 2.

O conjunto §2 é chamado de conjunto vidvel do problema, os pontos de §2 sdo chamados
de pontos vidveis, e f é chamada fung¢do objetivo.

Definicao 1.1. Dizemos que um ponto x* € €2 é
(i) um minimizador global de (1.1)) se f(z*) < f(z) Va € Q;
(ii) um minimizador local de (|1.1]) se existe 6 > 0 tal que

f(z") < f(z), Yz € B(z*;0) N Q.

Um minimizador global pode nao existir, é o caso quando {2 é vazio, onde dizemos que
o problema é inviavel, ou quando existe uma sequéncia {z*} C Q tal que f(2*) — —o0,
onde dizemos que o problema ¢ ilimitado. Uma condigao suficiente para a existéncia de
uma solugao é que € seja compacto e nao vazio. A maioria dos algoritmos nao garantem a
descoberta de uma solugao 6tima, mas sim, pontos que sao possiveis candidatos a solucao.
Assim, nosso objetivo é estudar propriedades que sejam satisfeitas por todas as solugoes
do problema. Tais propriedades sao denominadas condicoes de otimalidade.

Definicao 1.2. Uma propriedade P sobre pontos de R™ é dita uma condi¢do de otimali-
dade se
x € minimizador global = x satisfaz P.

A propriedade de ser um minimizador local ou global sao condi¢oes de otimalidade.
Ser minimizador local é estritamente mais fraco que ser um minimizador global, porém,
em geral pode ser muito dificil encontrar solugoes locais.

Um exemplo classico é quando o problema nao possui restrigcoes, ou seja, quando
) = R™. Neste caso, se a funcao objetivo f ¢é diferencidvel e se £* é minimizador local,
entdo Vf(xz*) = 0. Além disso, se f é duas vezes diferenciavel, entdo 27 V?f(z*)z > 0
para todo x € R"™. Estas propriedades sao condigoes de otimalidade que geralmente sao
simples de serem verificadas por envolverem somente o calculo das derivadas de f.

12



Fundamentos 13

Observagao 1.3. Qualquer problema de maximizacdo max f(z) sujeito a = € €, pode
ser transformado em um problema de minimizagao equivalente min — f(z) sujeito a = € €.
Em particular, as solugoes locais e globais de ambos os problemas sao as mesmas, com
sinais opostos para os valores 6timos. Assim, do ponto de vista matematico, ndo existe
nenhuma diferenca relevante entre problemas de minimizacao e maximizacao. Por esta
razao, vamos considerar apenas problemas de minimizagao.

Tipicamente, o conjunto viavel é definido como
Q={zeR":h(zx) =0,9(z) <0},
onde h : R" — R™ e g : R" — RP sao fungoes continuamente difenciaveis.

Equivalentemente, os pontos do conjunto € satisfazem o seguinte sistema de igualdades
e desigualdades:

h,-(:v):(),i:l,...,m,
gj(m)goajzla"'7p>
onde as funcgoes h;, g; : R" — R sao chamadas de restrigoes funcionais.

Denotamos por A(z) = {j € {1,...,p} : gj(x) = 0} o conjunto de indices de restrigoes
de desigualdade ativas em z.

A partir de agora, vamos considerar o problema

minimizar f(z)
sujeito a  h(z)

5% 8 (1.2)
g(z) <0,

IA I

onde f:R" - R, h:R"” - R"™ e g: R" — RP sao fungoes continuamente diferenciaveis.
Salvo mencao explicita, vamos considerar sempre

Q:={zeR":h(z)=0,9(x) <0}.

Quando a funcao objetivo f e as restrigoes sao dadas por funcoes afins, o problema
é chamado de problema de otimizagdo linear. Se alguma das fungoes é nao linear,
entao o problema é chamado de problema de otimizacao nao linearﬂ

Muitos problemas cientificos e tecnologicos tais como engenharia, fisica, pesquisa ope-
racional, financas, entre outros, precisam da solu¢do de problemas desta forma. Podemos
encontrar diversos métodos numéricos para resolver um problema de otimizac¢do, como
por exemplo, o algoritmo simplex no caso de problemas de otimizacao linear. No caso nao
linear, é necessario o estudo de condigoes de otimalidade adequadas que possam ser usadas
como critério de parada em algoritmos praticos. As condi¢oes sequenciais de otimalidade
que estudaremos ao longo desta dissertagdao sao boas ferramentas para esse estudo.

Alguns algoritmos procuram determinar uma dire¢ao segundo a qual f decresce. Essas
diregoes sao chamadas de diregoes de descida.

Definicao 1.4. Dada uma funcao f : R® — R, um ponto x € R” e uma dire¢do d €
R™\ {0}, dizemos que d é uma dire¢io de descida para f, a partir de z, quando existe
d > 0 tal que f(zx +td) < f(x), para todo t € (0,0).

'Haeser e Ramos [38], p. 3



Fundamentos 14

Teorema 1.5. Se Vf(x)'d <0, entdo d é uma direcio de descida para f, a partir de x.

Demonstracao. Temos que

Pela hipdtese e pela preservacao do sinal, existe § > 0 tal que

flz +td) — f(x)
t

<0,

para todo t € (—0,d) \ {0}. Portanto, f(x + td) < f(z), para todo t € (0,0). O
Um resultado importante é Lema de Carathéodory:

Lema 1.6 (Carathéodory). Sejam uy, ..., Up,v1,...,v, € R". Suponha que

m P
T= D A+ Y v
i=1 j=1

com ji; > 0, para todo j = 1,...,p. Entdo evistem T C {1,...,m}, J C{l,...,p} e
escalares \;, 1 € L, 1; >0, j € J tais que

D IRIED WL

i€l JET
e os vetores {u; }ier U{v;}jes sdo linearmente independentes.

Demonstragio. Sem perda de generalidade, suponhamos que A; # 0 e p; > 0 para todo
1=1,....m, 5=1,...,p.

Suponha que os vetores {u;};~; U{v;},_; sdo linearmentes dependentes. Logo, existem
escalares o; e 3j, nao todos nulos, tais que

m p
Z o;U; + Z ijj =0.
=1 j=1

Logo, usando a hipétese, temos

T = i()w — tag)u; + i(ﬂj — 1Bj)v;

i=1 j=1

para todo t € R. Para t = 0, nenhum dos coeficientes na igualdade acima se anula. Seja
t o t de menor médulo que anula pelo menos um dos coeficientes \; — to; ou i — tp;.
Assim,

m p

i=1 =1

Claramente, p; —t3; > 0 para todo j, mas conseguimos escrever & como combinagao
linear de, no maximo, m + p — 1 vetores. Este processo pode ser repetido até que os
vetores que contribuem a combinacao linear sejam linearmente independentes. O
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1.1 Condicoes de otimalidade geométricas

Nesta secao, introduzimos uma primeira condicao de otimalidade, conhecida como
condi¢ao de otimalidade geométrica. A idéia é analisar o angulo de V f(z*) com dire¢oes
que apontam aproximadamente para o interior do conjunto vidavel. Para isso, definiremos
um conceito importante no estudo de problemas de otimizagao, o conceito de cone.

Defini¢ao 1.7 (Cone). Um subconjunto C' C R™ é um cone, quando, para todo t > 0 e
de C, tem-se td € C.

Definicao 1.8. Seja C' C R™ um cone. Denotamos por C*° o cone polar de C', dado por
C°={veR": (v,d) <0, Vd e C}.

Outro objeto geométrico de vital importancia é o cone tangente, que sera tutil para
obter relac¢oes entre algumas condi¢oes de otimalidade e condigoes de qualificacao.

Definicao 1.9. Dado z € 2, dizemos que um vetor d € R™ é uma direcao tangente a {2
a partir de x quando for igual ao vetor nulo ou existe uma sequéncia {z*} C Q tal que

z* # x para todo k,

xF — d

— :
lF =zl [|d]]
O conjunto formado por todas as dire¢des tangentes é um cone, denominado cone
tangente a 2 em x e denotado por To(z).

$k—>£L‘ e

Observamos que, de forma equivalente, o cone tangente pode ser definido como

H{tk} C R.,., tp — O+,
To(r) ={d e R*| {d*} Cc R",d* — d, tal que
r+tdt €, Vk €N

De fato, seja T o conjunto do lado direito da igualdade acima e considere 0 # d € T".
Defina a sequéncia {z*} por 2% = z + t;d*. Entao 2* — z e {zF} C Q. Além disso, como
d¥ — d, segue que

i B td" B dk R d
b =zl lted™ (ld¥]] (ld]
k _
Portanto, d € Tq(x). Para provar a inclusdo contréria, basta definir ¢; := M e
) ]
d* = yin(:ck — z), para todo k € N.
|2 — |

Teorema 1.10 ([29], TEOREMA 3.12). Uma dire¢io d € R"™ é uma dire¢io tangente ao
conjunto €2 a partir de x se, e somente se,

dist(x + td, Q) = o(t), Vt > 0.

Teorema 1.11 ([29], LEMA 3.14). O cone tangente é um conjunto fechado.
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Lema 1.12. Dado C C R", entdo C° é um cone, convexo e fechado.

Demonstragio. Sejam d € C° e t > 0. Logo (d,z) < 0 para todo z € C'. Multiplicando
por t, obtemos (td,z) < 0 para todo x € C. Portanto, td € C°. Agora vamos mostrar
que C° é convexo. Dados z,y € C° et € [0, 1], temos (z,v) < 0 e (y,v) < 0 para todo
v € C. Logo,

<(1 - t)[E,U) + <ty,1)> = <<1 - t)l’ + tyﬂ]) <0, Vv e C.

Assim, (1 — t)z + ty € C°. Para mostrar que C° é fechado, considere {d*} C C° tal
que d* — d. Logo, para cada k € Ne z € C, tem-se (d*, z) < 0. Assim, (d,z) <0, donde
deC”. O

Lema 1.13. Se C' é um cone convezo fechado nio vazio, entao (C°)° = C.

Demonstrag¢io. Considere qualquer y € C° e x € C, entdo (x,y) < 0, o que significa que

€ (C°)°. Agora seja z € (C°)°. Como C' é convexo fechado, o Lema garante a
existéncia e unicidade da projecao Z = Pr(z). O Teorema implica que

(z—z,2—2) <0, VreC.

Tomando © = 0 e x = 2% na relagdo anterior, obtemos (z — z,Z) = 0. Assim,
(z —z,z) < 0 para todo z € C. Logo z —z € C°. Como z € (C°)° temos que
(z —z,z) < 0. Portanto,

Iz =zl* =(z~2,2-2) = (¢ = 7,2) = (¢ = 2,2) = (z = 7,2) <0,
o que implica que z =%z € C. n
Lema 1.14 ([59], LEMA 7.12). Sejam ay,...,a,, vetores em R™. O conjunto
C:{IER”:x:Zuiai, i >0, izl,...,m}
i=1

¢ um cone convezo e fechado.

Lema 1.15 (Lema de Farkas). Dados vetores ay,...,a, e b em € R", entdao exatamente
um dos sequintes sistemas tém solugao:
Zﬁz&z:ba Blaaﬂmzoa (13)
i=1
alr <0, Vic{l,...,m}, eb"2 >0, v € R". (1.4)

Demonstragcdo. Suponha que o sistema |) tenha solucao. Entao Z Bia; = bcom 3; > 0

para todoi = 1,...,m. Logo, dado x € R, tal que a! z < 0, temos bT:c = Z Bi(alz) <0

e, portanto, o sistema ([1.4)) ndo tem solugao. Agora suponha que (/1.3 nao tem solucao.
Considere .
C:{.%ERn.T:ZﬂZCZZ, ﬁZZO, Z:L,m}
i=1
Logo b ¢ C. Em virtude do Lema [1.14] temos que C' é convexo e fechado. Usando o
Lema [1.13] segue-se que C' = (C°)°. Logo existe x € C° tal que b’z > 0. Além disso,
temos

Z@-a?:cgo, Bi>0,i=1,...,m.

Tomando (B4, ..., Bn) =¢;, 7 =1,...,m, obtemos a] x < 0, completando a prova. [J
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Uma vez que calcular o cone tangente explicitamente pode ser muito dificil, gostaria-
mos de definir um cone que contenha as informagoes de primeira ordem do problema e
que seja mais simples de ser simulado numericamente.

Definigao 1.16. O cone linearizado de €2 em z é definido como
Lo(z) :={d € R" : Vhi(z)'d=0,i=1,...,m; Vg;(x)"d <0,j € A(x)}.

Lq(x) é as vezes chamado de “cone de variagoes de primeira ordem” ou cone de diregoes
vidveis. Note que Lqg(x) pode ser visto como um conjunto viavel, onde linearizamos as
retricoes de igualdade e as de desigualdade ativas. Quando as restricdes do problema sao
lineares, o cone linearizado coincide com o cone tangente.

Lema 1.17. Dado x € €2, considere o conjunto

S(ﬂf) = {U eR":v= Z)\ZVhZ(x) + Z ,ungj(:E),uj >0,7 € A(ZE),)\Z S ]R} .

i=1 jEA(x)
Entdo S(x) é um cone convexo fechado e Lqo(x)° = S(z).

Demonstra¢io. Primeiro, mostraremos que Lo(x) = S(x)°. Sejam d € Lo(z) e v € S(x).
Logo, Vhi(z)Td = 0 para todo i =1,...,m e Vg;(z)"d < 0 para todo j € A(x). Assim,

d"v =Y NVhi(x)'d+ Y u;Vgi(z)'d<o.
i=1 j€A(z)

o

Portanto, d € S(x)°. Para provar a inclusdo contréria, considere d € S(z)°. Entao
dTv < 0 para todo v € S(z). Como +Vh;(x) € S(x) para todo i = 1,...,m, temos que

Vhi(z)'d <0 e (=Vhi(x))'d<0.

Assim, Vh;(z)"d = 0 para todo i = 1,...,m. Além disso, Vg;(x) € S(z) para todo
j € A(z) e, portanto, Vg;(z)Td <0, concluindo que d € Lq(x).

O Lema m garante que S(x) um cone é convexo fechado, basta ver que qualquer
elemento de S(x) pode ser escrito como

Z AiVhi(z) + Z( Ai)(=Vh(z Z 1;Vygj(x).
:2;>0 1:2;<0 jEA(x)

Logo, pelo Lema [1.13], temos

completando a demonstracao. O]

Lema 1.18. Se x* € Q € um minimizador local do problema , entao para todo
d € To(x*) tem-se V f(z*)Td > 0.

Demonstragio. Seja d € To(z*), logo existem sequéncias {t,} C R, e {d*} tais que
tr = 0, d* = dex*+t,d" € Q para todo k € N. Como z*+t,d* — z* e £* é minimizador
local, temos que f(z*) < f(z* +1txd"¥) para k suficientemente grande. Aplicando expansio
de Taylor, temos

fa®) < fla* + tpd®) = f(2*) + 6V f () d" + o(ty)

onde o(ty)/ty — 0. Assim, 4,V f(2*)Td* + o(ty) > 0. Dividindo ambos os lados da
desigualdade por t; e tomando o limite, obtemos V f(z*)Td > 0 para todo d € To(z*). O
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Como consequéncia do Lema acima temos o seguinte resultado:

Teorema 1.19 (Condicao de otimalidade geométrica). Se x* € Q é um minimizador local
do problema (1.9), entao —V f(z*) € To(z*)°.

Lema 1.20. Dado z* € 2, entdo vale To(z*) C Lo(z*).

Demonstragio. Seja d € To(xz*), d # 0, por definicdo, existe uma sequéncia {z*} C € tal
k *
¥ —x

— .
la® =] [ld]

hi(x®) = hi(z*) + Vhi(x*)T (2% — 2*) + o(||z* — 2*||), i=1,...,m,
9i(*) = gj(a*) + Vg; (@) (2" — 2%) + o([|z* — 2*)), j € A(z"),

k _ %
onde lim M
koo ||lzk — 2|

que z¥ — 2* e Pela diferenciabilidade de g e h, segue que

=0.

Como z¥,z* € Q para todo k € N, temos

(z* —2%)  ofll=" — ")

Vhi(z*)" =0,i=1,...,m
e N
(z* —2%)  ofll=" — ") :
Vg, ()" <0, j € Az").
I e R A
d
Tomando o limite, obtemos Vhi(x*)Tm =0eVy; (:p*)TW < 0. Portanto d pertence
a Lq(z*). O

1.1.1 Geometria variacional

Nesta subse¢ao, faremos uma breve abordagem & geometria variacional [61], através
de objetos geométricos de fundamental importancia em otimizagao e em analise variaci-
onal. Tal abordagem pode ser elaborada associando cada ponto x € € a certos cones de
vetores tangentes e vetores normais, que generalizam os subespacgos tangente e normal da
geometria diferencial classica, o que nos motiva a introduzir o conceito de multifuncao.

Defini¢do 1.21. Um mapa F : R® = R? é uma multifuncdo se para cada x € R*, F(z)
¢ um subconjunto de R?. Definimos o dominio, a imagem e o grafico de F por

dom F := {z € R* : F(z) # 0}, range F := {y € RY: Iz € R® com y € F(z)},
graf F':= {(x,y) :y € F(x)},
respectivamente.
Os cones tangente, normal e linearizado sao exemplos de multifungoes.

Definicao 1.22. Dada uma multifuncio F' : R® =2 R? o limite exterior sequencial de
Painlevé-Kuratowski de F(z) quando x — x* é denotado por

limsup F(z) := {y € R?: 3 (2%, y*) — (2%, 9) tal que y* € F(z*), Vk € N}.

r—x*

e o limite interior por

liminf F(z) := {y € R : V2" — 2*, 3 ¢y* — y tal que y* € F(2*), Vk € N}.

r—ax*
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Definicao 1.23. Dizemos que F' é semi-continua exteriormente em x* quando

limsup F'(z) C F(x*)

r—ax*

e I’ é semi-continua interiormente em x* quando

liminf F(z) D F(z").

r—x*

Dizemos que F' é continua em x* se F' for simultaneamente semi-continua exteriormente
e semi-continua interiormente em z*.

Observagao 1.24. Dado z € 2, o cone tangente a {2 em x pode ser definido como

Q—=x

To(z) = limsup

t—0t+

Q—x
De fato, dado d € limsup — pela definigdo de limite exterior existe {t;} C
t—0+t

Ry, t, — 07, {d*} C R", d* — d tais que d* € (2 — z)/t), para todo k € N. Logo, para

W

cada k existe wy, € Q tal que d* = ti_x Assim, 7+ t,d* = wy, € Q, ou seja, d € To(z).

k
Para mostrar a outra inclusao, basta seguir os mesmos passos.

Definicao 1.25. Seja x* € Q. O cone normal reqular de 2 em x* é o conjunto
No(z*) :=={d e R" : (d,x — 2*) < o(||]z — z*|)), = € Q}.
E o cone normal limite de €2 em x* é dado por

Ng(z*) := limsup Ne(z).

r—x* xEN

Quando €2 é um conjunto convexo, o cone regular normal e cone normal limite coin-
cidem com a nogao classica de cone normal usado na andlise convexa que definimos no
Apéndice A (Definigao A.39). Para todo z € Q, tem-se Ny(z) C Ng(x). De fato, sejam
d € Nq(z*) e z* € Q. Pela definicao, segue que (d,z —z*) < o(||x —z*||) para todo x € Q.
Defina d* = d e 2F = 2* para todo k € N. Obviamente d* — d, 2% — z* e d* € Ny(z*).
Portanto d € Ng(z*).

Teorema 1.26. Se z* € Q ¢é minimizador local do problema (1.9), entiao —V f(z*) €
Quando ) é um conjunto convexo, essa condi¢io também pode ser escrita na forma

(=Vf(x*),x —2*) <0 para todo x € Q.

Demonstragiao. Como z* é minimizador local, entao existe uma vizinhanga V' de z* tal que
f(z*) < f(x) paratodo x € V, ouseja, f(z)— f(z*) > 0. Em virtude da diferenciabilidade
de f, temos

0 < f(z) = f(z%) = (Vf(@"), 2 —a") + of[lz — 7).

Logo, (=Vf(z*),z — x*) < o(||lz — 2*||) para todo = € Q. Portanto, concluimos que

=V f(z*) € No(z*). O
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A préxima proposicao estabelece uma relagio entre os cones No(z) e To(z).

Proposicao 1.27. Sejam 2 C R" e x* € (), entdo
d € No(z*) & (d,w) <0, para todo w € To(z*).

Demonstragio. (=) Considere d € Ng(z*) e w € Ty(z*). Pela defini¢io de cone tangente,
k *
-z

existem sequéncias {zF} C Q, z¥ — 2* e t;, — 07 tal que w* = — w. Como

123
— t k
d € Ng(x*), entdo temos (d, w*) < olltwll) — 0. Portanto, (d,w) < 0.

k

(<) Suponha que d ¢ Ng(z*). Entdo (d,z — 2*) > o(||x — 2*||) para algum = € €.
Logo, existe uma sequéncia 2% — z* com x* # x* tal que

d k _ %
liminf7< o)

> 0.
koo |k — o]

k *
¥ —x o
Defina w* = ————. Logo, liminf(d,w*) > 0 com [[w"|| = 1. Passando a uma
% — 2| koo
subsequéncia se necessario, podemos supor que w* — w. Note que w € To(z*), pois
k *
¥ —x
; — w com t, = ||#¥ — 2*|| — 0. Portanto, (d,w) > 0 com w € To(z*), o que
k
contradiz a hipotese. O

Em outras palavras, essa proposicao afirma que Nﬂ(fﬂ*) = To(x*)°.
Lema 1.28. Sejam Q C R™ convezo e z* € Q. Entio No(z*) = No(z*).

Demonstragio. Basta provar que No(z*) € No(z*). Seja d € No(z*) e considere z € Q.
Pela definicdo de limite exterior existem sequéncias #* — z* ¢ d* — d com d* € Ng(a*).
Como (2 é convexo, entao o cone ]/V\Q(x*) coincide com o cone da Definicao (Apéndice
A). Logo, (d*,z — 2*) < 0 para todo k € N. Passando ao limite, obtemos (d, z — z*) < 0.
Portanto d € Nq(z*). O

. O—
Teorema 1.29 ([61], TEOREMA 6.28). Considere To(xz*) := liminf

n Entao,
t—0

To(x*) = No(x*)° para Q localmente fechado em x*.



2 Condicoes de Otimalidade de
Primeira Ordem

As condig¢bes de otimalidade de primeira ordem usuais sao da forma “KKT ou nao-
CQ”, onde KKT ¢ o Teorema de Karush-Kuhn-Tucker e CQ é uma condicao de qualifica-
¢ado. Em outras palavras, um minimizador satisfaz as condi¢oes de KKT ou nao satisfaz
uma condi¢ao de qualificagdo. Portanto, o natural é estudar condig¢oes de qualificacao
mais fracas para obter condi¢oes de otimalidade mais fortes. O Teorema de Karush-
Kuhn-Tucker que veremos a seguir, apesar de nao ser uma condi¢ao de otimalidade é uma
ferramenta 1til para encontrar possiveis candidatos a solu¢ao quando o problema cumpre
alguma condicdo de qualificacdo. E uma generalizacio do método dos multiplicadores de
Lagrange que conhecemos do calculo.

Teorema 2.1 (Karush-Kuhn-Tucker, [43, 44]). Seja x € Q um minimizador local do
problema e suponha que To(x)° = Lqo(x)°, entao existem \* € R™ e p* € RP tais
que

m p
Vf(x)+ Z AVhi(x) + Zu}ngj(a:) =0,
L = (2.1)
:u] 207 jzla"'vpa
gy (x) =0, j=1,....p.

Demonstra¢io. Em virtude do Teorema [1.19] temos —V f(z) € To(x)°. Assim, pela
hipotese, obtemos
—Vf(:c) S TQ(.T})O = LQ(QZ)O.

Usando o Lema [1.17] segue que existem A € R™ e pu; > 0, j € A(x), tais que

JEA(x)

Pondo \* = A, uj = p; para j € A(z) e pj = 0 para j ¢ A(x), concluimos a
demonstracao. O]

Os vetores \* e u* sao denominados multiplicadores de Lagrange. Denotamos por
A(z) o conjunto de multiplicadores de Lagrange associados a z. Os pontos x € Q que
cumprem sao chamados pontos estaciondrios ou pontos KKT do problema. Note
que as condigoes de KKT significa dizer que —V f(z*) € Lqo(z*)°.

A hipdtese sobre os cones To(z) e Lo(x) é chamada de condigio de qualifica¢io de
Guignard, introduzida por Monique Guignard [36] para dimensao infinita e reformulada
para o caso finito por Gould e Tolle [35]. Essa condi¢do é a condi¢do de qualificagdo

21
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mais fraca possivel, no sentido de que, fixado z* € 2, se para qualquer fun¢ao objetivo
f tal que z* é solugdo do problema de minimizar f(x) sujeito a = € €, vale que x* é
um ponto KKT, entdo a condicao de Guignard é satisfeita em x*. Em outras palavras,
a condicdo de Guignard é necesséaria e suficiente para termos KKT. Entretanto, pode
ser muito dificil obter os cones To(x) e Lg(z) e verificar se vale a condigao Tq(z)° =
Lq(x)°. Na préxima se¢do, veremos que existem outras condigdes de qualificacio mais
simples de serem verificadas e que implicam em Guignard, garantindo que um minimizador
satisfaz KKT. E importante salientar que o Teorema ﬁnéo ¢ suficiente para garantir
a otimalidade, podendo existir pontos KKT que nao sao solugées do problema . O
exemplo a seguir mostra que podem existir minimizadores que nao cumprem as condi¢oes
de KKT, mostrando a importancia de uma condi¢ao de qualificacao.

Exemplo 2.2. Considere o problema de otimizacao:

minimizar f(z) = x;
sujeito a  gi(z) = —23 + 25 <0
2(.77) = —X2 S 0.

=

0 0.5 1 1.5 2

Figura 2.1: As condi¢oes KKT falham em um minimizador

Conforme a Figura podemos ver que o ponto z* = (0,0) é o minimizador deste
problema. De fato, de 0 < 2o < 2%, segue que f(z) = z; > 0 = f(z*) para todo x vidvel.
Por outro lado, calculando os gradientes, segue que

Vf(:c*>=(é>, Vgl(x*>=® : ng(x*>=<_01>,

o que significa que nao vale KKT em z*.

Quando f e gj, 7 = 1,...,p, sao funcoes convexas e h é afim, ou seja, {2 é um
conjunto convexo, as condi¢oes de KKT sao suficientes para a minimizacao global. De
fato, suponha que z* € 2 satisfaz KKT. Logo, pelo Teorema [I.19] e pela Proposigao [1.27]
segue que —V f(x*) € Lg(x*)° = To(z*)° = Ng(z*) e, portanto, (—=V f(z*),x —2*) <0
para todo z € Q. Pelo Corolario [A.36], segue que z* é minimizador global de f em Q.

Quando as restri¢oes sao lineares, as condi¢oes de KKT sempre valem em um minimi-
zador, como mostra o proximo teorema.
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Teorema 2.3. Seja x* um minimizador local do problema

minimizar f(x),
sujeito a Ax = b,
Mzx < c,

onde A € R™*" M € RP*" b e R™ ecéeRP, entio x* satisfaz as condicoes KKT.

Demonstracdo. Vamos provar que vale a condicao de qualificacao de Abadie. Em virtude
do Lema [1.20] basta provar que Lg(xz*) C To(z*). Seja d € Lg(z*), entdo Ad = 0 e

1
Md < 0. Se d =0, o resultado segue trivialmente. Suponha d # 0 e defina z* = z* + %d.

Logo,
b — R d
[k — =[] |l

Portanto, d € To(z*) e, como consequéncia do Teorema , concluimos que z* satisfaz

KKT. [l

AzF =b, Ma* <e, o8 > 2* e

O préximo Teorema fornece uma condi¢ao de otimalidade conhecida como Condigdo
de Otimalidade de Fritz John, que generaliza o Teorema de Karush-Kuhn-Tucker, e foi
proposta pela primeira vez em 1948 por John [42]. A condigao de Fritz John, além de ser
uma condic¢ao de otimalidade simples de ser verificada, nao depende de nenhuma hipétese
adicional sobre as restricoes. Ela introduz um multiplicador auxiliar nao-negativo ao
gradiente da fun¢ao objetivo.

Teorema 2.4 (Condigao necessaria de Fritz John). Se x* é um minimizador local, entdo
existe um vetor (Ao, \, 1) € R x R™ x R satisfazendo as condigoes:

m p
(i) MV f(z*) + Y NVhi(z*) + > p1;Vgi(z*) =0, Ao > 0;
=1

J=1

(it) (Mo, A, p) # 0;

(ii1) para cada vizinhanga V' de x* existe x € V tal que \;hi(z) > 0 para todo i com
Xi # 0 e p;gi(x) >0 para todo j com p; > 0.

Demonstracio. A demonstragdo apresentada a seguir também pode ser encontrada em
Bertsekas [21]. Considere as fungdes gf (z) = max{0, g;(z)} para j = 1,...,p e uma
sequéncia {pr} C R, com p, — +oo. Para cada k, seja 2* uma solucao global problema
penalizado (ver Secao [2.2))

1 Ui P
minimizar  f(z) + 5}z — 2| + 2 (Z hi(@)? + zg;w)
i=1 j=1
sujeitoa  x € X,

onde X = {x € R": ||z —2*|| <6} e § > 0 é dado pela definigdo de minimizador local.
Sendo X um conjunto compacto, a sequéncia {z*} gerada pelo algoritmo de penalidade
externa esta bem definida. Como consequéncia do Teorema todos seus pontos limites
sdo solucdes globais. Como z* é a tinica solucdo do problema, segue que z*¥ — z*. Logo,
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|z¥ — 2*|| < § para todo k suficientemente grande, ou seja, z* é ponto interior de X.
Assim, o gradiente da funcdo objetivo deve ser zero em = = z*¥, isto ¢,

Vf(2®) + f:vahi(xk) + Ep: (ngj(xk) + (2% — 2%) =0, (2.2)
=1 =1
onde ~F:=pphi(a®) e (= prgl(a"). (2.3)

Denote

i=1 j=1

P Jl S e (2.4

1 o S
b= 5 A= S i=1,...,m, pk= 5—2, j=1,...,p. (2.5)
Dividindo a equacdo (2.2)) por §*, obtemos
m P 1
AV f (@) + D NEVR (a) + > kv g (a*) + 57( F 1) =0. (2.6)
i=1 j=1
Por construcao, temos que
m p
(A0 + DN+ > (1) = 1. (2.7)
i=1 j=1

Logo, a sequéncia {(AE, \*, u%)} € R x R™ x R% é limitada e, portanto, existe uma

subsequéncia convergente, digamos (A§, \¥, ") N, (Mo, A, ). Passando ao limite em
(2.6)), e usando a continuidade dos gradientes, obtemos

m p

i=1 j=1

provando a primeira condigao. A segunda condicao segue claramente de (2.7]). Para provar
a terceira condigao, considere I = {i : \; # 0} e J = {j : p; > 0}. Assim, para todo
k € N suficientemente grande, temos que \AF > 0 para todo i € I e ,uj,u"f > () para todo
j € J. Logo, usando as relagoes (2.3)) e (2.5), segue que para todo k € N'| \;h;(z*) > 0
para todoi € [ e ,ujgj(x"“) > () para todo j € J, o que prova a ultima condicao. O

Os vetores Ag, A e p sdo chamados de multiplicadores de Fritz John. A condicao (iii)
implica que p;g;(z*) = 0 para todo j, pois se p; > 0, a j-ésima restrigao de desigualdade
pode ser violada arbitrariamente perto de z*, o que implica que g;(z*) = 0. Esta condicao
é tradicionalmente conhecida como condicao de complementaridade.

A condigao de Fritz John é equivalente as condi¢oes de KKT no caso A\g # 0 (Mg = 1).
Quando )y = 0, essa condicao é equivalente a violacao da condicdo de Mangasarian-
Fromovitz (MFCQ) que veremos na préoxima segdo. Em outras palavras, a condigao de
Fritz John é equivalente a condicao “KKT ou nao-MFCQ”.

O exemplo a seguir mostra que a condicao de Fritz John nao ¢é suficiente para garantir
a otimalidade, mesmo no caso linear.
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Exemplo 2.5. Considere o seguinte problema

minimizar f(z) = —x;
sujeito a g1(z) =x1 + 22 <0
g2(z) = =11 — 25 <0
g3(x) = —x9 < 0.

Neste caso, o conjunto viavel sdo os pontos que estao sobre a reta x1 + o = 0 com
xro > 0. Assim, a tnica solu¢ao é o ponto z* = (0,0). Além disso, todo ponto vidvel
satisfaz a condi¢ao de Fritz John, basta definir \g = u3 =0e py = ps = a > 0.

2.1 Condicoes de Qualificacao

Na secao anterior, vimos que podem existir minimizadores que ndo cumprem as rela-
¢oes de KKT, ou seja, KKT nao é uma condicao de otimalidade. Para garantir a validade
das condi¢oes de KKT num ponto, é necessario alguma hipdtese adicional sobre as retri-
¢oes do problema, as chamadas condicoes de qualificacao.

Defini¢ao 2.6. Uma condi¢io de qualificagio (CQ) é uma proposigao acerca das restri-
¢oes, tal que sob essa proposi¢ao, todo minimizador local é um ponto estacionério.

Embora KKT nao seja uma condicdo de otimalidade, podemos associar condigoes
de otimalidade as condi¢oes KKT. Note que toda condi¢cao de qualificacao define uma
condic¢ao de otimalidade da forma “KKT ou ndo-CQ”. De fato, a proposi¢cao “PAQ = R”
é equivalente a “P = R V —Q”. Logo, quanto mais fraca for a condi¢ao de qualificagao,
mais forte sera a condicao de otimalidade associada. De fato, sejam P e Q duas condig¢oes
de qualificagao tais que P = Q. Assim, -Q = =P e, portanto, a condi¢ao de otimalidade
“KKT V —Q7” é mais forte do que do que a condigao de otimalidade “KKT Vv =P”. Logo,
condic¢oes de qualificagao mais fracas implicam em condi¢oes de otimalidade mais fortes.

A condigao To(z)° = Lo(z)° dada no Teorema [2.1] conhecida como condigdo de qua-
lificacao de Guignard, pode ser muito dificil de ser verificada na pratica. Nao existe um
algoritmo capaz de gerar pontos que satisfazem a condicao “KKT ou nao-CQ”, onde CQ
é a condicao de Guignard. Assim, o objetivo é estudar condigoes de qualificagdo mais
fortes que Guignard e que permitam a prova da convergéncia global de algoritmos. Outra
condi¢ao envolvendo os cones tangente e linearizado, mais exigente que Guignard, é a
condigao de Abadie [1].

Definicao 2.7. Dizemos que = € 2 satisfaz a condi¢io de Abadie se To(x) = Lo(x).

Claramente, temos To(z) = Lo(z) = Ta(x)° = La(x)° e, portanto, a condi¢ao de
Abadie é uma condicao de qualificacdo mais forte que Guignard. Entretanto, estas con-
digoes, além da dificuldade na verificacdo, ndo sao suficientes para a convergéncia global
de algoritmos. Veremos agora outras condi¢oes de qualificacdo, mais simples de serem
verificadas, que também garantem que um minimizador satisfaz as condi¢does KKT.

No Exemplo vimos que as condi¢oes de KKT falham em um minimizador. Além
disso, neste exemplo, os gradientes das restricoes de igualdade e desigualdade ativas
em x* sao linearmente dependentes. Logo, ¢ natural conjecturar que se o conjunto
{Vhi(z*),Vgj(z*) : i =1,...,m,j € A(z*)} é linearmente independente, entao as con-
digoes KKT valem em z*. De fato, veremos que essa propriedade é uma condicao de
qualificagao, conhecida como regularidade ou Condicio de Indepedéncia Linear.
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Definicao 2.8. Diremos que um ponto = € €2 é regular, quando os gradientes das restri-
¢oes de igualdade e desigualdade ativas em z sao linearmente independentes. Ou equiva-
lentemente, diremos que a condi¢do de independéncia linear (LIC()) vale no ponto vidvel
z, se o conjunto {Vh;(z),Vg;(z):i=1,...,m,j € A(z)} for linearmente independente.

Um fato importante sob a regularidade é a existéncia e unicidade dos multiplicadores
de Lagrange. De fato, para a unicidade, suponha que existem multiplicadores (A, p) e
(A, fi) associado ao problema ([1.2)). Logo, temos

Vi) + AV + Y uVg) =0 e

=1 jEA(x)

Vf +Z>\Vh )+ > i Vgi(z) =0.

i=1 JEA(T)

Subtraindo as expressoes, obtemos:

Z()\i_)\ )+ Z — 115)Vg;(z) = 0.
i=1 jEA(x)

Como LICQ vale em z, temos que os gradientes {Vh;(z)}72, U {Vg;(2)}jcaw) sao
linearmente independentes. Logo, \; — \; = 0 para todoi=1,....,m e ft; — p; = 0 para
todo j € A(z). Portanto, A = X e ju = fi.

Para provar a existéncia, seja z* € ) um minimizador local e assuma que LICQ

seja satisfeita em x*. Logo, pelo Teorema existe um multiplicador de Fritz John
0# (Mo, A, p) € RxR™ xRE com A\g > 0 e p; =0 para j ¢ A(z*) tal que

XV f(z") + Z)\ Vhi(z*)+ > p;Vg(z*)=0. (2.8)

i=1 JEA(z*)

Se Ag = 0, obtemos

S NVhi(z)+ > pVg(x) =0,

= jeA(z*)
com (A, p) # 0, contradizendo a definigdo de LICQ. Logo, Ag # 0. Dividindo a equagao
(2.8) por Ay, obtemos

YNV Y wVg () =0,
i=1

JEA(z*)

A

onde \* = " e p = )\ﬂ Portanto vale KKT em z*. Desse modo, podemos concluir que
0 0

LICQ ¢ de fato uma condicao de qualificacao.

Proposicao 2.9. Se x € Q satisfaz LICQ), entdo existe uma vizinhangca V' de x tal que
LICQ ¢ satisfeita em todo ponto y € V.

Demonstracio. Suponha que nao exista uma vizinhanca V' de z tal que LICQ é satisfeita
em todo y € V. Entdo existem sequéncias {y*} C R" com y* — z e ||(\F, u¥)| = 1 tais
que

SNV + > whvei(y*) =o.

i=1 jeA(x)
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Sem perda de generalidade, suponha que \* — X\ e u* — u. Portanto,

=1

jeA(x)
com ||(A, w)|| =1, o que contradiz a definigdo de LICQ. O

Embora LICQ seja uma condicdo simples de ser verificada na pratica, muitos pro-
blemas de programacao matematica ndo podem ser analisados sob essa condigao. Além
disso, LICQ nao permite redundancia na descricao de €2, por exemplo, escrever uma res-
tricao de igualdade como duas de desigualdade ou quando os gradientes de duas restrigoes
sao coincidentes. Porém, outras condigoes de qualificacdo mais fracas que LICQ podem
ser encontradas na literatura, como por exemplo a condi¢ao de Mangasarian-Fromovitz
(MFCQ) [49] e a condigao de posto contante (CRCQ) [41]. Antes de definir a condigao
de Mangasarian-Fromovitz precisamos da noc¢ao de dependéncia linear positiva.

Definicao 2.10. Dados vetores uy, ..., Untp em R", nao necessariamente distintos, di-
zemos que ({ug, ..., Um by {Ums1s-- s Umip}) € positivo linearmente dependente (PLD) se
existem escalares aj, ..., Q4 N20 todos nulos, com o; > 0 para i =m+1,...,m+p

tais que
m-—+p

Z o U; = 0.
i=1

Caso contrario, dizemos que ({1, ..., Um}, {Umi1s -+, Umip}) € positivo-linearmente
independente (PLI).

A condigdo MFCQ foi introduzida primeiramente por Arrow-Hurwitz-Uzava [16] para
0 caso em que as restri¢oes sao apenas de desigualdade e, posteriormente, generalizada por
Mangasarian-Fromovitz para o caso em que o conjunto viavel também possui restricoes
de igualdade. A idéia é considerar os multiplicadores de Lagrange associados as restri¢oes
de desigualdade ativas como nao-negativos.

Definigao 2.11 (Condi¢do de Mangasarian-Fromovitz). Dizemos que a Condicio de
Mangasarian-Fromovitz (MFCQ) vale em x € €2 quando

D AVhi(z) + >0 pVg(x) =0, p; >0,
i=1 JEA(x)

implica que \; =0, p; =0 paratodoi=1,...,m, j € A(x).
Equivalentemente, diremos que os gradientes

{Vhi(z*),Vg;(xz*):i=1,....m,j € A(z")}
sao PLI.

Embora sob MFCQ nao se possa garantir a unicidade dos multiplicadores, sabe-se que
ela é equivalente ao fato do conjunto de multiplicadores de Lagrange ser um conjunto
compacto nao vazio. Note que a condi¢do de otimalidade associada a condigao MFCQ),
isto ¢, “KKT ou ndao-MFCQ” é precisamente a condicdao de Fritz John/[]

A condigdo de Mangasarian-Fromovitz é equivalente a seguinte Proposicao:

'Haeser e Ramos [38], p. 15



Condigoes de Qualificacao 28

Proposicao 2.12. Um ponto x € 2 satisfaz MFCQ se, e somente se, sao satisfeitas as
sequintes condigoes:

o {Vhi(x)}, € linearmente independente, e

o existe um vetor d € R™ tal que Vh;(x)Td =0 e Vg;(z)'d < 0 para todoi = 1,...,m
eje Alx).

Observe que a sequnda condi¢io diz que d € Lo(x).

Demonstragio. (<) Suponha por absurdo que x nao satisfaz MFCQ. Logo existe A € R™
e p; >0, j € A(z), nao todos nulos, tais que

ST+ Y Ve le) =0

jeA(z)
Logo,
fj NiVhi(@)'d+ Y pVg(x)'d=o0.
i=1 jEA(z)
Pela hip6tese, temos Vh;(z)Td = 0 paratodoi = 1,...,m, logo Z 1;Vg,(z)d =0,

jeA(z)
e como Vg;(x)Td < 0, segue que p; = 0 para todo j € A(z). Portanto, in: A\iVhi(z) =0
i=1
com A # 0, o que é um absurdo ja que {Vh;(z)}7, é linearmente independente.

(=) Se z satisfaz MFCQ, entdao os gradientes {Vh;(z),Vg;(z) : i =1,...,m,j €
A(x)} sao PLI, de modo que {Vh;(z)}, é L1. Para provar a segunda condigao, considere
o problema de otimizagao linear:

minimizar  F(d, z) = z,
sujeito a  Vhi(z)'d=0,i=1,...,m, (2.9)
Vg;(x)'d < z, j € A(x).
Suponha que o problema possui uma solu¢ao. Como as restrigdbes sao lineares, as

condi¢oes de KKT valem para o problema ([2.9)), isto é, existem A € R™ e p; > 0 com
p; =0 para j ¢ A(x), tais que

0 - h; ;
)50 (TN 4 5 (7)<
i=1 jcA N
JEA(x)
Logo,
S ANVhi(z)+ > piVgix)=0 e > pj=1
=1 j€A(z) JEA()
Portanto, ¢ # 0 com
i=1 JEA(x)
contradizendo a definicao de MFCQ. Assim, o problema é ilimitado. Segue que existe

d € R™ tal que
Vhi(z)'d=0,i=1,....m e Vg;(x)'d<0, j€ Az).
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Esta é a maneira como a condicdo de Mangasarian-Fromovitz foi originalmente pro-
posta em [49].

Como LI implica PLI, podemos ver claramente que a condi¢do de indepedéncia linear
implica em Mangasarian-Fromovitz.

Existem muitos problemas em que temos KKT sem que MFCQ seja satisfeita, como
mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 2.13. Considere o seguinte problema:

minimizar f(z) = x,

sujeito a  gy(z) = —23 + 29 <0,
go(x) = —a3 — 25 <0,
g3(x) = —x1 <0.

4
2
0
—2
—4

0 0.5 1 1.5 2

Figura 2.2: KKT nao garante a validade de MFCQ

Conforme a Figura o ponto z* = 0 é a solucao deste problema. Temos A(x*) =
{1,2,3}. As condigoes de KKT valem em z* com p; = pig = o > 0 e u3 = 1. Porém,
x* nao satisfaz Mangasarian-Fromovitz, pois os gradientes Vg;(z*), Vga(z*), Vgs(z*) sao
positivo linearmente dependentes.

Defini¢ao 2.14 (Condicao de qualificacdo de Slater). Dizemos que z € () satisfaz a
condicao de qualificacao de Slater se h ¢ afim, g; é convexa para todo j e existe Z € () tal
que g;(Z) < 0 para todo j € A(x).

Teorema 2.15. A condicao de Slater é uma condiciao de qualificagdo.

Demonstragdo. Seja x* € Q. Mostraremos que To(z*) = Lo(z*). Em virtude do Lema
basta mostrar que Lg(x*) C To(z*). Considere d € Lg(x*). Defina d = & —z*, onde
T € Q satisfaz ¢;(Z) < 0 para todo j € A(z*). Como g; é convexa para todo j, temos

0> g;(2) > g;(z*) + Vg;(z*)"d.

Dado t € (0,1), defina d = (1 — t)d + td. Vamos provar_que d € To(z*) para todo
t € (0,1). Dado j € A(z*), temos Vg;(z*)Td < 0 e Vg;(xz*)Td < 0. Logo,

Vg;(x*)'d = (1 —t)Vg;(z")Td + tVg;(z*)"d < 0.
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1~
Defina a sequéncia {z*} por 2% := 2* + Ed. Pelo Teorema segue que

* 15 *
gj(z") = gj(a* + %d) < gj(z*) =0,

para todo k suficientemente grande. Por outro lado, se j ¢ A(z*), entdo g;(z*) < 0.
Assim, pela continuidade de g;, temos que g;(z*) < 0 para todo k suficientemente grande.

Como h é afim, digamos, h(z) = Az — b e d € Lo(z*), temos Ad = Vh(z*)"d = 0. Além
disso, temos Ad = A(Z — z*) = (A% — b) — (Az* — b) = h(Z) — h(z*) = 0. Portanto,
1
k _ k3 * - .
hz") = Az wﬂqx+k@ b
1 ~
= (Az" —b)+ %Ad =0.
Assim, conclufmos que {2*} é uma sequéncia de pontos vidveis. Como

xk — d

2% ==l |jd])

segue que d € To(z*). Fazendo t — 0 e usando o fato de To(z*) ser um conjunto fechado,
obtemos que d € T(z*), completando a prova. O

Proposicao 2.16. A condigcdo de Slater implica MFCQ).

Demonstragiao. Suponha que vale a condicao de Slater em z* € ). Como h é afim,
podemos escrever h como h(z) = Az + b, onde A € R™" e b € R™. Além disso, g; é
convexa para todo j e existe Z € Q tal que ¢;(Z) < 0 para todo j € A(z*). Usando a
convexidade de g;, segue que

0> g;(Z) > g;j(z) + Vg;(a)" (& — 2¥).
Tome d = T — x*. Dessa forma, para cada j € A(z*), temos
Vg,(z*)"d < 0.
Como Z,z* € Q, temos h(Z) = h(z*) = 0. Logo,
Vh(z*)'d = A(Z — 2*) = (A% +b) — (Az* +b) =0
e, portanto, Vh;(z*)Td = 0 para todo i = 1,...,m.

Pela linearidade das fungbes h;, podemos assumir sem perda de generalidade que
os gradientes Vh;(z) sdo LI, caso contrario podemos eliminar um nimero suficiente de
igualdades para obter um conjunto LI. O]

Em 1984 Fujiwara, Han e Mangasarian [33] introduziram uma nova condigao de qua-
lificacao mais forte que MFCQ e mais fraca que LICQ, e que chamamos de Condicdo de
Mangasarian-Fromowvitz estrita SMFCQ.

Definicao 2.17 (Condi¢do de Mangasarian-Fromovitz estrita). Suponha que (A, p) €
R™ x RE seja um multiplicador de Lagrange associado a x € Q. Dizemos que a Condigio
de Mangasarian-Fromovitz estrita (SMFCQ) vale em x quando os gradientes das restrigoes
{Vhi(z),Vgj(x):i=1,...,m,j € A(x),u; >0} e {Vg;(x):j € A(zx),u; = 0} sdo PLL
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Em muitos casos de interesse, a unicidade dos multiplicadores de Lagrange simplifica a
andlise de convergéncia. Assim, em [45] é provado que SMFCQ é uma condic¢ao necessaria
e suficiente para a unicidade dos multiplicadores de Lagrange, como mostra a préxima
proposicao.

Proposigao 2.18. Suponha que (A, ) € R™ x RE seja um multiplicador de Lagrange
associado a x € Q. Entao x satisfaz SMFCQ se, e somente se, (A, ) é dnico.

Demonstragio. (=) Suponha que (), /i) seja outro multiplicador de Lagrange associado
a x € (2. Entao, pelas condicoes KKT, temos

S=MVhi(@) + > (i —m)V@) + Y 1 Vg(x) =0.
i=1 JEA(x):p; >0 JEA(x):p;=0

Como (A, fi) # (\, ), entdo algum coeficiente na combinacio linear acima é nao nulo,
contradizendo a definicao de SMFCQ.

(<) Seja (A, p) € R™ x RE o multiplicador de Lagrange. Suponha que ndo vale a
condi¢do SMFCQ. Logo existe 0 # (A, i) € R™ x RE com fi; > 0 para j € A(z) e ji; =0
tal que

Claramente, temos que

i=1 JEA(x)

Tomando (}\, ft) suficientemente pequeno de modo que fi; + p; > 0 para j € A(x),
segue-se que (A + A, i + p) é um multiplicador de Lagrange diferente de (A, i), contradi-
zendo a hipétese de (A, i) ser tnico. O

Sabemos que a condi¢do de independéncia linear garante a existéncia e unicidade
dos multiplicadores de Lagrange independente da funcao objetivo f. Portanto, se para
qualquer fungao objetivo f, existe um multiplicador de Lagrange (A, 1) associado a = € ()
tal que SMFCQ é satisfeita em z, entao LICQ vale em .

Outra maneira de enfraquecer LICQ é, ao invés de requerer posto completo para o
conjunto de gradientes, permitir que o posto seja deficiente em uma vizinhanga do ponto.
Esta condi¢ao é chamada condi¢io de posto constante (CRCQ), introduzida por Janin
[41] em 1984. Ela ¢ forte no seguinte sentido: se vale CRCQ em x € Q, entao existe uma
vizinhanca V' de z tal que CRCQ vale em todo y € V. Ao contrario de LICQ e MFCQ),

a condicao CRC(Q permite redundéancia na descri¢ao de 2.

Definicao 2.19. Dizemos que a Condicao de Posto Constante, Constant Rank Constraint
Qualification (CRCQ)) é satisfeita em x € € se existe uma vizinhanga V' de x tal que para
todo Z C {1,...,m} e todo J C A(x) o posto de {Vh;(y),Vyg;(y) : 1 € Z,j € T} se
mantém constante para todo y € V.

Equivalentemente, a condi¢do de posto constante pode ser substituida pela condigdo
de dependéncia linear constante, como mostra a proxima proposicao.
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Proposicao 2.20. Um ponto vidvel x € ) satisfaz CRCQ) se, e somente se, para todos
ZcC{l,....,m}eJ C A(z) existe uma vizinhanga V de x tal que, se {Vh;(x),Vg;(x) :i €
Z,j5 € J} € linearmente dependente, entio {Vh;(y),Vg;(y):i €Z,j € J} € linearmente
dependente para todo y € V.

Demonstragio. (=) Sejam Z C {1,...,m} e J C A(z) e suponha que {Vh;(z), Vg;(z) :
i €Z,j € J} élinearmente dependente. Logo, pela hipdtese, existe uma vizinhanga V'
de z tal que o posto de {Vh;(y),Vy;(y) :i € Z,j € J} é constante para todo y € V, isto
€,

posto({Vhi(y), Vg;(y) : 1 € Z,j € T}) = posto({Vhi(x), Vy;(z) - i € T,j € T}).
Portanto, {Vh;(y),Vg,(y) :i €Z,5 € J} é LD para todo y € V.

(<) Sejam Z C {1,...,m} e J C A(x) e suponha que o posto de {Vh;(x), Vg;(z) :
i€Z,je J}éigualar. TomeZy C Z e Jy C J com |y + |To| = r tais que
{Vhi(z),Vg;(x) :i €Ty, j € To} seja Ll Pela Proposicao[2.9] existe uma vizinhanca V' de
x tal que {Vh;(y),Vg;(y):i €Ly, je Jo} éLIparatodoy € V. Logo, {Vhi(y), Vg;(y) :
i €Z,j€ J} tem posto maior ou igual a r para todo y € V. Queremos provar que o
posto de {Vh;(y),Vy;(y) : 1 € Z,j € J} é igual a r. Entao, suponha por absurdo que
exista uma sequéncia y¥ — x tal que

posto({Vhi(y*),Vg;(y*) :i € L,j € T}) >r.

Logo, para cada k, existe Z, C Z e Jj, C J com |Zi|+|Tx| > r tal que {Vh;(y*), Vg;(v*) :
i € I, j € Ji} é L1 Podemos tomar uma subsequéncia tal que Z, = Z e J, = J para todo
k. Assim, {Vh;(z),Vg;(x) :i € Z,j € J} é LD com {Vh;i(y*),Vg;(y*) :i € Z,j € T}
LI, contradizendo a hipotese. [

A condicao CRCQ sempre é satisfeita em problemas com restrigoes lineares, o que
fornece uma justificativa de que as condi¢oes KKT sempre valem para problemas de
otimizacao linear. Os dois contra-exemplos a seguir mostram que, de uma maneira geral,
as condigoes MFCQ e CRCQ nao estao relacionadas.

Contra-Exemplo 2.21 (MFCQ nao implica CRCQ). Considere as restri¢oes de desi-
gualdade g;(z) = —19 e ga(x) = 22 — 5. Claramente MFCQ ¢ satisfeita no ponto vidvel
z* = (0,0). Porém, CRCQ nao vale em z*, pois posto({Vgi(y),Vga(y)}) =1 em y = z*
e posto({Vg1(y), Vga(y)}) = 2 para y arbitrariamente préximo de x* com y; # 0.

Contra-Exemplo 2.22 (CRCQ nao implica MFCQ). Considere as restri¢oes de desi-
gualdade g (z) = x1 + z2, ¢g2(x) = —x1 — X2, g3(x) = —x2 € 0 ponto z* = (0,0). Como
todas as restrigoes sao lineares, segue que CRCQ vale em z*. Por outro lado, como
A(z*) = {1,2,3}, temos {Vyg;(z*) : j € A(z")} = {Vaq(z*), Vga(z*), Vgs(z*)}. Portanto
nao vale MFCQ em z*.

Outra condigao de qualificacao bastante conhecida e utilizada para analisar a conver-
géncia de métodos de programacao quadratica sequencial é a condigcdo de dependéncia
linear positiva constante (CPLD), introduzida por Qi e Wei em [57]. Entretanto, os auto-
res apenas conjecturaram que CPLD era uma condicao de qualificacao, aparecendo como
um problema em aberto na Secao 2 de [57]. Esta questdo foi resolvida anos mais tarde
quando Andreani, Martinez e Schuverdt provam em [I4] que CPLD é de fato uma con-
di¢do de qualificagdo mais fraca que MFCQ e CRCQ. Schuverdt também mostrou em
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[63] que CPLD pode ser utilizada para analisar a convergéncia de algoritmos do tipo La-
grangiano aumentado. Assim como MFCQ enfraquece LICQ olhando para o sinal dos
multiplicadores, a condicao CPLD enfraquece CRCQ no mesmo sentido.

Definicao 2.23. Dizemos que a Condi¢io de Dependéncia Linear Positiva Constante
(CPLD) vale no ponto z* € 2 se para todos Z C {1,...,m} e J C A(z*) tais que o
conjunto {Vh;(z*),Vg;(z*) : i € Z,j € J} é positivo-linearmente dependente, existir
uma vizinhanca V' de z* tal que {Vh;(z),Vg,(x) :i € Z,j € J} é positivo-linearmente
dependente para todo x € V.

Teorema 2.24. MFCQ) implica CPLD.

Demonstrag¢io. Basta observar que nao existem Z' C {1,...,m} e J' C A(z*) tais que
o conjunto {Vh;(z*),Vg,(z*) : i € T',j € J'} seja PLD, uma vez que os gradientes
{Vhi(z*),Vg;(z*):i=1,...,m,j € A(z*)} sdo PLL O

O contra-exemplo a seguir mostra que a reciproca deste Teorema nao é verdadeira.

Contra-Exemplo 2.25 (CPLD néao implica MFCQ). Considere em R? o ponto z* =
(0,0) e o conjunto €2 definido pelas restrigoes gi(z) = x1 + x5 < 0, go(x) = —21 < 0 e
g2(x) = —x9 < 0. Temos A(z*) ={1,2,3}. Calculando os gradientes, obtemos

Vi (z) = G) , Vga(z) = (_01> , Vgs(x) = <_01>

e, portanto, nao vale MFCQ em z*. Para mostrar que vale CPLD, basta observar que
para J = A(x*), temos {Vg;(z*) : j € T} = {Vy,(z) : j € J} PLD para todo x numa
vizinhanga da origem.

Podemos encontrar outro tipo de enfraquecimento dessas condig¢oes na literatura, con-
siderando apenas certos subconjuntos de restricoes ao invés de todos.

Defini¢ao 2.26 (RCRCQ, [53]). Dizemos que a condi¢cio Relazed-CRCQ) (RCRCQ) vale
no ponto viavel z* € Q, se existe uma vizinhanga V' de x* tal que para todo J C A(z*),
o posto de {Vh;(x),Vg;(x):i=1,...,m;j € J} permanece constante para todo z € V.

Comparado a CRCQ), este relaxamento trata o conjunto de restri¢coes de igualdade
como um todo, sem a necessidade de impor restrigoes a todos os seus subconjuntos. Assim,
RCRCQ é claramente menos restritiva do que CRCQ e mais simples de ser verificada. Em
[52], os autores provaram que RCRCQ é uma condicao de qualificagdo, mostrando que
implica a condi¢ao de qualificacdo de Abadie. Ainda mais, no préximo capitulo veremos
que RCRCQ garante a validade da condicao de otimalidade de segunda ordem.

Teorema 2.27 ([3], TEOREMA 1). Seja Z C {1,...,m} tal que {Vh;(z)}iez forma uma
base para span{Vh;(x)}",. Um ponto vidvel x €  satisfaz RCRCQ se, e somente se,
existir uma vizinhanca V' de x tal que

e {Vh;(y)}, tém posto costante para todo y € V;

o Para todo J C A(x), se {Vhi(x),Vyg;(x):i€ZL,j€ J} € linearmente dependente,
entao {Vhi(y),Vyg;(y):i€Z,j € J} €linearmente dependente para todoy € V.
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Quando o conjunto viavel é descrito por meio de restrigoes de desigualdades, a preser-
vacao do posto do conjunto dos gradientes nao é uma condi¢ao muito 1til, como veremos
no proximo contra-exemplo. A preservacao do posto é uma ferramenta mais adequada
para lidar com os gradientes das restricoes de igualdade, pois estes geram um subespaco
contido em Lg(x)°, onde a noc¢ao de dimensao pode ser aplicada.

Em [3], os autores introduziram uma relaxagao semelhante & RCRCQ para a condigao
CPLD, chamada relaxed-CPLD (RCPLD).

Definicao 2.28 (RCPLD, [3]). SejaZ C {1,...,m} tal que {Vh;(x)};ez forma uma base
para span{Vh;(z)}",. Dizemos que a condi¢io Relaxed-CPLD (RCPLD) vale no ponto
viavel x € (2 se existir uma vizinhanga V' de z satisfazendo as condigoes:

o {Vh;(y)}™, tém posto constante para todo y € V;

o Para todo J C A(x), se {Vh;(z),Vyg;(z):i €Z,je€ J} épositivo-linearmente de-
pendente, entao {Vh;(y), Vg,(y) :i € Z,j € J} é positivo-linearmente dependente
para todo y € V.

Note que a definicao de RCPLD nao depende da escolha do conjunto de indices que
seleciona a base para span{Vh;(x)}™,, como mostra em [3].

Em [9], os autores introduziram uma outra condi¢do que unifica todas as demais, no
sentido que ¢é implicada pelas condi¢oes apresentadas anteriormente. Essa condicao é
chamada de condi¢cio de posto constante da componente subespago, em inglés, Constant

Rank of the Subspace Component (CRSC).

Considere o polar do cone linearizado,

La(x)° = {v ER":v=> A\NVhi(z)+ > w;Vgi(x),p; >0\ € R} :
i=1

JEA()

e considere o maior subespago contido em Lgq(z)°, chamado de subespago componente.
Neste caso, o subespago componente é dado por Lq(z)° N —Lg(z)°. Pela definigdo de
Lq(z)°, os gradientes Vh;(z) devem pertencer ao conjunto de geradores do subespago
componente. O outro termo na soma associado aos gradientes das restri¢oes de desigual-
dade deve ser um cone pontudo. A maioria dos problemas surgem quando os gradientes
das restricoes de desigualdade pertencem ao subespago componente do polar do cone

linearizado. Formalmente, isso acontece sempre que o conjunto
J_(z) == {j € A(z) : =Vy;(z) € La(x)°} # 0.
Observe que
span{Vh;(x),Vg;(z) :i=1,...,m;j € J_(z)} = Lo(x)° N —Lgo(x)°.

Definicao 2.29 (CRSC, [9]). Dizemos que z €  satisfaz a condi¢do Constant Rank of
the Subspace Component (CRSC) se existe uma vizinhanga V' de z tal que os gradientes
{Vhi(y),Vg;(y):i=1,...,m;j € J_(z)} tém posto constante para todo y € V.

Um fato interessante, é que, sob CRSC as restricdes de desigualdade com indices em
J_(x) atuam localmente como igualdades, isto é, existe uma vizinhanca V' de x tal que
gj(y) = 0 para todo y € VN Q e para todo j € J_(z).

Antes de definir a condigdo de qualificagdo Constant Positive Generator (CPG) [9],
vejamos alguns conceitos e resultados apresentados em [9] [38].



Condigoes de Qualificacao 35

Definigao 2.30. Seja V = {vy, ..., Un4p} um conjunto de vetores em R™ e considere o par
ordenado (Z,J),onde Z ={1,...,m} e J ={m+1,...,m+ p}. Definimos o conjunto
span . (Z,J;V) por

span, (Z,J;V) = {/UERn:'U:Z)\Z‘Ui_'_Z,U/jUj, pi >0, Vjej}.

i€l JjeT

Claramente span, (Z, J; V) é um cone, chamado de cone positivamente gerado. Quando
os vetores v;,1 € ZU J sao PLD, diremos que o par ordenado (Z,J) é PLD. Caso con-
trario, diremos que (Z,J) é PLI. Observe que quando v; = Vh;(x), parai=1,...,m, e
v; = Vg;(x), para j € A(x), temos que span_(Z,J;V) = La(x)°.

Para esses tipos de cones, podemos definir um conceito de base.

Defini¢ao 2.31. Considere Z = {1,...,m} e J = {m +1,...,m + p}. Sejam V =
{vi, .., Umyp} CR" e 27, J" C {1,...,m + p}. Dizemos que o par (Z',J’) forma uma
base para span_ (Z, J;V) quando

span, (Z', J"; V) = span, (Z,J; V)
e os vetores v;,1 € I’ e vj,j € J' sao PLL

Podemos mostrar que, de fato, existe uma base nos termos da definicao acima. Se os
vetores v;,1 € ZU J sao PLD, entao existem \;, 1 € Z e u; > 0, j € J nao todos nulos

tais que
i€l JET
Se o conjunto {v; : i € I} for LD, defina Z' C Z um subconjunto préprio de Z tal que
span{v; : i € I'} = span{v; : i € Z} e J' = J. Claramente, temos span(Z', J"; V) =
span, (Z,J;V). Caso contrario, temos que existe j* € J tal que py > 0. Dividindo a
equacao (2.10) por u;, segue que

ZﬁviqL Z va- = —vy.

J
ez ' e\ M

Definindo 7' := T U {j'} e J' := J \ {j'}, claramente temos span(Z,J;V) C
span, (Z', J'; V). Por outro lado, seja v = Y. \v; + > fi;v; € span, (Z',J"; V). Logo,
€7’ jeJ’

v=>Y"Nvi+ XNy + Y. s € span (Z,T; V), se Ay > 0.

= VANV

Caso contrario, segue que

vo= DN Y v = D A+ A+ D i

1€’ jeJ’ €T JjeJ’
- - i ; _
= Z)\ﬂ)z + |>\j/| (Z —U; + Z MJUj) + Z HjiUj € span+(I, j; V),
ieT ieT Mg’ jea\in Hi’ jeJ’

o que mostra que span, (Z',J"; V) = span_,(Z,J;V). Podemos repetir essa construgio
um nimero finito de vezes até que (Z’, J') seja PLI.
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Defini¢ao 2.32 (CPG, [9]). Sejam V(y) = {Vhi(y),Vyg;ly) : i € Z,j € T}, T =
{1,...,m} e J = A(z). Dizemos que x € ( satisfaz a condigdo Constant Positive
Generator (CPG) quando existe uma base (Z', J') de span, (Z, J; V(z)) e uma vizinhanga
V' de x tais que

span, (Z, J;V(y)) C span_ (Z', T V(y)), Yy € V.
Teorema 2.33. CRSC implica CPG.

Demonstragio. Seja = € 2 um ponto que satisfaz CRSC e considere (Z’, J’) uma base
para span_ (Z,J;V(x)). Como I’ C J_(z) corresponde a uma base para span{V f;(x) :
i € J_(z)}, temos que esta base deve permanecer uma base em uma vizinhanga de z,
devido ao fato de que o posto do conjunto {V f;(y) : i € J_(z)} é constante. O

Contra-Exemplo 2.34 (CPG nao implica CRSC). Considere em R?, o conjunto vidvel
Q:={zeR?: gi(x) = 27 — 25 <0, 92(2) = 2§ + 22 <0, g3(x) = 21 < 0}

No ponto z = (0,0), temos

Vo) = (). Vao = (7). Ve - (g).

Neste caso, temos Z =), J = A(x) = {1,2,3}, e o polar do cone linearizado,
Lo(z)° = {U v= Y Vg(a), > 0} '
JjeA(x)

Logo, temos que J_(x) = {1,2}. Tome 7' = {1} e J' = {3}. Assim, temos que o0s
gradientes {Vgi(z), Vgs(x)} sao PLI e span,(Z', J";V(x)) = span,(Z,J;V(x)). Além

disso, para todo y em uma vizinhanca de z, temos
span (Z, J; V(y)) C span (Z', T V(y)).
Portanto, x cumpre a condicao CPG. Entretanto, x nao satisfaz CRSC, pois

posto({Vgi(r), Vga(2)}) = 1,
enquanto que posto({Vgi(y), Vga(y)}) = 2 para todo y em uma vizinhanga de z.

A estrutura de um conjunto viavel estd localmente relacionada com a propriedade
de Error Bound, que consiste em estimar a distancia de um determinado ponto ao con-
junto viavel em uma vizinhanca, utilizando uma medida analitica de inviabilidade, e pode
desempenhar um papel central na andlise de convergéncia de algoritmos.

Definicao 2.35. Dizemos que = € €2 cumpre a condi¢ao de Error Bound se existe uma
vizinhanca V' de x e uma constante a > 0 tal que para todo y € V', vale:

min ||z —y|| < amax{[hi(y)l,. -, [hn ()], 97 (), - 9, ()} (2.11)
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Teorema 2.36. A condicao de Error Bound é uma condicao de qualificacdo.

Demonstragio. Mostremos que vale a condi¢ao de qualificagao de Abadie. Seja d € Lg(x).
Aplicando expansao de Taylor, temos que

hi(z +td) = tVh(z)'d + o(t) i=1,...,m,

= o(1),
gj(x +td) =tVy; ()Td+o(t) < o(t), je Ax),
gj(x +td) <0, j¢ Ax),

o(t
com lir% i) = 0 e t > 0 suficientemente pequeno. Logo, usando a propriedade (2.11
—

Y

obtemos dist(x + td, 2) = o(t). Portanto, d € T(z), concluindo a demonstragao. O

Contra-Exemplo 2.37 (CPG nao implica Error Bound). Considere em R?, o ponto
r = (0,0) e Q definido pelas restricoes de desigualdade g;(x) = 3 — xo, go(x) = 23 +

Ty, g3(x) = 11 e gs(x) = x3. Neste caso, temos Z =0, J = A(x) = {1,2,3,4} e

= ("). a0 =()). Vaw=(;). vaw-()).

Tomando Z' = {1} e J' = {3}, temos {Vgi(x), Vgs(x)} PLI e span (Z', J"; V(z)) =
span, (Z, J;V(x)). Logo, (Z',J’) forma uma base para span,(Z,J;V(z)). Nao ¢ difi-
cil ver que span, (Z,7;V(y)) C span,(Z’,J’;V(y)) para todo y em uma vizinhanga da
origem. Portanto vale CPG em xz. Para mostrar que x nao satisfaz Error Bound, con-
sidere 2F = (—(1/k)'/3,1/k). Logo temos dist(z*, Q) = 1/k, enquanto que a medida de
inviabilidade é 1/k3.

Embora CPG nao implica Error Bound, provou-se em [9] que CPG implica Abadie.

[LICQ
SMFCQ (CRCQ
MFCQ CPLD RCPLD k RCRCQ

Abadie CQ

Guignard CQ

Figura 2.3: Relagoes entre as condigoes de qualificacao conhecidas.
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2.2 Condicoes sequenciais de primeira ordem

Os resultados a seguir baseiam-se essencialmente em [5], [7, 8, 11, 15l 37, B8, 511, 58].

As condig¢oes sequenciais de otimalidade foram introduzidas com o objetivo de estu-
dar a convergéncia global de algoritmos iterativos. Estas condigoes fornecem ferramentas
tedricas adequadas para justificar critérios de parada em muitos algoritmos praticos. Ti-
picamente, o critério de parada que corresponde a condicao sequencial de otimalidade
estd associado a um parametro €, — 0, que pode ser considerado como tolerancia ao
erro. Assim, o natural é terminar a execucao do algoritmo quando a quantidade e, é
suficientemente pequena. Como foi dito na introdugao, condi¢bes sequenciais sao neces-
sarias para a otimalidade local sem exigir uma condi¢ao de qualificagdo. Nesta secao,
estudaremos as condicoes sequencias de otimalidade de primeira ordem que podem ser
usadas como critério de parada em algoritmos. Antes de introduzirmos formalmente as
condicoes sequenciais de otimalidade, consideremos o algoritmo de penalidade externa
para o problema

minimizar f(xz) sujeitoa h(x) =0, g(z) <0, z€ X

onde X C R" é um conjunto fechado e nao vazio. Considere a funcao ® : R® — R dada
por

P(x) = ;(Hh(f)ﬂ2 + [lg* (@)]1%),
onde g*(z) = (g{ (), ... g5 (x)) e g9; (z) = max{0, g;(x)}.

Teorema 2.38. Dada uma sequéncia {px} C R com p, — 400, para cada k, seja 2* a
solucao global, caso exista, do problema

minimizar f(x) 4+ pp®(z),
sujeito a x € X

Entdo todo ponto limite da sequéncia {z*} é minimizador global do problema original.

Demonstragio. Seja z* um ponto limite da sequéncia {z*}, caso exista. Como X é fe-
chado, segue que z* € X. Para mostrar que z* é solugdo global de ®(x) sujeito a
r € X, considere ®(y) < ®(z*), y € X. Segue que ®(y) + ¢ < ®(z*) para alguma
subsequéncia apropriada e algum ¢ > 0. Multiplicando ambos os lados por pg, obtemos
pr®(y) + pre < pp®(2*), o que podemos reescrever como

FW) + oe®(y) + (pre+ f(2*) — f(y) < f(2*) + pe® (")

Logo, (prc + f(2%) — f(y)) > 0 para k suficientemente grande e, portanto, f(y) +
pr®(y) < f(2*) + pr®(x"), o que contradiz a definigao de z*.

Para qualquer y € X, temos f(2F) < f(2%) + pp®(2%) < f(y) + pr®(y). Supondo
que o problema admite um ponto viavel y € X tal que ®(y) = 0, segue que f(z¥) <
f(y). Passando ao limite em uma subsequéncia, obtemos f(z*) < f(y), concluindo a
demonstracao. O]

Definicao 2.39. Dizemos que um ponto x* satisfaz uma condicio sequencial de otima-
lidade associada & proposicdo matematica P se existe uma sequéncia zF — z* tal que
P({x*}) é satisfeita.



Condigoes sequenciais de primeira ordem 39

2.2.1 Condicao Aproximadamente KKT

A condicao sequencial de otimalidade de primera ordem mais frequentemente utilizada
na pratica é a condigdo Aproximadamente KKT [11].

Defini¢ao 2.40 (AKKT, [11]). Dizemos que um ponto vidvel x € Q cumpre a condigao
Aprozimadamente KKT (AKKT), se existem sequéncias {z*} C R™, {\*} Cc R™, {u*} C
RE com pf =0, j ¢ A(z) e 2F — x tais que

kh_{](r)lo (Vf(mk) + i)\thi(xk) + > u?ng(xk)> =0.

i=1 jEA(z)
Neste caso, dizemos que a sequéncia {z*} é uma sequéncia AKKT.

O seguinte Teorema mostra que a condicado Aproximadamente KKT é uma condicao
sequencial de otimalidade.

Teorema 2.41. Se z* € Q) € minimizador local, entdo x* satisfaz AKKT.

Demonstragio. Como x* é minimizador local, existe § > 0 tal que f(z*) < f(z) para todo
xz com ||z — z*|| < §. Considere a aplicagdo do algoritmo de penalidade externa para o
problema

1
minimizar f(x) + §||x — 2% sujeitoa h(z) =0, g(x) <0, ||z —2*| <6.

Como o conjunto X = {x € R" : ||z — 2*|| < d} é compacto, a sequéncia {z*} gerada
pelo algoritmo de penalidade externa estd bem definida. Pelo Teorema todos seus
pontos limites sao solugoes globais. Pela compacidade de X temos a existéncia de pelo
menos um ponto limite. Como z* é a tnica solucdo do problema, segue que =¥ — z*.
Logo, ||z* — 2*|| < 0 para k suficientemente grande, ou seja, ¥ é ponto interior de X.

Dessa forma, temos que o gradiente da funcao f(z) + 5”3: — 2% + pp®(x) em z = 2*

deve ser igual a zero, ou seja,
m p
V(b)) + Zpkhi(xk)Vhi(xk) + Z pkg;-r(xk)ng(xk) + (2% — z*) = 0.
i=1 j=1

Definindo \f = pph;(2*) para todo i = 1,...,m e pé? = pkg;-r(ask) para todo j =
1,...,p, segue que se g;(z*) < 0, entdo uf = 0 para todo k suficientemente grande. Logo,

V(") + > NV h(2*) + > usgj(:ck) + (2% —2*) = 0.
=1 jEA(z*)
Como z* — x*, passando ao limite concluimos que z* satisfaz AKKT. n

O proximo Teorema mostra que a condi¢gado Aproximadamente KKT implica em Fritz
John, ou seja, do ponto de vista de otimizacao, pontos AKKT sao melhores candidatos a
solugoes do que pontos Fritz John.
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Teorema 2.42. Se x € Q) € um ponto AKKT, entdo x satisfaz a condicao necessdria de
Fritz John.

Demonstragao. Suponha que z satisfaz AKKT. Logo, existem sequéncias {zF} C R, {\*}
R™, {p*} CRE com pf =0, j ¢ A(z) e 2% — = tais que

=V/f(x +Z)\’“Vh )+ > whvg(a*) — 0. (2.12)

i=1 JEA()

Se a sequéncia {(\*, u*)} for limitada, tomando o limite em uma subsequéncia con-
vergente e usando a continuidade dos gradientes das fungoes, concluimos que x satisfaz
KKT. Caso contrario, definimos, para todo k € N,

My, = max{|N[,uf i =1,...,m;j € A(z)}.

Neste caso, temos que klim M, = oo. A sequéncia {(2+ )} é limitada, pois

Mk’M

I[(2%, Mk)Hoo = 1. Logo, existe uma subsequéncia convergente, digamos

My,
A Mk N % o~
<]\4k’]\4k> — (A 1)

Assim, dividindo €* por M, e passando ao limite quando k — oo, obtemos

S ANVhi(x)+ Y. [;Vg(x) =0,
=1

JjEA(x)

com ||\, 7i)||lee = 1. Portanto, os gradientes {Vh;(x), Vg;(z) : i = 1,...,m,j € A(z)}
sao PLD, contradizendo a definicao de MFCQ. Assim, se x é um ponto AKKT, entao x
satisfaz “KKT ou nao-MFCQ”. Portanto, ¢ um ponto Fritz John. O

Este resultado mostra que um ponto AKKT que satisfaz MFC(Q deve ser um ponto
KKT. Isto segue do fato de que MFCQ garante a compacidade do conjunto dos multiplica-
dores de Lagrange. Devido ao fato de AKKT ser uma condigao de otimalidade, podemos
concluir que MFCQ é de fato uma condicao de qualificagao.

Proposicio 2.43. O ponto z satisfaz AKKT se, e somente se, existem sequéncias x* —

z, {\F, 1F)} CR™ x R e {ex} C Ry, &x — 0 tais que:

(i) IV £+ 3 MVh(a) + Y Vg, (a9 < e
=1 7=1
(i) [|[R(z")]| < ex, gt (@®)]] < e
(iii) gj(z*) < —ex = pf = 0.

Demonstrag¢io. (=) Suponha que z satisfaz a condigao AKKT. Para todo k € N, defini-
mos

e = max{uwz-(a:k»?zlu u<gj<a:’f>>§_1u

IVF(*) + > NeThi(a +Zusgj N, —gi(a*) : 5 € Ax)}.

=1
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Pela definicdo de AKKT, segue que e, — 0. Dado r € {1,...,p} tal que g,(z%) <
—&g, pela definigdo de g, segue que —g,(a*) > g, > —g;(z") para todo j € A(x). Logo
r ¢ A(z). Definindo pf = 0, o resultado segue.

(<) Pela continuidade das fungoes h; e g;, segue que x é viavel. Agora note que se
j ¢ A(z), entdo g;(r) < 0 e, portanto, g;(z¥) < —e; para k suficientemente grande. Logo,
pela hipotese, u? = 0. Portanto vale AKKT. O

A estrutura geral do método Lagrangiano aumentado é bem conhecida na literatura
[211, 22, [55], além de ser um dos métodos mais populares para resolver problemas de oti-
mizacao. A seguir, apresentamos a descri¢ao geral do Algoritmo Lagrangiano aumentado.
Dado p > 0e (\, 1) € R™ x RY, considere a fun¢do Lagrangiana aumentada

(e 5) + £ (s omtn 2]

Algoritmo 2.44 (Método Lagrangiano Aumentado). Sejam Amin < Amax, Hmax > 0, 7 >
1, pr>0e7€(0,1). Tome {ex} CR, comer — 0. Escolha z° € R™ como ponto inicial
e A € [Amins Amax]™; 11! € [0, fimax)?. Defina VY = gi (x), j=1,...,p. Inicialize k < 1.

Lol Ap) = fla) + 5

(1) (Minimizagio). Encontre 2% € R™ tal que

IV Lo (2%, N8, 1) < e

Caso nao seja possivel, interrompa a execugdo do algoritmo declarando falha.

(2) (Atualiza¢io do parametro de penalidade) Defina para todo j =1,...,p
ij = max{gj(xk), —,u?/pk}.

Se max{[[A(z*)[loo, [V*lloo} < 7max{ (2"~ oo, [V oo},

defina ppr1 = pr. Caso contrario, coloque pri1 = Ypi;

(3) (Atualiza¢io dos multiplicadores de Lagrange). Calcule

M= A phi(a®), i =1,...,m e gt = max{0, ¥ + prg;(a*), j=1,...

Deﬁna )‘Z‘H—l = p/roj[)\miny)\max]<5\”;) € [)‘min7)\max]7 para todo i = 1a , € M;H—l =

proj[o,#max](ﬁ;?) € [0, fimax], para todo j =1,...,p. Faga k <— k+1 e vd para o passo

(1).

O Teorema a seguir mostra que o método Lagrangiano aumentado gera sequéncias
cujos pontos limites sao pontos AKKT.
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Teorema 2.45. Suponha que a sequéncia {z*} gerada pelo algoritmo Lagrangiano au-
mentado admite um ponto limite x* € ). Entdo x* é um ponto AKKT.

Demonstragio. Usando a defini¢do de £, e o passo (1) do Algoritmo [2.44] temos

IVf(z +ZA’“Vh +Zusg] M < e

i=1 j=1

onde N := M+ puh(2F) e i = max{0, ¥ + prg(z¥)}. Vamos mostrar que i =0
para j ¢ A(z*) e k suficientemente grande. Suponha que gj,(z*) < 0 para algum jy €
{1,...,p}. Se pr — +00 e ja que a sequéncia {,u?o} é limitada, segue que ﬁ"j =0. Se {px}
¢ limitada, temos que V£ = max{g;, ("), =% /pr} — 0 e, portanto, —u% /p, — 0. Logo

11 = prmax{0, g, («*) + pf /pr} = 0. Portanto z* satisfaz AKKT. O

2.2.2 Condicao Gradiente Projetado Aproximado

Outra condicao sequencial de otimalidade bastante utilizada em métodos de restau-
racao inexata e mais forte que AKKT ¢é a condicado Gradiente Projetado Aproximado
(AGP), indroduzida por Martinez e Svaiter em [51].

Definig¢ao 2.46 (AGP, [51]). Dado um nimero nao positivo y € [—o00, 0] e um ponto viavel
z* € Q. Dizemos que z* satisfaz a condigdo AGP(vy) (Approzimate Gradient Projection)
se existe uma sequéncia =¥ — z* tal que

Pﬂ(xk,'y)<xk - vf(xk)) o xk — 0,

onde Py, ) € a projecao ortogonal sobre o conjunto convexo fechado Q(2*,~) definido
como

(Vhi(x®), z — 2*) =0, paratodoi=1,...,m
Q(z",7) =Sz € R": (Vg,(z*), 2 — 2*) <0, se 0 < gi(z®), j=1,...,p
g5(*) + (Vgj(a*),z —a*) <0, sey <gj(a*) <0, j=1,....p

Neste caso, dizemos que a sequéncia {z*} é uma sequéncia AGP(y) associada a z*.

O conjunto Q(x*,~) pode ser interpretado como uma aproximacao linear do conjunto

hi(z) = hi(z%), i=1,....m
z€R": gi(2) < gi(a¥), seg;(a¥) >0
95(2) <0, se v < gj(a*) <0

Proposicao 2.47 ([5I], PROPRIEDADE 2.1). Seja z* € Q e suponha que x* satisfaz
AGP(vy) para algum v € [—00,0). Entao x* satisfaz AGP(v') para todo v < 0.

Proposigao 2.48 ([8], PROPOSIGAO 3). Sejam x,e em R" tal que x+¢ € Q(x,0). Entao,
todo elemento do cone Nog0)(x +¢€) € da forma

m

Z )+ Z “JVg]( )
=1 J:g5(x)>0
onde A € R™, u; >0 e p;((Vgj(x),e)) =0 se gj(x) > 0. Além disso, Noo)(x +¢) C

Noz,0)(2).
Note que isso significa que Ny )(z) = Lo(x)° para todo x € €.
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O Teorema a seguir estabelece uma relacao entre a projecao euclidiana e as condicoes
de KKT.

Teorema 2.49. Dado x € 2, entio Po ) (x—V f(x)) = x se, e somente se, as condigoes
KKT valem em x.

Demonstragio. (=) Suponha que Po ) (z — Vf(x)) = 2. Logo x ¢ a tnica solugao do
problema de otimizacao:

1
minimizar §||z —x + Vf(2)||? sujeito a z € Q(z,7).

Pela linearidade das restrigoes, as condigoes KKT valem para esse problema, ou seja,
existem A € R™, u; > 0 e fi; > 0 tais que

z—r+Vf(z +Z)‘Vh v)+ > mVg@)+ Y #Vy(a) =0,

i=1 JEA(x) v<g;(x)<0
1;((Vyg;(x), z —x)) = 0, (2.13)
115 (95(@) + (Vgj(w), 2 = 2)) = 0.

Substituindo z = z em ({2.13)), obtemos ji; = 0. Portanto z satisfaz KKT.

(<) Agora suponha que z satisfaz KKT, isto é, existem A € R™ e pu; > 0, j ¢ A(x)
tais que

—Vf(z ZAV’Z x)+ Y. V().

jeA(z)
Pela Proposicao [2.48, temos que —V f(z) € Nq(zq)(z). Como Q(z,v) é convexo e
fechado, a Proposicao garante que Po(, ) (v — Vf(z)) = . ]

O Teorema a seguir mostra que a condigdo AGP é uma condigao sequencial de otima-

lidade.

Teorema 2.50. Se z* é um minimizador local e y € [—00,0], entdo x* satisfaz a condigio

AGP(7).

Demonstragdo. Seja x* um minimizador local. Considere uma sequéncia {p;} C R, tal
que pr — 400 e 7 € [—00,0]. Seguindo os mesmos passos da demonstracao do Teorema,
2.41] segue-se que existe uma sequéncia =¥ — z* tal que

)+ (V) + 3 g V) + (0t =) =0

Definindo A\¥ = pph;(2*) para todo i = 1,...,m e /L? = pry («*) para todo j =
1,...,p, temos que se g;(z*) < 0, entdo M? = 0 para todo k suficientemente grande. Logo,

V(") + ZAthz(xk) + Z usgj(xk) + (2% — 2*) =0,
1=1 JEA(x*)
no qual equivale a

o — V f(2*) - (:)sk + iAfvm )+ > "Wz ) = (2" — 2%). (2.14)

i=1 JjEA(x*)
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Tomando a projecdo sobre Q(z*,7) e usando o fato que a projecio é uma aplicacdo
nao expansiva, segue que

Pogr o (@ = V f(2*)) = Pah o) (ﬁk +Y MV + Y Vg H (2.15)
i=1 jEA()

< [l = 27].

Em virtude da Proposicao [2.48] temos que

i=1 JEA(z*)
Como Q(z*,7) é convexo e fechado, a Proposicio garante que
Poah ) (:1:’“ + Y NVR(EF) + Y /Lngj(:ck)> = (2.16)
i=1 jEA(z*)
Substituindo (2.16]) em (2.15]), obtemos
1P o (a" = VF(a") — 2| < [|la* — 27 (2.17)
Como ||z*—z*|| — 0, passando ao limite em (2.17)), concltiimos que x* satisfaz AGP(y).

]
O proximo Teorema mostra que a condigao AGP é mais forte do que a condigao AKKT.
Teorema 2.51. Seja x* € Q. Se x* satisfaz a condicio AGP, entdo x* satisfaz AKKT.

Demonstracio. Como z* satisfaz a condicao AGP, entao pela defini¢ao existe uma sequén-
cia ¥ — 2* tal que
= Pour ) (a" = V() —a* = 0.
para algum vy € [—o0, 0).
A projecao Pyt ) (2F—V f(2*)) = y*+2* é a tinica solucido do problema de otimizacio:

1
minimizar §||z — 2" 4 Vf(2")||?, sujeito a z € Q(aF, 7).

Pela linearidade das restricoes, as condicoes KKT valem em y* + 2, ou seja, existe
(A, 1) € R™ x RE tal que

y" 4+ Vi +Z)\’“Vh +ZM Vg;(z") =0, (2.18)
=1
i ((ng(x'“), y)) =0,  se0<g;(z"), (2.19)
1 (g;(2%) + (Vgi(ah),9%)) =0, sey < g;(z*) <0,  (220)
ué‘f’ =0, caso contrario (2.21)
Como y* — 0, entdo por (2.18]), obtemos
Jlim Vf(x +ZA’“Vh +ZM Vy;(z*) =0.

=1

Sej ¢ A(z*), entdo g;(z*) < 0. Pela continuidade de g, temos que g;(z")+(Vg;(z¥), v*) <

0 para cada k suficientemente grande. Logo, usando a relacao 1. obtemos que u;? =0
para todo j ¢ A(x*). Portanto vale AKKT.
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Contra-Exemplo 2.52 (AKKT nao implica AGP). Considere o problema

O ponto z* = (0,1) satisfaz a condigago AKKT. De fato, considere as sequéncias
oF = (1/k,1), \¥ = pf = k. Neste caso, temos A(z*) = {1}. Logo, para todo k € N,
temos

V() + MVhy(a4) + iV (2*) = (_01> k (sz) Tk (‘01) o

Portanto, x* satisfaz AKKT. Entretanto, 2* nao satisfaz AGP. Com efeito, considere
uma sequéncia =% — z* tal que 2% > 0 para todo k. Dado = = (x1,22) € Q(z*,7). Pela
definicao de Q(x*, ), temos

Vhi(@®) (2 -2 =0 e Vg (") (z -2 <o.

Assim,

Lk
Vha (5 — %) = (i o) ( ) ko — )+ o (o — k) — 0,

k

k):_ﬁ

o que implica (zy — x5 ¥ (z1 — 2¥). Observe que esta equagio é a equagio da reta

tangente a hi(z) = hi(z¥) no ponto z*. Por outro lado, temos

.k
Vg (a") (@ —2*) = (-1 0) (xl x,ﬁ) <0e >8> 0.

Logo, Q(z*,7) é a intersecdo entre o semi-plano x; > 0 e a reta tangente a hy(x) =
hi(2*) no ponto z*. Quando z¥ — x*, a reta tangente tende para a reta vertical. Portanto,
Poak ) (zF —V f(2%)) —2* tende para (0,1). Analogamente, se 2% < 0, o conjunto Q(x*, )
é a intersecio do semi-plano z; > 2% com a reta tangente a hy(r) = x¥z% no ponto z*.
Logo, Pok ) (¥ — Vf(2*)) — 2% tende para (0,1). Portanto, para qualquer sequéncia
¥ — ¥, temos que Poar ) (2% — V f(2*)) — 2% ndo tende a zero. Como consequéncia, z*
nao satisfaz AGP.

Teorema 2.53 ([51], TEOREMA 3.1). Considere v € [—00,0] e suponha que as fungoes
[, g; sdo convexas para todo j =1,...,p e h é afim. Sejam z* € Q e {z*} uma sequéncia

AGP(v) satisfazendo h(z*) = 0. Entdo, x* é um minimizador global de .

Demonstragio. Vejamos primeiro que 0 C Q(z*,v) para qualquer z* € R™. Considere
y € Q. Se g;(z*) < 0, pela convexidade de g;, segue que

0> g;(y) = g;(a") + Vg; (") (y — 2*). (2.22)
Por outro lado, se g;(z¥) > 0, temos

0> g;(y) > g;(=") + Vg;(«")" (y — 2*) > Vg;(z*)" (y — 2"). (2.23)
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Como h é afim, entdo h(x) = Az + b com A € R™" e b € R™. Além disso, h(z*) =
h(y) = 0, logo

Vh(z®)T(y — o) = A(y — 2%) = (Ay +b) — (42" +b) =0

e, portanto, Vh;(x*)?(y — 2*) = 0 para todo i = 1,...,m.

Logo, pelas relacdes (2.22)) e (2.23), segue que y € Q(z*,~).

Defina y* := Pk ) (2% — V f(2¥)). Logo, ¥* é a tinica solucdo do problema

1
minimizar §||y — 2% + Vf(2¥)]|? sujeito a y € Q(z*, 7).
Assim, temos que

;Hy — "+ VIEIP = ;(y — 2"+ V) (y — 2" + Vf(h)

1 1
= Sl =+ VI — ) + ST
Como y* é solucdo, obtemos
1 1
V) (y =)+ Sly = 2P = VAT =)+ Slly" = 28
Passando ao limite na desigualdade acima e usando o fato que ||y* —2*|| — 0, obtemos
V@) (y—a") + 5lly — 27| 2 0.

Como 2 é convexo, tomando y = x* + t(y — 2*) na desigualdade acima, segue-se que
para todo t € [0, 1], tem-se
T t? 2
tVf@") (y —2") + S lly =27 2 0.
Dividindo por ¢ e tomando o limite quando t — 0, obtemos

V@) (y -2 = 0.

Como consequéncia do Corolario segue que z* é minimizador global de f.
[l

Proposicao 2.54. A condicao AGP implica em “KKT ou nao-CPLD”.

Demonstragdo. Seja x* € ) satisfazendo a condicao AGP. Logo existe uma sequéncia
zF — z* tal que
PQ(:E’C,'y)(xk - vf('rk)) - xk — 0,
k

para algum 7 € [—00,0). Defina y* := Py,x (2" — V f(z¥)). Logo y* resolve o problema

1
minimizar §||z — 2" 4+ V£(2")||? sujeito a z € Q(2*, 7).
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Como Q(z*,v) é definido por restricoes lineares, as condi¢oes KKT valem em y*, ou
seja, existem A\F € R™ e u* € R tais que

(1 —2") + V(") + Y NVh(h) + 3 V(") = 0, (2.24)
i=1 j=1

,uf((ng(mk), Yt —2*)) =0, se 0 < g;(z%), (2.25)

1 (g;(2%) + (Vgi(ah),y% — M) = 0, se y < g;(a*) <0, (2.26)

uf =0, caso contrario (2.27)

Se gj(xz*) < 0, pela continuidade de g; e usando o fato de que y* — 2% — 0, obtemos
g;(z%) + (Vg;(z¥),y* — 2*) < 0 para todo k suficientemente grande. Assim, segue de

1} que ,u;? = (0 para k suficientemente grande. Logo, usando a relacao 1’ obtemos
(/= 2") + Vf(z +Z)\’“Vh )+ 3 @Vt =o.
=1 jeA(z*)

Pelo Lema de Carathéodory, existem T, C {1,...,m}, Jp C A(z*), \¥ € R™, iy >0
tais que

(y* — %) + V(@b + 3 MVhi(a®) + 3 @hvg (") =0 e (2.28)

€1k JETk
{Vhi(xk)}ielk U {VQj(fL’k)}jejk é PLI.

Podemos tomar uma subsequéncia tal que Z, = {1,...,m} e J, = A(z*). Se {(\F, i)}
é limitada, passando ao limite em subsequéncia convergente, concluimos que z* satisfaz
KKT. Caso contrario, defina

My = max{ ||\ oo, |2l }-

Assim, temos que

My — o0 e
Logo, passando a uma subsequéncia, podemos supor que ( ](\4]; , J\%) — (X,ﬁ) com

I\ f)|lse = 1 e fi > 0. Assim, dividindo por M, e tomando o limite, obtemos
Z \NVhi(z*)+ Y [1;Vg(z*) =0 com ()\,u) 7é 0, uma contradi¢do com CPLD. [
=1 JEA(zY)

2.2.3 Condigao sequencial SAKKT

Defini¢ao 2.55 (SAKKT, [39]). Dizemos que z* € () satisfaz a condi¢ao Strong Appro-
zimate KKT (SAKKT) se existem sequéncias {z"} C R" e {(\*, i*)} € R™ x R% tais
que:

(i) zF — ¥

(ii) lim (v )+ Z MV hy(2F) + Zufvg;j )) = 0;

k—o0 i1

(iii) g;(z*) <0 = u? = 0 para todo j =1,...,p e para todo k € N.
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Teorema 2.56. Se z* € Q satisfaz a condicao SAKKT, entao x* satisfaz AGP(v) para
qualquer v € [—o0, 0].

Demonstragcao. Suponha que x* satisfaz a condicado SAKKT e considere qualquer v €
[—00,0]. Logo, pela definigao, existem sequéncias {#*} C R" com % — z* e {(\*, u*)} C
R™ x RE tais que

V(b + Z ANV h(2F) + Z ,u?ng(xk) — 0.
i=1 3:0<g;(z*)
Assim,
2* — Vb)) - (xk +Y NVR R+ Y M?ng(xk)> — 0.
i=1 7:0<g; (z*)

Tomando a projegdo sobre o conjunto £2(z*,7) e usando a nio-expansividade da pro-
jecao, obtemos

Poar 4 (@™ = V f(2*)) = Pogar - (xk +Y NVR(@F) + > ufvgj(x’f)> — 0.(2.29)
=1 7:0<g;(z%)
Pelo mesmo argumento usado na demonstragao do Teorema [2.50], temos que
P ) (xk Y NVR R+ Y ,usgj ([Ek)> = F. (2.30)
=1 70<g,(a")
Substituindo (2.30) em ([2.29), obtemos
Por 4y (a" = Vf(2¥) —a* = 0.
Portanto vale AGP (7). O
Teorema 2.57. A condi¢ao SAKKT é equivalente a condi¢gio AGP(0).

Demonstragio. Pelo Teorema anterior, basta mostrar que AGP(0) implica em SAKKT.
Pela definigao de AGP(0), temos que existe uma sequéncia {z*} com z¥ — 0 tal que

yF = PQ(mkﬁo)(xk —Vf(z") —2* = 0.
Logo, y* + x* é a tinica solucdo do problema
1
minimizar §||z — 2k + V f(2%)]]? sujeito a z € Q(z*,0).

Como as restri¢des deste problema sdo lineares, as condicdes de KKT valem em 3% 4 2*,
isto ¢, existem \* € R™ e pf € RY tais que

P VI + 3NV + 3 i Vg () = 0, (231)
i=1 j=1
15 (Vi (2"),9") = 0, se 0 < g;(a*), (2.32)

,uf =0, caso contrario. (2.33)
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Por (22.31]), temos que

; k
kh_g)lO(Vf —|—Z)\ Vh(x +Zu Vgj(x )—0.

=1

Pelas relagoes 1) e 1} concluimos que g;(z¥) < 0 = ,u? = 0, completando a
prova. ]

Corolario 2.58. A condi¢io SAKKT € uma condi¢do de otimalidade.

2.2.4 Condicgoes sequenciais C-AGP e L-AGP

Algumas variagoes da condi¢do AGP tem sido utilizada na literatura no contexto de
métodos de restauracao inexata e programacao matematica. Essas variagoes consistem
em incluir algumas restri¢oes lineares na defini¢ao de €2, impondo que a sequéncia {z*}
associada satisfaca essas restrigoes.

Definicao 2.59 (C-AGP, [11]). Suponha que as fungoes h; sao afins para todo i € {r +
1,...,m} e g; sdo convexas para todo j € {¢+1,...,p}. Considere o conjunto convexo
e fechado, ¢, definido por h;(z) = 0 e g;(z) < 0 para todo i € {r +1,...,m} e
j€{qg+1,...,p}. Dizemos que x* satisfaz a condi¢io convexr-AGP (C-AGP) se existe
uma sequéncia {z¥} C Q¢ com zF — 2* tal que

P5 ek yynoe (2% = Vf(2¥) — 2% — 0,

onde

R (Vhi(a®), z — 2%y =0, 1=1,...,r
Q(z",7) =z € R": (Vg,(z*), 2 0, se 0 < g;(z%), j=1,...,¢q
g;(2%) + (Vg (xF), 2 — 2%) <0, sey < g;(z¥) < 0 j=1,...,q

O Teorema a seguir mostra que se as restrigdes em - cumprem alguma condi¢ao de
qualificagao, entao C-AGP é uma condicao de otimalidade.

Teorema 2.60. Seja x* um minimizador local do problema e, suponha que, para
todo x € Qc, as restricoes h;, i =r+1,...,m, eg;, j=q+1,...,p, cumprem alguma
condigdo de qualificacao. Entdo, x* satisfaz C-AGP.

Demonstragdo. Seja x* um minimizador local. Logo, existe 6 > 0 tal que z* é a unica
solugao global do problema

1

minimizar f(z) + §|| —z*||?,
sujeito a h(z) =0,
glx) <0,
HJJ — || <

Considere uma sequéncia {z*} gerada pelo algoritmo de penalidade externa aplicado
ao problema acima. Pelo mesmo argumento usado na demonstracao do Teorema [2.41],
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temos que z¥ — z*. Logo, ||z* — 2*|| < & para k suficientemente grande. Suponha que
pr — +00 e, para cada k, seja ¥ um minimizador global de

1 " 4
minimizar ~ f(x) + §Hx —** + %(Z hi(x)* + Zgj(m)Q),
i=1 j=1
sujeito a ||z — 2| < 4.
O gradiente da funcdo objetivo deve ser nulo em 2*, isto é,

r q

)+ pehi(@)Vhi (2" + 37 prgl (aF) Vg (2F) + (2% — o) = 0.
- =

Além disso, uma vez que as restri¢des h; e g;j parat=r+1,..., mej=q+1,...,p
cumprem alguma condi¢ao de qualificacao, as condi¢oes KK'T para o subproblema devem
ser mantidas. Defina

A, ={je{qg+1,...,p}:g;(=") =0}

Portanto, para k suficientemente grande, existem \F, i = r 4+ 1,...,m e ,u;?, ] =
qg+1,....p tais que

T q
)+ prhi(a*)Vh Z prg; (2F)Vgi(a*) + (2% — o) +

=1 j=1
DNV + > M?ng(xk) = 0.

r+1 JEAL
Logo, podemos reescrever como
A B D WA R z e () Vg5(2") +
=1

—i—Z)\th —|—Z:/¢Vgj ]—xk—x*.

r+1 JEAL

Pela propridade da nao-expansividade da projecao, obtemos

’ Pﬁ(xk,’Y)ﬂQc (a* = Vf(2h) - Pﬁ(xk:y)mﬂc lxk + ; pkhi(x )+ Z pkg] VQJ( )
+Z)\’“Vh )+ > WiVgi(x H' < |lz* — 7. (2.34)
r—+1 JEAL

Além disso, temos

:[ipkhi(x’“)Vhi(x’“)JrXq:pkg] ")Vy;(x +2Akw¢ Y+

j=1 r+1

+ Z ,u;‘?ng )1 € N; S, 7)mc(xk).

JEAL
De fato, seja y € Q(:ck, v) N Q. Pela convexidade de g;, para todo j € Ay, temos

0> g;(y) > g;(a") + Vg;(a") (y — 2*) = Vg;(a")" (y — 2¥). (2.35)
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Como h; é afim, digamos h;(z) = al'z + b;, para todo i = r + 1,...,m, temos

Vhi(@z")(y —2%) =af (y —2%) = (afy+b:) — (o] 2" + b))
= hi(y) — hi(2*) = 0.

Logo, pela defini¢ao de Q(xk, 7v) e usando as relagoes 1} e , obtemos
W)= ) = (ST y =)+ (s 0,005+
i=1
+ <Z X Vhi(ah),y — $k> + < Z usgj(a:k),y — xk> <0.

r+1 ]GAk

(2.36)

Portanto, sendo Q(2*, ) N Q¢ convexo fechado, obtemos

Pﬁ(m’“fY)ﬂQC lxk - z—:1 pili(a®) Vha(a*) + Z pkg] F)Vg;(2*) +

7j=1
+Z)\’“Vh )+ D WiV )] =",
r+1 JEA

Substituindo esta ultima equagao em (2.34)), obtemos
1P e (@ = V(@) — ¥ < [la* —2*] — 0,
completando a prova. O

Em [11], os autores mostram que C-AGP é uma condi¢do de otimalidade forte no
sentido que implica “KKT ou nao-MFCQ".

Contra-Exemplo 2.61 (AGP nao implica C-AGP). Considere o seguinte problema

minimizar f(z) =xy sujeitoa hi(x) = 2120 =0, g1(z) = —x1 < 0.

O ponto z* = (0, 1) satisfaz a condicdo AGP. De fato, considere a sequéncia z*

(—=1/k,1). Neste caso, temos que —V f(2*) € Ngn ) (2¥). De fato, seja & = (x1,22) €
Q(x*,~). Assim, temos

Vhi (@) (x = 2¥) = (1 —1/k) (5”;2*_1@ =0z + 1/k = (1/k)(zs — 1).

V() (z = a*) = (=1 0) (@j_%’“) <0 a1+ 1/k>0.

1

1
Das relagoes acima, segue que x; + = —(zg — 1) > 0, ou seja, 1 — x9 < 0. Assim,

k
dado qualquer z = (z1,z2) € Q(zF,v), temos

E\T ky _ _ 1+ 1/k\ _
~ViE (@ —ab) = (0 -1) ( b | =1-m<o.
Logo, —V f(2*) € Ng - (2*) e, como consequéncia, Py (2" — Vf(zh)) = a*.
Portanto, z* satisfaz a condicao AGP. Entretanto, o mesmo argumento usado no contra-

exemplo pode ser usado para mostrar que z* nao satisfaz C-AGP.
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Dado um problema de otimizacao nao linear com restri¢oes lineares, podemos consi-
derar outra variagdo da condi¢ao AGP, conhecida como AGP linear [11]. Essa condigdao
consiste em separar as restri¢goes lineares das restrigdes nao lineares. Suponha que as
funcoes h; e g; sdo lineares para todo i € {r+1,...,m} e para todo j € {¢ +1,...,p}.
Denotemos por €27, o conjunto dos pontos que satisfazem todas as restri¢oes lineares.

Definigao 2.62. Dizemos que um ponto vidvel x* satisfaz a condi¢ao AGP linear (L-
AGP), se existe uma sequéncia {z*} C Qp com ¥ — z* tal que

P (" = Vf(z") —2*F — 0.

Q(zkvv)mQL
Em outras palavras, um ponto satisfaz L-AGP se satisfaz C-AGP no caso em que as
funcoes g; sao afins para todo j =¢+1,...,p.

Assim como AGP, a condi¢do L-AGP também é uma condi¢do sequencial de otimali-
dade.

Teorema 2.63. Se x* € Q € um minimizador local, entdo x* satisfaz L-AGP.

Demonstracdo. Basta seguir os mesmos passos da demonstracao do Teorema [2.50 [

No contra-exemplo a seguir, veremos que AGP nao implica L-AGP. Por outro lado,
se r* satisfaz L-AGP, a sequéncia correspondente {z*} pode ser usada para mostrar que
AGP se verifica em x*. Em outras palavras, L-AGP é estritamente mais forte do que
AGP.

Contra-Exemplo 2.64 (AGP nao implica L-AGP). Considerando o mesmo problema do
contra-exemplo [2.61] temos que o ponto z* = (0,1) cumpre a condi¢gdo AGP. Entretanto,
0 mesmo argumento feito no contra-exemplo pode ser usado para mostrar que z* nao
satisfaz L-AGP.

2.2.5 Condicao sequencial CAKKT

A seguir, apresentamos uma condicao sequencial mais forte do que as apresentadas
anteriormente, denominada Complementary Approzimate KKT (CAKKT), introduzida
por Andreani, Martinez e Svaiter em [15].

Definic¢ao 2.65 (CAKKT, [15]). Dizemos que um ponto viavel z € {2 cumpre a condigao
Complementary Approvimate KKT (CAKKT), se existem sequéncias {z*} C R", {\¥} C
R™ e {y*} C RE com z* — z tais que

 lim (Vf(xk) + f: ANV h(2F) + zpjuﬁvgj (xk)) =0,

k=00 i=1 j=1

. klim Aehy(2%) = 0 para todoi =1,...,m,
—00

: k kY _ .
. ]}Lriloujgj(x )=0paratodoj=1,...,p.

Claramente, CAKKT ¢é mais forte do que SAKKT, uma vez que o tltimo nao re-
quer qualquer exigéncia com respeito a complementaridade relacionada as restrigoes de

igualdade. As duas tltimas condigbes de complementaridade podem ser substituidas por

m p
Jim (Z M)+ 3 Lk, (m'w) = 0. (2.37)
i=1 j=1

A condicao CAKKT é uma condicao de otimalidade como mostra o proximo teorema.
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Teorema 2.66. Se x* € ) é um minimizador local, entdo x* satisfaz CAKKT.

Demonstragdo. Seja x* um minimizador local e considere uma sequéncia {px} C R, tal
que pr — +00. Seguindo os mesmos passos da demostracao do Teorema [2.41] segue que
existe uma sequéncia z* — z* tal que

)+ 3 o) T +zpkg] Vg ) + @ ey =0 (239)

Como z* é vidvel e 2¥ ¢ minimizador do problema

1 Ui P
minimizar f(2) + 3l — 2*? + 2 (Z h)? + Zg}(a:)?)
i=1 =1
sujeito a ||z — x| <,

temos que

m p 1
> i)+ 3 gy (1M < 2(f@7) = £@0) = Sllat —all). (239)
i=1 j=1

Defina \¥ = pph;(2*) para todoi=1,...,me ,uf = prgj («¥) para todo j =1,...,p.
Como z* — z*, pela continuidade de f, o lado direito da desigualdade acima converge a

zero, logo de (2.38)) e ([2.39)), segue

Jim (Vf +Z)\’“Vh +Zufvgj )) =0,

i=1 Jj=1
< k k - k k

Jim {30 NEa(a")] + Y kg ()] | =0,
i=1 j=1

e o resultado segue. O

Sejam €feqs, Eopt € Emuir as tolerancias referentes a viabilidade, a otimalidade e a
condicao ([2.37), respectivamente. O critério de parada natural associado a condigao
CAKKT é declarar convergéncia quando

va ) + Z )‘th ) + Z va% )H < Eopt;

i=1

1R < efeas: Nlg™ (@) < £feas,
|Afhz(xk)| < Emult |N§gj($k)| < Emults 1= ]-7 ey My ] = ]-7 -+ D-

Teorema 2.67. Suponha que x* € Q cumpre a condicao CAKKT. Entdo, x* satisfaz a
condicio AGP(vy) para todo v € [—00,0]. Além disso, se a sequéncia {x*} associada a
definicao de CAKKT satisfaz todas as restricoes lineares, entdio x* satisfaz L-AGP.

Demonstracio. Sabemos que CAKKT implica em SAKKT e que SAKKT implica AGP,
logo a primeira parte segue. Para provar a segunda parte, basta fazer uma adaptacgao da
prova do Teorema [2.56], usando o fato de que {z*} satisfaz todas as restri¢oes lineares. [

O proximo Teorema mostra que, no caso convexo, a condigao CAKKT é uma condicao
suficiente para a otimalidade. Como consequéncia, em problemas convexos, CAKKT é
uma condi¢do necessaria e suficiente para solucoes globais.
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Teorema 2.68 ([15], TEOREMA 4.2). Suponha que as fungoes f, g;, j = 1,...,p, sdo
convezxas e h é afim. Se z* € Q satisfaz a condicgo CAKKT, entdo x* € um minimizador

global de (1.9).

Demonstragio. Seja x* € Q e suponha que z* satisfaz CAKKT. Logo, existe { (2, \¥, u¥)} C
R"™ x R™ x RE com x* — z* tal que

kh_}r(r)lo (Vf + Z NV (2F) + Z TAYIE: )) =0 e (2.40)

=1 7=1
m P
Jim (Z Nhi(a®)] + 3 !u?gj(:v’“)\) ) (2.41)
i=1 Jj=1

Seja z € ). Pela convexidade das funcoes f, g; e pela linearidade de h, temos que,
para todo k € N,

f(z) = f(@*) + V f(a")T (2 — ),
g](z> Z g](xk) + ng(xk> ( k) .] = 17 <o Dy
hi(2) = hi(z%) + Vhi(z¥) T (z —2¥) =0, i=1,...,m.

Assim, como h(z) =0 e g(z) < 0, segue que

f(z) > f@")+ V" (z—2F) + Em: Mhy(2) + i,u?gj(z)

i=1

> Fat) + VA (2 — %)+ S0 M () + V()T (2 — )] +

i=1

Y g () + Vg () (= — )

j=1

= )+ (T + YN +Zum ) (= - k) +

=1
m p
+ Z Aohy(2b) + Z ufgj(xk).
i=1 j=1
Passando ao limite na desigualdade acima e usando o fato de que z* satisfaz CAKKT,

obtemos f(z) > f(z*), completando a prova. ]

Lema 2.69 ([I5], LEMA 3.2). Suponha que x* € Q satisfaz a condi¢go CAKKT. Entdo
existem sequéncias {a*} C R", {(\*, ")} € R™ x RY com pf = 0 para j ¢ A(z*) e
zF — ¥ tais que

e lim (Vf +Z/\th )+ > ug?vgj(xk)) =0,

k—
> jEA(z*)

» lim (i )+ Y Iuﬁgj(m’“)\)zo-

JEA(z*)
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2.2.6 Condicoes sequenciais mais recentes

Mais recentemente, outras condi¢Oes sequenciais para otimizagdo nao linear surgi-
ram na literatura. Nesta subsecao apresentamos as condigoes positive approrimate KKT
(PAKKT) [5] e positive complementary approzimate KKT (PCAKKT) [7]. Do ponto de
vista de otimizacao, pontos PAKKT sao melhores candidatos do que pontos obtidos pela
condicao AKKT. Outro fato importante é que PAKKT e CAKKT sao independentes en-
tre si e, portanto, fornecem caracteristicas diferentes para os minimizadoresf] A condicao
PCAKKT unifica essas condi¢oes, no sentido de que, todo ponto PCAKKT ¢é também um
ponto CAKKT e PAKKT.

Definigao 2.70 (PAKKT, [5]). Dizemos que um ponto z* € (2 satisfaz a condi¢ao Positive
Approzimate KKT (PAKKT) se existem sequéncias {zF} C R", {(\F, p*)} € R™ x RE.
com zF — z* tais que

Vi(z®) + Z MV hy(2F) + Z 15V g;(2*) — 0, (2.42)
=1 7j=1
min{—g;(e), 4} 0, Vi=1,.. .p (2.43
k AF k 1y
AR (") Jim 1hg;(a*) > 0 se lirgoa—k >0, (2.44)
onde 6 := ||(1, \¥, u*)||s0. Dizemos que {z*} é uma sequéncia PAKKT associada a z*.

PAKKT é uma condicao necessaria de otimalidade, como mostra o proximo Teorema.
Teorema 2.71. Se z* € um minimizador local, entdo x* satisfaz PAKKT.

Demonstragdo. Seja x* um minimizador local. Considere a aplicacdo do algoritmo de
penalidade externa para o problema

1
minimizar f(z) + §Hx — %) sujeito a h(x) =0, g(x) <0, ||z —2*| <4,

onde § > 0 é dado pela definicado de minimizador local. Usando os mesmos argumentos
utilizados na demonstragao do Teorema [2.41] juntamente com o Teorema [2.38] temos que
a sequéncia {z*} gerada pelo algoritmo de penalidade externa converge para z*. Logo,
|z* — z*|] < & para todo k suficientemente grande. Das condigoes de otimalidade do
problema penalizado, obtemos

V(") + Z MV hy (%) + Z 15V g (2") + (2% — 2*) = 0, (2.45)

=1 7=1

onde \¥ := pphi(a®), i =1,....,me ,u;? = ,okgj*(xk) > 0 para todo j = 1,...,p. Como
z¥ — 2*, tomando o limite quando k& — 0o na expressdo , segue que a condigao
(2.42) se cumpre. Para provar a condi¢do (2.43), note que, se j ¢ A(z*), entdo pela
continuidade de g, temos que g;(z*) < 0 para todo k suficientemente grande e, portanto,
min{—g;(«"), u¥} = pf = 0 para todo j ¢ A( *) e para todo k. Caso contrario, para todo
k suficientemente grande, temos min{—g;(z*), u¥} — 0 para todo j € A(z*). Finalmente,
se pi > 0, entdo g;(z%) > 0 e logo ufgj( k) = pkgj( ¥)2 > 0. Analogamente, se \¥ # 0
entdo h;(x*) # 0 e portanto A¥h;(z*) = pphi(2¥)? > 0, completando a prova. O

2Andreani et al. [5]
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Teorema 2.72. Toda sequéncia PAKKT € também uma sequéncia AKKT. Em particular,
todo ponto PAKKT é um ponto AKKT.

Demonstragio. Seja {z*} uma sequéncia PAKKT tal que ¥ — x*. Observe que vale a
condigio min{—g;(z*), u5} — 0 para todo j se, e somente se, puf = 0, para todo j ¢ A(z*).
Logo a sequéncia {2*} pode ser usada para mostrar que z* satisfaz AKKT. ]

Contra-Exemplo 2.73 (CAKKT néao implica PAKKT). Considere o problema

—1)2 1)
minimizar f(z) = (1 5 ) + (:c2—2|- ) sujeito a  g(z) = z122 < 0.

Temos

V() + uVg(r) = (zl N 1) y (:pi>

A origem z* = (0,0) satisfaz CAKKT para as sequéncias z* = (— 1/k 1/k)ept =k
para todo k > 1. Além disso, qualquer sequéncia CAKKT {x*} com z* — z* satisfaz
pFak — —1 e pFak — 1. Logo, para todo k suficientemente grande, temos sgn u* =
1, sgna® = —1 e sgnak = 1 e, portanto, sgn(u*z¥zk) = —1. Segue que z* nio é um

ponto PAKKT.

Contra-Exemplo 2.74 (PAKKT nao implica AGP). Considere o problema de minimizar
f(x) = xy sujeito a h(z) = 23zy, = 0 e g(z) = —x; < 0. O ponto z* = (0, —1) satisfaz
PAKKT para as sequéncias 2% = (1/k,—1), \¥ = —k? e pu¥F = 2k. De fato, temos

VL L(2F, N ) = G) +(—k?) (I%f) Lok <_01> — 0.

Além disso, min{—g(z*), ¥} = 1/k — 0, 6% = [|(1, \*,u¥)]|.« = k? e portanto
INE|/6% =1 >0, u*/6* = 2/k — 0 com Nfh(z*) =1 > 0. Portanto z* satisfaz PAKKT.
Para mostrar que x* ndo satisfaz AGP, considere qualquer sequéncia z* — z* com 2% # 0
ey € [-00,0). Dado x = (z1,15) € Q(z*,7), temos

_ 2k k
Vh(xk)T<x - xk) — (2fo$§ (1;’1“)2> (:L‘1 $’1€> =0 (xQ — 33’5) = —2:;2([61 — 33’;),

T2 — T 1

k
— X

g(xk) + Vg(ﬁz)T(x - xk) = _xl + ( 1 O) (az‘

2

Assim, Q(z*,~) é a intersecdo do semi-plano x; > 0 com a reta tangente a x2xy =
Y G 8 1
(2%)22% no ponto z*. Como 2 — V f(2*) = (aF, 25 — 1) — (0, —2), segue que

[P (2* =V f(2%)) = 2]l = 1.

Portanto z* nao satisfaz AGP.
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Em geral, ndo existe uma relagao de implicagao entre as condigoes CAKKT e PAKKT,
ou seja, elas sdo independentes uma da outra (veja Figura . De fato, se PAKKT
implicasse CAKKT, devido ao fato de CAKKT implicar AGP, teriamos que PAKKT im-
plicaria AGP, o que nao acontece pelo contra-exemplo Logo, como consequéncia do
contra-exemplo [2.73] segue que CAKKT e PAKKT séao independentes. Suponha que um
ponto z* satisfaca ambas as condigbes CAKKT e PAKKT, ou seja, existe uma sequéncia
PAKKT e uma sequéncia CAKKT ambas convergindo para z*. A pergunta é se existe
uma sequéncia comum que caracteriza r* como um ponto CAKKT e um ponto PAKKT.
Um exemplo apresentado em [7] mostra que um ponto pode ser caracterizado por duas
sequéncias distintas, uma CAKKT e outra PAKKT, sem a existéncia de uma sequéncia
comum. Problemas dessa forma motivaram outra condi¢ao sequencial de otimalidade que
consiste exatamente na existéncia de uma sequéncia ¥ — x* que seja simultaneamente
CAKKT e PAKKT. Essa condicao é chamada de Positive Complementary Approzimate
KKT (PCAKKT) [1].

Figura 2.4: As condigbes CAKKT e PAKKT sao independentes uma da outra.

Defini¢ao 2.75 (PCAKKT, [7]). Dizemos que um ponto z* € (Q satisfaz a condigao
Positive Complementary Approzimate KKT (PCAKKT) se existem sequéncias {z*} C

R", {\} c R™ e {pF} C RE com x* — z* tais que valem as condicdes (2.42)), (2.44)) e
m

S W) + 3 s ()] - 0 (2.46)

i=1
Neste caso, dizemos que {z*} é uma sequéncia PCAKKT associada a z*.

Observe que todo ponto PCAKKT satisfaz CAKKT. Além disso, todo ponto PCAKKT
¢ também um ponto PAKKT, pois implica (2.43). Portanto, pontos PCAKKT
herdam todas as propriedades de PAKKT e CAKKT. A condicao PCAKKT também é
uma condi¢ao necessaria de otimalidade.

Teorema 2.76. Se x* é um minimizador local, entao x* satisfaz PCAKKT.

Demonstragdo. Segue os mesmos passos da prova dos Teoremas e2.71] O
Um resultado importante é que todo ponto KKT é também um ponto PCAKKT.

Teorema 2.77 ([7], TEOREMA 2.5). Se xz* € Q satisfaz KKT, entio x* é um ponto
PCAKKT.
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Estudos recentes foram realizados utilizando o método Lagrangiano aumentado de
Powell-Hestenes-Rockafellar (PHR) [40}, 56, [60] por meio das condigoes PAKKT e CAKKT
(ver [5]). A primeira trata do sinal entre restri¢oes e varidveis duais, uma condigao que
estd relacionada com a condigao de otimalidade de Fritz John, enquanto o segundo trata
da complementaridade. A condigdo PCAKKT [7] unifica essas caracteristicas, melhorando
a convergéncia do método sob essas condigoes.

Definicao 2.78. Dizemos que uma funcao continuamente diferencidavel & : R"™ — R
satisfaz a desigualdade generalizada de Lojasiewicz em x* se existir uma vizinhanga V' de
x* e uma fungao continua ¢ : V- — R com $ll>r£1 o(x) =0e|P(z)—P(z")| < p(2)||VE(x)]|
para todo z € V.

Para introduzir o Algoritmo Lagrangiano aumentado de Powell-Hestenes-Rockafellar,

considere a func¢ao
m W\2 N\ 2
> (h,(:x) - /;) +> (max {O,gj(as) + %}) ]
1

i= j=1

P (e A ) = fla)+ 5

com p>0e (A u) € R™ x RE.

Algoritmo 2.79 (Método Lagrangiano Aumentado PHR). Sejam Apnin < Amax, fhmax >
0, v>1, pr>0e7€(0,1). Tome {e} C Ry com e — 0. Escolha
A€ [Amins Amax)™, 11 € [0, pmax P Inicialize com k < 1.

(1) (Minimizagio). Encontre um minimizador aprozimado x* de LI (x, X, i¥), isto
é, determine z* que satisfaca

IVLOM (2 A5 1P| < e

(2) (Atualiza¢io do parametro de penalidade). Defina para todo j =1,...,p
Vit = max{[|h(a")|loo, [ min{—g;(«®), 5 /pi} o}
Sek>1eVF<7VEL defina ppyr := pp. Caso contrdrio, coloque pyi1 > Y pi.

(3) (Atualizagio dos multiplicadores de Lagrange). Escolha N**' € [Amin, Amax)™ €
pFL € [0, pimax)?- Faga k <k +1 e vd para o passo (1).

Observe que definindo os multiplicadores como At := \f 4 p b (2%) parai = 1,...,m
e it = max{0, u¥ + prg;(z¥)} para j = 1,...,p, dados pelo gradiente de L)™*, o Al-

goritmo [2.79| se comporta semelhante ao método Lagrangiano aumentado classico dado
pelo Algoritmo [2.44] Em [7] provou-se que o Algoritmo gera sequéncias com con-
vergéncia a pontos PCAKKT sob a hipétese adicional de que a medida de inviabilidade
d(z) = [[h(2)])* + ||lgT(2)]* cumpra a desigualdade generalizada de Lojasiewicz. Como
consequéncia, esse método atinge pontos KKT sob a condi¢ao de qualificacao associada
a condicao PCAKKT, a condigao conhecida como PCAKKT-regular que definiremos na
proxima se¢ao. Em [7] os autores também introduziram um novo algoritmo Lagrangiano
aumentado primal-dual com convergéncia a pontos PCAKKT sob uma hip6tese adicional.
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(PAKKT <—{PCAKKT}—{CAKKT)

AKKT AGP SAKKT

Figura 2.5: Relacoes entre as principais condigdes sequenciais para otimizacao restrita.

2.3 Condicoes de qualificacao fracas e relacoes

Nesta secao, estamos interessados em estudar condigoes de qualificacdo mais fracas
que possam ser usadas na analise de convergéncia de algoritmos praticos. Lembre-se que
condigoes de qualificacao fracas geram condi¢oes de otimalidade fortes da forma “KKT
ou nao-CQ”. Dada uma condi¢ao sequencial de otimalidade &, podemos associar uma
condicao de qualificacdo minima para garantir a validade das condigoes KKT. Dizemos
que SCQ é uma condicao de qualificacao estrita para a condicao sequencial S, se §+SCQ
implica KKT. Em outras palavras, se temos algum algoritmo pratico que gera sequéncias
cujos pontos limites satisfazem uma condicdo sequencial de otimalidade S, temos que,
sob uma SCQ, o algoritmo gera sequéncias cujos pontos limites sao pontos KKT. O
objetivo é encontrar a SCQ mais fraca possivel que garante a implicacao “S 4+ SCQ =
KKT” Assim, a condigao de otimalidade “KKT ou nao-SCQ” fornece uma medida de
forca para cada condi¢ao sequencial S. Uma vez que toda condicdo sequencial é uma
condicao de otimalidade, entao uma SCQ é de fato sempre uma condi¢ao de qualificacao.
A reciproca nem sempre é verdadeira, por exemplo, a condi¢do de Abadie é uma condi¢ao
de qualificacdo mas nao é uma SCQ para a condicao sequencial AKKT. Nesta secao,
apresentamos as condi¢oes de qualificacao minimas associadas as condigoes sequenciais.

No Teorema a seguir, mostramos que CPG é uma condigao de qualificagdo estrita para
a condicao sequencial AKKT, ou seja, sob CPG, todo ponto limite de uma sequéncia
AKKT satisfaz as condicoes KKT. Em outras palavras, AKKT implica “KKT ou nao-
CPG”".

Teorema 2.80. Seja z € Q um ponto AKKT. Se x satisfaz CPG, entdo x é um ponto
KKT.

Demonstragio. Pela definicdo de AKKT, temos que existem sequéncias {z¥} C R", {\F} C
R™, {p*} CRY com ph =0, j ¢ A(x) e 2F — x tais que
VIR + Y MNvhi(a) + Y u?ng(xk) — 0.
i=1 j€A(z)

Como vale a condigao CPG, entao existe uma base (Z', J’) para span_ (Z,J;V(x)),
onde Z ={1,...,m} e J = A(x), tal que

span, (Z, J;V(y)) C span (I, T V(y))

para todo y em uma vizinhanca de z. Logo, para k suficientemente grande, existem
MNeieT e ﬁ? > 0,7 € J’, tais que

Vi) + Y NV Ry (%) + > ﬂngj(xk) — 0. (2.47)

i€l jeJ’



Condigoes de qualificagao fracas e relagoes 60

Defina M, := max{|\¥|, fif:iel jeJ}. Se{M,} for limitada, podemos supor que
S\f =\ e ﬂ? — fi; em uma subsequéncia. Logo, passando ao limite em 1} obtemos

V@) + > MVhi(z)+ Y i;Vg(x) =0.
ez’ JjeJ’

Como

Z \; Vhi(x) + Z (i Vgi(x) € span, (Z,T;V(z)) = Lo(x)°,

i€’ jeJ’

concluimos que x satlsfaz KKT. Por outro lado, se M} — oo, a sequéncia {( e Mk)} é
k
My Mk

limitada, pois ||( )||Oo = 1. Logo, existe uma subsequéncia convergente, digamos

AN

Divindo a expressao ([2.47)) por M}, e tomando o limite, obtemos

> AVhi(x) + Y 1;Vg;(x) =0,

€L’ JjeET’

com ||(Ai, 7ij)||loe = 1, contradizendo o fato de (Z', J') ser PLI. O

2.3.1 Propriedade de continuidade do cone

Acreditava-se que CPG era a condicao de qualificagao estrita mais fraca possivel para a
condi¢do AKKT. Entretanto, em [2] os autores introduzem uma condigao conhecida como
Propriedade de Continuidade do Cone (CCP), onde prova-se que CCP é estritamente
mais fraca que CPG. Além disso, os autores provam que CCP é a condigao de qualificacao
minima associada a AKKT, ou seja, CCP é a minima condicao tal que AKKT implica as
condi¢coes KKT. Em outras palavras, a condi¢ao de otimalidade oriunda de CCP, ou seja,
“KKT ou nao-CCP” fornece a maior medida de forca da condicado AKKT. A condicao
CCP afirma a continuidade da multifun¢do z € R” = K (z) no ponto x = z*, onde K (z)
é o conjunto definido abaixo.

Defini¢ao 2.81. Considere um ponto vidvel z* € €. Definimos o conjunto K (x) como
sendo

K(z) := {v eER":v= i/\ivm(m) + Y wVgi(m), py >0\ € R} . (2.48)

i=1 jeA(z*)

Observe que K(z) é um cone convexo fechado que coincide com o polar do cone
linearizado em x = x*. Da expressao , temos que K (z) pode ser considerado como
uma pertubagdo do polar do cone linearizado ao redor de z*. Note também que as
condigoes KKT podem ser escritas como —V f(z*) € K(z*).

Observacgao 2.82. Note que, pela definigdo de K (x) e pela continuidade dos gradientes,
a multifuncio x € R" == K(x) é sempre semi-continua interiormente em z*. Assim, a
semi-continuidade exterior é suficiente para garantir a continuidade de K (x) em x*.
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Definicao 2.83 (CCP). Dizemos que a Propriedade de Continuidade do Cone (CCP)
vale no ponto z* € 2 se a multifuncao x € R" = K (x) é semi-continua exteriormente em

*

T .

Observacao 2.84. A condicao AKKT esta naturalmente associada a condi¢cido CCP. De
fato, pela definigio de AKKT, existe {(x, A\¥, %)} € R" x R™ x R com ,uf = 0 para
j & A(z*), tais que ¥ — z* e

lim (w Z/\’“Vh )+ > M;?vgj(x’ﬂ)> =

k—o0 JEA)
Logo, se vale AKKT, os gradientes —V f(z*) se aproximam de K (z*) quando k — oo.

Teorema 2.85. A condicao CCP ¢é a propriedade minima tal que AKKT+ CCP = KKT,
para toda funcao objetivo f.

Demonstragdo. Primeiro vamos mostrar que se vale CCP, entao a condicao AKKT im-
plica em KKT independentemente da funcao objetivo. Seja f uma funcao objetivo
tal que a condicao AKKT vale em z*. Pela definicio de AKKT, existem sequéncias
ot — x*, {N} CR™, {pF} CRE com pf =0, j ¢ A(z) e {y*} C R” tais que

=Vf(z +ZAth )+ > piVg(a*) = 0. (2.49)

i=1 JEA(z*)
Defina, -
=Y NVhi(*)+ Y phvg(ab).

=1 JjEA(z*)
Pela definigdo de K (x) e pela relagao (2.49), temos que

wh € K(2%) e w® = ¢* — V f(2*). (2.50)

Passando ao limite em ([2.50) e usando a continuidade do gradiente de f, juntamente
com a semi-continuidade exterior de K (x), obtemos

llm wh = —V f(x*) € limsup K (z) C K(z%).

r—z*

Portanto, —V f(x*) € K(x*) e, conseqlentemente, z* satisfaz KKT.

Agora, vamos mostrar que se AKKT implica KK'T, para toda func¢ao objetivo f, entao
vale CCP. Seja y € limsup K (z). Pela defini¢ao de limite exterior, existe (z*, y*) — (2%, y)

r—ax*

tal que y* € K(2*). Defina f(x) := —yTx para todo x € R". Assim,

VI 4 = VI + SNV + Y iVt

i=1 jEA(z*)
= —y+y" =0.

Logo, x* satisfaz AKKT e, pela hipotese, temos que as condi¢coes KKT valem em z*.
Portanto, —V f(z*) = y € K(2*), completando a prova. O

Como AKKT é uma condicgao de otimalidade, este resultado nos permite concluir que
CCP é uma condicao de qualificacao.
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2.3.2 Condicao de qualificacao mais fraca associada a AGP

Nesta subsecao, apresentamos a condicao de qualificacdo minima associada a AGP,
conhecida como AGP-regular [§]. Ou seja, a condigdo AGP-regular é condigao mais fraca
para garantir que AGP implica as condi¢oes KKT, independentemente da funcao objetivo.

Definicao 2.86. Dizemos que x* € ) cumpre a condi¢ao AGP-reqular se a multifuncao
(x,6) € R" X R" = No(p,—o0)(x + €) é semi-continua exteriormente em (z*,0), isto é,

lim sup Ng(m,_oo)(l‘ + 8) C NQ(x*,—oo)(I*> = K(l‘*)
(z,e)—(2z*,0)
Teorema 2.87 ([8], TEOREMA 1). A condicao AGP-regular é a condi¢io minima para o
qual a condigdo AGP implica em KKT, independentemente da fungdo objetivo.

Demonstragcdo. Primeiramente, vamos supor que vale a condicao AGP-regular e mostrar
que AGP implica em KKT, seja qual for a funcao objetivo. Seja f uma fungao objetivo
tal que AGP(y) vale em z* € Q para algum v € [—00,0). Logo, pela definicao de AGP,
existe uma sequéncia {z*} C R"™ tal que 2% — z* e Por ) (2F =V f(2*)) —2* — 0. Defina
yF = Pour o) (2" =V f () e eF := y¥ — 2. Logo, y* = a* +&* ¢ €& — 0. Pela Proposi¢ao
[A.40] temos que

w =2 = Vf(x") = y* € Nogr o (4°).

Como Q(z*, —o0) C Q(z*,), entdo Noyak ) (y*) C Ng(xk7,oo)(yk). Logo, temos que
wh € Ng(xk7_oo)(xk +eM e wh=-Vfah) -~ (2.51)
Tomando o limite em (2.51)) e usando o fato de que z* satisfaz AGP-regular, obtemos

klim wh = —Vf(z*) € lmsup Nog o) (T +¢) C Nopr —oo)(z*) = K(z¥).
—00

(z,e)—(2*,0)
Assim, =V f(z*) € K(x*) e, portanto, * cumpre as condigoes KKT.

Agora, vamos mostrar que se AGP implica KKT, entao vale AGP-regular. Seja y €

limsup N, —o0)(z +€). Pela defini¢do de limite exterior, existem sequéncias {(z*, ")}
(z,e)—(x*,0)
com (zF, &%) — (2*,0) e y* — y tal que y* € Nopr o) (2¥ +€F). Defina a fungio objetivo
por f(z) = —y'z para todo z € R™. Mostraremos que para essa funcao, a condicio

AGP(—o00) vale. Defina w* := ¥ +e¥ e 2F := Pyur _oo)(aF =V f (%)) = Poppr—oo) (2" +1).
Como y* € NQ(xk7,oo)(wk), entdao da Proposicao|A.40, segue que P,k o) (w* +y*) = w*.

Usando a desigualdade triangular e a nao expansividade da projecao ortogonal, obtemos

12 = w*l| = | Pager, o) (@* + ) = Poer,—oo) (w* + y)|| < lly — y¥|| + lw* — 2. (2.52)

Como y* — y e wk — 2% = ¥ — 0, tomando o limite na desigualdade (2.52)), temos
que ||2¥ —w*|| — 0. Logo,

[ Pager, ooy (@* = Vf(a*)) = 2%l = [|2F = a*]| < [l2" = w*|| + [w* — 2| — 0.

Portanto, * cumpre a condicdo AGP e, pela hipétese, temos que x* satisfaz as con-
digoes KKT, ou seja, =V f(2*) =y € La(2*)° = No(g,—o0) (). Assim,

limsup Nog,—o0)( +€) C Na@r,—o0) (),

(z,e)—(z*,0)

concluindo que vale AGP-regular. m
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2.3.3 Condicoes de qualificacao associadas a CAKKT e SAKKT

Outras condigoes de qualificacdo minimas associadas as condigOes sequenciais foram
estudadas em [8, 58]. Nesta subsecdo, apresentamos as condi¢oes minimas associadas as
condigoes sequenciais CAKKT e SAKKT, baseando-se nos resultados e demonstracoes
feitas em [§].

Condicao minima associada a CAKKT

Definigao 2.88. Dizemos que a condiggo CAKKT-reqular vale no ponto z* € () se a
multifuncao (z,7) € R™ x Ry = K¢(x,r) é semi-continua exteriormente em (z*,0), ou
seja,

limsup K¢(z,7r) C Ke(2*,0) = K(x¥),

(z,r)—(z*,0)

onde K¢(z,r) é definido como

Ke(x,r) = {i NVhi(z)+ Y piVgi(z): (\p) € M(x,r)}

JEA(z*)

e M(x,r) é conjunto de multiplicadores (A, ) € R™ x RE com p; = 0 para j ¢ A(z*) tais

que
m

Z |/\ih | + Z ’lujg] ‘ < T.

i=1 JEA(z*)

Teorema 2.89. A condicao CAKKT-reqular é a propriedade minima para o qual a con-
dicao CAKKT implica em KKT, independentemente da funcdo objetivo.

Demonstracdo. Primeiro, mostremos que se vale CAKKT-regular, entao CAKKT implica
KKT, independentemente da funcao objetivo. Seja f uma fungao objetivo tal que CAKKT
vale em z* € Q. Pelo Lema existem sequéncias {z*} C R, {(\¥, pu*)} C R™ x R
com ujf =0 para j ¢ A(z*) tais que 2% — %,

= V() + Z/\th Z 145 Vg] — 0,
=1 jEA(x*)
€ m
:Z|/\f ’+ Z |:u]gj ‘_>0
i=1 JEA(z*)

Denote w* := " MVh;(z")+ Y u?ng(xk). Claramente a sequéncia {w"} satisfaz
i=1 JEA(z*)

wh € Ko(x,r) e wh =" —Vfh).

Como ¢* — 0 e Vf(z*) — Vf(z*), segue que w* — —V f(z*). Logo, pela defini¢ao
de limite exterior e usando a hipétese, temos

lim w® = -V f(2*) € limsup Ko(z,7) C Ko(o*,0) = K(2¥),
k—roo (z,r)—(z*,0)

o que significa que vale KKT. Agora, mostremos que se CAKKT implica KKT para

qualquer funcdo objetivo f, entdo CAKKT-regular vale. Seja w € limsup Kg(z,7).
(z,r)—(z*,0)
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Pela definicdo de limite exterior, existem sequéncias ¥ — z*, w* — w e r* — 0 tal que
w* € Ko(z®,r%). Defina a funcio f(r) := —me para todo x € R™. Mostremos que
CAKKT vale em x* para a funcdo f. Como w" € Kg(a:k,rk), entao existem sequéncias
de multiplicadores {\*} € R™ e {*} C R} com % =0, j ¢ A(z*) tais que

wh =Y N V(") + Y0 1iVgi(a®) e DOINGEN)[+ D0 kgt <
i=1 jeA(z*) i=1 JjEA(z*)
Como r* — 0, w* — we (¥ := Vf(a*) + w* = —w + w* — 0, segue que CAKKT
vale. Logo, pela hipétese, segue que —V f(z*) = w € K(z*) = Kc(x ,0), terminando a
prova. O

Corolario 2.90. A condicio CAKKT-reqular é uma condicio de qualificacao.

Condicao minima associada a SAKKT

Defini¢ao 2.91. Dizemos que a condi¢gao SAKKT-reqular vale no ponto x* € 2 se a
multifuncao € R” = Ny, 0)(2) ¢ semi-continua exteriormente em z*, ou seja,

lim sup No(z,0)(2) C Nag+0)(z") = K(z").
T—rx*
Teorema 2.92. A condicio SAKKT-reqular é a propriedade minima para o qual a con-
dicao SAKKT implica em KKT, independentemente da func¢do objetivo. Ou em outras
palavras, a condicao minima para garantir que SAKKT implique em KKT é a semi-
continuidade exterior de Noo)(x) em x*.

Demonstragio. Primeiro, mostraremos que se vale SAKKT-regular, entdo a condicao
SAKKT implica em KKT, seja qual for a funcao objetivo. Seja f uma funcao objetivo tal
que SAKKT vale em z* € €. Pelo Teorema[2.57], temos que SAKKT é equivalente & condi-
¢ao AGP(0). Logo, existe uma sequéncia 2% — 2* tal que Py o) (2" — V f(2¥)) — 2% — 0.

Defina 4" := Po o) (2% — V f(2¥)) e e := y* — a¥. Pelas Proposicoes ¢[2.48, temos
que

wh = 2" — Vf(a*) —yF e Nﬂ(mk@)(yk) C NQ(xkyo)(.’lfk). (2.53)
Portanto, usando a continuidade do gradiente de f, temos que
wh € NQ(xkp)(.Z'k) e wh=2a2"—Vf") —y" = V).

Assim, pela definicdo de limite exterior e usando a semi-continuidade exterior de
No(z0)(x) em x*, obtemos

—Vf(l‘*) € lim sup NQ(:D’O)(:E) C NQ(gg*’O)(x*) = K(l’*)

T—x*
Portanto x* cumpre as condigoes KKT.

Agora, vamos mostrar que se SAKKT implica em KKT, entdo a condicao SAKKT-
regular vale, para toda fun¢ao objetivo f. Seja y € limsup No o) (x). Logo existem
r—x*

sequéncias =¥ — 2%, y*¥ — y tal que y* € Nk o) (2%). Defina a funcio objetivo por

f(x) :== —yTx para todo € R". Mostraremos que, para essa funcio, a condigdio AGP(0)
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vale em z*. Denote 2¥ := Py ,k g)(#" =V f(2*)) = Poger 0y (2" +y). Como y* € N o) ("),
entao PQ($k’0)($k+yk) = z*. Logo, pela ndo expansividade da projecdo ortogonal, obtemos

128 = 2¥[| = [ Pagar 0y (2® + ) = Pogr o) (" + )| < lly = 4" = 0.

Portanto, Pos o) (zF — V f(2¥)) — 2% — 0 ¢ vale AGP(0) em z*. Como consequéncia,
a condicao SAKKT vale em z*. Assim, pela hipétese, as condi¢oes KKT valem em z*.
Logo, =V f(2*) =y € K(2*) = No(,0)(2*), completando a prova. O

2.3.4 Condicao de qualificagcao mais fraca associada a PAKKT

Aqui apresentamos a condicdo minima associada a condicago PAKKT, chamada de
PAKKT-regular [5], mais fraca que CCP. Para isso, considere z* € Q e a, f > 0. Defina
0 seguinte o conjunto

Aihi(x) = acse [Ail > B[ (1, A, ) |oo,

K+ T Oé,ﬁ Z)‘ Vh + Z ,ungj(x) Mjgj(17) > ase Hj > 5”(1’)‘7//“)”007
JEA(") AeR™, p; >0,5 € A(z")

Observe que as condigoes KKT podem ser escritas como —V f(z*) € K (z*,0,0).

Definicao 2.93. Dizemos que z* € () satisfaz a condicao PAKK T-reqular se a multifuncao
(z,a,8) € R" x Ry x Ry = K (z,a, ) é semi-continua exteriormente em (z*,0,0), ou
seja, quando

limsup K, (z,«a,8) C K (z%0,0).
rz—x*,al0,5]0

O proximo Teorema mostra que PAKKT-regular é a SCQ mais fraca para a condigao

PAKKT.

Teorema 2.94. A condicio PAKKT-reqular € a propriedade minima para o qual a con-
dicio PAKKT implica as condigoes KKT, independentemente da fungdo objetivo.

Demonstracdo. Seja x* € €). Primeiro vamos mostrar que se z* é um ponto PAKKT que
cumpre PAKKT-regular, entao z* satisfaz as condigoes KKT. Pela definicaio de PAKKT
existem sequéncias {z*} C R™, {\*} C R™ e {pF} C RE com z*F — z* tais que

Vf(a") +w" =0, (2.54)
) 0se tim 2l 5o, 0se lim 9 >0, 2.56
Fhi(x*) > 0 se 1_)r£106k>,ujgj()> se 1_}11;105—> (2.56)
onde
wt = 3 NV +Zu Vi) e 0" = [I(1LA" 1)
=1

Por (2.55)), podemos supor que p¥ = 0 para j ¢ A(z*). Defina I, = {i € {1,...,m} :
lim [\F|/0F > 0} e J, = {j € A(z") : fim pk /6% > 0}. Para cada k, definimos as sequen(:las

1 : |\E| piY o1
k. k k k k k._
o min { L iR it e 9 oo e e S L
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Assim, temos que o | 0, 8¥ | 0 e w* € K, (2%, o, 8*¥). Usando a hipétese de que x*
cumpre PAKKT-regular, segue que

lim w* = =V f(z*) € limsup K,(r,a,B) C K,(z*,0,0).
ko0 z—2*,010,810

Portanto, —V f(z*) € K, (z*,0,0) = Lqo(z*)°, o que significa que z* cumpre KKT.

Agora vamos mostrar que se PAKKT implica KKT, entao a condicao PAKKT-regular

vale para todo func¢ao objetivo f. Sejaw € limsup K (x,«, ). Logo existem sequén-
z—x*,al0,5810

cias {2*} C R*, {w*} Cc R", {a*} C R e {B*¥} C R tais que 2* — 2%, vk — w, o |
0, B 1 0ewr e K (z% aF, 3%). Assim, para cada k, existem \* € R™ e u* € R‘f(m*)l
tais que

wh =Y ANVh(aF) + Y phvg(ah).

i=1 jEA(®)

P
Defina f(x) = —w”z para todo x € R™. Se lim 2]
k—o0 5k

k suficientemente grande (analogamente para p). Além disso, temos que V f(z*) + wk =
—w + w* — 0 e, portanto, z* satisfaz PAKKT. Logo, usando a hipdtese, segue que z* é
um ponto KKT, isto é, =V f(z*) = w € K, (z*,0,0), concluindo a prova. ]

> 0, entao |\F| > B%6* para todo

Devido ao fato de PAKKT ser uma condicao de otimalidade, segue que PAKKT-regular
¢ uma condicao de qualificagao.

Observagao 2.95. Note que K (z,,) C K (x,0,00) para todo x € R" e a,, 8 > 0.
Além disso, K (x,0,00) = K, (2,0,0) = K(x) para todo x € .
Portanto x* € () satisfaz a condicao CCP quando

lim sup K (z,0,00) C Ky (2", 0, 00).

r—x*

Teorema 2.96. A condi¢io CCP implica a condi¢cio PAKKT-reqular.

Demonstragdo. Seja x* € ) um ponto que cumpre CCP. Logo, temos

limsup K (z,«, ) C limsup K, (z,0,00) C K (x*,0,00) = K, (z",0,0).

r—x* 0,510 r—x*

Portanto z* satisfaz PAKKT-regular. O

2.3.5 Condicao de qualificacao mais fraca associada a PCAKKT

Procedemos a definir a condigdo minima associada a condigao sequencial PCAKKT,
chamada PCAKKT-regular [7]. Para x* fixado, sejam = € R™ e a, 3,0 > 0. Definimos o
seguinte conjunto:

Kpe(z, o, B,0) == {i NiVh(z) + Ep:,ungj(x) (A, p) € M(a:,oz,ﬁ,a)} ,

J=1

onde M(z,a, 3,0) é conjunto dos multiplicadores (A, ) € R™ x RY com p; = 0 para
J & A(x*) tais que
Ahi(@) = s [l > BI(L A, 1)l (2.57)
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195 (@) = ase pij > Bl(LA pw)llos, J € A", (2.58)
Y@+ D0 ugi(a)] <o (2.59)
i=1 JEA(x*)

Note que Kpc(z*,0,0,0) = K(x*). Para definir a condigago PCAKKT-regular, consi-
dere:

limsup  Kpe(z,a,5,0) =w € R":
rz—x*,al0,510,000

3(x*, wk)—>(3: w), o |0, ﬁkioa } 0
tal que w* € Kpc(ak, ok, gk, o)

Definicao 2.97. Dizemos que x* € () satisfaz a condicao PCAKK T-reqular quando

hmsup KPC('I’ O,/,B,O') C KPC($*707070)‘
r—x* 0,810,000

Teorema 2.98. Todo ponto PCAKKT que satisfaz PCAKKT-regqular é um ponto KKT.
Reciprocamente, se PCAKKT implica as condi¢oes KKT, para todo funcdo objetivo f,
entao PCAKKT-reqular vale.

Demonstragdo. Seja x* € ) e suponha que z* satisfaz PCAKKT. Da definicao de PCAKKT
e do Lema segue que existem sequéncias {zF} C R™ {(\* p*)} € R™ x RY com

,u? =0, j & A(z*) e 2% — 2* tais que valem as condicoes 1) 1) e

Jim (i MM+ Y m;?gj(xkn) 0, (2.60)

JEA(z*)

onde .
wh =3 NVh(2Y) + 3 WiVgat) e 0F = (1A 1Y)
i=1 jEA()
Defina os conjuntos de indices I, e J, como na demonstragdo do Teorema [2.94] e as
seguintes sequéncias:

1
koo i b2 vk ok ko ok
o = nrun{k,grelgl{)\Z hi(x )},]xrelbil{u]g](x )}}, (2.61)
1 ¥ ;
B = max{k T2k ‘(5’“”1};% gi} e o=k (2.62)

onde

Fi= 3 INhi(e +Z\u393 , Yk eN.

Pelas condicoes (2.56) e (2.60)) segue que of | 0 e o | 0. Além disso, pela definicio

de I, e J., temos que $* | 0. Dado k € N, considere um indice i tal que |[\F| > B*d*.

Como 6% > 0, segue de (2.62) que |AF|/6* > p* > I%eILXMﬂ/ék e portanto ¢ € I,. Por
tgly

2.61)), temos que AFh;(2¥) > o, o que significa que essas sequéncias cumprem a condigao
2.57). Analogamente, podemos mostrar que tais sequéncias também satisfazem .
Claramente a condicdo (2.59) é satisfeita. Logo, w* € Kpc(a*, o, g*, o%). Como x*
satisfaz PCAKKT-regular, segue que

—Vf(z*) = lim w* € limsup Kpc(z,a,p,0) C Kpe(z*,0,0,0) = K(z*).
k—oo z—z*,al0,810,010
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Portanto as condigbes de KKT valem em z*. Agora vamos provar que se PCAKKT
implica as condi¢oes KKT para toda funcao objetivo f, entdo PCAKKT-regular vale.
Seja * um ponto PCAKKT. Para provar que z* satisfaz PCAKKT-regular considere

w e limsup  Kpc(z,a,f,0). Pela definicao de limite exterior, existem sequéncias
rz—x*,al0,5810,010

b — o wh = w, o 10, BF L 0ed® | 0tal que w* € Kpc(aF, ok, 8% o%). Logo existem
sequéncias {\*} C R™ e {p*} C RE com pf = 0 para j ¢ A(z*) tais que

w_ZA’th -I—Zusg] ")

=1 j=1

e valem as condiges (2.57), (2.58) e (2.59). Defina a funcio f(r) = —w?z. Entdo z*

satisfaz PCAKKT para a fungao f. De fato, claramente a condigao (2.54)) se cumpre. Além

disso, segue de (2.59)) que (2.60)) é satisfeita. Se klim I\E| /6% > 0, temos que |\F| > BEo*
—00

para todo k suficientemente grande. Assim, por (2.57) segue que Afh;(a*) > o > 0.
Pelo mesmo raciocinio, temos p;g;(z*) > 0 se klim u?/ék > 0 o que significa que ([2.56
— 00

vale. Portanto z* é um ponto PCAKKT. Assim, pela hipotese, segue que x* satisfaz
as condi¢oes KKT, isto é, =V f(z*) = w € K(z*) = Kpc(z*,0,0,0), provando que z*
satisfaz PCAKKT-regular. m

No artigo [7], os autores provam que PCAKKT-regular é mais forte que a condigao de
qualificacao de Abadie. Porém, o contra-exemplo apresentado a seguir mostra que essas
condi¢oes nao sao equivalentes.

Contra-Exemplo 2.99 (Abadie ndo implica PCAKKT-regular). Considere as restrigoes
de desigualdade g1(x) = 29— 2% <0, go(x) = —3— 27 <0, g3(x) =23 — 2} <0, ga(x) =
—x9 — 27 < 0 e gs(x) = —1; < 0. Todas as restri¢des sdo ativas no ponto z* = (0,0).
Um célculo simples mostra que T (z*) = Lo(x*) = {(21,0) : 1 > 0} e vale Abadie em
z*. Entretanto, x* nao satifaz PCAKKT-regular. Com efeito, seja w = (1,0) e considere
as sequéncias definidas por z* = (—1/1{:,0)7 F = (k/4,k/4, K% K3,0), of = 1/k?, p* =

1k, of = > |ubg;(a®)] e w —Z,u Vg;(x"). Logo, temos a* | 0, ¥ [ 0, o L 0 e

JEA(z*)

g (5820

Ainda, w* € Kpc(2*, o, B¢, o%) paratodo k. Logo, w €  limsup  Kpc(z,a, 3, 0).
rz—x* 0,540,000
Mas um célculo simples mostra que w ¢ K(z*) = Kpc(x*,0,0,0). Portanto z* nao satisfaz

PCAKKT-regular.
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Figura 2.6: Relagbes entre as condigoes de qualificagdo minimas




3 Condicoes de Otimalidade de
Segunda Ordem

Para a realizacao deste capitulo nos baseamos nas definicdes e demonstragoes apre-
sentadas em [4], (6], [10, 19} 38, 58].

As condig¢oes de otimalidade de segunda ordem desempenham um papel importante
em otimizacao. Tais condigdes levam em consideragao a curvatura da funcao Lagrangiana
sobre o conjunto de dire¢oes vidveis. As informagoes de primeira ordem, tais como os
gradientes ou diregoes do cone tangente que estudamos no capitulo anterior, nao sao
suficientes para caracterizar as solugoes. Para entender melhor essa discussao, vejamos o
exemplo a seguir.

Exemplo 3.1. Considere o problema de otimizacao:
minimizar  f(z) = — (21 — 2)* — (22 — 3)?,
sujeito a  ¢1(z) = =31 — 222+ 6 <0,
gg(l’) = —T +ZL’2 -3 S 0,
gs3(x) =21 —2 <0.
No ponto z* = (1,4), temos A(x*) = {2}. Logo,
Vi@®) + puaVge(z*) =0 = py = 2.

Portanto, as condi¢oes de KKT valem em x*. Entretanto, * nao é uma solugao para
este problema. Conforme a Figura podemos ver que (2,0) é a solugdo global deste
problema, enquanto que (0, 3) e (2, 5) sao solugoes locais. Assim, informagoes de primeira
ordem nao sao suficientes para a otimalidade.

Usando informagoes de segunda ordem, podemos pensar em formular condigoes de
otimalidade de segunda ordem. Essas condigoes sao geralmente muito mais fortes do que
as condigoes de primeira ordem e, portanto, sao mais interessantes. Tais condi¢oes foram
amplamente estudadas em [4, [6, 10, 13 19, 21, 23], BT, B8] com aplica¢oes importantes em
programagcao matematica, otimizacao composta, controle 6timo, entre outros.

Definicao 3.2. Definimos o cone critico fraco como sendo
CW(z)={d eR": Vhi(z)'d=0,i=1,...,m;Vg;(x)"d =0,j € A(x)}
e 0 cone critico forte por

Vhi(z)Td=0,i=1,...,m;
C9(x) ={deR": Vg;(x)Td=0,j € A*(x); :
Vygi(x)Td <0,5 € A%(z)

70
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Figura 3.1: A condicao KKT nao é suficiente para a otimalidade

onde
A(@) = {j € Ala) ;> 0}, A(2) = {j € Alw) : p; = O},

Defini¢ao 3.3 (WSONC). Dizemos que o ponto x € 2 cumpre a condi¢io necessdria
(fraca) de sequnda ordem, Weak Second-Order Necessary Optimality Condition (WSONC),
se existe um multiplicador de Lagrange (A, 1) € R™ x RE com p; = 0 para j ¢ A(x) sa-
tisfazendo as condigoes

V@) + S AV + Y V() =0 (3.1)
i=1 JEA(Z)
(&
d’ (VQf(x) + finv%i(x) + > ,ujVng(x)> d>0, vde C%(x). (3.2)
i=1 JEA(z)

Quando o cone C%W(z) é substituido por C¥(x), dizemos que a condi¢do necessdria
(forte) de seqgunda ordem (SSONC) é satisfeita no ponto x. Observe que CV (z) C C¥(z)
e que C%(z) ndo depende da funcdo objetivo. Note também que ambas as condigoes
dependem apenas da existéncia de um multiplicador de Lagrange adequado, enquanto
outras condigoes de segunda ordem consideram todo o conjunto de Multiplicadores de
Lagrange.

Observagao 3.4. Observe que se x € ) cumpre KKT, entdo o cone critico forte pode
ser descrito da seguinte maneira:

C%(z) ={d € R" : Vhy(x)'d=0,i=1,...,m;Vg;(2)Td <0,j € A(x); Vf(z)'d < 0}.

Observe que o ponto x* do Exemplo , nao cumpre a condigao (3.2). De fato,
calculando o cone critico fraco, temos

CW(I'*) = {d € R2 . dl = dg}
Logo, dado d € C" (z*), temos

dr <v2 fz") —l-f:)\iVth(x*) + ¥ ujvzgj(x*)) d=(d d) (‘02 _02> (21) = —4d>.

i=1 JEA(z*)
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No Teorema a seguir, temos uma condic¢ao de otimalidade de segunda ordem, conhecida
como Condicao de Fritz John de segunda ordem, que estende a condicao de Fritz Jonh
(Teorema [2.4)) no caso em que as fungdes possuem segunda derivada continua.

Teorema 3.5 ([23], PROPOSIGAO 5.48). Seja z* um minimizador local do problema (1.2).
Entio, para cada d € C%(x*), existe 0 # (Mo, A, 1) € R X R™ x RE com N\g >0 € puj =0
para j ¢ A(x*) tal que

MV f(z*) + Z ANiVhi(z*)+ > V(") =0, (3.3)
i=1 JEA(z*)
d’ ()\OVQf(g:*) +Y ANV + Y ujv2gj(x*)) d > 0. (3.4)
i=1 jEA(x*)

O préximo Teorema fornece uma condicao suficiente para a otimalidade local.

Teorema 3.6. Seja 2* € Q. Se para cada d € C3(z*) \ {0} existe um multiplicador de
Lagrange (\, ) € R™ x RE associado a z* tal que d* V2, L(x*, \, u)d > 0, entdo x* é um
minimizador local de (1.9).

Demonstragdo. Suponha que x* nao seja um minimizador local. Logo existe uma sequén-
cia {zF} C Q com 2% — 2* tal que f(z%) < f(z*) + of||z* — 2*||?). Assim,

o fah) = f@)
kh_}rilo R <0. (3.5)

Defina d* := (2% —2*)/||2* —2*||. Extraindo uma subsequéncia se necessario, podemos
supor que d* — d. Como 2¥ x* € Q, usando expansdo de Taylor, obtemos

hi(x®) = hi(z*) + Vhi(z*)T (2% — 2*) + o(||z* —2*||) =0, i=1,...,m,
9i(x*) = gj(a*) + Vg; (@) (2" = 2%) + o([|a* — 2*]) <0, j € A(z"),

onde of||z* — x*||)/||z* — *|| — 0 para k — oo. Dividindo ambas as expressoes por
|z*¥ — 2*|| e tomando o limite, obtemos

Vhi(z)'d=0,i=1,....m e Vg;(z*)Td<0,j € Alz").

Segue que deCs (z*). Logo, usando a hipétese, existe um multiplicador de Lagrange
(N, i) associado a z* tal que

(d)'V2 Lz N, 1 )d > 0.
Além disso, temos
f@®)y > L* Ny = LN, 1)+ Vo L(a*, N, 1) (F — 2*) +
bk =TV, X, )~ 2*) + oo — o)
Assim,

fah) = f(z") = ;(w’“ — 2" ) VL™ N ) (@ — %) + o([la" — 7).

Dividindo a desigualdade acima por ||z* — 2*||? e tomando o limite, obtemos

AN * R N
lim Jat) = Jat) > ;(d)TViIE(x*, N, p')d > 0,

ot =P

contradizendo ((3.5)). m
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3.1 Condicoes de qualificacao de segunda ordem

No capitulo anterior, vimos que, para garantir a validade das condigoes KKT em
um minimizador local é necessario que alguma condicao de qualificagdo seja satisfeita.
No caso de segunda ordem, para garantir a validade de SSONC ou WSONC em um
minimizador local, é necessario que uma condigio de qualificacao de segunda ordem (CQ2)
seja satisfeita. Na pratica, a maioria das condig¢oes de otimalidade de segunda ordem
usuais sao da forma: “Se um minimizador local satisfaz alguma condicao de qualificacao,
entdo a condigao WSONC ¢ satisfeita”. Ou seja, essas condi¢oes de otimalidade sao da
forma “WSONC ou nao-CQ2”. Nesta secao, apresentamos condi¢des mais fracas que
LICQ e que garantem a validade das condi¢oes de otimalidade fraca e forte de segunda
ordem.

Teorema 3.7. Seja x* € Q um minimizador local que cumpre MFCQ. Entao, para cada
d € O%(x*) existe um multiplicador de Lagrange (X, 1) € R™ x RE. associado a x* tal que

d* (VQf(x*) + i)\iv%i(x*) + > ujVQQj(x*)) d > 0.

i=1 JEA(*)

Demonstragio. Basta fazer uma adaptagdo do Teorema [3.5] observando que sob MFCQ
os multiplicadores de Fritz John (g > 0) sdo multiplicadores de Lagrange. O

Entretanto, esta condicao nao é muito interessante, pois ela depende do conjunto de
multiplicadores de Lagrange, A(z*). O exemplo a seguir mostra que existem problemas
que cumprem MFCQ na solugdo sem que a condicao necessaria de otimalidade de segunda
ordem seja satisfeita.

Exemplo 3.8. Considere o problema de otimizagao

minimizar 3
sujeito a  g1(7) = 2v/311w9 — 202 — 23 <0,
go(x) = 23 — 323 — 23 <0,
g3(z) = —2v/3x119 — 222 — 23 < 0.

—100 |,

Figura 3.2: MFCQ nao garante a condi¢ao de segunda ordem



Condigoes de qualificagao de segunda ordem 74

A Figura mostra a representagdo grafica das superficies x5 = 23 — 3%, x3 =
2/3x119 — 212 ¢ 13 = —2V/3x129 — 222. O conjunto vidvel é constituido dos pontos que
estdo acima das trés superficies. A origem x* = 0 é uma solucao 6tima para este problema
e cumpre MFCQ. As condi¢oes KKT ficam

V(™) + Vg (a™) + p2Vge(x*) + usVgs(z*) = 0, >0, 19 > 0, 3 > 0,

onde
0 0 0 0
Vf*)=10|, Vg)=] 0], Vg)=[0], VgE)=|0
1 —1 -1 -1

Logo, o conjunto de multiplicadores de Lagrange fica
Az*)={pn €R® : py + pg +pz = 1,011 > 0,2 > 0, 3 > 0}

Claramente podemos ver que o conjunto de multiplicadores de Lagrange é compacto e
nao vazio, o que nos permite concluir que MFCQ se cumpre em z*. Entretanto, calculando
o cone de direcoes criticas e a hessiana da Lagrangiana, obtemos

CW(x*) ={d € R*: Vg;(z*)Td = 0,5 € A(z")} = {(d1,da,ds3) : d3 = 0},

0 23 0 -6 0 0 0 —2v/3 0
VI L p)=pm |23 —4 0| +pe| 0 2 0| 4ps|-2v3 -4 0
0 0 0 0 00 0 0 0

Portanto, para as direcdes criticas d = (1,0,0) e d = (0,1,0), segue que nao existe
p € A(z*) tal que

(A)7V2LE wd >0 e (d)7V

Figura 3.3: Representacao do conjunto de multiplicadores de Lagrange

Proposigao 3.9 ([41], PROPOSICAO 2.2). Seja {f; : R" — R™ i € K} uma familia de
fungoes diferencidveis em R™ tal que o posto de {V fi(y) : i € K} € constante para todo
y em uma vizinhanga de x. Entdo existe um difeomorfismo local ¢ : U — V, com U e
V wizinhangas de x tal que ¢(z) = x, Vé(x) é a matriz identidade e fio ™' (i € K) €
constante para todo y € E, onde E é o subespaco definido por

E:={ycR":Vfix)'y=0,i€ K}.
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Proposicao 3.10. Suponha que a condicio RCRCQ seja vilida em x* € ). Entdo, para
§(t) —*

cada d € Lo(z*), existe uma curva § : (—e,e) = R", ¢ > 0 com &(0) = x*, lirgl+ =
t—

d e &(t) € Q para todo t € [0,¢). Além disso, para todo j € A(z*) tal que Vg;(z*)Td = 0,
entdo g;(£(t)) = 0 para todo t € (—¢,¢).

Demonstragio. Suponha que A(z*) = {1,...,7}. Defina f;(x) = h;(z) para todo i =
L...,m, fny;(x) = gj(z) para todo j = 1,...,r. Considere o conjunto de indices
K={ie{l,....m+r}: Vfi(z*)"d = 0}. Como vale a condiggo RCRCQ em z*,
podemos aplicar a Proposicao para a familia de fungoes {f; : i € K}. Logo, existe
um difeomorfismo local ¢ com as propriedades mencionadas. Defina a curva £(¢) por
E(t) = ¢ (" + td), para t > 0 suficientemente pequeno. Logo, pela continuidade e pela
Proposigao [3.9, obtemos

lim €(t) = £(0) = 2%, lim S =%

t—0+ t—0t t

=d.

Agora, usando o fato de que f; o ¢~ é constante, para cada i € K e t > 0 suficiente-
mente pequeno, temos

fi€(t)) = file™ (@" +td)) = fi(¢™ (")) = fi(a") = 0.

Portanto, para todo j € A(z*) tal que Vg;(z*)'d = 0, temos que g;(£(t)) = 0 para
t > 0 suficientemente pequeno. Falta mostrar que £(t) € Q. Se j € A(z*) \ K, temos
V fi(@*)Td < 0. Logo, por Taylor, f;(£(t)) =tV f;(£(t))Td+o(t), onde o(t)/t — 0. Assim,
fi(&(t)) < 0 para t > 0 suficientemente pequeno. Por outro lado, se j ¢ A(z*), usando a
continuidade de f; e reduzindo possivelmente o intervalo, obtemos f;(£(¢)) < 0. O

Andreani, Echagtie e Schuverdt provam em [10] que sob CRCQ todo minimizador local
cumpre a condi¢do necessaria de segunda ordem forte. Em outras palavras, os autores
mostram que CRCQ ¢é uma forte condicao de qualificacao de segunda ordem. Porém,
¢ possivel mostrar que sob uma condi¢do mais fraca que CRCQ), a condicao necessaria
de segunda ordem forte é mantida. A seguir mostramos que a condicao RCRCQ é uma
condi¢ao de qualificacao de segunda ordem no sentido que implica SSONC.

Teorema 3.11. Seja x* € Q0 um minimizador local que cumpre RCRCQ. Entao, para
qualquer multiplicador de Lagrange (A, u) € R™XRE associado a x*, a condi¢ao necessdria
forte de sequnda ordem se mantém em x*.

Demonstragdio. Pelo fato de RCRCQ ser uma condigao de qualificagdo, a existéncia dos
multiplicadores de Lagrange esta garantida. Seja (A, 1) € R™ x R% um multiplicador de
Lagrange associado a z*. Dado d € C°(z*), temos

Vhi(z)Td=0, i=1,...,m,
Vo (e*)d =0, j € A*(a),
Vg;(z*)'d <0, je A%z).

Logo, temos

Vi) d+ f: NVhi(z)'d Y wVgi(a)'d=0, Vf(z*)'d=0.

=1 JEAT (z*)
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Pela Proposicao [3.10] segue que existe uma curva £(t) € Q, t € [0,¢) tal que

e0) =o', €)= lim T ey =0, v e At

t—0t

Defina ¢(t) = f(£(t)). Como z* é minimizador local de f em Q e £(0) = z*, segue que
t* = 0 é minimizador local de ¢. Logo, ¢”(0) > 0 e, como ¢"(t) = & (t)TV2f(E())E(t) +
Vf(E(t)TE"(t), temos

¢"(0) = d"V*f(2")d + V f(2*)"€"(0) > 0. (3.6)

Além disso, como £(t) € © e usando que g;(£(f)) = 0 para todo j € A" (z*), temos
que

R =S Nh(ED) + S mg(E@) =0, te0.e).
i=1 jEA)

Logo, derivando duas vezes com relagao a t, obtemos

R//(O) = dT (i&Vth(x*)—l— Z MjVZQj(l’*)>d+

=1 JjEA(z™)
. T
¥ (z AVh(a) + Y ng*)) €(0) = 0. (3.7)
=1 JjEA(xz*)
Somando com ([3.7)) e usando a hip6tese de z* ser um ponto KKT, obtemos
¢"(0)+ R"(0) = d" (V2f(a:*) +Y NVPR(z) + Y ujv2gj(x*)) d+

=1 JEA(z*)

+(Vf(x*)+§:>\ﬁh,-(x*)+ > ijgj(l’*)) §"(0)

i=1 JEA(z*)

= dr (sz(x*) +Y NVPR(z) + Y ujvzgj(x*)) d>0.
i=1 jEA(z*)

Portanto, a condi¢ao necessaria forte de segunda ordem vale em x* como queriamos

provar. 0

Podemos encontrar uma versao mais fraca da condicao RCRCQ na literatura, exigindo
posto constante apenas para o conjunto de todos os gradientes de restrigoes ativas.

Definigao 3.12. Dizemos que a condicdo Weak Constant Rank (WCR) vale no ponto
viavel z € Q se existe uma vizinhanca V' de x tal que o posto de {Vh;(y), Vg,(y) : i =
1,...,m;j € A(x)} é constante para todo y € V.

Contra-Exemplo 3.13 (WCR néao implica KKT). Considere o seguinte problema
minimizar f(r) = —x; s.a. hy(x) = 25 — 23 = 0,1 (7) = —21 <0, go(7) = 1 < 0.

O ponto z* = (0,0) é a solucao deste problema e nao cumpre as condi¢bes KKT, pois

i) = (). wmer= (1) vaer = (). vae - (7).
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Entretanto, existe uma vizinhanga V' da origem tal que o posto de {Vh;(z), Vg;(x) :
j = 1,2} é constante para todo z € V', e portanto, z* cumpre WCR. Em outras palavras,
WCR nao é uma condicao de qualificagao. Porém, um ponto WCR que cumpre KKT, deve
satisfazer WSONC. No Teorema a seguir, provamos que, sob WCR a condi¢ao necessaria
de segunda ordem fraca vale em um minimizador, desde que as restri¢des cumprem alguma
condicao de qualificacao de primeira ordem.

Teorema 3.14. Seja x* € Q) um minimizador local que cumpre KKT. Se x* satisfaz
WCR, entdo para qualquer multiplicador de Lagrange (A, u) € R™ x RY associado a x*, a
condigcdo necessaria fraca de sequnda ordem se mantém em x*.

Demonstragio. Dado d € CY(z*), temos que Vh;(z*)Td = 0 para todoi = 1,...,m e
Vg;(z*)'d = 0 para todo j € A(z*) e, portanto, d € Lg(z*). Como vale WCR, a Propo-
sicao [3.10] pode ser aplicada para garantir a existéncia de uma curva viavel satisfazendo
as propriedades mencionadas. Assim, a demonstracao segue como no Teorema [3.11] [

Em [I0], os autores provam que WCR é uma condigdo de qualificacio de segunda
ordem sempre que o problema possuir apenas restrigoes de igualdade.

Teorema 3.15 ([10], TEOREMA 3.3). Seja x* um minimizador local do problema de
minimizar f(x) sujeito a h(z) = 0. Se a* satisfaz WCR, entdo x* satisfaz as condicoes
KKT e a condigio necessdaria forte de sequnda ordem, para qualquer multiplicador de
Lagrange (A, ) € R™ x R associado a x*.

Observe que, quando o problema tém apenas restricoes de igualdade, o cone critico
fraco coincide com o cone critico forte e, portanto, a condi¢gdo necesséria de segunda ordem
fraca é equivalente a condigao forte. A condigao WCR para problemas de igualdade é mais
fraca do que a condigdo MFCQ (que neste caso é equivalente a condigao de independéncia
linear dos gradientes) e mais fraca do que a condi¢ao de posto constante. Portanto, a
condicao de posto constante pode ser vista como uma generalizacao dessas condigées.ﬂ

Considere x* € ). Definimos o conjunto viavel auxiliar
Qi={zeR":h(x)=0,i=1,...,m;g;(x) =0,5 € A(z")}.

Observe que, se A(z*) = 0, entdao ' = {z € R" : hy(x) = 0,7 = 1,...,m}, mas
se A(z*) # 0, sempre temos x* € . Note também que a condigdo WCR independe
se considerarmos z* € Q ou z* € . O proximo Teorema mostra que WCR implica a
condicdo Abadie para o conjunto (.

Teorema 3.16. Se z* € Q satisfaz WCR, entdo x* cumpre a condicao de Abadie para o
conjunto €V'.

Demonstragio. Devemos mostrar que Lo (z*) C To/(x*). Seja 0 # d € Lao/(x*). Como

vale WCR em x*, podemos aplicar a Proposigéopara construir uma curva § : (—¢,e) —

Y come >0, £0) =2z*e(0) =d. Logo, d= lir(l)qr(ﬁ(t) —a*)/t. Como d = £'(0) # 0,
t—

podemos reduzir € se necessario de modo que £(t) # x*. Assim,

£(t) — x* £(t) — a* t d N
= — = quando t — 0T,
[SORES N SORE I
o que mostra que d € T/ (z*). O

! Andreani, Echagiie e Schuverdt [10]
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Na sequéncia prosseguimos com um Lema que sera 1til para demonstrar outros resul-
tados.

Lema 3.17. Sejam z* € Q um minimizador local e (\, p) € R™ x RY um multiplicador
de Lagrange associado a x*. Considere uma direcao nao nula d € R™ e uma sequéncia
{2*} € Q com 2% — 2* satisfazendo as sequintes propriedades

xk — * d

. —
% === [ld]’

o hi(z%) = o(||z* — z*||?), para todoi=1,...,m com \; # 0,
o gi(a*) = o(||z* — 2*||?), para todo j =1,...,p com u; > 0.
Entao,

dr (VZf(x*) + Z)\,V%i(x*) + Z /,Ljv2gj(x*)> d> 0.
i=1 JEA(z)

Demonstracao. Primeiro observe que

m

LA 1) = f(@®) + D Nhi(@®) + D0 wyg(a”) = F(@*) + of(J2* — ™).
i=1 jEA(z*)
Como z* é minimizador local e {z*} é uma sequéncia de pontos vidveis, temos
0 < f(a*)— fz")
= L0 A ) — £ A ) + ol — 2 |P)
1
= VoL A\ )" (2" —a¥) + §(ﬂfk — )V L(EN A ) (@ —2*) + o([|2* — 27|)

1 * — * *
= SR = a)TVRLER A ) — ) + o2 — 2 ),

onde ¥ pertence ao segmento de reta que liga z* a x*. Dividindo a desigualdade acima,
por ||2% — z*||? e tomando o limite em k, obtemos

d'V2 L(x*, N, p)d > 0,
completando a prova. O

Note que o resultado acima estabelece uma relagao entre o cone de diregoes tangentes
com a condi¢ao de otimalidade de segunda ordem. De fato, o conjunto de dire¢ées que
satisfazem as hipdteses do Lema |3.17 é um cone contido no cone tangente.

Teorema 3.18. Sejam x* € Q um minimizador local e (A, ) € R™xRE um multiplicador
de Lagrange associado a x*. Suponha que x* satisfaz a condicao de qualificacio de Abadie
para o conjunto ¥ ={x € R" : h(z) =0,i=1,...,m;g;(x) =0,j € A(z*)}. Entdo, a
condigcdo de otimalidade fraca de sequnda ordem € satisfeita em x* para o multiplicador
(A ).
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Demonstragio. Primeiramente, observe que CV (z*) = Lo/(z*). Como vale Abadie para
QV, entdo Lo/(z*) = Toy(2*). Logo, para qualquer 0 # d € C"W (z*), existe uma sequéncia
{2*} de pontos viaveis com x* — z* tal que

ok — o . d

% == [ldll

Portanto, pelo Lema [3.17}, concluimos que d”'V2_L(z*, A, u)d > 0 e o resultado segue.
[

Note que, quando o problema tém apenas restricoes de igualdade, ou seja, quando
Q= Q com A(z*) = 0, o Teorema mostra que a condicdo de Abadie garante a
validade da condi¢ao de otimalidade de segunda ordem fraca para qualquer multiplicador
de Lagrange. Resumindo, temos o seguinte Corolario:

Corolario 3.19. Seja x* € Q um minimizador local que satisfaz a condi¢io de Abadie
e suponha que §2 so possui restricoes de igualdade. FEntao, x* é um ponto KKT e x*
cumpre a condi¢io de otimalidade (forte) de seqgunda ordem para qualquer multiplicador
de Lagrange associado a x*.

Demonstracio. Como ) s6 possui restricdes de igualdade, temos que CV (z*) = C¥(z*).
Além disso, temos A(z*) = () e a suposi¢gdo de Abadie feita no Teorema pode ser
aplicada para o conjunto €2 e o resultado segue. O]

Lema 3.20 ([6], COROLARIO 3.2). Se x € Q satisfaz as condi¢oes KKT, entio existe
d € C5(x) tal que

Vhi(z)'d=0,i=1,....,m, Vg;(x)'d=0,5 € A™(2), Vg;(x)"d <0,j € A°(z).

Teorema 3.21. Seja x* € Q um minimizador local e suponha que x* cumpre a condicao
de qualificacao de Abadie para o conjunto de restrigoes

Of={zeR" : h(x)=0,i=1,...,m;g;(x) =0,j € A (z*); g;(x) <0,j € A%(z*)}.

Entao, a condicao de otimalidade forte de sequnda € satisfeita para qualquer multipli-
cador de Lagrange (A, u) € R™ x RE associado a x*.

Demonstragio. Dado d € C¥(x*) com d # 0, temos que

Vhi(z)'d =0, i=1,...,m, Vgj(z*)'d=0, j € A (z*) e Vg;(z*)Td <0, j € A%z").

Logo, usando a hipdtese, segue que d € Lo+(x*) = To+(z*). Assim, existe uma
sequéncia {z¥} C QF tal que
ok — R d
[E I
Pelo Lema [3.17, segue que d” V2 L(z*, A, p)d > 0. O

Teorema 3.22. Se x* é um minimizador local, entdo

CS(z*) C Tor (2%) & CF(z%) C Ty (2%).



Condigoes de qualificagao de segunda ordem 80

Demonstrag¢io. A implicacao direta segue de QT C FT. Para provar a reciproca, seja
d € C%(z*) com d # 0 e suponha sem perda de generalidade que ||d|| = 1. Considere
s € O%(z*) dado pelo Lema |3.20} logo temos que

Vhi(z*)'s=0,i=1,...,m, Vg;(z*)'s=0, j € At (2*) e Vg;(z*)'s <0, j € A°(z*).
Defina a sequéncia {d*} por

g d+ (1/k)s
- ld+ (1/k)s|

Logo, segue que

Vhi(z)'d* =0, i=1,...,m, Vg;(z*)Td* =0, j € AT (%),
V(@) 'd" <0, j € A%z%), |d¥|| =1ed" — d.

Ou seja, d* € C%(z*) para todo k € N. Usando a hipétese, temos que d* € Tr+ (z*)
para todo k. Logo existe uma sequéncia {z‘} C F'* com z* — x* tal que

0 %

TN

[t = |

Mostraremos que g;(z‘) < 0, j € A%(z*) para ¢ suficientemente grande. Para j €
AY(z*), temos que

gi(x") = g;(2") + Vg; (z9)" (2" — 2") = Vg; (@) (2" — 27)

para algum Z* entre z* e 2. Assim, como Vg;(z*) — Vg,(z*), (¢ —z*)/||2* — 2*|| — d*
e Vg;(z*)Td" < 0, segue que

(2 — %)

T ik
— d
lf — 2|

_— j .

— Vyg,(z*
et — ] )

14

Portanto g;(z‘) < 0 para ¢ suficientemente grande. Logo, {z‘} C QF, zf — z* e
¥4

ﬁ — d* e, portanto, d* € To+(z*). Além disso, como d* — d e To+(z*) é fechado,

obtemos d € To+(z"). O

Teorema 3.23. Seja x* um minimizador local e (A, p) € R™ x RY um multiplicador de
Lagrange associado a x*. Defina At = {j € A(z*) : p; > 0} e A) = A(z*) \ Af. Se z*
cumpre a condigdo de qualificacio de Abadie para o conjunto

Q,={reR": hzx)=0,i=1,...,m;gj(x) =0,j EA:[;gj(a:) g(),jEAg},

entdo, a condi¢do de otimalidade forte de sequnda € satisfeita em x* para o multiplicador
(A ).

Para qualquer multiplicador de Lagrange (A, n) temos, C¥(z*) = Lq, (z*). Observe
que o Teorema anterior tem uma hipotese diferente para cada multiplicador, ele afirma
que se vale Abadie para o conjunto 2, entao vale a condicao de otimalidade de segunda
ordem para o multiplicador (A, p). Portanto, para garantir a validade da condi¢ao de
otimalidade segunda ordem para todos os multiplicadores, a condi¢do de Abadie deve ser
mantida em cada conjunto viavel associado. Em outras palavras, a condi¢ao de segunda
ordem pode ser satisfeita para algum multiplicador, mas nao para todos. O exemplo a
seguir mostra que o Teorema |3.23 ndo garante a validade da condigdo de segunda ordem
para todos os multiplicadores de Lagrange.



Condigao sequencial AKKT de segunda ordem 81

Exemplo 3.24. Considere o seguinte problema
min.  f(z) =z, sa. gi(z) = —af — w2 <0,g2(x) = —x2 < 0,g3(x) = 21 < 0.
Claramente o ponto z* = (0,0) é uma solugao, onde

A(x™) = {(p, pa, p3) = pa + pi = 1, 3 = 0},

Se considerarmos um multiplicador 0 # p € A(z*), por exemplo p = (1/2,1/2,0),
temos que At = {1,2}, A, = {3} ¢ Q, = Q" = {(0,0)}. Calculando o cone critico forte,
obtemos C®(z*) = {(di,ds) : dy < 0,dy = 0}. Claramente Ty, (2*) ndo contém C®(z*) =
Lq,(x*). Entretando, tomando i = (0,1,0), temos Q5 = {(z1,22) : 1 < 0,22 = 0} e,
portanto, ; = C¥(z*). Assim, a validade da condi¢io de otimalidade forte de segunda é
garantida apenas para fi.

3.2 Condicao sequencial AKKT de segunda ordem

Vejamos agora uma condi¢ao sequencial de otimalidade de segunda ordem, chamada
AKKT de segunda ordem. Introduzida por Ramos [58] em seu doutoramento, essa condi-
¢ao € uma genuina condicao de otimalidade apropriada para a analise de algoritmos com
convergéncia a pontos estacionarios de segunda ordem. Muitos desses algoritmos geram
sequéncias cujos pontos limites satisfazem esta condicgao.

Defini¢ao 3.25 ([58]). Dizemos que um ponto viavel z* €  cumpre a condi¢do Aprozi-
madamente KKT de sequnda ordem (AKKT2) se existem sequéncias {2} C R", {\*} C
R™, {n*} CcR™, {p*} C RY, {0} CRE, {0k} C Ry com pf =0 para j ¢ A(z*), 05 =0
para j ¢ A(x*) tais que ¥ — 2*, & — 0,

lim V7 f(z +Z>\’“Vh )+ > Vg (a*) =0 (3.8)

i=1 JEA(z*)

VAL(a®, X ) + > VR (@) VR (2*) T+ Y 65V (") Vg (") = =&l (3.9)
i=1 JEA(z*)

para todo k suficientemente grande, onde A > B significa que as matrizes simétricas A e
B sao tais que A — B é semi-definida positiva e I denota a matriz identidade. Dizemos
que {x*} é uma sequéncia AKKT?2.

A demonstragao de que AKKT2 é uma condicao de otimalidade, pode ser encontrada
em [4, 58]

Teorema 3.26 ([4], TEOREMA 3.4). Se x* é um minimizador local, entio x* satisfaz a
condicio AKKT?2.

Por (3.8), podemos ver claramente que a condicio AKKT?2 implica a condi¢do se-
quencial AKKT. Porém, essas condi¢oes nao sao equivalentes, como mostra o exemplo a
seguir.
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Exemplo 3.27. Considere o problema de minimizar f(z) = —z1 — z2 sujeito a g(z) =
z2x3 — 1 < 0. No ponto z* = (1, 1), as condigoes KKT ficam

1

Vi) +pVya®) =0=p= .

Portanto vale AKKT. Agora suponha que z* satisfaz AKKT2. Defina d* = (xl, —zk)
onde z* = (2%, 2%) é a sequéncia dada pela definicio de AKKT2. Como Vg(z*)TdF = 0

para todo k, por , segue que
pH(d) V2 g(a")d" + S| d"|)* = — 4t (2fas)® + 6illd* ) > 0, (3.10)
para algum p* > 0, 6, > 0 com J; — 0. Por outro lado, por , temos
V(@b + u*Vg(a*) = 0 & 2pFal(25)? =1

e como ¥ — 1, temos 2u*(xh28)? — 1. Logo —4puk (x¥x5)?+6;||d*||*> — —2, contradizendo
(13.10)). Portanto nao vale AKKT2 em z*

Sabe-se que a condicado AKKT2 é uma condi¢ao de otimalidade de segunda ordem
no sentido que implica “WSONC ou nao-CQ2” para condigdes de qualificacao fracas.
Em seguida, mostramos que a condicao conjunta MFCQ + WCR garante a validade da
condicao WSONC em um minimizador. Para provar isso, considere o seguinte Lema:

Lema 3.28 ([13], LEMA 3.1). Se d € CW (%), entdo para toda sequéncia {x*} C R™ com
ok — x*, existe uma sequéncia {d*} C R" tal que d* € CW (z*) para todo k e d* — d.

Proposicao 3.29. Seja z* € Q tal que AKKT2 vale. Se a condi¢ao de qualificacao
MFCQ+ WCR se cumpre em x*, entao vale WSONC em x*.

Demonstragio. Pela definicio de AKKT2, existem sequéncias {z*}, {\*}, {u*}, {n*}, {0%}
com p¥ =0 e 0% =0 para j ¢ A(z*) tais que 2¥ — 2%, 6 = 0 e

hm V(") + Z)\th )+ > usgj(xk) = 0; (3.11)

1=1 JjEA(x*)

V2L(x", N, ) —I—anVh MVhi(a")" + > 0V gi(a") Vg (2F)T = =61 (3.12)

=1 JEA(z*)

Afirmamos que a sequéncia {(\*, u*)} é limitada. De fato, suponha por absurdo que
a sequéncia {(A\¥, %)} seja ilimitada. Defina a sequéncia {M},} por M = maX{|)\k] ph
i=1,...,m;j € A( )} Claramente, temos que My — oco. A sequéncia {(M ’Mk)} é

limitada, pois ||(2=, £-)||s = 1. Logo, dividindo a expressio (3.11) por M; e tomando

M,y Mk

o limite em subsequéncia convergente, obtemos Z NiVhi(z*) + X ujVgi(x*) = 0
=1 jeA(e)

com |[(A*, 1*)||e = 1, contradizendo a definicio de MFCQ. Logo a sequéncia {(\*, %)}
é limitada. Suponha sem perda de generalidade que (\¥, u*) — (\*, u*). Defina w; =0
para todo j ¢ A(z*). Passando ao limite em , concluimos que z* é um ponto KKT.
Vamos provar que WSONC vale em z* para o multiplicador (A\*, u*). Dado d € C" (z*),
pelo Lema existe uma sequéncia {d*} C R" tal que d* € CV(2*) e d* — d. Logo,
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Vhi(z¥)Td* = 0 para todo i = 1,...,m e Vg;(2*)Td* = 0 para todo j € A(x*). Assim,
usando (3.12)), obtemos

(@) T2 L(F, N, )t > — 52
Tomando o limite na desigualdade acima, segue que
d* (sz(fk) YNV + /L;VQ‘gj(x*>) d >0,
i=1 JjEA(z*)
completando a prova. O

Existem muitos algoritmos na literatura que geram sequéncias cujos pontos limites
satisfazem a condicio AKKT?2 (ver [4, [68]). A seguir mostramos que o algoritmo Lagran-
giano aumentado proposto em [I3] gera sequéncias AKKT2. Para isso, considere a fungao

Lagrangiano aumentada
m N 2o 1)\
5 (o %)+ 55 (e o ) .

im1 p j=1

Ly(w, N\, p) := f(x) +

N

com p>0e (\pu) € R™ x RE. Defina

2
) )2 V2 (gj(:t:)vLuJ) , se gj(z) + 72 =0,
\Ya (max {O,gj(x) + ]}> = P 2

P v? <max {0, gj(x) + ﬁg}) , caso contrario.

Algoritmo 3.30. Sejam Apin < Amaxs fmax > 0, v > 1, pp > 0 e7 € (0,1). Tome
{ex} C Ry com e — 0. Escolha 2° € R™ como ponto inicial e \' € [Auin, Amax]™, p' €
[0, fimax]?. Defina VY = g (x), j=1,...,p. Inicialize k < 1.

(1) (Minimizagio). Determine ¥ € R que satisfaca:
VL, (25 N iR | < e e V2L, (a% N, pF) = —g, L.
(2) (Atualiza¢io do parametro de penalidade). Para todo j =1,...,p, defina
V= max{g; (a*), =15/ pi}-

Se max{[[A(z*)[lo; [V*[loo} < 7max{ (2" oo, [V [loo}

defina pry1 = pr. Caso contrdrio, coloque pri1 = Ypk;

(3) (Atualiza¢io dos multiplicadores de Lagrange). Calcule
M= N g pehi(2®), i=1,...,om e if = max{0, uf + prg;(z¥), j=1,...,p.
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Deﬁna’ )\f—"_l = p/roj[)\minv\max](j\?) E [)‘mina AIIlElXjI} pa’,ra’ tOdO Z = ]'7 st 7m € /’L‘I;—i_l =

proj[owmx}(ﬂ?) € [0, fimax], para todo j =1,...,p. Faca k < k+1 e vd para o passo

(1).

Teorema 3.31. Suponha que a sequéncia {z*} gerada pelo Algoritmo admite um
ponto limite x* € Q. Entao x* é um ponto AKKT2.

Demonstragio. Seja {z*} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo tal que zF — z*.
Pelo passo (1) do algoritmo, para todo k suficientemente grande, temos
IVL (@ N @)= IV F (%) + 2N + prhi(a®)) Vi (2*) +
p =1 (3.13)
+ > max{0, 15 + prg; (a*)} Vg (a*)]| < &

=1

Defina AF := X4 pohy(aF) e fif == max{0, u¥ + prg;(z¥)}. Usando as mesmas idéias da
demonstracao do Teorema , segue que ﬂf =0, j ¢ A(x*) para todo k suficientemente
grande. Além disso,

V2L(z*, NF R + pi S V(@) Vhi(@M) + o D Vgi(aF) Vg ()" = —g L (3.14)

i=1 jEA(®)

Por (3.13)) e (3.14), segue que x* satisfaz a condigio AKKT?2. ]

Em [4] os autores mostram que o método SQP regularizado de Gill et al. [34] e
o método de regides de confianca de Dennis e Vicente [28] também geram sequéncias
AKKT?2.

3.2.1 Propriedade do cone continuo de segunda ordem

Aqui apresentamos a condicao de qualificacao de segunda ordem minima associada a
condicao sequencial AKKT2. Dado x € R", definimos o cone

CW(z,2*) :={d € R" : Vhy(x)'d=0,i=1,...,m;Vg;(z)'d=0,j € A(z*)}.

O cone C"(x,z*) pode ser visto como uma perturbagdo do cone critico fraco C"(z*)
ao redor de z* € ). Um fato importante é que WCR ¢é equivalente a semi-continuidade
interior da multifuncio z € R® = C"(z,z*) em = = z*. Ou seja, z* € Q) satisfaz WCR
se, e somente se,

CW(z*, z*) C liminf C"(z, z%).

r—x*

Afim de definir a condi¢do minima associada a condicao AKKT?2, considere x € R" e
(A, ) € R™ x RE com p; =0, j ¢ A(z*). Defina o seguinte cone

KV () = J S\ ),
(A,)
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onde
AR+ Y w Ve ) H) tal que
SN ) = = JEAE)
H =Y NVPhi(x)+ > p;Vigi(z) sobre CW(z,z*)
i=1 jEA()

K)Y(x) é um cone convexo contido em R™ x Sym(n). Usando essa defini¢io, podemos
escrever a condicao de otimalidade fraca de segunda ordem na forma:

(=Vf(z"), =V*f(z")) € K (z").
Definicao 3.32 (CCP2, [4]). Dizemos que z* € Q satisfaz a propriedade do cone con-
tinuo de sequnda ordem (CCP2) se a multifungdo z € R = K)Y(z) é semi-continua
exteriormente em z*, ou seja,
limsup KV (z) € KJ¥(z%).
T—T*

Lema 3.33. Sejam P € Sym(n) e ay,...,a, € R". Considere o subespago C = {d €
R™ : a;‘-rd =0,j=1,...,r}. Suponha que vI' Pv > 0 para todo v € C. Entdo existem

c; >0, j=1,...,r tais que P+ Zc]aj . ¢ definida positiva.
7j=1
O Teorema a seguir mostra que CCP2 é a condi¢ao minima para o qual a condi¢ao
AKKT2 implica a condicgago WSONC.

Teorema 3.34 ([4], TEOREMA 4.2). Para toda funcgao objetivo f tal que AKKT2 implica
a condicgo WSONC, entdo CCP2 vale. Reciprocamente, se vale CCP2, entao AKKT?2
implica a condicao WSONC, para toda fungio objetivo f.

Demonstracao. Seja x* € (). Suponha que CCP2 vale em z* e existe uma funcao objetivo
f tal que AKKT?2 vale. Pela definicio de AKKT?2, existem sequéncias {z*} C R™, {\*} C
R™, {n*} CcR™, {p*} CRY, {6F} CRE, {0} C Ry com pf = 0 para j ¢ A(z*), 0 =0
para j ¢ A(z*) tais que ¥ — 2*, 5 — 0 e

= lim Vf(z +ZAth )+ D WiVg(a*) = 0; (3.15)

=1 JjEA(x*)

V2L(a*, N P +Zn’“w MVhi(a")"+ Y 08Vg(aF)Vg(aF)" = =6l (3.16)

i=1 JEA(z*)

Usando (3.15) e (3.16]), obtemos
(=Vf(a") + " =V2f(a") — 6:D) € K)V(a"), Vk.

Pela continuidade de V f(z), V2 f(z) e usando a semi-continuidade exterior de K)Y(z),
segue que (—V f(x*), =V2f(z*)) € K}Y(z*) e como consequéncia vale WSONC.

Vamos provar a outra implicagao. Seja (w, W) € limsup K)Y(z). Devemos mostrar
T—x*

que (w, W) € K}¥(x*). Pela definigio de limite exterior, existem sequéncias {z"}, {\'}, {4}
com p¥ = 0 para j ¢ A(z*) e {H*} tais que 2* — 2%,

(i AV by (%) + Z usgj(:vk),Hk) = (w, W), (3.17)

i=1 €A
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HE N MNV2hi(2F) + Y0 phVPg;(a”) sobre CV (2", 7). (3.18)

=1 JEA(z*)
Defina a seguinte fungao objetivo:
1
f(z) = —w'(z —2%) — §<£L‘ — )W (z — 2%).

Mostraremos que para essa funcao, a condicago AKKT2 vale em x*. Temos que

Vf(z)=—w—W(x —z*), V2f(zr) = —W. Assim, segue que

11m Vi +Z)\th )+ > "Wz

=1 JjEA(x*)

= lim (Z A Vhi(z®) + > phvg(a®) — w) — lim W(z" — 2%) =0,

k—o00 jeA) k—00

o que prova (3.8)). Para provar a condigao (3.9)), vamos usar o Lema com

U 1
=Y NVPhi(a®)+ Y VP (a*) — HF + oL (3.19)
= JEA(z")
e a; como sendo as colunas da matriz (Vh;(z*), Vg;(2*),i = 1,...,m,j € A(z*)). Usando
o Lema existem sequéncias positivas {6*} e {n*} tais que
Sk .= pF + anVh YWV hi ()T + Z Qngj(xk)ng(xk)T = 0. (3.20)

i=1 jeA(z*)
Tome 9;-“ = 0 para j ¢ A(z*). Pelas relagoes 1) e 1 e V2f(x) = =W, obtemos
V2L(z* \F, iF) + anVh Vhi(a)T + > 05Vg(a")Vg;(a*)T
i=1 JEA(*)
1
=W+ H"+ 5% — L (3.21)

Usando a definicio de norma, temos —W + H* = —(W — H*) = —|a(W — H*)|I, onde
a denota o menor autovalor de W — H*. Da relacdo (3.20)), segue que

1 1

~W + H" 4 S% — e —|a(W—H’“)UI+S’“—%
1

= —|a(W — HR)|I - Tl =0l (3.22)

onde 6y, := |a(W — H*)| + 1/k. Como H* — W, temos que 0 — 0. Substituindo (3.22)
em ([3.21]), obtemos

V2L(z* \F, iF) + anVh Vhi(z®)" + > 0Vg;(a") Vg ()T + 6l = 0
i=1 jeA(®)

e portanto vale AKKT2 em x*. Logo, usando a hipdtese, temos que z* satisfaz WSONC,
ou seja,

(w, W) = (=Vf(z"), =V*f(a")) € K" (z"),

e o resultado segue. O
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Como AKKT?2 é uma condicao de otimalidade, o Teorema garante que CCP2 é
uma condic¢do de qualificagao (estrita), ou seja, AKKT2 + CCP2 = WSONC.
Pela Proposicao [3.29 e pelo Teorema segue que MFCQ + WCR = CCP2.

Contra-Exemplo 3.35 (CCP2 nao implica MFCQ+WCR). Considere em R o ponto
z* = 0 e as restrigoes g1(z) = x < 0 e go(z) = —z < 0. Claramente MFCQ nao
vale em z* e, conseqiientemente, MFCQ+WCR néo vale em z*. Agora, como Vg, (z) =
1, V2gi(z) = 0, Vgo(z) = —1 e V3gy(x) = 0, segue que C"(z,z*) = {0}. Desse modo,
qualquer matriz H € Sym(n) = R satisfaz

H =< 1, V2g1 () + 1o V2 g () = 0 sobre C™(z, %) Yy, po > 0.

Logo, K)Y(z) = R x R para todo z € R e, claramente, K}¥(x) é semi-continua
exteriormente em z*. Portanto vale CCP2.

Provou-se em [4] que RCRCQ implica CCP2. O contra-exemplo a seguir mostra que
RCRCQ é estritamente mais forte que CCP2.

Contra-Exemplo 3.36 (CCP2 nao implica RCRCQ). Considere em R?, o ponto x* =
(0,0) e o seguinte conjunto vidvel

Q={zeR": h(z) =21 =0,0(z) = 2y — 27 <0,05(x) = 25 — 27 < 0}.

Vhi(z) = <(1)> V(o) = (‘21“"1> . Vga(a) = (;i"gl) .

Dessa forma, RCRCQ falha em x*. Como C"(x,z*) = {(0,0)}, segue que K)¥(z) =
R x R, x Sym(2). Claramente, K)Y(z) é semi-continua exteriormente em z*.

Logo,

Outra condicao de qualificacao de segunda ordem conhecida na literatura, introduzida
por Baccari e Trad em [I7] é a seguinte:

Definicao 3.37. Dizemos que a condicao de Baccari-Trad vale em z* € () se MFCQ vale
e o posto dos gradientes das restri¢goes ativas ¢, no maximo, um a menos que o NUMero
total das restrigoes ativas.

Em [I7] os autores provam que a condigdo de Baccari-Trad garante a validade da
condi¢ao de otimalidade fraca de segunda ordem. Porém, em [38] (exemplo 3.4) mostrou-
se que as condigoes de Baccari-Trad e CCP2 nao estao relacionadas entre si. Em [3§]
(exemplo 3.5), os autores mostram que a condigao de Baccari-Trad nao é suficiente para
garantir que um ponto limite de uma sequéncia AKKT2 cumpra a condigdo fraca de
segunda ordem. Em outras palavras, a condi¢ao de Baccari-Trad nao é uma condigao de
qualificagao estrita para a condi¢ao sequencial AKKT?2.

Podemos definir outra condigao semelhante a CCP2 substituindo WSONC por SSONC.
Sejam z* € Qe (A, u) € R x RE com p; =0, j ¢ A(z*). Defina o seguinte cone

O_XNVhi(x)+ > w;Vgi(x),H) tal que
K@)=Uy T e
O | H Y NVPhi(z)+ > w;Vigi(z) sobre C(z, )

i=1 JEA(z*)

)

CS(z*, ) é o cone critico forte.
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Definicao 3.38 (SCCP2, [4]). Dizemos que a propriedade forte do cone continuo de
sequnda ordem (SCCP2) vale em z* € () se

limsup K3 (z) C K3 (x%).

r—x*

Observe que a condicao de otimalidade forte de segunda ordem vale em x* se, e so-
mente se, (—V f(z*), —V2f(x*)) € KS(z*). Note também que K3 (x*) C K)Y(z*), pois
CW(z*) C CS(z*,u) para cada u > 0. Como consequéncia, a condicio SCCP2 ¢é mais
forte que CCP2.

Como esperado, a condicao SCCP2 é a condicdo minima que garante que AKKT2
implica a condi¢ao SSONC.

Teorema 3.39 ([4], TEOREMA 4.16). Para toda fungdio objetivo f tal que AKKTZ2 implica
a condi¢io SSONC, entdo SCCP2 vale. Reciprocamente, se vale SCCP2, entdo AKKT?2
implica a condigao SSONC, para toda funcao objetivo f.

A condigao SCCP2 tém uma desvantagem por ser uma condi¢ao de qualificagdo muito
forte, podendo falhar até mesmo em problemas bem comportados onde a condigao de
independéncia linear ¢é satisfeita.

Exemplo 3.40 ([4], ExEMPLO 4.17). Considere em R™ (n > 1) a restricio de caixa
simples 2 = {x € R" : # > 0}. Vamos mostrar que CCP2 vale em z* = 0 mas SCCP2
falha. O conjunto € esta definido pelas restri¢oes de desigualdade g;(x) = —x; <0, j =
1,...,n. Neste caso, temos A(z*) = {1,...,n}, Vg;(z) = —e; e V3g;(z) = 0. Segue que
C"W(z,z*) = {0} e como consequéncia K}¥(x) = R™ x Sym(n). Logo, claramente K3¥(x)
¢ semi-continua exteriormente em z* e portanto vale CCP2. Para mostrar que SCCP2
falha em z* ¢ suficiente que existam i € R? e H € Sym(n) tal que w” Hw > 0 para algum
w € CS(x, 1), pois nesse caso, (—fi, H) € KJ¥(x) = R" x Sym(n) e (—f, H) ¢ K$(x*).
Defina e := > ¢;, i:=e—e; e H:=e] Hey = |[(e1,e1)|* > 0. Dessa forma, segue que
j=1
(—j1, H) € limsup K}¥(x) com (—ji, H) ¢ K (z*). Portanto ndo vale SCCP2.

r—x*

Note que LICQ é satisfeita em z* e, portanto, LICQ nao implica SCCP2. Mais ainda,
o préximo contra-exemplo mostra que essas condi¢oes sdo independentes.

Contra-Exemplo 3.41 ([4], EXEMPLO 4.18). Considere em R o ponto z* = 0 e as
restrigoes de desigualdade g1 (z) =1 —exp(z) < 0 e go(z) =z < 0. Logo temos Vg, (z) =
—exp(x), Vga(x) = 1, Vigi(x) = —exp(z) e V2ga(z) = 0. Assim, Vgi(z*) = -1 e
Vga(x*) = 1 e ndo vale LICQ em z*. Por um calculo simples, segue que C"V(x,z*) =
Cé(z*, ) = {0} para todo u € R? e, portanto, K3¥(x) = R x Sym(1) = K (z*) para
todo = € R, o que significa que vale SCCP2.

Resumindo, nesta secao apresentamos a condi¢ao sequencial de otimalidade de segunda
ordem conhecida como AKKT2, bem como a condi¢ao de qualificacdo minima associada
a essa condicdo. A condi¢do sequencial de segunda ordem AKKT2 é forte no sentido
que implica em “WSONC ou nao-CCP2”, onde CCP2 é estritamente mais fraca do que
a condicao RCRCQ. Além disso, muitos métodos numeéricos para resolver problemas de
otimizacao restrita geram sequéncias cujos pontos limites satisfazem a condicao AKKT2.



4 Conclusoes

Durante o desenvolvimento deste trabalho, concluimos que as condigoes sequenciais
de otimalidade desempenham um papel importante em problemas de otimizacao restrita,
sendo frequentemente utilizadas na analise de convergéncia de muitos métodos numéricos
iterativos. Como foi apresentado neste trabalho, as condi¢oes sequenciais sao condi¢oes
necessarias para a otimalidade, ou seja, nao dependem de nenhuma condicao de quali-
ficacao e, portanto, estudar a for¢ca da condi¢ao sequencial passa a ser relevante. Desse
modo, podemos dizer que a eficiéncia de um método esta ligado a forca da condicao de
otimalidade, que é garantido pelos pontos de acumulacao das sequéncias geradas pelo
método. A andlise da for¢ca de uma condicao sequencial de otimalidade pode ser feita de
forma direta ou indireta. A forma direta consiste em relacionar as condi¢oes sequenciais
por meio de implicagdes entre elas. J& a andlise indireta corresponde encontrar condi-
¢oes de qualificacao estrita para as condigoes sequenciais, ou seja, significa encontrar uma
condicao de qualificacdo para a qual a condi¢ao sequencial implica que todo minimizador
local é um ponto estacionario. O interesse na analise indireta reside no fato de que as
condicoes de qualificacao sao propriedades sobre as restricbes do problema que nao de-
pendem da fungao objetivo. Fizemos uma analise da for¢a de cada condi¢ao sequencial de
otimalidade de forma direta e indireta, mostrando as condi¢oes de qualificagdo associadas
a cada condicao sequencial. Em particular, analisamos uma recente condigao sequencial
chamada PCAKKT [7] que unifica as condigbes sequenciais anteriores, no sentido de que
¢ estritamente mais forte do que as condig¢oes sequenciais conhecidas atualmente. Entre-
tanto, ainda nao conhecemos um método pratico com convergéncia a pontos PCAKKT
sem nenhuma hipodtese adicional.

Foi feito um estudo detalhado acerca das condigoes de qualificacdo de primeira e
segunda ordens conhecidas, mostrando as relacoes entre elas, por meio de demonstracoes,
exemplos e contra-exemplos. Por fim, nossa principal contribuicdo neste trabalho foi
mostrar o papel que as condigoes sequenciais desempenham em muitos algoritmos praticos
para resolver problemas de otimizacao restrita.

Pesquisas futuras acerca das condigoes de qualificacao associadas as condigoes sequen-
ciais podem abordar problemas de otimizacao nao linear com outras caracteristicas, como
por exemplo, com componentes nao suaves ou restricoes de cone. Estudos recentes foram
feitos envolvendo condigdes sequenciais para otimizac¢ao conica em [65]. Por outro lado,
muita pesquisa ainda pode ser feita para problemas de otimizacao multiobjetivo [27],
programagao semidefinida [12], calculo variacional e controle 6timo [25], entre outros.
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Apéndice A - Pré-requisitos

As definigoes e resultados apresentados nas secoes a seguir podem ser encontrados nas
referéncias [20} 21], 32] [47, 48], [59)].

A.1 Definicoes

Definicao A.1. Um produto interno num espaco vetorial X é uma regra que faz corres-
ponder a cada par de vetores z,y € X um nimero real, indicado por (z,y), de modo que,
para quaisquer x,z’,y € X e XA € R, se tenham:

(i)

(i) (z+2',y) = (z,y) + (@', y);
) Az, y) = Mz, y) = (2, \y);

(iv) 2 #0 = (z,z) > 0.

(z,y) = (y,2);

(iii

Definigao A.2. Uma norma num espago vetorial X é uma funcao || - || : X — Ry que
satisfaz as seguintes condigoes para quaisquer x,y € X e XA € R:

(i) |lz|| = 0 se, e somente se, x = 0 (positiva definida);
(i) [[A-zll = Al [l]];
(iii) ||z +y|| < ||l=] + ||ly|l (desigualdade triangular).

Definicao A.3. Em R", definimos o produto interno candénico e a mnorma euclidiana,
respectivamente por

(xy) => zy e |z]2= \/<x,x) = \/3:% + -+ a2
i=1
Definicdo A.4. Um espago vetorial normado é um par (X, || - ||) onde X é um espago
vetorial e || - || é uma norma em X.

Definicao A.5. Seja X um conjunto qualquer. Uma métrica definida sobre X é uma
funcao d : X x X — R tal que para quaisquer z,y, z € X, vale:

(i) d(x,y) > 0 e d(z,y) = 0 se, e somente se, x = ¥;

(ii) d(x,y) = d(y, z);
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(ili) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z).

Um espago métrico é um par (M, d) formado por um conjunto M e uma métrica d em
M.

Defini¢ao A.6. Dizemos que uma sequéncia {x, }, num espago métrico M, é uma sequén-
cia de Cauchy quando, para todo € > 0 dado arbitrariamente, é possivel obter ng € N tal
que m,n > ng = d(xy,, x,) < €.

Definicao A.7. Dizemos que um espago métrico M é completo quando toda sequéncia
de Cauchy em M é convergente em M.

Definicao A.8. Um espago vetorial X com produto interno é um FEspaco de Hilbert se
X é completo com a norma proveniente do produto interno.

Definicao A.9. Um espaco vetorial normado X é chamado Espaco de Banach quando for
um espaco métrico completo, ou seja, se toda sequéncia de Cauchy em X é convergente
em X.

O espago R™ munido da norma euclidiana é um espago de Banach.

A.2 Topologia do R”

Definicao A.10. A bola aberta de centro no ponto a € R" e raio r > 0 é o conjunto
B(a;r) ={x e R" : ||z —a|| <1}.

Analogamente, a bola fechada Bla;r| e a esfera S[a;r|, ambas com centro a e raio r,
sao definidas por:

Bla;r] ={z eR": ||x —a| <r} e Sla;r]={x €eR": ||z —al =7}.

Denotamos por S"~! a esfera S[0;1] = {z € R": ||z|| = 1}, denominada esfera unitaria
de R™.

Definicao A.11. Seja X C R". Um ponto a € X chama-se um ponto interior a X
quando é centro de alguma bola aberta contida em X.

O conjunto formado pelos pontos interiores a X é denominado interior de X e denotado
por int X.

Definicao A.12. Dizemos que um conjunto X C R" é aberto quando todos os seus pontos
sao interiores, isto é, quando int X = X.

Exemplo A.13. Toda bola aberta B(a;r) C R" é um conjunto aberto. De fato, dado
xz € B(a;r), temos ||z — al| < r, logo o nimero 0 = r — ||z — al| é positivo. Considere
y € B(z;9), assim, ||y —a|| < |ly —z||+ [z —a|| <+ ||lr —a|]| =r = y € B(a;r). Logo
B(z;0) C B(a;r) e, portanto B(a;r) é aberto.

Definicao A.14. Seja X C R". Dizemos que um ponto a € R™ é um ponto da fronteira
de X se toda bola aberta de centro a contém pontos de X e pontos do complementar de
X. Denotaremos por 0X a fronteira de X.
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Observagao A.15. A fronteira da bola aberta B(a;r) e da bola fechada Bla;r| é a esfera
Sla;r], isto é, 0B(a;r) = OBla;r] = Sla; 7).

Definicao A.16. Dizemos que um ponto a € R" é aderente a um conjunto X C R"
quando ¢é limite de uma sequéncia de pontos desse conjunto.
O conjunto dos pontos aderentes a X chama-se o fecho de X e é denotado por X.

Observagao A.17. Todo ponto a € X pertence a X, basta tomar a sequéncia {z*} com
2® = a para todo k € N. Assim, X C X.

Defini¢ao A.18. Dizemos que um conjunto X C R" é fechado quando X = X. Equiva-
lentemente, X é fechado se toda sequéncia {2*} C X converge para um ponto de X.

Observacao A.19. O fecho de um conjunto X C R” pode ser definido como X = XUOX.
Assim, X é fechado se, e somente se, 0.X C X.

Defini¢cao A.20. Um conjunto X C R" é limitado quando existe M > 0 tal que ||z|| < M
para todo x € X.

Definicao A.21. Dizemos que X C R" é compacto quando é fechado e limitado.

Definicao A.22. Seja X C R". Dizemos que um ponto a € R™ é um ponto de acumulacao
de X quando toda bola aberta de centro a contém algum ponto de X, diferente do ponto
a.

Definicao A.23. Sejam X e Y conjuntos nao vazios em R"™. Definimos a distancia entre
X eY por
dist(X,Y) =inf{||lz —y|| : 2 € X,y e Y}.

Um caso particular importante da distancia entre dois conjuntos ocorre quando um
deles se reduz a um ponto.

Definicao A.24. Dados z € R" e um conjunto nao vazio ¥ C R", a distancia entre o
ponto x e o conjunto Y é dada por

dist(z,Y) = inf{||lz —y|| : y € Y}

A.3 Analise convexa

Nesta secao, apresentamos alguns resultados importantes em andlise convexa que sao
fundamentais no estudo de problemas de otimizagdo. Com hipdteses de convexidade, as
condicoes necessarias de otimalidade passam a ser suficientes. Em outras palavras, todo
ponto estacionario é uma soluc¢ao do problema.

Definicao A.25. Dados x,y € R", o segmento de reta de extremos z e y é o conjunto
[z, yl ={(1 =)z + 1y, 0 <t <1}.

Definicao A.26. Dizemos que um conjunto {2 C R™ é convexo quando dados z,y € 2,
tivermos [z, y] C Q.
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Lema A.27 ([59], p. 52). Seja Q@ C R™ um conjunto nao vazio, convezo e fechado. Dado
z € R", existe um unico z € () tal que, para qualquer x € €,

Iz = zl2 < [z — 2.
Z € a projecao do ponto z sobre o conjunto ), denotado por z = Py(z).

Teorema A.28. Sejam 2 C R™ um conjunto ndo vazio, convexo e fechado, z € R" e
z = Py(z), entao para todo x € €,

(z—Zz,x—2z) <0.

Demonstragio. Considere z € Q et € (0,1]. Pela convexidade de Q, temos (1—t)z+tz €
Q). Portanto,
Iz =2l = llz = (L =)z — ta|| = ||z = 2+ t(z — 2)|.

Assim,
Iz = 2l < flz = 2+ t(2 = 2)|I” = [l = 2> + 2tz — 2,2 — 2) + £*]|Z — 2|*.

Como t > 0, temos 2(z — z,z — z) < t||z — x||>. Tomando o limite quando ¢ — 0,
obtemos (z — z,x — z) < 0. O

Teorema A.29. Sejam 2 C R™ um conjunto nao vazio, convezro e fechado, z € R™. Se
z € Q) satisfaz
(z—z,x—7%) <0,

para todo x € ), entdo Z = Po(z).

Demonstracio. Dado x € (2, temos

lz—2I* = llz —2lI* = —2(z,2) + (£,2) + 2{z,2) — (z,2) £ (z,%)

Logo, z = Pq(z). O

Teorema A.30. Sejam f : R — R uma funcdo diferenciavel e C C R™ um conjunto
convezo e fechado. Se x € C' € minimizador de f em C, entao

Po(x —aV f(z)) =z, para todo o > 0.

Definigao A.31. Seja (2 C R" um conjunto convexo. Uma funcao f : R"™ — R é convexa
em () quando, para todos z,y € Qe 0 <t <1,

F((1 =tz +ty) < (1L =6)f(@) +tf(y).
Definicao A.32. Dada uma func¢ao f : R™ — R, definimos o epigrafo de f por
Ef:={(z,c) e R" xR : f(x) < c}.

Teorema A.33. Seja C C R™ um conjunto convero. Uma funcao f: C' — R é convera
em C' se, e somente se, o epigrafo de f é um conjunto convexo em R,
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Demonstragio. (=) Sejam (x,¢1) € Ef e (y,c2) € Ef. Como f(z) < ¢ e f(y) < cq, pela
convexidade de f, para todo t € [0, 1] tem-se

=tz +ty) <A =) f(x) +tf(y) < (1 = t)er +tey.

Logo,
(I—=t)(z,c1) +t(y,c2) = (1 —t)x + ty, (1 — t)ey + teo) € Ey.

Portanto E; é convexo.

(<) Agora suponha Ef convexo e sejam z,y € C e t € [0,1]. Logo, (z, f(z)) € Ef e
(y, f(y)) € E¢. Como E; é convexo, temos

(1= ), f(2)) + ty, f) = (1 =)z +ty, (1 = ) f () + tf(y)) € Ey.

Pela defini¢do de Ey, segue que f((1 —t)z +ty) < (1 —t)f(z) +tf(y). Portanto f é
convexa. O

Teorema A.34 ([59], p. 57). Sejam Q C R™ convezo e f: Q — R uma fungiao conveza.
Se x* € Q) € minimizador local de f, entdo x* é minimizador global de f.

Demonstracdo. Seja x* € {2 um minimizador local de f, ou seja, existe § > 0 tal que
f(z*) < f(x) para todo x € QN B(z*;9). Tomey € Q, y & B(xz*;0) e 0 <t < d/|ly—z*|.
Logo o ponto = = (1 — t)x* 4 ty satisfaz ||z — 2*|| = t||ly — 2*|| < I e assim, x € B(x*;0).
Pela convexidade de f, temos

F(L=t)a" +ty)) < (1 =) f(2") +1f(y).

Segue que
f@) < f((L=t)a" +ty)) < (L —1)f(27) +1f(y)

Logotf(z*) < tf(y)e,comot > 0, segue que f(z*) < f(y). Portanto z* é minimizador
global de f. O]

Teorema A.35. Sejam 2 C R™ um conjunto convexo e f : R™ — R uma fungdo diferen-
ciavel em ). Entao f é convera em () se, e somente se,

fy) > flx) + V() (y —x), Yo,y e Q.

Demonstragio. (=) Suponha f convexa. Sejam z,y € Qe 0 <t < 1. Como € é convexo,
temos que x + t(y — ) € Q. Pela diferenciabilidade da fungao f, temos

o £ 8= 2)) = f(@)

t—0t t

— Vf(2)" (y - ). (A1)
Usando a convexidade de f, temos

A=tz +ty) = flz+ily —2)) < (L =1)f(z) +1f(y). (A.2)
Dividindo a expressao por t e tomando o limite quando ¢t — 0%, obtemos

V@) (y - ) = lim 1O D) = /(@)

t—0+ t

< fly) — f(x).
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(<) Tome z = (1 — t)x + ty. Assim, pela hip6tese temos

fl@) = f(2) + V() (x—2) e [fly) = f(2)+ V() (y - 2).

Multiplicando a primeira desigualdade por (1—t), a segunda por t e somando, obtemos

(L=t)f(@)+tfy) > F(L—tr+ty) + VI (1 —thr+ty—z) = F(1 -tz +ty).
O

Corolario A.36. Sejam f : R" — R uma func¢io convexa, diferencidvel e C'° C R”
convezo. Se (Vf(x),y —x) >0, para todo y € C, entao x é um minimizador global de f
em C. Em particular, todo ponto estaciondrio é minimizador global.

Teorema A.37. Sejam f: R"™ — R uma funcao convezxa diferencidvel e C' C R™ convexo
e fechado. Se
Pe(r = Vf(z)) =z,

entao x € C' é minimizador global de [ em C.
Demonstra¢io. Como Po(x — V f(x)) = z, usando o Teorema [A.28 temos
(=Vf(z)y—z)=(x-Vf(z)-zy—1z) <0
Portanto, pelo Coroldrio [A.306] temos que x é minimizador global de f em C. n

Teorema A.38 ([59], p. 60). Sejam f: R™ — R uma funcdo de classe C* e C C R™ um
conjunto convezo.

(i) Se V*f(x) >0, para todo x € C, entao f é conveza em C.
(ii) Se f é convexa em C e int C # 0, entio V*f(x) > 0, para todo x € C.
Outra ferramenta 1til em andalise convexa é a no¢ao de cone normal.

Definigao A.39. Sejam 2 C R um conjunto convexo e x* € Q. O cone normal (cone
de diregoes normais) no ponto x* em relagdo ao conjunto €2 é dado por

No(z*)={d e R": (d,x —z*) <0, Vz € Q}.
Proposicao A.40. Seja 2 C R™ um conjunto convexo fechado e x € ), entao
d € No(z) & Po(z+d) = =x.
Demonstragio. (=) Dado d € Nq(x), temos que
(dyy—z) <0< ((z+d) —x,y—x) <0, para todo y € Q.
Pelo Teorema [A.29| segue que x = Po(x + d).
(<) Como Po(x + d) = x, entdo pelo Teorema |[A.28| temos
(d,y —x) ={((x+d) —x,y — ) <0, para todo y € Q.

Portanto d € Ng(x). O
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