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RESUMO

O principal objetivo desta dissertação é estudar métodos numéricos para a resolu-

ção de um problema de otimização restrita, utilizando como principais ferramentas as

condições sequenciais de otimalidade de primeira e segunda ordem adequadas. É

feito um estudo detalhado acerca de cada condição sequencial de otimalidade, mos-

trando suas consequências na implementação de algoritmos práticos para otimização

restrita. Além disso, é apresentado resultados importantes em otimização não linear,

como as condições de qualificação conhecidas e suas relações com as condições

sequenciais.

Palavras-chave: Otimização não-linear. Condições de otimalidade. Condições de qua-
lificação. Condições sequenciais.



ABSTRACT

The main objective of this dissertation is to study numerical methods for solving a

constrained optimization problem, using as main tools the appropriate first and second

order sequential optimality conditions. A detailed study is made about each sequential

optimality condition, showing its consequences in the implementation of practical algo-

rithms for constrained optimization. In addition, important results in nonlinear optimi-

zation are presented, such as the known constraint qualifications and their relationship

with the sequential conditions.

Keywords: Nonlinear optimization. Optimality conditions. Constraint qualifications.
Sequential conditions.
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Introdução

O problema principal a ser considerado neste trabalho é o de minimizar uma função
f(x) sujeito a x ∈ Ω, onde Ω é um subconjunto de Rn definido através de restrições de
igualdades e desigualdades. Assim, nosso objetivo é encontrar os pontos x∗ ∈ Ω que mini-
mizam a função objetivo f . Esse tipo de problema é denominado problema de otimização
restrita, podendo ser linear ou não linear. Problemas desta natureza são frequentemente
encontrados no nosso cotidiano. Tais problemas vêm por exemplo da engenharia [18],
pesquisa operacional [30, 46], finanças [26], tecnologia espacial [64], agricultura [54], den-
tre outros. Achar uma solução global para um problema de otimização restrita significa
encontrar x∗ ∈ Ω tal que f(x∗) ≤ f(x) para todo x ∈ Ω. Porém, encontrar soluções
globais pode ser muito difícil na prática e, portanto, nosso interesse nesta dissertação é
trabalhar com a minimização local.

A maioria dos métodos numéricos existentes na literatura atual são iterativos. Com o
desenvolvimento de computadores no Século XX tornou-se possível resolver muitos proble-
mas de otimização restrita por meio de algoritmos iterativos. Entre os diferentes métodos,
mencionamos o método Lagrangiano aumentado [22], programação quadrática sequencial
[57], método de pontos interiores [24] e restauração inexata [50]. Esses métodos foram
amplamente estudados na literatura com muitas aplicações importantes em otimização.

Ao utilizar um algoritmo iterativo para resolver um problema de otimização restrita,
precisamos decidir se uma iteração computada está próxima ou não da solução ótima, ou
seja, precisamos saber quando encerrar a execução do algoritmo. Uma vez que testar a
otimalidade é muito difícil, o ideal é parar o algoritmo quando uma condição necessá-
ria de otimalidade é aproximadamente satisfeita. As condições de Karush-Kuhn-Tucker
(KKT) [43, 44] que veremos ao longo desta dissertação, fornecem uma base teórica para
a definição de critérios de parada adequados para esses algoritmos. Formas aproximadas
das condições KKT são usadas para declarar que uma iteração é satisfatória o suficiente
para fins de métodos iterativos práticos desde os anos 50, quando surgiram os primeiros
algoritmos de otimização restrita.

As condições sequenciais de otimalidade foram introduzidas com o objetivo de estudar
a convergência global de algoritmos iterativos. Como veremos ao longo deste trabalho,
essas condições fornecem ferramentas teóricas adequadas para justificar critérios de parada
para esses algoritmos. Em geral, uma condição sequencial de otimalidade deve cumprir
as três propriedades abaixo:

• deve ser uma condição necessária de otimalidade independentemente de qualquer
condição de qualificação;

• devem existir métodos numéricos significativos que geram sequências cujos pontos
limites satisfazem a condição;

10



Introdução 11

• deve implicar condições de otimalidade da forma “KKT ou não-CQ” para CQs
fracas, onde CQ é uma condição de qualificação.

Uma vez que as condições sequenciais de otimalidade são condições necessárias para
a otimização restrita, independentemente de condições de qualificação, a questão de sua
força passa a ser relevante. Do ponto de vista prático, esse fato justifica a decisão tomada
em todo software de otimização não testando as condições de qualificação. Por outro
lado, o fato de que as condições sequenciais devem implicar condições de otimalidade da
forma “KKT ou não-CQ”, existe um grande interesse em estudar condições de qualificação
fracas, pois elas geram condições de otimalidade fortes que servem como uma medida de
força para a condição sequencial. Portanto, estamos interessados em estudar condições
sequenciais fortes, no sentido de que existam minimizadores que não a satisfaçam; que
sejam de simples verificação prática e que possam ser usadas como critério de parada em
algoritmos práticos.

A presente dissertação está dividida em quatro capítulos e um Apêndice. No pri-
meiro capítulo, é feito um estudo dos principais conceitos que serão fundamentais para
o desenvolvimento deste trabalho, como a teoria de cones e resultados básicos de análise
variacional.

O capítulo dois está dividido em três seções. Na primeira seção, apresentamos as con-
dições de qualificação de primeira ordem conhecidas na literatura e que serão de suma
importância no estudo das condições sequenciais. Na segunda seção estudamos com de-
talhes as condições sequenciais de otimalidade de primeira ordem conhecidas atualmente
na literatura, mostrando as relações entre elas. Na terceira seção, apresentamos, para
cada condição sequencial, a condição de qualificação mínima associada que garante que
todo minimizador local é um ponto estacionário. As referências [7, 8, 9, 38, 58] foram as
principais utilizadas na elaboração deste capítulo.

No capítulo três, tratamos das condições de otimalidade de segunda ordem e das con-
dições de qualificação de segunda ordem conhecidas atualmente. Em particular, apresen-
tamos uma importante condição sequencial de segunda ordem, conhecida como condição
aproximadamente KKT de segunda ordem (AKKT2) [58], apropriada para a análise de
algoritmos com convergência a pontos estacionários de segunda ordem.

No último capítulo, apontamos as principais conclusões e possíveis pesquisas futuras
envolvendo as condições sequenciais. No Apêndice, apresentamos alguns pré-requisitos
fundamentais que foram utilizados durante o desenvolvimento do trabalho. Por fim, a
riqueza nos detalhes das demonstrações e exemplos constituem a principal contribuição
deste trabalho.



1 Fundamentos

Um problema geral de otimização restrita em dimensão finita consiste em

minimizar f(x)
sujeito a x ∈ Ω,

(1.1)

onde Ω é um subconjunto de Rn e f : Rn → R é uma função continuamente diferenciável
num aberto que contém Ω.

O conjunto Ω é chamado de conjunto viável do problema, os pontos de Ω são chamados
de pontos viáveis, e f é chamada função objetivo.

Definição 1.1. Dizemos que um ponto x∗ ∈ Ω é

(i) um minimizador global de (1.1) se f(x∗) ≤ f(x) ∀x ∈ Ω;

(ii) um minimizador local de (1.1) se existe δ > 0 tal que

f(x∗) ≤ f(x), ∀x ∈ B(x∗; δ) ∩ Ω.

Um minimizador global pode não existir, é o caso quando Ω é vazio, onde dizemos que
o problema é inviável, ou quando existe uma sequência {xk} ⊂ Ω tal que f(xk) → −∞,
onde dizemos que o problema é ilimitado. Uma condição suficiente para a existência de
uma solução é que Ω seja compacto e não vazio. A maioria dos algoritmos não garantem a
descoberta de uma solução ótima, mas sim, pontos que são possíveis candidatos à solução.
Assim, nosso objetivo é estudar propriedades que sejam satisfeitas por todas as soluções
do problema. Tais propriedades são denominadas condições de otimalidade.

Definição 1.2. Uma propriedade P sobre pontos de Rn é dita uma condição de otimali-
dade se

x é minimizador global⇒ x satisfaz P .

A propriedade de ser um minimizador local ou global são condições de otimalidade.
Ser minimizador local é estritamente mais fraco que ser um minimizador global, porém,
em geral pode ser muito difícil encontrar soluções locais.

Um exemplo clássico é quando o problema não possui restrições, ou seja, quando
Ω = Rn. Neste caso, se a função objetivo f é diferenciável e se x∗ é minimizador local,
então ∇f(x∗) = 0. Além disso, se f é duas vezes diferenciável, então xT∇2f(x∗)x ≥ 0
para todo x ∈ Rn. Estas propriedades são condições de otimalidade que geralmente são
simples de serem verificadas por envolverem somente o cálculo das derivadas de f .

12



Fundamentos 13

Observação 1.3. Qualquer problema de maximização max f(x) sujeito a x ∈ Ω, pode
ser transformado em um problema de minimização equivalente min−f(x) sujeito a x ∈ Ω.
Em particular, as soluções locais e globais de ambos os problemas são as mesmas, com
sinais opostos para os valores ótimos. Assim, do ponto de vista matemático, não existe
nenhuma diferença relevante entre problemas de minimização e maximização. Por esta
razão, vamos considerar apenas problemas de minimização.

Tipicamente, o conjunto viável é definido como

Ω = {x ∈ Rn : h(x) = 0, g(x) ≤ 0},

onde h : Rn → Rm e g : Rn → Rp são funções continuamente difenciáveis.

Equivalentemente, os pontos do conjunto Ω satisfazem o seguinte sistema de igualdades
e desigualdades:

hi(x) = 0, i = 1, . . . , m,
gj(x) ≤ 0, j = 1, . . . , p,

onde as funções hi, gj : Rn → R são chamadas de restrições funcionais.

Denotamos por A(x) = {j ∈ {1, . . . , p} : gj(x) = 0} o conjunto de índices de restrições
de desigualdade ativas em x.

A partir de agora, vamos considerar o problema

minimizar f(x)
sujeito a h(x) = 0,

g(x) ≤ 0,
(1.2)

onde f : Rn → R, h : Rn → Rm e g : Rn → Rp são funções continuamente diferenciáveis.
Salvo menção explícita, vamos considerar sempre

Ω := {x ∈ Rn : h(x) = 0, g(x) ≤ 0}.

Quando a função objetivo f e as restrições são dadas por funções afins, o problema
(1.2) é chamado de problema de otimização linear. Se alguma das funções é não linear,
então o problema (1.2) é chamado de problema de otimização não linear.1

Muitos problemas científicos e tecnológicos tais como engenharia, física, pesquisa ope-
racional, finanças, entre outros, precisam da solução de problemas desta forma. Podemos
encontrar diversos métodos numéricos para resolver um problema de otimização, como
por exemplo, o algoritmo simplex no caso de problemas de otimização linear. No caso não
linear, é necessário o estudo de condições de otimalidade adequadas que possam ser usadas
como critério de parada em algoritmos práticos. As condições sequenciais de otimalidade
que estudaremos ao longo desta dissertação são boas ferramentas para esse estudo.

Alguns algoritmos procuram determinar uma direção segundo a qual f decresce. Essas
direções são chamadas de direções de descida.

Definição 1.4. Dada uma função f : Rn → R, um ponto x ∈ Rn e uma direção d ∈
Rn \ {0}, dizemos que d é uma direção de descida para f , a partir de x, quando existe
δ > 0 tal que f(x + td) < f(x), para todo t ∈ (0, δ).

1Haeser e Ramos [38], p. 3
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Teorema 1.5. Se ∇f(x)T d < 0, então d é uma direção de descida para f , a partir de x.

Demonstração. Temos que

∇f(x)T d = ∂f

∂d
(x) = lim

t→0

f(x + td)− f(x)
t

.

Pela hipótese e pela preservação do sinal, existe δ > 0 tal que

f(x + td)− f(x)
t

< 0,

para todo t ∈ (−δ, δ) \ {0}. Portanto, f(x + td) < f(x), para todo t ∈ (0, δ).

Um resultado importante é Lema de Carathéodory:

Lema 1.6 (Carathéodory). Sejam u1, . . . , um, v1, . . . , vp ∈ Rn. Suponha que

x =
m∑

i=1
λiui +

p∑
j=1

µjvj

com µj ≥ 0, para todo j = 1, . . . , p. Então existem I ⊂ {1, . . . , m}, J ⊂ {1, . . . , p} e
escalares λ̃i, i ∈ I, µ̃j ≥ 0, j ∈ J tais que

x =
∑
i∈I

λ̃iui +
∑
j∈J

µ̃jvj

e os vetores {ui}i∈I ∪ {vj}j∈J são linearmente independentes.

Demonstração. Sem perda de generalidade, suponhamos que λi ̸= 0 e µj > 0 para todo
i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , p.

Suponha que os vetores {ui}m
i=1∪{vj}p

j=1 são linearmentes dependentes. Logo, existem
escalares αi e βj, não todos nulos, tais que

m∑
i=1

αiui +
p∑

j=1
βjvj = 0.

Logo, usando a hipótese, temos

x =
m∑

i=1
(λi − tαi)ui +

p∑
j=1

(µj − tβj)vj

para todo t ∈ R. Para t = 0, nenhum dos coeficientes na igualdade acima se anula. Seja
t̃ o t de menor módulo que anula pelo menos um dos coeficientes λi − tαi ou µj − tβj.
Assim,

x =
m∑

i=1
(λi − t̃αi)ui +

p∑
j=1

(µj − t̃βj)vj.

Claramente, µj − t̃βj ≥ 0 para todo j, mas conseguimos escrever x como combinação
linear de, no máximo, m + p − 1 vetores. Este processo pode ser repetido até que os
vetores que contribuem à combinação linear sejam linearmente independentes.
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1.1 Condições de otimalidade geométricas
Nesta seção, introduzimos uma primeira condição de otimalidade, conhecida como

condição de otimalidade geométrica. A idéia é analisar o ângulo de ∇f(x∗) com direções
que apontam aproximadamente para o interior do conjunto viável. Para isso, definiremos
um conceito importante no estudo de problemas de otimização, o conceito de cone.

Definição 1.7 (Cone). Um subconjunto C ⊂ Rn é um cone, quando, para todo t ≥ 0 e
d ∈ C, tem-se td ∈ C.

Definição 1.8. Seja C ⊂ Rn um cone. Denotamos por C◦ o cone polar de C, dado por

C◦ = {v ∈ Rn : ⟨v, d⟩ ≤ 0, ∀d ∈ C}.

Outro objeto geométrico de vital importância é o cone tangente, que será útil para
obter relações entre algumas condições de otimalidade e condições de qualificação.

Definição 1.9. Dado x ∈ Ω, dizemos que um vetor d ∈ Rn é uma direção tangente a Ω
a partir de x quando for igual ao vetor nulo ou existe uma sequência {xk} ⊂ Ω tal que
xk ̸= x para todo k,

xk → x e xk − x

∥xk − x∥
→ d

∥d∥
.

O conjunto formado por todas as direções tangentes é um cone, denominado cone
tangente a Ω em x e denotado por TΩ(x).

Observamos que, de forma equivalente, o cone tangente pode ser definido como

TΩ(x) =

d ∈ Rn

∣∣∣∣∣
∃{tk} ⊂ R+, tk → 0+,

{dk} ⊂ Rn, dk → d, tal que
x + tkdk ∈ Ω, ∀k ∈ N

 .

De fato, seja T ′ o conjunto do lado direito da igualdade acima e considere 0 ̸= d ∈ T ′.
Defina a sequência {xk} por xk = x + tkdk. Então xk → x e {xk} ⊂ Ω. Além disso, como
dk → d, segue que

xk − x

∥xk − x∥
= tkdk

∥tkdk∥
= dk

∥dk∥
→ d

∥d∥
.

Portanto, d ∈ TΩ(x). Para provar a inclusão contrária, basta definir tk := ∥x
k − x∥
∥d∥

e

dk := ∥d∥
∥xk − x∥

(xk − x), para todo k ∈ N.

Teorema 1.10 ([29], Teorema 3.12). Uma direção d ∈ Rn é uma direção tangente ao
conjunto Ω a partir de x se, e somente se,

dist(x + td, Ω) = o(t), ∀t ≥ 0.

Teorema 1.11 ([29], Lema 3.14). O cone tangente é um conjunto fechado.
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Lema 1.12. Dado C ⊂ Rn, então C◦ é um cone, convexo e fechado.

Demonstração. Sejam d ∈ C◦ e t ≥ 0. Logo ⟨d, x⟩ ≤ 0 para todo x ∈ C. Multiplicando
por t, obtemos ⟨td, x⟩ ≤ 0 para todo x ∈ C. Portanto, td ∈ C◦. Agora vamos mostrar
que C◦ é convexo. Dados x, y ∈ C◦ e t ∈ [0, 1], temos ⟨x, v⟩ ≤ 0 e ⟨y, v⟩ ≤ 0 para todo
v ∈ C. Logo,

⟨(1− t)x, v⟩+ ⟨ty, v⟩ = ⟨(1− t)x + ty, v⟩ ≤ 0, ∀v ∈ C.

Assim, (1 − t)x + ty ∈ C◦. Para mostrar que C◦ é fechado, considere {dk} ⊂ C◦ tal
que dk → d. Logo, para cada k ∈ N e x ∈ C, tem-se ⟨dk, x⟩ ≤ 0. Assim, ⟨d, x⟩ ≤ 0, donde
d ∈ C◦.
Lema 1.13. Se C é um cone convexo fechado não vazio, então (C◦)◦ = C.

Demonstração. Considere qualquer y ∈ C◦ e x ∈ C, então ⟨x, y⟩ ≤ 0, o que significa que
x ∈ (C◦)◦. Agora seja z ∈ (C◦)◦. Como C é convexo fechado, o Lema A.27 garante a
existência e unicidade da projeção z = PC(z). O Teorema A.28 implica que

⟨z − z, x− z⟩ ≤ 0, ∀x ∈ C.

Tomando x = 0 e x = 2z na relação anterior, obtemos ⟨z − z, z⟩ = 0. Assim,
⟨z − z, x⟩ ≤ 0 para todo x ∈ C. Logo z − z ∈ C◦. Como z ∈ (C◦)◦, temos que
⟨z − z, z⟩ ≤ 0. Portanto,

∥z − z∥2 = ⟨z − z, z − z⟩ = ⟨z − z, z⟩ − ⟨z − z, z⟩ = ⟨z − z, z⟩ ≤ 0,

o que implica que z = z ∈ C.
Lema 1.14 ([59], Lema 7.12). Sejam a1, . . . , am vetores em Rn. O conjunto

C =
{

x ∈ Rn : x =
m∑

i=1
µiai, µi ≥ 0, i = 1, . . . , m

}
é um cone convexo e fechado.
Lema 1.15 (Lema de Farkas). Dados vetores a1, . . . , am e b em ∈ Rn, então exatamente
um dos seguintes sistemas têm solução:

m∑
i=1

βiai = b, β1, . . . , βm ≥ 0; (1.3)

aT
i x ≤ 0, ∀i ∈ {1, . . . , m}, e bT x > 0, x ∈ Rn. (1.4)

Demonstração. Suponha que o sistema (1.3) tenha solução. Então
m∑

i=1
βiai = b com βi ≥ 0

para todo i = 1, . . . , m. Logo, dado x ∈ Rn, tal que aT
i x ≤ 0, temos bT x =

m∑
i=1

βi(aT
i x) ≤ 0

e, portanto, o sistema (1.4) não tem solução. Agora suponha que (1.3) não tem solução.
Considere

C =
{

x ∈ Rn : x =
m∑

i=1
βiai, βi ≥ 0, i = 1, . . . , m

}
.

Logo b /∈ C. Em virtude do Lema 1.14, temos que C é convexo e fechado. Usando o
Lema 1.13, segue-se que C = (C◦)◦. Logo existe x ∈ C◦ tal que bT x > 0. Além disso,
temos

m∑
i=1

βia
T
i x ≤ 0, βi ≥ 0, i = 1, . . . , m.

Tomando (β1, . . . , βm) = ej, j = 1, . . . , m, obtemos aT
i x ≤ 0, completando a prova.
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Uma vez que calcular o cone tangente explicitamente pode ser muito difícil, gostaría-
mos de definir um cone que contenha as informações de primeira ordem do problema e
que seja mais simples de ser simulado numericamente.
Definição 1.16. O cone linearizado de Ω em x é definido como

LΩ(x) := {d ∈ Rn : ∇hi(x)T d = 0, i = 1, . . . , m; ∇gj(x)T d ≤ 0, j ∈ A(x)}.

LΩ(x) é as vezes chamado de “cone de variações de primeira ordem” ou cone de direções
viáveis. Note que LΩ(x) pode ser visto como um conjunto viável, onde linearizamos as
retrições de igualdade e as de desigualdade ativas. Quando as restrições do problema são
lineares, o cone linearizado coincide com o cone tangente.
Lema 1.17. Dado x ∈ Ω, considere o conjunto

S(x) :=
v ∈ Rn : v =

m∑
i=1

λi∇hi(x) +
∑

j∈A(x)
µj∇gj(x), µj ≥ 0, j ∈ A(x), λi ∈ R

 .

Então S(x) é um cone convexo fechado e LΩ(x)◦ = S(x).

Demonstração. Primeiro, mostraremos que LΩ(x) = S(x)◦. Sejam d ∈ LΩ(x) e v ∈ S(x).
Logo, ∇hi(x)T d = 0 para todo i = 1, . . . , m e ∇gj(x)T d ≤ 0 para todo j ∈ A(x). Assim,

dT v =
m∑

i=1
λi∇hi(x)T d +

∑
j∈A(x)

µj∇gj(x)T d ≤ 0.

Portanto, d ∈ S(x)◦. Para provar a inclusão contrária, considere d ∈ S(x)◦. Então
dT v ≤ 0 para todo v ∈ S(x). Como ±∇hi(x) ∈ S(x) para todo i = 1, . . . , m, temos que

∇hi(x)T d ≤ 0 e (−∇hi(x))T d ≤ 0.

Assim, ∇hi(x)T d = 0 para todo i = 1, . . . , m. Além disso, ∇gj(x) ∈ S(x) para todo
j ∈ A(x) e, portanto, ∇gj(x)T d ≤ 0, concluindo que d ∈ LΩ(x).

O Lema 1.14 garante que S(x) um cone é convexo fechado, basta ver que qualquer
elemento de S(x) pode ser escrito como∑

i:λi≥0
λi∇hi(x) +

∑
i:λi<0

(−λi)(−∇hi(x)) +
∑

j∈A(x)
µj∇gj(x).

Logo, pelo Lema 1.13, temos

LΩ(x)◦ = (S(x)◦)◦ = S(x),

completando a demonstração.
Lema 1.18. Se x∗ ∈ Ω é um minimizador local do problema (1.2), então para todo
d ∈ TΩ(x∗) tem-se ∇f(x∗)T d ≥ 0.

Demonstração. Seja d ∈ TΩ(x∗), logo existem sequências {tk} ⊂ R+ e {dk} tais que
tk → 0, dk → d e x∗ +tkdk ∈ Ω para todo k ∈ N. Como x∗ +tkdk → x∗ e x∗ é minimizador
local, temos que f(x∗) ≤ f(x∗ + tkdk) para k suficientemente grande. Aplicando expansão
de Taylor, temos

f(x∗) ≤ f(x∗ + tkdk) = f(x∗) + tk∇f(x∗)T dk + o(tk)

onde o(tk)/tk → 0. Assim, tk∇f(x∗)T dk + o(tk) ≥ 0. Dividindo ambos os lados da
desigualdade por tk e tomando o limite, obtemos ∇f(x∗)T d ≥ 0 para todo d ∈ TΩ(x∗).
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Como consequência do Lema acima temos o seguinte resultado:

Teorema 1.19 (Condição de otimalidade geométrica). Se x∗ ∈ Ω é um minimizador local
do problema (1.2), então −∇f(x∗) ∈ TΩ(x∗)◦.

Lema 1.20. Dado x∗ ∈ Ω, então vale TΩ(x∗) ⊂ LΩ(x∗).

Demonstração. Seja d ∈ TΩ(x∗), d ̸= 0, por definição, existe uma sequência {xk} ⊂ Ω tal

que xk → x∗ e xk − x∗

∥xk − x∗∥
→ d

∥d∥
. Pela diferenciabilidade de g e h, segue que

hi(xk) = hi(x∗) +∇hi(x∗)T (xk − x∗) + o(∥xk − x∗∥), i = 1, . . . , m,
gj(xk) = gj(x∗) +∇gj(x∗)T (xk − x∗) + o(∥xk − x∗∥), j ∈ A(x∗),

onde lim
k→∞

o(∥xk − x∗∥)
∥xk − x∗∥

= 0.

Como xk, x∗ ∈ Ω para todo k ∈ N, temos

∇hi(x∗)T (xk − x∗)
∥xk − x∗∥

+ o(∥xk − x∗∥)
∥xk − x∗∥

= 0, i = 1, . . . , m

∇gj(x∗)T (xk − x∗)
∥xk − x∗∥

+ o(∥xk − x∗∥)
∥xk − x∗∥

≤ 0, j ∈ A(x∗).

Tomando o limite, obtemos∇hi(x∗)T d

∥d∥
= 0 e∇gj(x∗)T d

∥d∥
≤ 0. Portanto d pertence

a LΩ(x∗).

1.1.1 Geometria variacional
Nesta subseção, faremos uma breve abordagem à geometria variacional [61], através

de objetos geométricos de fundamental importância em otimização e em análise variaci-
onal. Tal abordagem pode ser elaborada associando cada ponto x ∈ Ω a certos cones de
vetores tangentes e vetores normais, que generalizam os subespaços tangente e normal da
geometria diferencial clássica, o que nos motiva a introduzir o conceito de multifunção.

Definição 1.21. Um mapa F : Rs ⇒ Rd é uma multifunção se para cada x ∈ Rs, F (x)
é um subconjunto de Rd. Definimos o domínio, a imagem e o gráfico de F por

dom F := {x ∈ Rs : F (x) ̸= ∅}, range F := {y ∈ Rd : ∃x ∈ Rs com y ∈ F (x)},
graf F := {(x, y) : y ∈ F (x)},

respectivamente.

Os cones tangente, normal e linearizado são exemplos de multifunções.

Definição 1.22. Dada uma multifunção F : Rs ⇒ Rd, o limite exterior sequencial de
Painlevé-Kuratowski de F (x) quando x→ x∗ é denotado por

lim sup
x→x∗

F (x) := {y ∈ Rd : ∃ (xk, yk)→ (x∗, y) tal que yk ∈ F (xk), ∀k ∈ N}.

e o limite interior por

lim inf
x→x∗

F (x) := {y ∈ Rd : ∀xk → x∗, ∃ yk → y tal que yk ∈ F (xk), ∀k ∈ N}.
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Definição 1.23. Dizemos que F é semi-contínua exteriormente em x∗ quando

lim sup
x→x∗

F (x) ⊂ F (x∗)

e F é semi-contínua interiormente em x∗ quando

lim inf
x→x∗

F (x) ⊃ F (x∗).

Dizemos que F é contínua em x∗ se F for simultaneamente semi-contínua exteriormente
e semi-contínua interiormente em x∗.

Observação 1.24. Dado x ∈ Ω, o cone tangente a Ω em x pode ser definido como

TΩ(x) = lim sup
t→0+

Ω− x

t
.

De fato, dado d ∈ lim sup
t→0+

Ω− x

t
, pela definição de limite exterior existe {tk} ⊂

R+, tk → 0+, {dk} ⊂ Rn, dk → d tais que dk ∈ (Ω− x)/tk para todo k ∈ N. Logo, para
cada k existe wk ∈ Ω tal que dk = wk − x

tk

. Assim, x + tkdk = wk ∈ Ω, ou seja, d ∈ TΩ(x).
Para mostrar a outra inclusão, basta seguir os mesmos passos.

Definição 1.25. Seja x∗ ∈ Ω. O cone normal regular de Ω em x∗ é o conjunto

N̂Ω(x∗) := {d ∈ Rn : ⟨d, x− x∗⟩ ≤ o(∥x− x∗∥), x ∈ Ω}.

E o cone normal limite de Ω em x∗ é dado por

NΩ(x∗) := lim sup
x→x∗,x∈Ω

N̂Ω(x).

Quando Ω é um conjunto convexo, o cone regular normal e cone normal limite coin-
cidem com a noção clássica de cone normal usado na análise convexa que definimos no
Apêndice A (Definição A.39). Para todo x ∈ Ω, tem-se N̂Ω(x) ⊂ NΩ(x). De fato, sejam
d ∈ N̂Ω(x∗) e x∗ ∈ Ω. Pela definição, segue que ⟨d, x−x∗⟩ ≤ o(∥x−x∗∥) para todo x ∈ Ω.
Defina dk = d e xk = x∗ para todo k ∈ N. Obviamente dk → d, xk → x∗ e dk ∈ N̂Ω(xk).
Portanto d ∈ NΩ(x∗).

Teorema 1.26. Se x∗ ∈ Ω é minimizador local do problema (1.2), então −∇f(x∗) ∈
N̂Ω(x∗).

Quando Ω é um conjunto convexo, essa condição também pode ser escrita na forma

⟨−∇f(x∗), x− x∗⟩ ≤ 0 para todo x ∈ Ω.

Demonstração. Como x∗ é minimizador local, então existe uma vizinhança V de x∗ tal que
f(x∗) ≤ f(x) para todo x ∈ V , ou seja, f(x)−f(x∗) ≥ 0. Em virtude da diferenciabilidade
de f , temos

0 ≤ f(x)− f(x∗) = ⟨∇f(x∗), x− x∗⟩+ o(∥x− x∗∥).
Logo, ⟨−∇f(x∗), x − x∗⟩ ≤ o(∥x − x∗∥) para todo x ∈ Ω. Portanto, concluímos que

−∇f(x∗) ∈ N̂Ω(x∗).



Condições de otimalidade geométricas 20

A próxima proposição estabelece uma relação entre os cones N̂Ω(x) e TΩ(x).

Proposição 1.27. Sejam Ω ⊂ Rn e x∗ ∈ Ω, então

d ∈ N̂Ω(x∗)⇔ ⟨d, w⟩ ≤ 0, para todo w ∈ TΩ(x∗).

Demonstração. (⇒) Considere d ∈ N̂Ω(x∗) e w ∈ TΩ(x∗). Pela definição de cone tangente,

existem sequências {xk} ⊂ Ω, xk → x∗ e tk → 0+ tal que wk = xk − x∗

tk

→ w. Como

d ∈ N̂Ω(x∗), então temos ⟨d, wk⟩ ≤ o(∥tkwk∥)
tk

→ 0. Portanto, ⟨d, w⟩ ≤ 0.

(⇐) Suponha que d /∈ N̂Ω(x∗). Então ⟨d, x− x∗⟩ > o(∥x− x∗∥) para algum x ∈ Ω.
Logo, existe uma sequência xk → x∗ com xk ̸= x∗ tal que

lim inf
k→∞

⟨d, xk − x∗⟩
∥xk − x∗∥

> 0.

Defina wk = xk − x∗

∥xk − x∗∥
. Logo, lim inf

k→∞
⟨d, wk⟩ > 0 com ∥wk∥ = 1. Passando a uma

subsequência se necessário, podemos supor que wk → w. Note que w ∈ TΩ(x∗), pois
xk − x∗

tk

→ w com tk = ∥xk − x∗∥ → 0+. Portanto, ⟨d, w⟩ > 0 com w ∈ TΩ(x∗), o que
contradiz a hipótese.

Em outras palavras, essa proposição afirma que N̂Ω(x∗) = TΩ(x∗)◦.

Lema 1.28. Sejam Ω ⊂ Rn convexo e x∗ ∈ Ω. Então N̂Ω(x∗) = NΩ(x∗).

Demonstração. Basta provar que NΩ(x∗) ⊂ N̂Ω(x∗). Seja d ∈ NΩ(x∗) e considere x ∈ Ω.
Pela definição de limite exterior existem sequências xk → x∗ e dk → d com dk ∈ N̂Ω(xk).
Como Ω é convexo, então o cone N̂Ω(x∗) coincide com o cone da Definição A.39 (Apêndice
A). Logo, ⟨dk, x− xk⟩ ≤ 0 para todo k ∈ N. Passando ao limite, obtemos ⟨d, x− x∗⟩ ≤ 0.
Portanto d ∈ N̂Ω(x∗).

Teorema 1.29 ([61], Teorema 6.28). Considere T̂Ω(x∗) := lim inf
t→0+

Ω− x∗

t
. Então,

T̂Ω(x∗) = NΩ(x∗)◦ para Ω localmente fechado em x∗.



2 Condições de Otimalidade de
Primeira Ordem

As condições de otimalidade de primeira ordem usuais são da forma “KKT ou não-
CQ”, onde KKT é o Teorema de Karush-Kuhn-Tucker e CQ é uma condição de qualifica-
ção. Em outras palavras, um minimizador satisfaz as condições de KKT ou não satisfaz
uma condição de qualificação. Portanto, o natural é estudar condições de qualificação
mais fracas para obter condições de otimalidade mais fortes. O Teorema de Karush-
Kuhn-Tucker que veremos a seguir, apesar de não ser uma condição de otimalidade é uma
ferramenta útil para encontrar possíveis candidatos à solução quando o problema cumpre
alguma condição de qualificação. É uma generalização do método dos multiplicadores de
Lagrange que conhecemos do cálculo.

Teorema 2.1 (Karush-Kuhn-Tucker, [43, 44]). Seja x ∈ Ω um minimizador local do
problema (1.2) e suponha que TΩ(x)◦ = LΩ(x)◦, então existem λ∗ ∈ Rm e µ∗ ∈ Rp tais
que

∇f(x) +
m∑

i=1
λ∗

i∇hi(x) +
p∑

j=1
µ∗

j∇gj(x) = 0,

µ∗
j ≥ 0, j = 1, . . . , p,

µ∗
jgj(x) = 0, j = 1, . . . , p.

(2.1)

Demonstração. Em virtude do Teorema 1.19, temos −∇f(x) ∈ TΩ(x)◦. Assim, pela
hipótese, obtemos

−∇f(x) ∈ TΩ(x)◦ = LΩ(x)◦.

Usando o Lema 1.17, segue que existem λ ∈ Rm e µj ≥ 0, j ∈ A(x), tais que

−∇f(x) =
m∑

i=1
λi∇hi(x) +

∑
j∈A(x)

µj∇gj(x).

Pondo λ∗ = λ, µ∗
j = µj para j ∈ A(x) e µ∗

j = 0 para j /∈ A(x), concluímos a
demonstração.

Os vetores λ∗ e µ∗ são denominados multiplicadores de Lagrange. Denotamos por
Λ(x) o conjunto de multiplicadores de Lagrange associados a x. Os pontos x ∈ Ω que
cumprem (2.1) são chamados pontos estacionários ou pontos KKT do problema. Note
que as condições de KKT significa dizer que −∇f(x∗) ∈ LΩ(x∗)◦.

A hipótese sobre os cones TΩ(x) e LΩ(x) é chamada de condição de qualificação de
Guignard, introduzida por Monique Guignard [36] para dimensão infinita e reformulada
para o caso finito por Gould e Tolle [35]. Essa condição é a condição de qualificação

21
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mais fraca possível, no sentido de que, fixado x∗ ∈ Ω, se para qualquer função objetivo
f tal que x∗ é solução do problema de minimizar f(x) sujeito a x ∈ Ω, vale que x∗ é
um ponto KKT, então a condição de Guignard é satisfeita em x∗. Em outras palavras,
a condição de Guignard é necessária e suficiente para termos KKT. Entretanto, pode
ser muito difícil obter os cones TΩ(x) e LΩ(x) e verificar se vale a condição TΩ(x)◦ =
LΩ(x)◦. Na próxima seção, veremos que existem outras condições de qualificação mais
simples de serem verificadas e que implicam em Guignard, garantindo que um minimizador
satisfaz KKT. É importante salientar que o Teorema 2.1 não é suficiente para garantir
a otimalidade, podendo existir pontos KKT que não são soluções do problema (1.2). O
exemplo a seguir mostra que podem existir minimizadores que não cumprem as condições
de KKT, mostrando a importância de uma condição de qualificação.

Exemplo 2.2. Considere o problema de otimização:

minimizar f(x) = x1
sujeito a g1(x) = −x3

1 + x2 ≤ 0
g2(x) = −x2 ≤ 0.

0 0.5 1 1.5 20

1

2

3

4
Ω

Figura 2.1: As condições KKT falham em um minimizador

Conforme a Figura 2.1, podemos ver que o ponto x∗ = (0, 0) é o minimizador deste
problema. De fato, de 0 ≤ x2 ≤ x3

1, segue que f(x) = x1 ≥ 0 = f(x∗) para todo x viável.
Por outro lado, calculando os gradientes, segue que

∇f(x∗) =
(

1
0

)
, ∇g1(x∗) =

(
0
1

)
e ∇g2(x∗) =

(
0
−1

)
,

o que significa que não vale KKT em x∗.

Quando f e gj, j = 1, . . . , p, são funções convexas e h é afim, ou seja, Ω é um
conjunto convexo, as condições de KKT são suficientes para a minimização global. De
fato, suponha que x∗ ∈ Ω satisfaz KKT. Logo, pelo Teorema 1.19 e pela Proposição 1.27,
segue que −∇f(x∗) ∈ LΩ(x∗)◦ = TΩ(x∗)◦ = NΩ(x∗) e, portanto, ⟨−∇f(x∗), x − x∗⟩ ≤ 0
para todo x ∈ Ω. Pelo Corolário A.36, segue que x∗ é minimizador global de f em Ω.

Quando as restrições são lineares, as condições de KKT sempre valem em um minimi-
zador, como mostra o próximo teorema.
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Teorema 2.3. Seja x∗ um minimizador local do problema

minimizar f(x),
sujeito a Ax = b,

Mx ≤ c,

onde A ∈ Rm×n, M ∈ Rp×n, b ∈ Rm e c ∈ Rp, então x∗ satisfaz as condições KKT.

Demonstração. Vamos provar que vale a condição de qualificação de Abadie. Em virtude
do Lema 1.20, basta provar que LΩ(x∗) ⊂ TΩ(x∗). Seja d ∈ LΩ(x∗), então Ad = 0 e
Md ≤ 0. Se d = 0, o resultado segue trivialmente. Suponha d ̸= 0 e defina xk = x∗ + 1

k
d.

Logo,

Axk = b, Mxk ≤ c, xk → x∗ e xk − x∗

∥xk − x∗∥
→ d

∥d∥
.

Portanto, d ∈ TΩ(x∗) e, como consequência do Teorema 2.1, concluímos que x∗ satisfaz
KKT.

O próximo Teorema fornece uma condição de otimalidade conhecida como Condição
de Otimalidade de Fritz John, que generaliza o Teorema de Karush-Kuhn-Tucker, e foi
proposta pela primeira vez em 1948 por John [42]. A condição de Fritz John, além de ser
uma condição de otimalidade simples de ser verificada, não depende de nenhuma hipótese
adicional sobre as restrições. Ela introduz um multiplicador auxiliar não-negativo ao
gradiente da função objetivo.

Teorema 2.4 (Condição necessária de Fritz John). Se x∗ é um minimizador local, então
existe um vetor (λ0, λ, µ) ∈ R× Rm × Rp

+ satisfazendo as condições:

(i) λ0∇f(x∗) +
m∑

i=1
λi∇hi(x∗) +

p∑
j=1

µj∇gj(x∗) = 0, λ0 ≥ 0;

(ii) (λ0, λ, µ) ̸= 0;

(iii) para cada vizinhança V de x∗ existe x ∈ V tal que λihi(x) > 0 para todo i com
λi ̸= 0 e µjgj(x) > 0 para todo j com µj > 0.

Demonstração. A demonstração apresentada a seguir também pode ser encontrada em
Bertsekas [21]. Considere as funções g+

j (x) = max{0, gj(x)} para j = 1, . . . , p e uma
sequência {ρk} ⊂ R+ com ρk → +∞. Para cada k, seja xk uma solução global problema
penalizado (ver Seção 2.2)

minimizar f(x) + 1
2∥x− x∗∥2 + ρk

2

 m∑
i=1

hi(x)2 +
p∑

j=1
g+

j (x)2


sujeito a x ∈ X,

onde X = {x ∈ Rn : ∥x − x∗∥ ≤ δ} e δ > 0 é dado pela definição de minimizador local.
Sendo X um conjunto compacto, a sequência {xk} gerada pelo algoritmo de penalidade
externa está bem definida. Como consequência do Teorema 2.38 todos seus pontos limites
são soluções globais. Como x∗ é a única solução do problema, segue que xk → x∗. Logo,
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∥xk − x∗∥ < δ para todo k suficientemente grande, ou seja, xk é ponto interior de X.
Assim, o gradiente da função objetivo deve ser zero em x = xk, isto é,

∇f(xk) +
m∑

i=1
γk

i∇hi(xk) +
p∑

j=1
ζk

j∇gj(xk) + (xk − x∗) = 0, (2.2)

onde γk
i := ρkhi(xk) e ζk

j := ρkg+
j (xk). (2.3)

Denote

δk :=
√√√√1 +

m∑
i=1

(γk
i )2 +

p∑
j=1

(ζk
j )2, (2.4)

λk
0 := 1

δk
, λk

i := γk
i

δk
, i = 1, . . . , m, µk

j :=
ζk

j

δk
, j = 1, . . . , p. (2.5)

Dividindo a equação (2.2) por δk, obtemos

λk
0∇f(xk) +

m∑
i=1

λk
i∇hi(xk) +

p∑
j=1

µk
j∇gj(xk) + 1

δk
(xk − x∗) = 0. (2.6)

Por construção, temos que

(λk
0)2 +

m∑
i=1

(λk
i )2 +

p∑
j=1

(µk
j )2 = 1. (2.7)

Logo, a sequência {(λk
0, λk, µk)} ⊂ R × Rm × Rp

+ é limitada e, portanto, existe uma
subsequência convergente, digamos (λk

0, λk, µk) N′
−→ (λ0, λ, µ). Passando ao limite em

(2.6), e usando a continuidade dos gradientes, obtemos

λ0∇f(x∗) +
m∑

i=1
λi∇hi(x∗) +

p∑
j=1

µj∇gj(x∗) = 0, λ0 ≥ 0,

provando a primeira condição. A segunda condição segue claramente de (2.7). Para provar
a terceira condição, considere I = {i : λi ̸= 0} e J = {j : µj > 0}. Assim, para todo
k ∈ N′ suficientemente grande, temos que λiλ

k
i > 0 para todo i ∈ I e µjµ

k
j > 0 para todo

j ∈ J . Logo, usando as relações (2.3) e (2.5), segue que para todo k ∈ N′, λihi(xk) > 0
para todo i ∈ I e µjgj(xk) > 0 para todo j ∈ J , o que prova a última condição.

Os vetores λ0, λ e µ são chamados de multiplicadores de Fritz John. A condição (iii)
implica que µjgj(x∗) = 0 para todo j, pois se µj > 0, a j-ésima restrição de desigualdade
pode ser violada arbitrariamente perto de x∗, o que implica que gj(x∗) = 0. Esta condição
é tradicionalmente conhecida como condição de complementaridade.

A condição de Fritz John é equivalente às condições de KKT no caso λ0 ̸= 0 (λ0 = 1).
Quando λ0 = 0, essa condição é equivalente à violação da condição de Mangasarian-
Fromovitz (MFCQ) que veremos na próxima seção. Em outras palavras, a condição de
Fritz John é equivalente à condição “KKT ou não-MFCQ”.

O exemplo a seguir mostra que a condição de Fritz John não é suficiente para garantir
a otimalidade, mesmo no caso linear.
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Exemplo 2.5. Considere o seguinte problema

minimizar f(x) = −x1
sujeito a g1(x) = x1 + x2 ≤ 0

g2(x) = −x1 − x2 ≤ 0
g3(x) = −x2 ≤ 0.

Neste caso, o conjunto viável são os pontos que estão sobre a reta x1 + x2 = 0 com
x2 ≥ 0. Assim, a única solução é o ponto x∗ = (0, 0). Além disso, todo ponto viável
satisfaz a condição de Fritz John, basta definir λ0 = µ3 = 0 e µ1 = µ2 = α > 0.

2.1 Condições de Qualificação
Na seção anterior, vimos que podem existir minimizadores que não cumprem as rela-

ções de KKT, ou seja, KKT não é uma condição de otimalidade. Para garantir a validade
das condições de KKT num ponto, é necessário alguma hipótese adicional sobre as retri-
ções do problema, as chamadas condições de qualificação.

Definição 2.6. Uma condição de qualificação (CQ) é uma proposição acerca das restri-
ções, tal que sob essa proposição, todo minimizador local é um ponto estacionário.

Embora KKT não seja uma condição de otimalidade, podemos associar condições
de otimalidade às condições KKT. Note que toda condição de qualificação define uma
condição de otimalidade da forma “KKT ou não-CQ”. De fato, a proposição “P∧Q ⇒ R”
é equivalente a “P ⇒ R ∨ ¬Q”. Logo, quanto mais fraca for a condição de qualificação,
mais forte será a condição de otimalidade associada. De fato, sejam P e Q duas condições
de qualificação tais que P ⇒ Q. Assim, ¬Q ⇒ ¬P e, portanto, a condição de otimalidade
“KKT ∨ ¬Q” é mais forte do que do que a condição de otimalidade “KKT ∨ ¬P”. Logo,
condições de qualificação mais fracas implicam em condições de otimalidade mais fortes.

A condição TΩ(x)◦ = LΩ(x)◦ dada no Teorema 2.1, conhecida como condição de qua-
lificação de Guignard, pode ser muito difícil de ser verificada na prática. Não existe um
algoritmo capaz de gerar pontos que satisfazem a condição “KKT ou não-CQ”, onde CQ
é a condição de Guignard. Assim, o objetivo é estudar condições de qualificação mais
fortes que Guignard e que permitam a prova da convergência global de algoritmos. Outra
condição envolvendo os cones tangente e linearizado, mais exigente que Guignard, é a
condição de Abadie [1].

Definição 2.7. Dizemos que x ∈ Ω satisfaz a condição de Abadie se TΩ(x) = LΩ(x).

Claramente, temos TΩ(x) = LΩ(x) ⇒ TΩ(x)◦ = LΩ(x)◦ e, portanto, a condição de
Abadie é uma condição de qualificação mais forte que Guignard. Entretanto, estas con-
dições, além da dificuldade na verificação, não são suficientes para a convergência global
de algoritmos. Veremos agora outras condições de qualificação, mais simples de serem
verificadas, que também garantem que um minimizador satisfaz as condições KKT.

No Exemplo 2.2 vimos que as condições de KKT falham em um minimizador. Além
disso, neste exemplo, os gradientes das restrições de igualdade e desigualdade ativas
em x∗ são linearmente dependentes. Logo, é natural conjecturar que se o conjunto
{∇hi(x∗),∇gj(x∗) : i = 1, . . . , m, j ∈ A(x∗)} é linearmente independente, então as con-
dições KKT valem em x∗. De fato, veremos que essa propriedade é uma condição de
qualificação, conhecida como regularidade ou Condição de Indepedência Linear.
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Definição 2.8. Diremos que um ponto x ∈ Ω é regular, quando os gradientes das restri-
ções de igualdade e desigualdade ativas em x são linearmente independentes. Ou equiva-
lentemente, diremos que a condição de independência linear (LICQ) vale no ponto viável
x, se o conjunto {∇hi(x),∇gj(x) : i = 1, . . . , m, j ∈ A(x)} for linearmente independente.

Um fato importante sob a regularidade é a existência e unicidade dos multiplicadores
de Lagrange. De fato, para a unicidade, suponha que existem multiplicadores (λ, µ) e
(λ̃, µ̃) associado ao problema (1.2). Logo, temos

∇f(x) +
m∑

i=1
λi∇hi(x) +

∑
j∈A(x)

µj∇gj(x) = 0 e

∇f(x) +
m∑

i=1
λ̃i∇hi(x) +

∑
j∈A(x)

µ̃j∇gj(x) = 0.

Subtraindo as expressões, obtemos:
m∑

i=1
(λ̃i − λi)∇hi(x) +

∑
j∈A(x)

(µ̃j − µj)∇gj(x) = 0.

Como LICQ vale em x, temos que os gradientes {∇hi(x)}m
i=1 ∪ {∇gj(x)}j∈A(x) são

linearmente independentes. Logo, λ̃i − λi = 0 para todo i = 1, . . . , m e µ̃j − µj = 0 para
todo j ∈ A(x). Portanto, λ = λ̃ e µ = µ̃.

Para provar a existência, seja x∗ ∈ Ω um minimizador local e assuma que LICQ
seja satisfeita em x∗. Logo, pelo Teorema 2.4 existe um multiplicador de Fritz John
0 ̸= (λ0, λ, µ) ∈ R× Rm × Rp

+ com λ0 ≥ 0 e µj = 0 para j /∈ A(x∗) tal que

λ0∇f(x∗) +
m∑

i=1
λi∇hi(x∗) +

∑
j∈A(x∗)

µj∇gj(x∗) = 0. (2.8)

Se λ0 = 0, obtemos
m∑

i=1
λi∇hi(x∗) +

∑
j∈A(x∗)

µj∇gj(x∗) = 0,

com (λ, µ) ̸= 0, contradizendo a definição de LICQ. Logo, λ0 ̸= 0. Dividindo a equação
(2.8) por λ0, obtemos

∇f(x∗) +
m∑

i=1
λ∗

i∇hi(x∗) +
∑

j∈A(x∗)
µ∗

j∇gj(x∗) = 0,

onde λ∗ = λ

λ0
e µ∗ = µ

λ0
. Portanto vale KKT em x∗. Desse modo, podemos concluir que

LICQ é de fato uma condição de qualificação.

Proposição 2.9. Se x ∈ Ω satisfaz LICQ, então existe uma vizinhança V de x tal que
LICQ é satisfeita em todo ponto y ∈ V .

Demonstração. Suponha que não exista uma vizinhança V de x tal que LICQ é satisfeita
em todo y ∈ V . Então existem sequências {yk} ⊂ Rn com yk → x e ∥(λk, µk)∥ = 1 tais
que

m∑
i=1

λk
i∇hi(yk) +

∑
j∈A(x)

µk
j∇gj(yk) = 0.
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Sem perda de generalidade, suponha que λk → λ e µk → µ. Portanto,
m∑

i=1
λi∇hi(x) +

∑
j∈A(x)

µj∇gj(x) = 0,

com ∥(λ, µ)∥ = 1, o que contradiz a definição de LICQ.

Embora LICQ seja uma condição simples de ser verificada na prática, muitos pro-
blemas de programação matemática não podem ser analisados sob essa condição. Além
disso, LICQ não permite redundância na descrição de Ω, por exemplo, escrever uma res-
trição de igualdade como duas de desigualdade ou quando os gradientes de duas restrições
são coincidentes. Porém, outras condições de qualificação mais fracas que LICQ podem
ser encontradas na literatura, como por exemplo a condição de Mangasarian-Fromovitz
(MFCQ) [49] e a condição de posto contante (CRCQ) [41]. Antes de definir a condição
de Mangasarian-Fromovitz precisamos da noção de dependência linear positiva.

Definição 2.10. Dados vetores u1, . . . , um+p em Rn, não necessariamente distintos, di-
zemos que ({u1, . . . , um}, {um+1, . . . , um+p}) é positivo linearmente dependente (PLD) se
existem escalares α1, . . . , αm+p não todos nulos, com αi ≥ 0 para i = m + 1, . . . , m + p
tais que

m+p∑
i=1

αiui = 0.

Caso contrário, dizemos que ({u1, . . . , um}, {um+1, . . . , um+p}) é positivo-linearmente
independente (PLI).

A condição MFCQ foi introduzida primeiramente por Arrow-Hurwitz-Uzava [16] para
o caso em que as restrições são apenas de desigualdade e, posteriormente, generalizada por
Mangasarian-Fromovitz para o caso em que o conjunto viável também possui restrições
de igualdade. A idéia é considerar os multiplicadores de Lagrange associados às restrições
de desigualdade ativas como não-negativos.

Definição 2.11 (Condição de Mangasarian-Fromovitz). Dizemos que a Condição de
Mangasarian-Fromovitz (MFCQ) vale em x ∈ Ω quando

m∑
i=1

λi∇hi(x) +
∑

j∈A(x)
µj∇gj(x) = 0, µj ≥ 0,

implica que λi = 0, µj = 0 para todo i = 1, . . . , m, j ∈ A(x).
Equivalentemente, diremos que os gradientes

{∇hi(x∗),∇gj(x∗) : i = 1, . . . , m, j ∈ A(x∗)}

são PLI.

Embora sob MFCQ não se possa garantir a unicidade dos multiplicadores, sabe-se que
ela é equivalente ao fato do conjunto de multiplicadores de Lagrange ser um conjunto
compacto não vazio. Note que a condição de otimalidade associada à condição MFCQ,
isto é, “KKT ou não-MFCQ” é precisamente a condição de Fritz John.1

A condição de Mangasarian-Fromovitz é equivalente a seguinte Proposição:
1Haeser e Ramos [38], p. 15
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Proposição 2.12. Um ponto x ∈ Ω satisfaz MFCQ se, e somente se, são satisfeitas as
seguintes condições:

• {∇hi(x)}m
i=1 é linearmente independente, e

• existe um vetor d ∈ Rn tal que ∇hi(x)T d = 0 e ∇gj(x)T d < 0 para todo i = 1, . . . , m
e j ∈ A(x).

Observe que a segunda condição diz que d ∈ LΩ(x).

Demonstração. (⇐) Suponha por absurdo que x não satisfaz MFCQ. Logo existe λ ∈ Rm

e µj ≥ 0, j ∈ A(x), não todos nulos, tais que
m∑

i=1
λi∇hi(x) +

∑
j∈A(x)

µj∇gj(x) = 0.

Logo,
m∑

i=1
λi∇hi(x)T d +

∑
j∈A(x)

µj∇gj(x)T d = 0.

Pela hipótese, temos∇hi(x)T d = 0 para todo i = 1, . . . , m, logo
∑

j∈A(x)
µj∇gj(x)T d = 0,

e como ∇gj(x)T d < 0, segue que µj = 0 para todo j ∈ A(x). Portanto,
m∑

i=1
λi∇hi(x) = 0

com λ ̸= 0, o que é um absurdo já que {∇hi(x)}m
i=1 é linearmente independente.

(⇒) Se x satisfaz MFCQ, então os gradientes {∇hi(x),∇gj(x) : i = 1, . . . , m, j ∈
A(x)} são PLI, de modo que {∇hi(x)}m

i=1 é LI. Para provar a segunda condição, considere
o problema de otimização linear:

minimizar F (d, z) = z,

sujeito a ∇hi(x)T d = 0, i = 1, . . . , m, (2.9)
∇gj(x)T d ≤ z, j ∈ A(x).

Suponha que o problema possui uma solução. Como as restrições são lineares, as
condições de KKT valem para o problema (2.9), isto é, existem λ ∈ Rm e µj ≥ 0 com
µj = 0 para j /∈ A(x), tais que(

0
1

)
+

m∑
i=1

λi

(
∇hi(x)

0

)
+

∑
j∈A(x)

µj

(
∇gj(x)
−1

)
= 0.

Logo,
m∑

i=1
λi∇hi(x) +

∑
j∈A(x)

µj∇gj(x) = 0 e
∑

j∈A(x)
µj = 1.

Portanto, µ ̸= 0 com
m∑

i=1
λi∇hi(x) +

∑
j∈A(x)

µj∇gj(x) = 0,

contradizendo a definição de MFCQ. Assim, o problema é ilimitado. Segue que existe
d ∈ Rn tal que

∇hi(x)T d = 0, i = 1, . . . , m e ∇gj(x)T d < 0, j ∈ A(x).
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Esta é a maneira como a condição de Mangasarian-Fromovitz foi originalmente pro-
posta em [49].

Como LI implica PLI, podemos ver claramente que a condição de indepedência linear
implica em Mangasarian-Fromovitz.

Existem muitos problemas em que temos KKT sem que MFCQ seja satisfeita, como
mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 2.13. Considere o seguinte problema:

minimizar f(x) = x1,
sujeito a g1(x) = −x3

1 + x2 ≤ 0,
g2(x) = −x3

1 − x2 ≤ 0,
g3(x) = −x1 ≤ 0.

0 0.5 1 1.5 2−4

−2

0

2

4
Ω

Figura 2.2: KKT não garante a validade de MFCQ

Conforme a Figura 2.2, o ponto x∗ = 0 é a solução deste problema. Temos A(x∗) =
{1, 2, 3}. As condições de KKT valem em x∗ com µ1 = µ2 = α > 0 e µ3 = 1. Porém,
x∗ não satisfaz Mangasarian-Fromovitz, pois os gradientes ∇g1(x∗),∇g2(x∗),∇g3(x∗) são
positivo linearmente dependentes.

Definição 2.14 (Condição de qualificação de Slater). Dizemos que x ∈ Ω satisfaz a
condição de qualificação de Slater se h é afim, gj é convexa para todo j e existe x̃ ∈ Ω tal
que gj(x̃) < 0 para todo j ∈ A(x).

Teorema 2.15. A condição de Slater é uma condição de qualificação.

Demonstração. Seja x∗ ∈ Ω. Mostraremos que TΩ(x∗) = LΩ(x∗). Em virtude do Lema
1.20, basta mostrar que LΩ(x∗) ⊂ TΩ(x∗). Considere d ∈ LΩ(x∗). Defina d̃ = x̃−x∗, onde
x̃ ∈ Ω satisfaz gj(x̃) < 0 para todo j ∈ A(x∗). Como gj é convexa para todo j, temos

0 > gj(x̃) ≥ gj(x∗) +∇gj(x∗)T d̃.

Dado t ∈ (0, 1), defina d̂ = (1 − t)d + td̃. Vamos provar que d̂ ∈ TΩ(x∗) para todo
t ∈ (0, 1). Dado j ∈ A(x∗), temos ∇gj(x∗)T d ≤ 0 e ∇gj(x∗)T d̃ < 0. Logo,

∇gj(x∗)T d̂ = (1− t)∇gj(x∗)T d + t∇gj(x∗)T d̃ < 0.
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Defina a sequência {xk} por xk := x∗ + 1
k

d̂. Pelo Teorema 1.5, segue que

gj(xk) = gj(x∗ + 1
k

d̂) < gj(x∗) = 0,

para todo k suficientemente grande. Por outro lado, se j /∈ A(x∗), então gj(x∗) < 0.
Assim, pela continuidade de gj, temos que gj(xk) < 0 para todo k suficientemente grande.
Como h é afim, digamos, h(x) = Ax− b e d ∈ LΩ(x∗), temos Ad = ∇h(x∗)T d = 0. Além
disso, temos Ad̃ = A(x̃− x∗) = (Ax̃− b)− (Ax∗ − b) = h(x̃)− h(x∗) = 0. Portanto,

h(xk) = Axk − b = A
(
x∗ + 1

k
d̂
)
− b

= (Ax∗ − b) + 1
k

Ad̂ = 0.

Assim, concluímos que {xk} é uma sequência de pontos viáveis. Como

xk − x∗

∥xk − x∗∥
= d̂

∥d̂∥
,

segue que d̂ ∈ TΩ(x∗). Fazendo t→ 0 e usando o fato de TΩ(x∗) ser um conjunto fechado,
obtemos que d ∈ TΩ(x∗), completando a prova.

Proposição 2.16. A condição de Slater implica MFCQ.

Demonstração. Suponha que vale a condição de Slater em x∗ ∈ Ω. Como h é afim,
podemos escrever h como h(x) = Ax + b, onde A ∈ Rm×n e b ∈ Rm. Além disso, gj é
convexa para todo j e existe x̃ ∈ Ω tal que gj(x̃) < 0 para todo j ∈ A(x∗). Usando a
convexidade de gj, segue que

0 > gj(x̃) ≥ gj(x∗) +∇gj(x∗)T (x̃− x∗).

Tome d = x̃− x∗. Dessa forma, para cada j ∈ A(x∗), temos

∇gj(x∗)T d < 0.

Como x̃, x∗ ∈ Ω, temos h(x̃) = h(x∗) = 0. Logo,

∇h(x∗)T d = A(x̃− x∗) = (Ax̃ + b)− (Ax∗ + b) = 0

e, portanto, ∇hi(x∗)T d = 0 para todo i = 1, . . . , m.

Pela linearidade das funções hi, podemos assumir sem perda de generalidade que
os gradientes ∇hi(x) são LI, caso contrário podemos eliminar um número suficiente de
igualdades para obter um conjunto LI.

Em 1984 Fujiwara, Han e Mangasarian [33] introduziram uma nova condição de qua-
lificação mais forte que MFCQ e mais fraca que LICQ, e que chamamos de Condição de
Mangasarian-Fromovitz estrita SMFCQ.

Definição 2.17 (Condição de Mangasarian-Fromovitz estrita). Suponha que (λ, µ) ∈
Rm×Rp

+ seja um multiplicador de Lagrange associado a x ∈ Ω. Dizemos que a Condição
de Mangasarian-Fromovitz estrita (SMFCQ) vale em x quando os gradientes das restrições
{∇hi(x),∇gj(x) : i = 1, . . . , m, j ∈ A(x), µj > 0} e {∇gj(x) : j ∈ A(x), µj = 0} são PLI.
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Em muitos casos de interesse, a unicidade dos multiplicadores de Lagrange simplifica a
análise de convergência. Assim, em [45] é provado que SMFCQ é uma condição necessária
e suficiente para a unicidade dos multiplicadores de Lagrange, como mostra a próxima
proposição.

Proposição 2.18. Suponha que (λ, µ) ∈ Rm × Rp
+ seja um multiplicador de Lagrange

associado a x ∈ Ω. Então x satisfaz SMFCQ se, e somente se, (λ, µ) é único.

Demonstração. (⇒) Suponha que (λ̃, µ̃) seja outro multiplicador de Lagrange associado
a x ∈ Ω. Então, pelas condições KKT, temos

m∑
i=1

(λ̃i − λi)∇hi(x) +
∑

j∈A(x):µj>0
(µ̃j − µj)∇gj(x) +

∑
j∈A(x):µj=0

µ̃j∇gj(x) = 0.

Como (λ̃, µ̃) ̸= (λ, µ), então algum coeficiente na combinação linear acima é não nulo,
contradizendo a definição de SMFCQ.

(⇐) Seja (λ, µ) ∈ Rm × Rp
+ o multiplicador de Lagrange. Suponha que não vale a

condição SMFCQ. Logo existe 0 ̸= (λ̃, µ̃) ∈ Rm × Rp
+ com µ̃j > 0 para j ∈ A(x) e µ̃j = 0

tal que
m∑

i=1
λ̃i∇hi(x) +

∑
j∈A(x)

µ̃j∇gj(x) = 0.

Claramente, temos que

∇f(x) +
m∑

i=1
(λ̃i + λi)∇hi(x) +

∑
j∈A(x)

(µ̃j + µj)∇gj(x) = 0.

Tomando (λ̃, µ̃) suficientemente pequeno de modo que µ̃j + µj ≥ 0 para j ∈ A(x),
segue-se que (λ̃ + λ, µ̃ + µ) é um multiplicador de Lagrange diferente de (λ, µ), contradi-
zendo a hipótese de (λ, µ) ser único.

Sabemos que a condição de independência linear garante a existência e unicidade
dos multiplicadores de Lagrange independente da função objetivo f . Portanto, se para
qualquer função objetivo f , existe um multiplicador de Lagrange (λ, µ) associado a x ∈ Ω
tal que SMFCQ é satisfeita em x, então LICQ vale em x.

Outra maneira de enfraquecer LICQ é, ao invés de requerer posto completo para o
conjunto de gradientes, permitir que o posto seja deficiente em uma vizinhança do ponto.
Esta condição é chamada condição de posto constante (CRCQ), introduzida por Janin
[41] em 1984. Ela é forte no seguinte sentido: se vale CRCQ em x ∈ Ω, então existe uma
vizinhança V de x tal que CRCQ vale em todo y ∈ V . Ao contrário de LICQ e MFCQ,
a condição CRCQ permite redundância na descrição de Ω.

Definição 2.19. Dizemos que a Condição de Posto Constante, Constant Rank Constraint
Qualification (CRCQ) é satisfeita em x ∈ Ω se existe uma vizinhança V de x tal que para
todo I ⊂ {1, . . . , m} e todo J ⊂ A(x) o posto de {∇hi(y),∇gj(y) : i ∈ I, j ∈ J } se
mantém constante para todo y ∈ V .

Equivalentemente, a condição de posto constante pode ser substituída pela condição
de dependência linear constante, como mostra a próxima proposição.
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Proposição 2.20. Um ponto viável x ∈ Ω satisfaz CRCQ se, e somente se, para todos
I ⊂ {1, . . . , m} e J ⊂ A(x) existe uma vizinhança V de x tal que, se {∇hi(x),∇gj(x) : i ∈
I, j ∈ J } é linearmente dependente, então {∇hi(y),∇gj(y) : i ∈ I, j ∈ J } é linearmente
dependente para todo y ∈ V .

Demonstração. (⇒) Sejam I ⊂ {1, . . . , m} e J ⊂ A(x) e suponha que {∇hi(x),∇gj(x) :
i ∈ I, j ∈ J } é linearmente dependente. Logo, pela hipótese, existe uma vizinhança V
de x tal que o posto de {∇hi(y),∇gj(y) : i ∈ I, j ∈ J } é constante para todo y ∈ V , isto
é,

posto({∇hi(y),∇gj(y) : i ∈ I, j ∈ J }) = posto({∇hi(x),∇gj(x) : i ∈ I, j ∈ J }).

Portanto, {∇hi(y),∇gj(y) : i ∈ I, j ∈ J } é LD para todo y ∈ V .

(⇐) Sejam I ⊂ {1, . . . , m} e J ⊂ A(x) e suponha que o posto de {∇hi(x),∇gj(x) :
i ∈ I, j ∈ J } é igual a r. Tome I0 ⊂ I e J0 ⊂ J com |I0| + |J0| = r tais que
{∇hi(x),∇gj(x) : i ∈ I0, j ∈ J0} seja LI. Pela Proposição 2.9, existe uma vizinhança V de
x tal que {∇hi(y),∇gj(y) : i ∈ I0, j ∈ J0} é LI para todo y ∈ V . Logo, {∇hi(y),∇gj(y) :
i ∈ I, j ∈ J } tem posto maior ou igual a r para todo y ∈ V . Queremos provar que o
posto de {∇hi(y),∇gj(y) : i ∈ I, j ∈ J } é igual a r. Então, suponha por absurdo que
exista uma sequência yk → x tal que

posto({∇hi(yk),∇gj(yk) : i ∈ I, j ∈ J }) > r.

Logo, para cada k, existe Ik ⊂ I e Jk ⊂ J com |Ik|+|Jk| > r tal que {∇hi(yk),∇gj(yk) :
i ∈ Ik, j ∈ Jk} é LI. Podemos tomar uma subsequência tal que Ik = I e Jk = J para todo
k. Assim, {∇hi(x),∇gj(x) : i ∈ I, j ∈ J } é LD com {∇hi(yk),∇gj(yk) : i ∈ I, j ∈ J }
LI, contradizendo a hipótese.

A condição CRCQ sempre é satisfeita em problemas com restrições lineares, o que
fornece uma justificativa de que as condições KKT sempre valem para problemas de
otimização linear. Os dois contra-exemplos a seguir mostram que, de uma maneira geral,
as condições MFCQ e CRCQ não estão relacionadas.

Contra-Exemplo 2.21 (MFCQ não implica CRCQ). Considere as restrições de desi-
gualdade g1(x) = −x2 e g2(x) = x2

1 − x2. Claramente MFCQ é satisfeita no ponto viável
x∗ = (0, 0). Porém, CRCQ não vale em x∗, pois posto({∇g1(y),∇g2(y)}) = 1 em y = x∗

e posto({∇g1(y),∇g2(y)}) = 2 para y arbitrariamente próximo de x∗ com y1 ̸= 0.

Contra-Exemplo 2.22 (CRCQ não implica MFCQ). Considere as restrições de desi-
gualdade g1(x) = x1 + x2, g2(x) = −x1 − x2, g3(x) = −x2 e o ponto x∗ = (0, 0). Como
todas as restrições são lineares, segue que CRCQ vale em x∗. Por outro lado, como
A(x∗) = {1, 2, 3}, temos {∇gj(x∗) : j ∈ A(x∗)} = {∇g1(x∗),∇g2(x∗),∇g3(x∗)}. Portanto
não vale MFCQ em x∗.

Outra condição de qualificação bastante conhecida e utilizada para analisar a conver-
gência de métodos de programação quadrática sequencial é a condição de dependência
linear positiva constante (CPLD), introduzida por Qi e Wei em [57]. Entretanto, os auto-
res apenas conjecturaram que CPLD era uma condição de qualificação, aparecendo como
um problema em aberto na Seção 2 de [57]. Esta questão foi resolvida anos mais tarde
quando Andreani, Martínez e Schuverdt provam em [14] que CPLD é de fato uma con-
dição de qualificação mais fraca que MFCQ e CRCQ. Schuverdt também mostrou em
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[63] que CPLD pode ser utilizada para analisar a convergência de algoritmos do tipo La-
grangiano aumentado. Assim como MFCQ enfraquece LICQ olhando para o sinal dos
multiplicadores, a condição CPLD enfraquece CRCQ no mesmo sentido.

Definição 2.23. Dizemos que a Condição de Dependência Linear Positiva Constante
(CPLD) vale no ponto x∗ ∈ Ω se para todos I ⊂ {1, . . . , m} e J ⊂ A(x∗) tais que o
conjunto {∇hi(x∗),∇gj(x∗) : i ∈ I, j ∈ J } é positivo-linearmente dependente, existir
uma vizinhança V de x∗ tal que {∇hi(x),∇gj(x) : i ∈ I, j ∈ J } é positivo-linearmente
dependente para todo x ∈ V .

Teorema 2.24. MFCQ implica CPLD.

Demonstração. Basta observar que não existem I ′ ⊂ {1, . . . , m} e J ′ ⊂ A(x∗) tais que
o conjunto {∇hi(x∗),∇gj(x∗) : i ∈ I ′, j ∈ J ′} seja PLD, uma vez que os gradientes
{∇hi(x∗),∇gj(x∗) : i = 1, . . . , m, j ∈ A(x∗)} são PLI.

O contra-exemplo a seguir mostra que a recíproca deste Teorema não é verdadeira.

Contra-Exemplo 2.25 (CPLD não implica MFCQ). Considere em R2 o ponto x∗ =
(0, 0) e o conjunto Ω definido pelas restrições g1(x) = x1 + x2 ≤ 0, g2(x) = −x1 ≤ 0 e
g2(x) = −x2 ≤ 0. Temos A(x∗) = {1, 2, 3}. Calculando os gradientes, obtemos

∇g1(x) =
(

1
1

)
, ∇g2(x) =

(
−1
0

)
, ∇g3(x) =

(
0
−1

)

e, portanto, não vale MFCQ em x∗. Para mostrar que vale CPLD, basta observar que
para J = A(x∗), temos {∇gj(x∗) : j ∈ J } = {∇gj(x) : j ∈ J } PLD para todo x numa
vizinhança da origem.

Podemos encontrar outro tipo de enfraquecimento dessas condições na literatura, con-
siderando apenas certos subconjuntos de restrições ao invés de todos.

Definição 2.26 (RCRCQ, [53]). Dizemos que a condição Relaxed-CRCQ (RCRCQ) vale
no ponto viável x∗ ∈ Ω, se existe uma vizinhança V de x∗ tal que para todo J ⊂ A(x∗),
o posto de {∇hi(x),∇gj(x) : i = 1, . . . , m; j ∈ J } permanece constante para todo x ∈ V .

Comparado a CRCQ, este relaxamento trata o conjunto de restrições de igualdade
como um todo, sem a necessidade de impor restrições a todos os seus subconjuntos. Assim,
RCRCQ é claramente menos restritiva do que CRCQ e mais simples de ser verificada. Em
[52], os autores provaram que RCRCQ é uma condição de qualificação, mostrando que
implica a condição de qualificação de Abadie. Ainda mais, no próximo capítulo veremos
que RCRCQ garante a validade da condição de otimalidade de segunda ordem.

Teorema 2.27 ([3], Teorema 1). Seja I ⊂ {1, . . . , m} tal que {∇hi(x)}i∈I forma uma
base para span{∇hi(x)}m

i=1. Um ponto viável x ∈ Ω satisfaz RCRCQ se, e somente se,
existir uma vizinhança V de x tal que

• {∇hi(y)}m
i=1 têm posto costante para todo y ∈ V ;

• Para todo J ⊂ A(x), se {∇hi(x),∇gj(x) : i ∈ I, j ∈ J } é linearmente dependente,
então {∇hi(y),∇gj(y) : i ∈ I, j ∈ J } é linearmente dependente para todo y ∈ V .
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Quando o conjunto viável é descrito por meio de restrições de desigualdades, a preser-
vação do posto do conjunto dos gradientes não é uma condição muito útil, como veremos
no próximo contra-exemplo. A preservação do posto é uma ferramenta mais adequada
para lidar com os gradientes das restrições de igualdade, pois estes geram um subespaço
contido em LΩ(x)◦, onde a noção de dimensão pode ser aplicada.

Em [3], os autores introduziram uma relaxação semelhante à RCRCQ para a condição
CPLD, chamada relaxed-CPLD (RCPLD).
Definição 2.28 (RCPLD, [3]). Seja I ⊂ {1, . . . , m} tal que {∇hi(x)}i∈I forma uma base
para span{∇hi(x)}m

i=1. Dizemos que a condição Relaxed-CPLD (RCPLD) vale no ponto
viável x ∈ Ω se existir uma vizinhança V de x satisfazendo as condições:

• {∇hi(y)}m
i=1 têm posto constante para todo y ∈ V ;

• Para todo J ⊂ A(x), se {∇hi(x),∇gj(x) : i ∈ I, j ∈ J } é positivo-linearmente de-
pendente, então {∇hi(y),∇gj(y) : i ∈ I, j ∈ J } é positivo-linearmente dependente
para todo y ∈ V .

Note que a definição de RCPLD não depende da escolha do conjunto de índices que
seleciona a base para span{∇hi(x)}m

i=1, como mostra em [3].

Em [9], os autores introduziram uma outra condição que unifica todas as demais, no
sentido que é implicada pelas condições apresentadas anteriormente. Essa condição é
chamada de condição de posto constante da componente subespaço, em inglês, Constant
Rank of the Subspace Component (CRSC).

Considere o polar do cone linearizado,

LΩ(x)◦ =
v ∈ Rn : v =

m∑
i=1

λi∇hi(x) +
∑

j∈A(x)
µj∇gj(x), µj ≥ 0, λi ∈ R

 ,

e considere o maior subespaço contido em LΩ(x)◦, chamado de subespaço componente.
Neste caso, o subespaço componente é dado por LΩ(x)◦ ∩ −LΩ(x)◦. Pela definição de
LΩ(x)◦, os gradientes ∇hi(x) devem pertencer ao conjunto de geradores do subespaço
componente. O outro termo na soma associado aos gradientes das restrições de desigual-
dade deve ser um cone pontudo. A maioria dos problemas surgem quando os gradientes
das restrições de desigualdade pertencem ao subespaço componente do polar do cone
linearizado. Formalmente, isso acontece sempre que o conjunto

J−(x) := {j ∈ A(x) : −∇gj(x) ∈ LΩ(x)◦} ≠ ∅.

Observe que

span{∇hi(x),∇gj(x) : i = 1, . . . , m; j ∈ J−(x)} = LΩ(x)◦ ∩ −LΩ(x)◦.

Definição 2.29 (CRSC, [9]). Dizemos que x ∈ Ω satisfaz a condição Constant Rank of
the Subspace Component (CRSC) se existe uma vizinhança V de x tal que os gradientes
{∇hi(y),∇gj(y) : i = 1, . . . , m; j ∈ J−(x)} têm posto constante para todo y ∈ V .

Um fato interessante, é que, sob CRSC as restrições de desigualdade com índices em
J−(x) atuam localmente como igualdades, isto é, existe uma vizinhança V de x tal que
gj(y) = 0 para todo y ∈ V ∩ Ω e para todo j ∈ J−(x).

Antes de definir a condição de qualificação Constant Positive Generator (CPG) [9],
vejamos alguns conceitos e resultados apresentados em [9, 38].
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Definição 2.30. Seja V = {v1, . . . , vm+p} um conjunto de vetores em Rn e considere o par
ordenado (I,J ), onde I = {1, . . . , m} e J = {m + 1, . . . , m + p}. Definimos o conjunto
span+(I,J ;V) por

span+(I,J ;V) :=
v ∈ Rn : v =

∑
i∈I

λivi +
∑
j∈J

µjvj, µj ≥ 0, ∀j ∈ J

 .

Claramente span+(I,J ;V) é um cone, chamado de cone positivamente gerado. Quando
os vetores vi, i ∈ I ∪ J são PLD, diremos que o par ordenado (I,J ) é PLD. Caso con-
trário, diremos que (I,J ) é PLI. Observe que quando vi = ∇hi(x), para i = 1, . . . , m, e
vj = ∇gj(x), para j ∈ A(x), temos que span+(I,J ;V) = LΩ(x)◦.

Para esses tipos de cones, podemos definir um conceito de base.

Definição 2.31. Considere I = {1, . . . , m} e J = {m + 1, . . . , m + p}. Sejam V =
{v1, . . . , vm+p} ⊂ Rn e I ′,J ′ ⊂ {1, . . . , m + p}. Dizemos que o par (I ′,J ′) forma uma
base para span+(I,J ;V) quando

span+(I ′,J ′;V) = span+(I,J ;V)

e os vetores vi, i ∈ I ′ e vj, j ∈ J ′ são PLI.

Podemos mostrar que, de fato, existe uma base nos termos da definição acima. Se os
vetores vi, i ∈ I ∪ J são PLD, então existem λi, i ∈ I e µj ≥ 0, j ∈ J não todos nulos
tais que ∑

i∈I
λivi +

∑
j∈J

µjvj = 0. (2.10)

Se o conjunto {vi : i ∈ I} for LD, defina I ′ ⊂ I um subconjunto próprio de I tal que
span{vi : i ∈ I ′} = span{vi : i ∈ I} e J ′ = J . Claramente, temos span+(I ′,J ′;V) =
span+(I,J ;V). Caso contrário, temos que existe j′ ∈ J tal que µj′ > 0. Dividindo a
equação (2.10) por µj′ , segue que

∑
i∈I

λi

µj′
vi +

∑
j∈J \{j′}

µj

µj′
vj = −vj′ .

Definindo I ′ := I ∪ {j′} e J ′ := J \ {j′}, claramente temos span+(I,J ;V) ⊂
span+(I ′,J ′;V). Por outro lado, seja v = ∑

i∈I′
λ̄ivi + ∑

j∈J ′
µ̄jvj ∈ span+(I ′,J ′;V). Logo,

v =
∑
i∈I

λ̄ivi + λ̄j′vj′ +
∑

j∈J \{j′}
µ̄jvj ∈ span+(I,J ;V), se λ̄j′ ≥ 0.

Caso contrário, segue que

v =
∑
i∈I′

λ̄ivi +
∑

j∈J ′
µ̄jvj =

∑
i∈I

λ̄ivi + λ̄j′vj′ +
∑

j∈J ′
µ̄jvj

=
∑
i∈I

λ̄ivi + |λ̄j′|

∑
i∈I

λi

µj′
vi +

∑
j∈J \{j′}

µj

µj′
vj

+
∑

j∈J ′
µ̄jvj ∈ span+(I,J ;V),

o que mostra que span+(I ′,J ′;V) = span+(I,J ;V). Podemos repetir essa construção
um número finito de vezes até que (I ′,J ′) seja PLI.
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Definição 2.32 (CPG, [9]). Sejam V(y) = {∇hi(y),∇gj(y) : i ∈ I, j ∈ J }, I =
{1, . . . , m} e J = A(x). Dizemos que x ∈ Ω satisfaz a condição Constant Positive
Generator (CPG) quando existe uma base (I ′,J ′) de span+(I,J ;V(x)) e uma vizinhança
V de x tais que

span+(I,J ;V(y)) ⊂ span+(I ′,J ′;V(y)), ∀y ∈ V.

Teorema 2.33. CRSC implica CPG.

Demonstração. Seja x ∈ Ω um ponto que satisfaz CRSC e considere (I ′,J ′) uma base
para span+(I,J ;V(x)). Como I ′ ⊂ J−(x) corresponde a uma base para span{∇fi(x) :
i ∈ J−(x)}, temos que esta base deve permanecer uma base em uma vizinhança de x,
devido ao fato de que o posto do conjunto {∇fi(y) : i ∈ J−(x)} é constante.

Contra-Exemplo 2.34 (CPG não implica CRSC). Considere em R2, o conjunto viável

Ω := {x ∈ R2 : g1(x) = x3
1 − x2 ≤ 0, g2(x) = x3

1 + x2 ≤ 0, g3(x) = x1 ≤ 0}.

No ponto x = (0, 0), temos

∇g1(x) =
(

0
−1

)
, ∇g2(x) =

(
0
1

)
, ∇g3(x) =

(
1
0

)
.

Neste caso, temos I = ∅, J = A(x) = {1, 2, 3}, e o polar do cone linearizado,

LΩ(x)◦ =
v : v =

∑
j∈A(x)

µj∇gj(x), µj ≥ 0
 .

Logo, temos que J−(x) = {1, 2}. Tome I ′ = {1} e J ′ = {3}. Assim, temos que os
gradientes {∇g1(x),∇g3(x)} são PLI e span+(I ′,J ′;V(x)) = span+(I,J ;V(x)). Além
disso, para todo y em uma vizinhança de x, temos

span+(I,J ;V(y)) ⊂ span+(I ′,J ′;V(y)).

Portanto, x cumpre a condição CPG. Entretanto, x não satisfaz CRSC, pois

posto({∇g1(x),∇g2(x)}) = 1,

enquanto que posto({∇g1(y),∇g2(y)}) = 2 para todo y em uma vizinhança de x.

A estrutura de um conjunto viável está localmente relacionada com a propriedade
de Error Bound, que consiste em estimar a distância de um determinado ponto ao con-
junto viável em uma vizinhança, utilizando uma medida analítica de inviabilidade, e pode
desempenhar um papel central na análise de convergência de algoritmos.

Definição 2.35. Dizemos que x ∈ Ω cumpre a condição de Error Bound se existe uma
vizinhança V de x e uma constante α > 0 tal que para todo y ∈ V , vale:

min
z∈Ω
∥z − y∥ ≤ α max{|h1(y)|, . . . , |hm(y)|, g+

1 (y), . . . , g+
p (y)}. (2.11)
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Teorema 2.36. A condição de Error Bound é uma condição de qualificação.

Demonstração. Mostremos que vale a condição de qualificação de Abadie. Seja d ∈ LΩ(x).
Aplicando expansão de Taylor, temos que

hi(x + td) = t∇hi(x)T d + o(t) = o(t), i = 1, . . . , m,

gj(x + td) = t∇gj(x)T d + o(t) ≤ o(t), j ∈ A(x),
gj(x + td) < 0, j /∈ A(x),

com lim
t→0

o(t)
t

= 0 e t > 0 suficientemente pequeno. Logo, usando a propriedade (2.11),
obtemos dist(x + td, Ω) = o(t). Portanto, d ∈ TΩ(x), concluindo a demonstração.

Contra-Exemplo 2.37 (CPG não implica Error Bound). Considere em R2, o ponto
x = (0, 0) e Ω definido pelas restrições de desigualdade g1(x) = x3

1 − x2, g2(x) = x3
1 +

x2, g3(x) = x1 e g4(x) = x3
2. Neste caso, temos I = ∅, J = A(x) = {1, 2, 3, 4} e

∇g1(x) =
(

0
−1

)
, ∇g2(x) =

(
0
1

)
, ∇g3(x) =

(
1
0

)
, ∇g4(x) =

(
0
0

)
.

Tomando I ′ = {1} e J ′ = {3}, temos {∇g1(x),∇g3(x)} PLI e span+(I ′,J ′;V(x)) =
span+(I,J ;V(x)). Logo, (I ′,J ′) forma uma base para span+(I,J ;V(x)). Não é difí-
cil ver que span+(I,J ;V(y)) ⊂ span+(I ′,J ′;V(y)) para todo y em uma vizinhança da
origem. Portanto vale CPG em x. Para mostrar que x não satisfaz Error Bound, con-
sidere xk = (−(1/k)1/3, 1/k). Logo temos dist(xk, Ω) = 1/k, enquanto que a medida de
inviabilidade é 1/k3.

Embora CPG não implica Error Bound, provou-se em [9] que CPG implica Abadie.
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Figura 2.3: Relações entre as condições de qualificação conhecidas.
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2.2 Condições sequenciais de primeira ordem
Os resultados a seguir baseiam-se essencialmente em [5, 7, 8, 11, 15, 37, 38, 51, 58].

As condições sequenciais de otimalidade foram introduzidas com o objetivo de estu-
dar a convergência global de algoritmos iterativos. Estas condições fornecem ferramentas
teóricas adequadas para justificar critérios de parada em muitos algoritmos práticos. Ti-
picamente, o critério de parada que corresponde à condição sequencial de otimalidade
está associado a um parâmetro εk → 0, que pode ser considerado como tolerância ao
erro. Assim, o natural é terminar a execução do algoritmo quando a quantidade εk é
suficientemente pequena. Como foi dito na introdução, condições sequenciais são neces-
sárias para a otimalidade local sem exigir uma condição de qualificação. Nesta seção,
estudaremos as condições sequencias de otimalidade de primeira ordem que podem ser
usadas como critério de parada em algoritmos. Antes de introduzirmos formalmente as
condições sequenciais de otimalidade, consideremos o algoritmo de penalidade externa
para o problema

minimizar f(x) sujeito a h(x) = 0, g(x) ≤ 0, x ∈ X

onde X ⊂ Rn é um conjunto fechado e não vazio. Considere a função Φ : Rn → R dada
por

Φ(x) := 1
2(∥h(x)∥2 + ∥g+(x)∥2),

onde g+(x) = (g+
1 (x), . . . , g+

p (x)) e g+
j (x) = max{0, gj(x)}.

Teorema 2.38. Dada uma sequência {ρk} ⊂ R com ρk → +∞, para cada k, seja xk a
solução global, caso exista, do problema

minimizar f(x) + ρkΦ(x),
sujeito a x ∈ X

Então todo ponto limite da sequência {xk} é minimizador global do problema original.

Demonstração. Seja x∗ um ponto limite da sequência {xk}, caso exista. Como X é fe-
chado, segue que x∗ ∈ X. Para mostrar que x∗ é solução global de Φ(x) sujeito a
x ∈ X, considere Φ(y) < Φ(x∗), y ∈ X. Segue que Φ(y) + c < Φ(xk) para alguma
subsequência apropriada e algum c > 0. Multiplicando ambos os lados por ρk, obtemos
ρkΦ(y) + ρkc < ρkΦ(xk), o que podemos reescrever como

f(y) + ρkΦ(y) + (ρkc + f(xk)− f(y)) < f(xk) + ρkΦ(xk).

Logo, (ρkc + f(xk) − f(y)) > 0 para k suficientemente grande e, portanto, f(y) +
ρkΦ(y) < f(xk) + ρkΦ(xk), o que contradiz a definição de xk.

Para qualquer y ∈ X, temos f(xk) ≤ f(xk) + ρkΦ(xk) ≤ f(y) + ρkΦ(y). Supondo
que o problema admite um ponto viável y ∈ X tal que Φ(y) = 0, segue que f(xk) ≤
f(y). Passando ao limite em uma subsequência, obtemos f(x∗) ≤ f(y), concluindo a
demonstração.

Definição 2.39. Dizemos que um ponto x∗ satisfaz uma condição sequencial de otima-
lidade associada à proposição matemática P se existe uma sequência xk → x∗ tal que
P({xk}) é satisfeita.
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2.2.1 Condição Aproximadamente KKT
A condição sequencial de otimalidade de primera ordem mais frequentemente utilizada

na prática é a condição Aproximadamente KKT [11].

Definição 2.40 (AKKT, [11]). Dizemos que um ponto viável x ∈ Ω cumpre a condição
Aproximadamente KKT (AKKT), se existem sequências {xk} ⊂ Rn, {λk} ⊂ Rm, {µk} ⊂
Rp

+ com µk
j = 0, j /∈ A(x) e xk → x tais que

lim
k→∞

∇f(xk) +
m∑

i=1
λk

i∇hi(xk) +
∑

j∈A(x)
µk

j∇gj(xk)
 = 0.

Neste caso, dizemos que a sequência {xk} é uma sequência AKKT.

O seguinte Teorema mostra que a condição Aproximadamente KKT é uma condição
sequencial de otimalidade.

Teorema 2.41. Se x∗ ∈ Ω é minimizador local, então x∗ satisfaz AKKT.

Demonstração. Como x∗ é minimizador local, existe δ > 0 tal que f(x∗) ≤ f(x) para todo
x com ∥x − x∗∥ ≤ δ. Considere a aplicação do algoritmo de penalidade externa para o
problema

minimizar f(x) + 1
2∥x− x∗∥2 sujeito a h(x) = 0, g(x) ≤ 0, ∥x− x∗∥ ≤ δ.

Como o conjunto X = {x ∈ Rn : ∥x− x∗∥ ≤ δ} é compacto, a sequência {xk} gerada
pelo algoritmo de penalidade externa está bem definida. Pelo Teorema 2.38 todos seus
pontos limites são soluções globais. Pela compacidade de X temos a existência de pelo
menos um ponto limite. Como x∗ é a única solução do problema, segue que xk → x∗.
Logo, ∥xk − x∗∥ < δ para k suficientemente grande, ou seja, xk é ponto interior de X.
Dessa forma, temos que o gradiente da função f(x) + 1

2∥x − x∗∥2 + ρkΦ(x) em x = xk

deve ser igual a zero, ou seja,

∇f(xk) +
m∑

i=1
ρkhi(xk)∇hi(xk) +

p∑
j=1

ρkg+
j (xk)∇gj(xk) + (xk − x∗) = 0.

Definindo λk
i = ρkhi(xk) para todo i = 1, . . . , m e µk

j = ρkg+
j (xk) para todo j =

1, . . . , p, segue que se gj(x∗) < 0, então µk
j = 0 para todo k suficientemente grande. Logo,

∇f(xk) +
m∑

i=1
λk

i∇hi(xk) +
∑

j∈A(x∗)
µk

j∇gj(xk) + (xk − x∗) = 0.

Como xk → x∗, passando ao limite concluímos que x∗ satisfaz AKKT.

O próximo Teorema mostra que a condição Aproximadamente KKT implica em Fritz
John, ou seja, do ponto de vista de otimização, pontos AKKT são melhores candidatos à
soluções do que pontos Fritz John.
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Teorema 2.42. Se x ∈ Ω é um ponto AKKT, então x satisfaz a condição necessária de
Fritz John.

Demonstração. Suponha que x satisfaz AKKT. Logo, existem sequências {xk} ⊂ Rn, {λk} ⊂
Rm, {µk} ⊂ Rp

+ com µk
j = 0, j /∈ A(x) e xk → x tais que

εk := ∇f(xk) +
m∑

i=1
λk

i∇hi(xk) +
∑

j∈A(x)
µk

j∇gj(xk)→ 0. (2.12)

Se a sequência {(λk, µk)} for limitada, tomando o limite em uma subsequência con-
vergente e usando a continuidade dos gradientes das funções, concluímos que x satisfaz
KKT. Caso contrário, definimos, para todo k ∈ N,

Mk = max{|λk
i |, µk

j : i = 1, . . . , m; j ∈ A(x)}.

Neste caso, temos que lim
k→∞

Mk = ∞. A sequência {( λk

Mk
, µk

Mk
)} é limitada, pois

∥( λk

Mk
, µk

Mk
)∥∞ = 1. Logo, existe uma subsequência convergente, digamos(

λk

Mk

,
µk

Mk

)
N′
−→ (λ̂, µ̂).

Assim, dividindo εk por Mk e passando ao limite quando k →∞, obtemos
m∑

i=1
λ̂i∇hi(x) +

∑
j∈A(x)

µ̂j∇gj(x) = 0,

com ∥(λ̂, µ̂)∥∞ = 1. Portanto, os gradientes {∇hi(x),∇gj(x) : i = 1, . . . , m, j ∈ A(x)}
são PLD, contradizendo a definição de MFCQ. Assim, se x é um ponto AKKT, então x
satisfaz “KKT ou não-MFCQ”. Portanto, x é um ponto Fritz John.

Este resultado mostra que um ponto AKKT que satisfaz MFCQ deve ser um ponto
KKT. Isto segue do fato de que MFCQ garante a compacidade do conjunto dos multiplica-
dores de Lagrange. Devido ao fato de AKKT ser uma condição de otimalidade, podemos
concluir que MFCQ é de fato uma condição de qualificação.

Proposição 2.43. O ponto x satisfaz AKKT se, e somente se, existem sequências xk →
x, {(λk, µk)} ⊂ Rm × Rp

+ e {εk} ⊂ R+, εk → 0 tais que:

(i) ∥∇f(xk) +
m∑

i=1
λk

i∇hi(xk) +
p∑

j=1
µk

j∇gj(xk)∥ ≤ εk;

(ii) ∥h(xk)∥ ≤ εk, ∥g+(xk)∥ ≤ εk;

(iii) gj(xk) < −εk ⇒ µk
j = 0.

Demonstração. (⇒) Suponha que x satisfaz a condição AKKT. Para todo k ∈ N, defini-
mos

εk := max
{
∥(hi(xk))m

i=1∥, ∥(g+
j (xk))p

j=1∥,

∥∇f(xk) +
m∑

i=1
λk

i∇hi(xk) +
p∑

j=1
µk

j∇gj(xk)∥,−gj(xk) : j ∈ A(x)
}
.
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Pela definição de AKKT, segue que εk → 0+. Dado r ∈ {1, . . . , p} tal que gr(xk) <
−εk, pela definição de εk, segue que −gr(xk) > εk ≥ −gj(xk) para todo j ∈ A(x). Logo
r /∈ A(x). Definindo µk

r = 0, o resultado segue.

(⇐) Pela continuidade das funções hi e gj, segue que x é viável. Agora note que se
j /∈ A(x), então gj(x) < 0 e, portanto, gj(xk) < −εk para k suficientemente grande. Logo,
pela hipótese, µk

j = 0. Portanto vale AKKT.

A estrutura geral do método Lagrangiano aumentado é bem conhecida na literatura
[21, 22, 55], além de ser um dos métodos mais populares para resolver problemas de oti-
mização. A seguir, apresentamos a descrição geral do Algoritmo Lagrangiano aumentado.
Dado ρ > 0 e (λ, µ) ∈ Rm × Rp

+, considere a função Lagrangiana aumentada

Lρ(x, λ, µ) := f(x) + ρ

2

 m∑
i=1

(
hi(x) + λi

ρ

)2

+
p∑

j=1

(
max

{
0, gj(x) + µj

ρ

})2
 .

Algoritmo 2.44 (Método Lagrangiano Aumentado). Sejam λmin < λmax, µmax > 0, γ >
1, ρ1 > 0 e τ ∈ (0, 1). Tome {εk} ⊂ R+ com εk → 0. Escolha x0 ∈ Rn como ponto inicial
e λ1 ∈ [λmin, λmax]m, µ1 ∈ [0, µmax]p. Defina V 0

j = g+
j (x), j = 1, . . . , p. Inicialize k ← 1.

(1) (Minimização). Encontre xk ∈ Rn tal que

∥∇Lρk
(xk, λk, µk)∥ ≤ εk.

Caso não seja possível, interrompa a execução do algoritmo declarando falha.

(2) (Atualização do parâmetro de penalidade) Defina para todo j = 1, . . . , p

V k
j := max{gj(xk),−µk

j /ρk}.

Se max{∥h(xk)∥∞, ∥V k∥∞} ≤ τ max{∥h(xk−1)∥∞, ∥V k−1∥∞},
defina ρk+1 = ρk. Caso contrário, coloque ρk+1 = γρk;

(3) (Atualização dos multiplicadores de Lagrange). Calcule
λ̄k

i := λk
i + ρkhi(xk), i = 1, . . . , m e µ̄k

j := max{0, µk
j + ρkgj(xk), j = 1, . . . , p.

Defina λk+1
i := proj[λmin,λmax](λ̄k

i ) ∈ [λmin, λmax], para todo i = 1, . . . , m e µk+1
j :=

proj[0,µmax](µ̄k
j ) ∈ [0, µmax], para todo j = 1, . . . , p. Faça k ← k + 1 e vá para o passo

(1).

O Teorema a seguir mostra que o método Lagrangiano aumentado gera sequências
cujos pontos limites são pontos AKKT.
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Teorema 2.45. Suponha que a sequência {xk} gerada pelo algoritmo Lagrangiano au-
mentado admite um ponto limite x∗ ∈ Ω. Então x∗ é um ponto AKKT.

Demonstração. Usando a definição de Lρ e o passo (1) do Algoritmo 2.44, temos

∥∇f(xk) +
m∑

i=1
λ̂k

i∇hi(xk) +
p∑

j=1
µ̂k

j∇gj(xk)∥ ≤ εk,

onde λ̂k := λk + ρkh(xk) e µ̂k := max{0, µk + ρkg(xk)}. Vamos mostrar que µ̂k
j = 0

para j /∈ A(x∗) e k suficientemente grande. Suponha que gj0(x∗) < 0 para algum j0 ∈
{1, . . . , p}. Se ρk → +∞ e já que a sequência {µk

j0} é limitada, segue que µ̂k
j = 0. Se {ρk}

é limitada, temos que V k
j0 = max{gj0(xk),−µk

j0/ρk} → 0 e, portanto, −µk
j0/ρk → 0. Logo

µ̂k
j = ρk max{0, gj0(xk) + µk

j0/ρk} = 0. Portanto x∗ satisfaz AKKT.

2.2.2 Condição Gradiente Projetado Aproximado
Outra condição sequencial de otimalidade bastante utilizada em métodos de restau-

ração inexata e mais forte que AKKT é a condição Gradiente Projetado Aproximado
(AGP), indroduzida por Martínez e Svaiter em [51].

Definição 2.46 (AGP, [51]). Dado um número não positivo γ ∈ [−∞, 0] e um ponto viável
x∗ ∈ Ω. Dizemos que x∗ satisfaz a condição AGP(γ) (Approximate Gradient Projection)
se existe uma sequência xk → x∗ tal que

PΩ(xk,γ)(xk −∇f(xk))− xk → 0,

onde PΩ(xk,γ) é a projeção ortogonal sobre o conjunto convexo fechado Ω(xk, γ) definido
como

Ω(xk, γ) :=

z ∈ Rn :
⟨∇hi(xk), z − xk⟩ = 0, para todo i = 1, . . . , m
⟨∇gj(xk), z − xk⟩ ≤ 0, se 0 ≤ gj(xk), j = 1, . . . , p
gj(xk) + ⟨∇gj(xk), z − xk⟩ ≤ 0, se γ < gj(xk) < 0, j = 1, . . . , p

 .

Neste caso, dizemos que a sequência {xk} é uma sequência AGP(γ) associada a x∗.

O conjunto Ω(xk, γ) pode ser interpretado como uma aproximação linear do conjuntoz ∈ Rn :
hi(z) = hi(xk), i = 1, . . . , m
gj(z) ≤ gj(xk), se gj(xk) ≥ 0
gj(z) ≤ 0, se γ < gj(xk) < 0

 .

Proposição 2.47 ([51], Propriedade 2.1). Seja x∗ ∈ Ω e suponha que x∗ satisfaz
AGP(γ) para algum γ ∈ [−∞, 0). Então x∗ satisfaz AGP(γ′) para todo γ′ < 0.

Proposição 2.48 ([8], Proposição 3). Sejam x, ε em Rn tal que x+ε ∈ Ω(x, 0). Então,
todo elemento do cone NΩ(x,0)(x + ε) é da forma

v =
m∑

i=1
λi∇hi(x) +

∑
j:gj(x)≥0

µj∇gj(x),

onde λ ∈ Rm, µj ≥ 0 e µj(⟨∇gj(x), ε⟩) = 0 se gj(x) ≥ 0. Além disso, NΩ(x,0)(x + ε) ⊂
NΩ(x,0)(x).

Note que isso significa que NΩ(x,γ)(x) = LΩ(x)◦ para todo x ∈ Ω.



Condições sequenciais de primeira ordem 43

O Teorema a seguir estabelece uma relação entre a projeção euclidiana e as condições
de KKT.

Teorema 2.49. Dado x ∈ Ω, então PΩ(x,γ)(x−∇f(x)) = x se, e somente se, as condições
KKT valem em x.

Demonstração. (⇒) Suponha que PΩ(x,γ)(x − ∇f(x)) = x. Logo x é a única solução do
problema de otimização:

minimizar 1
2∥z − x +∇f(x)∥2, sujeito a z ∈ Ω(x, γ).

Pela linearidade das restrições, as condições KKT valem para esse problema, ou seja,
existem λ ∈ Rm, µj ≥ 0 e µ̃j ≥ 0 tais que

z − x +∇f(x) +
m∑

i=1
λi∇hi(x) +

∑
j∈A(x)

µj∇gj(x) +
∑

γ<gj(x)<0
µ̃j∇gj(x) = 0,

µj(⟨∇gj(x), z − x⟩) = 0, (2.13)
µ̃j

(
gj(x) + ⟨∇gj(x), z − x⟩

)
= 0.

Substituindo z = x em (2.13), obtemos µ̃j = 0. Portanto x satisfaz KKT.

(⇐) Agora suponha que x satisfaz KKT, isto é, existem λ ∈ Rm e µj ≥ 0, j /∈ A(x)
tais que

−∇f(x) =
m∑

i=1
λi∇hi(x) +

∑
j∈A(x)

µj∇gj(x).

Pela Proposição 2.48, temos que −∇f(x) ∈ NΩ(x,γ)(x). Como Ω(x, γ) é convexo e
fechado, a Proposição A.40 garante que PΩ(x,γ)(x−∇f(x)) = x.

O Teorema a seguir mostra que a condição AGP é uma condição sequencial de otima-
lidade.

Teorema 2.50. Se x∗ é um minimizador local e γ ∈ [−∞, 0], então x∗ satisfaz a condição
AGP (γ).

Demonstração. Seja x∗ um minimizador local. Considere uma sequência {ρk} ⊂ R+ tal
que ρk → +∞ e γ ∈ [−∞, 0]. Seguindo os mesmos passos da demonstração do Teorema
2.41, segue-se que existe uma sequência xk → x∗ tal que

∇f(xk) +
m∑

i=1
ρkhi(xk)∇hi(xk) +

p∑
j=1

ρkg+
j (xk)∇gj(xk) + (xk − x∗) = 0.

Definindo λk
i = ρkhi(xk) para todo i = 1, . . . , m e µk

j = ρkg+
j (xk) para todo j =

1, . . . , p, temos que se gj(x∗) < 0, então µk
j = 0 para todo k suficientemente grande. Logo,

∇f(xk) +
m∑

i=1
λk

i∇hi(xk) +
∑

j∈A(x∗)
µk

j∇gj(xk) + (xk − x∗) = 0,

no qual equivale a

xk −∇f(xk)−
(

xk +
m∑

i=1
λk

i∇hi(xk) +
∑

j∈A(x∗)
µk

j∇gj(xk)
)

= (xk − x∗). (2.14)
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Tomando a projeção sobre Ω(xk, γ) e usando o fato que a projeção é uma aplicação
não expansiva, segue que∥∥∥∥∥∥PΩ(xk,γ)(xk −∇f(xk))− PΩ(xk,γ)

(
xk +

m∑
i=1

λk
i∇hi(xk) +

∑
j∈A(x∗)

µk
j∇gj(xk)

)∥∥∥∥∥∥ (2.15)

≤ ∥xk − x∗∥.

Em virtude da Proposição 2.48, temos que
m∑

i=1
λk

i∇hi(xk) +
∑

j∈A(x∗)
µk

j∇gj(xk) ∈ NΩ(xk,γ)(xk).

Como Ω(xk, γ) é convexo e fechado, a Proposição A.40 garante que

PΩ(xk,γ)

(
xk +

m∑
i=1

λk
i∇hi(xk) +

∑
j∈A(x∗)

µk
j∇gj(xk)

)
= xk. (2.16)

Substituindo (2.16) em (2.15), obtemos

∥PΩ(xk,γ)(xk −∇f(xk))− xk∥ ≤ ∥xk − x∗∥. (2.17)

Como ∥xk−x∗∥ → 0, passando ao limite em (2.17), conclúimos que x∗ satisfaz AGP(γ).

O próximo Teorema mostra que a condição AGP é mais forte do que a condição AKKT.
Teorema 2.51. Seja x∗ ∈ Ω. Se x∗ satisfaz a condição AGP, então x∗ satisfaz AKKT.

Demonstração. Como x∗ satisfaz a condição AGP, então pela definição existe uma sequên-
cia xk → x∗ tal que

yk := PΩ(xk,γ)(xk −∇f(xk))− xk → 0.

para algum γ ∈ [−∞, 0).
A projeção PΩ(xk,γ)(xk−∇f(xk)) = yk+xk é a única solução do problema de otimização:

minimizar 1
2∥z − xk +∇f(xk)∥2, sujeito a z ∈ Ω(xk, γ).

Pela linearidade das restrições, as condições KKT valem em yk + xk, ou seja, existe
(λ, µ) ∈ Rm × Rp

+ tal que

yk +∇f(xk) +
m∑

i=1
λk

i∇hi(xk) +
p∑

j=1
µk

j∇gj(xk) = 0, (2.18)

µk
j (⟨∇gj(xk), yk⟩) = 0, se 0 ≤ gj(xk), (2.19)

µk
j

(
gj(xk) + ⟨∇gj(xk), yk⟩

)
= 0, se γ < gj(xk) < 0, (2.20)

µk
j = 0, caso contrário (2.21)

Como yk → 0, então por (2.18), obtemos

lim
k→∞
∇f(xk) +

m∑
i=1

λk
i∇hi(xk) +

p∑
j=1

µk
j∇gj(xk) = 0.

Se j /∈ A(x∗), então gj(x∗) < 0. Pela continuidade de g, temos que gj(xk)+⟨∇gj(xk), yk⟩ <
0 para cada k suficientemente grande. Logo, usando a relação (2.20), obtemos que µk

j = 0
para todo j /∈ A(x∗). Portanto vale AKKT.
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Contra-Exemplo 2.52 (AKKT não implica AGP). Considere o problema

minimizar f(x) = −x2,
sujeito a h1(x) = x1x2 = 0,

g1(x) = −x1 ≤ 0.

O ponto x∗ = (0, 1) satisfaz a condição AKKT. De fato, considere as sequências
xk = (1/k, 1), λk

1 = µk
1 = k. Neste caso, temos A(x∗) = {1}. Logo, para todo k ∈ N,

temos

∇f(xk) + λk
1∇h1(xk) + µk

1∇g1(xk) =
(

0
−1

)
+ k

(
1

1/k

)
+ k

(
−1
0

)
= 0.

Portanto, x∗ satisfaz AKKT. Entretanto, x∗ não satisfaz AGP. Com efeito, considere
uma sequência xk → x∗ tal que xk

1 ≥ 0 para todo k. Dado x = (x1, x2) ∈ Ω(xk, γ). Pela
definição de Ω(xk, γ), temos

∇h1(xk)T (x− xk) = 0 e ∇g1(xk)T (x− xk) ≤ 0.

Assim,

∇h1(xk)T (x− xk) =
(
xk

2 xk
1

)(x1 − xk
1

x2 − xk
2

)
= xk

2(x1 − xk
1) + xk

1(x2 − xk
2) = 0,

o que implica (x2 − xk
2) = −xk

2
xk

1
(x1 − xk

1). Observe que esta equação é a equação da reta

tangente a h1(x) = h1(xk) no ponto xk. Por outro lado, temos

∇g1(xk)T (x− xk) =
(
−1 0

)(x1 − xk
1

x2 − xk
2

)
≤ 0⇔ x1 ≥ xk

1 ≥ 0.

Logo, Ω(xk, γ) é a interseção entre o semi-plano x1 ≥ 0 e a reta tangente a h1(x) =
h1(xk) no ponto xk. Quando xk → x∗, a reta tangente tende para a reta vertical. Portanto,
PΩ(xk,γ)(xk−∇f(xk))−xk tende para (0, 1). Analogamente, se xk

1 < 0, o conjunto Ω(xk, γ)
é a interseção do semi-plano x1 ≥ xk

1 com a reta tangente a h1(x) = xk
1xk

2 no ponto xk.
Logo, PΩ(xk,γ)(xk − ∇f(xk)) − xk tende para (0, 1). Portanto, para qualquer sequência
xk → x∗, temos que PΩ(xk,γ)(xk −∇f(xk))− xk não tende a zero. Como consequência, x∗

não satisfaz AGP.

Teorema 2.53 ([51], Teorema 3.1). Considere γ ∈ [−∞, 0] e suponha que as funções
f, gj são convexas para todo j = 1, . . . , p e h é afim. Sejam x∗ ∈ Ω e {xk} uma sequência
AGP(γ) satisfazendo h(xk) = 0. Então, x∗ é um minimizador global de (1.2).

Demonstração. Vejamos primeiro que Ω ⊂ Ω(xk, γ) para qualquer xk ∈ Rn. Considere
y ∈ Ω. Se gj(xk) < 0, pela convexidade de gj, segue que

0 ≥ gj(y) ≥ gj(xk) +∇gj(xk)T (y − xk). (2.22)

Por outro lado, se gj(xk) ≥ 0, temos

0 ≥ gj(y) ≥ gj(xk) +∇gj(xk)T (y − xk) ≥ ∇gj(xk)T (y − xk). (2.23)
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Como h é afim, então h(x) = Ax + b com A ∈ Rm×n e b ∈ Rm. Além disso, h(xk) =
h(y) = 0, logo

∇h(xk)T (y − xk) = A(y − xk) = (Ay + b)− (Axk + b) = 0

e, portanto, ∇hi(xk)T (y − xk) = 0 para todo i = 1, . . . , m.

Logo, pelas relações (2.22) e (2.23), segue que y ∈ Ω(xk, γ).

Defina yk := PΩ(xk,γ)(xk −∇f(xk)). Logo, yk é a única solução do problema

minimizar 1
2∥y − xk +∇f(xk)∥2 sujeito a y ∈ Ω(xk, γ).

Assim, temos que

1
2∥y − xk +∇f(xk)∥2 = 1

2(y − xk +∇f(xk))T (y − xk +∇f(xk))

= 1
2∥y − xk∥2 +∇f(xk)T (y − xk) + 1

2∥∇f(xk)∥2.

Como yk é solução, obtemos

∇f(xk)T (y − xk) + 1
2∥y − xk∥2 ≥ ∇f(xk)T (yk − xk) + 1

2∥y
k − xk∥2.

Passando ao limite na desigualdade acima e usando o fato que ∥yk−xk∥ → 0, obtemos

∇f(x∗)T (y − x∗) + 1
2∥y − x∗∥2 ≥ 0.

Como Ω é convexo, tomando y = x∗ + t(y − x∗) na desigualdade acima, segue-se que
para todo t ∈ [0, 1], tem-se

t∇f(x∗)T (y − x∗) + t2

2 ∥y − x∗∥2 ≥ 0.

Dividindo por t e tomando o limite quando t→ 0, obtemos

∇f(x∗)T (y − x∗) ≥ 0.

Como consequência do Corolário A.36 segue que x∗ é minimizador global de f .

Proposição 2.54. A condição AGP implica em “KKT ou não-CPLD”.

Demonstração. Seja x∗ ∈ Ω satisfazendo a condição AGP. Logo existe uma sequência
xk → x∗ tal que

PΩ(xk,γ)(xk −∇f(xk))− xk → 0,

para algum γ ∈ [−∞, 0). Defina yk := PΩ(xk,γ)(xk−∇f(xk)). Logo yk resolve o problema

minimizar 1
2∥z − xk +∇f(xk)∥2 sujeito a z ∈ Ω(xk, γ).
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Como Ω(xk, γ) é definido por restrições lineares, as condições KKT valem em yk, ou
seja, existem λk ∈ Rm e µk ∈ Rp

+ tais que

(yk − xk) +∇f(xk) +
m∑

i=1
λk

i∇hi(xk) +
p∑

j=1
µk

j∇gj(xk) = 0, (2.24)

µk
j (⟨∇gj(xk), yk − xk⟩) = 0, se 0 ≤ gj(xk), (2.25)

µk
j

(
gj(xk) + ⟨∇gj(xk), yk − xk⟩

)
= 0, se γ < gj(xk) < 0, (2.26)

µk
j = 0, caso contrário (2.27)

Se gj(x∗) < 0, pela continuidade de gj e usando o fato de que yk − xk → 0, obtemos
gj(xk) + ⟨∇gj(xk), yk − xk⟩ < 0 para todo k suficientemente grande. Assim, segue de
(2.26) que µk

j = 0 para k suficientemente grande. Logo, usando a relação (2.24), obtemos

(yk − xk) +∇f(xk) +
m∑

i=1
λk

i∇hi(xk) +
∑

j∈A(x∗)
µk

j∇gj(xk) = 0.

Pelo Lema de Carathéodory, existem Ik ⊂ {1, . . . , m}, Jk ⊂ A(x∗), λ̃k ∈ Rm, µ̃k
j ≥ 0

tais que

(yk − xk) +∇f(xk) +
∑
i∈Ik

λ̃k
i∇hi(xk) +

∑
j∈Jk

µ̃k
j∇gj(xk) = 0 e (2.28)

{∇hi(xk)}i∈Ik
∪ {∇gj(xk)}j∈Jk

é PLI.

Podemos tomar uma subsequência tal que Ik = {1, . . . , m} e Jk = A(x∗). Se {(λ̃k
i , µ̃k

j )}
é limitada, passando ao limite em subsequência convergente, concluímos que x∗ satisfaz
KKT. Caso contrário, defina

Mk = max{∥λ̃k∥∞, ∥µ̃k∥∞}.

Assim, temos que

Mk →∞ e
∥∥∥∥∥
(

λ̃k

Mk

,
µ̃k

Mk

)∥∥∥∥∥
∞

= 1.

Logo, passando a uma subsequência, podemos supor que ( λ̃k

Mk
, µ̃k

Mk
) → (λ̂, µ̂) com

∥(λ̂, µ̂)∥∞ = 1 e µ̂ ≥ 0. Assim, dividindo (2.28) por Mk e tomando o limite, obtemos
m∑

i=1
λ̂i∇hi(x∗) + ∑

j∈A(x∗)
µ̂j∇gj(x∗) = 0 com (λ̂, µ̂) ̸= 0, uma contradição com CPLD.

2.2.3 Condição sequencial SAKKT
Definição 2.55 (SAKKT, [39]). Dizemos que x∗ ∈ Ω satisfaz a condição Strong Appro-
ximate KKT (SAKKT) se existem sequências {xk} ⊂ Rn e {(λk, µk)} ⊂ Rm × Rp

+ tais
que:

(i) xk → x∗;

(ii) lim
k→∞

∇f(xk) +
m∑

i=1
λk

i∇hi(xk) +
p∑

j=1
µk

j∇gj(xk)
 = 0;

(iii) gj(xk) < 0⇒ µk
j = 0 para todo j = 1, . . . , p e para todo k ∈ N.
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Teorema 2.56. Se x∗ ∈ Ω satisfaz a condição SAKKT, então x∗ satisfaz AGP(γ) para
qualquer γ ∈ [−∞, 0].

Demonstração. Suponha que x∗ satisfaz a condição SAKKT e considere qualquer γ ∈
[−∞, 0]. Logo, pela definição, existem sequências {xk} ⊂ Rn com xk → x∗ e {(λk, µk)} ⊂
Rm × Rp

+ tais que

∇f(xk) +
m∑

i=1
λk

i∇hi(xk) +
∑

j:0≤gj(xk)
µk

j∇gj(xk)→ 0.

Assim,

xk −∇f(xk)−
(

xk +
m∑

i=1
λk

i∇hi(xk) +
∑

j:0≤gj(xk)
µk

j∇gj(xk)
)
→ 0.

Tomando a projeção sobre o conjunto Ω(xk, γ) e usando a não-expansividade da pro-
jeção, obtemos

PΩ(xk,γ)(xk −∇f(xk))− PΩ(xk,γ)

(
xk +

m∑
i=1

λk
i∇hi(xk) +

∑
j:0≤gj(xk)

µk
j∇gj(xk)

)
→ 0.(2.29)

Pelo mesmo argumento usado na demonstração do Teorema 2.50, temos que

PΩ(xk,γ)

(
xk +

m∑
i=1

λk
i∇hi(xk) +

∑
j:0≤gj(xk)

µk
j∇gj(xk)

)
= xk. (2.30)

Substituindo (2.30) em (2.29), obtemos

PΩ(xk,γ)(xk −∇f(xk))− xk → 0.

Portanto vale AGP(γ).

Teorema 2.57. A condição SAKKT é equivalente à condição AGP(0).

Demonstração. Pelo Teorema anterior, basta mostrar que AGP(0) implica em SAKKT.
Pela definição de AGP(0), temos que existe uma sequência {xk} com xk → 0 tal que

yk := PΩ(xk,0)(xk −∇f(xk))− xk → 0.

Logo, yk + xk é a única solução do problema

minimizar 1
2∥z − xk +∇f(xk)∥2 sujeito a z ∈ Ω(xk, 0).

Como as restrições deste problema são lineares, as condições de KKT valem em yk+xk,
isto é, existem λk ∈ Rm e µk ∈ Rp

+ tais que

yk +∇f(xk) +
m∑

i=1
λk

i∇hi(xk) +
p∑

j=1
µk

j∇gj(xk) = 0, (2.31)

µk
j (⟨∇gj(xk), yk⟩) = 0, se 0 ≤ gj(xk), (2.32)

µk
j = 0, caso contrário. (2.33)
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Por (2.31), temos que

lim
k→∞

∇f(xk) +
m∑

i=1
λk

i∇hi(xk) +
p∑

j=1
µk

j∇gj(xk)
 = 0.

Pelas relações (2.32) e (2.33), concluímos que gj(xk) < 0 ⇒ µk
j = 0, completando a

prova.

Corolário 2.58. A condição SAKKT é uma condição de otimalidade.

2.2.4 Condições sequenciais C-AGP e L-AGP
Algumas variações da condição AGP tem sido utilizada na literatura no contexto de

métodos de restauração inexata e programação matemática. Essas variações consistem
em incluir algumas restrições lineares na definição de Ω, impondo que a sequência {xk}
associada satisfaça essas restrições.

Definição 2.59 (C-AGP, [11]). Suponha que as funções hi são afins para todo i ∈ {r +
1, . . . , m} e gj são convexas para todo j ∈ {q + 1, . . . , p}. Considere o conjunto convexo
e fechado, ΩC , definido por hi(x) = 0 e gj(x) ≤ 0 para todo i ∈ {r + 1, . . . , m} e
j ∈ {q + 1, . . . , p}. Dizemos que x∗ satisfaz a condição convex-AGP (C-AGP) se existe
uma sequência {xk} ⊂ ΩC com xk → x∗ tal que

PΩ̂(xk,γ)∩ΩC
(xk −∇f(xk))− xk → 0,

onde

Ω̂(xk, γ) :=

z ∈ Rn :
⟨∇hi(xk), z − xk⟩ = 0, i = 1, . . . , r
⟨∇gj(xk), z − xk⟩ ≤ 0, se 0 ≤ gj(xk), j = 1, . . . , q
gj(xk) + ⟨∇gj(xk), z − xk⟩ ≤ 0, se γ < gj(xk) < 0, j = 1, . . . , q

 .

O Teorema a seguir mostra que se as restrições em ΩC cumprem alguma condição de
qualificação, então C-AGP é uma condição de otimalidade.

Teorema 2.60. Seja x∗ um minimizador local do problema (1.2) e, suponha que, para
todo x ∈ ΩC, as restrições hi, i = r + 1, . . . , m, e gj, j = q + 1, . . . , p, cumprem alguma
condição de qualificação. Então, x∗ satisfaz C-AGP.

Demonstração. Seja x∗ um minimizador local. Logo, existe δ > 0 tal que x∗ é a única
solução global do problema

minimizar f(x) + 1
2∥x− x∗∥2,

sujeito a h(x) = 0,
g(x) ≤ 0,
∥x− x∗∥ ≤ δ.

Considere uma sequência {xk} gerada pelo algoritmo de penalidade externa aplicado
ao problema acima. Pelo mesmo argumento usado na demonstração do Teorema 2.41,
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temos que xk → x∗. Logo, ∥xk − x∗∥ < δ para k suficientemente grande. Suponha que
ρk → +∞ e, para cada k, seja xk um minimizador global de

minimizar f(x) + 1
2∥x− x∗∥2 + ρk

2
( r∑

i=1
hi(x)2 +

q∑
j=1

g+
j (x)2

)
,

sujeito a ∥x− x∗∥ ≤ δ.

O gradiente da função objetivo deve ser nulo em xk, isto é,

∇f(xk) +
r∑

i=1
ρkhi(xk)∇hi(xk) +

q∑
j=1

ρkg+
j (xk)∇gj(xk) + (xk − x∗) = 0.

Além disso, uma vez que as restrições hi e gj para i = r + 1, . . . , m e j = q + 1, . . . , p
cumprem alguma condição de qualificação, as condições KKT para o subproblema devem
ser mantidas. Defina

Ak = {j ∈ {q + 1, . . . , p} : gj(xk) = 0}.

Portanto, para k suficientemente grande, existem λk
i , i = r + 1, . . . , m e µk

j , j =
q + 1, . . . , p tais que

∇f(xk) +
r∑

i=1
ρkhi(xk)∇hi(xk) +

q∑
j=1

ρkg+
j (xk)∇gj(xk) + (xk − x∗) +

+
m∑

r+1
λk

i∇hi(xk) +
∑

j∈Ak

µk
j∇gj(xk) = 0.

Logo, podemos reescrever como

xk −∇f(xk)−
[
xk +

r∑
i=1

ρkhi(xk)∇hi(xk) +
q∑

j=1
ρkg+

j (xk)∇gj(xk) +

+
m∑

r+1
λk

i∇hi(xk) +
∑

j∈Ak

µk
j∇gj(xk)

]
= xk − x∗.

Pela propridade da não-expansividade da projeção, obtemos∥∥∥∥∥PΩ̂(xk,γ)∩ΩC
(xk −∇f(xk))− PΩ̂(xk,γ)∩ΩC

[
xk +

r∑
i=1

ρkhi(xk)∇hi(xk) +
q∑

j=1
ρkg+

j (xk)∇gj(xk)+

+
m∑

r+1
λk

i∇hi(xk) +
∑

j∈Ak

µk
j∇gj(xk)

]∥∥∥∥∥ ≤ ∥xk − x∗∥. (2.34)

Além disso, temos

v(xk) :=
[

r∑
i=1

ρkhi(xk)∇hi(xk) +
q∑

j=1
ρkg+

j (xk)∇gj(xk) +
m∑

r+1
λk

i∇hi(xk) +

+
∑

j∈Ak

µk
j∇gj(xk)

]
∈ NΩ̂(xk,γ)∩ΩC

(xk).

De fato, seja y ∈ Ω̂(xk, γ) ∩ ΩC . Pela convexidade de gj, para todo j ∈ Ak, temos

0 ≥ gj(y) ≥ gj(xk) +∇gj(xk)T (y − xk) = ∇gj(xk)T (y − xk). (2.35)
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Como hi é afim, digamos hi(x) = aT
i x + bi, para todo i = r + 1, . . . , m, temos

∇hi(xk)T (y − xk) = aT
i (y − xk) = (aT

i y + bi)− (aT
i xk + bi)

= hi(y)− hi(xk) = 0.
(2.36)

Logo, pela definição de Ω̂(xk, γ) e usando as relações (2.35) e (2.36), obtemos

⟨v(xk), y − xk⟩ =
〈

r∑
i=1

ρkhi(xk)∇hi(xk), y − xk

〉
+
〈 q∑

j=1
ρkg+

j (xk)∇gj(xk), y − xk

〉
+

+
〈

m∑
r+1

λk
i∇hi(xk), y − xk

〉
+
〈∑

j∈Ak

µk
j∇gj(xk), y − xk

〉
≤ 0.

Portanto, sendo Ω̂(xk, γ) ∩ ΩC convexo fechado, obtemos

PΩ̂(xk,γ)∩ΩC

[
xk +

r∑
i=1

ρkhi(xk)∇hi(xk) +
q∑

j=1
ρkg+

j (xk)∇gj(xk) +

+
m∑

r+1
λk

i∇hi(xk) +
∑

j∈Ak

µk
j∇gj(xk)

]
= xk.

Substituindo esta última equação em (2.34), obtemos

∥PΩ̂(xk,γ)∩ΩC
(xk −∇f(xk))− xk∥ ≤ ∥xk − x∗∥ → 0,

completando a prova.

Em [11], os autores mostram que C-AGP é uma condição de otimalidade forte no
sentido que implica “KKT ou não-MFCQ”.

Contra-Exemplo 2.61 (AGP não implica C-AGP). Considere o seguinte problema

minimizar f(x) = x2 sujeito a h1(x) = x1x2 = 0, g1(x) = −x1 ≤ 0.

O ponto x∗ = (0, 1) satisfaz a condição AGP. De fato, considere a sequência xk =
(−1/k, 1). Neste caso, temos que −∇f(xk) ∈ NΩ(xk,γ)(xk). De fato, seja x = (x1, x2) ∈
Ω(xk, γ). Assim, temos

∇h1(xk)T (x− xk) =
(
1 −1/k

)(x1 + 1/k
x2 − 1

)
= 0⇔ x1 + 1/k = (1/k)(x2 − 1).

∇g1(xk)T (x− xk) =
(
−1 0

)(x1 + 1/k
x2 − 1

)
≤ 0⇔ x1 + 1/k ≥ 0.

Das relações acima, segue que x1 + 1
k

= 1
k

(x2 − 1) ≥ 0, ou seja, 1 − x2 ≤ 0. Assim,
dado qualquer x = (x1, x2) ∈ Ω(xk, γ), temos

−∇f(xk)T (x− xk) =
(
0 −1

)(x1 + 1/k
x2 − 1

)
= 1− x2 ≤ 0.

Logo, −∇f(xk) ∈ NΩ(xk,γ)(xk) e, como consequência, PΩ(xk,γ)(xk − ∇f(xk)) = xk.
Portanto, x∗ satisfaz a condição AGP. Entretanto, o mesmo argumento usado no contra-
exemplo 2.52 pode ser usado para mostrar que x∗ não satisfaz C-AGP.
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Dado um problema de otimização não linear com restrições lineares, podemos consi-
derar outra variação da condição AGP, conhecida como AGP linear [11]. Essa condição
consiste em separar as restrições lineares das restrições não lineares. Suponha que as
funções hi e gj são lineares para todo i ∈ {r + 1, . . . , m} e para todo j ∈ {q + 1, . . . , p}.
Denotemos por ΩL o conjunto dos pontos que satisfazem todas as restrições lineares.
Definição 2.62. Dizemos que um ponto viável x∗ satisfaz a condição AGP linear (L-
AGP), se existe uma sequência {xk} ⊂ ΩL com xk → x∗ tal que

PΩ̂(xk,γ)∩ΩL
(xk −∇f(xk))− xk → 0.

Em outras palavras, um ponto satisfaz L-AGP se satisfaz C-AGP no caso em que as
funções gj são afins para todo j = q + 1, . . . , p.

Assim como AGP, a condição L-AGP também é uma condição sequencial de otimali-
dade.
Teorema 2.63. Se x∗ ∈ Ω é um minimizador local, então x∗ satisfaz L-AGP.

Demonstração. Basta seguir os mesmos passos da demonstração do Teorema 2.50.
No contra-exemplo a seguir, veremos que AGP não implica L-AGP. Por outro lado,

se x∗ satisfaz L-AGP, a sequência correspondente {xk} pode ser usada para mostrar que
AGP se verifica em x∗. Em outras palavras, L-AGP é estritamente mais forte do que
AGP.
Contra-Exemplo 2.64 (AGP não implica L-AGP). Considerando o mesmo problema do
contra-exemplo 2.61, temos que o ponto x∗ = (0, 1) cumpre a condição AGP. Entretanto,
o mesmo argumento feito no contra-exemplo 2.52 pode ser usado para mostrar que x∗ não
satisfaz L-AGP.

2.2.5 Condição sequencial CAKKT
A seguir, apresentamos uma condição sequencial mais forte do que as apresentadas

anteriormente, denominada Complementary Approximate KKT (CAKKT), introduzida
por Andreani, Martínez e Svaiter em [15].
Definição 2.65 (CAKKT, [15]). Dizemos que um ponto viável x ∈ Ω cumpre a condição
Complementary Approximate KKT (CAKKT), se existem sequências {xk} ⊂ Rn, {λk} ⊂
Rm e {µk} ⊂ Rp

+ com xk → x tais que

• lim
k→∞

∇f(xk) +
m∑

i=1
λk

i∇hi(xk) +
p∑

j=1
µk

j∇gj(xk)
 = 0,

• lim
k→∞

λk
i hi(xk) = 0 para todo i = 1, . . . , m,

• lim
k→∞

µk
j gj(xk) = 0 para todo j = 1, . . . , p.

Claramente, CAKKT é mais forte do que SAKKT, uma vez que o último não re-
quer qualquer exigência com respeito à complementaridade relacionada às restrições de
igualdade. As duas últimas condições de complementaridade podem ser substituídas por

lim
k→∞

 m∑
i=1
|λk

i hi(xk)|+
p∑

j=1
|µk

j gj(xk)|
 = 0. (2.37)

A condição CAKKT é uma condição de otimalidade como mostra o próximo teorema.
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Teorema 2.66. Se x∗ ∈ Ω é um minimizador local, então x∗ satisfaz CAKKT.

Demonstração. Seja x∗ um minimizador local e considere uma sequência {ρk} ⊂ R+ tal
que ρk → +∞. Seguindo os mesmos passos da demostração do Teorema 2.41, segue que
existe uma sequência xk → x∗ tal que

∇f(xk) +
m∑

i=1
ρkhi(xk)∇hi(xk) +

p∑
j=1

ρkg+
j (xk)∇gj(xk) + (xk − x∗) = 0. (2.38)

Como x∗ é viável e xk é minimizador do problema

minimizar f(x) + 1
2∥x− x∗∥2 + ρk

2

(
m∑

i=1
hi(x)2 +

p∑
j=1

g+
j (x)2

)
sujeito a ∥x− x∗∥ ≤ δ,

temos que
m∑

i=1
ρkhi(xk)2 +

p∑
j=1

ρkg+
j (xk)2 ≤ 2

(
f(x∗)− f(xk)− 1

2∥x
k − x∗∥

)
. (2.39)

Defina λk
i = ρkhi(xk) para todo i = 1, . . . , m e µk

j = ρkg+
j (xk) para todo j = 1, . . . , p.

Como xk → x∗, pela continuidade de f , o lado direito da desigualdade acima converge a
zero, logo de (2.38) e (2.39), segue

lim
k→∞

∇f(xk) +
m∑

i=1
λk

i∇hi(xk) +
p∑

j=1
µk

j∇gj(xk)
 = 0,

lim
k→∞

 m∑
i=1
|λk

i hi(xk)|+
p∑

j=1
|µk

j gj(xk)|
 = 0,

e o resultado segue.

Sejam εfeas, εopt e εmult as tolerâncias referentes à viabilidade, à otimalidade e à
condição (2.37), respectivamente. O critério de parada natural associado à condição
CAKKT é declarar convergência quando

∥∇f(xk) +
m∑

i=1
λk

i∇hi(xk) +
p∑

i=1
µk

j∇gj(xk)∥ ≤ εopt,

∥h(xk)∥ ≤ εfeas, ∥g+(xk)∥ ≤ εfeas,

|λk
i hi(xk)| ≤ εmult, |µk

j gj(xk)| ≤ εmult, i = 1, . . . , m; j = 1, . . . , p.

Teorema 2.67. Suponha que x∗ ∈ Ω cumpre a condição CAKKT. Então, x∗ satisfaz a
condição AGP(γ) para todo γ ∈ [−∞, 0]. Além disso, se a sequência {xk} associada à
definição de CAKKT satisfaz todas as restrições lineares, então x∗ satisfaz L-AGP.

Demonstração. Sabemos que CAKKT implica em SAKKT e que SAKKT implica AGP,
logo a primeira parte segue. Para provar a segunda parte, basta fazer uma adaptação da
prova do Teorema 2.56, usando o fato de que {xk} satisfaz todas as restrições lineares.

O próximo Teorema mostra que, no caso convexo, a condição CAKKT é uma condição
suficiente para a otimalidade. Como consequência, em problemas convexos, CAKKT é
uma condição necessária e suficiente para soluções globais.
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Teorema 2.68 ([15], Teorema 4.2). Suponha que as funções f, gj, j = 1, . . . , p, são
convexas e h é afim. Se x∗ ∈ Ω satisfaz a condição CAKKT, então x∗ é um minimizador
global de (1.2).

Demonstração. Seja x∗ ∈ Ω e suponha que x∗ satisfaz CAKKT. Logo, existe {(xk, λk, µk)} ⊂
Rn × Rm × Rp

+ com xk → x∗ tal que

lim
k→∞

∇f(xk) +
m∑

i=1
λk

i∇hi(xk) +
p∑

j=1
µk

j∇gj(xk)
 = 0 e (2.40)

lim
k→∞

 m∑
i=1
|λk

i hi(xk)|+
p∑

j=1
|µk

j gj(xk)|
 = 0. (2.41)

Seja z ∈ Ω. Pela convexidade das funções f, gj e pela linearidade de h, temos que,
para todo k ∈ N,

f(z) ≥ f(xk) +∇f(xk)T (z − xk),
gj(z) ≥ gj(xk) +∇gj(xk)T (z − xk), j = 1, . . . , p,
hi(z) = hi(xk) +∇hi(xk)T (z − xk) = 0, i = 1, . . . , m.

Assim, como h(z) = 0 e g(z) ≤ 0, segue que

f(z) ≥ f(xk) +∇f(xk)T (z − xk) +
m∑

i=1
λk

i hi(z) +
p∑

j=1
µk

j gj(z)

≥ f(xk) +∇f(xk)T (z − xk) +
m∑

i=1
λk

i [hi(xk) +∇hi(xk)T (z − xk)] +

+
p∑

j=1
µk

j [gj(xk) +∇gj(xk)T (z − xk)]

= f(xk) +
(
∇f(xk) +

m∑
i=1

λk
i∇hi(xk) +

p∑
j=1

µk
j∇gj(xk)

)T
(z − xk) +

+
m∑

i=1
λk

i hi(xk) +
p∑

j=1
µk

j gj(xk).

Passando ao limite na desigualdade acima e usando o fato de que x∗ satisfaz CAKKT,
obtemos f(z) ≥ f(x∗), completando a prova.

Lema 2.69 ([15], Lema 3.2). Suponha que x∗ ∈ Ω satisfaz a condição CAKKT. Então
existem sequências {xk} ⊂ Rn, {(λk, µk)} ⊂ Rm × Rp

+ com µk
j = 0 para j /∈ A(x∗) e

xk → x∗ tais que

• lim
k→∞

∇f(xk) +
m∑

i=1
λk

i∇hi(xk) +
∑

j∈A(x∗)
µk

j∇gj(xk)
 = 0,

• lim
k→∞

 m∑
i=1
|λk

i hi(xk)|+
∑

j∈A(x∗)
|µk

j gj(xk)|
 = 0.
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2.2.6 Condições sequenciais mais recentes
Mais recentemente, outras condições sequenciais para otimização não linear surgi-

ram na literatura. Nesta subseção apresentamos as condições positive approximate KKT
(PAKKT) [5] e positive complementary approximate KKT (PCAKKT) [7]. Do ponto de
vista de otimização, pontos PAKKT são melhores candidatos do que pontos obtidos pela
condição AKKT. Outro fato importante é que PAKKT e CAKKT são independentes en-
tre si e, portanto, fornecem características diferentes para os minimizadores.2 A condição
PCAKKT unifica essas condições, no sentido de que, todo ponto PCAKKT é também um
ponto CAKKT e PAKKT.

Definição 2.70 (PAKKT, [5]). Dizemos que um ponto x∗ ∈ Ω satisfaz a condição Positive
Approximate KKT (PAKKT) se existem sequências {xk} ⊂ Rn, {(λk, µk)} ⊂ Rm × Rp

+
com xk → x∗ tais que

∇f(xk) +
m∑

i=1
λk

i∇hi(xk) +
p∑

j=1
µk

j∇gj(xk)→ 0, (2.42)

min{−gj(xk), µk
j} → 0, ∀j = 1, . . . , p, (2.43)

λk
i hi(xk) > 0 se lim

k→∞

|λk
i |

δk
> 0, µk

j gj(xk) > 0 se lim
k→∞

µk
j

δk
> 0, (2.44)

onde δk := ∥(1, λk, µk)∥∞. Dizemos que {xk} é uma sequência PAKKT associada a x∗.

PAKKT é uma condição necessária de otimalidade, como mostra o próximo Teorema.

Teorema 2.71. Se x∗ é um minimizador local, então x∗ satisfaz PAKKT.

Demonstração. Seja x∗ um minimizador local. Considere a aplicação do algoritmo de
penalidade externa para o problema

minimizar f(x) + 1
2∥x− x∗∥2 sujeito a h(x) = 0, g(x) ≤ 0, ∥x− x∗∥ ≤ δ,

onde δ > 0 é dado pela definição de minimizador local. Usando os mesmos argumentos
utilizados na demonstração do Teorema 2.41, juntamente com o Teorema 2.38, temos que
a sequência {xk} gerada pelo algoritmo de penalidade externa converge para x∗. Logo,
∥xk − x∗∥ < δ para todo k suficientemente grande. Das condições de otimalidade do
problema penalizado, obtemos

∇f(xk) +
m∑

i=1
λk

i∇hi(xk) +
p∑

j=1
µk

j∇gj(xk) + (xk − x∗) = 0, (2.45)

onde λk
i := ρkhi(xk), i = 1, . . . , m e µk

j := ρkg+
j (xk) ≥ 0 para todo j = 1, . . . , p. Como

xk → x∗, tomando o limite quando k → ∞ na expressão (2.45), segue que a condição
(2.42) se cumpre. Para provar a condição (2.43), note que, se j /∈ A(x∗), então pela
continuidade de g, temos que gj(xk) < 0 para todo k suficientemente grande e, portanto,
min{−gj(xk), µk

j} = µk
j = 0 para todo j /∈ A(x∗) e para todo k. Caso contrário, para todo

k suficientemente grande, temos min{−gj(xk), µk
j} → 0 para todo j ∈ A(x∗). Finalmente,

se µk
j > 0, então gj(xk) > 0 e logo µk

j gj(xk) = ρkgj(xk)2 > 0. Analogamente, se λk
i ̸= 0

então hi(xk) ̸= 0 e portanto λk
i hi(xk) = ρkhi(xk)2 > 0, completando a prova.

2Andreani et al. [5]
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Teorema 2.72. Toda sequência PAKKT é também uma sequência AKKT. Em particular,
todo ponto PAKKT é um ponto AKKT.

Demonstração. Seja {xk} uma sequência PAKKT tal que xk → x∗. Observe que vale a
condição min{−gj(xk), µk

j} → 0 para todo j se, e somente se, µk
j = 0, para todo j /∈ A(x∗).

Logo a sequência {xk} pode ser usada para mostrar que x∗ satisfaz AKKT.

Contra-Exemplo 2.73 (CAKKT não implica PAKKT). Considere o problema

minimizar f(x) = (x1 − 1)2

2 + (x2 + 1)2

2 sujeito a g(x) = x1x2 ≤ 0.

Temos
∇f(x) + µ∇g(x) =

(
x1 − 1
x2 + 1

)
+ µ

(
x2
x1

)
.

A origem x∗ = (0, 0) satisfaz CAKKT para as sequências xk = (−1/k, 1/k) e µk = k
para todo k ≥ 1. Além disso, qualquer sequência CAKKT {xk} com xk → x∗ satisfaz
µkxk

1 → −1 e µkxk
2 → 1. Logo, para todo k suficientemente grande, temos sgn µk =

1, sgn xk
1 = −1 e sgn xk

2 = 1 e, portanto, sgn(µkxk
1xk

2) = −1. Segue que x∗ não é um
ponto PAKKT.

Contra-Exemplo 2.74 (PAKKT não implica AGP). Considere o problema de minimizar
f(x) = x2 sujeito a h(x) = x2

1x2 = 0 e g(x) = −x1 ≤ 0. O ponto x∗ = (0,−1) satisfaz
PAKKT para as sequências xk = (1/k,−1), λk = −k2 e µk = 2k. De fato, temos

∇xL(xk, λk, µk) =
(

0
1

)
+ (−k2)

(
−2/k
1/k2

)
+ 2k

(
−1
0

)
= 0.

Além disso, min{−g(xk), µk} = 1/k → 0, δk = ∥(1, λk, µk)∥∞ = k2 e portanto
|λk|/δk = 1 > 0, µk/δk = 2/k → 0 com λkh(xk) = 1 > 0. Portanto x∗ satisfaz PAKKT.
Para mostrar que x∗ não satisfaz AGP, considere qualquer sequência xk → x∗ com xk

1 ̸= 0
e γ ∈ [−∞, 0). Dado x = (x1, x2) ∈ Ω(xk, γ), temos

∇h(xk)T (x− xk) =
(
2xk

1xk
2 (xk

1)2
)(x1 − xk

1
x2 − xk

2

)
= 0⇔ (x2 − xk

2) = −2xk
2

xk
1

(x1 − xk
1),

g(xk) +∇g(xk)T (x− xk) = −xk
1 +

(
−1 0

)(x1 − xk
1

x2 − xk
2

)
≤ 0⇔ x1 ≥ 0.

Assim, Ω(xk, γ) é a interseção do semi-plano x1 ≥ 0 com a reta tangente a x2
1x2 =

(xk
1)2xk

2 no ponto xk. Como xk −∇f(xk) = (xk
1, xk

2 − 1)→ (0,−2), segue que

∥PΩ(xk,γ)(xk −∇f(xk))− xk∥∞ → 1.

Portanto x∗ não satisfaz AGP.
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Em geral, não existe uma relação de implicação entre as condições CAKKT e PAKKT,
ou seja, elas são independentes uma da outra (veja Figura 2.4). De fato, se PAKKT
implicasse CAKKT, devido ao fato de CAKKT implicar AGP, teríamos que PAKKT im-
plicaria AGP, o que não acontece pelo contra-exemplo 2.74. Logo, como consequência do
contra-exemplo 2.73, segue que CAKKT e PAKKT são independentes. Suponha que um
ponto x∗ satisfaça ambas as condições CAKKT e PAKKT, ou seja, existe uma sequência
PAKKT e uma sequência CAKKT ambas convergindo para x∗. A pergunta é se existe
uma sequência comum que caracteriza x∗ como um ponto CAKKT e um ponto PAKKT.
Um exemplo apresentado em [7] mostra que um ponto pode ser caracterizado por duas
sequências distintas, uma CAKKT e outra PAKKT, sem a existência de uma sequência
comum. Problemas dessa forma motivaram outra condição sequencial de otimalidade que
consiste exatamente na existência de uma sequência xk → x∗ que seja simultaneamente
CAKKT e PAKKT. Essa condição é chamada de Positive Complementary Approximate
KKT (PCAKKT) [7].

Figura 2.4: As condições CAKKT e PAKKT são independentes uma da outra.

Definição 2.75 (PCAKKT, [7]). Dizemos que um ponto x∗ ∈ Ω satisfaz a condição
Positive Complementary Approximate KKT (PCAKKT) se existem sequências {xk} ⊂
Rn, {λk} ⊂ Rm e {µk} ⊂ Rp

+ com xk → x∗ tais que valem as condições (2.42), (2.44) e
m∑

i=1
|λk

i hi(xk)|+
p∑

j=1
|µk

j gj(xk)| → 0. (2.46)

Neste caso, dizemos que {xk} é uma sequência PCAKKT associada a x∗.
Observe que todo ponto PCAKKT satisfaz CAKKT. Além disso, todo ponto PCAKKT

é também um ponto PAKKT, pois (2.46) implica (2.43). Portanto, pontos PCAKKT
herdam todas as propriedades de PAKKT e CAKKT. A condição PCAKKT também é
uma condição necessária de otimalidade.
Teorema 2.76. Se x∗ é um minimizador local, então x∗ satisfaz PCAKKT.

Demonstração. Segue os mesmos passos da prova dos Teoremas 2.66 e 2.71.
Um resultado importante é que todo ponto KKT é também um ponto PCAKKT.

Teorema 2.77 ([7], Teorema 2.5). Se x∗ ∈ Ω satisfaz KKT, então x∗ é um ponto
PCAKKT.
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Estudos recentes foram realizados utilizando o método Lagrangiano aumentado de
Powell-Hestenes-Rockafellar (PHR) [40, 56, 60] por meio das condições PAKKT e CAKKT
(ver [5]). A primeira trata do sinal entre restrições e variáveis duais, uma condição que
está relacionada com a condição de otimalidade de Fritz John, enquanto o segundo trata
da complementaridade. A condição PCAKKT [7] unifica essas características, melhorando
a convergência do método sob essas condições.

Definição 2.78. Dizemos que uma função continuamente diferenciável Φ : Rn → R
satisfaz a desigualdade generalizada de Lojasiewicz em x∗ se existir uma vizinhança V de
x∗ e uma função contínua φ : V → R com lim

x→x∗
φ(x) = 0 e |Φ(x)−Φ(x∗)| ≤ φ(x)∥∇Φ(x)∥

para todo x ∈ V .

Para introduzir o Algoritmo Lagrangiano aumentado de Powell-Hestenes-Rockafellar,
considere a função

LPHR
ρ (x, λ, µ) := f(x) + ρ

2

 m∑
i=1

(
hi(x) + λi

ρ

)2

+
p∑

j=1

(
max

{
0, gj(x) + µj

ρ

})2


com ρ > 0 e (λ, µ) ∈ Rm × Rp
+.

Algoritmo 2.79 (Método Lagrangiano Aumentado PHR). Sejam λmin < λmax, µmax >
0, γ > 1, ρ1 > 0 e τ ∈ (0, 1). Tome {εk} ⊂ R+ com εk → 0. Escolha

λ1 ∈ [λmin, λmax]m, µ1 ∈ [0, µmax]p. Inicialize com k ← 1.

(1) (Minimização). Encontre um minimizador aproximado xk de LPHR
ρk

(x, λk, µk), isto
é, determine xk que satisfaça

∥∇LPHR
ρk

(xk, λk, µk)∥ ≤ εk.

(2) (Atualização do parâmetro de penalidade). Defina para todo j = 1, . . . , p

V k
j := max{∥h(xk)∥∞, ∥min{−gj(xk), µk

j /ρk}∥∞}.

Se k > 1 e V k ≤ τV k−1, defina ρk+1 := ρk. Caso contrário, coloque ρk+1 ≥ γρk.

(3) (Atualização dos multiplicadores de Lagrange). Escolha λk+1 ∈ [λmin, λmax]m e
µk+1 ∈ [0, µmax]p. Faça k ← k + 1 e vá para o passo (1).

Observe que definindo os multiplicadores como λk+1
i := λk

i +ρkhi(xk) para i = 1, . . . , m
e µk+1

j := max{0, µk
j + ρkgj(xk)} para j = 1, . . . , p, dados pelo gradiente de LPHR

ρ , o Al-
goritmo 2.79 se comporta semelhante ao método Lagrangiano aumentado clássico dado
pelo Algoritmo 2.44. Em [7] provou-se que o Algoritmo 2.79 gera sequências com con-
vergência a pontos PCAKKT sob a hipótese adicional de que a medida de inviabilidade
Φ(x) = ∥h(x)∥2 + ∥g+(x)∥2 cumpra a desigualdade generalizada de Lojasiewicz. Como
consequência, esse método atinge pontos KKT sob a condição de qualificação associada
à condição PCAKKT, a condição conhecida como PCAKKT-regular que definiremos na
próxima seção. Em [7] os autores também introduziram um novo algoritmo Lagrangiano
aumentado primal-dual com convergência a pontos PCAKKT sob uma hipótese adicional.



Condições de qualificação fracas e relações 59

PAKKT

��

PCAKKT //oo CAKKT

��
AKKT AGPoo SAKKToo

Figura 2.5: Relações entre as principais condições sequenciais para otimização restrita.

2.3 Condições de qualificação fracas e relações
Nesta seção, estamos interessados em estudar condições de qualificação mais fracas

que possam ser usadas na análise de convergência de algoritmos práticos. Lembre-se que
condições de qualificação fracas geram condições de otimalidade fortes da forma “KKT
ou não-CQ”. Dada uma condição sequencial de otimalidade S, podemos associar uma
condição de qualificação mínima para garantir a validade das condições KKT. Dizemos
que SCQ é uma condição de qualificação estrita para a condição sequencial S, se S+SCQ
implica KKT. Em outras palavras, se temos algum algoritmo prático que gera sequências
cujos pontos limites satisfazem uma condição sequencial de otimalidade S, temos que,
sob uma SCQ, o algoritmo gera sequências cujos pontos limites são pontos KKT. O
objetivo é encontrar a SCQ mais fraca possível que garante a implicação “S + SCQ ⇒
KKT”. Assim, a condição de otimalidade “KKT ou não-SCQ” fornece uma medida de
força para cada condição sequencial S. Uma vez que toda condição sequencial é uma
condição de otimalidade, então uma SCQ é de fato sempre uma condição de qualificação.
A recíproca nem sempre é verdadeira, por exemplo, a condição de Abadie é uma condição
de qualificação mas não é uma SCQ para a condição sequencial AKKT. Nesta seção,
apresentamos as condições de qualificação mínimas associadas às condições sequenciais.

No Teorema a seguir, mostramos que CPG é uma condição de qualificação estrita para
a condição sequencial AKKT, ou seja, sob CPG, todo ponto limite de uma sequência
AKKT satisfaz as condições KKT. Em outras palavras, AKKT implica “KKT ou não-
CPG”.

Teorema 2.80. Seja x ∈ Ω um ponto AKKT. Se x satisfaz CPG, então x é um ponto
KKT.

Demonstração. Pela definição de AKKT, temos que existem sequências {xk} ⊂ Rn, {λk} ⊂
Rm, {µk} ⊂ Rp

+ com µk
j = 0, j /∈ A(x) e xk → x tais que

∇f(xk) +
m∑

i=1
λk

i∇hi(xk) +
∑

j∈A(x)
µk

j∇gj(xk)→ 0.

Como vale a condição CPG, então existe uma base (I ′,J ′) para span+(I,J ;V(x)),
onde I = {1, . . . , m} e J = A(x), tal que

span+(I,J ;V(y)) ⊂ span+(I ′,J ′;V(y))

para todo y em uma vizinhança de x. Logo, para k suficientemente grande, existem
λ̃k

i , i ∈ I ′ e µ̃k
j ≥ 0, j ∈ J ′, tais que

∇f(xk) +
∑
i∈I′

λ̃k
i∇hi(xk) +

∑
j∈J ′

µ̃k
j∇gj(xk)→ 0. (2.47)



Condições de qualificação fracas e relações 60

Defina Mk := max{|λ̃k
i |, µ̃k

j : i ∈ I ′, j ∈ J ′}. Se {Mk} for limitada, podemos supor que
λ̃k

i → λ̃i e µ̃k
j → µ̃j em uma subsequência. Logo, passando ao limite em (2.47), obtemos

∇f(x) +
∑
i∈I′

λ̃i∇hi(x) +
∑

j∈J ′
µ̃j∇gj(x) = 0.

Como ∑
i∈I′

λ̃i∇hi(x) +
∑

j∈J ′
µ̃j∇gj(x) ∈ span+(I,J ;V(x)) = LΩ(x)◦,

concluímos que x satisfaz KKT. Por outro lado, se Mk → ∞, a sequência {( λ̃k
i

Mk
,

µ̃k
j

Mk
)} é

limitada, pois ∥( λ̃k
i

Mk
,

µ̃k
j

Mk
)∥∞ = 1. Logo, existe uma subsequência convergente, digamos

(
λ̃k

i

Mk

,
µ̃k

j

Mk

)
N′
−→ (λ̂i, µ̂j).

Divindo a expressão (2.47) por Mk e tomando o limite, obtemos∑
i∈I′

λ̂i∇hi(x) +
∑

j∈J ′
µ̂j∇gj(x) = 0,

com ∥(λ̂i, µ̂j)∥∞ = 1, contradizendo o fato de (I ′,J ′) ser PLI.

2.3.1 Propriedade de continuidade do cone
Acreditava-se que CPG era a condição de qualificação estrita mais fraca possível para a

condição AKKT. Entretanto, em [2] os autores introduzem uma condição conhecida como
Propriedade de Continuidade do Cone (CCP), onde prova-se que CCP é estritamente
mais fraca que CPG. Além disso, os autores provam que CCP é a condição de qualificação
mínima associada a AKKT, ou seja, CCP é a mínima condição tal que AKKT implica as
condições KKT. Em outras palavras, a condição de otimalidade oriunda de CCP, ou seja,
“KKT ou não-CCP” fornece a maior medida de força da condição AKKT. A condição
CCP afirma a continuidade da multifunção x ∈ Rn ⇒ K(x) no ponto x = x∗, onde K(x)
é o conjunto definido abaixo.

Definição 2.81. Considere um ponto viável x∗ ∈ Ω. Definimos o conjunto K(x) como
sendo

K(x) :=
v ∈ Rn : v =

m∑
i=1

λi∇hi(x) +
∑

j∈A(x∗)
µj∇gj(x), µj ≥ 0, λi ∈ R

 . (2.48)

Observe que K(x) é um cone convexo fechado que coincide com o polar do cone
linearizado em x = x∗. Da expressão (2.48), temos que K(x) pode ser considerado como
uma pertubação do polar do cone linearizado ao redor de x∗. Note também que as
condições KKT podem ser escritas como −∇f(x∗) ∈ K(x∗).

Observação 2.82. Note que, pela definição de K(x) e pela continuidade dos gradientes,
a multifunção x ∈ Rn ⇒ K(x) é sempre semi-contínua interiormente em x∗. Assim, a
semi-continuidade exterior é suficiente para garantir a continuidade de K(x) em x∗.
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Definição 2.83 (CCP). Dizemos que a Propriedade de Continuidade do Cone (CCP)
vale no ponto x∗ ∈ Ω se a multifunção x ∈ Rn ⇒ K(x) é semi-contínua exteriormente em
x∗.

Observação 2.84. A condição AKKT está naturalmente associada à condição CCP. De
fato, pela definição de AKKT, existe {(xk, λk, µk)} ⊂ Rn × Rm × Rp

+ com µk
j = 0 para

j /∈ A(x∗), tais que xk → x∗ e

lim
k→∞

∇f(xk) +
m∑

i=1
λk

i∇hi(xk) +
∑

j∈A(x∗)
µk

j∇gj(xk)
 = 0.

Logo, se vale AKKT, os gradientes −∇f(xk) se aproximam de K(xk) quando k →∞.

Teorema 2.85. A condição CCP é a propriedade mínima tal que AKKT+CCP⇒ KKT,
para toda função objetivo f .

Demonstração. Primeiro vamos mostrar que se vale CCP, então a condição AKKT im-
plica em KKT independentemente da função objetivo. Seja f uma função objetivo
tal que a condição AKKT vale em x∗. Pela definição de AKKT, existem sequências
xk → x∗, {λk} ⊂ Rm, {µk} ⊂ Rp

+ com µk
j = 0, j /∈ A(x) e {yk} ⊂ Rn tais que

yk := ∇f(xk) +
m∑

i=1
λk

i∇hi(xk) +
∑

j∈A(x∗)
µk

j∇gj(xk)→ 0. (2.49)

Defina
wk :=

m∑
i=1

λk
i∇hi(xk) +

∑
j∈A(x∗)

µk
j∇gj(xk).

Pela definição de K(x) e pela relação (2.49), temos que

wk ∈ K(xk) e wk = yk −∇f(xk). (2.50)

Passando ao limite em (2.50) e usando a continuidade do gradiente de f , juntamente
com a semi-continuidade exterior de K(x), obtemos

lim
k→∞

wk = −∇f(x∗) ∈ lim sup
x→x∗

K(x) ⊂ K(x∗).

Portanto, −∇f(x∗) ∈ K(x∗) e, conseqüentemente, x∗ satisfaz KKT.

Agora, vamos mostrar que se AKKT implica KKT, para toda função objetivo f , então
vale CCP. Seja y ∈ lim sup

x→x∗
K(x). Pela definição de limite exterior, existe (xk, yk)→ (x∗, y)

tal que yk ∈ K(xk). Defina f(x) := −yT x para todo x ∈ Rn. Assim,

∇f(xk) + yk = ∇f(xk) +
m∑

i=1
λk

i∇hi(xk) +
∑

j∈A(x∗)
µk

j∇gj(xk)

= −y + yk → 0.

Logo, x∗ satisfaz AKKT e, pela hipótese, temos que as condições KKT valem em x∗.
Portanto, −∇f(x∗) = y ∈ K(x∗), completando a prova.

Como AKKT é uma condição de otimalidade, este resultado nos permite concluir que
CCP é uma condição de qualificação.
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2.3.2 Condição de qualificação mais fraca associada a AGP
Nesta subseção, apresentamos a condição de qualificação mínima associada a AGP,

conhecida como AGP-regular [8]. Ou seja, a condição AGP-regular é condição mais fraca
para garantir que AGP implica as condições KKT, independentemente da função objetivo.

Definição 2.86. Dizemos que x∗ ∈ Ω cumpre a condição AGP-regular se a multifunção
(x, ε) ∈ Rn × Rn ⇒ NΩ(x,−∞)(x + ε) é semi-contínua exteriormente em (x∗, 0), isto é,

lim sup
(x,ε)→(x∗,0)

NΩ(x,−∞)(x + ε) ⊂ NΩ(x∗,−∞)(x∗) = K(x∗).

Teorema 2.87 ([8], Teorema 1). A condição AGP-regular é a condição mínima para o
qual a condição AGP implica em KKT, independentemente da função objetivo.

Demonstração. Primeiramente, vamos supor que vale a condição AGP-regular e mostrar
que AGP implica em KKT, seja qual for a função objetivo. Seja f uma função objetivo
tal que AGP(γ) vale em x∗ ∈ Ω para algum γ ∈ [−∞, 0). Logo, pela definição de AGP,
existe uma sequência {xk} ⊂ Rn tal que xk → x∗ e PΩ(xk,γ)(xk−∇f(xk))−xk → 0. Defina
yk := PΩ(xk,γ)(xk−∇f(xk)) e εk := yk−xk. Logo, yk = xk +εk e εk → 0. Pela Proposição
A.40, temos que

wk := xk −∇f(xk)− yk ∈ NΩ(xk,γ)(yk).
Como Ω(xk,−∞) ⊂ Ω(xk, γ), então NΩ(xk,γ)(yk) ⊂ NΩ(xk,−∞)(yk). Logo, temos que

wk ∈ NΩ(xk,−∞)(xk + εk) e wk = −∇f(xk)− εk. (2.51)

Tomando o limite em (2.51) e usando o fato de que x∗ satisfaz AGP-regular, obtemos

lim
k→∞

wk = −∇f(x∗) ∈ lim sup
(x,ε)→(x∗,0)

NΩ(x,−∞)(x + ε) ⊂ NΩ(x∗,−∞)(x∗) = K(x∗).

Assim, −∇f(x∗) ∈ K(x∗) e, portanto, x∗ cumpre as condições KKT.

Agora, vamos mostrar que se AGP implica KKT, então vale AGP-regular. Seja y ∈
lim sup

(x,ε)→(x∗,0)
NΩ(x,−∞)(x + ε). Pela definição de limite exterior, existem sequências {(xk, εk)}

com (xk, εk)→ (x∗, 0) e yk → y tal que yk ∈ NΩ(xk,−∞)(xk + εk). Defina a função objetivo
por f(x) = −yT x para todo x ∈ Rn. Mostraremos que para essa função, a condição
AGP(−∞) vale. Defina wk := xk +εk e zk := PΩ(xk,−∞)(xk−∇f(xk)) = PΩ(xk,−∞)(xk +y).
Como yk ∈ NΩ(xk,−∞)(wk), então da Proposição A.40, segue que PΩ(xk,−∞)(wk +yk) = wk.
Usando a desigualdade triangular e a não expansividade da projeção ortogonal, obtemos

∥zk − wk∥ = ∥PΩ(xk,−∞)(xk + y)− PΩ(xk,−∞)(wk + yk)∥ ≤ ∥y − yk∥+ ∥wk − xk∥. (2.52)

Como yk → y e wk − xk = εk → 0, tomando o limite na desigualdade (2.52), temos
que ∥zk − wk∥ → 0. Logo,

∥PΩ(xk,−∞)(xk −∇f(xk))− xk∥ = ∥zk − xk∥ ≤ ∥zk − wk∥+ ∥wk − xk∥ → 0.

Portanto, x∗ cumpre a condição AGP e, pela hipótese, temos que x∗ satisfaz as con-
dições KKT, ou seja, −∇f(x∗) = y ∈ LΩ(x∗)◦ = NΩ(x,−∞)(x∗). Assim,

lim sup
(x,ε)→(x∗,0)

NΩ(x,−∞)(x + ε) ⊂ NΩ(x∗,−∞)(x∗),

concluindo que vale AGP-regular.
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2.3.3 Condições de qualificação associadas a CAKKT e SAKKT
Outras condições de qualificação mínimas associadas às condições sequenciais foram

estudadas em [8, 58]. Nesta subseção, apresentamos as condições mínimas associadas às
condições sequenciais CAKKT e SAKKT, baseando-se nos resultados e demonstrações
feitas em [8].

Condição mínima associada a CAKKT

Definição 2.88. Dizemos que a condição CAKKT-regular vale no ponto x∗ ∈ Ω se a
multifunção (x, r) ∈ Rn × R+ ⇒ KC(x, r) é semi-contínua exteriormente em (x∗, 0), ou
seja,

lim sup
(x,r)→(x∗,0)

KC(x, r) ⊂ KC(x∗, 0) = K(x∗),

onde KC(x, r) é definido como

KC(x, r) :=


m∑
i=1

λi∇hi(x) +
∑

j∈A(x∗)
µj∇gj(x) : (λ, µ) ∈M(x, r)


e M(x, r) é conjunto de multiplicadores (λ, µ) ∈ Rm×Rp

+ com µj = 0 para j /∈ A(x∗) tais
que

m∑
i=1
|λihi(x)|+

∑
j∈A(x∗)

|µjgj(x)| ≤ r.

Teorema 2.89. A condição CAKKT-regular é a propriedade mínima para o qual a con-
dição CAKKT implica em KKT, independentemente da função objetivo.

Demonstração. Primeiro, mostremos que se vale CAKKT-regular, então CAKKT implica
KKT, independentemente da função objetivo. Seja f uma função objetivo tal que CAKKT
vale em x∗ ∈ Ω. Pelo Lema 2.69, existem sequências {xk} ⊂ Rn, {(λk, µk)} ⊂ Rm × Rp

+
com µk

j = 0 para j /∈ A(x∗) tais que xk → x∗,

ζk := ∇f(xk) +
m∑

i=1
λk

i∇hi(xk) +
∑

j∈A(x∗)
µk

j∇gj(xk)→ 0,

e
rk :=

m∑
i=1
|λk

i hi(xk)|+
∑

j∈A(x∗)
|µk

j gj(xk)| → 0.

Denote wk :=
m∑

i=1
λk

i∇hi(xk)+
∑

j∈A(x∗)
µk

j∇gj(xk). Claramente a sequência {wk} satisfaz

wk ∈ KC(x, r) e wk = ζk −∇f(xk).

Como ζk → 0 e ∇f(xk) → ∇f(x∗), segue que wk → −∇f(x∗). Logo, pela definição
de limite exterior e usando a hipótese, temos

lim
k→∞

wk = −∇f(x∗) ∈ lim sup
(x,r)→(x∗,0)

KC(x, r) ⊂ KC(x∗, 0) = K(x∗),

o que significa que vale KKT. Agora, mostremos que se CAKKT implica KKT para
qualquer função objetivo f , então CAKKT-regular vale. Seja w ∈ lim sup

(x,r)→(x∗,0)
KC(x, r).
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Pela definição de limite exterior, existem sequências xk → x∗, wk → w e rk → 0 tal que
wk ∈ KC(xk, rk). Defina a função f(x) := −wT x para todo x ∈ Rn. Mostremos que
CAKKT vale em x∗ para a função f . Como wk ∈ KC(xk, rk), então existem sequências
de multiplicadores {λk} ⊂ Rm e {µk} ⊂ Rp

+ com µk
j = 0, j /∈ A(x∗) tais que

wk =
m∑

i=1
λk

i∇hi(xk) +
∑

j∈A(x∗)
µk

j∇gj(xk) e
m∑

i=1
|λk

i hi(xk)|+
∑

j∈A(x∗)
|µk

j gj(xk)| ≤ rk.

Como rk → 0, wk → w e ζk := ∇f(xk) + wk = −w + wk → 0, segue que CAKKT
vale. Logo, pela hipótese, segue que −∇f(x∗) = w ∈ K(x∗) = KC(x∗, 0), terminando a
prova.

Corolário 2.90. A condição CAKKT-regular é uma condição de qualificação.

Condição mínima associada a SAKKT

Definição 2.91. Dizemos que a condição SAKKT-regular vale no ponto x∗ ∈ Ω se a
multifunção x ∈ Rn ⇒ NΩ(x,0)(x) é semi-contínua exteriormente em x∗, ou seja,

lim sup
x→x∗

NΩ(x,0)(x) ⊂ NΩ(x∗,0)(x∗) = K(x∗).

Teorema 2.92. A condição SAKKT-regular é a propriedade mínima para o qual a con-
dição SAKKT implica em KKT, independentemente da função objetivo. Ou em outras
palavras, a condição mínima para garantir que SAKKT implique em KKT é a semi-
continuidade exterior de NΩ(x,0)(x) em x∗.

Demonstração. Primeiro, mostraremos que se vale SAKKT-regular, então a condição
SAKKT implica em KKT, seja qual for a função objetivo. Seja f uma função objetivo tal
que SAKKT vale em x∗ ∈ Ω. Pelo Teorema 2.57, temos que SAKKT é equivalente à condi-
ção AGP(0). Logo, existe uma sequência xk → x∗ tal que PΩ(xk,0)(xk−∇f(xk))−xk → 0.
Defina yk := PΩ(xk,0)(xk −∇f(xk)) e εk := yk − xk. Pelas Proposições A.40 e 2.48, temos
que

wk := xk −∇f(xk)− yk ∈ NΩ(xk,0)(yk) ⊂ NΩ(xk,0)(xk). (2.53)

Portanto, usando a continuidade do gradiente de f , temos que

wk ∈ NΩ(xk,0)(xk) e wk = xk −∇f(xk)− yk → −∇f(x∗).

Assim, pela definição de limite exterior e usando a semi-continuidade exterior de
NΩ(x,0)(x) em x∗, obtemos

−∇f(x∗) ∈ lim sup
x→x∗

NΩ(x,0)(x) ⊂ NΩ(x∗,0)(x∗) = K(x∗).

Portanto x∗ cumpre as condições KKT.

Agora, vamos mostrar que se SAKKT implica em KKT, então a condição SAKKT-
regular vale, para toda função objetivo f . Seja y ∈ lim sup

x→x∗
NΩ(x,0)(x). Logo existem

sequências xk → x∗, yk → y tal que yk ∈ NΩ(xk,0)(xk). Defina a função objetivo por
f(x) := −yT x para todo x ∈ Rn. Mostraremos que, para essa função, a condição AGP(0)
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vale em x∗. Denote zk := PΩ(xk,0)(xk−∇f(xk)) = PΩ(xk,0)(xk+y). Como yk ∈ NΩ(xk,0)(xk),
então PΩ(xk,0)(xk+yk) = xk. Logo, pela não expansividade da projeção ortogonal, obtemos

∥zk − xk∥ = ∥PΩ(xk,0)(xk + y)− PΩ(xk,0)(xk + yk)∥ ≤ ∥y − yk∥ → 0.

Portanto, PΩ(xk,0)(xk −∇f(xk))− xk → 0 e vale AGP(0) em x∗. Como consequência,
a condição SAKKT vale em x∗. Assim, pela hipótese, as condições KKT valem em x∗.
Logo, −∇f(x∗) = y ∈ K(x∗) = NΩ(x,0)(x∗), completando a prova.

2.3.4 Condição de qualificação mais fraca associada a PAKKT
Aqui apresentamos a condição mínima associada à condição PAKKT, chamada de

PAKKT-regular [5], mais fraca que CCP. Para isso, considere x∗ ∈ Ω e α, β ≥ 0. Defina
o seguinte o conjunto

K+(x, α, β) :=


m∑

i=1
λi∇hi(x) +

∑
j∈A(x∗)

µj∇gj(x)
∣∣∣∣∣

λihi(x) ≥ α se |λi| > β∥(1, λ, µ)∥∞,
µjgj(x) ≥ α se µj > β∥(1, λ, µ)∥∞,
λ ∈ Rm, µj ≥ 0, j ∈ A(x∗)

 .

Observe que as condições KKT podem ser escritas como −∇f(x∗) ∈ K+(x∗, 0, 0).

Definição 2.93. Dizemos que x∗ ∈ Ω satisfaz a condição PAKKT-regular se a multifunção
(x, α, β) ∈ Rn × R+ × R+ ⇒ K+(x, α, β) é semi-contínua exteriormente em (x∗, 0, 0), ou
seja, quando

lim sup
x→x∗,α↓0,β↓0

K+(x, α, β) ⊂ K+(x∗, 0, 0).

O próximo Teorema mostra que PAKKT-regular é a SCQ mais fraca para a condição
PAKKT.

Teorema 2.94. A condição PAKKT-regular é a propriedade mínima para o qual a con-
dição PAKKT implica as condições KKT, independentemente da função objetivo.

Demonstração. Seja x∗ ∈ Ω. Primeiro vamos mostrar que se x∗ é um ponto PAKKT que
cumpre PAKKT-regular, então x∗ satisfaz as condições KKT. Pela definição de PAKKT
existem sequências {xk} ⊂ Rm, {λk} ⊂ Rm e {µk} ⊂ Rp

+ com xk → x∗ tais que

∇f(xk) + wk → 0, (2.54)

min{−gj(xk), µk
j} → 0, ∀j = 1, . . . , p (2.55)

λk
i hi(xk) > 0 se lim

k→∞

|λk
i |

δk
> 0, µk

j gj(xk) > 0 se lim
k→∞

µk
j

δk
> 0, (2.56)

onde
wk =

m∑
i=1

λk
i∇hi(xk) +

p∑
j=1

µk
j∇gj(xk) e δk = ∥(1, λk, µk)∥∞.

Por (2.55), podemos supor que µk
j = 0 para j /∈ A(x∗). Defina I+ = {i ∈ {1, . . . , m} :

lim |λk
i |/δk > 0} e J+ = {j ∈ A(x∗) : lim µk

j /δk > 0}. Para cada k, definimos as sequências

αk := min
{1

k
, min

i∈I+
{λk

i hi(xk)}, min
j∈J+
{µk

j gj(xk)}
}

e βk := max
{

1
k

, max
i/∈I+

|λk
i |

δk
, max

j /∈J+

µk
j

δk

}
+1

k
.
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Assim, temos que αk ↓ 0, βk ↓ 0 e wk ∈ K+(xk, αk, βk). Usando a hipótese de que x∗

cumpre PAKKT-regular, segue que

lim
k→∞

wk = −∇f(x∗) ∈ lim sup
x→x∗,α↓0,β↓0

K+(x, α, β) ⊂ K+(x∗, 0, 0).

Portanto, −∇f(x∗) ∈ K+(x∗, 0, 0) = LΩ(x∗)◦, o que significa que x∗ cumpre KKT.

Agora vamos mostrar que se PAKKT implica KKT, então a condição PAKKT-regular
vale para todo função objetivo f . Seja w ∈ lim sup

x→x∗,α↓0,β↓0
K+(x, α, β). Logo existem sequên-

cias {xk} ⊂ Rn, {wk} ⊂ Rn, {αk} ⊂ R e {βk} ⊂ R tais que xk → x∗, wk → w, αk ↓
0, βk ↓ 0 e wk ∈ K+(xk, αk, βk). Assim, para cada k, existem λk ∈ Rm e µk ∈ R|A(x∗)|

+
tais que

wk =
m∑

i=1
λk

i∇hi(xk) +
∑

j∈A(x∗)
µk

j∇gj(xk).

Defina f(x) = −wT x para todo x ∈ Rn. Se lim
k→∞

|λk
i |

δk
> 0, então |λk

i | > βkδk para todo
k suficientemente grande (analogamente para µ). Além disso, temos que ∇f(xk) + wk =
−w + wk → 0 e, portanto, x∗ satisfaz PAKKT. Logo, usando a hipótese, segue que x∗ é
um ponto KKT, isto é, −∇f(x∗) = w ∈ K+(x∗, 0, 0), concluindo a prova.

Devido ao fato de PAKKT ser uma condição de otimalidade, segue que PAKKT-regular
é uma condição de qualificação.

Observação 2.95. Note que K+(x, α, β) ⊂ K+(x, 0,∞) para todo x ∈ Rn e α, β > 0.
Além disso, K+(x, 0,∞) = K+(x, 0, 0) = K(x) para todo x ∈ Ω.

Portanto x∗ ∈ Ω satisfaz a condição CCP quando

lim sup
x→x∗

K+(x, 0,∞) ⊂ K+(x∗, 0,∞).

Teorema 2.96. A condição CCP implica a condição PAKKT-regular.

Demonstração. Seja x∗ ∈ Ω um ponto que cumpre CCP. Logo, temos

lim sup
x→x∗,α↓0,β↓0

K+(x, α, β) ⊂ lim sup
x→x∗

K+(x, 0,∞) ⊂ K+(x∗, 0,∞) = K+(x∗, 0, 0).

Portanto x∗ satisfaz PAKKT-regular.

2.3.5 Condição de qualificação mais fraca associada a PCAKKT
Procedemos a definir a condição mínima associada à condição sequencial PCAKKT,

chamada PCAKKT-regular [7]. Para x∗ fixado, sejam x ∈ Rn e α, β, σ ≥ 0. Definimos o
seguinte conjunto:

KPC(x, α, β, σ) :=


m∑
i=1

λi∇hi(x) +
p∑

j=1
µj∇gj(x) : (λ, µ) ∈M(x, α, β, σ)

 ,

onde M(x, α, β, σ) é conjunto dos multiplicadores (λ, µ) ∈ Rm × Rp
+ com µj = 0 para

j /∈ A(x∗) tais que
λihi(x) ≥ α se |λi| > β∥(1, λ, µ)∥∞, (2.57)
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µjgj(x) ≥ α se µj > β∥(1, λ, µ)∥∞, j ∈ A(x∗), (2.58)
m∑

i=1
|λihi(x)|+

∑
j∈A(x∗)

|µjgj(x)| ≤ σ. (2.59)

Note que KPC(x∗, 0, 0, 0) = K(x∗). Para definir a condição PCAKKT-regular, consi-
dere:

lim sup
x→x∗,α↓0,β↓0,σ↓0

KPC(x, α, β, σ) =
{

w ∈ Rn : ∃(x
k, wk)→ (x∗, w), αk ↓ 0, βk ↓ 0, σk ↓ 0

tal que wk ∈ KPC(xk, αk, βk, σk)

}
.

Definição 2.97. Dizemos que x∗ ∈ Ω satisfaz a condição PCAKKT-regular quando

lim sup
x→x∗,α↓0,β↓0,σ↓0

KPC(x, α, β, σ) ⊂ KPC(x∗, 0, 0, 0).

Teorema 2.98. Todo ponto PCAKKT que satisfaz PCAKKT-regular é um ponto KKT.
Reciprocamente, se PCAKKT implica as condições KKT, para todo função objetivo f ,
então PCAKKT-regular vale.

Demonstração. Seja x∗ ∈ Ω e suponha que x∗ satisfaz PCAKKT. Da definição de PCAKKT
e do Lema 2.69 segue que existem sequências {xk} ⊂ Rn, {(λk, µk)} ⊂ Rm × Rp

+ com
µk

j = 0, j /∈ A(x∗) e xk → x∗ tais que valem as condições (2.54), (2.56) e

lim
k→∞

 m∑
i=1
|λk

i hi(xk)|+
∑

j∈A(x∗)
|µk

j gj(xk)|
 = 0, (2.60)

onde
wk =

m∑
i=1

λk
i∇hi(xk) +

∑
j∈A(x∗)

µk
j∇gj(xk) e δk = ∥(1, λk, µk)∥∞.

Defina os conjuntos de índices I+ e J+ como na demonstração do Teorema 2.94 e as
seguintes sequências:

αk := min
{1

k
, min

i∈I+
{λk

i hi(xk)}, min
j∈J+
{µk

j gj(xk)}
}

, (2.61)

βk := max
{

1
k

, max
i/∈I+

|λk
i |

δk
, max

j /∈J+

µk
j

δk

}
e σk := ck, (2.62)

onde
ck :=

m∑
i=1
|λk

i hi(xk)|+
p∑

j=1
|µk

j gj(xk)|, ∀k ∈ N.

Pelas condições (2.56) e (2.60) segue que αk ↓ 0 e σk ↓ 0. Além disso, pela definição
de I+ e J+, temos que βk ↓ 0. Dado k ∈ N, considere um índice i tal que |λk

i | > βkδk.
Como δk > 0, segue de (2.62) que |λk

i |/δk > βk ≥ max
t/∈I+
|λk

t |/δk e portanto i ∈ I+. Por

(2.61), temos que λk
i hi(xk) ≥ αk, o que significa que essas sequências cumprem a condição

(2.57). Analogamente, podemos mostrar que tais sequências também satisfazem (2.58).
Claramente a condição (2.59) é satisfeita. Logo, wk ∈ KPC(xk, αk, βk, σk). Como x∗

satisfaz PCAKKT-regular, segue que

−∇f(x∗) = lim
k→∞

wk ∈ lim sup
x→x∗,α↓0,β↓0,σ↓0

KPC(x, α, β, σ) ⊂ KPC(x∗, 0, 0, 0) = K(x∗).
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Portanto as condições de KKT valem em x∗. Agora vamos provar que se PCAKKT
implica as condições KKT para toda função objetivo f , então PCAKKT-regular vale.
Seja x∗ um ponto PCAKKT. Para provar que x∗ satisfaz PCAKKT-regular considere
w ∈ lim sup

x→x∗,α↓0,β↓0,σ↓0
KPC(x, α, β, σ). Pela definição de limite exterior, existem sequências

xk → x∗, wk → w, αk ↓ 0, βk ↓ 0 e σk ↓ 0 tal que wk ∈ KPC(xk, αk, βk, σk). Logo existem
sequências {λk} ⊂ Rm e {µk} ⊂ Rp

+ com µk
j = 0 para j /∈ A(x∗) tais que

wk =
m∑

i=1
λk

i∇hi(xk) +
p∑

j=1
µk

j∇gj(xk)

e valem as condições (2.57), (2.58) e (2.59). Defina a função f(x) = −wT x. Então x∗

satisfaz PCAKKT para a função f . De fato, claramente a condição (2.54) se cumpre. Além
disso, segue de (2.59) que (2.60) é satisfeita. Se lim

k→∞
|λk

i |/δk > 0, temos que |λk
i | > βkδk

para todo k suficientemente grande. Assim, por (2.57) segue que λk
i hi(xk) ≥ αk > 0.

Pelo mesmo raciocínio, temos µjgj(xk) > 0 se lim
k→∞

µk
j /δk > 0 o que significa que (2.56)

vale. Portanto x∗ é um ponto PCAKKT. Assim, pela hipótese, segue que x∗ satisfaz
as condições KKT, isto é, −∇f(x∗) = w ∈ K(x∗) = KPC(x∗, 0, 0, 0), provando que x∗

satisfaz PCAKKT-regular.

No artigo [7], os autores provam que PCAKKT-regular é mais forte que a condição de
qualificação de Abadie. Porém, o contra-exemplo apresentado a seguir mostra que essas
condições não são equivalentes.

Contra-Exemplo 2.99 (Abadie não implica PCAKKT-regular). Considere as restrições
de desigualdade g1(x) = x2−x2

1 ≤ 0, g2(x) = −x2−x2
1 ≤ 0, g3(x) = x2−x5

1 ≤ 0, g4(x) =
−x2 − x5

1 ≤ 0 e g5(x) = −x1 ≤ 0. Todas as restrições são ativas no ponto x∗ = (0, 0).
Um cálculo simples mostra que TΩ(x∗) = LΩ(x∗) = {(x1, 0) : x1 ≥ 0} e vale Abadie em
x∗. Entretanto, x∗ não satifaz PCAKKT-regular. Com efeito, seja w = (1, 0) e considere
as sequências definidas por xk = (−1/k, 0), µk = (k/4, k/4, k3, k3, 0), αk = 1/k2, βk =

1/k, σk =
∑

j∈A(x∗)
|µk

j gj(xk)| e wk =
5∑

j=1
µk

j∇gj(xk). Logo, temos αk ↓ 0, βk ↓ 0, σk ↓ 0 e

wk =
5∑

j=1
µk

j∇gj(xk) =
(

1/2
k/4

)
+
(

1/2
−k/4

)
+
(
−5/k

k3

)
+
(
−5/k
−k3

)
→
(

1
0

)
= w.

Ainda, wk ∈ KPC(xk, αk, βk, σk) para todo k. Logo, w ∈ lim sup
x→x∗,α↓0,β↓0,σ↓0

KPC(x, α, β, σ).

Mas um cálculo simples mostra que w /∈ K(x∗) = KPC(x∗, 0, 0, 0). Portanto x∗ não satisfaz
PCAKKT-regular.
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Figura 2.6: Relações entre as condições de qualificação mínimas



3 Condições de Otimalidade de
Segunda Ordem

Para a realização deste capítulo nos baseamos nas definições e demonstrações apre-
sentadas em [4, 6, 10, 19, 38, 58].

As condições de otimalidade de segunda ordem desempenham um papel importante
em otimização. Tais condições levam em consideração a curvatura da função Lagrangiana
sobre o conjunto de direções viáveis. As informações de primeira ordem, tais como os
gradientes ou direções do cone tangente que estudamos no capítulo anterior, não são
suficientes para caracterizar as soluções. Para entender melhor essa discussão, vejamos o
exemplo a seguir.
Exemplo 3.1. Considere o problema de otimização:

minimizar f(x) = −(x1 − 2)2 − (x2 − 3)2,

sujeito a g1(x) = −3x1 − 2x2 + 6 ≤ 0,

g2(x) = −x1 + x2 − 3 ≤ 0,

g3(x) = x1 − 2 ≤ 0.

No ponto x∗ = (1, 4), temos A(x∗) = {2}. Logo,

∇f(x∗) + µ2∇g2(x∗) = 0⇒ µ2 = 2.

Portanto, as condições de KKT valem em x∗. Entretanto, x∗ não é uma solução para
este problema. Conforme a Figura 3.1, podemos ver que (2, 0) é a solução global deste
problema, enquanto que (0, 3) e (2, 5) são soluções locais. Assim, informações de primeira
ordem não são suficientes para a otimalidade.

Usando informações de segunda ordem, podemos pensar em formular condições de
otimalidade de segunda ordem. Essas condições são geralmente muito mais fortes do que
as condições de primeira ordem e, portanto, são mais interessantes. Tais condições foram
amplamente estudadas em [4, 6, 10, 13, 19, 21, 23, 31, 38] com aplicações importantes em
programação matemática, otimização composta, controle ótimo, entre outros.
Definição 3.2. Definimos o cone crítico fraco como sendo

CW (x) = {d ∈ Rn : ∇hi(x)T d = 0, i = 1, . . . , m;∇gj(x)T d = 0, j ∈ A(x)}

e o cone crítico forte por

CS(x) =

d ∈ Rn :
∇hi(x)T d = 0, i = 1, . . . , m;
∇gj(x)T d = 0, j ∈ A+(x);
∇gj(x)T d ≤ 0, j ∈ A0(x)

 ,

70
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Figura 3.1: A condição KKT não é suficiente para a otimalidade

onde
A+(x) := {j ∈ A(x) : µj > 0}, A0(x) := {j ∈ A(x) : µj = 0}.

Definição 3.3 (WSONC). Dizemos que o ponto x ∈ Ω cumpre a condição necessária
(fraca) de segunda ordem, Weak Second-Order Necessary Optimality Condition (WSONC),
se existe um multiplicador de Lagrange (λ, µ) ∈ Rm × Rp

+ com µj = 0 para j /∈ A(x) sa-
tisfazendo as condições

∇f(x) +
m∑

i=1
λi∇hi(x) +

∑
j∈A(x)

µj∇gj(x) = 0 (3.1)

e

dT

∇2f(x) +
m∑

i=1
λi∇2hi(x) +

∑
j∈A(x)

µj∇2gj(x)
 d ≥ 0, ∀d ∈ CW (x). (3.2)

Quando o cone CW (x) é substituído por CS(x), dizemos que a condição necessária
(forte) de segunda ordem (SSONC) é satisfeita no ponto x. Observe que CW (x) ⊂ CS(x)
e que CW (x) não depende da função objetivo. Note também que ambas as condições
dependem apenas da existência de um multiplicador de Lagrange adequado, enquanto
outras condições de segunda ordem consideram todo o conjunto de Multiplicadores de
Lagrange.

Observação 3.4. Observe que se x ∈ Ω cumpre KKT, então o cone crítico forte pode
ser descrito da seguinte maneira:

CS(x) = {d ∈ Rn : ∇hi(x)T d = 0, i = 1, . . . , m;∇gj(x)T d ≤ 0, j ∈ A(x);∇f(x)T d ≤ 0}.

Observe que o ponto x∗ do Exemplo 3.1, não cumpre a condição (3.2). De fato,
calculando o cone crítico fraco, temos

CW (x∗) = {d ∈ R2 : d1 = d2}.

Logo, dado d ∈ CW (x∗), temos

dT

∇2f(x∗) +
m∑

i=1
λi∇2hi(x∗) +

∑
j∈A(x∗)

µj∇2gj(x∗)
 d =

(
d1 d1

)(−2 0
0 −2

)(
d1
d1

)
= −4d2

1.
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No Teorema a seguir, temos uma condição de otimalidade de segunda ordem, conhecida
como Condição de Fritz John de segunda ordem, que estende a condição de Fritz Jonh
(Teorema 2.4) no caso em que as funções possuem segunda derivada contínua.
Teorema 3.5 ([23], Proposição 5.48). Seja x∗ um minimizador local do problema (1.2).
Então, para cada d ∈ CS(x∗), existe 0 ̸= (λ0, λ, µ) ∈ R × Rm × Rp

+ com λ0 ≥ 0 e µj = 0
para j /∈ A(x∗) tal que

λ0∇f(x∗) +
m∑

i=1
λi∇hi(x∗) +

∑
j∈A(x∗)

µj∇gj(x∗) = 0, (3.3)

dT

λ0∇2f(x∗) +
m∑

i=1
λi∇2hi(x∗) +

∑
j∈A(x∗)

µj∇2gj(x∗)
 d ≥ 0. (3.4)

O próximo Teorema fornece uma condição suficiente para a otimalidade local.
Teorema 3.6. Seja x∗ ∈ Ω. Se para cada d ∈ CS(x∗) \ {0} existe um multiplicador de
Lagrange (λ, µ) ∈ Rm ×Rp

+ associado a x∗ tal que dT∇2
xxL(x∗, λ, µ)d > 0, então x∗ é um

minimizador local de (1.2).

Demonstração. Suponha que x∗ não seja um minimizador local. Logo existe uma sequên-
cia {xk} ⊂ Ω com xk → x∗ tal que f(xk) ≤ f(x∗) + o(∥xk − x∗∥2). Assim,

lim
k→∞

f(xk)− f(x∗)
∥xk − x∗∥2 ≤ 0. (3.5)

Defina dk := (xk−x∗)/∥xk−x∗∥. Extraindo uma subsequência se necessário, podemos
supor que dk → d̂. Como xk, x∗ ∈ Ω, usando expansão de Taylor, obtemos

hi(xk) = hi(x∗) +∇hi(x∗)T (xk − x∗) + o(∥xk − x∗∥) = 0, i = 1, . . . , m,
gj(xk) = gj(x∗) +∇gj(x∗)T (xk − x∗) + o(∥xk − x∗∥) ≤ 0, j ∈ A(x∗),

onde o(∥xk − x∗∥)/∥xk − x∗∥ → 0 para k → ∞. Dividindo ambas as expressões por
∥xk − x∗∥ e tomando o limite, obtemos

∇hi(x∗)T d̂ = 0, i = 1, . . . , m e ∇gj(x∗)T d̂ ≤ 0, j ∈ A(x∗).

Segue que d̂ ∈ CS(x∗). Logo, usando a hipótese, existe um multiplicador de Lagrange
(λ′, µ′) associado a x∗ tal que

(d̂)T∇2
xxL(x∗, λ′, µ′)d̂ > 0.

Além disso, temos

f(xk) ≥ L(xk, λ′, µ′) = L(x∗, λ′, µ′) +∇xL(x∗, λ′, µ′)T (xk − x∗) +

+1
2(xk − x∗)T∇2

xxL(x∗, λ′, µ′)(xk − x∗) + o(∥xk − x∗∥2)

Assim,

f(xk)− f(x∗) ≥ 1
2(xk − x∗)T∇2

xxL(x∗, λ′, µ′)(xk − x∗) + o(∥xk − x∗∥2).

Dividindo a desigualdade acima por ∥xk − x∗∥2 e tomando o limite, obtemos

lim
k→∞

f(xk)− f(x∗)
∥xk − x∗∥2 ≥ 1

2(d̂)T∇2
xxL(x∗, λ′, µ′)d̂ > 0,

contradizendo (3.5).
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3.1 Condições de qualificação de segunda ordem
No capítulo anterior, vimos que, para garantir a validade das condições KKT em

um minimizador local é necessário que alguma condição de qualificação seja satisfeita.
No caso de segunda ordem, para garantir a validade de SSONC ou WSONC em um
minimizador local, é necessário que uma condição de qualificação de segunda ordem (CQ2)
seja satisfeita. Na prática, a maioria das condições de otimalidade de segunda ordem
usuais são da forma: “Se um minimizador local satisfaz alguma condição de qualificação,
então a condição WSONC é satisfeita”. Ou seja, essas condições de otimalidade são da
forma “WSONC ou não-CQ2”. Nesta seção, apresentamos condições mais fracas que
LICQ e que garantem a validade das condições de otimalidade fraca e forte de segunda
ordem.

Teorema 3.7. Seja x∗ ∈ Ω um minimizador local que cumpre MFCQ. Então, para cada
d ∈ CS(x∗) existe um multiplicador de Lagrange (λ, µ) ∈ Rm ×Rp

+ associado a x∗ tal que

dT

∇2f(x∗) +
m∑

i=1
λi∇2hi(x∗) +

∑
j∈A(x∗)

µj∇2gj(x∗)
 d ≥ 0.

Demonstração. Basta fazer uma adaptação do Teorema 3.5 observando que sob MFCQ
os multiplicadores de Fritz John (λ0 > 0) são multiplicadores de Lagrange.

Entretanto, esta condição não é muito interessante, pois ela depende do conjunto de
multiplicadores de Lagrange, Λ(x∗). O exemplo a seguir mostra que existem problemas
que cumprem MFCQ na solução sem que a condição necessária de otimalidade de segunda
ordem seja satisfeita.

Exemplo 3.8. Considere o problema de otimização

minimizar x3
sujeito a g1(x) = 2

√
3x1x2 − 2x2

2 − x3 ≤ 0,
g2(x) = x2

2 − 3x2
1 − x3 ≤ 0,

g3(x) = −2
√

3x1x2 − 2x2
2 − x3 ≤ 0.

−4 −2 0 2 4 −5

0

5−100

0

Figura 3.2: MFCQ não garante a condição de segunda ordem
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A Figura 3.2 mostra a representação gráfica das superfícies x3 = x2
2 − 3x2

1, x3 =
2
√

3x1x2 − 2x2
2 e x3 = −2

√
3x1x2 − 2x2

2. O conjunto viável é constituído dos pontos que
estão acima das três superfícies. A origem x∗ = 0 é uma solução ótima para este problema
e cumpre MFCQ. As condições KKT ficam

∇f(x∗) + µ1∇g1(x∗) + µ2∇g2(x∗) + µ3∇g3(x∗) = 0, µ1 ≥ 0, µ2 ≥ 0, µ3 ≥ 0,

onde

∇f(x∗) =

0
0
1

 , ∇g1(x∗) =

 0
0
−1

 , ∇g2(x∗) =

 0
0
−1

 , ∇g3(x∗) =

 0
0
−1

 .

Logo, o conjunto de multiplicadores de Lagrange fica

Λ(x∗) = {µ ∈ R3 : µ1 + µ2 + µ3 = 1, µ1 ≥ 0, µ2 ≥ 0, µ3 ≥ 0}.

Claramente podemos ver que o conjunto de multiplicadores de Lagrange é compacto e
não vazio, o que nos permite concluir que MFCQ se cumpre em x∗. Entretanto, calculando
o cone de direções críticas e a hessiana da Lagrangiana, obtemos

CW (x∗) = {d ∈ R3 : ∇gj(x∗)T d = 0, j ∈ A(x∗)} = {(d1, d2, d3) : d3 = 0},

∇2
xxL(x∗, µ) = µ1

 0 2
√

3 0
2
√

3 −4 0
0 0 0

+ µ2

−6 0 0
0 2 0
0 0 0

+ µ3

 0 −2
√

3 0
−2
√

3 −4 0
0 0 0

 .

Portanto, para as direções críticas d̃ = (1, 0, 0) e d̂ = (0, 1, 0), segue que não existe
µ ∈ Λ(x∗) tal que

(d̃)T∇2
xxL(x∗, µ)d̃ ≥ 0 e (d̂)T∇2

xxL(x∗, µ)d̂ ≥ 0.

0

0.5
1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

0.5

1
Λ(x∗)

Figura 3.3: Representação do conjunto de multiplicadores de Lagrange

Proposição 3.9 ([41], Proposição 2.2). Seja {fi : Rn → Rm, i ∈ K} uma família de
funções diferenciáveis em Rn tal que o posto de {∇fi(y) : i ∈ K} é constante para todo
y em uma vizinhança de x. Então existe um difeomorfismo local ϕ : U → V , com U e
V vizinhanças de x tal que ϕ(x) = x, ∇ϕ(x) é a matriz identidade e fi ◦ ϕ−1 (i ∈ K) é
constante para todo y ∈ E, onde E é o subespaço definido por

E := {y ∈ Rn : ∇fi(x)T y = 0, i ∈ K}.
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Proposição 3.10. Suponha que a condição RCRCQ seja válida em x∗ ∈ Ω. Então, para
cada d ∈ LΩ(x∗), existe uma curva ξ : (−ε, ε)→ Rn, ε > 0 com ξ(0) = x∗, lim

t→0+

ξ(t)− x∗

t
=

d e ξ(t) ∈ Ω para todo t ∈ [0, ε). Além disso, para todo j ∈ A(x∗) tal que ∇gj(x∗)T d = 0,
então gj(ξ(t)) = 0 para todo t ∈ (−ε, ε).

Demonstração. Suponha que A(x∗) = {1, . . . , r}. Defina fi(x) = hi(x) para todo i =
1, . . . , m, fm+j(x) = gj(x) para todo j = 1, . . . , r. Considere o conjunto de índices
K = {i ∈ {1, . . . , m + r} : ∇fi(x∗)T d = 0}. Como vale a condição RCRCQ em x∗,
podemos aplicar a Proposição 3.9 para a família de funções {fi : i ∈ K}. Logo, existe
um difeomorfismo local ϕ com as propriedades mencionadas. Defina a curva ξ(t) por
ξ(t) = ϕ−1(x∗ + td), para t > 0 suficientemente pequeno. Logo, pela continuidade e pela
Proposição 3.9, obtemos

lim
t→0+

ξ(t) = ξ(0) = x∗, lim
t→0+

ξ(t)− x∗

t
= d.

Agora, usando o fato de que fi ◦ ϕ−1 é constante, para cada i ∈ K e t > 0 suficiente-
mente pequeno, temos

fi(ξ(t)) = fi(ϕ−1(x∗ + td)) = fi(ϕ−1(x∗)) = fi(x∗) = 0.

Portanto, para todo j ∈ A(x∗) tal que ∇gj(x∗)T d = 0, temos que gj(ξ(t)) = 0 para
t > 0 suficientemente pequeno. Falta mostrar que ξ(t) ∈ Ω. Se j ∈ A(x∗) \ K, temos
∇fj(x∗)T d < 0. Logo, por Taylor, fj(ξ(t)) = t∇fj(ξ(t))T d+o(t), onde o(t)/t→ 0. Assim,
fj(ξ(t)) < 0 para t > 0 suficientemente pequeno. Por outro lado, se j /∈ A(x∗), usando a
continuidade de fj e reduzindo possivelmente o intervalo, obtemos fj(ξ(t)) < 0.

Andreani, Echagüe e Schuverdt provam em [10] que sob CRCQ todo minimizador local
cumpre a condição necessária de segunda ordem forte. Em outras palavras, os autores
mostram que CRCQ é uma forte condição de qualificação de segunda ordem. Porém,
é possível mostrar que sob uma condição mais fraca que CRCQ, a condição necessária
de segunda ordem forte é mantida. A seguir mostramos que a condição RCRCQ é uma
condição de qualificação de segunda ordem no sentido que implica SSONC.

Teorema 3.11. Seja x∗ ∈ Ω um minimizador local que cumpre RCRCQ. Então, para
qualquer multiplicador de Lagrange (λ, µ) ∈ Rm×Rp

+ associado a x∗, a condição necessária
forte de segunda ordem se mantém em x∗.

Demonstração. Pelo fato de RCRCQ ser uma condição de qualificação, a existência dos
multiplicadores de Lagrange está garantida. Seja (λ, µ) ∈ Rm × Rp

+ um multiplicador de
Lagrange associado a x∗. Dado d ∈ CS(x∗), temos

∇hi(x∗)T d = 0, i = 1, . . . , m,
∇gj(x∗)T d = 0, j ∈ A+(x∗),
∇gj(x∗)T d ≤ 0, j ∈ A0(x∗).

Logo, temos

∇f(x∗)T d +
m∑

i=1
λi∇hi(x∗)T d

∑
j∈A+(x∗)

µj∇gj(x∗)T d = 0, ∇f(x∗)T d = 0.
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Pela Proposição 3.10, segue que existe uma curva ξ(t) ∈ Ω, t ∈ [0, ε) tal que

ξ(0) = x∗, ξ′(0) = lim
t→0+

ξ(t)− x∗

t
= d, gj(ξ(t)) = 0, ∀j ∈ A+(x∗).

Defina ϕ(t) = f(ξ(t)). Como x∗ é minimizador local de f em Ω e ξ(0) = x∗, segue que
t∗ = 0 é minimizador local de ϕ. Logo, ϕ′′(0) ≥ 0 e, como ϕ′′(t) = ξ′(t)T∇2f(ξ(t))ξ′(t) +
∇f(ξ(t))T ξ′′(t), temos

ϕ′′(0) = dT∇2f(x∗)d +∇f(x∗)T ξ′′(0) ≥ 0. (3.6)

Além disso, como ξ(t) ∈ Ω e usando que gj(ξ(t)) = 0 para todo j ∈ A+(x∗), temos
que

R(t) =
m∑

i=1
λihi(ξ(t)) +

∑
j∈A(x∗)

µjgj(ξ(t)) = 0, t ∈ [0, ε).

Logo, derivando duas vezes com relação a t, obtemos

R′′(0) = dT

 m∑
i=1

λi∇2hi(x∗) +
∑

j∈A(x∗)
µj∇2gj(x∗)

 d +

+
 m∑

i=1
λi∇hi(x∗) +

∑
j∈A(x∗)

µj∇gj(x∗)
T

ξ′′(0) = 0. (3.7)

Somando (3.6) com (3.7) e usando a hipótese de x∗ ser um ponto KKT, obtemos

ϕ′′(0) + R′′(0) = dT

∇2f(x∗) +
m∑

i=1
λi∇2hi(x∗) +

∑
j∈A(x∗)

µj∇2gj(x∗)
 d +

+
∇f(x∗) +

m∑
i=1

λi∇hi(x∗) +
∑

j∈A(x∗)
µj∇gj(x∗)

T

ξ′′(0)

= dT

∇2f(x∗) +
m∑

i=1
λi∇2hi(x∗) +

∑
j∈A(x∗)

µj∇2gj(x∗)
 d ≥ 0.

Portanto, a condição necessária forte de segunda ordem vale em x∗ como queríamos
provar.

Podemos encontrar uma versão mais fraca da condição RCRCQ na literatura, exigindo
posto constante apenas para o conjunto de todos os gradientes de restrições ativas.

Definição 3.12. Dizemos que a condição Weak Constant Rank (WCR) vale no ponto
viável x ∈ Ω se existe uma vizinhança V de x tal que o posto de {∇hi(y),∇gj(y) : i =
1, . . . , m; j ∈ A(x)} é constante para todo y ∈ V .

Contra-Exemplo 3.13 (WCR não implica KKT). Considere o seguinte problema

minimizar f(x) = −x1 s.a. h1(x) = x2 − x2
1 = 0, g1(x) = −x1 ≤ 0, g2(x) = x2 ≤ 0.

O ponto x∗ = (0, 0) é a solução deste problema e não cumpre as condições KKT, pois

∇f(x∗) =
(
−1
0

)
, ∇h1(x∗) =

(
0
1

)
, ∇g1(x∗) =

(
−1
0

)
, ∇g2(x∗) =

(
0
1

)
.
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Entretanto, existe uma vizinhança V da origem tal que o posto de {∇h1(x),∇gj(x) :
j = 1, 2} é constante para todo x ∈ V , e portanto, x∗ cumpre WCR. Em outras palavras,
WCR não é uma condição de qualificação. Porém, um ponto WCR que cumpre KKT, deve
satisfazer WSONC. No Teorema a seguir, provamos que, sob WCR a condição necessária
de segunda ordem fraca vale em um minimizador, desde que as restrições cumprem alguma
condição de qualificação de primeira ordem.

Teorema 3.14. Seja x∗ ∈ Ω um minimizador local que cumpre KKT. Se x∗ satisfaz
WCR, então para qualquer multiplicador de Lagrange (λ, µ) ∈ Rm×Rp

+ associado a x∗, a
condição necessária fraca de segunda ordem se mantém em x∗.

Demonstração. Dado d ∈ CW (x∗), temos que ∇hi(x∗)T d = 0 para todo i = 1, . . . , m e
∇gj(x∗)T d = 0 para todo j ∈ A(x∗) e, portanto, d ∈ LΩ(x∗). Como vale WCR, a Propo-
sição 3.10 pode ser aplicada para garantir a existência de uma curva viável satisfazendo
as propriedades mencionadas. Assim, a demonstração segue como no Teorema 3.11.

Em [10], os autores provam que WCR é uma condição de qualificação de segunda
ordem sempre que o problema possuir apenas restrições de igualdade.

Teorema 3.15 ([10], Teorema 3.3). Seja x∗ um minimizador local do problema de
minimizar f(x) sujeito a h(x) = 0. Se x∗ satisfaz WCR, então x∗ satisfaz as condições
KKT e a condição necessária forte de segunda ordem, para qualquer multiplicador de
Lagrange (λ, µ) ∈ Rm × Rp

+ associado a x∗.

Observe que, quando o problema têm apenas restrições de igualdade, o cone crítico
fraco coincide com o cone crítico forte e, portanto, a condição necessária de segunda ordem
fraca é equivalente à condição forte. A condição WCR para problemas de igualdade é mais
fraca do que a condição MFCQ (que neste caso é equivalente a condição de independência
linear dos gradientes) e mais fraca do que a condição de posto constante. Portanto, a
condição de posto constante pode ser vista como uma generalização dessas condições.1

Considere x∗ ∈ Ω. Definimos o conjunto viável auxiliar

Ω′ := {x ∈ Rn : hi(x) = 0, i = 1, . . . , m; gj(x) = 0, j ∈ A(x∗)}.

Observe que, se A(x∗) = ∅, então Ω′ = {x ∈ Rn : hi(x) = 0, i = 1, . . . , m}, mas
se A(x∗) ̸= ∅, sempre temos x∗ ∈ Ω′. Note também que a condição WCR independe
se considerarmos x∗ ∈ Ω ou x∗ ∈ Ω′. O próximo Teorema mostra que WCR implica a
condição Abadie para o conjunto Ω′.

Teorema 3.16. Se x∗ ∈ Ω satisfaz WCR, então x∗ cumpre a condição de Abadie para o
conjunto Ω′.

Demonstração. Devemos mostrar que LΩ′(x∗) ⊂ TΩ′(x∗). Seja 0 ̸= d ∈ LΩ′(x∗). Como
vale WCR em x∗, podemos aplicar a Proposição 3.9 para construir uma curva ξ : (−ε, ε)→
Ω′ com ε > 0, ξ(0) = x∗ e ξ′(0) = d. Logo, d = lim

t→0+
(ξ(t) − x∗)/t. Como d = ξ′(0) ̸= 0,

podemos reduzir ε se necessário de modo que ξ(t) ̸= x∗. Assim,

ξ(t)− x∗

∥ξ(t)− x∗∥
= ξ(t)− x∗

t

t

∥ξ(t)− x∗∥
→ d

∥d∥
quando t→ 0+,

o que mostra que d ∈ TΩ′(x∗).
1Andreani, Echagüe e Schuverdt [10]
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Na sequência prosseguimos com um Lema que será útil para demonstrar outros resul-
tados.

Lema 3.17. Sejam x∗ ∈ Ω um minimizador local e (λ, µ) ∈ Rm × Rp
+ um multiplicador

de Lagrange associado a x∗. Considere uma direção não nula d ∈ Rn e uma sequência
{xk} ⊂ Ω com xk → x∗ satisfazendo as seguintes propriedades

• xk − x∗

∥xk − x∗∥
→ d

∥d∥
,

• hi(xk) = o(∥xk − x∗∥2), para todo i = 1, . . . , m com λi ̸= 0,

• gj(xk) = o(∥xk − x∗∥2), para todo j = 1, . . . , p com µj > 0.

Então,

dT

∇2f(x∗) +
m∑

i=1
λi∇2hi(x∗) +

∑
j∈A(x∗)

µj∇2gj(x∗)
 d ≥ 0.

Demonstração. Primeiro observe que

L(xk, λ, µ) = f(xk) +
m∑

i=1
λihi(xk) +

∑
j∈A(x∗)

µjgj(xk) = f(xk) + o(∥xk − x∗∥2).

Como x∗ é minimizador local e {xk} é uma sequência de pontos viáveis, temos

0 ≤ f(xk)− f(x∗)
= L(xk, λ, µ)− L(x∗, λ, µ) + o(∥xk − x∗∥2)

= ∇xL(x∗, λ, µ)T (xk − x∗) + 1
2(xk − x∗)T∇2

xxL(x̄k, λ, µ)(xk − x∗) + o(∥xk − x∗∥2)

= 1
2(xk − x∗)T∇2

xxL(x̄k, λ, µ)(xk − x∗) + o(∥xk − x∗∥2),

onde x̄k pertence ao segmento de reta que liga x∗ a xk. Dividindo a desigualdade acima
por ∥xk − x∗∥2 e tomando o limite em k, obtemos

dT∇2
xxL(x∗, λ, µ)d ≥ 0,

completando a prova.

Note que o resultado acima estabelece uma relação entre o cone de direções tangentes
com a condição de otimalidade de segunda ordem. De fato, o conjunto de direções que
satisfazem as hipóteses do Lema 3.17 é um cone contido no cone tangente.

Teorema 3.18. Sejam x∗ ∈ Ω um minimizador local e (λ, µ) ∈ Rm×Rp
+ um multiplicador

de Lagrange associado a x∗. Suponha que x∗ satisfaz a condição de qualificação de Abadie
para o conjunto Ω′ = {x ∈ Rn : hi(x) = 0, i = 1, . . . , m; gj(x) = 0, j ∈ A(x∗)}. Então, a
condição de otimalidade fraca de segunda ordem é satisfeita em x∗ para o multiplicador
(λ, µ).
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Demonstração. Primeiramente, observe que CW (x∗) = LΩ′(x∗). Como vale Abadie para
Ω′, então LΩ′(x∗) = TΩ′(x∗). Logo, para qualquer 0 ̸= d ∈ CW (x∗), existe uma sequência
{xk} de pontos viáveis com xk → x∗ tal que

xk − x∗

∥xk − x∗∥
→ d

∥d∥
.

Portanto, pelo Lema 3.17, concluímos que dT∇2
xxL(x∗, λ, µ)d ≥ 0 e o resultado segue.

Note que, quando o problema têm apenas restrições de igualdade, ou seja, quando
Ω = Ω′ com A(x∗) = ∅, o Teorema 3.18 mostra que a condição de Abadie garante a
validade da condição de otimalidade de segunda ordem fraca para qualquer multiplicador
de Lagrange. Resumindo, temos o seguinte Corolário:

Corolário 3.19. Seja x∗ ∈ Ω um minimizador local que satisfaz a condição de Abadie
e suponha que Ω só possui restrições de igualdade. Então, x∗ é um ponto KKT e x∗

cumpre a condição de otimalidade (forte) de segunda ordem para qualquer multiplicador
de Lagrange associado a x∗.

Demonstração. Como Ω só possui restrições de igualdade, temos que CW (x∗) = CS(x∗).
Além disso, temos A(x∗) = ∅ e a suposição de Abadie feita no Teorema 3.18 pode ser
aplicada para o conjunto Ω e o resultado segue.

Lema 3.20 ([6], Corolário 3.2). Se x ∈ Ω satisfaz as condições KKT, então existe
d ∈ CS(x) tal que

∇hi(x)T d = 0, i = 1, . . . , m, ∇gj(x)T d = 0, j ∈ A+(x), ∇gj(x)T d < 0, j ∈ A0(x).

Teorema 3.21. Seja x∗ ∈ Ω um minimizador local e suponha que x∗ cumpre a condição
de qualificação de Abadie para o conjunto de restrições

Ω+ := {x ∈ Rn : hi(x) = 0, i = 1, . . . , m; gj(x) = 0, j ∈ A+(x∗); gj(x) ≤ 0, j ∈ A0(x∗)}.

Então, a condição de otimalidade forte de segunda é satisfeita para qualquer multipli-
cador de Lagrange (λ, µ) ∈ Rm × Rp

+ associado a x∗.

Demonstração. Dado d ∈ CS(x∗) com d ̸= 0, temos que

∇hi(x∗)T d = 0, i = 1, . . . , m, ∇gj(x∗)T d = 0, j ∈ A+(x∗) e ∇gj(x∗)T d ≤ 0, j ∈ A0(x∗).

Logo, usando a hipótese, segue que d ∈ LΩ+(x∗) = TΩ+(x∗). Assim, existe uma
sequência {xk} ⊂ Ω+ tal que

xk − x∗

∥xk − x∗∥
→ d

∥d∥
.

Pelo Lema 3.17, segue que dT∇2
xxL(x∗, λ, µ)d ≥ 0.

Teorema 3.22. Se x∗ é um minimizador local, então

CS(x∗) ⊂ TΩ+(x∗)⇔ CS(x∗) ⊂ TF +(x∗).
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Demonstração. A implicação direta segue de Ω+ ⊂ F +. Para provar a recíproca, seja
d ∈ CS(x∗) com d ̸= 0 e suponha sem perda de generalidade que ∥d∥ = 1. Considere
s ∈ CS(x∗) dado pelo Lema 3.20, logo temos que

∇hi(x∗)T s = 0, i = 1, . . . , m, ∇gj(x∗)T s = 0, j ∈ A+(x∗) e ∇gj(x∗)T s < 0, j ∈ A0(x∗).

Defina a sequência {dk} por

dk := d + (1/k)s
∥d + (1/k)s∥ .

Logo, segue que

∇hi(x∗)T dk = 0, i = 1, . . . , m, ∇gj(x∗)T dk = 0, j ∈ A+(x∗),
∇gj(x∗)T dk < 0, j ∈ A0(x∗), ∥dk∥ = 1 e dk → d.

Ou seja, dk ∈ CS(x∗) para todo k ∈ N. Usando a hipótese, temos que dk ∈ TF +(x∗)
para todo k. Logo existe uma sequência {xℓ} ⊂ F + com xℓ → x∗ tal que

xℓ − x∗

∥xℓ − x∗∥
→ dk.

Mostraremos que gj(xℓ) < 0, j ∈ A0(x∗) para ℓ suficientemente grande. Para j ∈
A0(x∗), temos que

gj(xℓ) = gj(x∗) +∇gj(x̄ℓ)T (xℓ − x∗) = ∇gj(x̄ℓ)T (xℓ − x∗)

para algum x̄ℓ entre x∗ e xℓ. Assim, como ∇gj(x̄ℓ)→ ∇gj(x∗), (xℓ − x∗)/∥xℓ − x∗∥ → dk

e ∇gj(x∗)T dk < 0, segue que

gj(xℓ)
∥xℓ − x∗∥

= ∇gj(x̄ℓ)T (xℓ − x∗)
∥xℓ − x∗∥

→ ∇gj(x∗)T dk < 0.

Portanto gj(xℓ) < 0 para ℓ suficientemente grande. Logo, {xℓ} ⊂ Ω+, xℓ → x∗ e
xℓ−x∗

∥xℓ−x∗∥ → dk e, portanto, dk ∈ TΩ+(x∗). Além disso, como dk → d e TΩ+(x∗) é fechado,
obtemos d ∈ TΩ+(x∗).

Teorema 3.23. Seja x∗ um minimizador local e (λ, µ) ∈ Rm × Rp
+ um multiplicador de

Lagrange associado a x∗. Defina A+
µ := {j ∈ A(x∗) : µj > 0} e A0

µ : A(x∗) \ A+
µ . Se x∗

cumpre a condição de qualificação de Abadie para o conjunto

Ωµ := {x ∈ Rn : hi(x) = 0, i = 1, . . . , m; gj(x) = 0, j ∈ A+
µ ; gj(x) ≤ 0, j ∈ A0

µ},

então, a condição de otimalidade forte de segunda é satisfeita em x∗ para o multiplicador
(λ, µ).

Para qualquer multiplicador de Lagrange (λ, µ) temos, CS(x∗) = LΩµ(x∗). Observe
que o Teorema anterior tem uma hipótese diferente para cada multiplicador, ele afirma
que se vale Abadie para o conjunto Ωµ, então vale a condição de otimalidade de segunda
ordem para o multiplicador (λ, µ). Portanto, para garantir a validade da condição de
otimalidade segunda ordem para todos os multiplicadores, a condição de Abadie deve ser
mantida em cada conjunto viável associado. Em outras palavras, a condição de segunda
ordem pode ser satisfeita para algum multiplicador, mas não para todos. O exemplo a
seguir mostra que o Teorema 3.23 não garante a validade da condição de segunda ordem
para todos os multiplicadores de Lagrange.
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Exemplo 3.24. Considere o seguinte problema

min. f(x) = x2 s.a. g1(x) = −x2
1 − x2 ≤ 0, g2(x) = −x2 ≤ 0, g3(x) = x1 ≤ 0.

Claramente o ponto x∗ = (0, 0) é uma solução, onde

Λ(x∗) = {(µ1, µ2, µ3) : µ1 + µ2 = 1, µ3 = 0}.

Se considerarmos um multiplicador 0 ̸= µ ∈ Λ(x∗), por exemplo µ = (1/2, 1/2, 0),
temos que A+

µ = {1, 2}, A0
µ = {3} e Ωµ = Ω+ = {(0, 0)}. Calculando o cone crítico forte,

obtemos CS(x∗) = {(d1, d2) : d1 ≤ 0, d2 = 0}. Claramente TΩµ(x∗) não contém CS(x∗) =
LΩµ(x∗). Entretando, tomando µ̃ = (0, 1, 0), temos Ωµ̃ = {(x1, x2) : x1 ≤ 0, x2 = 0} e,
portanto, Ωµ̃ = CS(x∗). Assim, a validade da condição de otimalidade forte de segunda é
garantida apenas para µ̃.

3.2 Condição sequencial AKKT de segunda ordem
Vejamos agora uma condição sequencial de otimalidade de segunda ordem, chamada

AKKT de segunda ordem. Introduzida por Ramos [58] em seu doutoramento, essa condi-
ção é uma genuína condição de otimalidade apropriada para a análise de algoritmos com
convergência a pontos estacionários de segunda ordem. Muitos desses algoritmos geram
sequências cujos pontos limites satisfazem esta condição.

Definição 3.25 ([58]). Dizemos que um ponto viável x∗ ∈ Ω cumpre a condição Aproxi-
madamente KKT de segunda ordem (AKKT2) se existem sequências {xk} ⊂ Rn, {λk} ⊂
Rm, {ηk} ⊂ Rm, {µk} ⊂ Rp

+, {θk} ⊂ Rp
+, {δk} ⊂ R+ com µk

j = 0 para j /∈ A(x∗), θk
j = 0

para j /∈ A(x∗) tais que xk → x∗, δk → 0,

lim
k→∞
∇f(xk) +

m∑
i=1

λk
i∇hi(xk) +

∑
j∈A(x∗)

µk
j∇gj(xk) = 0 (3.8)

e

∇2L(xk, λk, µk) +
m∑

i=1
ηk

i∇hi(xk)∇hi(xk)T +
∑

j∈A(x∗)
θk

j∇gj(xk)∇gj(xk)T ⪰ −δkI (3.9)

para todo k suficientemente grande, onde A ⪰ B significa que as matrizes simétricas A e
B são tais que A − B é semi-definida positiva e I denota a matriz identidade. Dizemos
que {xk} é uma sequência AKKT2.

A demonstração de que AKKT2 é uma condição de otimalidade, pode ser encontrada
em [4, 58]

Teorema 3.26 ([4], Teorema 3.4). Se x∗ é um minimizador local, então x∗ satisfaz a
condição AKKT2.

Por (3.8), podemos ver claramente que a condição AKKT2 implica a condição se-
quencial AKKT. Porém, essas condições não são equivalentes, como mostra o exemplo a
seguir.
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Exemplo 3.27. Considere o problema de minimizar f(x) = −x1 − x2 sujeito a g(x) =
x2

1x
2
2 − 1 ≤ 0. No ponto x∗ = (1, 1), as condições KKT ficam

∇f(x∗) + µ∇g(x∗) = 0⇒ µ = 1
2 .

Portanto vale AKKT. Agora suponha que x∗ satisfaz AKKT2. Defina dk = (xk
1,−xk

2)
onde xk = (xk

1, xk
2) é a sequência dada pela definição de AKKT2. Como ∇g(xk)T dk = 0

para todo k, por (3.9), segue que

µk(dk)T∇2g(xk)dk + δk∥dk∥2 = −4µk(xk
1xk

2)2 + δk∥dk∥2 ≥ 0, (3.10)

para algum µk ≥ 0, δk ≥ 0 com δk → 0. Por outro lado, por (3.8), temos

∇f(xk) + µk∇g(xk)→ 0⇔ 2µkxk
1(xk

2)2 → 1

e como xk
1 → 1, temos 2µk(xk

1xk
2)2 → 1. Logo −4µk(xk

1xk
2)2+δk∥dk∥2 → −2, contradizendo

(3.10). Portanto não vale AKKT2 em x∗.

Sabe-se que a condição AKKT2 é uma condição de otimalidade de segunda ordem
no sentido que implica “WSONC ou não-CQ2” para condições de qualificação fracas.
Em seguida, mostramos que a condição conjunta MFCQ + WCR garante a validade da
condição WSONC em um minimizador. Para provar isso, considere o seguinte Lema:

Lema 3.28 ([13], Lema 3.1). Se d ∈ CW (x∗), então para toda sequência {xk} ⊂ Rn com
xk → x∗, existe uma sequência {dk} ⊂ Rn tal que dk ∈ CW (xk) para todo k e dk → d.

Proposição 3.29. Seja x∗ ∈ Ω tal que AKKT2 vale. Se a condição de qualificação
MFCQ + WCR se cumpre em x∗, então vale WSONC em x∗.

Demonstração. Pela definição de AKKT2, existem sequências {xk}, {λk}, {µk}, {ηk}, {θk}
com µk

j = 0 e θk
j = 0 para j /∈ A(x∗) tais que xk → x∗, δk → 0 e

lim
k→∞
∇f(xk) +

m∑
i=1

λk
i∇hi(xk) +

∑
j∈A(x∗)

µk
j∇gj(xk) = 0; (3.11)

∇2
xL(xk, λk, µk) +

m∑
i=1

ηk
i∇hi(xk)∇hi(xk)T +

∑
j∈A(x∗)

θk
j∇gj(xk)∇gj(xk)T ⪰ −δkI. (3.12)

Afirmamos que a sequência {(λk, µk)} é limitada. De fato, suponha por absurdo que
a sequência {(λk, µk)} seja ilimitada. Defina a sequência {Mk} por Mk := max{|λk

i |, µk
j :

i = 1, . . . , m; j ∈ A(x∗)}. Claramente, temos que Mk → ∞. A sequência {( λk

Mk
, µk

Mk
)} é

limitada, pois ∥( λk

Mk
, µk

Mk
)∥∞ = 1. Logo, dividindo a expressão (3.11) por Mk e tomando

o limite em subsequência convergente, obtemos
m∑

i=1
λ∗

i∇hi(x∗) + ∑
j∈A(x∗)

µ∗
j∇gj(x∗) = 0

com ∥(λ∗, µ∗)∥∞ = 1, contradizendo a definição de MFCQ. Logo a sequência {(λk, µk)}
é limitada. Suponha sem perda de generalidade que (λk, µk) → (λ∗, µ∗). Defina µ∗

j = 0
para todo j /∈ A(x∗). Passando ao limite em (3.11), concluímos que x∗ é um ponto KKT.
Vamos provar que WSONC vale em x∗ para o multiplicador (λ∗, µ∗). Dado d ∈ CW (x∗),
pelo Lema 3.28 existe uma sequência {dk} ⊂ Rn tal que dk ∈ CW (xk) e dk → d. Logo,
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∇hi(xk)T dk = 0 para todo i = 1, . . . , m e ∇gj(xk)T dk = 0 para todo j ∈ A(x∗). Assim,
usando (3.12), obtemos

(dk)T∇2
xL(xk, λk, µk)dk ≥ −δk∥dk∥2.

Tomando o limite na desigualdade acima, segue que

dT

∇2f(x∗) +
m∑

i=1
λ∗

i∇2hi(x∗) +
∑

j∈A(x∗)
µ∗

j∇2gj(x∗)
 d ≥ 0,

completando a prova.

Existem muitos algoritmos na literatura que geram sequências cujos pontos limites
satisfazem a condição AKKT2 (ver [4, 58]). A seguir mostramos que o algoritmo Lagran-
giano aumentado proposto em [13] gera sequências AKKT2. Para isso, considere a função
Lagrangiano aumentada

Lρ(x, λ, µ) := f(x) + ρ

2

 m∑
i=1

(
hi(x) + λi

ρ

)2

+
p∑

j=1

(
max

{
0, gj(x) + µj

ρ

})2
 ,

com ρ > 0 e (λ, µ) ∈ Rm × Rp
+. Defina

∇̄2
(

max
{

0, gj(x) + µj

ρ

})2

:=


∇2

(
gj(x) + µj

ρ

)2

, se gj(x) + µj

ρ
= 0,

∇2
(

max
{

0, gj(x) + µj

ρ

})2

, caso contrário.

Algoritmo 3.30. Sejam λmin < λmax, µmax > 0, γ > 1, ρ1 > 0 e τ ∈ (0, 1). Tome
{εk} ⊂ R+ com εk → 0. Escolha x0 ∈ Rn como ponto inicial e λ1 ∈ [λmin, λmax]m, µ1 ∈
[0, µmax]p. Defina V 0

j = g+
j (x), j = 1, . . . , p. Inicialize k ← 1.

(1) (Minimização). Determine xk ∈ Rn que satisfaça:

∥∇Lρk
(xk, λk, µk)∥ ≤ εk e ∇̄2Lρk

(xk, λk, µk) ⪰ −εkI.

(2) (Atualização do parâmetro de penalidade). Para todo j = 1, . . . , p, defina

V k
j := max{gj(xk),−µk

j /ρk}.

Se max{∥h(xk)∥∞, ∥V k∥∞} ≤ τ max{∥h(xk−1)∥∞, ∥V k−1∥∞},
defina ρk+1 = ρk. Caso contrário, coloque ρk+1 = γρk;

(3) (Atualização dos multiplicadores de Lagrange). Calcule
λ̄k

i := λk
i + ρkhi(xk), i = 1, . . . , m e µ̄k

j := max{0, µk
j + ρkgj(xk), j = 1, . . . , p.
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Defina λk+1
i := proj[λmin,λmax](λ̄k

i ) ∈ [λmin, λmax], para todo i = 1, . . . , m e µk+1
j :=

proj[0,µmax](µ̄k
j ) ∈ [0, µmax], para todo j = 1, . . . , p. Faça k ← k + 1 e vá para o passo

(1).

Teorema 3.31. Suponha que a sequência {xk} gerada pelo Algoritmo 3.30 admite um
ponto limite x∗ ∈ Ω. Então x∗ é um ponto AKKT2.

Demonstração. Seja {xk} uma sequência gerada pelo Algoritmo 3.30 tal que xk → x∗.
Pelo passo (1) do algoritmo, para todo k suficientemente grande, temos

∥∇Lρk
(xk, λk, µk)∥ = ∥∇f(xk) +

m∑
i=1

(λk
i + ρkhi(xk))∇hi(xk)+

+
p∑

j=1
max{0, µk

j + ρkgj(xk)}∇gj(xk)∥ ≤ εk.
(3.13)

Defina λ̂k
i := λk

i +ρkhi(xk) e µ̂k
j := max{0, µk

j +ρkgj(xk)}. Usando as mesmas idéias da
demonstração do Teorema 2.45, segue que µ̂k

j = 0, j /∈ A(x∗) para todo k suficientemente
grande. Além disso,

∇2L(xk, λ̂k, µ̂k) + ρk

m∑
i=1
∇hi(xk)∇hi(xk)T + ρk

∑
j∈A(x∗)

∇gj(xk)∇gj(xk)T ⪰ −εkI. (3.14)

Por (3.13) e (3.14), segue que x∗ satisfaz a condição AKKT2.

Em [4] os autores mostram que o método SQP regularizado de Gill et al. [34] e
o método de regiões de confiança de Dennis e Vicente [28] também geram sequências
AKKT2.

3.2.1 Propriedade do cone contínuo de segunda ordem
Aqui apresentamos a condição de qualificação de segunda ordem mínima associada à

condição sequencial AKKT2. Dado x ∈ Rn, definimos o cone

CW(x, x∗) := {d ∈ Rn : ∇hi(x)T d = 0, i = 1, . . . , m;∇gj(x)T d = 0, j ∈ A(x∗)}.

O cone CW(x, x∗) pode ser visto como uma perturbação do cone crítico fraco CW(x∗)
ao redor de x∗ ∈ Ω. Um fato importante é que WCR é equivalente à semi-continuidade
interior da multifunção x ∈ Rn ⇒ CW(x, x∗) em x = x∗. Ou seja, x∗ ∈ Ω satisfaz WCR
se, e somente se,

CW(x∗, x∗) ⊂ lim inf
x→x∗

CW(x, x∗).

Afim de definir a condição mínima associada à condição AKKT2, considere x ∈ Rn e
(λ, µ) ∈ Rm × Rp

+ com µj = 0, j /∈ A(x∗). Defina o seguinte cone

KW
2 (x) :=

⋃
(λ,µ)

SW(λ, µ, x),
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onde

SW(λ, µ, x) :=


(

m∑
i=1

λi∇hi(x) +
∑

j∈A(x∗)
µj∇gj(x), H) tal que

H ⪯
m∑

i=1
λi∇2hi(x) +

∑
j∈A(x∗)

µj∇2gj(x) sobre CW(x, x∗)


.

KW
2 (x) é um cone convexo contido em Rn× Sym(n). Usando essa definição, podemos

escrever a condição de otimalidade fraca de segunda ordem na forma:

(−∇f(x∗),−∇2f(x∗)) ∈ KW
2 (x∗).

Definição 3.32 (CCP2, [4]). Dizemos que x∗ ∈ Ω satisfaz a propriedade do cone con-
tínuo de segunda ordem (CCP2) se a multifunção x ∈ Rn ⇒ KW

2 (x) é semi-contínua
exteriormente em x∗, ou seja,

lim sup
x→x∗

KW
2 (x) ⊂ KW

2 (x∗).

Lema 3.33. Sejam P ∈ Sym(n) e a1, . . . , ar ∈ Rn. Considere o subespaço C = {d ∈
Rn : aT

j d = 0, j = 1, . . . , r}. Suponha que vT Pv > 0 para todo v ∈ C. Então existem

cj ≥ 0, j = 1, . . . , r tais que P +
r∑

j=1
cjaja

T
j é definida positiva.

O Teorema a seguir mostra que CCP2 é a condição mínima para o qual a condição
AKKT2 implica a condição WSONC.
Teorema 3.34 ([4], Teorema 4.2). Para toda função objetivo f tal que AKKT2 implica
a condição WSONC, então CCP2 vale. Reciprocamente, se vale CCP2, então AKKT2
implica a condição WSONC, para toda função objetivo f .

Demonstração. Seja x∗ ∈ Ω. Suponha que CCP2 vale em x∗ e existe uma função objetivo
f tal que AKKT2 vale. Pela definição de AKKT2, existem sequências {xk} ⊂ Rn, {λk} ⊂
Rm, {ηk} ⊂ Rm, {µk} ⊂ Rp

+, {θk} ⊂ Rp
+, {δk} ⊂ R+ com µk

j = 0 para j /∈ A(x∗), θk
j = 0

para j /∈ A(x∗) tais que xk → x∗, δk → 0 e

εk := lim
k→∞
∇f(xk) +

m∑
i=1

λk
i∇hi(xk) +

∑
j∈A(x∗)

µk
j∇gj(xk) = 0; (3.15)

∇2L(xk, λk, µk) +
m∑

i=1
ηk

i∇hi(xk)∇hi(xk)T +
∑

j∈A(x∗)
θk

j∇gj(xk)∇gj(xk)T ⪰ −δkI; (3.16)

Usando (3.15) e (3.16), obtemos

(−∇f(xk) + εk,−∇2f(xk)− δkI) ∈ KW
2 (xk), ∀k.

Pela continuidade de∇f(x), ∇2f(x) e usando a semi-continuidade exterior de KW
2 (x),

segue que (−∇f(x∗),−∇2f(x∗)) ∈ KW
2 (x∗) e como consequência vale WSONC.

Vamos provar a outra implicação. Seja (w, W ) ∈ lim sup
x→x∗

KW
2 (x). Devemos mostrar

que (w, W ) ∈ KW
2 (x∗). Pela definição de limite exterior, existem sequências {xk}, {λk

i }, {µk
j}

com µk
j = 0 para j /∈ A(x∗) e {Hk} tais que xk → x∗,

(
m∑

i=1
λk

i∇hi(xk) +
∑

j∈A(x∗)
µk

j∇gj(xk), Hk)→ (w, W ), (3.17)



Condição sequencial AKKT de segunda ordem 86

Hk ⪯
m∑

i=1
λk

i∇2hi(xk) +
∑

j∈A(x∗)
µk

j∇2gj(xk) sobre CW(xk, x∗). (3.18)

Defina a seguinte função objetivo:

f(x) := −wT (x− x∗)− 1
2(x− x∗)T W (x− x∗).

Mostraremos que para essa função, a condição AKKT2 vale em x∗. Temos que
∇f(x) = −w −W (x− x∗), ∇2f(x) = −W . Assim, segue que

lim
k→∞
∇f(xk) +

m∑
i=1

λk
i∇hi(xk) +

∑
j∈A(x∗)

µk
j∇gj(xk)

= lim
k→∞

 m∑
i=1

λk
i∇hi(xk) +

∑
j∈A(x∗)

µk
j∇gj(xk)− w

− lim
k→∞

W (xk − x∗) = 0,

o que prova (3.8). Para provar a condição (3.9), vamos usar o Lema 3.33 com

P k :=
m∑

i=1
λk

i∇2hi(xk) +
∑

j∈A(x∗)
µk

j∇2gj(xk)−Hk + 1
k
I, (3.19)

e ai como sendo as colunas da matriz (∇hi(xk),∇gj(xk), i = 1, . . . , m, j ∈ A(x∗)). Usando
o Lema 3.33 existem sequências positivas {θk} e {ηk} tais que

Sk := P k +
m∑

i=1
ηk

i∇hi(xk)∇hi(xk)T +
∑

j∈A(x∗)
θk

j∇gj(xk)∇gj(xk)T ≻ 0. (3.20)

Tome θk
j = 0 para j /∈ A(x∗). Pelas relações (3.19) e (3.20) e ∇2f(x) = −W , obtemos

∇2L(xk, λk, µk) +
m∑

i=1
ηk

i∇hi(xk)∇hi(xk)T +
∑

j∈A(x∗)
θk

j∇gj(xk)∇gj(xk)T

= −W + Hk + Sk − 1
k
I. (3.21)

Usando a definição de norma, temos −W +Hk = −(W −Hk) ⪰ −|α(W −Hk)|I, onde
α denota o menor autovalor de W −Hk. Da relação (3.20), segue que

−W + Hk + Sk − 1
k
I ⪰ −|α(W −Hk)|I + Sk − 1

k

⪰ −|α(W −Hk)|I− 1
k
I = −δkI (3.22)

onde δk := |α(W −Hk)| + 1/k. Como Hk → W , temos que δk → 0. Substituindo (3.22)
em (3.21), obtemos

∇2L(xk, λk, µk) +
m∑

i=1
ηk

i∇hi(xk)∇hi(xk)T +
∑

j∈A(x∗)
θk

j∇gj(xk)∇gj(xk)T + δkI ⪰ 0

e portanto vale AKKT2 em x∗. Logo, usando a hipótese, temos que x∗ satisfaz WSONC,
ou seja,

(w, W ) = (−∇f(x∗),−∇2f(x∗)) ∈ KW
2 (x∗),

e o resultado segue.
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Como AKKT2 é uma condição de otimalidade, o Teorema 3.34 garante que CCP2 é
uma condição de qualificação (estrita), ou seja, AKKT2 + CCP2⇒WSONC.

Pela Proposição 3.29 e pelo Teorema 3.34, segue que MFCQ + WCR⇒ CCP2.

Contra-Exemplo 3.35 (CCP2 não implica MFCQ+WCR). Considere em R o ponto
x∗ = 0 e as restrições g1(x) = x ≤ 0 e g2(x) = −x ≤ 0. Claramente MFCQ não
vale em x∗ e, conseqüentemente, MFCQ+WCR não vale em x∗. Agora, como ∇g1(x) =
1, ∇2g1(x) = 0, ∇g2(x) = −1 e ∇2g2(x) = 0, segue que CW(x, x∗) = {0}. Desse modo,
qualquer matriz H ∈ Sym(n) = R satisfaz

H ⪯ µ1∇2g1(x) + µ2∇2g2(x) = 0 sobre CW(x, x∗) ∀µ1, µ2 ≥ 0.

Logo, KW
2 (x) = R × R para todo x ∈ R e, claramente, KW

2 (x) é semi-contínua
exteriormente em x∗. Portanto vale CCP2.

Provou-se em [4] que RCRCQ implica CCP2. O contra-exemplo a seguir mostra que
RCRCQ é estritamente mais forte que CCP2.

Contra-Exemplo 3.36 (CCP2 não implica RCRCQ). Considere em R2, o ponto x∗ =
(0, 0) e o seguinte conjunto viável

Ω = {x ∈ Rn : h1(x) = x1 = 0, g1(x) = x2 − x2
1 ≤ 0, g2(x) = x3

2 − x2
1 ≤ 0}.

Logo,

∇h1(x) =
(

1
0

)
, ∇g1(x) =

(
−2x1

1

)
, ∇g2(x) =

(
−2x1
3x2

2

)
.

Dessa forma, RCRCQ falha em x∗. Como CW(x, x∗) = {(0, 0)}, segue que KW
2 (x) =

R× R+ × Sym(2). Claramente, KW
2 (x) é semi-contínua exteriormente em x∗.

Outra condição de qualificação de segunda ordem conhecida na literatura, introduzida
por Baccari e Trad em [17] é a seguinte:

Definição 3.37. Dizemos que a condição de Baccari-Trad vale em x∗ ∈ Ω se MFCQ vale
e o posto dos gradientes das restrições ativas é, no máximo, um a menos que o número
total das restrições ativas.

Em [17] os autores provam que a condição de Baccari-Trad garante a validade da
condição de otimalidade fraca de segunda ordem. Porém, em [38] (exemplo 3.4) mostrou-
se que as condições de Baccari-Trad e CCP2 não estão relacionadas entre si. Em [38]
(exemplo 3.5), os autores mostram que a condição de Baccari-Trad não é suficiente para
garantir que um ponto limite de uma sequência AKKT2 cumpra a condição fraca de
segunda ordem. Em outras palavras, a condição de Baccari-Trad não é uma condição de
qualificação estrita para a condição sequencial AKKT2.

Podemos definir outra condição semelhante à CCP2 substituindo WSONC por SSONC.
Sejam x∗ ∈ Ω e (λ, µ) ∈ Rm × Rp

+ com µj = 0, j /∈ A(x∗). Defina o seguinte cone

KS
2 (x∗) :=

⋃
(λ,µ)


(

m∑
i=1

λi∇hi(x) +
∑

j∈A(x∗)
µj∇gj(x), H) tal que

H ⪯
m∑

i=1
λi∇2hi(x) +

∑
j∈A(x∗)

µj∇2gj(x) sobre CS(x∗, µ)


,

CS(x∗, µ) é o cone crítico forte.
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Definição 3.38 (SCCP2, [4]). Dizemos que a propriedade forte do cone contínuo de
segunda ordem (SCCP2) vale em x∗ ∈ Ω se

lim sup
x→x∗

KS
2 (x) ⊂ KS

2 (x∗).

Observe que a condição de otimalidade forte de segunda ordem vale em x∗ se, e so-
mente se, (−∇f(x∗),−∇2f(x∗)) ∈ KS

2 (x∗). Note também que KS
2 (x∗) ⊂ KW

2 (x∗), pois
CW(x∗) ⊂ CS(x∗, µ) para cada µ ≥ 0. Como consequência, a condição SCCP2 é mais
forte que CCP2.

Como esperado, a condição SCCP2 é a condição mínima que garante que AKKT2
implica a condição SSONC.

Teorema 3.39 ([4], Teorema 4.16). Para toda função objetivo f tal que AKKT2 implica
a condição SSONC, então SCCP2 vale. Reciprocamente, se vale SCCP2, então AKKT2
implica a condição SSONC, para toda função objetivo f .

A condição SCCP2 têm uma desvantagem por ser uma condição de qualificação muito
forte, podendo falhar até mesmo em problemas bem comportados onde a condição de
independência linear é satisfeita.

Exemplo 3.40 ([4], Exemplo 4.17). Considere em Rn (n ≥ 1) a restrição de caixa
simples Ω = {x ∈ Rn : x ≥ 0}. Vamos mostrar que CCP2 vale em x∗ = 0 mas SCCP2
falha. O conjunto Ω está definido pelas restrições de desigualdade gj(x) = −xj ≤ 0, j =
1, . . . , n. Neste caso, temos A(x∗) = {1, . . . , n}, ∇gj(x) = −ej e ∇2gj(x) = 0. Segue que
CW(x, x∗) = {0} e como consequência KW

2 (x) = Rn
− × Sym(n). Logo, claramente KW

2 (x)
é semi-contínua exteriormente em x∗ e portanto vale CCP2. Para mostrar que SCCP2
falha em x∗ é suficiente que existam µ̄ ∈ Rn

+ e H ∈ Sym(n) tal que wT Hw > 0 para algum
w ∈ CS(x, µ̄), pois nesse caso, (−µ̄, H) ∈ KW

2 (x) = Rn
− × Sym(n) e (−µ̄, H) /∈ KS

2 (x∗).

Defina e :=
n∑

j=1
ej, µ̄ := e − e1 e H := eT

1 He1 = ∥⟨e1, e1⟩∥2 > 0. Dessa forma, segue que

(−µ̄, H) ∈ lim sup
x→x∗

KW
2 (x) com (−µ̄, H) /∈ KS

2 (x∗). Portanto não vale SCCP2.
Note que LICQ é satisfeita em x∗ e, portanto, LICQ não implica SCCP2. Mais ainda,

o próximo contra-exemplo mostra que essas condições são independentes.

Contra-Exemplo 3.41 ([4], Exemplo 4.18). Considere em R o ponto x∗ = 0 e as
restrições de desigualdade g1(x) = 1− exp(x) ≤ 0 e g2(x) = x ≤ 0. Logo temos ∇g1(x) =
− exp(x), ∇g2(x) = 1, ∇2g1(x) = − exp(x) e ∇2g2(x) = 0. Assim, ∇g1(x∗) = −1 e
∇g2(x∗) = 1 e não vale LICQ em x∗. Por um cálculo simples, segue que CW(x, x∗) =
CS(x∗, µ) = {0} para todo µ ∈ R2

+ e, portanto, KW
2 (x) = R × Sym(1) = KS

2 (x∗) para
todo x ∈ R, o que significa que vale SCCP2.

Resumindo, nesta seção apresentamos a condição sequencial de otimalidade de segunda
ordem conhecida como AKKT2, bem como a condição de qualificação mínima associada
a essa condição. A condição sequencial de segunda ordem AKKT2 é forte no sentido
que implica em “WSONC ou não-CCP2”, onde CCP2 é estritamente mais fraca do que
a condição RCRCQ. Além disso, muitos métodos numéricos para resolver problemas de
otimização restrita geram sequências cujos pontos limites satisfazem a condição AKKT2.



4 Conclusões

Durante o desenvolvimento deste trabalho, concluímos que as condições sequenciais
de otimalidade desempenham um papel importante em problemas de otimização restrita,
sendo frequentemente utilizadas na análise de convergência de muitos métodos numéricos
iterativos. Como foi apresentado neste trabalho, as condições sequenciais são condições
necessárias para a otimalidade, ou seja, não dependem de nenhuma condição de quali-
ficação e, portanto, estudar a força da condição sequencial passa a ser relevante. Desse
modo, podemos dizer que a eficiência de um método está ligado à força da condição de
otimalidade, que é garantido pelos pontos de acumulação das sequências geradas pelo
método. A análise da força de uma condição sequencial de otimalidade pode ser feita de
forma direta ou indireta. A forma direta consiste em relacionar as condições sequenciais
por meio de implicações entre elas. Já a análise indireta corresponde encontrar condi-
ções de qualificação estrita para as condições sequenciais, ou seja, significa encontrar uma
condição de qualificação para a qual a condição sequencial implica que todo minimizador
local é um ponto estacionário. O interesse na análise indireta reside no fato de que as
condições de qualificação são propriedades sobre as restrições do problema que não de-
pendem da função objetivo. Fizemos uma análise da força de cada condição sequencial de
otimalidade de forma direta e indireta, mostrando as condições de qualificação associadas
a cada condição sequencial. Em particular, analisamos uma recente condição sequencial
chamada PCAKKT [7] que unifica as condições sequenciais anteriores, no sentido de que
é estritamente mais forte do que as condições sequenciais conhecidas atualmente. Entre-
tanto, ainda não conhecemos um método prático com convergência a pontos PCAKKT
sem nenhuma hipótese adicional.

Foi feito um estudo detalhado acerca das condições de qualificação de primeira e
segunda ordens conhecidas, mostrando as relações entre elas, por meio de demonstrações,
exemplos e contra-exemplos. Por fim, nossa principal contribuição neste trabalho foi
mostrar o papel que as condições sequenciais desempenham em muitos algoritmos práticos
para resolver problemas de otimização restrita.

Pesquisas futuras acerca das condições de qualificação associadas às condições sequen-
ciais podem abordar problemas de otimização não linear com outras características, como
por exemplo, com componentes não suaves ou restrições de cone. Estudos recentes foram
feitos envolvendo condições sequenciais para otimização cônica em [65]. Por outro lado,
muita pesquisa ainda pode ser feita para problemas de otimização multiobjetivo [27],
programação semidefinida [12], cálculo variacional e controle ótimo [25], entre outros.
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Apêndice A - Pré-requisitos

As definições e resultados apresentados nas seções a seguir podem ser encontrados nas
referências [20, 21, 32, 47, 48, 59].

A.1 Definições
Definição A.1. Um produto interno num espaço vetorial X é uma regra que faz corres-
ponder a cada par de vetores x, y ∈ X um número real, indicado por ⟨x, y⟩, de modo que,
para quaisquer x, x′, y ∈ X e λ ∈ R, se tenham:

(i) ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩;

(ii) ⟨x + x′, y⟩ = ⟨x, y⟩+ ⟨x′, y⟩;

(iii) ⟨λx, y⟩ = λ⟨x, y⟩ = ⟨x, λy⟩;

(iv) x ̸= 0⇒ ⟨x, x⟩ > 0.

Definição A.2. Uma norma num espaço vetorial X é uma função ∥ · ∥ : X → R+ que
satisfaz as seguintes condições para quaisquer x, y ∈ X e λ ∈ R:

(i) ∥x∥ = 0 se, e somente se, x = 0 (positiva definida);

(ii) ∥λ · x∥ = |λ| · ∥x∥;

(iii) ∥x + y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ (desigualdade triangular).

Definição A.3. Em Rn, definimos o produto interno canônico e a norma euclidiana,
respectivamente por

⟨x, y⟩ =
n∑

i=1
xiyi e ∥x∥2 =

√
⟨x, x⟩ =

√
x2

1 + · · ·+ x2
n.

Definição A.4. Um espaço vetorial normado é um par (X, ∥ · ∥) onde X é um espaço
vetorial e ∥ · ∥ é uma norma em X.

Definição A.5. Seja X um conjunto qualquer. Uma métrica definida sobre X é uma
função d : X ×X → R tal que para quaisquer x, y, z ∈ X, vale:

(i) d(x, y) ≥ 0 e d(x, y) = 0 se, e somente se, x = y;

(ii) d(x, y) = d(y, x);
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(iii) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Um espaço métrico é um par (M, d) formado por um conjunto M e uma métrica d em
M .

Definição A.6. Dizemos que uma sequência {xn}, num espaço métrico M , é uma sequên-
cia de Cauchy quando, para todo ε > 0 dado arbitrariamente, é possível obter n0 ∈ N tal
que m, n > n0 ⇒ d(xm, xn) < ε.

Definição A.7. Dizemos que um espaço métrico M é completo quando toda sequência
de Cauchy em M é convergente em M .

Definição A.8. Um espaço vetorial X com produto interno é um Espaço de Hilbert se
X é completo com a norma proveniente do produto interno.

Definição A.9. Um espaço vetorial normado X é chamado Espaço de Banach quando for
um espaço métrico completo, ou seja, se toda sequência de Cauchy em X é convergente
em X.

O espaço Rn munido da norma euclidiana é um espaço de Banach.

A.2 Topologia do Rn

Definição A.10. A bola aberta de centro no ponto a ∈ Rn e raio r > 0 é o conjunto

B(a; r) = {x ∈ Rn : ∥x− a∥ < r}.

Analogamente, a bola fechada B[a; r] e a esfera S[a; r], ambas com centro a e raio r,
são definidas por:

B[a; r] = {x ∈ Rn : ∥x− a∥ ≤ r} e S[a; r] = {x ∈ Rn : ∥x− a∥ = r}.

Denotamos por Sn−1 a esfera S[0; 1] = {x ∈ Rn : ∥x∥ = 1}, denominada esfera unitária
de Rn.

Definição A.11. Seja X ⊂ Rn. Um ponto a ∈ X chama-se um ponto interior a X
quando é centro de alguma bola aberta contida em X.

O conjunto formado pelos pontos interiores a X é denominado interior de X e denotado
por int X.

Definição A.12. Dizemos que um conjunto X ⊂ Rn é aberto quando todos os seus pontos
são interiores, isto é, quando int X = X.

Exemplo A.13. Toda bola aberta B(a; r) ⊂ Rn é um conjunto aberto. De fato, dado
x ∈ B(a; r), temos ∥x − a∥ < r, logo o número δ = r − ∥x − a∥ é positivo. Considere
y ∈ B(x; δ), assim, ∥y − a∥ ≤ ∥y − x∥+ ∥x− a∥ < δ + ∥x− a∥ = r ⇒ y ∈ B(a; r). Logo
B(x; δ) ⊂ B(a; r) e, portanto B(a; r) é aberto.

Definição A.14. Seja X ⊂ Rn. Dizemos que um ponto a ∈ Rn é um ponto da fronteira
de X se toda bola aberta de centro a contém pontos de X e pontos do complementar de
X. Denotaremos por ∂X a fronteira de X.
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Observação A.15. A fronteira da bola aberta B(a; r) e da bola fechada B[a; r] é a esfera
S[a; r], isto é, ∂B(a; r) = ∂B[a; r] = S[a; r].

Definição A.16. Dizemos que um ponto a ∈ Rn é aderente a um conjunto X ⊂ Rn

quando é limite de uma sequência de pontos desse conjunto.
O conjunto dos pontos aderentes a X chama-se o fecho de X e é denotado por X.

Observação A.17. Todo ponto a ∈ X pertence a X, basta tomar a sequência {xk} com
xk = a para todo k ∈ N. Assim, X ⊂ X.

Definição A.18. Dizemos que um conjunto X ⊂ Rn é fechado quando X = X. Equiva-
lentemente, X é fechado se toda sequência {xk} ⊂ X converge para um ponto de X.

Observação A.19. O fecho de um conjunto X ⊂ Rn pode ser definido como X = X∪∂X.
Assim, X é fechado se, e somente se, ∂X ⊂ X.

Definição A.20. Um conjunto X ⊂ Rn é limitado quando existe M > 0 tal que ∥x∥ ≤M
para todo x ∈ X.

Definição A.21. Dizemos que X ⊂ Rn é compacto quando é fechado e limitado.

Definição A.22. Seja X ⊂ Rn. Dizemos que um ponto a ∈ Rn é um ponto de acumulação
de X quando toda bola aberta de centro a contém algum ponto de X, diferente do ponto
a.

Definição A.23. Sejam X e Y conjuntos não vazios em Rn. Definimos a distância entre
X e Y por

dist(X, Y ) = inf{∥x− y∥ : x ∈ X, y ∈ Y }.

Um caso particular importante da distância entre dois conjuntos ocorre quando um
deles se reduz a um ponto.

Definição A.24. Dados x ∈ Rn e um conjunto não vazio Y ⊂ Rn, a distância entre o
ponto x e o conjunto Y é dada por

dist(x, Y ) = inf{∥x− y∥ : y ∈ Y }.

A.3 Análise convexa
Nesta seção, apresentamos alguns resultados importantes em análise convexa que são

fundamentais no estudo de problemas de otimização. Com hipóteses de convexidade, as
condições necessárias de otimalidade passam a ser suficientes. Em outras palavras, todo
ponto estácionário é uma solução do problema.

Definição A.25. Dados x, y ∈ Rn, o segmento de reta de extremos x e y é o conjunto

[x, y] = {(1− t)x + ty, 0 ≤ t ≤ 1}.

Definição A.26. Dizemos que um conjunto Ω ⊂ Rn é convexo quando dados x, y ∈ Ω,
tivermos [x, y] ⊂ Ω.
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Lema A.27 ([59], p. 52). Seja Ω ⊂ Rn um conjunto não vazio, convexo e fechado. Dado
z ∈ Rn, existe um único z̄ ∈ Ω tal que, para qualquer x ∈ Ω,

∥z − z̄∥2 ≤ ∥z − x∥2.

z̄ é a projeção do ponto z sobre o conjunto Ω, denotado por z̄ = PΩ(z).

Teorema A.28. Sejam Ω ⊂ Rn um conjunto não vazio, convexo e fechado, z ∈ Rn e
z̄ = PΩ(z), então para todo x ∈ Ω,

⟨z − z̄, x− z̄⟩ ≤ 0.

Demonstração. Considere x ∈ Ω e t ∈ (0, 1]. Pela convexidade de Ω, temos (1− t)z̄ + tx ∈
Ω. Portanto,

∥z − z̄∥ = ∥z − (1− t)z̄ − tx∥ = ∥z − z̄ + t(z̄ − x)∥.
Assim,

∥z − z̄∥2 ≤ ∥z − z̄ + t(z̄ − x)∥2 = ∥z − z̄∥2 + 2t⟨z − z̄, z̄ − x⟩+ t2∥z̄ − x∥2.

Como t > 0, temos 2⟨z − z̄, x − z̄⟩ ≤ t∥z̄ − x∥2. Tomando o limite quando t → 0,
obtemos ⟨z − z̄, x− z̄⟩ ≤ 0.

Teorema A.29. Sejam Ω ⊂ Rn um conjunto não vazio, convexo e fechado, z ∈ Rn. Se
z ∈ Ω satisfaz

⟨z − z, x− z⟩ ≤ 0,

para todo x ∈ Ω, então z = PΩ(z).

Demonstração. Dado x ∈ Ω, temos

∥z − z∥2 − ∥z − x∥2 = −2⟨z, z⟩+ ⟨z, z⟩+ 2⟨z, x⟩ − ⟨x, x⟩ ± ⟨x, z⟩
= ⟨x− z, 2(z − z)− (x− z)⟩
= 2⟨x− z, z − z⟩ − ⟨x− z, x− z⟩
= 2⟨x− z, z − z⟩ − ∥x− z∥2 ≤ 0.

Logo, z = PΩ(z).

Teorema A.30. Sejam f : Rn → R uma função diferenciável e C ⊂ Rn um conjunto
convexo e fechado. Se x ∈ C é minimizador de f em C, então

PC(x− α∇f(x)) = x, para todo α ≥ 0.

Definição A.31. Seja Ω ⊂ Rn um conjunto convexo. Uma função f : Rn → R é convexa
em Ω quando, para todos x, y ∈ Ω e 0 ≤ t ≤ 1,

f
(
(1− t)x + ty

)
≤ (1− t)f(x) + tf(y).

Definição A.32. Dada uma função f : Rn → R, definimos o epígrafo de f por

Ef := {(x, c) ∈ Rn × R : f(x) ≤ c}.

Teorema A.33. Seja C ⊂ Rn um conjunto convexo. Uma função f : C → R é convexa
em C se, e somente se, o epígrafo de f é um conjunto convexo em Rn+1.
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Demonstração. (⇒) Sejam (x, c1) ∈ Ef e (y, c2) ∈ Ef . Como f(x) ≤ c1 e f(y) ≤ c2, pela
convexidade de f , para todo t ∈ [0, 1] tem-se

f((1− t)x + ty) ≤ (1− t)f(x) + tf(y) ≤ (1− t)c1 + tc2.

Logo,
(1− t)(x, c1) + t(y, c2) = ((1− t)x + ty, (1− t)c1 + tc2) ∈ Ef .

Portanto Ef é convexo.

(⇐) Agora suponha Ef convexo e sejam x, y ∈ C e t ∈ [0, 1]. Logo, (x, f(x)) ∈ Ef e
(y, f(y)) ∈ Ef . Como Ef é convexo, temos

(1− t)(x, f(x)) + t(y, f(y)) =
(
(1− t)x + ty, (1− t)f(x) + tf(y)

)
∈ Ef .

Pela definição de Ef , segue que f((1− t)x + ty) ≤ (1− t)f(x) + tf(y). Portanto f é
convexa.

Teorema A.34 ([59], p. 57). Sejam Ω ⊂ Rn convexo e f : Ω→ R uma função convexa.
Se x∗ ∈ Ω é minimizador local de f , então x∗ é minimizador global de f .

Demonstração. Seja x∗ ∈ Ω um minimizador local de f , ou seja, existe δ > 0 tal que
f(x∗) ≤ f(x) para todo x ∈ Ω∩B(x∗; δ). Tome y ∈ Ω, y /∈ B(x∗; δ) e 0 < t < δ/∥y−x∗∥.
Logo o ponto x = (1− t)x∗ + ty satisfaz ∥x− x∗∥ = t∥y − x∗∥ < δ e assim, x ∈ B(x∗; δ).
Pela convexidade de f , temos

f((1− t)x∗ + ty)) ≤ (1− t)f(x∗) + tf(y).

Segue que
f(x∗) ≤ f((1− t)x∗ + ty)) ≤ (1− t)f(x∗) + tf(y)

Logo tf(x∗) ≤ tf(y) e, como t > 0, segue que f(x∗) ≤ f(y). Portanto x∗ é minimizador
global de f .

Teorema A.35. Sejam Ω ⊂ Rn um conjunto convexo e f : Rn → R uma função diferen-
ciável em Ω. Então f é convexa em Ω se, e somente se,

f(y) ≥ f(x) +∇f(x)T (y − x), ∀x, y ∈ Ω.

Demonstração. (⇒) Suponha f convexa. Sejam x, y ∈ Ω e 0 < t ≤ 1. Como Ω é convexo,
temos que x + t(y − x) ∈ Ω. Pela diferenciabilidade da função f , temos

lim
t→0+

f(x + t(y − x))− f(x)
t

= ∇f(x)T (y − x). (A.1)

Usando a convexidade de f , temos

f((1− t)x + ty) = f(x + t(y − x)) ≤ (1− t)f(x) + tf(y). (A.2)

Dividindo a expressão (A.2) por t e tomando o limite quando t→ 0+, obtemos

∇f(x)T (y − x) = lim
t→0+

f(x + t(y − x))− f(x)
t

≤ f(y)− f(x).
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(⇐) Tome z = (1− t)x + ty. Assim, pela hipótese temos

f(x) ≥ f(z) +∇f(z)T (x− z) e f(y) ≥ f(z) +∇f(z)T (y − z).

Multiplicando a primeira desigualdade por (1−t), a segunda por t e somando, obtemos

(1− t)f(x) + tf(y) ≥ f
(
(1− t)x + ty

)
+∇f(z)T

(
(1− t)x + ty − z

)
= f

(
(1− t)x + ty

)
.

Corolário A.36. Sejam f : Rn → R uma função convexa, diferenciável e C ⊂ Rn

convexo. Se ⟨∇f(x), y − x⟩ ≥ 0, para todo y ∈ C, então x é um minimizador global de f
em C. Em particular, todo ponto estacionário é minimizador global.

Teorema A.37. Sejam f : Rn → R uma função convexa diferenciável e C ⊂ Rn convexo
e fechado. Se

PC(x−∇f(x)) = x,

então x ∈ C é minimizador global de f em C.

Demonstração. Como PC(x−∇f(x)) = x, usando o Teorema A.28, temos

⟨−∇f(x), y − x⟩ = ⟨x−∇f(x)− x, y − x⟩ ≤ 0.

Portanto, pelo Corolário A.36, temos que x é minimizador global de f em C.

Teorema A.38 ([59], p. 60). Sejam f : Rn → R uma função de classe C2 e C ⊂ Rn um
conjunto convexo.

(i) Se ∇2f(x) ≥ 0, para todo x ∈ C, então f é convexa em C.

(ii) Se f é convexa em C e int C ̸= ∅, então ∇2f(x) ≥ 0, para todo x ∈ C.

Outra ferramenta útil em análise convexa é a noção de cone normal.

Definição A.39. Sejam Ω ⊂ Rn um conjunto convexo e x∗ ∈ Ω. O cone normal (cone
de direções normais) no ponto x∗ em relação ao conjunto Ω é dado por

NΩ(x∗) = {d ∈ Rn : ⟨d, x− x∗⟩ ≤ 0, ∀x ∈ Ω}.

Proposição A.40. Seja Ω ⊂ Rn um conjunto convexo fechado e x ∈ Ω, então

d ∈ NΩ(x)⇔ PΩ(x + d) = x.

Demonstração. (⇒) Dado d ∈ NΩ(x), temos que

⟨d, y − x⟩ ≤ 0⇔ ⟨(x + d)− x, y − x⟩ ≤ 0, para todo y ∈ Ω.

Pelo Teorema A.29, segue que x = PΩ(x + d).

(⇐) Como PΩ(x + d) = x, então pelo Teorema A.28, temos

⟨d, y − x⟩ = ⟨(x + d)− x, y − x⟩ ≤ 0, para todo y ∈ Ω.

Portanto d ∈ NΩ(x).
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