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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é estudar o problema de andlise de freqiiéncia, utili-
zando polindmios ortogonais no intervalo [0,1]. Para isto, vimos os polindémios ortogonais no
circulo unitario, conhecidos como polindmios de Szeg0, suas relacoes com as fragoes continuas
de Perron-Carathéodory e polinomios para-ortogonais. Estudamos, também, relacoes entre
polinémios para-ortogonais e polinémios ortogonais no intervalo [-1,1], e como sao utilizados

em analise de freqiiéncia.

Palavras-chave: Polindmios ortogonais, polindmios de Szeg6, andlise de freqiiéncia.



Abstract

The main purpose of this work is to study the frequency analysis problem using ortho-
gonal polynomials on the interval [0,1]. For that, we study the orthogonal polynomials in
the unit circle, known as Szegd polynomials, relations with the continued fractions of Perron-
Carathéodory and para-orthogonal polynomials. We also study the relations between the
para-orthogonal polynomials and orthogonal polynomials on the interval [-1,1], and how they

are used in the frequency analysis problem.

Keywords: Orthogonal polynomials, Szegd polynomials, frequency analysis.
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Introducao

Observagoes de muitos fendomenos naturais que podem ser modelados como sinais trigonomé-
tricos sao compostos da superposigao periddica de ondas com freqiiéncias wy, wy, . .., wy, bem

definidas. Tais sinais podem ser dados da forma

MW ; 1MWn, . _
(€™ + Apgr1—je o) om =0,1,...,N — 1,
1

z(m) = yoe™" +

I
Jj=

onde I € N, v >0, com ng =21 +1 < N, onde

l 1, se vy >0,
0, sey =0,

w; sao as freqiiéncias e y; sao as amplitudes.

As freqiiéncias w; sao tais que,
O<w <wy < ... <wp, <21

€ Wpyt+1—j = 27 — wj e as amplitudes v; € C, satisfazem 7,11, =7; #0, j =1,2,..., 1.
O problema de andlise de freqiiéncia consiste em determinar n, as freqiiéncias w; e as
amplitudes v; a partir de valores observados {z(m)}>,, dados por

,yoemmr + 2 (’}/j@zmwj + fyn0+17jezmwn0+1_j)7 m = 0, 1, ey N —1
x(m) = j=1

0, param < 0em > N — 1.
Neste caso, o sinal trigonométrico é chamado de N-truncado.
A maior dificuldade estd, entao, em determinar as freqiiéncias w; e, uma vez encontradas

estas freqiiéncias, as amplitudes «; sao obtidas resolvendo-se o sistema linear

I
Yoe ™™ + Z(Wjeimwj + Yngg1-g€ o), TeN, m=1,2,... .
j=1



Introdugao 2

Uma fungao ¢ (z) é uma medida positiva no circulo unitario C = {z € C : |z| = 1}
quando 1)(e?), definida em 0 < # < 27, é uma funcio real, limitada e nao decrescente com

infinitos pontos de aumento tal que os momentos

27
by = /Z”dw(z) = / e™dip(e®), n=0,+1,4£2,...,
C 0

existem.

Com a medida 1 (z), definimos um funcional integral

1[f(é%)] = / T HEdu(e®), f e A,

onde A denota o espaco de todos os L-polinomios.

Deste funcional definimos o produto interno

(f.9)e = Lyl f(e”)g(e™™)] = /0 Wf(ew)é(e_w)dw@w), frg €A

Consideremos seqiiéncias {p, }*°, que satisfazem p, = fi_,, n =0,1,2,.... Correspon-

dente a estas seqiiéncias definimos como o determinate de Toeplitz, A,,, por

fo fe1 - fion
A, = 'u.l ,u.o M_TLH , para n=20,1,2,...,
Hn Hp—1 .. Ho

com A_; = 1.
Quando A,, # 0, definimos como seqiiéncia de polindmios ortogonais monicos com
relagdo a medida v(z) os polindmios p, (1, z) que satisfazem
0, m=0,1,...,n—1,

(pny 2™) =
o, #0, m=n.

Esta seqiiéncia também é conhecida como seqiiéncia de polinomios de Szegé com relagao a
medida ¢(z) (ver [10, 20, 21]). Esses polinomios serao utilizados para resolver o problema
de anédlise de freqiiéncia. A idéia apresentada por Jones e outros em [11] é que os zeros dos
polinémios de Szegd p,(¢n, z), com relagdo a medida 1y, sdo utilizados para aproximar os
pontos de freqiiéncia €™, com N — oo e n > ng, onde a medida 1y (e?) é dada por
A 1 4 N-1
Yh(e?) = %—N|XN(619)|2, 0<f<2r e Xy(z)=)» z(m)z™

m=0



Introducgao 3

Uma primeira motivacao para esta idéia surge quando, para toda funcao continua, f, a medida

Yy converge “fracamente” para a medida discreta v, ou seja,

27 27
Jm [ o) = [ i)
—>Jo 0
com 1) uma funcao escada com saltos |yx|* nos pontos wy.
Neste trabalho, inicialmente fizemos um estudo dos polinomios de Szeg6 baseados em

Jones e outros [10]. A seguir abordamos os polinomios para-ortogonais e certos polinémios

ortogonais obtidos de polindmios para-ortogonais pela transformacao
1 .
() = 5"+ 277, para z=¢" fe021], wel-11]

estudada em Delsarte e Genin [7], e suas aplica¢oes ao problema de andlise de freqiiéncia.
Finalmente, estendemos os resultados estudados para polindmios ortogonais no intervalo [0,1]
e vemos como podem ser utilizados para se aproximar as freqiiéncias.

Nosso trabalho estd organizado da seguinte forma. No Capitulo 1, apresentamos alguns
conceitos basicos sobre polinomios ortogonais na reta real, fragoes continuas, férmulas de qua-
draturas, entre outros. Esses resultados serao necessarios para os estudos aqui desenvolvidos.

No Capitulo 2, iniciamos com um estudo sobre polinomios de Szegd. Estudamos esses
polindmios através de sua relacao com as fracoes continuas de Perron-Carathéodory. Em se-
guida, apresentamos um estudo sobre os polindomios para-ortogonais, onde observamos alguns
resultados interessantes com respeito a localizagao de suas raizes. Temos ainda uma secao de-
dicada ao estudo das relagoes entre os polindmios para-ortogonais e os polinomios ortogonais
em [-1,1] através da transformacao acima, e uma segao dedicada a relagdo entre as férmulas
de quadratura.

No Capitulo 3, abordamos um estudo sobre o problema de analise de freqtiéncia, onde
apresentamos resultados sobre a abordagem desse assunto, utilizando polindmios de Szego.
Introduzimos métodos para aproximar as freqiiéncias, baseados, em trabalhos como [6, 9, 11,
12, 13, 14, 15].

Fizemos, no Capitulo 4, um estudo sobre o problema de andlise de freqiiéncia, onde
abordamos tal problema através do uso dos polinémios ortogonais no intervalo [-1,1] devido
aos polinémios para-ortogonais, ver [3]. Posteriormente fizemos o mesmo estudo do problema
de anélise de freqiiéncia mas com polindomios ortogonais no intervalo [0,1], isto é possivel

devido ao uso de medidas simétricas, com isso encerramos este trabalho.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo vamos apresentar principalmente, resultados e propriedades bem conhecidos
dos polinomios ortogonais. Resultados que serao necessarios para o desenvolvimento deste
trabalho. De forma breve, enunciaremos defini¢oes e propriedades, sem demonstracoes, pois
estes resultados sao bastante conhecidos e podem ser encontrados com detalhes em textos

cldssicos, tais como Chihara [5] e Szegd [20].

1.1 Polindmios ortogonais na reta real

Definicao 1.1. Considere uma funcao ¥ (z) definida em um intervalo real [a,b], limitada, ndo
decrescente, de valores reais e com infinitos pontos de aumento. Chamamos ¥ (x) de fung¢do

distribuicao ou medida positiva ou, ainda, medida, se os momentos

b
un:/ z"dyp(z), n=0,1,2... (1.1)
existem.

Denotamos por P, o espaco dos polinomios de grau no maximo n e por P o espaco de
todos os polinomios.

Consideremos, também, o produto interno definido da seguinte forma

(f.9) = / f(@)g(@)db(z),  f.g € Clab].

Utilizando este produto interno temos a seguinte definicao para uma seqiiéncia de po-

linébmios ortogonais.



1.1. Polinémios ortogonais na reta real )

Definicao 1.2. Seja {P,(x)}5°, uma seqiiéncia de polinomios de grau n. Dizemos que esta

seqiiéncia € uma seqiéncia de polindmios ortogonais em [a,b] com relagao a medida ¥ (x) se

pur) = | ' Po@) Pawydila) = | y sengm 1.2
a pn #0, sen=m.

A relagao acima também é equivalente a

b 0, sem<n
/ 2 Py (@) A () = (1.3)

pn#0, sem=n.

Além disso, se p, = 1 em (1.2), entao {P,(z)}>>, é uma seqiiéncia de polinémios ortonormais
com relagao a medida ¢ (z). Usaremos {p,(x)}5°, para denotar a seqiiéncia dos polinémios
ortonormais.

E também conhecido (ver [5]) que se {Qn(2)}22, e {P,(z)}>2, sio seqiiéncias de po-

linomios ortogonais para uma mesma medida, entao existem constantes ¢, # 0 tais que,
Qn(x) = Po(x) n=0,1,2,....

Consideramos aqui os polinomios ortogonais na forma monica, ou seja, polinomios cujo
coeficiente do termo de maior grau é igual a 1. Considerando P, (z) moénico, podemos obter

a seguinte relacao de recorréncia de trés termos

Bria(2) = (2 = Boi1) Pa(2) = anpa o (), 02> 1, (1.4)

com Py(z) =1e Pi(z) = x — (1. Os coeficientes (3,11 e a1 satisfazem

(xP,, P,) (P, Py)

_— >0 ntl = >1
Py D) n > € Qpi1 < n

ﬁn+1 - Pn—lapn—1>, -
e ainda, arbitrariamente, a; = . Os coeficientes 3, e «,, sao reais e «;,, > 0.

Considerando uma medida simétrica, isto é, se ¢ () é definida em [—b,b] com 0 < b < 0o
tal que dy)(x) = —dy(—x), entdo podemos mostrar que os momentos (1.1) satisfazem po, 1 =
0, n=1,2.... Como conseqiiéncia segue que os correspondentes polindmios ortogonais sao
simétricos, isto é, P,(—x) = (—1)"P,(z), ou seja, os polinémios de grau par sao fungdes pares
e os polinomios de grau fmpar sao fungoes impares, e, ainda os coeficientes 3, sao nulos.

Notemos que, a partir da definicao de «,,11, podemos escrever
b b
| Praas) = an [ P2@dota)

b
S / P2 ()i (z)
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e assim por diante, chegamos a

b
/ P2(2)d(1) = apiran, . .. aoay. (1.5)

Citaremos agora uma interessante propriedade dos polindomios ortogonais a respeito de

suas raizes, que sera dada pelo seguinte teorema.

Teorema 1.1. Seja {P,(x)}32, uma seqiiéncia de polindmios ortogonais com relagdo a uma

medida ¥ (x) em (a,b). Entao, todas as raizes de P,(x) sdo reais, distintas e estao no intervalo

(a,b).

Uma outra propriedade importante é o seguinte resultado, que fornece informacgoes a
respeito do comportamento das raizes de polinomios de grau consecutivos.

Denotemos por &, 1, Tn2, - .., Ty as raizes de P,(z), n > 1, em ordem crescente.

Teorema 1.2. Consideremos { P,(x)}5%, uma seqiiéncia de polindmios ortogonais com relagao

a uma medida ¥ (z). Entao,

Tt < Tnj < Tpgij+1, J=1,2,...,n.
Defini¢ao 1.3. O intervalo fechado [&1,m], onde

&= lim z,; e m= lim z,,

n—-—aoQo n—-aoo

¢ chamado de verdadeiro intervalo de ortogonalidade da sequéncia de polinomios ortogonais

com relagdo a uma certa medida ¥(x).

Teorema 1.3. (Identidade de Christoffel-Darbouz) Seja {P,(x)}, uma seqiéncia de po-

linomios ortogonais. Entao, eles satisfazem a sequinte identidade

P Q10 ... Oyl Q109 ... Qpgq r—y
A relagao (1.4) pode também ser escrita como
2P, (x) = apnp1 Poo1(x) + Bug1 Po() + Poya(2). (1.7)

Para a correspondente seqiiéncia de polinomios ortonormais, p,(x), podemos escrever

P(z)

() = ——— =k, P,(x),
Pn(7) () (z)
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mas por (1.5)
1
by = ——— = (1ag. .. 1) V2

(Po, Fn)

Neste caso, a férmula de Christoffel-Darboux é dada por

- Ry P (2)pa(y) = Pa() P (v)
%pk(x)pk(y) = T =y ) (1.8)

Agora, tomando y — x em (1.6), obtemos a férmula confluente da identidade de

Christoffel-Darboux,

S HE@ PR ~ B Paale) ",
0 109 ... At 10 ... Opyq
Dai, em termos polinémios ortonormais, a expressao (1.9) torna-se
- 2 kn / /
> 0) = 1 s (2)on(a) = pil@)ps2) (1.10)

k=0

Além disso, de (1.4) a relagao de recorréncia para os polinomios ortonormais pode ser

dada por
:L‘pn(x) =/ an—l—lpn—l(x) + 5n+1pn(x) + vV an+2pn+1(w)7 n Z 07 (111)

onde p_;(z) = 0. Fazendon =0,1,2,...,m — 1 em (1.11), obtemos

po(l’) 61 £/ (2 0 ce 0 0 po(l’) 0
pi(z) Voo (o Jaz ... 0 0 pi(z) 0
p2(7) 0 Vag fp3 ... 0 0 p2(x) 0
Z . = . . . . . . . + .
Pm—2() 0 0 0 ... Bmo1 om Pm—2() 0
Pm—1() 0 0 0 ... Voam B Pm—1(2) VO 1Pm ()
Logo, tomando © = x,,,;, j = 1,2, ..., m, as raizes do polinémio p,,(x), o sistema acima
torna-se
pO(xm,j> Br o 0 S 0 0 p()(xm,j)
P1(Tm, ;) Voo By Jaz ... 0 0 P1(Tm,5)
Lo i 0 /o . 0 0 T
T p2( ,]) _ | ‘ 3 5.3 | | | pz( ,g) 7 (1'12>
pm—2<xm j) O 0 0 6m—1 vV (0777 Pm—2 (xm ])
pm—l(xm,j) O 0 0 BV Qm ﬁm pm—l(xm,,j)
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onde a matriz J,, é chamada de matriz de Jacobi. Assim, de (1.12), concluimos que as raizes
dos polinomios ortogonais sao os autovalores da matriz de Jacobi, devido ao fato que w,,; é
nao nulo, pois pm,—1(Tm,;) # 0.

Um outro importante resultado da teoria dos polinomios ortogonais, é dado pelo se-

guinte teorema, conhecido como Teorema de Favard que pode ser encontrado em [5].

Teorema 1.4. Sejam {a,}22, e {Bn}5, seqiéncias de nimeros reais, com o, > 0 para

n > 1, e seja { P, ()}, uma seqiéncia de polinomios definida pela relagao de recorréncia
Pn—o—l(x) - (I - 6n+1>Pn(«r) - Oén+1pn_1($), n > 17

com Py(z) =1 e Pi(x) = x — (1. Entao, existe uma medida (x) definida em [a,b], onde

—o0 < a<b< oo, tal que

/abdw(a:)zal e /ame(x)Pn(x)d@b(x):O’

para m # n, onde m,n > 0.

1.2 Quadratura Gaussiana

Formulas de quadratura sao aquelas que aproximam o valor de uma integral definida através

de uma combinacao linear de valores da funcgao, ou seja, sao férmulas do tipo
b n
[ 1@)ne) =3 s + Eal) (1.13)
a .]:1

onde —oo < a < b < oo e E,(f) é o erro na aproximagdo. Os valores distintos z,,; sao
chamados de nés e os valores 7, ; sao os pesos da férmula de quadratura.
Se aproximarmos a funcao f por um polinomio de interpolagao sobre os pontos xy, ;

7 =1,2,...,n, entao o polinémio interpolador de Lagrange ¢ dado por
Lo(x) =Y f(@ng)l (@),
j=1

onde os polinomios fundamentais da interpolagao de Lagrange sao dados por

lnj(x) = ()

(@) (T — Tny)

com 7, () = [[[_, (7 — 20 ).
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A propriedade [, ; (2, 1) = 5k, onde d,, 1 é o Delta de Kronecker, ou seja,

1, sen=k

0, sen #k,

6nk:

nos garante que o polinomio L, ¢ interpolador, pois

Ln(xn,j> = f(xn,j)7 1 < ] <n.

Integrando o polindémio L, (z), que tem grau n — 1, temos
b n b
[ La@idvta) = 3 1) [ @)
a jzl a
Quando f é um polindomio de grau n — 1 temos que L,(z) = f(z). Assim, os coeficientes de

quadratura sao dados por
b
g = [ dnsta)dio)

a férmula de quadratura (1.13) é interpolatéria. Portanto, o erro na interpolagao, F,(f), é
nulo pelo menos para todo polinomio de grau menor ou igual a n — 1.
Se escolhermos os nés da férmula de quadratura como sendo os zeros dos polinomios

ortogonais de grau n relativamente a medida ¢ (x) encontra-se precisdo maior.

Teorema 1.5. (Quadratura de Gauss) Se escolhermos os n nds da formula de quadratura
como sendo 0s n zeros T, ; dos polindmios ortogonais com relagao a medida (x) e se deno-
tarmos os correspondentes coeficientes de quadratura por W, ;, 1 < j < n, entao para todo
polinomio mo,_1 de grau menor ou igual a 2n — 1 temos
b n
/ Ton—1(2)d(x) = W jmon_1(2n,)),
a .]:1

onde —o0 < a < b < 00. Os coeficientes W, ; da formula de quadratura sao positivos e sao

dados por
kn+1 < o 2 ) !
Wy =— = P (Tnj) . (1.14)
T kb (T)P) (T0) kZ:O ong
Lembrando que z,_;, j = 1,2,...,n, sao os autovalores da matriz de Jacobi J,, dada

em (1.12), podemos também calcular os pesos da férmula de quadratura associada a uma

seqiiéncia de polindomios ortonormais pela seguinte expressao

Wi = (v51) o, (1.15)

onde ;1 ¢ a primeira componente do autovetor y; normalizado, isto €, %T%, = 1, associado

ao autovalor =, ;, 7 =1,2,...,n.
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Polinéomios associados aos polindomios ortogonais

Definicao 1.4. Dada uma seqiéncia de polindmios ortogonais {P,(x)}5°, definimos os po-

linémios associados a P,(x) por

Qo) - [ Bl = Bul) g ), (1.16)

t—xo

para n > 1.

Um fato importante é que o grau dos polinémios associados @, (z) é n — 1 e que eles

satisfazem a mesma relagao de recorréncia dos polindmios ortogonais, ou seja,

Qni1(7) = (¥ — But1)Qn(2) — p1Qn-i(x), n>1, (1.17)

com condigoes iniciais Qo(z) =0 e Q1(x) = po.

1.3 Polinémios nucleos

Assumimos nesta segdo que ¢(x) seja uma medida positiva, isto é, satisfaz a Defini¢ao 1.1 e

os momentos definidos por

b
u,@:/ 2"dp(z), n=0,1,2,... (1.18)

existem. Seja {P,(z)} a seqiiéncia de polinémios ortogonais moénicos com rela¢ao a ¢(x).

Definimos agora os momentos dados por
b
P = / (x — k)z"do(z), keR (1.19)
desta maneira podemos observar que
’ (#)
o= [ wdo(o) =,
além disso, podemos observar também
b
N G
ab ’ (#)
= [ e dota) <k [ ardot) = nl - bl

Seja
[P - TR @] nzo

By (k) =
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com k # x,,,1=1,2,...,n raizes de P,(x). Assim, o polinémio

Q) = Pale) = T (o),

¢ um polindmio monico de grau n + 1, observando que Q(k) = 0, temos, entao,

1

Pi(kyz) = —

Q(z)

¢ monico de grau n.

Teorema 1.6. Se k # x,,;, i = 1,2,...,n raizes de P,(z), entio a seqiéncia {Pi(k;x)} é
uma seqiiéncia de polinémios ortogonais ménicos para (1.19).

Demonstracao: Sabemos que {P(k;x)} é um polinémio monico de grau n. Logo, usando a

equagao de (1.19) temos

[ @ wwraiow ~ [ <x—k>xsxik(Pm<x>— P;:gg)a(x))m(x)

b b
-/ xspw(x)dqs(x)_ﬁg:—(lg) | #*Pualdo

1.4 Medidas positivas em intervalos simétricos

Seja ¢(x) uma medida positiva simétrica num intervalo simétrico [—b,b] e seja também
{Sn()}22, seqliéncia de polindmios ortogonais monicos com relagao a medida positiva ¢(x),

entdo sabemos que S, (—x) = (—1)"S,(x) e de (1.4) 5, = 0, logo
Snt1(x) = xS, (z) — apy1Sn—1(x), n>1.

Definicao 1.5. Definimos a medida positiva ¢(x) por

/0 " () = /_ Z ().

2m—2 4

Podemos escrever

2m 2
Som(x) = "™ 4 Somom—2T oo Som2T” + Sompo

= ()" + a1 (@) + L W+ Ao

= Pm($2)7
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onde ay,j = Sompj, J =0,1,....,me
-1
P,(z) =2 4 amm-12""" + ...+ Q1T + amp.

Similarmente escrevemos

_ 2m+1 2m—1 3
Som41(x) = = + Somt1,2m—17T + o F Somt1,3T7 + Somy1,1T

= m((x2)m + bmym_l(ﬁ)m_l + ...+ bm71x2 + bimo)

= 2Qu(2?),
onde by, ; = Som412j41, 7 = 0,1,...,me
Qum(x) =2™ + bmvm_lxm_l + ..o+ b1 + b,
com P,,(x) e Q,(r) monicos.
Como f0b2 m(z)dp(x) = ffbﬂ(xQ)dgo(x) para todo polindomio (), segue que

/0 Pou(2) Py(2)dd(z) = / Po(2?) P () dip(z)

—b
b

= /ng(x)Sgn(x)dgo(x):k%ém,n.
—b

Portanto, temos que a seqiiéncia {P,(z)} é uma seqiiéncia de polinémios ortogonais monicos
com relagdo a medida ¢(x).

Usando a rela¢ao (1.19) com k = 0 temos

/0 2Qm () Qn(x)do(x) = / bszm(wz)Qn(xz)dw(ﬂﬁ)

b
= /b Q12 2Q, (%) dip(z)

b
= /52m+1($)52n+1(96)d90(17)=k2n+15m,n-

—b
Dai concluimos que a seqiiéncia de polinémios ortogonais {Q,(z)} = {P:(0;z)}.

Como S, (—z) = (=1)"S,(x), entao o verdadeiro intervalo de ortogonalidade para a
medida p(z) é da forma [—¢&, €], pois se & for um zero de S,,(x) entdo S, (—z) = (—1)"S,(Z) =
0, assim concluimos que os zeros sao simétricos em relagao a origem.

Sabemos que Pp,(7?) = Sy, () entdao os zeros de P,(x) sdo sempre positivos, logo o
verdadeiro intervalo de ortogonalidade para a medida ¢ é [¢1,£2], com & > 0e 0 < &2 < occ.

Por outro lado, seja ¢(x) uma medida positiva em um intervalo [0, b?].
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Definicao 1.6. Definamos para todo n = 0,1,2,... a medida positiva p(x) num intervalo

/ bb dgta) = [ " o)

b
/ 2*"dp(z) = 0.

b

simétrico [-b,b] por

Sejam Sy, (7) = Pp(2?) € Sopmi1(2) = 2Qm(2?), com m = 0,1,2, ..., onde a seqiiéncia
{P,(z)} é uma seqiiéncia de polindémios ortogonais monicos para a medida ¢(x) e Q,(x) =
P(0;x).

Assim

b b n & ,
/ Son(2)Sam(2)dip(x) = / szzn,2j<x2>Jstxas?)wso(x)

—b

7=0 =0 b
b2
- % o / ido(e)
=0 =0

_ /O Po() P (2)d6 () = LG,

e, ainda
b b L ,
/ Son () Somi1(z)dp(r) = / ZSQn,Qj(xQ)]Zs2m+1,2i+lx2l+1d§0(x)
—b —bj—o i=0
b . .
= Z Z Son,2j  S2m+1 21+1/ (jH)HdSO(l’) =0.

7=0 =0

Temos também que

b
/52n+1($)52m+1($)d90($) = /Zs2n+123+1$ lzs2m+1,2i+1$2z+1d90(95)

b =0
b
_ 2(j+k+1
= E E S2n+1,2j4+1 S2m+1 2z+1/ G )dgp(x)
7=0 =0 b
b2
_ j+i+1
= E E Anj aml/ x’ do(x)
7=0 =0
b2
_ Jtig
= Anj G xa! T do(x)
7=0 =0

- / Q0 () Qo (£)AD(2) = Libn.

Podemos, entao, formalizar estes resultados no seguinte teorema:
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Teorema 1.7. Se ¢(x) e p(x) sio duas medidas relacionadas por

/ Zx%dwm -/ " andofa)

b
/ " dp(r) =0, n=0,1,2....
b

Sejam { P, ()}, {Qn(z)} e {Sn(x)} dados por

Som(z) = Pm($2> Som+1(T) = me(xZ).

Entao, {Sm(x)} € uma seqiéncia de polinémios ortogonais monicos para ¢(x) se, e somente

se, {Pn(x)} € uma seqiiéncia de polinomios ortogonais monicos para ¢(x) e a seqiéncia

{Qn(2)} = {P7(0;2)}.

1.5 Relacoes de recorréncia relacionadas

Aqui estudamos os coeficientes das relacoes de recorréncia satisfeitas pelas trés seqiiéncias de

polinémios ortogonais da secao anterior. Suponhamos que as relagoes de recorréncia satisfeitas

por {P,(z)}, {Qn(x)} e {Sn(z)}, respectivamente, sao

Pn+1(x) = (I - Cn—l—l)Pn(x) - bn—i-an—l(‘r)? n= 07 ]-7 27 o

onde P_1(z) =0, By(z)=1, b, #0, b = ué@,

Qn—l—l(l‘) = (l’ - dn-l—l)Qn(:E) - Cn—l—lQn—l(I); n = 07 ]-a 27 cee

onde Q_1(z) =0, Qo(x)=1, G#0, G=p5o e Qu(x)=L;(0;2),
Spi1(z) = xSu(x) — apy1Sp_1(x), n=0,1,2,...

onde S_1(z) =0, So(z)=1, an#0, ay=u.

Tomando n + 1 = 2m em (1.22) temos
ng<x) = SZZSQm,l(ZE) — OéQmSmeg(]?), m = 1, 2, ey

mas, isto é equivalente a

(1.20)

(1.21)

(1.22)
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onde, fazendo 22 = z, obtemos
Pn(x) = 2Qum-1(x) — agmPr—1(x), m > 1.
Similarmente, em (1.22) fazendo n+ 1 =2m + 1, m > 0 temos
Somi1(z) = xSom(x) — agmi1S2m_1(z), m >0,
que é equivalente a
2Qm(2%) = 2P (2?) — agpmi12Qm-_1(z*), m >0,
onde, fazendo 2? = z, obtemos
Qm() = Pn(7) — a2mi1Qm-1(x), m 2 0.
De (1.24) obtemos
Po(r) = Qm(z) + a2m1Qm-1(z), m >0,

daf substituindo em (1.23) temos

Qm<x> + O52m+1mel(Z‘) = l’@m,1<l’> - CVZumfl(x)

= me_l(ZL‘) — an[Qm_l(iv) + OKQm—lQm—Z(x)}

e, entao

Qm(2) = Qn-1(2)[x — a2m — Qomi1] — Cam—102mQm—2(x), m > 1.

Dai tomando m = n + 1 em (1.26) obtemos
Qni1(2) = [# — (Q2n+2 + Q2n43)|Qu(@) — (Q2041002012)Qn-1(2), 1 = 0.
Similarmente usando o fato de que
2Py (x) = 2Qm(z) + aomi12Qm—1(z), m>1
de (1.25) temos

2Pn(x) = Ppi(2) + aemioPn(x) + o1 (Prn(2) + agm Pr—1(2))

Poi(x) = Po(o)[r — (ami2 + aome1)] — Qom@om i1 Pro1 (),

(1.23)

(1.24)

(1.25)

(1.26)

(1.27)
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logo
Poii(x) =[x — (a2ns1 + @oneo) | Pu(z) — (aonagns1) P (z), n > 1. (1.28)
com

Pi(z) = (x — ag) Py(x)

que vem de (1.23) quando m = 1.
Agora, comparando os coeficientes de (1.20) e (1.21) com os coeficientes em (1.27) e

(1.28) encontramos as relagoes desejadas

G = Qg Cnt1 = Qopt1 + Qopyo, bny1 = QopQiopi1, n>1 (1.29)

dpy1 = Qopyo + Qopgs, 1 >0, Cnt1 = Q2py1Q2n42, 1 > 1.

Observemos que se introduzirmos oy = 1, entao

b= ) =p = o

b
G = Mé,o:/ xdo(z).

Mas sabemos que = = Pj(x) + s, dai

G = / ' (Pu(a) + c0)d(x) = o / " o) = o,

1.6 Fracoes continuas

Seja {an}22, e {b,}22, seqliéncias arbitrarias de nimeros complexos, reais ou fungoes, uma
fracao continua é uma expressao da forma
ay

a9 )
as

+—
2 by +

by +
by +
b

para simplificar, vamos utilizar a seguinte notacao

aq (05} as Ay,
bo+— = 2 - . 1.30
O by by b by d o by (1.30)
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Consideremos a seqiiéncia {C),} construida da seguinte forma

Co = by
a1
C, = b+
1 o + by
aj as
Cy, = by+ 2 22
2 0t 4 b
Cp = b+t 2 B an (1.31)

by + by 4+ by + -+ + b,
C, é chamado de n-ésimo convergente (aproximante) da fragdo continua (1.30), ja Cy é
chamado aproximante de ordem par da fragao continua (1.30), enquanto que, Co; 41 é chamado
aproximante de ordem fmpar da fracdo continua (1.30).

Podemos observar que é possivel que alguns convergentes sejam indefinidos, mas temos

condicoes de decidir se uma fracao continua é convergente.

Definicao 1.7. Uma fracao continua € convergente para um valor finito K, se no mdzimo um

numero finito de convergentes forem indefinidos e
lim C, =K.

n—-—aoo

Caso contrdrio, dizemos que a fracao continua diverge.

Férmulas de recorréncia

De (1.31), podemos escrever

A
o= n=012.
onde
Ay = by, By =1,
Ay = boby +ay, By = by,

A,y bob1by 4 boag + a1be,  Bs = biby + as,

e em geral, A, e B, sao polinomios em a;, b;.

Notemos que podemos escrever

Ag = bQA1+a2A0

B2 = b2.Bl+a2B0
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assim, por inducao finita, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 1.8. O convergente C,, = g_Z’ n > 1 da fragdo continua (1.31) satisfazem

An = bnAn—1+anAn—2
Bn = ann_1+aan_2, (132)

paramn > 1 onde A1 =1, Ag=1by, B.1 =0 e By = 1.

Os valores A, e B, sao chamados, respectivamente, de n-ésimo numerador parcial e
n-ésimo denominador parcial da fra¢ao continua (1.31).

As equagoes (1.32), conhecidas como férmulas de Wallis, fornecem uma ligacao direta
entre polinomios ortogonais e fragoes continuas.

Podemos mostrar esta ligacao da seguinte maneira. Consideremos
bo=0, a1=a1#0, an1=—n1#0, bp=2—0, n=>1,

em (1.31). Teremos, assim, a seguinte fragdo continua

aq (6] Q3
1.33
r—0h-x—Py —x—P5 - ( )
com a = fip. O n-ésimo denominador parcial B, (z) dado pela expressao (1.32) é
Bn(x) = (I - ﬁn)anl<x) - Oéan72(x)> n=>1,
com B_i(z) = 0 e By(zr) = 1. Logo, os denominadores parciais formam a seqiiéncia de

polinomios ortogonais.
Se voltarmos as equagoes (1.32), notamos que os numeradores parciais A, (z) da fragdo

continua (1.33) sao dados por
An<m) = (LU - ﬁn)Anfl<x) - O‘nAn72<x)7

para n > 1, com A_;(z) = 1, Ao(z) = 0. Podemos observar que esta relagdo ¢ a mesma
relacao de recorréncia dos polinomios associados aos polindmios ortogonais. Assim, temos
que os numeradores parciais A, (z) formam seqiiéncia de polinémios associados aos polinémios

ortogonais By, (x).



Capitulo 2

Polinomios de Szego e polinomios

para-ortogonais

Neste capitulo sao estudados os polinomios ortogonais no circulo unitario, também conhecidos
como polinémios de Szeg6, onde apresentamos e exploramos alguns resultados envolvendo estes
polinomios. Estudamos a relagao existente entre os polinomios de Szego e as fracoes continuas
de Perron-Carathéodory. Os principais resultados podem ser encontrados em Van Assche e
outros [21]. Também estudamos aqui os polindémios para-ortogonais que foram inicialmente
estudados por Jones e outros [10], uma propriedade importante desses polinomios é que suas

rafzes sdo simples e estao contidas no circulo unitario C = {z € C: |z| = 1}.

2.1 Polinémios de Szego

Para um par de ndmeros inteiros (p,q), p < ¢, denotamos por A,, o espaco das funcoes

definidas por
q
L(z) = chzk, z, ¢, € C.
k=p

Estas fungbes sdo conhecidas por polinémios de Laurent (L-polindémios). O espago de todos

os L-polinomios serd denotado por A, notemos que P,, = Ag,,.

Definicao 2.1. Uma funcao (z) € uma medida positiva no circulo unitdario C = {z € C :
|z| = 1} quando (e?), definida em 0 < 0 < 27, é uma fungdo real, limitada e ndo decrescente

com infinitos pontos de aumento tal que os momentos (trigonométricos)

21
by = /z”d@/)(z) = / e dip(e?), n=0,+1,4£2,...,
c 0

19
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existem (sao finitos).
Com a medida 9 (z), definimos um funcional integral
Lf(e)]= [ f(e?)du(e”), feA
0
Deste funcional definimos o produto interno
2
() = LUANGE ™) = [ 7ege ), fger @)
0
Agora observemos que
2r ] 2m ) )
foen = / e~ mdp(e?) = / e dip(e®) = p,, n=0,1,2,....
0 0
Consideremos as seqiiéncias {p, }>° que satisfazem p,, = fi_,, n =0,1,2,.... Corres-
pondente a esta seqiiéncia definimos a matriz de Toeplitz, T,,, por
fo Ho1 - fien
R (2.2)
Hn  Hp-1 - Ho
e o seguinte produto interno em A x A, por
() = [ £/, fge (23)
Imediatamente das defini¢oes de produto interno e da seqiiéncia {u,} decorre que
o {(a(f +g),6h) = aB(f,h) + aB{g, h),
o {f.9) =g, /),
para f,g,h € Aea, € C. Além disso,
(f, )= /f f(1/2)d(z Z CiCrl—j, se f(z)= Z ;2. (2.4)

k,j=—n j=-n

Correspondente a seqiiéncia { i, }°°, obtemos o determinante da matriz T,,, que é real,

pois T}, é hermitiana, ou seja, T, = T; = Tf, pois fu—; = jt;—k. Este determinate é chamado

determinante de Toeplitz, A,,, definido por
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fo M1 .- g
A, = M‘l M‘O o u_flﬂ , para n=0,1,2,..., (2.5)
Hn Hn—1 .- Ho

com A_; =1.

Definicao 2.2. Uma seqiéncia {p,}22 .. de nimeros complexos é chamada hermitiana se
fn =T_y, n=0,1,2,....

Além disso, se
A, >0, n=0,1,2,...,

a seqiiéncia € chamada hermitiana positiva-definida.

Quando A,, # 0, definimos como seqiiéncia de polindomios ortogonais moénicos com

relacdo a medida 1 (z) os polinémios, p,(z), que satisfazem

" 0, m=0,1,...,n—1,
(pn, 2™) = (2.6)
o, 0, m=n.

Esta seqiiéncia também ¢é conhecida como seqiiéncia de polinomios de Szegd com relagao a

medida 1(z).

Consideremos p,(z) = > ¢ 12" com ¢,, = 1. Portanto, para m = 0,1,...,n — 1,
k=0
obtemos o seguinte sistema

L R Cn,0 0

o Ho  -vo Hent1 Cn,1 0
: = : (2.7)

Mpn—1 HPpn—2 ... M Cnn—1 0

1 z .. 2" 1 pn(2)

Resolvendo pelo método de Cramer, temos

HBo  H-1 --- Hen
H1 Ko oo Hontl
pn(2) = Ai—l : D : , n>1 e po(z) =1. (2.8)
Hn—1 Hp—2 ... M1
1 z 2"
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Para determinarmos o valor de o,,, devemos substituirmos em (2.7) a ultima linha por

{pn, 2") = 0y, obtemos assim,

Mo M1 .. fhop Cn,0 0

M1 Ho o Hent1 Cn,1 0
= (2.9)

Pn-1 fn—2 oo f_1 Cnon—1 0

M 1 e Lo 1 On

Portanto, novamente usando a regra de Cramer temos

A’n* n An
1:—10:>0n:

An

n
Consideremos o polinémio 7,(z) = apz* de grau no maximo n, definimos o seu

k=0
polinémio reciproco por

re(z) = T 2" (1) 2),
k=0

onde 7,(z) é o préprio r,(z) com os coeficientes conjugados.

Observemos que para z € C, podemos escrever
rn(2) = 2"r(1/2),

neste caso conjugamos os coeficientes e a variavel de 7,,.

Notemos que substituindo z = 1/z e conjugando os momentos na expressao (2.8),
obtemos
IELO /_i,l /_l,n
. H1 Ho H—n+1
on(l/2) = = ; DT : . 2.10
(1)) = x— (2.10)
Pn—1 HPp—2 oo fhoq
1 1/z ... 1/z"

Se multiplicarmos a expressao acima por z" e lembrando que a seqiiéncia de momentos é

hermitiana, obtemos, entao, que
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Ho 251 Hn
. H_1 Ho Hn—1
pulz) = 2"pu(1/2) = £ , n=1e py(z) =1 (211)
n—1
H—n+1 H—n+2 M1
Z" 21 1

Usando a defini¢ao (2.3) juntamente com a definigdo de polinomio reciproco, temos
(Phl2): 27 = (a1, = [ 20(1/2)77d0) = [ " pul1/2)0() = (7 pul)
c c
Da expressao acima podemos notar que ela é nula param = 1,2,...,n, e param =0
temos

(hl) 1) = 2

Resumidamente, temos os seguintes resultados

0, m=01,....n—1,
(pn(2),2™) =9 A, (2.12)
m=n
An—l7
A,
y M= 07
(i(2), 27y = § B (2.13)
0, m=1,....n
Seja 9, € C dado por
50:/*L0 € 5n:pn(0)> n = 1a2 ’

o coeficiente 6,, é chamado de coeficiente de reflexao e sera extremamente importante em nosso
estudo.

Obtemos por (2.8), que

Ko H—1 H—n
M1 p2 H—n
) H1 Ho H—n+1 1)
=" | Mo M1 H—n+1
Op = = 2.14
Anfl Anfl ( )
Hn—1  Hn—2 H—1
Un—2 Hn—3 M1
1 0 0
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Teorema 2.1. Os polinomios de Szegd monicos satisfazem as sequintes relagoes

po(z) = Suzpna(x)+phi(2), n>1, (2.15)

pu(2) = Oupn(2) + (L= 10:/*)2pn1(2), n > 1, (2.16)
com as condicoes iniciais
po(z) =1, py(2) =1.

Se p,(0) # 0, n > 1, entdo de (2.16) resulta que estes polinémios também satisfazem a

relacao de recorréncia de trés termos

On On
puna(2) = (4 20 (2) = 21 =[5, zpa(2)m = 1, (2.17)

com po(z) =1e pi(z) =z + 4.
De fato, das relagoes (2.15) e (2.16) temos

0npi(2) = pu(2) = (1= 10n]*)2pn1(2)
pn(z) (1= 10a)

pp(z) = i 2pn—1(2)
mas Ccomo
. (2 1— 16,
per(2) = 2pul2) + 00a1f(2) = 2pue) a2 U D) o),
temos

On On
Pn+1(2) = (Z + 5—H)pn(2) - 5+1 (1 - \5n|2)zf0n—1(2)7

desde que p,(0) #0,n > 1.
Teorema 2.2. Sejam A, o determinante de Toeplitz (2.5) com A, # 0 e {6,}52, uma

seqiiéncia definida por
50:,u0, 5n:pn(0)7 n:1,2,3,....

Entao, 69 # 0 e, paran > 1,
5, — — P2 1) (2.18)
<pn—1(’2)7 1>

N AnAn—2
A

Quando a seqiiéncia {u,} é hermitiana positiva-definida, isto é, quando A, > 0, os

1— |6, = # 0. (2.19)

zeros dos polinomios de Szegd p,(z) estao todos no disco unitario aberto |z| < 1, enquanto

que os zeros do reciproco pf(z) estao em |z| > 1.
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2.2 HPC-fracao

Aqui, definimos as fragoes continuas de Perron-Carathéodory hermitianas. Os principais re-
sultados podem ser encontrados em Jones e outros [10].
Uma fracao continua de Perron-Carathéodory hermitiana (HPC-Fragao) é uma ex-

pressao do tipo

0— — - ~ /-

L Gt U D2 _ , 2.20
I + 62z + 01 + 0+ 0z + On + - (2.20)

onde ¢,, € C satisfazem

So£0, |0n]£1, n=1,2.3,....

Se ¢,, satisfazem

do >0, |0,] <1, n=1,23,...,

entdo a fracao (2.20) ¢é chamada fragdo continua de Perron-Carathéodory positiva (PPC-

Fragao). Comparando seus coeficientes com os coeficientes da fragao continua (1.30), obtemos
bo = 50, ay = —2(50, bl = 1.

Em seguida,

Aon = 1; Aon+1 = (1 - ’6n’2)7 b2n = SnZ, b2n+1 = 5117

n=1,2,.... Continuando a compararmos com (1.32), podemos obter relagdes de recorréncia
para os numeradores e denominadores dos convergentes das fracoes continuas de Perron-Ca-

rathéodory

P2n<Z) = gnZPQn—l(Z) + Pgn_2<2),
Q2n<z) = SnZQQnJ*l(Z) + Q2n72(2); (221)

P2n+1(z) = 5nP2n(Z> + (1 - |5n|2>ZP2n_1(Z>,
Q2n41(2) = 62Qan(2) + (1 = [0a]")2Q2n-1(2), (2.22)
com condigoes iniciais
P()(Z) = (50, Pl(Z) = —(50, Qo(Z) = 1, Q1<Z> =1. (223)

Definicao 2.3. Uma seqiiéncia de nimeros complexos {u,}>,, € chamada quase-N -definida

(positiva-N -definida) se

A, #0 (A, >0) para n=0,1,....N—1 e Ay=0.
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A seqiiéncia {u,}>,, da origem a matriz de Toeplitz T e ao produto interno (.,.) )

definido em A_y n X A_n v, respectivamente por

L A Y 2,
o 221
N HN-1 .- Ho
(§
/ F(2)9(1/2)dvn (=), frg € A xw. (2:25)

A seqiiéncia finita {p, }_, de polinomios ortogonais e seus reciprocos {p# }_, sao dadas

por (2.8) e (2.11). Notemos que

(ns pr) vy = {pns 2"V vy = {0 Dy = 37— =0
N—-1

(Pns pr) vy = (2" Pn(1/2), 2" pu(1/2)) () = (Pns pu) () = 0.
A restricao de (., .)v) & A_(v_1),v—1) X A_(w-1),v—1) ¢ um produto interno se a
seqiiéncia {pu,} é positiva- N-definida.
Definimos o convergente N-truncado de uma HPC-fragao por

250 1 (1 - |51|2)Z (1 - |5N_1|2)Z 1

_ 2% _ 2.26
O 1 452+ 51 + o+ Sn_1 + On2’ (2.26)

onde

do#0, |0n| #1 para n=1,2,....N—1 e |on]=1.

O convergente N-truncado é positivo-N-definido se

do >0, [0n] <1 para n=1,2,....N—1 e |on]=1

2.3 Funcoes de Carathéodory normalizadas

Nesta se¢ao apresentaremos um resultado que nos permitiréd relacionar o problema de analise
de freqiiéncias com os polinomios de Szegd, através da relacao que existe entre as fungoes
de Carathéodory normalizadas e as PPC-fragoes. Definimos a classe C' de fungoes de Ca-

rathéodory normalizadas por

= [f : f é analitica, Re(f(z)) > 0 para |z| < 1e f(0) > 0].
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Agora, seja Cy a classe de todas as funcoes racionais da forma

N i0
e’m+z
= Ap———, 2.27
1) = D (2.27)
com N € N, onde
A >0, para 1<m<N e —an<bh<b<..<Oy<m,

notemos que esta funcao ¢ uma funcao de Carathéodory normalizada.
As PPC-fragoes estao relacionadas com fungoes de Carathéodory normalizadas como

veremos no préximo teorema. Este resultado encontra-se em [10].

Teorema 2.3. Seja N um numero natural. Entdo, as sequintes sentencas sao equivalentes.

1) feCy;

II) existe uma seqiiéncia hermitiana positiva-N -definida {p, }>, tal que
Fz)=mo+2) mz", |2 <1 (2.28)
k=1

1) existe uma fungao V() limitada, ndo decrescente em [0,2w] com infinitos pontos de

aumento tal que

2 il 4 o 0
1) = [ S dule e <1 (2.20)
IV) existe um convergente N-truncado de uma PPC-fragao
IS ]2
Pov(z) _ 5 200 1 (-l0l)e L (2.30)
Q2N<Z) 1 + (512’ + 51 + -+ (SNZ
tal que
PgN(Z)
2) = 2.31
/=) Qan(2) ( )

2.4 Polinomios para-ortogonais

Nesta secao, estudaremos polinomios obtidos primeiramente por Jones e outros [10], que sao

polinémios da forma
Yo(w,z) = pp(2) +wpi(z), n>1 weC e |w=1.

Nossos estudos foram baseados em resultados obtidos em [10].
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Uma seqiiéncia de polinomios {Y,,} é chamada de seqiiéncia de polinémios para-ortogonais

com respeito a uma medida ¢ (z) se, para n > 0, Y;, é um polindémio de grau n que satisfaz

(Yo, 1) # 0,
(V,,z2™) = 0, m=1,2,...,n—1, (2.32)
Yo" £ 0

Estes sao chamados de para-ortogonais, pois, diferentemente dos polindmios ortogonais,
satisfazem (Y,,, 1) # 0.

Para k € C, k # 0, um polinémio Y é chamado k—invariante se
Y*(w,z) = kY (w,z), VzeC.

A seqiiéncia {Y,,} é k,—invariante se, para cada n, Y;, é k,—invariante. Observemos que
para cada n > 0, temos que o polinémio de Szegd p, nao é k,—invariante. De fato, supondo
que seja temos, p’(z) = kp,(z) para algum k # 0, n > 0, daf p,(2) = kp’(2). Lembrando que

prn € monico e, entdo, p(0) = 1, obtemos
1= p;(0) = kpn(0) = kb € 6, = pa(0) = kpj(0) = k,

o que implica em |d,| = 1, o que é uma contradigao.
Podemos obter seqiiéncias {k,} invariantes de polinémios para-ortogonais tomando

funcoes da forma
Yo(wn, 2) = pu(2) +wap(2), 2z, w,€C, n=0,1,2.... (2.33)
Observe que fazendo o produto interno de Y,,(w,, z) e 2™ para m = 0,1,...,n temos

(Yo(wn, 2),2™) = (pn(2) + wnp,(2),2™)

= (pn(2), 2") + wnlp;(2), 2™),
dai utilizando as relagoes de ortogonalidade (2.12) e (2.13) concluimos que

A
An #£0, param=0em=n,
(Yo (wp, 2), 2™) = n-1 (2.34)

0, param=1,2,...,n—1.

Portanto, Y,,(w,, z) satisfaz & definicdo de polinémio para-ortogonal com relagdo a medida

¥(2).
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Raizes dos polinémios para-ortogonais

Como citamos no inicio desse capitulo as raizes dos polinomios para-ortogonais possuem uma
propriedade bastante interessante que sera utilizada neste trabalho e dada pelo seguinte teo-

rema.

Teorema 2.4. Seja {Y,,} uma seqiiéncia {k,}—invariante de polinémios para-ortogonais com
respeito a uma medida positiva ¥(z). Entdo, para cada n > 1, os n zeros de Y, sdo simples e

estao no circulo unitdario C = {z € C: |z| = 1}.
Demonstracao: Para n > 1 temos

Yo(wy,2) =do+diz+...+d,2", d,#0, dy €C, E=0,1,...,n

Y (W, 2) = doz" +di 2" 4+ dy = kYo (wy, 2), k, # 0.

Notemos que

d,

Consideremos 7y, 7o, . .., 7, as raizes de multiplicidade impar de Y,,(w,, z) em C, con-
tadas com suas multiplicidades. Se nao existem tais raizes, entao p = 0, caso contrario,
1 < p < n. Para demonstrar o teorema é suficiente mostrar que p = n.

Se 3 é uma raiz de Y,,(w,, z) que nao estd em C, entdo, como Y, (w,, z) é k,—invariante,
1/3 é uma raiz de Y, (w,,2) e 1/3 também nio estd em C. Assim, as raizes de Y, (wy, z) que
nio pertencem a C ocorrem aos pares (3,1/7).

Se 3 é uma raiz de Y, (wy, z) em C, entdo 3 = 1/3. Existem, assim, um ntimero par de
raizes de Y,,(wy, z) em C, mas que nao estao no conjunto [y, ms, ..., T,|. Segue, entdo, que as
raizes de Y,,(w,,z) que nio estdo em [my,m, ..., m,] ocorrem aos pares (3,1/3). Denotemos
agora todas as rafzes que ocorrem aos pares (3,1/3) pelos 2¢ niimeros
La L L
Bl 7 BZ ’ Bq 7

que podem estar em C ou nao. Se nao existem tais raizes, tomamos ¢ = 0. Claramente

ﬁl? 627 -~~7ﬁ(I7

p+ 2¢ = n. Como Y, (w,,0) # 0, temos que 3; # 0 para j =1,2,...,¢. Sejam os polindmios

A(Z) _ (Z—?Tl)(z—ﬂg)...(z_ﬂ-p)a Sele7
1, se p =0,
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(z=B)(z=B2)... (2= B), seq=1,
se q =0,

B(z) =

—_

C(z) = 27A(2).

Yo, 2) = A(2)B(2) (z _ i) . (z - i).

Supondo que p < n e, assim, g > 1, obtemos

(Y, C) = /CYn(wn,z)C(%) dib(z) = /CA(z)B(z) (z - é) <z _ B%)AG) %dw(z)

O

_ ﬁif}?;q /c A(=)B(2)A @) B (i) (=) = ;f?;q (AB, AB) #0.

A desigualdade segue do fato de (AB, AB) > 0, que é uma conseqiiéncia de ¥(z)

Agora temos que

ser positiva. Como C(z) é um polinomio de grau p + q e (Y,,,C) # 0, as condigoes de
para-ortogonalidade implicam que o grau de C(z) é n. Como tomamos ¢ > 1, isto se torna
impossivel, pois o grau de C(z) é igual a p 4+ ¢ que é menor do que p+2qg = n. Logo, g =0e

entao p = n. |

Polindmios para-ortogonais reais

Nesta segao apresentamos alguns resultados, encontrados em [2] e [4]. Quando a medida ¢(2)
é simétrica no circulo unitdrio, isto é, diy»(1/z) = —di(z), os momentos sdo todos reais. De

fato, como
2 s 2
Ly = / 6in9d¢<ei9) — / einﬁdd)(ei@) + / emad@b(ez‘a)? (235)
0 0 ™
mas

/271- einﬁdw(ezﬂ) _ /0 einde(ew) _ /0 efinedw«afiﬁ).

™

Utilizando a simetria da medida (%), temos que
/ e—medw(e—w) — / €_lned¢(€w).
T 0

LOgO7

0
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onde concluimos que p, é real para n > 0. Disto e de (2.14), vemos que os coeficientes de
reflexao sao reais e, assim, —1 < 9,, < 1.

Observemos também que (2.36) pode ser dado como

2
_ i0
un—/o cos(nB)dy(e").

De fato, como

/07r cos(nB)dy () = /j cos(n(f + 27r))d¢(ei(é+27r))7

™

com 0 = 6 — 27, daf

/_7T cos(nf)dip(e?) = /; cos(n(—8))di(e™)

™

= /:ﬂ cos(n)di(e”)

logo
2 )
o, = / cos(nB)dip(e). (2.37)
0
Consideremos dois casos especiais de polindmios para-ortogonais reais, quando w,, = 1
e w, = —1, denotados respectivamente, por

Yo(l,z) e Y.(-1,z),
notemos que

Yo(=1,2)=pu(2) —pi(2) = (z2—21) ... (2 — 2n) — (L —221) ... (1 — 22,),

ou seja,

Y, (=1,1) =0. (2.38)
Logo, Y, (—1, z) é divisivel por (z — 1).
Agora consideremos os seguintes polindomios para-ortogonais monicos

Yo(L, 2) G(-1)

B B _Yn(—l,z)
T 11,0 ©m (2)

N 1 —pn(O).

Estes polinomios satisfazem as seguintes relagoes de recorréncia

5(1)(2)

n

SUL(z) = (2 +1)SV(2) = (1+8,-1)(1 — 8,25, (2),

SCV() = e+ 1)SII() — (1= 6,1 +6,)287 (2),

para n > 1, com S(()l)(z) =1,6 =1, S((]_l)(z) =1, S{l)(z) =z+1le SE_I)(Z) =z— 1L
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De fato, utilizando as relagoes de recorréncia dos polinomios de Szeg6 (2.16) obtemos

Pnt1(2) + P (2)
1+ pn-i-l(o)
(2pn(2) + 0ny10,(2)) + (p1(2) + dng12pn(2))
1+ 5n+1
(z+1) =14 6,2) (14 6ng1)pn(z) + ((z+ 1) — 2+ 0,) (L + dp_1)pf(2)
(14 68,)(1 4 6p—1)

= Z+1(p" +'0” )—(1+5n_1)(1—5n>z(p"1<12>+;nﬂ_211(z>>

SMi(z) =

= (z+1)SW(z ( + 0p1)(1 = 0,) 28V (2).

n n

Ainda, temos
+p5(2)
M () — po(2) + 15 -1
0"(2) 1+ po(0)

S0y P HAE) L4 8) + (148
1 1 —f- P1 (O) 1 + 51
Analogamente, provamos que ST(L_I)(Z) satisfaz a relagao de recorréncia. Podemos notar

de (2.38) que para n > 1, 57(;11)(1) = 0.

=z+1.

Agora, definimos duas seqiiéncias de polindmios monicos

(-1)
St (2) > 0. (2.39)

ROG) = SPE) e RE(E) = T 0>

Teorema 2.5. Os polinomios R,(Il)(z) e Rgfl)(z) definidos por (2.39) e os polinomios de Szegd
pn(2) satisfazem a sequinte relagao (ver [2],)
22pn-1(2) = RV (2) + (= = DR (2). (2.40)
Teorema 2.6. Os polinomios monicos R,(f)(z) (i =1,—1) com condi¢ies iniciais Réi)(z) =1
e Rgi)(z) =2+ 1 e ainda,
ol = (146, 1) (1=6,) e 4al) = (1=8,)(1+dup),
satisfazem a sequinte relagao de recorréncia
Rija(2) = (2 + DR () — day} 2R (2), (241)

SV ()

Demonstragao: Como Rg)(z) = ST(LI)(z) e Rﬁfl)(z) ir—

IOgO para provarmos as

relagoes (2.41) basta tomarmos

40l = (1+6,1)(1=6,) e 4a) = (1 =6,)(1+ps1).
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Teorema 2.7. Os polinémios moénicos Rg)(Z) (i = 1,-1), satisfazem as relagoes de L-
ortogonalidade
/z‘”*SRS)(Z)lel/)(Z) =0, 0<s<n-—1 (2.42)
c Z =
/ZMSR;U(Z)(Z —Ddy(z) = 0, 0<s<n-—1. (2.43)
c

2.5 Quadratura no circulo unitario

Faremos, nesta secao, um estudo sobre quadratura no circulo unitario, ou seja, quadratura
cujo os nés pertencem a C = {z € C: |z| = 1}.
Estudaremos formulas de quadratura do tipo

f( DY (e™) Zrn,jf Coi)s (2.44)

0

onde os nds G, ;, com |(, ;| = 1, e os pesos T, ; sdo tais que a férmula acima ¢é valida para
f € A_(n—1)n—1. Diremos entao que (2.44) é uma férmula de quadratura no circulo unitario
(ou de Szegd) com n — 1 pontos.

Seja {pn(2)} a seqiiéncia de polindmios de Szegd e seja {w, } uma seqiiéncia de nimeros
complexos satisfazendo

lw,| =1, n=0,1,....

Consideremos {Y;,(w,, 2)} uma seqiiéncia de polindémios para-ortogonais {w,} invariantes
dada por
Yo(wn, 2) = pu(2) + wppl(2),n=0,1,2,....

Por conveniéncia, denotaremos por ¢, ; = (. j(wy), 7 = 1,2,...,n as raizes de Y,,(wy, 2)
que ja sabemos, segundo o Teorema 2.4, sdo simples e estao em C = {z € C: |z| = 1}.

Definimos, para n = 1,2, ..., os polinomios fundamentais de Lagrange L,, ; por

Yn mny A
(tn, 2) 1<j<n. (2.45)

Ly j(z,wy) = (2 = Cu)Yo(wn, Coy)” — 7 7

Lembrando que d,, = p,(0), temos que |4,| < 1. Denotemos p,(z) = > a;2’ com a, = 1 e
=0
ap = pn(0) = 0,,. Assim,

pr(z) =2"pa(1/2) = 2" <Zajz_j) = Z a; 2",

J=0 J=0
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Logo,

n n

Yo(wn, 2) = pp(z) +wuph(2) = Z a;z? 4wy, Z a;z"7

j:O j:O
n—1 n
= 2" 4 wyap" + E a; 7 + wy, E a; 2"
Dai, fazendo ag = d,,, obtemos

n—1 n
Y, (wn, 2) = (1 + 6w, )2"™ + Z a; 2 +w, Z a;2".
=0 j=1

Podemos observar entao que (1 + d,w,,) é o termo do coeficiente de maior grau de Y,,(w,, z),

logo
Yo (wy, 2) = H 2 — Cnj)- (2.46)
7j=1

Dai, para j =1,2,...,n,

Y, (wy, Goj) = 1+ Snwn) lim HZ:l(Z _ g”,k) — HZ=1(Cn,j — (k)

Py — G
= (1+6,w,) hm H 2= Cug) = (1 + dwy) H Cnj = Gnk)-
2—( n,j _
K2 =y

Assim, de (2.45),

n

[1(z = Cur)

Y, (wy, 2) ke
Ln‘ y Wn ) — - , 247
7](2 w ) ( Cn]) <wn,<—n]) n ( )
H (gn,j - Cn,k)
k=1
k7
para 1 < j < n, e segue de (2.47) que para 1 < k,j < n,
1, sej=k;
L j(Coer wn) = (2.48)
07 se J 7£ k?

de (2.47) também vemos que

Ln,j (Z, wn) S AO,n—l - IF)'n—l

e 1 " S
fm,j(;,wn) = (H(Cn,g‘ - an)) H (; - gng) € A_(n—1)70.
k=1 k=1
k#j

Definimos, entao, os pesos da férmula de quadratura 7, ; por

27
To = Toj(wy) = / Lo (€ w,)dip(e®), 1<j<n, n=12,.... (2.49)
0
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Teorema 2.8. Seja 1(z) uma medida no circulo unitirio. Paran > 1 el < j < n, seja
Cnyj as raizes de Y, (wy,2) e sejam os pesos T, ; definidos por (2.49). Entao, para n > 1 e

l<j<n,

/Cf(Z)dlb(Z) = ; f 20 dlﬁ 20 ZTngf Cn] (250)

¢ valida para toda f € A_(,—1)n—1 €, ainda,

n 2
g >0, Y Ty = /O dip(e) = pg > 0. (2.51)
j=1

Demonstracao: Sejam n > 1 e f(z) € A_(,_1),—1. Definimos

n

) = > (G Lnj (2 wn),
7j=1
onde L, ;(z,wy) é dado por (2.45). Entao, R(z) € A_(,—1)n—1 €, por (2.48),
R(Gem) = f(Ghn) — chm =0, 1<k<n

Vemos também que E(z) = 2" 'R(z) € Py,_5 e E((,;) = 0 para 1 < j < n. Logo, existe um
polinémio S(z) € P,,_5 tal que E(z) = Y,,(w,, 2)S(z), ou ainda,

n—2 )
Seja S(z) = > s;27, entdo

J=0

| R = | (Y<w>z) S a5 =0,

J ]:0

pela para-ortogonalidade de {Y,,(w,, 2)}. Disto e da equagao (2.49), segue que

[ = [ |

o que nos mostra que (2.50) ¢é valida para toda f € A_(,_1)n_1-

n

2+ fGng) m(zwn]dw an]fcm
7=1

Agora, para mostrarmos que 7, ; > 0, definimos
D, (2, wy) = Ly j(z,w,) Ly j(1)2,w,) — Ly j(2,w0,,). (2.52)
Podemos ver que D,, ;(z, w,) € A_(n_1)n—1 € que

D, i(z,wy) = Ly j(z,w,)[Ln(1/2,w,) — 1]. (2.53)
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Como |G, ;| = 1, temos de (2.47) que

En,j(g,;lg,wn) =0k k,g=1,2,...,n.

Logo, de (2.52),
Dy j(Copywn) =0, k=1,2,...,n.

Dai, segue de (2.50) para 1 < j < n, que

/Dm 2wy )di(z ZTMDM Gty Wn) = 0. (2.54)
Portanto, de (2.49), (2.52) e (2.54), para 1 < j < n,
Tnj = /Lnyj(z,wn)dw(z) = /Lm(z,wn)l_}n,j(l/z,wn)dw(z)
c c
= <Ln,j(zawn>a Ln,j(zawn» >0,
ou seja, T,; > 0.
Finalmente, tomando L(z) = 1 em (2.50), obtém-se
27 ) n
mo= [dv) = [ ave =Y >0
]

E conhecido (veja, por exemplo, [10]) que nao existe uma férmula de quadratura

[ /f (%) du(e”) mean

C = {z € C: |z| = 1} que seja exata para f(z) € A__1), ou

paran =1,2,..., com «, €

f(Z) S Afn,nfl-

2.6 Relacoes entre polinémios para-ortogonais e polino-

mios ortogonais
, —1), definidos em

Nesta se¢ao veremos como podemos relacionar os polinomios R! (2) i=1

(2.39), com polindémios ortogonais, em [—1, 1], para isto usaremos a transformagao
1/2 —1/2
zHE 4z
r=ux(z) = B E— (2.55)

que foi estudada por Delsarte e Genin [7] e Sri Ranga [19]
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A relagao (2.55) nos fornece uma transformacao do circulo unitério no intervalo [—1, 1].
Com a mesma transformagao, podemos também relacionar polindmios para-ortogonais no
circulo unitdrio com polindémios ortogonais em [—1,1]. Notemos ainda que considerando z =

e, podemos escrever
/2 4 o—i0/2
== cos(0/2), 0 € 0,2n]. (2.56)
A seguir apresentaremos resultados importantes, resultados estes que podem ser encon-
trados em Berti e Sri Ranga [1], e serdo necessarios para que descrevamos as relagoes entre os
polinomios.

Antes, consideremos ¢ (x) e ¢~V (z) duas medidas simétricas no intervalo [—1,1] que
satisfazem a condicao
d¢'™V(w) = (1 - 2%)dg" ().
Observe que se conhecemos uma seqiiéncia de polinomios ortogonais com relacao a medida
(¢ (z)), podemos obter informacdes a respeito da seqiiéncia de polindmios ortogonais com
relacdo a medida (¢=V(z)).
O préximo resultado, nos fornece relagoes entre os polindmios denotados por po (x) e

Rgf)(z) (¢ =1, —1) que satisfazem
P (2(2)) = (42)"*R)(2)

1
através da transformacio z = 5(2'1/ 2 4 271/2), este resultado nos dd uma relacdo entre as

respectivas medidas e, também, entre as respectivas formulas de recorréncia.
Teorema 2.9. Temos

(1)  Seja (z) uma medida positiva no circulo unitdrio tal que os polinomios de Szegd

{pn(2)} sao todos reais, isto €, —1 < 0, < 1 paran > 1. Sejam
40l = (146, 1)1 =6,)>0 e 4a ) =(1+8,11)(1=6,) >0, n>1
e as medidas positivas ¢V (x) e ¢~V (x) definidas por

dpD(z(2)) = —dip(z) e do D (w(2)) = —(1 — 2%)dy(2).

O suporte de ¢V (z) e ¢~V (x) estdo contidos em [—1,1]. Entdo, para i = 1,—1, as

segiiéncias de polinomios PLY (x), onde Po(i)(x) =1, p? (x)==x e

i) = aPP() =l Py

(x), n>1, (2.57)
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sdo seqiiéncias de polindmios ortogonais ménicos com relacio a medida ¢ (x) respecti-

vamente.

(2)  Reciprocamente, sejam ¢V (z) e ¢V () duas medidas positivas definidas em [—1,1],

tais que dp =V () = (1—22)doW (x). Sejam os respectivos polinémios ortogonais moénicos

Prgl)(x) e Rg_l)(m) satisfazendo
Pih(@) = eP0 (@) = ail P2 (), n > 1.

Entao, os coeficientes de reflexao 8, dos polinomios de Szegd, p,(z) associados a medida

positiva di(z) = —d¢M (x(2)), satisfazem

) 4oY
bp=1——2 ¢ § . .,=—-14+_—L pn>1,
1+6, . e 1-9,

com 6o = 1. Podem ser dados explicitamente por

(=1 (=1 (=1 (=1 (=1) (=1) (=1)

_ 0% _1%p_3.--Q3 “fig " o 042n Qgp_2---Qy ~
Oon-1=2—"57— 5 oo ~le tm=2—""g7 o —Lnzl
Q1003 - - - O3 g Aoy Aoy o - - - Qg

com RY(z) = (42)"2 P (2(2)).

Sabemos que os zeros de Pr(f)(x) (1 =1, —1) sdo reais, distintos e encontram-se simetri-
camente sobre a origem. Escrevendo

n

PQ(;) () = H(UUQ T3, k) € P2;)+1 =7 H $2n+1 k)
k=1

entdo, desde que P’ (z) = (42)""2R{(2) temos
=[]z = 22n)(z = 1/ 220).
k=1
Analogamente, para P, (x) = x [1_, (2% — 3,.11), Obtemos que

n
Rypa(2) = (2 +1) H z = zony1k) (2 — 1/ 22041k),
k=1

onde 2z, = (225, — 1) + 2y /a2 (22, — 1).

Portanto, temos que se xn’k < 1 ent@o 2, e 1/2, s@o um par conjugado de zeros de
Rgf)(z) no circulo unitario e se x7 , > 1 entdo os dois zeros de Rff)(z) sdo positivos e um é o
inverso do outro. Se z =1 é um zero de Rff)(z) entao ¢ um zero de multiplicidade 2. Logo,

concluimos que os zeros de RY )(z) estao ambos no circulo unitario ou na reta real positiva.
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2.7 Relacao entre as formulas de quadratura

Nesta se¢ao veremos um resultado que fornece relagoes entre a formula de quadratura associ-
ada aos polinomios ortogonais e a férmula de quadratura de Szegd associada aos polinomios
para-ortogonais, que denotaremos, respectivamente por FQG e FQS. Esses resultados sao
encontrados em [4] e [3].

Antes do préximo teorema, consideremos algumas condigoes. Seja a medida positiva

¥(2) no circulo unitério e as medidas positivas ¢ (x) e ¢~V () definidas em [-1,1], tais que

() = A6V (a(2) = g o (a(2),
Tomando z = e? a expressido acima torna-se
(") = 90 (c05(6/2)) =~z dd ™ cos(6)/2)

Considere a formula de quadratura gaussiana que é exata para g € Py, 1,

FQG(): [ g)dd@) = > Wiglall) (i=1,-1)
- k=1

1

onde os nos estao ordenados da seguinte forma

1>a >2l > >l > -1
e xff,)k sd0 as raizes do polinémio ortogonal P,” (x) com relacdo & medida ¢ (z).

Considere, também, a férmula de quadratura de Szegd que é exata para f € A_;,_1)n—1

FQS(w): f< “)dip (™) ZAM f(znp(w)) (w=1,-1),

0

com 0s nos 2, ,(w) = e~ k() organizados da seguinte maneira
0 < Op1(w) < Opo(w) <...<0,,(w)<2m,

onde z, (1) s@o as raizes dos polinémios para-ortogonais R;l)(z), Zni1k(—1), k=1,...,nsdo

, o -1
as rafzes dos polindmios R )(z) e Zniimt1(—1) = 1.
Teorema 2.10. Nas condigoes anteriores, temos que as sequintes relagoes sao validas

1
os(—en,ku)), W = A1), k=1,2,...,n

1

)
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_ 1 _ 1
(2) a:fhkl) = cos<§6n+1,k(—1)>, Wé’kl) = sen2(59%17;6(—1)))\%17,6(—1),

para k=1,2,...,n, e além disso,

)‘n—l—l n+1 = Mo — Z )\n—‘,-l k

Demonstracao: Lembremos que z, x(1) sao as raizes de RY (2), como pY (z) = (42)™ 2R (2)

e usando o fato de que = = cos(6/2), temos

P (cos(B,4(1)/2) = (A2 0) 2R (e40) —o,

para k =1,2,...,n. Logo, xnli = c05(0,,%(1)/2) sdo raizes de P,gl)(a:) para k=1,2,...,n.

Mostraremos, agora, as relagoes entre os pesos das regras de quadratura. Por FQS(1),
se f € A_(n_1),n—1, entao

n

" HENDE) = 3 Ak (D) f (L), (2.58)

0 k=1

Por outro lado, da FQG(1) temos, para g € Py, 5, que

/ 1 1o () Z W)

1

Fazendo, entao, x = cos(6/2) acima, obtemos

Awmmw&mwmzzwmm<<w»

™ k=1

e substituindo d¢™ (cos(6/2)) = —di(e”), temos

/0 7rg(cos(9/2))c1l7,b(ei9) = Z w kg (cos(6r1(1)/2)).

Logo,
/f (e)dib(e™®) Z W Fzan( (2.59)

para f € A_—1)n-1-

Comparando (2.58) e (2.59), podemos entao concluir que
W = Nw(1), para k=1,2,....n

Analogamente mostra-se o item (2) do teorema.
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2.8 Avaliacao numérica de P,

Os polinémios P associados com a medida 9, mais precisamente os coeficientes oz%), podem

ser avaliados diretamente dos momentos da medida (z). Isto requer o seguinte algoritmo
conhecido como o algoritmo modificado de Chebyshev ver (Sack e Donavan [18].)
Seja ¢ uma medida positiva em R e seja ,ul(d)) = [ Qi(z)d¢(x) os momentos modificados

associados a essa medida. Os polinomios @); sao dados pela relacao de recorréncia
Qur(z) = (v — Bip)Qu(x) — i Qrafx), 1=1,2,...,2n 2,

com Qo(z) =1 ¢ Q(z) =z — (1, com os nimeros (3 e & escolhidos arbitrariamente.
O algoritmo é dado como segue
Algoritmo 2.1 (Algoritmo modificado de Chebyshev)
Paral=0,1,...,2n — 1, faga

c.10=0, coy= Ml(¢),
A C
B =1+ =L
€o,0
Param=1,2,...,n—1, faca

Paral=0,1,...,2n —2m — 1, faga
Cm,l = Cm—1,0+2 + (ﬁm+l+1 - ﬁm)cm—l,lﬂ — O Cm—2142 + Q1 41Cm—1,1,

5 Cm,1 Cm—1,1
ﬂm—&-l - 5m+1 + - )
Cm,0 Cm—1,0

Cm,0

Om41 = .
Cm—1,0

Este algoritmo, determina os coeficientes da relagao de recorréncia de trés termos
PkJrl(iC) = (.’L’ — ﬁk+1)Pk(.CC) — Oék+1pk,1(l’), k= 1, 2, e, — 1,

onde Py(z) =1, Pi(z) = x — (1, dos polinémios P,(x) associados com a medida ¢.

Agora, considerando di)(e) uma medida simétrica, mostraremos que o algoritmo an-
terior pode ser usado para determinar os coeficientes ol de P,gl)(x) de (2.57) associados com
a medida ¢(!), notemos que ﬁ,(f) sao todos iguais a zero.

Seja Ti(z) = cos(karccosz), —1 < x < 1 os polinomios de Chebyshev de primeira

espécie, entao Toy(r) = cos(2k arccosz), —1 < = < 1, fazendo x = cos(0/2), 0 < 0 < 2«
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temos que § = 2arccosx, chegamos Ty,(x) = cos(kf). Como dip(e?) = —dp™M(cos(0/2)),
obtemos

[ = /1 Tor(x)dp D (x), k> 0. (2.60)

Usando as relagdes (2.37) e (2.60) com os polinémios ménicos de Chebyshev Tj(x) =

27T (), k > 1, podemos definir os momentos modificados

flo = po, flok—1 =0, flogp =2y, k>1,

e agora aplicando o algoritmo modificado de Chebyshev obtemos os coeficientes o'V, Utili-

zando
A A A 1.
Ti(x) =2z, Ty(x)=2aTi(x)— §T0(x),
1.
Ty () = 2Ti(x) - 1le(@), k=23,....2n -2,

os coeficientes ¢y 9141 tornam-se zero para todo k, tomando agora

_ — o2(kH)—1
dop = cop € dyy =22F071ep o

obtemos o seguinte algoritmo.
Algoritmo 2.2
Paral=0,1,...,n—1 faga

f27r ”edw 19
Paral=0,1,...,n — 2 faga

dy; = doy41 + doy,

. dig
dy = 2——.
27 Tdog

Para k=2,3,...,n—1 faga
Paral=0,1,...,n—k —1 faga

dpy = dp—1,041 + dg—17 — drpdi—2141,

7 dk,O
dk:+1 =

dr—1,0



2.8. Avaliagao numérica de P, 43

Deste algoritmo obtemos

1.
a,ﬁ”zzdk, k=2,3,...,n—1

) 1)

. 1 . —
Tendo obtido os valores de 04,(c , se necessitarmos dos valores de Oé,(c , estes podem ser

gerados por

1
oy = 1(1 — 6 (1 + Ops1), k>1,

onde 6 = 1 — dA2/2 ed, =1-— cZkH/(l — 0k_1), k > 2, sdo os coeficientes de reflexdo dos

polindmios de Szegd associados com a medida 1(z).



Capitulo 3

Polinomios de Szego6 em analise de

oo A [ ]

frequénci

Neste capitulo sera estudado o problema de anélise de freqiiéncias com o uso de polinomios
ortogonais no circulo unitério (polinomios de Szegd). Nas proximas seg¢oes introduziremos

métodos para aproximar as freqiiéncias, baseados, em trabalhos como [3, 6, 9, 11, 13].

3.1 O problema de analise de freqiiéncia

Observagoes de muitos fenomenos naturais que podem ser modelados como sinais trigonomé-
tricos sao compostos da superposigao periodica de ondas com freqiiéncias wy, wa, . .., wy, bem

definidas. Tais sinais podem ser dados da forma

I
2(m) = 0™+ Y (1™ + g1 €0, (3.1)
j=1
onde I € N, vy > 0, com ng = 2/ +1 < N, onde

[ 1, seyy >0,
0, se~y =0,
w; sao as freqiiéncias e y; sao as amplitudes.
O problema de analise de freqiiéncia que sera tratado aqui consiste em determinar ny,
as freqiiéncias w; e as amplitudes ; a partir de valores observados {z(m)}>,, dado por

Y€ + Y (1€ + Ypgp1—j€ 0 t=), m=0,1,...,N —1
j=1

xz(m) = (3.2)

0, param <0em >N —1.

44
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Neste caso, o sinal trigonométrico é chamado de N-truncado.
A maior dificuldade estd, entao, em determinar as freqiiéncias w; e, uma vez encontradas

estas freqiiéncias, as amplitudes «; sao obtidas resolvendo o sistema linear

I
Y™™ + Z(vjeim“f + Vg€ TeN, m=1,2,...,n.
j=1

As freqiiéncias w; sao tais que,
O<w <wy < ... <wpyo1 < Wy, <27

€ Wnyt+1—j = 27 — wj e as amplitudes v; € C, satisfazem 7,11, =7; #0, j =1,2,..., 1.
Os numeros

zw .
5]‘26 7, j:172)"'7n07

sao chamados pontos de freqiiéncia. Esses pontos, estao no circulo unitario e serao aproxima-
dos pelos zeros dos polinomios de Szeg6, que estao no interior do circulo unitario.

Vejamos, agora, métodos para determinar as freqiiéncias de um sinal trigonométrico.

3.2 O N-processo

A partir daqui, trabalharemos com varias medidas, por esta razao passaremos a denotar
os polinémios de Szegé com rela¢ao a medida 1(z) por p, (1, z). Estudaremos o problema de
analise de freqiiéncia utilizando os polinémios de Szegd p,, (1), z) com rela¢ao a medida discreta

¥(z) definida por

, 0 < w1,
s—1
W) = { Sl wea <0< =23, (3.3)
o
kZ: ‘f}/kyzv Wng SQ
=1

0
onde |Vil? = M(¥), kB = 1,2,...,n9, 0 < 6 < 2w, 2z = e Cabe observar que ()
¢ uma funcdo escada, nao-decrescente, tem salto de valor A;(¢)) em cada ponto § = wy,
s=1,2,...,ng.

A medida v (e) tem ny pontos de aumento e existe uma tinica seqiiéncia de polinomios
de Szegd pr(¢, z) para k = 1,2,...,n9. Neste caso, |pn,(¥,0)| = |0n,] = 1, mas de (2.16)

temos

(1 - |5n0|2)2pn0—1(¢7 Z) - pn0<wa Z) - 5nopzo(¢7 Z)
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logo, concluimos que
Pro (Y5 2) = :l:p:;o (1, 2). (3.4)
no

Além disso, temos p,, (¥, z) = [[ (2 — €“4), ver (Chiharal5]).
j=1
Consideremos uma medida absolutamente continua ¥y (¢?) como em [10], definida por

[y

1 phl

Y (e?) = m\XN(eie)\Q, 0<6<2m, onde Xy(z)=)» x(m)z"". (3.5)
m

m=0
Neste capitulo, iremos adotar a notacao 5£LN) para os coeficientes de reflexao dos poli-

nomios de Szegd, p, (¥, z), com relagao a medida ¢y (e?), onde estes sdo dados por (2.14).

Para a medida ¢y (e?), o n—ésimo momento, uéN), n=0,+1,+£2,..., é dado por
o7 1 o N-1 2
(N) einGd 61’6 _ / m9 .Z' —zk@
i = [ e = o

1 1N-1
_ m/0 (sz fzk:9 Z]9>d¢9
1

k=0 j=0
N—-1N-1 o
_ , i(j—k+n)f
5N ' a:(k:):v(j)/o e do
k=0 j=0
1 N-1 21 2
= — x(k) x(O)/ e!(Fm0qp 4 x(l)/ ¢! (1=k+m)0 g
2r N 0 0
k=0
27 2w )
+... 4 a(k—n) / do+...+x(N—1) / ! IN=1=ktn) g
0 0
| N
= N x(k)x(k—n), para n=0,1,2,....
k=0
Observando que z(k —n) =0, se k —n < 0, como ,u%N) = u(_]:?, obtemos
2 1 N-1
) — /0 e iy (0) = ~ > a(k)z(k—n), n=>0, (3.6)

k=n
onde uq(lN) sao chamados de coeficientes de auto-correlacao do sinal, estes também sao conhe-
cidos por formar uma seqiiéncia hermitiana positiva definida, e o determinante de Toeplitz
(2.5) com esses momentos como elementos, sdo positivos.

Comparando as equagoes (2.15) e (2.16) com (2.21) e (2.22) temos a relacao entre

os convergentes da PPC-fracao com os polinomios de Szegd. Desta relacao obtemos que os

polindomios de Szegd com relacdao & medida ¢y () sdo dados por

Q2n<¢N7 z) = p:L(qu)J\U Z) € Q2n+1(¢N’ Z) = pn(¢N7 Z)? n = 07 1’ 27 s
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O préximo resultado, demonstrado por Jones e outros em [9], mostra que a medida
Y converge fracamente para a medida discreta ¢ definida por (3.3) quando N — oo. Para
demonstrar este resultado usaremos algumas propriedades do ntucleo de Fejér, definidas a

seguir.

Definigao 3.1. A func¢ao

2
1 sen(Nt/2
D(t) = (Nt/2) 7
27N \ sen(t/2)
€ conhecida como nicleo de Fejér de ordem N — 1.

Algumas propriedades da funcao ® (), cujas demonstragdes sao omitidas, mas podem

ser encontradas em Figueiredo [8], s@o
i) (I)N(Zf) Z Oe (I)N(t) = (I)N(—t),
ii) [T ®y(t)dt =1, para todo N € N,

iii) Seja f:R — R continua com periodo 27. Entao,

lim Oy (t)f(x —t)dt = f(x).

—
Nooiﬂ_

Teorema 3.1. A medida v converge “fracamente” para a medida discreta 1. Isto significa

que
2w

im [ (e dpn(e?) = [ Fe)dp(e?), (3.7)

N—o0 0 0

para toda f continua no circulo unitdrio C.

Demonstracao: Tomemos € > 0 tal que w; ¢ [ws — €, w; + €| para j # s. Escrevendo

N—-1
. 1 . . 2

/ 0\ 10\ 2 — —imb

U = S Xn(e)2a0 = %N‘gj z(m)e ‘d&,

utilizando (3.1) e a soma da série geométrica, obtemos

N—-1 N—-1
XN(eiG) _ Zx —zm@ Z ( Z e uu]m —im >
m=0 j=—1
I N-1 eimwg I 1— 6 ( —0)
- Z Vi Z etmb Z i — el 9)

j=—1 m=0 j=—I
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Entao, temos

wete 0 d 60 _ 1 wete 0 X 70 2d9
| ey m/ £ X ()

s—¢€
Ws+€
— 10
27TN
oiN (w;—0) I N (wm—0)

wb—f—a _ 1 —
_ 19 e
- ¥ / 2%1 . )><z;m1_ew>da

Considerando m = j = s nesta ultima expressao, obtemos

I zN(c/.)J 79)

Zryj 1_ i(w;j—0)

j——I

2
1 ws+e ” ) 1 — eiN(waG) |'7 |2 —€ ) 1 — eiNB 2
— O | 4 = — [ )| ——-| db
2N o, e el 1 — eilws=0) 2N Je ) 1 — et
sl / N e’” ’
= s df
2r N Je
_ P / F(eiln0) sen(N0/2) "
2N sen(0/2) '

Agora utilizando as propriedades do nicleo de Fejér,

‘73 z(w — ) sen(NH/Q) _ iws
o 27rN/ UG ( sen(60/2) ) 40 = el (e)-

Além disso, os termos restantes do lado direito de (3.8) sdo de ordem O(1/N) se j # m
e j # s, e sdo iguais a s e de ordem O(1/v/N) se j ou m sdo iguais a s (ndo simultaneamente).

Logo, temos
N Y A 0 2 p( iw
dm g [ b ) = ).
Particionando o intervalo [0, 27] de modo a obtermos [ws — &, ws+¢| como um intervalo contido
nessa particao, temos que

i, [ e tun(e) = [ e avie)

N—oo 0

Teorema 3.2. Seja {,LL%N)} a seqiiéncia de momentos com relacio a ¥ (e?) e {u,} a seqiiéncia

de momentos com relagio a (e?) definida em (3.3). Entdo, para m = 0,£1,42, ...,

1
u,@:unw(N), N — .

O préximo resultado, encontrado em [11], garante que os coeficientes de reflexao (57(1N) =

pn(¥n,0) associados a Py (e?), convergem para seu correspondente 6, associado a medida

Y(e?) definida em (3.3).
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Teorema 3.3. Dados 8 = Pn(¥n, 0)
1. para cadan =1,2,...,ng, fixo,

5 = 55+ O(1/N)

2. para cadan =0,1,...,2ng+ 1,

e 0p =

e

lim P,(Yn,2) = P(¢, 2)

N—o0

e a convergéncia € local em C.

pu(¥,0). Entao,

N — o0;

]\}1_120 Qn(wNa Z) = Q"<¢’ Z)7

(N)

Demonstragao: 1. De (2.14) temos que 5 pode ser obtido por, 5[()N) =y e

0y
s _ (D" ply
2

N
N

N
M(fn)nLl

Como /L%N) =y + O(l/N), para N — oo, entao

p = uo+0<1/N> = 6 = g, +O(1/N>, N — oo,

e para 1 < n < ny,

H—1 Ho
ol H—2  H-1
(=D" .
H—pn H—nt1

o) =

Hn—2
Hn—3

H—1

+0(1/N>

_ 6n+0<1/N),

com N — oo.

Ay + 0(1/N)

(3.9)

(3.10)

2. Usando as relagoes de recorréncia (2.21) e (2.22), para obter os numeradores e deno-

minadores dos primeiros convergentes da PPC-fragao, associada a 1y, obtemos

Qo(Yn,2) =1,
Q1<¢Naz) = 17
Q2<w1\77 Z) = SgN)Z + 17
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Para a PPC-fracao associada a 1 é analogo.

Podemos, entao, observar que os coeficientes das poténcias de z em P, (¢, 2) e Q, (YN, 2)
(ou P,(¢,2) e Qn(1, 2)) sdo fungdes continuas de 5,(€N) (ou &), k =1,2,...,n. Portanto, com
N — 00, os coeficientes de P, (¢n, 2) e Qn(¢n, z) convergem para os coeficientes de P, (1, 2)

e Qn(1,2),n=0,1,2,...,2ny + 1, respectivamente. |

O préximo teorema, extraido de [11] e [16], garante que os polinomios p, (N, 2), asso-
ciados a medida ¢ definida em (3.5), convergem para seu correspondente p, (v, z), associado
a 1 definida em (3.3), e que os zeros de p,,(¢¥n,2), com N — 00, convergem para os pontos
de freqiiéncia &; = €™, onde ng é a quantidade de pontos de freqiiéncia. Se n > ng, entao ng
raizes de p, (1, z) tendem para &, e n — ng raizes satisfazem |z| < K, < 1. Este resultado
sobre polinomios de Szeg6 é importante para o estudo das solu¢oes do problema de analise de

frequiéncia.
Teorema 3.4. Seja

1. Para 1 <n < ng, com cada n fixo, temos

]\}gr(l)opn(wNaz) = pn(djaz)a z € C?

onde pp(1, z) € o polindmio maonico de Szegd associado a 1.

Em particular temos

no

]\P_I)noopno(wl\ﬁz) - pn0(¢,z) = H(Z - fj)> S Cv

J=1

onde £ = € sao os pontos de freqiéncia.
2. Para cada n < ng, eziste L, € (0,1) dependendo somente de n tal que

0n(Un, 0)| = [0 < L, <1, N=12,...

3. Para cada n > ng, as raizes de maior mddulo de p,(¢n, z) tendem aos pontos &;, j =
1,2,...,n9. Além disso, existe um numero K,, < 1, dependendo somente de n tal que as

n — ng raizes restantes de p,(Yn, z) pertencem ao disco |z| < K,.

Podemos observar que a parte 1 do Teorema 3.4 tem utilidade apenas tedrica, pois a

quantidade de pontos de freqiiéncia ny ¢ desconhecida, isto é, nao sabemos qual o grau do
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polinoémio de Szegé associado a ¥x que devemos tomar para obter as freqiiéncias €™, visto
que a convergéncia se da para o grau ng.

Assim se faz necessdrio investigar a convergéncia para polinomios de grau n > ng, que
é o que foi feito na parte 3 do Teorema 3.4.

No N-processo apenas garantimos a convergéncia para uma subseqiiéncia de {p, (¥, 2)},

para n > ng, veja o proximo teorema, obtido em [16].

Teorema 3.5. Seja {N;}32, uma seqiéncia arbitrdaria de nimeros naturais. Entdo existe

uma subseqiiéncia { Ny, }°2, de {Ny} tal que

i O ,
1. a subsegiiéncia {6, }52, de {02*}2, é convergente, comn =1,2,3,.... Paran > ny,

o limite de {50}, estd em |z| < 1;

2. para todo m = 1,2,3,... e todo z € C, existem sequéncias de polinémios {Vn(lo)(z) oyl
e {Vn(q,l)(Z) o°_,, dependendo de {Ny, }, tal que

W Pgsm)+t(Uny, - 2) = V. (2) Pang (¥, 2),  1=10,1,

V—00

B Qg 41(Uny,, - 2) = Vi (2)Qang (1, 2), 1=0,1.

A convergéncia € localmente uniforme em C.

no

Como Q2(no+m)+1(¢Nk,,vz) = pno—i-m(ka,,v z) € Q2n0(¢72) = Pno (1/}72:) = H(z - eiwj)v

Jj=1
entao, para m =0,1,2,...,

ng
B Py (0, 2) = ViD(2) [[ (2 = €9),
j=1

onde Vygl)(z) € um polinémio de grau m com todos os zeros no disco |z| < 1.
A seguir, damos uma ilustragao do fato que acabamos de mostrar.
Exemplo 3.2.1. Consideremos o sinal
x(m) = ™ + emr/3 g gimdT/3

onde as amplitudes sao v; = v = v3 = 1, as unicas freqiéncias sao w; = 0, wy = w/3 e

wg =5Hm/3, comng =3 ee*t =1, 2 = 0.5+ 0.866025¢ € ¢ = 0.5 — 0.8660251.
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Apresentamos os eros z(j,ng, N), de ps(tn, z), para diferentes valores de N. Notamos

que z(j,ng, N), para j = 1,2,3 convergem para os pontos de freqiiéncia. J& |z(4,ng, N)| é

limitado por 0.7.

Z(j’ no, 10)

z(j, no, 100)

z(j,no, 1000)

2(4, no, 100000)

pontos freqiiéncia

0.7453

0.3453+0.7836i

0.9654
0.4794-0.8595i1
0.4794+0.8595i1

0.9964
0.4979-0.8654i
0.4979+0.8654i

0.99997
0.49998-0.866011
0.499984-0.866011

evl1=1
0.5-0.866025i1
0.54-0.8660251

i
1
2 | 0.3453-0.7836i
3
4

-0.5123 -0.6329 -0.6456 -0.647

3.3 O R-processo

O R-processo é uma extensao do N-processo para o uso dos polinomios de Szegé no problema

- a , . ~ N
de analise de freqiiéncia. Este método consiste em fazer uma perturbagao nos momentos u,(n )

obtendo uma nova seqiiéncia {,u,(f )}fnozfoo dada por
pf) = RIml, (M g« R<1, NeN, meZ.

~ . . R ; .
Estes novos momentos estao associados a uma nova medida w](\, )(6“9). Para esta medida
(R)

5\?)(6"9) temos os polinomios de Szegd p, (¢, 2) associados.
O objetivo do préximo resultado, extraido de [12], é mostrar que
dz/J](f)(ew) — dw(R)(ew), quando N — oo,

no sentido de convergéncia fraca e no mesmo sentido de convergeéncia fraca mostrar que

dip B () — dip(e?), quando R — 1~
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Teorema 3.6. A medida wg\?) converge “fracamente” para a medida discreta 1, ou seja

lim [ lim ﬂf(eie)dw](\?)(ew)] = Wf(ew)dqﬂ(ew). (3.11)

R—1— "N—o 0 0

Demonstragao: Seja

2w _i0
FN<Z):/ € (), N=1,2,.... (3.12)
0

Entao, para 0 < R < 1, a fungdo Fy(Rz) é analitica e Re(Fn(Rz)) > 0 para |z] < 1 e
Fn(0) > 0. Disto segue que a fungao Fy(Rz) é uma fungao de Carathéodory, assim, por

(2.29) existe uma 1\ () tal que

0
Fy(R2) :/ L “w (@), |2 < 1. (3.13)
0
Para |z| < 1, por (3.12) temos
2m 10
lim Fy(Rz) = lim %de;zw( ", (3.14)
N—o0 —oo J e’
usando (3.7) obtemos
27 19
. B + Rz 0y _
lim Fy(R2) = /0 () = F(Rz). (3.15)

Portanto F(Rz) é uma fungdo de Carathéodory, logo por (2.29) existe uma medida 1) (e?)

tal que
2m 10
F(Rz):/ y +Zd¢ (), |2 < 1. (3.16)
0
Assim de (3.13) e (3.16) temos
A Fv(Rz) = lim | S dn ()
2m 0
—/ ‘ ”dw () = F(Rz), |4 <1.
o €v
disto é possivel mostrar que
2 27
Jm [ REasPE) = [ etane) (3.17)

onde f é continua com periodo 27w. Dai temos que quando N — o0, dzﬁg\?)(eie) converge
“fracamente” para dip? ().
Notemos também que vale a convergéncia de di)(e?) para di(e??), quando R — 17,

isto segue do fato que

lim F(Rz)= lm [ ZGJ“RZdz/;(ew): / " ew”d@z)( ) (3.18)
0

R—1- R—1- J, — Rz et



3.3. O R-processo 54

E também é possivel mostrar que
27 27
i [ p(eauP e = [ e ane) (3.19)
—1=Jo 0
onde f é continua com periodo 27. Portanto de (3.17) e (3.19) temos o resultado desejado.
]

O resultado mais importante deste processo ¢ dado pelo seguinte teorema, obtido em

12].

Teorema 3.7. Sejan >ng e 0 < R <1 dados. Entao,

1@-$m%w@x4=m@, (3.20)
para z € C, onde
no n—no
pn(z) = [](z = ™) [] (= = 2), (3.21)
j=1 p=1
e |z]§”)| <1, paral <p<n-—np.
(V)

Demonstragao: Primeiramente observemos que com i, ° como em (3.6) a seqiiéncia
{ugf)} = {R""',u%v)} é uma seqiiéncia hermitiana positiva definida para todo R € (0,1). Para
n fixo como em (2.8) obtemos o correspondente polindémio de Szegd pn(wj(\},%), z), associado a

medida @/J](f)

uéN) u(_]\{)R u(_]\,?R"
nMR pe O R
Pl = | s ,
" Mg)an_l MgéRn_z M(—l)R
1 z zZ"
onde
) yNr o N R
| A
e R R g

Tomando o limite quando N — oo separadamente no numerador e no denominador, obtemos

que o limite do denominador é diferente de zero, isto €, o determinante de Toeplitz

Jm AT 20
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pois a seqiiéncia {RI™ u'N)} ¢ hermitiana definida positiva.

Logo, temos

w YR R
OB e
Jm @2 = Jim s f
T R R WVR
1 z 2"
Lo paR oo po, R
R Ho oo e R
: : : + O(1/N)
f—1 R"Y o RV p—1 R
Noo 1 z e "
- AP L o(1/N)
Portanto, para todo n > 1
lim (v, 2) = pa(0™, 2). (3.22)

Podemos notar que ¥ é o limite quando N — oo da medida w](\?).

O segundo limite quando R — 17, é um tanto mais complicado, pois o denominador
para n > ng pode tender a zero.

Uma forma de resolver este problema é fazer uma mudanca de varidavel tomando R =
1 — h, o numerador e o denominador na férmula para p,(¥®), z) serdo polinémios em h.
Tinhamos R — 17, com essa mudanga teremos h — 0.

Com a mudanca de variavel teremos que o maior grau do polinomio em h no denomi-
nador serd menor ou igual ao maior grau do polinémio em h no numerador e portanto o limite
quando h — 07 existe. Da mesma forma prova-se a existéncia do limite para os coeficientes
de reflexao 55",

Consideremos (57(LN’R), n > 0, o coeficiente de reflexao gerado pela seqiiéncia de momentos

{M%R)} — {R'”'u%N)}. Em particular 5(()N’R) = NE)N)- Para n > 1 temos

N N N) pn
uNR p MR YR
(N) (N) (N) n—1
—1)" TR pl R
SIVR) — (=1) “0. H 1 a ﬂ 7 (3.23)

N) pn— N) pn_ N
p bR MR R
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como a seqiiéncia de momentos é uma sequéncia hermitiana positiva definida, o determinante

no denominador ¢ diferente de zero. Agora, tomando o limite N — oo em (3.23), temos

N N N) pn
,U(_1)R H(—z)RQ e M(—n)R
(V) (™) (V) pn-1
1" I wyR o0 opl R
; (N,R) — ( 0 1 n+1
]\}L’H})@ 5n - J\}l—{noo A N,R) : . . . ’
n—1 . . .
N n— N n— N
TN AT o B Tl
p—1RR poR? ... p,R

oo —1)n R pa R
N— (-1) M'O M.l | M +% +O(1/N),

AP L 0(1/N)

,un_gR”*Q ,un_gR"*?’ c. w1 R
isto é,

SN — 5B L O(1/N), N — oo.

n
E independentemente do valor de R € (0, 1) temos |6£LR)| < 1, pois a seqiiéncia continua sendo
hermitiana positiva-definida.
Novamente fazendo a mudanca de variavel com R = 1 — h, o coeficiente de reflexao
5% se torna uma funcao racional de h, onde o maior grau da funcao no denominador é no
maximo igual ao maior grau da func¢ao no numerador e, portanto, o limite

lim 6% =4, n>1
R—1—

existe e |4,| < 1. Para n = 0 temos 5((]R) = 0y = Jio-

Concluindo, temos que o seguinte limite

lim | lim 57(LN’R)] = lim 6 =4,
R—1— N—oo R—1—

existe para algum inteiro nao negativo n.
Portanto, temos que os coeficientes para os polinomios de Szegd sao fungoes continuas
dos coeficientes de reflexao, isto nos mostra a existéncia do limite para (3.20).

E importante notar que para n < ng podemos trocar a ordem dos limites e portanto

s, i AP = i [, R

e neste caso nenhum denominador se anulara. Portanto para n < ng temos

Op = 0y, (3.24)
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em particular |d,,| = |6,,] = 1. Os ntimeros 4, sao somente definidos para 0 < n < ng, ao
passo que os nuimeros 5, sdo definidos para todo inteiro nao negativo n.
Para provarmos (3.21), na fracdo continua (2.20) os coeficientes de reflexao 5 serdo

trocados por 57(11%) , logo temos

pn(w(R)>Z) = Q2n+1<w(R)7Z) € p;(w(R)az) = QZn(w(R)7Z)7 0 S n S no.

Para n > ng, usando o resultado obtido em (2.22) para n = ny obtemos

Q2n0+1(w(R)7 Z) = 57(110%)622"0 (w(R)v Z) + (1 - |67(1](?)’2)ZQ2710*1<¢(R)7 Z)'

Novamente, por (2.22) temos que

Q2n+1(¢(R)7 Z) = 5£LR)Q2TL(1/J(R)7 Z) + (1 - |5£LR)|2)ZQ271—1(¢(R)7 Z)?

que também pode ser expresso da seguinte maneira

Qant1(V, 2) = Dy, (2, R)Qany (W, 2) + Ci(z, R)(1 — |0571%)2Qone—1 (v, 2),  (3.25)

onde C), e D,, sao polinomios.
Sabemos que o limite para cada termo separadamente quando R — 1~ existe e, como
1659 = |6, | = 1, logo
Qoni1 (¥, 2) = Dy (2, R)Qany (¥, 2).

Usando o Teorema 3.3 associado a 1) temos que

Hm [Qoni1 (v, 2)] = lim [Dy(2, R)Qan, (¥, 2)]

R—1~ R—1—

= Dn(Z)Q2no (wv Z) = Dn(Z)Q2n0+1(,¢}7 Z) = Dn(z)pno (1/)’ z)
no
= Du(2) [J(z =€) = pu(2).
j=1
ng )
Portanto p,(z) é um polinémio monico de grau n e [] (z —€™7) é um polinémio moénico

J=1
de grau ng, entdo D, (z) é um polinémio moénico de grau n — ng, e portanto

Como (3.25) é um polinémio de Szegé entdo todos seus zeros estdo em |z| < 1, logo os zeros

de D, (z) estdo |20"] < 1. n
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Como vimos no teorema anterior, para n > ng, existem n — ng zeros que nao sao pontos
de freqiiéncia, assim obtemos uma maneira de determinar o nimero de pontos de freqiiéncia
ng. O préximo resultado, encontrado em [14], além de distinguir os zeros que nao convergem
aos pontos de freqiiéncia (zeros desinteressantes) ele nos dd uma constante que limita esses

zeros no circulo unitario.
Teorema 3.8. Para cada n > ny, existe uma constante k,, € (0,1) tal que

]21(0”)\ <k, p=12...,n—ng,

)

onde 21(9" sao 0s zeros desinteressantes.

No N-processo, como ja dissemos, a seqiiéncia de polinomios de Szegd pode nao ser
convergente. Isso nao acontece no R-processo, no entanto, um parametro R ¢ incorporado ao
problema, tornando este processo computacionalmente mais lento.

Consideremos agora
R R * R
Y, w,2) = p(0,2) + wpr (0, 2),  com  |w| =1,

o . . . R R
polindmios para-ortogonais associados a medida w](\, ). Para os zeros de Yn(w](\, ), w, z) e seus
d d d 5 (R) il m (N W)

correspondentes pesos de quadratura, usaremos a notacao z,.,(¢Yy~’,w) = e N e
A (0 =1,2 i

nm(UN s w), m=1,2,... n respectivamente.

O proximo resultado trata de informagoes importantes a respeito do comportamento das

. R .
raizes de Yn(w](\, ), w, z), bem como sobre o comportamento dos pesos da férmula de quadratura
associada a esses polinémios. Aqui fizemos uma extensao dos resultados obtidos em [6], para

o R-processo.
Teorema 3.9. Seja

1. Paran > 1 fixo, temos

n no

. . (R) —
aim [ 3 A w)] = 3 (),

onde A\, (V) sao os mddulos das amplitudes que aparecem em (3.3).

2. Seja n > ng fixo. Seja M uma seqiéncia arbitrdaria de niumeros naturais e considere,
também, w um valor arbitrdrio tal que lw| = 1. Entao existe um polinomio U, _n, (¢, w, 2)

de grau n — ng tal que

]%LIIll_ []\P—{noo Yn( ](\?)711]7 2)} = Un_n0(¢,w,z)pno(w,2).
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Demonstragao:

1. Pelo Teorema 3.6 temos

lim [ lim /0 2ﬂchp%*"’(ei‘))] = lim | /0 27T(w<1L’°>(e@'9)]

R—1— " N—oo R—1—
= / dij(e”) Z)\
0

Por outro lado, como a quadratura de Szegé é exata para f(z) = 1, temos que

/ d¢N Z /\nm ¢N , W
0
dai concluimos que
no
lim [ 1 Mm@ )] =37 A
RE?— NLmooZ nn( ,w)} mz_:l m(¥)

2. Fazendo m = n — ng no item 2 do Teorema 3.5, temos que existe uma seqiiéncia
de niimeros naturais M, e uma seqiiéncia de polinémios {B,,_,,({M}, 2)} cada um com grau

n — ng, tais que

dim [ lim pu (037, 2)] = Buono (M3, 2)p} (,2). 12 o, (3.26)

onde a convergéncia é uniforme em C.
Lembremos que Yn(wj(f), w,z) = pn(@bj(\?), z) + wpfl(wg\?), z), disso temos
lim | lim Y,( ) w, z)] = lim [ lim p,(¢y &) )+w]\}im pt (), z)].

R—1— "~ N—oo R—1— “"N—oo

Usando a expressao (3.26), obtemos

lim [ Jim V(" w.2)] = Buono (M} 2000, (6,2) + wB_, ({M}, 2)ona (1, 2)

RS1- “N—
= Bnn,({M}, Z)ﬂZO (1, 2) +w2""" Byny ({M },1/2) pny (¥, 2).

Dai
i i Vo 0.2)) = oy (0.2) (B (00 22200 S (01.2)). (s2)

como por (3.4) temos py (¥, z) = £p,, (¢, z). Portanto (3.27) implica que

lim [ lim Y (0, w0, 2)] = pug (46, 2) U (80w, 2),

R—1— ~N—oo

onde

Un—no (¢7 w, Z) - (_1)i1 (Bn—no({M}v z)) + U)B:L no({M}7 Z)'
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Denotemos por 517527 s 7£no € £n0+1<w)7£n0+2(w)7 s 7£n(w) os zeros de Png (¢72> €

Upn—no (¥, w, z), respectivamente. De maneira geral assumimos que

li lim z, ()% — ¢, —1,2,...
Rinll— [Nl—I}(l)oz’ (,QZ)N ,QU)} 5 , M y 4 » 1o

li lim z, () — ¢, — 1 2 ...
R1—>H117[N1—I>Iéoz’ (¥n ’w)} En(w), m=mno+1no+2....m,

isto é, vamos ordenar os zeros, onde as raizes de U,,_,,(%,w, z) pode ou nao coincidir com os
pontos de freqiiéncia, isto é, com os zeros de p,, (¢, 2).
L. R . .
Os proximos resultados sobre o comportamento de )\mm(wgv ), w) foram obtidos através

de uma extensao dos resultados dados em [6].
Teorema 3.10. Seja n > nyg.

1. Se a seqiiéncia {zmm(wg\},?’), w)} converge para um ponto diferente de um ponto de freqiiéncia,

entao
m [ lim Ay (08, w)] = 0.
Rgrll— [Nl—r>noo (VN ’w)}
2. Suponhamos que & 1m(w) = &y, param = 1,2, ..., p, isto é, pode ocorrer zeros miltiplos
e que &, ... 6oy Enpaprr(W), ..., En(w) sejam pontos distintos. Entao,
lim [A}Hn Anm( ](\I,%),w) + Mg m( ](\I,{),w)} = M(¥), para m=1,2,....p,
R—1— —00
lim [ lim Ay %?’),w)} = M(¥), para m=p+1,... ny,

R—1— ~N—oo

: : (R) _ _
gg&h}%ﬂnm( NLw)] = 0, para m=no+p+1,...,n

3. Em particular, se as raizes de Uy_pn, (1, w, 2)pn, (¥, 2) sao simples, entao,

li lim A, (& -\, —1.2....
Rl—{lil* [Nljgo ) <¢N 7w)j| (¢>, para m ) <y y 1o,

Hm [ lim Ay (407 =0 = 1,...,n.
Rl_{llli[Nl_r)réo m(Uy ,w)} , para m=mng+1,...,n

Demonstragao:

1. Considerando os polinomios de Szegd ortonormais ¢; (@Z)](\?), z), de modo andlogo ao que foi
descrito para obter (1.14) (ver [21]) obtemos

1

( z 00, 2 (00 0))2)

Anm (PR, ) = (3.28)
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Podemos notar que |@p,( ](\?),an( ](\1,{),@0))|2 ¢ um termo da soma no denominador, lem-

R , A . L .
brando que gpno(w](\, ), z) é um polinomio de Szegd ortonormal, isto é, pode ser escrito como

no

ona (W8, 2) = (T~ 1o (87, 0)2) ™ (057, 2),

j=1
logo temos

1000 (U5, 20 (VR 0)) 2
12, (1= 1§, 0)2)

R R
| 0n0 (VS 20 (V0 W) |2 =

Lembrando que

i L 0] = o

temos que
R R
1o (V8 Z0m (B, )] — [P (¥, &),

quando N — oo e R — 17, que é diferente de zero desde que &,, nao seja um ponto de
freqiiéncia, podemos observar que | pno(zb;f), 0)] — 1.

Dai segue que,

. . R R
Jim [ T (on, (08", zum (03, w))P] = oo.

Portanto de (3.28), temos que

~1
lim [hm Anm( ](\?),w)} = lim hm (Z“P; N »an(%\f ) ))|) }:0'

R—1— "N—oo R—1— N—>OO

2. Primeiramente suponhamos que me(?/)N ,w) — &, quando N — oo e R — 1°
param=1,2,....ngem=mng+p+1,...,n e, além disso, que zn,noﬂ(w](\?),w) — &, para
j=1,2,...,pcom 1 <p <ny. Vamos supor também que, & # &, parak =no+p+1,...,n
em=1,2,...,n9 e, também, que os pontos {,g4p+1, - -,&n sejam distintos, ou seja, os zeros
Up—no (¥, w, 2)pn, (¥, z) que sdo pontos de freqiiéncia tem multiplicidade no maximo 2 e aqueles
que nao sao pontos de freqiiéncia sao simples.

Consideremos os seguintes polinomios

LR(G) = (2 = 21 (O, 0)) . (2 = 2 (847, w)) y
’“ () = 20 (07 0)) - (s (U 0) = 24 (7, )
(2 = 2 (O 0)) - (2 = Znn(0)", ) (3.29)

k(8 0) = 2np1 (R, 0)) o (i (ORY, 0) = 20 (P8, W)

Agora consideremos os polinomios T7(z) definidos por

Ti(z) = (2= 200 (080, w)) .. (2 = 2ujor (U7, W) (2 = 201 (WF), W) ...

(2 = Znnori—1t (U7, ) (2 = Znngrir (W8 w)) . (2 = 2pn (UR7, w)), (3.30)
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para j = 1,2,...,p, podemos entao escrever
(R) j
R(y — (2 = zZnnots (O W) T5(2) -
Li(z) = £ ji=1...,p. (3.31)

R R 1 R ?
(2 (V7 0) = Zomo 15 (VS W)V T (205 (057, w0))

R .
(2 — 20 (W8, w)) T4 (2)
R R i R
rmors (U, 0) = 20 3 (8, 0)) T (2 15 (0N, 0))

De (3.31) e (3.32) temos que

LY (2) = Ci=1,...,p. (332

T3 (2)P(2)
Lf(’z> + Lfo+j(2) = j (R) j . (R) ) (333>
T (zn,5 (VN 0) T (Znme+5 (VN5 w))
onde
_ (o) ‘
P](Z) _ ,?’R) “n,no+j (¢N ,sz) Tg(Zn,nO—i-j(wJ(\]f%)aw))
Zn,j(wN 7w) - Zn,n0+j( N 7w)
— o (B ,
2N ), (3:34)
Zn g (UN 5 W) = Znngi (VN5 W)
para j = 1,2,...,p. Pode se notar que se z = z, (w](f), w), temos

R ; R .
Py (20 (00 0)) = T (25 (080, w)), G =1,...,p com 1<p<n.

De (3.33), temos que

] .
i i [6) + E ()] = o i wﬁ;gﬂim( W)
TI()P,(2)
(TG
Dai,
Tim [ Jim LA()] = mu(2),
onde

() = FGP &P ) (b)) (22 6)
" = )% (Em —6)2(Em — Epr1) - (Em = Em ) (Em — Emr1) - (Em — &)

Observemos agora que

Ty (6) Prn(n) _
(T (&)

e, que
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Temos também que m,(§x) = 0 para k # m e que m,(§,) = 1 param = p+1,...

m=ng+p+1,...,n

Temos que

lim [ lim (An,m(zﬁg\?),w)

(Lm(2)

R—1— - N—oo

lim [ lim
R—1— N—oo

Por outro lado, temos que,

lim [ lim Anm(¢N , )]

R—1— "N—oo

pois dip(F)
71—'m(g’m) = ]-7 m:p+17"'7n0

Finalmente temos que

lim [ lim (07, w)] = D M(@)mn(&) =

R—1— - N

comm=ng+p+1,...,n

lim

lim

R—1— 0

>

k

[ lim
R—1— " N—oo 0

/\n,NO-I—m(QzDJ(\]f%)a w))} =

LE . (2)dei" (2)]

T (&) P (&)
2 M) =gy
An(¥), m=1,....p

" LR ()
LEGa () - |

0, k+#m,

3. Agora, se as raizes de Yn(wj(f), w, z) sao todas simples, temos que

Ly(z) =

(2 — Zn,l(d]](\lf%)’ w

R
(2= zn,m—l( ](V)aw))

" Lo(2)dv(2)

(2 -

(Zn,m(l/ﬁ(\?)v w) — Zn,1 (1#1(\1;%), w
R
Zn,m—l—l(d{&v ), UJ)) Ce

R R
GO 0) = 2 (V50 0))

(2 = 20 (WS, )

(Zn,m (%(\?) ) w) -

R
Znm (VS w))

R R
rm (R, 0) = 2 (VN w

e
e ) ) ) (2 6)
" (fm_gl)”'(gm_gm—lxgm_gm—&-l)"'(gm_gn).
Assim, temos que
lim [ lim Ay (057, w lim [ lim " LE(2)dy P (2)]

R—1— "N—oo

R—1— "N—oo 0

ZM

m=1,...,ng

(0) converge “fracamente” para di () quando R — 17, e m,,(§) = 0,k # m e
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lim [hm /\nm(l/JN, )}:0, m=mng+1,...,n

R—1— -~ N—oo

|

A seguir demonstraremos um resultado sobre as raizes dos polinomios para-ortogonais,

que afirma que para cada N e 0 < R < 1, podemos identificar as raizes zn,m(w](f),w) de
Yo ( 5\?), w, z) tal que limp_,1- [limN_m zn,m(ﬂ;](\?), w)] = &,,. Para demonstrarmos este resul-

tado precisaremos dos polinémios definidos em [3] pela seguinte relagao de recorréncia
Qm(n7 %ZJ, w, Z) = ZQm—l(na ¢> w, Z) + ngn-f—l—MQ:n—l(n? ¢7 w, Z)>

param = 1,2,...,n, com Qo(n, ¥, w,z) = Qj(n, Y, w,z) =1, 6, = pp(1,0) e |w| = 1.

Observemos que Q,(n, ¥, w, z) é moénico de grau n.
Teorema 3.11. As sequintes sentencas sao vdlidas.

1. Para qualquer z no disco {z : |z| = 1},

|Qm(n7¢7w72)| < |Z| H(l + |5n+1—j|)

j=1
e
0 <[] = 100115 < 1Qp (0,0, w,2) H 1+ 81y
j=1 j=1
param=1,2,...,n

Yn<¢a w, Z) = Qm(n7 wa w, Z)pn—m(¢7 Z)+U}Q:;L(TL, ¢7 w, Z)p;;—m(wﬂ Z)a param = 17 27 sy
3. As m raizes de Qm(n,¥,w, z) estao todas no disco unitdrio aberto {z : |z| < 1}.

Teorema 3.12. Seja n > ng firo. Entao para qualquer € > 0, existe um N(g) tal que para
todo N > N(g), cada um dos arcos {z : |z| =1 e |z—¢&n| <e}, m=1,2,...,n9, contém

pelo menos um zero de Yn(w](f), w, z).

Demonstragao: Pelo Teorema 3.11, temos que

Y’I’L<1/J’ w’ Z) = Qm(nv w’ w7 z)pn—m(,’l}? Z) + wQ:’L(”? ¢7 w? Z)p;;—m(d]’ Z)?

param = 1,2,...,n. Dai fazendo m = n — ng, e substituindo s por 5 obtemos

R R R * R * R
Y, (0S2,w0, 2)] = Qg (0, 080w, 2) pay (W0, 2) + wQ%_, (0, 080w, 2)p (0, 2)]
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Portanto, se considerarmos a integral

[P v 2)ldu ),
c
obtemos usando férmula de quadratura no circulo unitario (2.44) que
[ w i) = [ 1o Dl 0. w.2)
Qg (03", Dl (2)
= ZA ) 1ono (N )| Qo (1, 0" w0, )

+kan—n0 (n7 wN )a wa fm) |7

onde k,, = wpj, ( ](\?), m)/,ono(w](\?), Em), param =1,2,... ng.
Logo,

[ ) 3 M)l 95 Qa5 0, 60)
Q..

<ZA )16un () ) (|z| Il (14 8D + [k |H 1+|5n+1_j|>) (3.35)

Como podemos observar |k,,,| =1 e, (3.35) torna-se entao

n—ng
R NR
AP 2o < 2( T+ ) )ZA Nom @ ). (3.36)
j=1
"
Como
Jim uiinoopno(ﬁﬁj(f),Z)} = po(.2) € OVl <1, para j=1,2,...,n—ny,
obtemos

lim [ lim A O)lons (087 ] = ZA ) Jim [ lim [ou, (47 &)

_ Z)\ Mot &n)| = [ a0 22

/ pro (. &) () = T [ Jim / 1o (O £ di0(2)] = 0, (3.37)
C

pois &, = €™ sao as raizes de p,, (¥, 2) param =1,2,... ny.
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Logo, temos de (3.36) e (3.37) que
O</|Y N,wz’d¢()<A*O:O,
pois A é limitado. Assim obtemos

/|Yn(1/)](\1,%),w,z)|d¢(z) =0, ou seja |Y,( ](f),w z)| =0,
C

logo concluimos que existe ao menos uma raiz do polinémio para-ortogonal no arco {z : |z| =
1 e |z—&n <e}. u
Um resultado imediato dos teoremas anteriores é dado pelo seguinte teorema, que é

uma extensao do teorema obtido em [3].

Teorema 3.13. Seja ¢ > 0 tal que os intervalos Yj(e) = (wj — e,w; +€), j = 1,2,...,ng,
satisfazem

Yi(e) C(0,2m) e wp¢Yj(e) se k#j.

Seja Y(g) = [0, 2\ U;2, Yj(e). Entao

le?f[zvhfio > AN, w)] = N(), J=1,2,...,n,

O k(R w)EY; (€)

lim [ lim Z /\n,k(gbj(\?),w)] = 0.

R—1— -~ N—oo = .
0k (W w)EY (€)

Demonstracao: Note que Yj(¢) contém apenas uma freqiiéncia w; para j = 1,2,...,ng. Note
ainda que Y(s) nao contém valores w; que sejam freqiiéncias. Assim, pelo Teorema 3.10 (1.),

temos limp_,1- [limNHoo )\n,m(lﬁz(f), w)} =0, daf

li li (W =0.
e [Nl—rgo Z Akt w)]
Ok (U w)EY ()
Utilizando o mesmo argumento para ank(qﬁg\?),w) € Y(e), tal que 6, 4( ﬁz),w) ¢ Yi(e)
pelo Teorema 3.10 (1.),

lim [ lim Ak (WS w)] =0,

R—1—
daf pelo Teorema 3.10 (2.) € 3.10 (3.) temos A, ; (wj(\},%), w) = A;(¢). Assim, paraj =1,2,...,ng
observando que Yj(¢) contém apenas uma freqiiéncia,

lim { im Y A w) | = A(),

R—1— | N—=oo s
O i (VR w)EY; (€)
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u
Em [17], Petersen, combinou as vantagens desses dois métodos tomando R = R(N)
como uma funcao de N, tal que N — oo <& R — 17. Com o objetivo de manter a ordem em

que os limites sao aplicados no R-processo, foi tomado

1
R(N)=1— —
( ) Na?
. 1 S .
onde a € (0, 1), pois desta forma, No 0 mais réapido que R(N) — 17, e foi mostrado que

- (RN) 5y _ 1. ( (R) )
Jdim pa (7 2) = lim lm pa(dy”, 2) ).

Além disso, foi mostrado em [17] que se o > 1, entdo a seqiiéncia de polindémios de Szegd

pn(wgf(N)), z) nem sempre é convergente.



Capitulo 4

Polinomios ortogonais reais em analise

oo A [ ]

de frequénci

Neste capitulo, abordaremos o problema de analise de freqiiéncia, através do uso dos po-
linémios ortogonais no intervalo [—1, 1] devido aos polindémios para-ortogonais estudados an-
teriormente, baseados no trabalho [3]. Posteriormente faremos o mesmo estudo de andlise de
freqliéncia mas com polinémios no intervalo [0, 1], isto é possivel devido ao uso de medidas
simétricas. A principal vantagem de se usar polinémios ortogonais no intervalo [0,1] é que

conseguimos reduzir pela metade o nimero de operacoes para o cdlculo das raizes.

4.1 Polindmios ortogonais em [—1, 1]

Relembremos que estamos interessados em determinar as freqiiéncias wj;, 7 = 1,2,...,n9

o
—o0)

através de N valores observados de {x(m)

1
o™ + Z (,welmwj + ’yno_‘_l_jezmw"()*l*j), m=20,1,..., N -1
j=1

x(m) = (4.1)
0, m<0em>N —1.
A medida ¥y é definida por
| N-1
Y () = %—N\XN(ew)P, 0<60<2m onde Xy(z)= x(m)z"", (4.2)
m=0
e a medida discreta ¢ é dada por
no
Pe?) =) MWH@O —wp), 0<6<2r, z=¢€", (4.3)
k=1

68
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onde A\p (V) = |wl?, k=1,2,...,ng.
Para i = 1, —1, considere os polindmios monicos P,Sf)(qbg\?, x), m=1,2,..., que satisfa-

zem a relacao de recorréncia

m

PO (6%, 2) = PP (68, 2) — al) L (NPY (6, 2), m>1, (4.4)
com P(¢),2) =1, P (¢, 2) = w e

1 . 1
Al (V) = 2+ — ) e al (V) = (1= 601+ 60,),

m

onde 60V = Pn(¥n, 0).
Pelo Teorema 2.9, os polinomios P,sf)( 53’, x), m = 0,1,... sdo polindomios ortogonais

monicos associados com a medida positiva ¢§3) (x) em [—1,1], onde

doly (cos(0/2)) = doly Y (cos(0/2)) = —diw(e?), (4.5)

sen?(6/2)

com = = cos(0/2). Através da transformacao
1
0(2) = (24 ) (46)

obtemos Pg)(gbg\i,), x(z)) = (4z)*m/2R£f2 (¥n, 2).

Anteriormente vimos que o Teorema 2.10 fornece informacoes a respeito do comporta-
mento das raizes e dos pesos das férmulas de quadratura associadas aos polinomios P,Sll ) (qﬁ%), x)
e P,SL_U( 5\71)7@7 respectivamente. Vamos nos restringir ao estudo apenas dos polinomios
P! )((b%), x), pois os resultados e demonstragoes para Pﬁfl)wg\;l), x) sao analogos.

Consideremos as formulas de quadratura gaussianas relacionadas a P,%l )(¢§§), x)

n

/_ g(2)do) (2) = 3 WO (W) g( ) (V)),

J=1

(1)

1 ~ , . .
ni(IV) e WT(L J) (N) sao as raizes e os pesos das férmulas de quadratura associadas aos

onde x
polindémios Pysl)(gbg\l,), x). Entao, pelo Teorema 2.10, temos
a:Si(N) = cos(0,,;(N,1)/2),
i=1,2,....n, (4.7)
Ww(N) = AN, 1),

n,j

Notando que as freqiiéncias wy estao ordenadas da forma

O<w <wy < ... <wy, <2,
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como z = ¢ de (4.6) temos que

A
T = % =cos(0/2), 0 €]0,2n],

assim tomamos (; = cos(wg/2) que sao ordenados como segue
—1 <Gy <Grog—1 < ... << <l
Agora, ordenando os zeros de qul)( 5\1,), x) da forma
“1<azD(N)<...<al)(N) <z

utilizando as relagoes (4.7) e ¢, = cos(wy/2), k =1,2,...,np nos teoremas 3.13 e 3.12, obtemos
um resultado que pode ser utilizado para aproximar os pontos de freqiiéncia e os médulos das

amplitudes de um dado sinal através dos nés e dos pesos da féormula de quadratura associados.
Teorema 4.1. Seja n > ng fizo.

1. Para qualquer € > 0, eziste N(e) tal que, para todo N > N(¢), cada intervalo da forma

(Cm —&,Cn+e), m=1,2,... ,ng, contém pelo menos um zero de PT(LD( 5\1,),33).

2. Seja € > 0 tal que os intervalos Aj(e) = (¢; — ¢, +¢€), j =1,2,...,ng, satisfazem

ME)C(-L1) e GgAje) se kA

~

Se A(e) = [-1, 1\ Uj2, Aj(e), entdo

im Y W) =N@) e lim Y WN) =0

N—o0 L N—oo . .
Tk (N)ED () () (N)eA(e)

Podemos notar no resultado anterior, que para cada N, podemos identificar zero
x,(llzn(N), m=1,2...,ng, de PT(LI)(QZSS\P, x) onde a seqiiéncia de zeros tem como limite o ponto
de freqiiéncia (,,, observando se lim ) WY(Ll,z(N ) # 0. Temos que a segunda parte, nos fornece
uma maneira de encontrar o médulo das amplitudes \;(v)).

Apresentaremos, agora, um resultado importante que nos fornece informacoes sobre o

comportamento assintético da medida qzﬁg\l,)(a:) e dos polindémios P,Sl)( 5\1,), x), quando 1 <n <

ng.
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Teorema 4.2. Temos

iim [ g@)dél @) = [ gle)dota), Vg€ Cl-L1) (4.8)

N—oo _1 1

2. Para cada n fivo, 1 < n < nyg,
lim P W 2) = P(¢,2), z€[-1,1],

onde P,(¢,x) sdo os polinomios ortogonais com rela¢iao a medida ¢(x). Em particular,

no

lim P(oy) 2) = Poy(d,0) = [[(x = Gu). w11,

m=1

onde (= cos(wy, /2).

Demonstracao:

1. Fazendo x = cos(0/2) e substituindo em (4.8) obtemos
1 0

lim [ g(x)dol(x) = lim [ g(cos(6/2))de} (cos(8/2)),

N—oo 1 N—oo o

como
doy (cos(0/2)) = —dn ()

e tomando g(cos(6/2)) = f(e?) temos
0 2m

lim g(cos(0/2))do (005(9/2)):]\}1_120 i f(e®)din ()

N—oo 2

dai pelo Teorema 3.1 temos

2

21
lim Fe)dipy(e?) = f(e)d(e”) /f D) (—d(e”))

N—oo 0 0

- / g(cos(8/2))dp" (cos(6/2))

™

= [ s@asia).

2. Das relacoes de P\’ (ngN ,T) e R,(ql)(wN,x), temos

Jim PO(6N) @) = Jim (42) RO Wy, 2)
= (427" lim R (U, )

. —n/2 1 pn(¢N7Z>+p;(¢N72)>
= (42) Nhi%o< 1+ (e, 0)
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como para 1 < n < ny,

]\}i—{noo Pn(UN, 2) = pu(¥, 2) = pu(2),

logo
_ . n ) + /)* (w]\“ Z) -
4 n/2 1 P (?/JN Z) n — (4 n/QR(l) _ P(l) )
(1) fi (D0 (12) 2RO, 2) = P (6,2)
Em particular, para n = ngy é analogo. |

O proximo teorema trata do comportamento das seqiiéncias convergentes das raizes

distintas dos polinémios P,Sl)(¢§\1,), ).

Teorema 4.3. Seja n > ngy firo. Seja M uma seqiéncia de numeros naturais e, para cada
N € M, considere y(1, N) > y(2,N) > y(3,N) trés raizes distintas de P,(ll)(gbg\l,),x) tais que
os limites

lim y(,N) = y(), G=123

existem. FEntao as sequintes sentencas sao vdlidas.

1. nao é possivel que se tenha y(1) = y(2) = y(3), isto €, as trés seqiiéncias acima terem o

mesmo limite,

2. sey(1l) = y(2), isto é, se duas seqiiéncias de raizes tém um limite em comum, este limite
deve ser igual a um ponto de freqiiéncia, isto €,

lim y(1,N) = ]\}im yY(2,N) = (n, para algum m=1,2,... ng.

N—oo

Agora, com todos estes resultados obtidos temos as ferramentas necessérias para en-
contrar aproximagoes para os valores das freqiiéncias. Primeiramente determinamos os coefi-
cientes oy (N), da relagao de recorréncia (4.4), que é obtido através de uma versao especial
do algoritmo modificado de Chebyshev:

Algoritmo 4.1

Paral=0,1,...,n—1 faga

Paral=0,1,...,n — 2 faga

dl,l = d[),l—i—l_’_d(),la l:0a17"'7n_2a

. dyo
d = 2——.
? do o
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Para k=2,3,...,n—1 faga
Paral=0,1,...,n—k —1 faga

ey = dp—1y41 +dp—1; — dpdip—241,
J dio
k1 = .
dr—1,0

Dai segue

Para k =2,...,n faga

1 1
Observacao. Este algoritmo requer a ordem de 5712 + En — 1 multiplicagoes e divisoes,
para obter a seqiiéncia dos coeficientes {a,(:)(N ) o
1)

. . . 1 .
Feito isto, determinamos os zeros z, ,(N) e 0s pesos Wé ,2(]\7 ) associados com 0s po-

lindomios ortogonais py ( 5\1,) , ). Estes podem ser gerados através do problema de auto-valores

associados com matriz de Jacobi simétrica, .J,(d) dada abaixo

d ol (V) 0 . 0 0

af (V) d aD(N) 0 0
(1)
0 as (N d 0 0
Tu(d) = ) (1.9
0 0 0 d ai (N)
0 0 0 ai) (N) d
Os auto-valores da J,(d) sao d + a:SL(N), k=1,2,...,n, e se ), é um auto-vetor

)

1

normalizado associado com o auto-valor d + z,, L(N ), entdo

WON) = (m)2u™.

Notemos que aqui estamos calculando os autovalores de uma matriz de ordem n.
Finalmente, usando os resultados dados nos Teoremas 4.1, 4.2 e 4.3, determinamos o
nimero de freqiiéncias ng, as freqiiéncias w,, e o médulo da amplitudes A, (1), observando o

comportamento de xflli(N )e Wéllg(N ) para crescentes valores de V.

Exemplo

Daremos aqui um exemplo encontrado em [3] que nos mostra que o método proposto é muito

vidvel.
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Exemplo 4.1.1. Consideremos o sinal
3
2(m) = D7 (346" + g 1ye ), (4.10)

j=1

onde ng =6, w; = /3, wy = 7/2, wy = 47/5, wg = 2T — w1, w5 = T2 — Wo, wy = 47/5 — ws,

NM=7%=10,2=7p=4ep=m=1

Esperamos que os zeros interessantes positivos de Prgl)(qb%),x) e os correspondentes

pesos de quadratura, quando N — oo, convirjam para os valores

(1 = cos(m/6) = 0.86602540 ..., A, = 100,
G = cos(r/4) =0.70710678..., Ay = 16,
(3 = cos(2m/5) =0.30901699 ..., A3 =1.

Tabela 4.1: Zeros positivos de Pél) ( 5\1,), x), para n = 14, e correspondentes pesos de quadra-

tura para o sinal dado por (4.10).

=

N 4096 16384 65536 262144 1048576
2V (N) | 989212504 | 989299970 | .989210625 | .980209581 | 989210502
2U5(N) | .906162462 | .906761986 | 906133429 | 906755808 | 906131609
2\ L(N) | 865979840 | 866014421 | 866022554 | 866024717 | 866025225
2\ }(N) | 707215505 | 707135396 | .707113588 | .707108570 | .707107206
2\ L(N) | 607312636 | .611289737 | .607296488 | .611295467 | .607295454
2\ 5(N) | 1300555993 | 309108278 | 309050983 | .309022710 | .309019119
2\7(N) | 150003490 | 142155835 | .150181242 | .142175633 | .150192479
W) | 112888¢-1 | .287002¢-2 | .705654¢-3 | .179437e-3 | .441037c-4
W) | 153277e+0 | .373171e-1 | .960046e-2 | .233339e-2 | .600109¢-3
W) | .998523e+2 | .999642e+2 | .999907e-+2 | .999977e+2 | .999994e+2
W) | 160273¢+2 | 16006142 | .160017¢+2 | .160003¢+2 | .160001e+2
W(N) | .301059e-1 | .774932¢-2 | .188245¢-2 | .484465¢-3 | .117656¢-3
W) | 100595e+1 | .100141e+1 | .100037e-+1 | .100008e+1 | .100002e+1
W(N) | 7309472 | .198729e-2 | .458248e-3 | .124244e-3 | .286460e-4

Na Tabela 4.1, apenas os zeros positivos de Pﬁ)@%): x) e os correspondentes pesos de

quadratura para diferentes valores de IV sao apresentados. Observando os pesos de quadratura
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Wl(i?l(N ), Wl(ié(N ) Wl(i )5(N )e W&%(N ) que se aproximam de 0, somos capazes de determinar
numero de pontos de freqiiéncia ng, eliminando os zeros desinteressantes :E%EI(N ), 93522(]\[ ),
xﬁ)ﬁ(]\f) e l'&)j(N). J& os zeros interessantes xﬁfg(N), xﬁ)A(N) e x&)ﬁ(N) notemos que estes
convergem para os limites (q, (5 e (3 respectivamente. Destes limites os correspondentes pesos

de quadratura podem ser recuperados dos valores \;, Ay e A3, observando os pesos W&,)?)(N )

WA(N), Wigs(N).

4.2 Polinémios ortogonais em [0,1]

Nesta secao veremos um resultado que fornece uma relagao entre a férmula de quadratura
associada aos polinomios ortogonais em [-1,1] e a associada aos polinémios ortogonais em
[0,1].

Sejam a medida positiva ¢(z) no intervalo [0,1] e a medida positiva ¢(z) definida num
intervalo simétrico [-1,1].

Relembremos do Teorema 1.7 e da Segao 1.5 que Sy, (z) = U, (%), onde U,, () satisfaz

a seguinte relacao de recorréncia
Uni1(z) = (2 — ¢py1) U (@) — b1 U1 (), m=0,1,...,

com U_1(z) =0, Ug(x) =1,b, #0 e by = u[()¢).
Consideremos a férmula de quadratura gaussiana a @(x) que é exata para z°

quando 0 < s < 2n — 1, agora com n = 2m, obtemos

1
/ 2 dp(z) ZtQm,J Tom;)?, 0<s<2(2m) -1, (4.11)
-1

2s

como o intervalo é simétrico, ** é uma funcdo par, assim obtemos de (4.11) que

1
2/ > do(x) _2Zt2m,x2m3 )2, 0<s<2m—1, (4.12)
0

daf fazendo a mudanca de u = 2? obtemos
1
/ u*do(v/u ZtQm,J Tam,;) ) 0<s<2m—1, (4.13)
0

ou seja,

/ u*do(u Ztm 23n)% 0<s<2m—1, (4.14)
0
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isto ¢, fazendo a mudanga de intervalo [-1,1] para o intervalo [0,1], notamos que os pesos da
regra de quadratura nao mudam, apenas os nos se alteram.
Veremos como ficam as raizes de Uy, (x), que s@o os nés da férmula de quadratura acima.
Sabemos que {U,(z)} é uma seqiiéncia de polinémios ortogonais monicos para ¢(z) e
que {S,,(z)} é uma seqiiéncia de polinémios ortogonais monicos para ¢(z). Pelo Teorema 1.7

Som(x) = Uy, (2?) logo se T é raiz de Sy, (z) entao
0 = Som(Z) = Un(Z?),

logo 72 é raiz de U,,(z), utilizando o resultado do Teorema 2.10, onde

1
xégm = CO8 <§8m,k‘(1>>7 k=1,2,...,m,

~ , e A . 1 . ~ . s
sao as raizes do polinomio PZ(,Tg (x), juntamente com a relagao trigonométrica

Cos <9mk(1)> +1
2

= cos? (%Hmk(1)>

1
Como xé;)@k = Cos (éé’m,k(l)), temos entao

sao as raizes de Uy, ().

4.3 Problema de analise de freqiiéncia

Utilizaremos aqui polindémios ortogonais no intervalo [0,1], para tratar o problema de andlise
de freqiiéncia.

Primeiramente determinamos os coeficientes ¢, 11 € b1, da relagdo de recorréncia
(1.20), para U,,(x) obtido através de uma versao do algoritmo modificado de Chebyshev:

Algoritmo 4.2

Paral=0,1,...,m —1 faga

| Nl
dor = g = D w(k)a(k — 1),
k=l
Paral=0,1,...,m — 2 faga
dig = dogy1+ doy,
5 dip
dy = 2——,
’ do g
1 -
cT = —dg.
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Para k=23,...,m — 1 faca
Paral=0,1,...,n—k —1 faga

diy = dyp—1341 +dr—1; — dpdi—2,41,
i _ drp
Bl = .
dr—1,0

De (1.29) e mi = |m/2]
Para k =1,2,...,m1 faga

Ck+1 = Z(Cz%—i-l + szkz+2),
1 . .
b1 = 1—6d2kd2k+1.

2
~ . m .. ~ N
Observacao: Este algoritmo requer a ordem de > + m + 1 multiplicagoes e divisoes,

para determinar as seqiiéncias dos coeficientes {¢, 41} € {bmy1}-
O proéximo passo é determinar os zeros ¥y, , € 0s pesos tay, ; associados com os polindomios
ortogonais U, (), que sdo gerados através do problema de auto-valores associados com matriz

simétrica de Jacobi J dada abaixo

et Vb 0 ... 0 0
Vb ¢ Vb3 ... 0 0

0 b 0 0
g | O Ve 0 (4.15)

Os auto-valores da matriz J sao Yk, k = 1,2,...,m, e se 0 € um auto-vetor norma-

lizado associado com o auto-valor y,, k, entao

tomk = (%,1)2#((?0)-

Finalmente, usando os resultados dados nos Teoremas 4.1, 4.2 e 4.3 agora para o in-
tervalo [0,1], determinamos o numero de freqiiéncias ng, as freqiiéncias w,, e o médulo da
amplitudes \,,, observando o comportamento de ¥, ; € ton, 1 para crescentes valores de V.

Como vimos em (4.9) para calcular as raizes de pY que aproximam as freqiiéncias,
calculamos os autovalores de uma matriz de ordem n = 2m, ja em (4.15) para calcular as
raizes de U,,(z) que também aproximam as freqiiéncias, o cdlculo dos autovalores se tornam

bem mais rapidos pois a ordem da matriz é m.



4.3. Problema de analise de freqiiéncia 78

Exemplo

Aqui daremos o mesmo exemplo da secao anterior com algoritmo 4.2 e notemos que o método
proposto nesta secao é muito viavel. Todos os calculos foram realizados utilizando o software

Maple da mesma forma que na secao anterior.

Exemplo 4.3.1. Consideremos o sinal
3
2(m) = 3 (€™ + g1 o), (4.16)
j=1
onde ng =6, wy = 7/3, wy = /2, w3 = 47/5, wg = 2T — w1, w5 = /2 — wy, wy = 41w /5 — w3,
N=7%=10,2=r=4epn=n=1

Esperamos que os zeros interessantes de U,,(x) e os correspondentes pesos de quadra-

tura, quando N — oo, convirjam para os valores

cos(4m/5) + 1

G o= TS 000549150, A =1,
2) +1

G = —COS(”/Q )+ = 0.50000000..., Ay = 16,
3) +1

G = % — 0.75000000. ... A = 100.

Para este exemplo, analisamos os zeros de Uz(x) para diferentes valores de V.
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Tabela 4.2: Zeros de Uy,(x), para m = 7, e correspondentes pesos de quadratura para o sinal

dado por (4.16).
N 4096 16384 65536 262144 1048576

Ym,1 (N) .02250105 .02020828 .02255441 .02021391 .02255778
(N) .09582491 .09554793 .09551251 .09549503 .09549282
(N) .36882864 37367551 .36880902 37368215 36880777

Ym 4 (N) .50015377 .50004047 .50000963 .50000253 .50000006
(V)
(V)
()

Y5 74992108 | 74998098 | .74999506 | 74999881 | .74999969

Ym.6 82113041 | 82221730 | .82107779 | 82220609 | .82107449

Y 97854156 | 97871443 | 97853766 | 97871366 | .97853741

WAL(N) | .730947e-2 | 1987292 | .458248¢-3 | .124245¢-3 | .286461c-4
WL (N) | .100596e+1 | .100142e+1 | .100037e+1 | .100009e+1 | .100002¢-+1
WEAL(N) | .301059e-1 | .774933¢-2 | .188245¢-2 | .484465¢-3 | .117656¢-3
WED(N) | 16027342 | .160062e+2 | .160017e+2 | .160004e+2 | .160001e+2
WEL(N) | .998523¢+2 | .999642¢+2 | .999907e+2 | .999977e+2 | .999994e+2
WEL(N) | 153277e+0 | .373171e-1 | .960046e-2 | .233339e-2 | .600110e-3
WD(N) | .112880e-1 | .287092¢-2 | .705654e-3 | .179438¢-3 | .441038¢-4

Na Tabela 4.2, damos os zeros de Uz (z) e os correspondentes pesos de quadratura. Ob-
servando os pesos de quadratura W7(711)(N ) W7(13)(N ) W7(716) (N)e W7(17) (N) que se aproximam de
0, facilmente eliminamos os zeros desinteressantes yr 1, ¥7,3, Y76 € Y77 €, assim somos capazes
de determinar o ntiimero de pontos de freqiiéncia ny. Notemos que os zeros interessantes y7 2,
Y74 € Y75 convergem para os limites ¢;, (2 e (3 respectivamente. Destes limites os correspon-
dentes pesos de quadratura podem ser recuperados dos valores Ai, Ay e A3, observando os

pesos que nao se aproximam de 0.



Consideracoes finais

No decorrer deste trabalho, conhecemos varias propriedades dos polinémios de Szeg6 como,
por exemplo, a maneira como estes polinomios estao relacionados as HPC-fragoes e, também,
a localizagao de suas raizes. Tais polinomios sao bastantes utilizados na solu¢ao do problema

de analise de freqiiéncia, que significa encontrar as freqiiéncias
O<w <wy < ... <wp, <21

de um sinal trigonométrico discreto z(m) param = 0,1, ..., N—1. Apresentamos dois métodos
para aproximar as freqiiéncias, baseados, em trabalhos como [3, 6, 9, 11, 13].

O primeiro método utilizado neste trabalho, emprega os zeros dos polinomios de Szeg6
pn(n, 2), gerados pela medida 1y construida a partir de z(m), convergindo para os pontos
de freqiiéncias e quando N — oo, onde tomamos polindémios de grau n > ng, e ng indica a

quantidade de pontos de freqiiéncia. Quando n = ny, vimos que

no

T pug(6,2) = prg(,2) = [[(: =€), zeC.

j=1
No entanto, quando o grau de p, (1, z) é maior que ng, temos param =0,1,2, ...,

lim (no+m) (/¢Nky ) Z) - V,,T(Ll) (Z) H(z — eiwj)’

V—00

onde V,,gl)(z) ¢ um polindémio de grau m = n — ny com todos os zeros no disco |z| < 1. Vn(ll)(z)
depende da subseqiiéncia { Ny, }, ou seja, para n > ny, fixo, os polindmios de Szegd, podem
nao ser convergentes.

O segundo método utilizado neste trabalho, consiste em fazer uma perturbagao nos

momentos u%v ) obtendo uma nova seqiiéncia {/Lﬁf )}j;f:foo dada por

pf) = Riml, (M) g« R<1, NeN, meZ

80
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Estes novos momentos estao associados a uma nova medida @Z)E\?). Para esta medida
@b](\?) temos os polinomios de Szegé p, (@D](f’), z) associados. O resultado mais importante deste

método é que paran > ng e 0 < R < 1 dados, temos,

li lim p, (v, 2)| = 7,
Jim | lim pn(Yy7,2) | = Pal2),
para z € C, onde
no ' n—ng
ZEES | (CRrN | (FRr !
j=1 p=1

e \z](,n)| < 1, para 1 < p < n — ng, ou seja, o limite sempre existe sem precisar tomar
subseqiiéncias de {N}.

Vimos também os polindmios para-ortogonais, gerados por uma combinacao de um
polinomio de Szegd com seu reciproco, observamos que estes possuem suas raizes no circulo
unitdrio C = {z € C : |z| = 1}. Através desta propriedade, podemos construir férmulas de
quadratura no circulo unitario C. A transformacao

S1/2 4 -1/2
v =a(2) = ——p
que foi estudada por Delsarte e Genin [7] e Sri Ranga [19], fornece uma transformagcao do
circulo unitario para o intervalo [—1, 1], através da qual podemos também relacionar po-
linémios para-ortogonais no circulo unitario com polindémios ortogonais em [—1, 1], isto nos
permitiu estudar o problema de anélise de freqiiéncia utilizando polindémios ortogonais, [13].
Baseados no comportamento das raizes e dos pesos das regras de quadratura associados aos
polinomios ortogonais e utilizando os teoremas 4.1 e 4.3, aproxima-se as freqiiéncias w; e as
amplitudes v;, observando os pesos que aproximam de 0 eliminamos os zeros desinteressantes,
assim somos capazes de determinar o nimero de freqiiéncias ny.

Fizemos, também, o estudo de andlise de freqiiéncia com polinémios no intervalo [0,1],
isto foi possivel devido ao uso de medidas simétricas. Com os polindémios no intervalo [0,1],
necessitamos somente encontrar metade das raizes, isto é, somente calculamos raizes positivas.

Como trabalho futuro podemos aplicar a pertubacao RI™ nos momentos u™) e estudar

o comportamento dos polindémios ortogonais em [0,1] na determinacao das freqiiéncias.
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