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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo investigar o comportamento de estados coerentes de ordem N,
definidos como autoestados de poténcias arbitrarias do operador de abaixamento. Serd discutida a
generalizacdo da definicdo de estado coerente para estes estados de ordem N, permitindo que estes
possam ser escritos em termos de uma base ortogonal finita e possuam valores esperados para posi¢ao
e momentum linear oscilantes, caracterizando-os como quasi-cldssicos. Algumas questdes serdao
discutidas, como a incerteza associada a estes estados. Serd apresentada uma técnica para determinar
funcdes de onda associadas a estes estados, obtendo-se uma forma geral para determinar um conjunto

ortonormal de fun¢des para um N.

PALAVRAS-CHAVE: Estados de Glauber. Estados coerentes generalizados. Estados coerentes de
ordem N.



ABSTRACT

This work aims to investigate the behavior of N-order coherent states, defined as eigenstates of
arbitrary powers of the lowering operator. The generalization of the definition of coherent states to
these N-order states will be discussed, allowing them to be written in terms of a finite orthogonal basis
and to have oscillating expected values for position and linear momentum, characterizing them as
quasi-classical. Several issues will be addressed, such as the uncertainty associated with these states.
A technique to determine the wavefunctions associated with these states will be presented, providing a

general method for determining an orthonormal set of functions for a given N.

KEYWORDS: Glauber states. Generalized coherent states. N-order coherent states.
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1 INTRODUCAO

Os estados coerentes sdo estados quanticos que apresentam algumas propriedades interessantes,
como oscilacdes harmonicas para valores esperados de posi¢ao e momentum linear, que seguem um
perfil semelhante ao de um oscilador cldssico. Eles tém sido amplamente utilizados em diversas areas
da fisica, como em experimentos que visam investigar a natureza quantica da luz e na descri¢ao de
sistemas atdmicos e moleculares (MANDEL; WOLF, 1985 GLAUBER, 1963; WALL, [1963). Eles
também sdo de grande importincia na drea de condensados de Bose-Einstein, onde sdo utilizados
para descrever a dindmica de dtomos ultra-frios (DALFOVO et al., 1999; PITAEVSKII; STRINGARI,
2003)).

Uma primeira versao do que viria a ser chamado de estado coerente foi introduzida por Schrodinger
em 1926 (SCHRODINGER| |1926)). Neste trabalho, Schrédinger discute um pacote de onda formado

pela superposicao

1 A"
¢:z;m(§) b A>1 (L1)

onde os ¢,, sdo as ja conhecidas solucdes estaciondrias para o oscilador harmonico quantico:

1 E 1
On = exp (——xQ) H,(x)exp (Z hnt) , E, = hw <n+§> , n=0,1,2,.... (1.2)

2

sendo H,(x) os Polindmios de Hermite, e usando a varidvel adimensional de comprimento = =
(¢*mw/R)/2, em termos da posicio usual ¢ no SI. Calculando soma (T.1)) e tomando sua parte real,
Schrodinger obteve a expressao:

1 = exp E%P — %(m — Acos wt)Q} X COS Ewt + (Asinwt)(x — %A coswt) |, (1.3)

que apresenta perfil gaussiano, com pico em = = A cos wt, o que é condizente com a trajetéria cldssica
de um oscilador harménico. Além disso, no limite A — 0, esta solug@o corresponde a parte real do

estado fundamental do oscilador:
1, 1
Re{¢po} = exp —g5" ) cos §wt . (1.4)

A discussao sobre tal solucdo foi aprofundada posteriormente por Glauber (GLAUBER, 1963)),
motivado por estudos acerca da quantizagdo do campo de radiacdo. A analogia com o oscilador
harmonico ja era conhecida e bem estudada nesta época, onde a hamiltoniana do campo eletromagnético

poderia ser expressa como

H = / (E2 + B2) dV = Z heoy, (a,tak + %) , (1.5)
1%

k
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eage aL satisfazem a 4lgebra dos operadores de criagdo e aniquilagdo. Por conta desta analogia,
solugdes diversas solucdes andlogas aos autoestados de energia do oscilador foram estudadas, ou seja,

estados que satisfizessem relacdes do tipo

dk |nk) X |nk — 1> s

al Ing) oc [ng +1) . (1.6)

Tais estados possuem nimero de fotos e energia bem definidos, mas baixa coeréncia (fase indetermi-
nada). Nesse contexto, Glauber propde outro tipo de estado, que €, de fato, um auto-estado do operador

de aniquilagdo:
alZ)=7\7). (1.7)

Tais estados, hoje sdo conhecidos como estados de Glauber ou estados coerentes candnicos, sao
estados nao ortogonais que formam uma base completa no espago de estados. No contexto da Optica,
estados coerentes representam ondas eletromagnéticas cldssicas que exibem a propriedade de coeréncia,
o que significa que sua fase € bem definida e ndo varia aleatoriamente no tempo (MANDEL; WOLE,
1985).

Neste trabalho, buscaremos estudar a generalizacdo destes estados coerentes, estendendo a definicdo
do estado coerente candnico para estados |Z,) que sdo autoestados do operador a". Estes estados
podem apresentar caracteristicas interessantes, entre elas o comportamento quasi-classico ja observado
nos estado coerente candnico. Tais estados ja foram discutidos na literatura (BUZEK; JEX; QUANG,
1990), mas uma andlise geral sobre propriedades importantes - como valores esperados de posi¢ao,
momentum e energia - sdo pouco explorados. Além disso, apresentamos um método ainda nao
encontrado na literatura para obter fungdes de onda ortogonais associadas a estes estados.

No capitulo [2] faremos uma breve revisao dos estados coerentes candnicos e de suas principais
propriedades.

No capitulo [3] apresentaremos a generalizagdo para estes estados, que podem ser descritos em
termos de uma base de estados ortogonais cujos valores esperados para posi¢do € momentum oscilam
de forma andloga as respectivas varidveis dindmicas dos osciladores cldssicos.

No capitulo [} apresentamos uma forma geral para as fungdes de onda associadas a estes estados
coerentes generalizados, e mostraremos estas formam um conjunto ortonormal de fungdes.

Por fim, no capitulo[5] apresentaremos uma breve retrospectiva do presente trabalho e propostas

para estudos futuros.
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2 ESTADOS COERENTES DO OSCILADOR HARMONICO

Os autoestados de energia |n) do oscilador harménico quéntico sdo vastamente discutidos na
literatura, bem como suas autofuncdes ¢,, correspondentes. Estas solucdes possuem valores esperados
para posi¢do e momentum linear nulos para qualquer instante de tempo, de modo que ndo € evidente
uma analogia entre o oscilador quéntico e o oscilador cldssico. Entretanto, hd uma solucio da equagdo
de Schrodinger para o oscilador harmo6nico pouco discutida em cursos de graduagdo, e que apresenta,
entre outras propriedades, uma evolucdo de seus valores esperados (para posicao € momentum) que
satisfaz a equacdo cldssica do oscilador. Estes estados sdao chamados de estados coerentes do oscilador
harménico, em algumas ocasides referidos como estados coerentes candnicos ou estados de Glauber
(GLAUBER; [1963)).

2.1 DEFINICAO DO ESTADO COERENTE

Os estados coerentes |Z) de um oscilador harmdnico podem ser definidos como auto-estados do

operador de abaixamento:
a|lZ)y=2717Zy, ZeC. 2.1

Podemos construir um estado |Z) expandindo-o na base de auto-estados de energia, | Z) = > b, |n),

impondo que este satisfaca a equacgao (2.1J):

dibn |n) = Zibn |n)
n=0 n=0

Y bavnln—1) =2 b,n)

n=-—1

D bppVnt1in) =2 by|n)
n=0 n=0

b
+1 \/n——i—l ( )
aplicando essa relacdo de forma recorrente, temos
Z 4 7 A AR z"
bo — bn = bo, (23)

e eIV =T VAV Jmr ) NG
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e o estado | Z) passa a ser descrito em termos de uma constante by a ser determinada pela condi¢ao de

normalizacao:
Z)y=1b n);
) 0,;\/5”
*_  grngn ARS
(212) = bo|* ) n|n = |b| Z' | = |bo|*exp (|2)°) =
n,n'=0,
Ib| = e~217F". (2.4)

Fixamos entdo um valor real positivo para b, e expressamos finalmente o estado |Z) em termos dos

autoestados de energia |n):

12 o= 2"
Zy=e2"y " 2.5
1Z) = e nomw (2.5)

A evolucao temporal do estado coerente pode ser determinada aplicando-se o operador
U(t) = e iint = em(a+3)t (2.6)
a|Z); entdo, se Z = Z(t), consideramos a evolugdo temporal de um estado coerente inicial |Z(0)) :

—iw(n+1)t

1Z,t) = U(t) |2(0)) = e—%\Z(O)P Z (Z(0 )\‘jﬁ

_ |2 i 0) n@ |n>

n—0 Tl.

n)

_ it~ 1120 Z
=0

— eféwt ‘Z(O>67iwt>

= e 2| Z(1)), 2.7)

e entdo, a dependéncia temporal de Z € dada por

Z(t) = Z(0)e™™" = |Z(0)]e~ "), (2.8)

onde o ¢ a fase da forma polar de Z(0).
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2.1.1 Relacao de Completeza e Ortogonalidade

Uma vez que o autovalor Z pode, em geral, assumir qualquer valor complexo, € interessante avaliar

a integral de |Z)(Z| no plano complexo:

n,n’=0

/|Z Z|dZ—Z|nn|/ /'dZ
7r5

= Z In)n| =m (2.9)

onde a integral pode ser resolvida escrevendo Z na forma polar (A.3]). Temos entdo a relagdo de

completeza
d*Z
/—|Z><Z| =1 (2.10)

desse modo, qualquer estado pode ser escrito como uma combinagio linear (continua) de estados

coerentes. Entretanto, essa base nao é ortogonal:

1 , 0 Z/*n Zn
(712) = I N7 ST )

n,n'= O

_ e HIZ P § (z~zy

n!
n

= 3 (12 Pz -2z 2) 2.11)
e por consequéncia,
(Z|2) = (22)(2)2") = e (21 2P -2"2-22)

— ~17'-21, 2.12)

Esses resultados trazem uma consequéncia importante: tomemos um estado |t) representado na base

de estados coerentes:
d*z
o) = [ 2 12) (210} 2.13)
C

se |¢) for um estado coerente |Z'),

d2z
7y = / T2 g12Y12), (2.14)
C v
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0 que estabelece uma dependéncia linear entre diferentes estados coerentes, de modo que a base
formada por eles possui mais elementos do que o necessdrio para a representacdo de um estado ).

Dizemos ento que os estados coerentes formam uma base sobrecompletd}

2.1.2 Valores Esperados e Relacao de Incerteza

Os valores esperados dos operadores @, a' e do operador nimero 7 = a'a podem ser facilmente

obtidos através da equacdo (2.1)):

(Zla|Z) = Z
(Z|a'|Z) = Z*
(Z1n|1Z) = |Z)* (2.15)

e através destes, calculamos os valores esperados para posi¢do, momentum linear e energia:

(2)2|2) = \/% (Z)(a+at)|2) = LQW (Z+ 27)

(21912) = —i@ (Z\(a - )| 2) = —1@ s

(Z|H|Z) = (Z|w (n + %) 1Z) = w|Z]” + %w. (2.16)

Se parametrizarmos Z em termos das varidveis cldssicas z e p:

7 \ﬁ (x n ip> 2.17)
2 w

os valores esperados podem ser reescritos como

(T) ==

(p)=p

ALy, 1, 1

<H>—2wx 59"+ 5w (2.18)

Esses resultados exprimem o comportamento quasi-cldsico dos estados coerentes: os valores esperados
para os operadores de posi¢cdo e momentum linear sdo iguais a seus respectivos correspondentes
classicos, enquanto a energia esperada é idéntica a energia de um oscilador cldssico, com valor
w/2 de energia de referéncia. Este comportamento fica ainda mais evidente quando investigamos a

evolucdo temporal dos operadores & e p. Para isso, é conveniente determinar a(t) pela representagio

' Tradugdo livre do termo overcomplete.
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de Heisenberg:

— —iwa(t), (2.19)

de onde obtemos

2 w
al(t) = al ()™ = | [ (#(0) - ai')ﬁ(()))em 20
e entao
B(t) = ! (a(t) +a' (1))
V2w

= 2(0) coswt + éﬁ(()) sin wt; (2.21a)
pt) = =iy /= (alt) — @' (1))

— % |:i’(0)(6_Mt eiwt) + éﬁ(())(e—iwt + eiwt):|
= p(0) cos wt — w(0) sin wt, (2.21b)

e é notdvel a semelhanga da evolucdo temporal desses operadores com a dindmica do oscilador classico.
Os valores esperados destes operadores, escrevendo (Z(0)) = zg e (p(0)) = po, podem ser expressos

como
. I
((t)) = xo coswt + —pg sinwt
w

(p(t)) = po cos wt — wx sin wt. (2.22)
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E conveniente reescrever estas equagdes em termos do autovalor Z. Para isso, usamos novamente a

parametrizagdo em termos de z( € py:

e, da equagdo (2.8):
Z(t) = ZQG_Wt
w l .
=4/= (xg + —po) (coswt — isinwt)
w

1 1
=4/ = (xg coswt + —pg sinwt) + 14 / 2—(—wx0 sinwt + po cos wt)
w w

(2(t)) +iy/ 5= (B(t)) (2.24)

e notamos que os valores esperados da posicdo e do momentum linear sdo proporcionais, respecti-
vamente, a parte real e imagindria de Z(¢). Sendo assim, escrevendo Z(t) na forma polar (como na

equagdo (2.8))), teremos finalmente

(3 (1)) = \/gRe{Z(t)} _y %cos(wt o)
(B(t)) = V2wIm{Z(t)} = —|Z|V/2wsin(wt — 7). (2.25)

Este resultado ilustra uma propriedade importante: um sistema em um estado coerente | Z(t)) ¢ tal
que seus valores esperados para posicao e momentum linear obedecem a dindmica de um oscilador
harmonico cldssico com amplitude \/g | Z].

Os valores esperados de 7 ()% e p(t)? sdo

(1)) = <Z|i (a2 + "+ 20+ 1)|2)

= % (Z(t)* + Z*(t)* + 22> + 1)

_ %Re{Z(t)}z + %

(p(t)2) = — <Z|g (a2 +a” — 2 — 1)|2)
= =5 (27 + (07 = 212 - 1)
— 2w Im{Z(t)} + g (2.26)

As incertezas de Z(t) e p(t) sdo entdo
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w
= \/; (2.27)

e, portanto,

AZAp = % (2.28)

Chegamos a conclusao de que o estado coerente ¢ um estado de incerteza minima, e além disso,
na escala natural de comprimento do oscilador (w — 1), essa incerteza € igualmente distribuida entre

coordenada e momentum linear.

2.2 FUNCOES DE ONDA

Vejamos agora como podemos expressar a fungio de onda W (x, t) do estado coerente, na represen-
tacdo de posi¢des. Uma das formas de fazer isso € representando esta fungdo como uma combinacgdo

linear de autoestados de energia:

Zn(t)
il oOn(T), (2.29)

Uy(2,t) = (2|Z,t) = e 5 e 2l 20F Z
n=0

mas hd ainda uma outra forma bastante conveniente de representar esta funcio. Para isso, comecemos

atuando com (z| na equagdo (2.1):

(xla]2) = 2 (x|2),

10

e obtemos uma equacao diferencial de primeira ordem bastante simples para x, cuja solucdo é

Uy (x,t) = Ae™2wn tVIZetf(0), (2.31)
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lembrando que Z depende de t. A fungdo f(¢) pode ser determinada impondo-se que U (z, ) seja

solucdo também da equacdo de Schrodinger para o oscilador harmonico,

) 1 1
Z(\Ijz)t - _5(\112):% + §W2$2\PZ; (232)

onde os subindices x e t representam derivadas com respeito as respectivas varidveis. Substituindo

essas derivadas,

(Uz): = (\/ 2wl + f) Uy (Uy)pe = (wa:Q — 2V 2wwaZ + 2wZ? — w) Uy,

obtemos
i(f +VowZz) = %w +V2wwrZ —wZ?,
f= —%w — 2wz (mz + Z) +iwZ?: (2.33)
como Z(t) = Z(0)e ™" e portanto 7 = —iwZ, o termo entre parénteses se anula. Assim, temos

2
wt 1
¢ :————ZO2 —2iwt
fl1) =~ — 2 2(0)

1wt 1 2 _92i(wt—

_ e 2 0 i(wt—o)
oL 120)

=5 - §|Z(O)\ [cos(2wt — 20) — isin(2wt — 20)], (2.34)

Impondo a condi¢do de normalizacdo,

/ dq|¥z|* = |A]” / e V(2 4 2)=|Z(0) cos(20t—20)

o0

_ ]A\z ze(Z*+Z)2/27\Z(O)|2cos(thfQU)
w

_ ]A|2 /ze2|Z(0)|2Cosz(wtfa)f|Z(0)|2cos(2wt72a)
w

— 14 2\/Ee|z<o>|2 _1,
w

|
A= (f) * 3120, (2.35)

w
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de modo que

\112(35715) - (f)lM 6—%wx2+m2x+f(t)—%|Z(O)|2;
T
escrevendo Z(t) = |Z(0)| [cos(wt — o) — isin(wt — o)], substituindo f(t) encontrado em (2.34)

e reorganizando os termos no expoente, obtemos, finalmente, a solucdo

Uz (e, t) = (%)1/4 exp |5 (ﬂf - \/g Re{Z (t)}> i (m Im{Z(T)}a — |Z(O)|—Sm(22_ 2"))

(2.36)

A funcdo densidade de probabilidade para o estado coerente possui um perfil gaussiano, ou seja,

Wy, ) = \/g exp {—w (v V2 Re{Z(t)})T ; (2.37)

se tomarmos Z(t) = 0, recuperamos exatamente a densidade de probabilidade do estado fundamental
do oscilador harmonico. De fato, € possivel mostrar que o estado coerente pode ser obtido através da
atuacdo de um operador tipo deslocamento no estado fundamental (GAZEAU, [2009) , como veremos a

seguir.

2.3 ESTADO COERENTE COMO A ATUACAO DO OPERADOR DE DESLOCAMENTO

Além da definicdo dos estados coerentes como autoestados do operador de abaixamento, uma
abordagem alternativa e bastante poderosa € a defini¢do desses estados como a atuacdo do operador de
deslocamento no estado fundamental do oscilador harmodnico, que pode oferecer uma interpretagao

mais intuitiva sobre os estados coerentes.

2.3.1 Definicao do Operador de Deslocamento

O operador de deslocamento, denotado por ﬁ(Z ), é definido pela seguinte expressao:

A

D(Z) =exp (Za' — Z*a); (2.38)

para entender melhor sua composi¢ao, € util decompor a exponencial de operadores utilizando a férmula
de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH), (HALL, 2015) que nos permite reescrever a exponencial de
uma soma de operadores, contanto que conhecamos a algebra de comutacao entre eles. A férmula

BCH nos permite escrever:

A A

exp (X + }A/) = exp (X) exp (Y) exp (—%[X', Y]) , (2.39)

desde que [X, Y] comute com X e V.
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Aplicando essa formula ao operador de deslocamento, temos X = Za't e Y = —Z*a. Primeira-

mente, calculamos o comutador:
(Za', —Z%a) = —ZZ*[a" ) a
=|z]”. (2.40)
Entiio, podemos escrever D(Z) como:
D(Z) = exp (Za' — Z*a)
v L L e
= exp(Za') exp(—Z*a) exp —5[—2 a, Za'|

A 2
= exp (—%) exp(de) exp(—Z*a), (2.41)

onde utilizamos a relacdo (2.40) no ultimo passo. O produto entre dois operadores com valores de Z

diferentes nos da

~

D(Z)D(Z') = exp (Za' — Z*a) exp (Z'a" — Z"a)

=exp [(Za' — Z*a) + (Z'a" — Z"a)] exp (% (Za' — Z*a, Z'a" — Z’*a})
=exp [(Z+Z")a' — (2 + Z"™)a] exp <%(ZZ’* - Z*Z’))
= D(Z+ Z")exp (%(ZZ’* — Z*Z/)) ; (2.42)

0 que representa justamente uma propriedade de um operador do tipo deslocamento:

A

D(Z)D(Z") x D(Z + Z"). (2.43)

2.3.2 Representacao dos Estados Coerentes

Considerando a a¢@o do operador de deslocamento no estado fundamental, temos:
D(Z)|0) = exp (Za' — Z*a) |0)

2
= exp (—%) exp(Za') exp(—2Z*a) |0) ; (2.44)



24

expandindo os operadores em série de poténcias, obtemos:

D(Z)10) = exp (-%) > Z @my- %(a)m 10)

n!
0

— exp (—%) i Z (H + ;i Z—T<&>m) 0)

— oo (-12F) fj 2 aty oy

~exp G%) i i

_ 7). (2.45)

assim, o estado coerente pode ser entendido como um deslocamento do estado fundamental:

1Z) = D(Z)10). (2.46)



25

3 ESTADOS COERENTES DE ORDEM N

No estudo da mecénica quéntica, os estados coerentes candnicos |Z) desempenham um papel
central, sendo definidos como autoestados do operador de aniquilacao a (GLAUBER, 1963). Estes
estados possuem uma série de propriedades que os tornam semelhantes a sistemas classicos, como
a minimizacdo da relac@o de incerteza e a preservagao da coeréncia ao longo do tempo (WALLS;
MILBURN;, 2007). Além disso, é facil demonstrar que o estado coerente |Z) também é autoestado de
qualquer poténcia do operador de aniquilagdo. De fato, temos que a¥ |Z) = ZV|Z), onde N é um
numero inteiro positivo, € Z € uma constante complexa relacionada a amplitude do estado coerente.

Entretanto, surge uma questdo interessante: existem estados |Zy) diferentes dos estados coerentes
canénicos que também sejam autoestados de a ? Esses estados poderiam representar uma generali-
zacgdo dos estados coerentes, mas com novas caracteristicas e propriedades que os diferenciam dos
estados convencionais. A resposta a essa pergunta ja foi abordada na literatura sob o conceito de
estados coerentes generalizados ou estados k-fotons, que sdo autoestados de poténcias arbitrarias do
operador de aniquilagdo

A ideia de construir estados |7y ), distintos dos estados coerentes candnicos, pode levar a novas
formas de representar sistemas quanticos, fornecendo um espaco de Hilbert mais amplo, com diferentes
propriedades de ortogonalidade e sobreposicao (ZHANG; FENG; GILMORE, 1990). A motivacao
para estudar esses estados estd relacionada tanto a suas implicagdes tedricas quanto a suas potenciais
aplicacdes em experimentos de Optica quantica avancada (BELYAEVA; KOVACHEV; SERKIN, 2020).
Assim, a busca por esses novos estados autoestados de a se mostra como uma extensio natural do
formalismo dos estados coerentes tradicionais (BUZEK; JEX: QUANG, 1990), JEX; BUZEK, 1993)
(SUN; WANG; WANG, 1991), (III; GERRY/, [1992). Trabalhos recentes t€ém explorado a constru¢do de
estados coerentes para operadores ndo lineares, com implicagcdes para a compreensao de sistemas com
nao-linearidades em mecanica quantica e 6ptica (SIVAKUMAR| 2000), (ABBASI; JAFARI, 2017).

Neste capitulo, buscamos definir estes estados coerentes generalizados, bem como estudar algumas

de suas propriedades.
3.1 EXPANSAO EM AUTOESTADOS DE ENERGIA
Vamos definir ento os estados | Zy) tais que
a™ |Zn) = Zn | Zn) (3.1

com N sendo um nimero natural; perceba que nessa notacdo o estado |Z;) corresponde ao estado

coerente candnico. A proposta é obter |Zy) como uma combinagao linear de autoestados de energia,
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assim como fizemos com o estado coerente candnico. Para isso, usaremos o resultado

aVn) =+v/n(n—1)(n—2)..(n — N+1)|n— N)

!
= ﬁ'"‘” (3.2)

expressando |Zy) na base de autoestados de energia:
1Zy)y=>_C (3.3)
n=0

. . N 2 ~
e determinamos os coeficientes C\") através da equagdo (3.1):
o0

MY O n)y =2y Y O |n)
n=0

ZC’?SN)Um|n—N> :ZNZCZSN)\M
n=0 ’ n=0
> n+N
> ey (n+N)! ZNZC
n=—N

como |n) = 0 para N < 0,

n+N >
ZCM Oy = 203 0
n=0

n!
CVY = Zyy | —— O, 3.4
n+N N (n—%]V)! n ( )
N3ao € imediato (e talvez, nem seja possivel) determinar uma forma fechada para essa relagdo de
recorréncia para um N geral. Entretanto, hd uma forma interessante de contornar este problema,

construindo uma base ortogonal de dimensao finita.

<.N>>
J

Vamos tentar determinar alguns estados que resolvem a equagdo (3.1) resolvendo a relacdo de

recorréncia (3.4)) para alguns valores particulares de V. Por exemplo, para N = 2, temos

(n+ 2)!07(12) (3-5)
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o que pode ser resolvido de maneira simples calculando explicitamente alguns termos:

@ _ 22 2 @ _ 22 @
CZ - \/500 ) CS - \/ycl )
2 2
@ _ 23 A2 @ _ 23 @
C14 - \/@ 0 » C{5 - \/ﬁcl )
72 72
CéQ) _ 72 ~(?) 052) _ 22 C«?)7 (3.6)

NG NG

e assim por diante, de modo que temos a forma geral

Cz(i) _ (Zo)" C(EQ)
(2n)!
Zy)" 2
c@, = B oo 3.7
2n+1 m + 1>‘ 1 ( )

e podemos determiar | Z,) como

o0 Cf(()z) 0(2)
| Z,) = ;%(ZQ) <W 12n \/7 12n + 1) ) (3.8)

E conveniente entdo escrever |Z») em termos de dois estados ortogonais:

‘Z2> C(Q)

&)+

> ; (3.9)

com

‘/6(2)> _ 12n + 1) ; (3.10)

= (Zy)" Zy)"
‘5(()2)>:Z (Z2) Z (22)
—\/(2n)! —/(@2n+1)!
e a norma (ou norma ao quadrado) de | Z,) pode ser escrito em termos de fung¢des hiperbdlicas:

)l ()

2
(2125 = |cP| (87|65

o0 Z2 2) (Z2>2n+1
= | Z( ‘C Z—
— (2n — (2n+1)!
2 2
—|c® coshZQ—l—‘C’1(2)‘ sinh Z, 3.11)

2 2
e podemos aplicar a condi¢cao de normalizacao, (()2)‘ cosh Zs + ’01(2)‘ sinh Zy = 1, para eliminar
uma das constantes. Se tomarmos, em particular, C’SZ) = 01(2), e além disso, impusermos que 2, = Z12,
obtemos os chamados estados coerentes par e impar (SIVAKUMAR| [1998).

De forma semelhante ao que fizemos para determinar |Z5), podemos determinar | Z3), tomando
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N = 3 naequagio (3.4). Este procedimento nos leva a escrever | Z3) em termos de 3 estados ortogonais:

1Z) = |80) + ¢ |8) + o |87, (3.12)
com
) = f; Tl
e ni;o % [3n+ 1), (3.13)
) - i(zg)” € | 3 13 +2)

Esse procedimento pode ser utilizado para cada valor de N, de forma bastante semelhante. Porém,
podemos observar um padrio surgindo nesses estados: um dado estado |Zy) é composto por N
estados ortogonais, cada um deles sendo uma combinagdo linear dos autoestados de energia |n) com n
mudando em incrementos de /N. Vamos testar essa hipétese, propondo uma solug@o mais geral para a
equacao (3.1)).

Vamos supor que

Zy) =) B )> , (3.14)
§=0
onde os estados B;N)> sao da forma
g > Z N |Nn + ) ; (3.15)
n=0
atuando com o operador " nesse estado, obtemos
N—-1 oo ) ) (N?’L + ])'
aN | Zy) = BM o —_IN(n—=1)+j); (3.16)

novamente, fazendo a mudanga n — n + 1 e observando que |—N + j) = 0 uma vez que j < N:

) i e N(n—+1)+
" |Zv) =Y > B CYXH\/( E?vnﬁj) D\ N+ j) (3.17)
j=0 n=0

entdo, para que a equacdo (3.1) seja valida,

Ny (Nn+j)! (N)
M, = \/(N(n+1) 510 2 (3.18)
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Avaliando a equacdo (3.18)) de forma recorrente:

CQN):\/(N(n—1)+j)!\/(N(n—2)+j)! \/(N(n—k+1)+j)!
hn (Nn + j)! + ) n— !

(Nn=k)+)! .y &
_ \/ Nt ) C’](n YA (3.19)
obtemos relacao
i
o — Lz, (3.20)

Jm (Nn+ j)!
e todas as constantes podem ser expressas em termos de uma tnica. Simplificamos entdo a notacgao:

o) — o) (3.21)

3Y):

)> NZ;O 1/Wﬂ)( Zx )" [Nn+ 5) . (3.22)

Note que esses estados sdo ortogonais:

) -3
n=0

e escrevemos a forma geral dos estados

e

(N) 2n
(8, ) —(Nn+ R (3.23)

e podem ser normalizados escolhendo as constantes C’;N) de tal forma que
= (St ) (3.24)
c (Nn+j)! N ' '
A evolugdo temporal destes estados € obtida de maneira muito semelhante ao que foi feito na
equacao (2.7):
(N) (N) n_—iw n—l—
, ,0> C! 7 (0 N
5 22 \/Nn+ﬁ<fm>>e " |Nn + )
]+ O(N) 7.0 —iwNt\n N . 3705
Z VT 2O S N ) (325)

N

B](N)7 t> — e—ilf]t
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de onde fazemos a identificacdo
Zn(t) = Zx(0)e N

ﬁ;N)7t> — piw(itp)t

5YW) (3.26)

denotando como
Zy — Zy(t).

BJ(.N) (t)> o estado definido de forma idéntica ao da equagdo (3.22)), mas com

3.3 VALORES ESPERADOS

Atuando com o operador a nos estados ‘ BJ(-N)>, para j # 0, obtemos

Al pN)\ S (N) j! n A .
a BJ >_ZCJ W(ZN) CL|Nn+]>

) N i Nn . . -

_ - (N) ]' n .

por outro lado,

00 ZN n
M= ) | Nn)

0 - ~ 0 /(N )
_ Zc(N)

efetuando o deslocamento de indice n — n + 1:

]Nn—l
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- N Nn+ N
V) = 2 A NN )
n=0 ’

oo

— nZ:OC’éN)(ZN)”H \/(Nan = INn+ N — 1)

:;CSN)%(Z )n\/(Ng\j—;\fl)_' oy IVn N 1)
(Zy) N

V(N -1 ‘5§V—)1>’

€ portanto, temos

j ﬁff%) A0 (3.27)

ou, em notacao mais compacta,

a BJ(N)> = —% ’/31@[_)1>-

Essa relagdo nos permite agora determinar valores esperados de posicdo, momentum linear e

ﬁ(N)> +d0 (3.28)

energia. Primeiro, calculamos os seguintes elementos:

<6j({v) Zﬁ(t) )> — (N) A —zwt+aT zwt}

)

E\H
&

—iwt

[y

(N)> +5j0

@

&
[ ﬁ (5 WA>]
2 [ 5 /B(N)>+5]0

]

\/%< B ‘/B(N)>]

§

—iwt

[

80 j-1/J + 85,007 -1

m@
ISy ﬁ
- &

JIN =)
NI T (3.29)
JJ—l 57,0 ],N—l\/m ) .

@
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e, de forma semelhante, obtemos

(3o =/ (o

_ _i\/aefm [\/— <3(N

MY

>+5JOZ— <5(N ‘B(N) >]

L
)

6(N>+5/0%<

[&Teiwt o &e—iwt]

p(t)

B V2
L Yee [\/—<ﬁ( 2

V2
\/Ee—iwt : 7
= W (5j/7j_1\/5+ (5‘7‘705‘7‘/’]\,_1ﬁ
ezwt Z*
—@ [”-1\/_+5/05]N V] ] (3.30)
também € util obter os elementos de matriz do operador nimero:
<6('N) A 5(N)> _ <5(N) ata B(N)>
J J A\ J
z% A
(N N (N) (V) N (N)
st iy 2] ) (VIA2) oy )
<\/_<B -1 5,0 N — 1) N1>( 155- 5,0 N _ 1) Bny

— J' . J
= 05gVJ'J + 0502, m‘%’,w +05023 m@;w

|Zy|”
+5/05]0m7

i f.. Zy*
n 5;N)> =0y j j’j +5j/,05j,0ﬁ. (331)

(s
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onde tomamos 0, y = 0, ~ = 0 jd que j < N, e os valores esperados ficam:

N—1nN-—1

Il 72) = S0 3 By (607 a(e) [

§'=0 j=0
—zwt N—1N-—1 ZN 7
" Vow Zojzo BBy a3+ duaty -1

WtNlNl

R BT

3'=0 j=0

e~ | Z x |e“‘"’N
:\/%< (N —1)! ”LZ BV

Z*
_ —I—(Sl 0
j] 1\/_ OV N—-1T —————— (N 1)

eiwt <|ZN|e—iw0N N—1
+ BiBy+ ) BiaBii|; (3.32)
V2w (N —1)! =

N—1nN-—1
(Zulp(t) 12) = 32> By By (B | b(e) | 8)
/=0 j=0
_wt N—1N—1 Z T
Z > BiB; |65-1\/7 + 650051 n1 —
=0 7=0 (N o 1) i
iwt N—1N—1 " i
we . Z
\/_ Z > BB (6517 + 00031 — e
=0 j=0 (N o 1) |
\/L_uefiwt |Z |6%-’0'N
= ; 1t Z LB

V2i V(N —

iwt Z —zwcrN

aqui € conveniente impor que 5; sejam reais. Nesse caso, os resultados sdo simplificados para

(Zy| 8(t) ] Zy) = ( BoBy-1 )\/jz | cos(wt — o)
(Z Bj_1Bj\/j ) \/i cos(wt), (3.34)
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g __ [ BoBr1 w sin(wt — o
(Zy]D(t) |Zy) = ( (N_l)!>x/2_|ZN! (wt — o)

(Z B;_1B;\/j ) wsin(wt). (3.35)

Os valores esperados de & e p para os estados | Z, ) tem, portanto, comportamento semelhante ao de
um oscilador harmonico clédssico. Note porém que o segundo termo de ambos os valores € independente
de Z, sendo originados exclusivamente da interferéncia entre estados | B}N)> consecutivos.

Para o valor esperado da energia, obtemos

(@0 123) = (2l (34 3 ) 12:)

N—1N-1
- By Bieo (B[ |80} + 5
J'=0 j=0
N—1N-1 |Z |
i ' (“”"7”””53% >> 5
3'=0 j=0
N—1 2
Zy| w
= B B 2 12l =, 3.36

Algo importante a se observar deste resultado é que a amplitude |Bo|2 ¢ responsavel por dar o peso da
contribui¢do de Z, para o valor esperado da energia. Para um caso particular onde o estado |7 ) é
balanceado (| B;|* = 1/N V), teremos

Nljw w |Z |2 w
N
<H> ||B]-‘2:1/N g N + N(N— 1)' +§
L(IV=DNYy ] |Z|? e
== |— |t =W+ =
N 2 N (N —1)! 2
N |Z.)?
:w(§+%>. (3.37)

Tomando N = 1, recuperamos o resultado da equag@o (2.16) para o estado coerente candnico.
Entretanto, o valor esperado para a energia passa a ter menor influéncia do autovalor 7, para valores

maiores de N, onde (H) =~ % Vamos comparar este valor com o esperado para uma superposi¢ao
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balanceada de autoestados de energia do oscilador harmonico:

= 5n “ (N2 42N +1), (3.38)

NwN

que também tem o comportamento assintético (H) ~ para N grande. Pode ser dificil, portanto,

distinguir um estado coerente de ordem /N alta de uma superposi¢do de autoestados de energia.

Podemos entender o motivo disso analisando o comportamento assintético dos estados ]N) >: note
que podemos escreve-los como
<'N)>:C(-N> ~ ™ L —(Z)" |Nn+ j); 3.39
87) = ¢ )+ 2 G i B N 30 (3.39)
para N grande, as amplitudes dos termos dentro da soma se tornam despreziveis e
B~ eV ) (3.40)

Estes estados ortogonais passam entdo a se comportar de forma semelhante aos autoestados de energia
do oscilador quando N é muito grande. Apesar disso, a interferéncia entre diferentes estados ‘ 5;N)>

ainda transparece nos valores esperados de posi¢do e momento; tomando N — oo nas equagdes (3.34))

e (3.35):
(Zy| &) | Zy) = (Z 1B, f) \/icos wt), (3.41)

(Zx|p(t) (Z B;_1Bj\/j ) w sin(wt); (3.42)

tais valores oscilam de acordo com a frequéncia do oscilador, diferente dos valores obtidos para os
autoestados de energia, que sao nulos. Desta forma, a medida dos valores esperados de posicado e
momento garantem a distin¢ao entre os estados coerentes de ordem /V e as sobreposi¢des de autoestados

de energia.
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3.4 INCERTEZAS

Vimos antes que o estado coerente candnico é um estado de incerteza minima (AzxAp = %). Vamos
verificar se 0 mesmo ocorre para os estados coerentes generalizados. Primeiro, determinamos a atuacio

de a* nos estados da base 3;":

R - Z R
’ ﬁ}N)> = ja 5§J—vi> +0j0— st

Vo1
2> + 0 10V i —e—

(N) >
N-1

jG—1)|8

\/j [8)

Zx
+ 5]',05N—1,0m )B](\]fv—)1>

ﬁ\ﬁ )

jG—1) 5(N)> + 53’,1—% ‘51@1>
+ 5]',0\/(: ‘@N) > + 08122 | By )1> (3.43)

onde 0;00y—1,0 — On,1 POIS, para o caso particular N = 1, temos apenas j = 0. Entdo,

) A
<5g(‘fv) 2 B]('N)> = 05,5~ 2\/?"“5]153 NN —
(N —=1)!
Zn Z3

+ 0,005 n—2 (3.44)

e deste resultado podemos determinar (3?) e (p?):
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(N)| ~2 (N)\ _ 1 (N) A2 —2iwt 2 2zwt

— 21wt

e
- [3]2\/ ]_1+6]1053N1 \/j

2w

AN P Z2
(N —2)! NN )]

+ 5‘7/’06]’]\7_2

22wt T* =7
[]J’—Q\/ .] _]- +5j/—10 N\/j_

(N —1)!
Z* Z*2
+ 01005 Al +0 N

= Y (N =)
|2y 1
+ (Sj ]] + — 5 i’ Oéjom + %5‘7'17]‘ (345)
e de forma similar,
<5j(f\f) 72 ﬁ;N)> <5(N ‘ [ Ao~ 2wt | gi2p2iwt _ op 1} 6;N)>
weszwt
= — i— 2\/74_6] 105g N=17" F——— N\/_
(N =1
A Z2

+ 5‘7"06]‘/71\]_

2—(N —o) + 5N1—(N — )

2iwt

we 7%
- [JJ’—2\/ J —1 +5]’—105]N I \/_

(N —-1)!
z 722
+ 5j’,05j,N—2m + 5N71m
Iy w
+ wdj ]] + CU(S i’ 0(5] oﬁ + E(Sj/,j. (3.46)

Novamente, como 57 < N , alguns destes termos serdo nulos para N = 1 ou N < 2. Por

simplicidade de notacdo, definimos que
B; =0, se j<0; (3.47)

com isso obtemos os valores esperados para os estados coerentes:
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N—1nN—-1

(Zal 2t Z2) = 30D Byl (B

§'=0 j=0

#(t)?

5"

—szt Z2
(\/7 By_1+ \/730 N— 2+Z 2Bj\/j(j_1)+5N,1(N—_N1)!

2iwt Z* — Z:]2
e (\/7 By_1+ \/730 N— 2+Z 2Bj\/](]_1)+5N,lr>

0!
1 52 2 12uF
> J(” ) ZBU(N—D!

7=0
(3.48)

onde novamente tomamos B; como sendo reais. Escrevendo Zy = |Zx|exp(ioy), teremos

(20150 12 = ( Dbt ;157)) LAP.

N—1
1 1dn1|Z
+ (Z B;_9sBi\/j(j — 1)) " cos(2wt) + —M 0s(2wt — 20y)
=0

w (N —1)!
1 1\ 1., |Z?
-~y B} j4+=|+-B: -, 3.49
+wjzo J(‘]+2>+w O(N -1V (349)

De forma andloga, determinamos (Z | p(t)? | Zy):

N—1N—-1
(Zal 502 122) = 303 BBy (B0 ()2 |8
§'=0 j=0
__we 2 BBy +—2%__pB +ZB Bi\ij(G—1)+6 Z
5 (N—l)! 1Dn-1 \/7 0DbN—2 j—2 ] Nl ),
we s +—2__B,B +ZB Biv/j(j —1)+6 Z
5 \/7 By_1 \/7 0DbN—2 =2 ] Nl )'
N—1 2
o1 1Z,|
B? - B2 __.
+w; ]<j+2> +w O(N—l)!’

(3.50)
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BIBN—I + BOBN—2
VIN=1L T (V=2

(Zy|p#)? | Zy) = —( )]ZN]wcos(th—aN)

N—1
J
— (Z _oBi\/j(j — 1) )wcos (2wt) (ZX;‘ JI)‘ w cos(2wt — 20y)

3 ! 12, "
ol . 2 N

Analisando as expressdes para (z(t)), (p(t)), (2(t)?) e (p(t)?), é notdrio que, diferente do que
ocorre com o estado coerente candnico, os estados |7 ) ndo sdo, em geral, estados de incerteza minima.
e, além disso, variam com o tempo; tal variacdo depende fortemente das combinagdes dos coeficientes
B;.

Vamos tomar como exemplo o caso simples | Z) = ‘ B((]N)> com N > 2. Pare este caso, temos

N2 272 cos?(wt) zZ2

Ar= 4|5 . oy (3.52a)
N? VA

Ap = \/ 2w + o iwl)l — 272wsin?(wt). (3.52b)

A|[Figura 1| a|Figura 2|e a|Figura 3| mostram a oscilagdo da incerteza para alguns valores de N. E

interessante observar que a frequéncia de oscilacdo da incerteza ndo € necessariamente proporcional a
frequéncia do oscilador - mas pode tanto aumentar quanto diminuir (de forma ciclica) a medida que w
aumenta. Além disso, no regime N >> 1, as oscila¢des se tornam despreziveis e AxAp ~ %
Vimos como obter autoestados do operador a” e como estes estados, assim como o estado coerente
candnico, apresentam comportamento quasi-cldssico. No préximo capitulo, apresentaremos fungdes

de ondas associadas a estes estados.



Incerteza para diferentes valores de N (w =10, Zy =1.4)

=z
o
woN

Figura 1 — Incerteza para w = 10

Incerteza para diferentes valores de N (w=10?, Z,=1.4)

=z
o
woN

Figura 2 — Incerteza para w = 102

Incerteza para diferentes valores de N (w = 103, Zy=1.4)

Figura 3 — Incerteza para w = 103

40
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4 FUNCOES DE ONDA

No capitulo anterior, estudamos algumas propriedades dos estados coerentes | Zy ), dentre as quais
se destaca o comportamento de alguns operadores (e respectivos valores esperados) que evoluem de
modo semelhante aos seus correspondentes cldssicos. Para o estado coerente candnico, vimos que tais
comportamentos se manifestavam na func¢do de onda, idéntica a fun¢do de onda do estado fundamental
do OHS, porém com um perfil gaussiano oscilante. E de interesse, portanto, proceder com uma andlise
semelhante para os estados coerentes generalizados.

Neste capitulo, apresentamos solucdes a equacao da forma
a"V = Z U 4.1)

em particular, na representag@o de posicdes. Verificaremos que o conjunto de solu¢des mais imediato
€ composto por fun¢des ndo ortogonais entre si. Entretanto, utilizando propriedades estabelecidas
no capitulo 3| apresentamos um método geral para obter um conjunto ortonormal de solu¢des para

qualquer valor de N.

4.1 AUTOFUNCOES DE a

Considere a funcao

wx?

¥) = o) exp |5 @2)

aplicando o operador a (na representacdo de posicao) em oV (x), temos:

o™ — 9 (o O o) = Y (e 2t Ly e
ady, \/g (:B + - 6:5) OV (x) \/g rpe” 2 —xpge 2 + w(’bxe 2
= =0z % (4.3)

de modo que aplicagdes sucessivas de a fornecem

1 V¢ w2
AN(P(N) — T o 4.4

por outro lado, impomos que ¢ seja uma autofungdo de a", ou seja,

2
QD = Zy® = Zyd(x) exp {—%} : 4.5)
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Comparando (4.4) e (4.5) obtemos

&o o ox
i (2w) = Zyo; (4.6)

Propondo entdo solugdes da forma ¢ = exp(r,x), a equacdo caracteristica serd

1
rY = (2w)2 Zy —> 1y = BNV I 4.7)

onde os b sdo raizes da unidade (solugdes da equacdo (b%N) )Y = 1). Com isso, finalmente obtemos

as solucdes

wr? L
B — exp [_7 Ny x} , (48)

que sdo indexadas com os indices n e /N para os diferentes valores de b (N, no total).

- . . N
Uma solugdo mais geral pode ser escrita em termos de ®; ),

N-—1
Uy(r,t) =Y Cofalt)@N)(z) (4.9)
n=0

a qual é facilmente verificada como uma autofuncdo de a”.
Para determinar a fungio f,,(¢), impomos que W (x,t) satisfaga a equagdo de Schrodinger para o

oscilador harmonico simples:

i(U )+ %(\IIN)M - %M%Q% = Nzl C, oM |if, +i fn(%bgv)mﬁ " Za)
n=0
+g( —w4wrt+ Qw(b,(lN))ZZN% — QwMZJV%x — w2x2> =0; (4.10)
o que leva a
fo=—if, [w(ng))QZIV% -2+ (%@Z,&IZ'N - wmzi)x}; @.11)
uma vez que f depende apenas de ¢, impomos a restri¢ao
%@Z}&‘?N N2 ZY =0 — Zy = —iwNZy, (4.12)

o que nos d4 a evolucao temporal do autovalor

Zn(t) = Zy(0)e N (4.13)
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compativel com a obtida na se¢@o[3.2] Voltando na equagdo (4.1T)), temos
; . (N)\2 % 1
fo= =i (0407228 = 5) o (4.14)

cuja solugdo também ¢ trivial:

ful(t) = exp [—i((bﬁlN))QZjv — —)wt] (4.15)

a menos de uma constante a ser absorvida em C,,.

A base &%) nio ¢ ortogonal, pois

oo 00 2 1 2 oL
/ dz @MU = / dz exp {—% + 0N 2w Z Y :1:} exp [—% + N 2wz :1:}

—00 —0oQ0

B / duexp [—“932 + V2wV ZY + bfﬁ*@zﬁ)x]

o0

\/?
=4/ —exp
w

na proxima se¢ao, mostraremos um método para obter, a partir de ¢V, fun¢des ortogonais que sao

1 oL
(bSZN)ZfVV + bg,v)*ZNN )2
2

; (4.16)

representagdes de posicdo dos estados |3 .

4.2 FUNCOES DE ONDA ORTOGONAIS PARA OS ESTADOS COERENTES GENERALIZA-
DOS

A solugdo geral apresentada na equacdo (4.9) é uma expansio de fungdes exponenciais nao
ortogonais, mas os coeficientes podem ser escolhidos para gerar combinacdes ortogonais. Nesta secao,
apresentamos um método geral para determinar esses coeficientes. Em outras palavras, dado o estado

coerente de ordem NN,

N—-1
Zn) =Y B |8, 4.17)
j=0

encontraremos as funcdes ortogonais B](-N) (x,t) para expandir a fungéo de estado coerente

i

(x| Zn) = Un(z,t) =y BB (x,1). (4.18)
J

I
o

Primeiramente, definimos os estados |®{"(¢)) associados as fungdes de onda (4.8)):

[PV (1) — (2]@,7 (1)) = .7 (x, 1) (4.19)
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e propomos que os estados ‘ Bj(-N (x, t)> e suas respectivas funcgdes de onda possam ser representadas

em termos destes estados:

N-1
B(1)) =D AR [N (1)) (4.20a)
n=0
N-—
BN (a, (x| B(t Z AN DM (1), (4.20b)
A representagdo de posic¢do da equacdo (3.27) nos dé
A
afM(z,t) = ——m—= 6", (2, 1),
) = R
apy (z,t) = V/iB (a,1), j#0; (4.21)

atuando com & em (3" (x,t),

aB" (z,t) = \/g (x + ;%) Z ANS (1, t)

-1

=

AN Z NG (g ¢) (4.22)

j,mnon

i
o

obtemos, para a equagdo (4.21)

N—1 N-1

N ALY 2 S (@, ) = NGBS Z AR @0 (2, 1),

n=0 B 1

ZA;%MZ””@W 7,1) ZAﬁNﬁn@;m nt), j#0 (4.23)

comparando os coeficientes, obtemos as relagdes

Z\H

1—
(V) _ Zy AW
o (N — )l T

AN — \/j (N)

B0 /N 70

(4.24)
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Podemos aplicar essas relacdes de forma sucessiva: para Aﬂ) com j # 0,

A(N) _ \/5 A(N)

VEC 1 Jj—Ln
b%N)ZN/N

o ](] _ 1) (N)
= —[bg_bN>Z]{/N}2 j—2,n

\/](] _ 1)(] - 2)(] _j)A(‘N)A
oz

/|
V! ALY (4.25)

além disso, A\, , também pode ser escrito como

(N)
AN—l,n -

]
Vit e (4.26)

(b)Y 23

e todos esses coeficientes podem ser escritos em termos de Ag}f:

)|
_ Vit ALY (4.27)

A®) = _
4“0
(b)Y Z

j’n
dessa forma, reescrevemos a expressao para ‘6](-N)(t)> tomando A{) — A™ uma vez que estas

constantes nao dependem do indice j:

N-—1 5
VI e am o) (4.28)

M) =
) o (i Z ¥

N-1 g
LA

—~

MM (1), (4.29)

n

O préximo passo € determinar todos os coeficientes A, de modo que as funcdes j(»N) (x,t) sejam

ortogonais entre si. Para isso, vamos expandir os estados |®{¥)(x,t)) na base dos autoestados de
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energia |k) do oscilador harmonico:
B0 (2, 1)) = > DY k), (4.30)
k=0

e os coeficientes D}’ podem ser facilmente determinados:

[e o]

DY = (kO (z, 1)) = / ()80 (. 1)

—00

1 1 /4 poo B
= N (E) /OO dx Hy(v/wz) exp [—wx2 + 0N 2w Z Y x (4.31)
onde ¢ (x) sdo as solu¢des da equagdo de Schrodinger independente do tempo para o oscilador

harmdnico. O cdlculo desta integral (A.4)) nos da os coeficientes

1 i 1Nk 1 132

DY = ——(Z)" (o2 ) exp [— (02 } . (4.32)
wk! \w 2

Como todos os estados | ﬁ](-N ) (t)> dependem dos mesmos coeficientes de expansdo A(Y), basta

determinarmos um deles, obtendo todos os demais de forma imediata. Por simplicidade, tomamos o
estado |35 (t)):

N-1
B (8)) = > AV [ (2, 1))
n=0
— 1 /7\4 NG 1 1
_ ZA;LMW <Z> <bnN)ZfVV> exp {5 (ng NN) } 1K) ; (4.33)
n=0 k=0 :

no entanto, estes estados também podem ser expressos em termos dos autoestados de energia do
oscilador harménico, pela defini¢ao (3.22):

o (x,t)) = Cg” (4.34)
186" (2,1)) = Z \/W
comparando (4.34) e (4.33)) e operando com (k| em ambos os lados, obtemos
Y L (TN (3023 e L (3023
(N) z N) 7N “ (v gzx = O / 4.
;;An — (w) (bn ZN> exp [2 (bn ZN)](;I@I@ Z\/—5k Nk (4.35)

Agora, devemos nos atentar para duas situagdes distintas: se k&’ for multiplo de N, podemos tomar
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Ok Nk = Opr /N i, © @ equagdo ficard

N-1 K’

1 T\ i 1\ K 1 152 (Zy)N
8% TG ((v) % T\ - oo (Z)Y
— Ay ok (w) <b” ZN) °Xp {2 <b" ZN) } Co NI
= K 1 142 W\ 7
Soavoerwfwa)] e we
n=0

se k' ndo for um multiplo de N, o lado direito da equacdo (4.35)) se anula, pois ndo haverd um valor
que satisfaca k' = Nk, e teremos

N—-1 i 1 Lo
3 AY (57)" exp [5 (127 ) } —0. (4.37)

n=0

Como a base {|k)} € infinita, teremos um ndmero infinito de sistemas de equagdes da forma

N-1 r ] 1
1 1y2 1
SoAX @) exp |5 (00927) | = ave (£)", k=N
n=0 - N
N-—1 k '1 18 27
A () exp | (ng> ZNN) =0, (N<k<({+1)N (4.38)
n=0 - -

onde ¢/ = 0, 1, 2, 3...; ou, alternativamente,

N-1 r 1
1 132 1
DA 00 e [ (02 ) | =i ()
n=0 - -
iy INtE 1 1y 2]
> AW ) exp |5 (W02X) | =0, 0<k<N. (4.39)
n=0 - -

(b N)>€N+k _ (b N))EN(b N))k _ (b N))k, (4'40)

de modo que os sistemas de equagdes em (4.39) serdo equivalentes para qualquer valor de /,
levando as mesmas solucdes. Por conveniéncia, tomamos ¢ = 0 e teremos efetivamente um sistema

com apenas N equagdes suficientes para determinar todos os A(Y):

N-1 r E 1
(N) 1 (N) % 2 (N) Wy 1
A exp |5 (bn Z2 ) SN (;>
n=0 - -
= k 1 1 2]
>oAY () exp |5 (MVZF) | =0, 1<k<N-1, (4.41)

n=0
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Uma vez que as solugdes serdo normalizadas posteriormente, € conveniente substituir o termo do lado

direito da igualdade na primeira equagdo por 1 por simplicidade, preservando a propor¢do entre os

AN
. . Lo
> AP e |5 (bgng) —1 (4.42a)
. Lo
Z AD (b)) exp 5 (ng>2§) —0, 1<k<N-1. (4.42b)

Para determinar a solugdo geral para esse sistema, vamos considerar o ansatz

1

1 1N\2
) _ _Z(pN) 7N .
A Nexp[ > (bn ZN) } (4.43)

a equagdo (4.424) é trivialmente satisfeita. Substituindo na equagio (4.42b):

Z A b,gN exp B (bgmzﬁ )2} = % > (ng>)’“ =0; (4.44)

a ultima igualdade decorre das propriedades das raizes da unidade e ¢ demonstrada no apéndice
As funcdes B;-N )(x,t) agora podem ser reescritas a menos de um fator de normalizacio A;N )

N-1

B (,t) :Z

n=

Vil A(N) 1 142
exp {—— (b,gngy) ] O (2, 1). (4.45)
b(N) JZN N 2

O produto interno entre 3" (x, ) e 35" (x, ) é dado por:

(3 (w.0), 85 (.1)) = / da 6" (a.6) 57" (,1)

n=0 n'=0 (bgm)j(bg)*)j’zﬁzﬁ

X exp [—% ((b,(j\’)valv)2 + (bg)*Z]é’)z)]

X / dz & (2, ) D" (z, t). (4.46)

o0

e usando o resultado da integral (4.16),
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\/_A(N)A(N)* N—-1N-1
NQZNZ n=0 n/= o

1 (~) 1\2 (N)x 1N\2
x exp | -3 (bn Z/VV) +(bn, Z/J)
1 L1\2
= | (02 )
X {] —exp
w

2

_ [T
Vo i 4 (bﬁLN))j(bfy*)jl

PR
N2ZN 78 520 weo

X exp {bff I

12
N ‘ } . (4.47)
Escrevendo os termos b e bg,v)* na forma exponencial, o termo dentro das somatdrias fica

12 -, 12
N—1N-1 €xXp [b%N)bff)* vav) } N-1N-1exp |exp (52) exp (=22 ) ‘Z}VV‘ }

Z Z (b)Y (b)) B 207 ) exp (—727;\;'”]'1)

n=0 n/=0 n=0 n’=0 exp (
2:|

N-1N-1€exp |exp (%(n —n) ‘ZN
) Y

= - ; (4.48)
2 2 o B )
no apéndice[A.5.2] ¢ mostrado que
12
1 N1 exp |exp (3(n — 1)) ’ZJ{,V’ %
>y =Nz S B @
feia exp [B(nj —n'j)] (j +mN)!
de modo que o produto interno pode ser finalmente expresso como
(557 ). 5 o) = o T Pl S A @50)
wo Jj+mN)!

m:O

indicando que as funcdes ﬁ;N )(x,t) sdo, de fato, ortogonais. Além disso, podemos tomar o fator de

normaliza¢do como

1
[e'e) 2m )
™ _ Z | Zx|
Aj [ - (j + mN)! ] “.51)
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, obtendo finalmente a expressao geral

00 7 2m -3 N-1 ] 1\ 2
B§N><x,t>=[5<j!);—(.' | ] T2 e | (028) | e

43 ALGUMAS SOLUCOES
Nesta se¢fo, exibiremos algumas fung¢des de onda obtidas a partir da forma geral (#.52).

431 N =2

Para este caso, temos os ja conhecidos estados coerentes par e impar (DODONOV; MALKIN;
MAN’KO, 1974), (GERRY/[1993). As fun¢des de onda obtidas sdo

exp (—ZQT“ — %) cosh (x/ﬁxﬂ)

(2) _
o (z,t) = = @ : (4.53a)
(2)(;13 Y = exp (—3”27“ — %) sinh <\/§x\/w2) 453b)
1 1) = ) .
sinh(vVZ
vz WEFZ )

Das figuras tFigura 4| e tFigura 5[, nota-se a simetria espacial esperada. Em particular, para B((]2) (x,1),

observamos que a densidade de probabilidade apresenta comportamentos mais semelhantes ao esperado
para um sistema cldssico quando Z, aumenta, com maior probabilidade de encontrar a particula afastada
do centro do potencial. Tal comportamento j4 ocorre para 6%2) (z,t) mesmo com valores menores de
L.
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432 N=3

As fungdes de onda obtidas nesse caso sao

(&(3—2\/5)22/3 1 e dB+iIV3) 234Gzl +€(71)1/6\/69621/«"‘)\/a>

B (2, 1) = AWw

: (4.542)

\/3€Z1/37T+66 = 7TCOS( \/_Zl/?’)

(26%1'\/522/3-%( DRANGAANCIN Vel <Z VB (—it \/g)eéi\/ﬁzl/?»(zl/%zﬁm)))

B3 (x, 1) = W

?

/
2\/21/3 [3€Zl/37'('—66 Zl237rsm( (7T—3Zl/3))i|

1
6
(4.54b)

R A )
B (x,1) = AW

2\/22/3 [3€Z1/37T _6e~ % msin (3(m — 3Z1/3))]
(4.54¢)

onde
1 2
A = exp l_i (2 n 2\/§> 73 _ (—1)V3/22 2V 3 i — %] . (4.55)

Nesse caso, observamos que as densidades de probabilidade ndo sao simétricas; diferente do que
acontece para o caso /N = 2, onde temos uma fun¢@o de onda par e uma impar, as fungdes de onda para
N = 3 ndo apresentam simetria de paridade. De fato, a paridade destas fun¢des de onda é dependente

do termo
PN () = exp {_T + M2 ZN }
oM (—z) = M () exp [—nglN)\/ QWZNW$] ; (4.56)

para NN par, € possivel sobrepor essas fun¢des duas a duas, obtendo, por exemplo, funcdes trigonomé-
1
tricas e hiperbdlicas da combinacio dos termos exp [—ngfv) Vo2wZ Y x} , 0 que ndo pode ser feito para

para N impar.
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433 N=4

As fungdes para N = 4 também podem ser expressas em termos de funcdes trigonométricas e

hiperbdlicas:

_ exp (—‘”27“’ — @) (eﬁ cos (ﬂxﬁﬁ) + cosh (ﬁx@ﬁ))
\/—\/Cos Z)+cosh(V/Z)

5%4)(;,;7& _ exp <—‘TQT°" — @) (eﬁ sin (ﬁx\/aﬁ) + sinh (\/51‘\/@%)) | w57

sin (1/7 sinh %
Vo7 [ )

o9 0. ) — ) (cosh <\/_:z;\/_\/_> —eVZ cos (\/_x\/_\/_)>7 @570

m\/—\/cosh cos(ﬁ)
_ exp <—x27‘“—g> <smh (\/_:U\/_\/—> VZ gin <\/_:1:\/_\/_)>
\/ﬂZSM\/smh(\f) —sin(VZ)

73/4

. (4.57a)

%
€
*

; (4.574d)

e temos novamente fungdes de onda com paridade bem definida, de modo que as densidades de
probabilidade sdo simétricas. Para os valores de Z considerados, temos alta probabilidade de encontrar
a particula préxima ao centro do potencial para as solugdes Bé4) (x,t) e 554) (x,t), enquanto essas
probabilidades sdo baixas para as solucdes BYL) (z,t)e 6?()4) (x,t).
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5 COMENTARIO FINAIS E ASPIRACOES FUTURAS

Durante este projeto, foi possivel obter uma generalizagdo da defini¢do de estados coerentes para
uma poténcia inteira arbitraria do operador a. Além disso, pudemos mostrar que estes estados podem
ser escritos em termos de uma base ortogonal de um nimero finito de elementos e que possuem
valores esperados para posi¢do e momentum linear oscilantes, o que nos permite identificar um cardter
quasi-classico para estes estados.

Observamos também que a incerteza AgAp associada aos estados coerentes generalizados ndo é
minima como ocorre para o estado coerente candnico. Ao invés disso, apresentam carater oscilatorio
que podem ser complicados a depender dos coeficientes da expansdo de um estado geral ¥ em termos
destes estados coerentes.

Demonstramos um método (ainda ndo explorado na literatura) para determinar fun¢des de onda
ortonormais capazes de representar estes estados coerentes. Tais fungdes podem ser construidas
de forma imediata pela forma geral (¢.52) como uma expansio de fun¢des exponenciais (de perfil
gaussiano) simples. Entretanto, observou-se que para valores impares de NV tais solucdes violam a
simetria de paridade, e podem nao ser adequadas para representar sistemas fisicos.

Feitas estas consideragdes, alguns problemas podem ser vislumbrados, sendo candidatos para

investigagdes em trabalhos futuros:

« E possivel obter relagdes de completeza para os estados |Zx), de forma semelhante a obtida para

o estado coerente canOnico?

* Vimos que as fun¢des de onda para N impar ndo possuem simetria de paridade. Entretanto,
talvez seja possivel obter solu¢des com simetria P71’ através de combinagdes lineares das fungdes

B (x,t), preservando a ortogonalidade.

¢ Estudos tem sido feitos acerca de estados coerentes nao-lineares. E ttil, nesse contexto, estudar
extensdes do método apresentado na secdo [4.2] para encontrar fun¢des de onda ortogonais

associadas a estes estados.

Estes sdo apenas alguns problemas interessantes a serem discutidos. O estudo dos estados coerentes
€ quase tdo antigo quanto a propria mecanica quantica, atravessou o ultimo século e, até hoje, apresenta

problemas intrigantes a serem investigados.
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APENDICE A - ALGUNS CALCULOS E DEFINICOES

A.l1 RESULTADOS IMPORTANTES DO OSCILADOR HARMONICO QUANTICO

Neste apéndice, revisamos os principais resultados tedricos do oscilador harménico quantico, uma

das solu¢des fundamentais na mecanica quantica.

A.1.1 Hamiltoniano e Operadores

O Hamiltoniano do oscilador harménico quéntico € dado por:

) 1
=2 (A1)

mw [ . p ; mw [ . ip
=4/ = — =/ (z-— A2
¢ 2h (x+ mw) o 2h (x mw) ’ &.2)

o Hamiltoniano pode ser reescrito como:
A ; 1
H=hw (ICL+§ . (A3)

A.1.2 Autoestados e Energias

Os autoestados do Hamiltoniano (|n)) sdo definidos pela relagio:

(a)"

ol

onde |0) € o estado de menor energia (a |0) = 0). As energias associadas sao:

n) = 10), (A4)

1
En:hw<n+§), n=012... (A.5)

A.1.3 Funcoes de Onda no Espaco de Coordenadas

As fungdes de onda correspondentes aos autoestados no espago de coordenadas sdo dadas por:

mw\ /4 1 mw  mwa?
o () (), s

onde H,(z) sdo os polindmios de Hermite.
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A.1.4 Comutadores e Relacoes de Incerteza

Os operadores a e a' satisfazem a relagio de comutagio:
[a,a'] = 1. (A7)

Além disso, os operadores Z e p tém o comutador:

[z, p] = ih. (A.8)
A.1.5 Operador Numero
O operador nimero n € definido como:
n=a'a, (A.9)
e seus autovalores sdo inteiros ndo negativos n = 0,1, 2, .. .. Ele mede o nimero de quanta de energia

presentes no sistema, com sua ac¢@o sobre os autoestados |n) dada por:
niny =nin). (A.10)
O operador nimero possui as seguintes relacdes de comutacao:
[A,a] = —a, [n,a'] =ad, (A.11)

refletindo a interacdo com os operadores de criagdo (a') e aniquilagio (a).
O Hamiltoniano do oscilador harmdnico quantico pode ser reescrito em termos do operador nimero

COomo.:
- 1
H:hw(n+§>, (A.12)

mostrando que 7n representa o nimero de quanta de energia no sistema, enquanto o termo %hw

corresponde a energia do estado fundamental.

A.2 REDIMENSIONAMENTO DO OSCILADOR HARMONICO

Dada a equacdo do oscilador harmonico,

ov B2 02U 1 9 9 9
ih 5 + 9 922 2m wex 0, (A.13)



67

cuja solucdo em termos dos autoestados de energia é

1 mw\ 1/4 mwax? mw —ignt
q’”(fc’t):\/m'(ﬁ) 'exp{_ 2h }'H”<\/T“”>'6Xp{ h }

1
S (n ; 5) (A14)
o reescalonamento
h
T — [ —a,
m
t— Nt
simplifica a equagdo (A.13)) em
ov  10°0 1
' —— — —wz?¥ =0, (A.15)

“or T20.2 2

e a solucdo (A.14) em

1
E,=w (n + —) . (A.16)
De forma semelhante, o estado coerente candnico

\pz(x,t):(%)l/4exp L (x— Ti—iR[Z(t)]) +z( MTMI[Z(t)]erQ(t))

(A.17)

é reescalonado para
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A.3 CALCULO DA INTEGRAL NA RELACAO DE COMPLETEZA

A integral da equagio (2.10) pode ser facilmente calculada escrevendo Z = re®:

n'* 2T
/ —|z|z AL d 7 _ / drdfre—">pmn gitn—n")0
NS ,/nl

1 2 (%s)
_ / deei(n—n’)e / dr,{,n+n’+1€—r2
V nln/| 0 0
—_—

276

n,n

o0
_ 2monw drr?m e
n! 0

7T5n n’ o _
= . du u"e ™
n! Jo
—_——

I'(n+1)=n!

/

— . (A.19)

A4 DETERMINACAO DOS COEFICIENTES DE |[®()

Para determinar os coeficientes da expansao (4.30), precisamos determinar o resultado da integral

DY = / \/W (1 )1/4~exp[ “’;”2] o (Veoor) 80 (x, 1)

1 1\V* e 1
= Nl (—) / dzHy(v/wz) exp [—wx2 + M)y 2wZ,{,1’ :U]
|\ 7w o

1\ 2
1 1 /4 poo bglN)ZN% ? (b%N)ZNW>
= o . (E) / dovHy(vwz)exp | — | Vwz — 7 + 5 . (A.20)

fazendo a mudanca de varidveis

T =+w bq(lN)ZNN (A.21)
T =+wx, y= , .
Yy NG
a expressao € reescrita em termos de uma integral cujo resultado é conhecid
1 1 1/4 6y2 o = 2
DW _ N R die~ TV [, (7
= () e
1 1\ e’
= =) —=vm2ky A22
5 (W) \/aﬁ y (A22)

! (GRADSHTEYN; RYZHIK], 2007), pagina 804, Se¢do 7.374, equacdo 6 (ET II 288(2)a, EH II 195(31))
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retornando as varidveis originais, temos finalmente

1 1 L\k 1 12
D == (2)' (19 2F) e |5 (0 28)'|. (A23)
wk! \w 2

A.5 SOMAS ENVOLVENDO AS RAIZES DA UNIDADE

A.5.1 Soma das raizes da unidade

Consideremos agora a soma

N

onde b\ sdo as raizes da equacao <ng = 1. Para provar que essa soma € igual a zero para
1 <k < N — 1, podemos usar as propriedades das raizes da unidade.

As n-ésimas raizes da unidade sao dadas por

b(N) _ eQﬂ'in/N7 (A 24)
n .
paran =0,1,2,..., N — 1. A soma pode ser escrita como
N—1 LNl i
(bnzv)) _ Z (627rin/N)
n=0 n=0
N-1
— eQﬂ'ik’n/N' (A25)
n=0
Essa soma é uma progressio geométrica, onde o primeiro termo é e = 1 e a razdo é e2 /N,
A soma de uma progressdo geométrica de N termos, com razdo r # 1, é dada por
N-1 N
rY —1
r’t = . (A.26)
r—1
n=0
Substituindo r = e2™*/N temos
N-1 2mwik/N N 1
2mikn/N __ (6 ) B
e = RN 1 (A.27)
n=0

) N )
Como (e?™*/N)™ = ™k = 1, a soma torna-se

N—-1
2mikn/N __ -1 0

€ e2mik/N _ 1~ g2mik/N _ q =0. (A.28)

3



Portanto,

paral <k <N —1.
(N)

A.5.2 Soma envolvida na ortogonalidade das funcdes [3;

No célculo do produto interno

(85" (x,1), B, (@, 1))

obtivemos a soma

X:INZ:IeXp [_@ nj —n'j )} exp {exp (%(n _ n/)) ‘Z}V/NH .

n=0 n/=0

Expandimos a segunda exponencial em série de poténcias:

2mi =t 2mik
exp {exp (W(n — n’)) ]zl/N|] = Z 7 OXP ( N (n — n’)) :
k=0

1/N .
onde x = }Z N/ ’ Assim, a soma se torna:

A soma sobre n é:

ply 2min , N, k=j34+mN
>~ exp N k=i) )=
0, k#j+mN

e a soma sobre n’ é:

i omin/ , N, k=j+m'N
Sep (k- ) ) = ,
—0 0, K #j5+mN

70

(A.29)

(A.30)

(A.31)

(A.32)

(A.33)

(A.34)

onde m e m/' sdo inteiros. Como a soma (A.32)) s6 é ndo nulaquando k = j+mN ek =j +m'N

simultaneamente, devemos ter j +mN = j'+m/N — j—j' = (m’—=m)N.Comoj < Ne j’ < N,
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a igualdade s6 ocorre se j = j’ e m = m/’. podemos entdo reescrever (A.32]) como

S5 S e Bt s 0] = X0

k=0 = (j+mN)!

Z J(E—TQLN)NQ(S” (A.35)

m=0
Assim, a soma (A.30) pode ser escrita como

N—-1N-1

RZO T;]exp [ 27ﬂ (nj —n'j )} exp {exp (%(n _ n/)) o

4 Iy
o) = it 35 2,
0

(A.36)
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