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o Definicoes;
o Espaco nucleo reprodutivo;

o AS classes P e B;

o Matrizes de Funcéo: J-unitarias e J-contrativas;




o Espaco L,;

o Céalculoem L,;

o Problemas extremos em L,,;




o Densidade em L,;

o Densidade em H,;




o Relacao de Christoffel-Darboux;
o Relacéo de Recorréncia para o Nucleo;

o Relacdo Normalizada para o Nucleo;

o Relacao para as funcdes Ortogonais.




Denotaremos por:

C - conjunto dos numeros complexos;
D={2e€C:|z] <1},
T={2e€C:|z| =1},
E={zeC:|z| > 1},

H ={z: Re(z) > 0},

R - conjunto dos numeros reais,

iR - eixo imaginario.

Z~- conjunto dos numeros inteiros.




Definicdo 1 (Funcédo Analitica). Uma funcédo complexa f é analitica em
uma regido R, se f for diferenciavel em todo ponto de R.

Denotaremos por H(D), o espaco das funcOes analiticas em
D.

A medida de Lebesgue normalizada para T sera, neste
trabalho, denotada por

A dM(z) = (2r2) dz.




Defini¢céo 2 (Espagos ;). Paral < p < oo, definimos o espago H,, ou
H,(D), como sendo o conjunto das fungbes [ € H (D), para o qual a
fungdo | f|P tenha um majoramento harmdnico em D. Isto significa que

sup / PPN = |1 f]F < oo,

r<l

visto que H,(D) é o conjunto das fungdes analiticas limitadas em D.




Defini¢céo 3 (Espagos L,). Definimos o espago L,, como sendo o

conjunto das funcdes f € H(D), para o qual

1/p
i, = { / |f|p} < o0,

Neste trabalho, consideramos I' = D. Para mais detalhes
sobre os espagos H, e L,, veja [6].




Definicdo 4 (Espaco Completo). O espaco X € completo se toda
sequUéncia de Cauchy em X converge (isto é, seu limite esta em X).

Definicdo 5 (Conjunto Denso). Um subconjunto M de um espaco
métrico X é denso em X se

M =X, onde, M éofechode M.

Definicdo 6 (Espaco Separavel). O espaco X é chamado separavel, se
X possui um subconjunto enumeravel e denso em X.




Definicdo 7 (Espaco de Hilbert.). Seja VV um espaco vetorial. Suponha
qgue a cada par de vetores u, v € V' esteja associado um escalar do
corpo de V/, denotado por (v, u). Esta fungdo é chamada produto interno
em V se, paratodo u,v e w € V e a um escalar qualquer do corpo de V'
satisfaz aos seguintes axiomas:

1 (u+v,w) = {u,w)+ (v, w);




Se VV € completo entdo V é chamado de espaco de Hilbert.

Denotaremos por H o espaco de Hilbert de funcoes
definidas em X c C.

Definigédo 8 (Matriz de Gram). Seja {o¢(z),01(2),...,0n(2)}, n >0,
um sistema de funcdes linearmente independentes. A matriz de Gram
(,, € dada por:

Gn — [<O'7;, O‘j>]ij para i,j — 0, e, N




Definicdo 9 (Nucleo Reprodutivo). Seja K um subespaco fechado de H.
Chama-se K,(2)=K (z,w) de nucleo reprodutivo de K se:

1. Ky(z) € K, paratodo w € X;

2. (f,Ky) = f(w), paratodo weX e feK.




Teorema 1. Se o espaco K é separavel e {¢g }rep € uma base
ortonormal para K, entdo o nucleo reprodutivo é Unico e é dado por:

K(z,w) =) ¢p(2)or(w).

keA




Teorema 2. Considere H com nucleo reprodutivo K (z, w). Entdo, todas
as solucdes do seguinte problema

Pl(a,w): sup{|f(w)]”: ||If]l = a, w e X}

sdo dadas por f = naK (z, w)| K (w, w)]_1/2, In| = 1.0 supremo é
al K (w, w).
O problema

P2(a,w): inf{||f||*: f(w) = a, paraalgum w € X}

1

alcanca o infimo para f = aK (z,w)|K(w,w)]|”
O minimo alcancado é |a|?[ K (w,w)] ™ .

e esta solucéao é unica.




Demonstracao:Vamos, primeiro, demonstrar o problema

P?(a,w).
Seja f € H. Entdo, podemos escrever f(z) = »  ayox(2),
kel
onde ¢, sao funcdes de uma base ortonormal.
Temos que
1f11? = <Z Ak Pk Z aj¢j>
kEF/N jEF,H

SN waion o) = Y Jail? (1)

kEF,N jGF/// kEFIII




Agora, f(w) = a, OU Seja,

> ardp(w) = a. (2)

kel

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

2

al> = | Y apdpw)| < Y a0 lor(w)]. (3)

kel kel kel

De (?2?) e (??), obtemos

af?

1£1)7 >

2 ker [Or(w)]*




Logo, para termos o infimo de ||f||?> temos que ter a
igualdade em (??), ou seja, a;, = cor(w), onde ¢ € uma
constante complexa.

Substituindo a, em (??), temos

a

AR

C

Portanto,

z) = a z) = c w z —azkernl ¢k(w)¢k(z> =aK(z,w w, w)]t
)= > arpr(z) = > con(w)dr(z) = > (ORI K(z, w)[K(w, w)]

keF/// ker///

e 0 minimo alcancado é |a|*[K (w,w)] ™ .




Para demonstrar o problema P!(a,w), considere a funcao

~ . af(z)
Assim, f(w) =a €

=0 |laf@)|F _QfE o

V=117 || = TwE ~ e @

Logo, 0 méximo de |f(w)|? é atingido quando || f||? for minimo.




Pelo resultado anterior,

f(2) = aK (2, w)[K(w,w)] ™ (5)

a

[f (w)?

= [|fI]> = &*[K (w,w)] ", ouseja, f(w) =na\/K(w,w), onde [n|=1. ()

Utilizando (??) e (??), temos
f(2) = anK (z, w)[K (w, w)]~'/?
e 0 supremo é dado por

0’ K (w, w).




Denotaremos por
P={fe HD): f(D)c H}

A classe das funcOes analiticas limitadas ou funcdes Schur
é denotada por

B={fcH(D): f(D) c D}

Para P e B usamos as seguintes notacgoes:

P={fe€HD): f(D)CcH=mH|JiR}




Lema 1. (Lema de Schwarz). Suponha f € Be f(0) = 0. Entéo,
f(0)<1lel|f(z)| <|z], z€D.

Temos a igualdade se, e somente se, f(z) = cz com |c| = 1.

f(z)

Demonstracéo: Defina ¢(z) = ——. Entao, ¢ é analitica e,
Z

assim, temos que, para todo 0 < ¢ < 1, pelo principio do
maximo modulo, |¢| atinge seu maximo na fronteira do
conjunto D. = {z : |z|] <1 —¢}. Logo, |g(z)| < |g(z)| para
algum z. pertencente a fronteira de D..




Para » € D, temos

‘f(Z)

Z

_ 1g(2)] < lg(z0)] = ‘f

Fazendo ¢ — 0, para » € D, obtemos

g(z)[ <1 e [f(2)] <]z].

Agora, como f'(0) = g(0), temos |f/(0)| = |g(0)| < 1.
Para mostrar a segunda parte, suponha que |g(z)| = 1 para
algum z € D.

Assim, pelo principio do maximo modulo, ¢(z) € constante
em D. Isto é, g(z) = c.




Portanto,
f(z) =cz, onde |¢|=1.

A transformacao de MObius que mapeia o circulo unitario
nele mesmo pode ser dada por

Z — X

§at2— 1) ol <1, |n[ = 1.

1 —az

Claramente ¢, € uma funcéo de classe B.




Lema 2. Sejam f(z) € Be f(«a) = 0. Entdo, existe g(z) analitica em

D tal que
2 —

f(z) = g(z), com g(z) € B.

1 —az




Demonstracao:Como f € B e f(a) =0, temos

f(2) = fle)+ f(@)(z—a)+ f(a)(z — a)? /20 + ...
= (2 —aq) f’(oz)—I—f”(oz)(z—oz)/Z!—l—...l.

N

G(2)

Seja g(z) = (1 —@z)G(z). Assim, ¢g(z) é analiticaem D e
f(z) = +—

T 1- &zg(z)'

Para mostrar que g¢(z) € B, seja z € D.. Entao, temos




Fazendo = — 0, obtemos

g(2)| <1 paratodo zeD.

Teorema 3. Seja f € Be z,w € D. Entéo,

FE 1 p

L= )P~ 1=z
Temos a igualdade se, e somente se, f € uma transformacao de Mdbius.
L Disseragho-p27/132




Demonstracao:
Se f(z) e Be f(a) =0, entdo existe ¢(z) analiticaem D tal

que

[(z) = ——g(2) & g(z) € B.
Derivando a expressao (1 —az)f(z) = (z — a)g(z), obtemos

Z — X

/

(1—a@2)f (2) —af(z) = (z — a)g (2) + g(2).
Fazendo 2z = o, temos

f(a) = 9(@) e, entdo, |f (a)| < 1_1‘042.

(7)

1= laf




Agora, considere a seqguinte funcao: F'(z) = fz) — fw)

L — f(w)f(z)

Z —

F(2) = &u)(f(2), onde &, = -

temos que,

Como

—
— 2

F(z)e Be F(w) = 0.

Seja M = sup |f(z)|. Entao, M < 1.
zeD

Como ¢(z) é analiticaem D, = {z: || <1 —¢}, para z € D,,
temos




f(z) f(Zo(e)) L
§a(2) : $alz0(e)) | onde |zo(e)[ =1 — ¢
Entao, para z € D,
fe| . M
&a(2)|  I€al20(e))]
Fazendo ¢ — 0, obtemos
f(2)

< M, para z € D.

§a(2)




Pelo Teorema do Maximo Modulo,

f(Z) Se y 6i9 <

foz(z) <M7 f( )7& MfOé( )
ou

f2) = se f(z) = e" z

| = M se J() = e Mea(2).
Assim, se




Portanto,

L= flw)f(z)] I —-wz
Agora, F'(z) = ¢%¢,(z) se, e somente se,
f(z)——f(w) _ ei@gw(z).

L= f(w)f(z)




eW¢n(2) + f(w)

() =

1+ et f(w)éuw(z)

ez—w—l—(l—wz) —0f(w)
1 —wz + e fw)(z — w)

. e f(w) —w
0 (1= e f(w) * + Twe vy

(1 —we f(w)) 1 4 € f(w)—w

—= €

1_wewmz




Z — X

Portanto, f(z) =n la| < 1, |n| =1, onde

1 —az’

e_ief(w) —w o gw(e—ief(w)) cD e n = 6’i(9(1 o we—iefﬂ)

1 we 0 f(w) (1 —we f(w))

—

Portanto, temos a igualdade se, e somente se, [ for uma

transformacao de Maobius.




Para mostrar a segunda parte, consideremos

F(:)—Fw) _f)—fw) 1
s —u smw 1 fw)f(2)

Entao,




Utilizando (??), temos

£ (w) L
< , Se f(Z) for diferente da transformacao de Mdbius
L= f(w)[* 1= fw]?
e
f (w)] L

‘2, se f(Z) for igual a transformacgéao de Mobius.




Definicdo 10 (Classe de Nevanlinna). Dizemos que | é uma funcéo da
classe Nevanlinnna se, e somente se, f = g/h, com g, h € Hyo.
Denotaremos esta classe por V.

Considere matrizes 2 x 2, ©, com elementos que sao
funcBes pertencentes a N, isto é, © = [¢;;] € N**2. Vamos
considerar, aqui, matrizes © que sao unitarias com respeito
a "meétrica indefinida"

1 0 L :
J = ( ) . Isto significa que © satisfaz ©7J6 = Jem T.

(8)

0 —1




Se definirmos o conjugado estrela inferior para matrizes

como
o — 011 012 _ O11% 0214
O21 O | Orox Boos |

onde 0;;.(2) = [0;;(1/z)], podemos escrever (??) como
0,/0=J em T. (9)

Definicdo 11 (Matriz J-unitaria). Chamamos as matrizes de funcbes
satisfazendo (??) em C = C | J{oo} de matrizes J-unitarias e denotamos
0 conjunto dessas matrizes por

T, = {0 ¢ N**?:0,J0 = J}.




Teorema 4. Para elementos de T j, as seguintes relacdes séo
satisfeitas:

01,02 € T; = 0102 € T};

©ecT;= |detO| =1;

OecT;=01=J0.J

OcT; = 0J0, = J;

Se © = |0;;] € T}, entdo

(@) 0114011 — 214021 = 0224022 — 012012 = 1;

(b) 0114012 — 0214620 = 0114021 — 0124022 = 0;

(€) Oh2kbh12 — 0214021 = 0114011 — O224022 = 0;

(d) (011 + 012)7 (011 — 012) s = (B2 + O21) "1 (Ba — O91);

a k~ W0 b BE




6 Seja © = [0;;] € T; e considere
a =011 — 012, b =011+ 012, c =ty — 021 € d = O3 + 01.
Entao,

1a+a*_1 1c+c*_1
21b  b,| bb, 21d  d.| dd,

aby + a.b = cd, + cod = 2.




Demonstracao:

(1) (@1@2)*J@1@2 = @2*(@1*J@1)@2 — 9 JOy = J = 0109 €
T

(2) segue imediatamente de (??).
(3) segue imediatamente de (??).
4) 0,J0=J=0,=J0"1J=J0,=0"1J=06J0,=J

(5) basta escrever explicitamente as igualdades

(6) utilizando o item 5, chegamos ao resultado desejado.




Um exemplo de uma matriz J-unitaria constante € a matriz

N I —p
Up:(1—|p|2) 1/2< _ )» p € D.

Vamos verificar que U, pertence a T;.

_ a2\ —1 L —=» b0 L
Up«JUp = (1= 1p|*) (_ﬁ 1 )(0 —1><—z3 1)

C2y—1 1 — |p|? Y _
(1= |pl") ( , _(1_|p2)> J.

Portanto, U, € Tj}.
L seto g




Definicao 12 (Matriz J-contrativa). Uma matriz de funcdo € uma matriz
J-contrativa se

0 JOe < J, paraz € D. (10)

A desigualdade (??) acima significa que J — 67.JO é semi
definida-positiva.
Esta classe é denotada por

D;={6cT;:0"J0 <.Jem D},

D, ={0cT,:0"J6 <JemD}.




Teorema 5. Para © = [0;;] € D, temos:
1. 0 ¢ D_j;
o Jjo > Jem E;

2.
3.
4.
5.
6.
7.




Demonstracdo:Como J — 6 J6 > 0 em D, temos, para o
elemento (2,2), que

—1 — [012 092]J[012 O20]" > 0.

Logo,
|(922|2 > |(912|2 + 1> 0.

Assim, 6,," é analitica em D e podemos definir
Y11 = 011 — 019055 021, Y12 = 019055, Yo1 = —O105, Yoo = 05,

gue sao todas analiticas em D.
Seja¥=[Y;|edefinaP=(I+J)/2eQ=(I—-J)/2




Entao, podemos mostrar que
() P+ QX e P+ XY@ sao inversiveis em D:
(b) 0= (PE+Q)QE+P)~' =(P-XQ)"'(XP - Q) em D;

(c) J —0(21)J0(22) =
(P —2(21)Q) M1 — B(21)S(22)) (P — 5(22)Q) ! para
21,29 € D;

(d) J —0(22)"J0(z1) =
(P4 QX(2)) H(I = S(2)72(21))(P + QX(z1)) ! para
21,29 € D.




Para mostrar o item (a), observe que

0 0 1 0
QXY = 4 | = PERY= o e
—021055 U F021055  +0p

Logo, det(P + Q¥) = +6,," # 0. Portanto, (P + QX)) é
inversivel.

Da mesma forma, mostra-se que (P + XQ) é inversivel.




Para mostrar o item (b), mostremos primeiro que
QX+ P)=(PX+ Q).
Pelo item (a),

1 0
(P+QX) = IR I
_‘9219221 9221

Logo,

Y
S D
N =
—_ =
S D
N =
N
N~
R
|
D
X
i
N
DN |
N
OR
DO
N~
|

011 — 91292_21921 912‘92_21
921-—-9229219551 922953'
( 011 — 012655 021 61205, )

0 1




Por outro lado,

(PY +Q) = 1 0 211 212 n 0O O _ 011 — 91292_21021 91292_21 .
0O O Yio1 2299 0 1 0 1

Portanto, temos a igualdade 6 = (PX + Q)(QX + P) L.
Da mesma forma, mostra-se que § = (P — Q) (2P — Q).




Para mostrar o item (c), verifiguemos a igualdade

(P —X(21)Q)(J = 0(21)J022) ") (P — S(22) Q)" =T — (1) 5 (22)".

Chamando de B o lado esquerdo da igualdade acima e
percebendo que

piPH =p QiQ" =—-Q, PIQ" =0 e PJP" +QjQf =1,

temos




B = (P—3%(21)Q)J(P —%(22)Q)" — (P — X(21)Q)(8(21)J0(22)" ) (P — B(22)Q)"
= (P—-3%(21)Q)J(P — S(22)@Q)" — (Z(21)P — Q)J (X(z2) P — Q)"
= T —3(21)QJP" + 2(21)QIQHE EH (20) — (21)PIPHSH (25) + QIPH S (23)
I —X(21)QX (22) — S(21)PXH (29)

= I-3(21)(Q + P)Z(22)
I —3(21)2 (22)

Para mostrar o item (d), utilizamos a primeira igualdade do

item (b) e procedemos como no item anterior.




Fazendo z; = 2 pelo item (d), temos que I — 7% é
J-contrativa se, e somente se, J — 04 JO é J-contrativa.

Da mesma forma, temos, pelo item (c), que I — X é
J-contrativa se, e somente se, J — ©J6% é J-contrativa.

Assim, para mostrar o item 1., basta verificar que I — £7% é

J-contrativa se I — ¥ é J-contrativa.
Seja \ # 0 0 autovalor de 2 associado ao autovetor z.

Entao,

Sy y = vH(mxly) = A2,




Logo, )\ também é autovalor de /3.

Portanto, se I — ¥ é J-contrativa, I — £¥ também é
J-contrativa, ficando, assim, provado o item 1.

Pelo item anterior, ©J60 < J, ou seja,

] —0J0"]z >0 paratodo z #0. (11)

Seja z = 0 Hy e, assim, z = y”©~1. Substituindo = e z
em (??), temos

yTo-lj—ejoMe=ty =y7e-1Jjo~"—J)y > 0 paratodo y # 0.

Portando, 0~ 'Jo— — J é semi definida-positiva, ou seja,

e ljo=H >J
. |Disertagio-p53132




Agora, usando o fato de que ©61(z) = JO" (1/%z)J, temos
ot (w)JO(w) > J, comw =1/z € E,

ficando assim provado o item 2.
Usando os itens 1. e 2., temos

o(1/z)Jef(1/z)>J, zeD. (12)

Calculando o elemento (1,1) de (?7?), obtemos |0;1.|2—|012.]? >
1 em D e, consequentemente, (¢11.+0612.) € diferente de zero.

Logo, sua inversa € analitica em D.




Calculando a parte real do item 4., temos

0115 — 0124 U115 + 0125 _ 101147 + 01140196 — 012:011% — |0194]°

0115 + 0125 0115 + 0194 10115 + O124]?
Assim,
Re(ll 12>:|11| |122| > >0
011« + 0124 0114 + O124] 0114 + O124]

e 0 item 4. esta demonstrado.




Como o lado direito da expressao anterior € um
majoramento harmémico em D para a funcao analitica

011+ + 0124] 72, temos que o item 3. é verdadeiro.

Para mostrar os itens 5. e 6., fazemos exatamente como em
3. e 4., mas calculando o elemento (2,2) em (??).

Para provar a parte 7., note que, para z € D, temos

0,J01 > J.

Assim, [1 1]0,J07 1 117 > [1 1]J[1 1]* = 0, com igualdade em
T.

Logo, 1 —aa > 0, onde a = (A114 + 012:) (014 + O22,) COM

igualdade em T. Isto a identifica como uma "funcao inner". =




Defina, para «; € D, o fator Blaschke como

a; QG — 2
Ci(z) = ‘Oj| . Z_TZ, se a; A0, oU((z) ==z sea; =0.
1 1
Suponha, por convencao, que ‘z’f| = —1 para «; = 0.
1

Agora, definimos o produto de Blaschke, recursivamente,
como
Bo=1e B, = B,,—1(,, paran > 1.

Consideremos o espacgo £, = {B; : k=0,1...,n}, ou seja,
L, € gerado pelos B, £=0,...,n.




Observe que,

p(2)
[Tie: (1 —@2)

I1,, € 0 espaco dos polinbmios de grau no maximo n.

Ln=A{f= ;p € 11,}, onde

Agora, daremos uma outra caracterizacao para o espaco L,,.
Seja M,, = zB, H>, onde B, € o produto de Blaschke finito

associado com aq, ..., a,.




Observe que M,,.1 C M, C ... C M, = zHo.
Definimos, entao,

L,=HyoM,=M,={fecH,(fg) =0paratodo g € M,}.
(13)
Teorema 6. Defina o espaco M,, = 2B, Hoe L,, = Hy & M,, = M,rf,
onde B,, € o produto de Blaschke finito de grau n. Entao,

Ln:{Bka:O,...,TL}.




Demonstracao:

Vamos, entao, mostrar que B, € L, — L,_1, 0 que implica
gue os produtos de Blaschke formam realmente uma base.
Primeiro, mostremos que B,, € L,,.

Seja f =2zBng € 2B, Ho, (g c HQ). Entao,

(f, Bn) = [ 2BpgBnsd\ = [ zgd\ =0, pois B,. = 1/B, (veja
secao 2.2) e g € H,.

Por outro lado, B, nao pertence a £,,_;. Pois, para f € M,,_1,
temos

an (1 —apz)

(f, Bn) = /an_lan*d)\ — /zg/ﬁnd)\ onde 1/&, =

| ap—2z2

Pela formula de Cauchy




An 2
S 1 — :
|Oén‘an< |Oén| )

<f7 Bn> — —g(Oén)

Observe que g(«,) # 0 para toda g € H,, pois caso contrario,
se g(a,) =0 entdao g(z) = (z — ay)g(2), logo
1l —a,z

f(z) = 2Bp—1(2)(z — an)g(2) | —a,- = 2Bn(2)g(2)(1 — o) € My,

contrariando a hipotese que f € M,,_;. Portanto, B, hao é
ortogonal a M,_; e, assim, B,, hao pertencea L,,_1.




Teorema 7. Seja K,,(z,w) o nlcleo reprodutivo para £,,. Entdo, para o

conjunto {&,, . .., &, } de pontos distintos em D, a fungédo
{Kn(2,&)}, j =0,...,n, forma uma base para L,,.
Demonstracao:

Certamente as fungoes {K,(z,¢;)} estao em L,,.
Como Ky, (z,&) = p_g dr(2)0k(&), i =0,...,n, temos

[ Ku(z60) \ [ @0@) 61(&) - 6al&0) \ [ (=) )
Ky (2.61) oo(&1) d1(&1) .. onl&i) d1(2)

\ Kn(2.6) )\ %06 01&) ¢ nlen) ) \ én(2) )

[ <%




Primeiramente, mostremos que V € uma matriz nao
singular. Suponha que V' é singular. Assim, existe um vetor
nao nulo A = [ay,...,a,]! € C"tal que VA =0, isto &,

Zqﬁj(fk)aj =0, k=0,...,n. (15)
j=0
()
Como ¢ € L, temos ¢(z) = T, (1 a2 onde p,(z) € 11,




Assim, (??) implica que o polindbmio p,(z) € I1,, tem n + 1
Zeros (g, ..., (p-

Entao, p,(z) e, portanto, ¢(z) tém que ser identicamente
nulas.

Por outro lado, a fungao ¢(z) = >y a;¢;(z) € £, nao €
identicamente nula, pois A # 0, 0 que € uma contradicao.
Portanto, V' € nao singular.

Agora, mostremos que o conjunto {K,(z,¢;)}, 7 =0...,n, &
linearmente independente.




Multiplicando (??) pelo vetor |ag, ..., a,]' e igualando a zero,
temos

[ ¢o(2) )
0= apkn(2:6) = [a0s....0n]'V ¢1fz)
h 6ul2) /
[ a0 )
P

[D0(2), -, Pn(2)[V

o)




Defina

c=\J)c, e cL.={f:feL}
n=0

Seja M um funcional linear em £ + L,. Para f € £, definimos

M(f)=M(f) e M(ff.)>0, se f#0.

O funcional M induz um produto interno (-,-) em L x £, dado
por

(f,9)=M(fgs), para f,g€L.




Se [ € £, definimos a transformacao estrela superior (que
chamaremos de superstar) como f*(z) = B,(z)f«(z), onde 0s
B, (z) sao os produtos de Blaschke finitos com zeros em

Ap ={{a;:i=1,...,n}.

Note que, se todos 0s «; sao zeros, B,(z) = 2" e, entao,
é natural definir a transformacéo superstar para polinomios

como sendo p*(2) = 2"p(2), onde p.(z) =p(1/z) e p € II,.




Teorema 8. Em L,,, temos as seguintes relacdes:
1.Se f € L,, entédo

@ (fo)x= ()" =1,
(b) (f«)" = fBuy;
©) (f*)« = [Bnx = [/ Bn.
2. Para o produto de Blaschke finito, temos:
@ B, =1
(b) B = 1/B,.




n

3. Sejam m,(z) = H(l —;z) e f= In e L,. Entao,

-
i=1 n

n

(&) By = num,/mn com ny = H(—&i/\aﬂ);
1=1

(b) Js = pn*/ﬂn* — p;}/ﬂj;,;
(©). f* =mpy/Tn;
4' Se fag < Lna entéo <fag> — <g*7f*> — <g*7f*>

5.Se ¢, € L,e{on, Ly 1) =0, OUSEJA, ¢, L L, 1, €ntao
(¢F, CnLn_1) =0. ISto &, ¢ L L,(ay), ONde
Ln(an) ={f € Ln: f(an) = 0}.




6. Se f € L, tem um zero (pdlo) s em D(E,T), entao
fx € Lp tem um zero (polo) 1/3 em E(D,T) e f* ¢ L,
tem 0s mesmos zeros que f. € 0S mesmos polos que f*. Os
zeros de f* sao elementos de A, = {1/aq,...,1/a,}.




Seja f € Ly(an). COMO ¢, € Ly, €NLAO0 ¢} = By (2)Pn«(2).
Mas,

(f,0n) = (f, Budns) = M(f Bpsn)
— M(Bn*f¢n) — M(an*¢n*) — <an*7 ¢n>

Basta mostrar, agora, que B, f. pertence a £,,_.

f(z) € Lp= f(2) = Zerr(Z) e [7(2) = Bu(2)[(2).
r=0







Logo,

f(z) = ZCLTB’I"(Z>7 ou seja, f*€ Ly 1.
r=0




Teorema 9. Sejam E! = [e,, ..., e,] um vetor, onde as fungées

e;, 1 = 0,...,n, formam uma bases para L,, e G, = (E,, El') a matriz
de Gram. Entdo, o nlcleo reprodutivo K, (z,w) para L,, é expresso
como

—1 Gy, En
Kp(z,w) = det(Gn)det ( B (w0 ) . (16)




Demonstracao:
Suponha que, pelo processo de ortogonalizacao de

Gram-Schmidt, a base £, é transformada em uma base
ortogonal F,, = [¢, ..., ¢.|T € que ¢, = 37, I1e;. Entéio, 0
vetor F,, pode ser escrito como F, = L, E,, com L, sendo
uma maitriz triangular inferior formada pelos coeficientes /.




Agora, temos gue
[=(F,,FI\=L,(E,, E\L!! = ,G, L2
Como G, ! = LY L, entdo
Kn(z,w) = Fp(w)? Fy(2) = Ep(w)? LY LB, (2) = Ep(w)2 G E,(2)
(17)
Seja B,, a transposta da matriz dos cofatores de G, e A;;
a matriz formada eliminando-se a i-ésima linha e a j-ésima

: 1
coluna de G,,. Assim, G ! =

= By,.
det(Gp)




Desenvolvendo o lado direito de (??), temos

- 1
T, g BnEn(2)

I
I
o
—~

S
~—
S
—
—~~
g
~—
Q)

S

—~~
g

=

det(Gn)
1 n+1 n+1
= Y (=)' Fep_y(w)det(Ar k), ..., > (1) Fep y(w)det(Apy1x) | En
det(Gp) - =

1
1 n n+1
= Z ( (—1)k+l+1ek,_1(w)det(Al—l—l,k)) er(2).




Agora, desenvolvendo o lado direito de (??), obtemos

n

det = —1)4D+(n+2) det(Kji1 nio), (18
det(Gn) © ( En(w)H 0 ) Z( ) e1(z)det(Kiy1,n+2), (18)

onde K; ,+o € a matriz formada eliminando-se a i-esima
linha e a ultima coluna da matriz




Observe que

n+1

det(Ki11n12) = Z(_l)(n+1)+kek—1(w)det(AHl,k)- (19)
k=1

Substituindo (??) em (??), temos

_ n (2 n n+1 |
det(én)det ( E C(;w)H ) 0( | ) a det(lan) 2. (Z = (_1)l+k+1ek—1(w)det(AH—l,k:)> ez




Teorema 10. Sejam K, (z,w) o nlcleo reprodutivo para £, € {¢x } um
conjunto ortonormal de funcdes base com coeficientes principais k. > 0.
Entao, as seguintes relacdes sao satisfeitas:

1. Ky(z,w) = By(2)Bp(w)K,(1/w,1/2);
2. Kn(za Oén) — kn@i(z)’
3. Kp(ap,an) = k2.




Teorema 11. Considere uma base para o espaco L,, formada pelo
produto de Blaschke finito { B;.(z) : k = 0,...,n} e denote os
elementos da correspondente matriz de Gram por p;; = (B;, B;), isto &,
Gy, = ] As fungbes da base ortonormal sdo denotadas por ¢, e
seus coeficientes principais por k.. Entdo, temos as seguintes relacdes:

1. k2 = det(Gp_1)/det(Gy,);
( Hoo  ---  HOn \

2. On(2) = (det(Gp_1)det(Gy)) "/ ?det

Hn—1,0 Hn—1n

\ Bo(z) ... Bu(z) )




Teorema 12. Todas as solucOes do seguinte problema de otimizacao

Py(L,an) : sup{|[fO)]*: [Ifl| =1, f € Ly}

sao dadas por

f=no,. In|=1

Aqui, ¢,, € a n-ésima funcéo base ortonormal de £,, com coeficiente de
maior grau dado por k,, = ¢*(cv,). O maximo é igual a k2.




Teorema 13. O problema de otimizacao

P,r%(l,ozn) : mf{||f”2 flan) =1, f € Ly}

—1 1%

. O, ,onde ®, éa

tem uma Unica solugdo dada por f = ¢ =k

n-ésimo funcao base ortogonal ménica em L,, e ¢,, € a funcao base
ortonormal com ¢ (a,,) = k,, > 0. O valor minimo é dado por & °.




Definimos o produto de Blaschke finito B,,, paran =0,1,.. .,
como anteriormentee B_,, = B,. = 1/B,, paran=1,2,.. ..
Portanto, {B,},cz gerao espaco R, = L, + Lps, n=0,1,...

Lema 3. Sejam z1, 29, ..., 2, pontos fixos em C. Temos o seguinte
resultado de otimizagéo em L,, 0 < p < oo:
q(2) M
mm f qelly, N> n}
R e e e AL Hrzkn
(20)

onde ¢ pertence ao espaco dos polinébnios monicos de grau no maximo
N (¢ € 1}f) e 2|y = maz{]=|,1}.




A Unica solucéo é obtida para ¢ = ), onde

O(2) — ANz — 1) (27 — 12(,2 — Zg41) - (2 — zn)

Z1..-24

Demonstracao:

Suponha, por simplicidade, que z,...z; estao em E e que

Zd41s- - - » 2n €StA0 todos em D.




Temos que o lado direito de (??) pode ser alcancado para
¢ = Q, pois

Nz — 1) (2Fg — (2 = zaq1) - (2= 2) [F

/|f(z)|pd)\(z) - / Z1...29(z—21) ... (2 — zn) dX(2)
B 1 N2z —1).. . (224 — 1) P s
B |El...2d|p/ (z—21)...(2— 2q) dr(2).
zi — 1 , ~ .
Como cada == , 1 =1,...d, € uma transformacao de Mo-
2 — Zj
: 2z — 1 P , : : -~ e .
bius = 1 e, aléem, disso, como a integracao é feita
2 — Zj

no disco [V "]P =1,




logo

p _ L 2) = p
/lf(Z)‘ d)\(z) N |21...Zd‘p/d)\( ) ‘Z Zd|p {H |Z/~c-|-}

Agora, falta mostrar que, qualguer polinOmio monico
P e 114!, satisfaz

P(z)
m(2)

Q(2)
m(2)

,onde w(z) = (2 — 21) ... (2 — zn).

>
p




Como
acima
Supon

| flleo > 1|f]|p, € suficiente provar a desigualdade
para 0 < p < oo.

na que gy, ...,q; SA0 zeros de P pertencentes ao

fecho do disco unitario. Assim,

P(z) =

(z—q1)...(2 —q;)R(z), com |R(0)] > 1.

A funcao

(1-32)...0—5,2)R()
(z—21) ... (2 = 29)(1 = Zg312) ... (1 = Zp2)

g(z) =

é analitica em D e, consequentemente,




DessteemLyoy
R

- [las “< f;i 'Eiii:?\p'gw
_ / g(2)PdN > | / g(z)pd)\|.

Ccomo
/ g(z)"dX

segue que

|[R(0)P 1
p— O p — > )
‘g( )‘ |Z1...Zd‘p |Zl.--zd|p




T

para P # Q.

N F I 21 )

Teorema 14. Dados a1, as, ... em D, o produto de Blaschke finito B,,,
paran >0e B_, =1/B,,paran = 1,2, ..., entdo o sistema

{ By, }nez € completo em qualquer espaco L, (1 < p < o0) se, e
somente se, Y (1 — |ag|) — oo.




Primeiro note que, no caso em que um numero infinito de oy,
é igual a zero, o sistema {B,},c~ € formado por polindbmios
trigonométricos que sdo completos em L, e a soma

certamente diverge.

Suponha que apenas um numero finito de oy, k=1,...¢, €
zero. Neste caso, o sistema contem polindmios
trigonometricos de grau no maximo q. Seja

R, = {Bp:k=-n,...,n}

= Lp+ Lpx = {an(z) : pan € oy, D(2) = 21 H [(z —1/ag)(z — ak)]} :

D(z) k=g+1




Como |[z™ — fl|l1 < |]z™ — fl|~, € suficiente provar que a
divergéncia da soma implica em L., ser completo e, por
outro lado, L; ser completo implica na divergéncia da soma.
Primeiro, mostremos que L; ser completo implica na

divergéncia da soma.
Pelo lema anterior, temos, para p = 1, que

n

1T laxl:

L k=q+1

Q(z)
D(z)

zq—l—l o P(z)

in +1_ = 1n
£l = f@)ll = nf he;

feRy pellay

= inf
M
1 Qelly, 1y




Como L; € completo, [],_,, |ax| — 0. Logo,

> (1 —|ag|) — occ.
Mostremos, agora, que a divergéncia da soma implica em
L, Ser completo.

Sabemos que ¥k = —q, ..., q, estdo no sistema. Assim, te-
mos que provar que z*, para |k| > ¢, pode ser aproximado

em L, por elementos de R,, para » suficientemente grande.




Observe que

el 2"+ a1zt 4t am—129T 4 (7)o =
n,o;

n

z2n—i—m + q(z)

inf o,
q€llon 4 m—1 D(z) ‘oo ;{,:];I_H
param=1,2,...1, e

inf [z7" 9t a1z 4 a1z T 4 f(2)]]ee =

fGR’I’L,OL,L

; ei}%f [zMT9 4 @12 G129+ £ (2)]] 0o,
* n,o&;

n
que também éiguala ][ |y param=1,2,....
k=q+1




n

Como a soma diverge, temos que H laz.| — 0. Isto

k=q+1
significa que {B,},cz € completo em L. o
Lema 4. Seja A um subespaco linear de um espaco de Hilbert 5 e seja
f qualquer elemento de 5. O ponto p* em A é a melhor aproximacdo em
A para f se, e somente se, o erro e* = f — p* satisfaz a condicéo de
ortogonalidade

(e*,p)y =0, pe A




Teorema 15. Seja f € Hs. Entao, o problema
S = Joll2 = o € Ln

tem uma Unica solucao, que é uma funcao f,, € L,, que interpola f nos
pontos do conjunto AY = {0, a1, ... }.

Teorema 16. Seja f € Hs e suponha que > (1 — |ay|) diverge. Seja
fn € L,, afuncéo que interpola f nos pontos A% ={0,a1,...,ay}.
Entdo, f,, converge uniformemente, em um subconjunto compacto de D,
para f(z). Se f pertencente a Ho é também analitica em T, entéo a
convergéncia é também uniforme em T,




Demonstracao:

Primeiramente, precisamos da formula do erro para
Interpolacéo de funcdes racionais, para mais detalhes sobre
iInterpolacoes de funcoes racionais veja, [?]. Considere

(z—=01)(z —b2) ... (2 = bny1) _ 7(2)
(z—c1)(z—c2)...(2 —cn) o(z)’

|C’I“| > 1, ‘bk’ 7é 1.
(21)

w(z) =

r(z) = — /w(t)_w(z)f(t)dt, 2] < 1.

w(t)(t — 2)




~ | =~
SN—— | ~~—
S| © .
~
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Por (??), obtemos
T




Observe que, na ultima igualdade, temos uma diviséo de
polinbmios de grau n. Logo, r(z) pertence a L,,.
Agora, considere

f(z) =r(2)

S f(t)dt. (22)




Como w(b,) = 0, segue, pela igualdade acima, que r(z)
interpola f(z) nos pontos b1, ...,b,11.

Agora, sejam by =0,bs = aq,...,bpr1 = ap €

cp =1/ay,...,c, = 1/a,. Considere w(z) = d,zB,(z) €

w(t) = dntBy(1), onde d,, = J] -

Substituindo em (??), temos

. Bn(z) f(t) dt Bps(1) f (1)
F(2) = fulz) = %/Tan(t) - —an(z)/r =D

Logo,




£(2) = fn(2)] < |21 Ba(2)] [F

Como |B,(z)
existe N tal o

do z escolhid

1
[t — 2|

Bas OIS OIANO < 2B [ F0]ax0- @

— 0 para |z| < 1 (pois > (1 — |ay|) diverge),
ue, paran > N, |f(z) — fu(z)] < ¢ (Independente
0).

Portando, f,(z) converge uniformemente para f(z).

Para mostrar

a segunda parte, temos

sup /If("“t)—fn("“t)l2d>\(t)§/ [f(2) = fn(B)FdA(®) = |f(3) — fn(3)I°, onde |2 =1.
T T

0<r«<1




Como, pela primeira parte do teorema, |f(z) — f.(2)] — 0,

segue que f, converge uniformemente para f em T. o




Lemab5. Seja f € L,,.
Se g e h sao definidas pela relacao

<z — W

f(z) = flw) = (z = w)g(2) = h(z),

1l —ap,z

entao

(@) p1(2)g(z) € L, paratodo p; € I, onde I1; é o conjunto dos
polindmios de grau menor ou igual a um. Em especial, g(z) € Ly;

(b) e Ln—;

1 — ap(2)
Z—w

2.Se f(w) =0, entéo f(z) € Lp—1.




Lema 6. Sejam ¢;. funcdes de base ortonormal para £,,, (;. os factor de
Blaschke e w um parametro. Assim,

Z+1(Z)¢n+1*(w) — On+1(2)Ony1(w)

1 — Cnt1 (Z)Cn—l—l (w)

_ Pn(2)Pnx(w) — Gi(2)Cr(w) P (2)Pn(w)

Lf‘%(z,w) — e L,,

LY (z,w) = € Lo,

1 — G(2)Cr(w)




Teorema 17. (Relacao de Christoffel-Darboux). Temos a seguinte
relacdo entre o nucleo reprodutivo e as fungdes base ortonormais de L,

7’;+1(z) :;,+1(w) — Pnt1(2)Pnr1(w)

Kn(z,w) =
( ) 1 — Cp+1(2)Cng1(w)

= L2 (z,w) (24)

ou

35 00) — Ga(2)Ga(W)bu(2)Falw)

K (2, w) = Ly(z,w).  (25)

1 — Cn(2)Cn(w)




Demonstracao:
Seja f € L£,,. Entao,

(f(2), Ly (2,w)) = f(w)(1, Ly (2,w)) + (f(2) = f(w), Lp(z, w)). (26)

Pelo Lema 5.1, temos que, se f(z) — f(w) = (z —w)g(z),
entdo g € L,,_1 € p1g € L, para todo p; € I1;.

Assim, chamando de N(z,w) o numerador de LY (z, w), obte-

MOS




(F2) = fw), IO (zw)) = O <<z—w>g<z>,

1 — |an+1|2

1l —oani1w
= P M (g(2) (2 — ang1)N(z,w).)
1 — |ap41]

1l —an,312
1 —zw

N(z,w)>

1 —anr1w

o1 | t1]? ((z = ant1)g9(2), N(z,w)) .

z — ony1)9(2), Pry1(2)9 n+1(w) ¢n+1(z)m>

2 — s 1)9(2), 841 ()11 (@) — (2 = ans1)9(2), b1 (=) bt (W)
z— anp+1)9(2), ¢Z+1(Z)>¢n+1( w)

Cn+1(2)h(2), Pr41(2)) D1 (W),




B |@n+1|

com h(z) = (1 —any12)9(2) € Ly, €, esta ultima igual-

Up+1
dade € igual a zero pelo Teorema 3.6 item 5.




Falta apenas mostrar que (1, LY (., w)) = n(w) = 1.
Fazendo f(.) = LY(., z) em (??), temos

(Lo(.2), Ly (L w)) = Ly (w, 2)n(w).
Se intercalarmos z e w, obtemos
(Lo(.,w), Ly(.,2)) = Ly (z,w)n(2)

e, COmo

(L9 (. 2), LY w)) = (Ln( w), Ly(,2)) e LY(zw) = Ly(w, 2),

temos que 7(z) = n(w). Assim, n € uma constante.




Observe que por (?2?)

(f. Ln(z,w0)) = nf(w),

assim
1 0
Kn(z,w) == L, (z,w).
Ui
Fazendo z = w = a,, 1, t€EMOS
1 0 1 2 2
Kn(ozn+1,an+1) = % Ln(an—|—17an—|—1) — % (kn—l—l - ‘¢n—|—1(an—|—1)| )

= knt1(Qnt1s0nt1) = [Pnt1(ans1)]? = ki1 — |dnt1(ant1)|*

Logo, n = 1.




Teorema 18. Seja K, (z,w) o nlcleo reprodutivo para £,,. Entéo,

* 1 (z,w K (z,w
B e () e
Kpi1(z,w) Kn(z,w)
onde o superstar conjugado é com respeito a z e a matriz ¢,,.-1 € dada
por

1 0 0 1 %
tn_|_1(Z, w) — ¢ pn—l—l Cn_|_1(Z) fYn—I—l 7
pn+1 1 0 1 v o1

(28)

com




c = (1= ppaH) ",
Pntl = pPpr1(w) = ¢n+1(w)/¢2+1(w)a
Yo+l = Ynr1(w) = —Cur1(w)pnt1(w)

e 9,11 € a (n+ 1)-ésima funcao da base ortonormal.




Demonstracao:
Claramente, temos

Knt1(z,w) = Kn(z,w) + dng1(2)on1(w). (29)

Da relacao de Christoffel-Darboux (??), concluimos que

On+1(2)Pn41(w) = @1 (2)0) 1 (W) = (1= Cui1(2) g1 (w)) K (2, w).
(30)

Substituindo (??) em (??), obtemos

Kpt1(z,w) = Cut1(2) Gt 1 (0) Kn (2, w) + @511 (2) 0y 4 (w). (31)




Agora, tomando o superstar conjugado com respeito a > em
(??), temos

¢2+1(Z) ;+1(w) Prt1(w) = ;Z+1(Za’w) — Cur1(2) Ky (2,w).  (32)

Observe que (??) segue do fato de gue.

Como K, +1(z,w) pertence a L, 1,




Khi1(zw) = Bny1(2)Knt1(1/2,w) = Buy1(2)[Knt1(1/Z,0) + ¢nt1(1/Z) 1 (w)]

Bpnt1(2)
Bn(2)

= Cn—l-l(z)
)

Bn(2)Kn+1(1/2Z,w) + Bn41(2)9n+1(1/2)pn+1(w)

K, (z,w) + @541 (2)pnt1(w)
K;;(z, w) + ¢;;—|—1(Z)¢:;+1(w) Pn—|—1(w)‘

= Cn—|-1(z

Substituindo (??) em (??), temos




Kn—i—l(za w)ﬁn—i—l = Gn+1 (Z)Cn+1(w)Kn(Za W)ﬁn+1—|-K;;+1(Z, w)_cn+1 (Z)
(33)

O superstar conjugado de (??) € dado por

;’:—I—l(zv w)pn-l—l — Cn-l-l(w)K;;(Z? w)ﬂn—l—l T K?’H—l(za w) _ Kn(zv w)
(34)

Resolvendo o sistema formado por (??) e (??) com relacao a

Kpt1(z,w) € K (2, w), obtemos




Kn—l-l(za w)(l — |Pn—|—1 |2)

Kn+1 (Z, ’lU)

K711 (z,w) (1 = |pnga|?)

+1(Z,’UJ)

(Cnt1(2)pn+1 — Cng1 (W) pny1) Ky (2, w)
+ (1 = Cut1(2)Cnt1(w) |pnt1]?) Kn (2, w),
c{(Cn+1(2)pnt+1 + Y1) K (2, w)

+(1 + prt1Cn+1(2)¥nt1) Kn (2, w)}

(Cnt1(2) = Cnpr(w)|pnt1]?) Ky (2, w)

+ (Pnr1 — Cnt1(2)Cnt1(W)Pn 1) Kn (2, w),
c{(Cn+1(2) + n+1Pn+1) K; (2, w)

+(Prnt1 + Cnt+1(2)¥nt1) Kn (2, w) }.




Consideremos, agora, o nucleo normalizado que
denotaremos por

Va(z,w) = Kp(z,w) | Ky (w, w)]_l/Q. (35)

Teorema 19. O nucleo normalizado V,,(z, w), definido em (??), satisfaz
a seguinte relacao:

Vi) Y, o Vi
( Via(z,w) ) = On(z,w) ( Vi—1(z,w) ) ’ (36)




onde o superstar conjugado € com respeito a z. A matriz 9,
é dada por

D)
pn 1 0 1 Yno 1

c = (1—|p) P ed=(1— |y

pn = po(w) = on(w)/dy(w),
Tn = Vn(w) — _Cn(w)pn(w)

com

e ¢, € a n-esima funcao da base ortonormal para £,,.




Teorema 20. Para as funcfes da base ortonormal ¢,, pertencentes a
L, temos a seguinte relacao:

¢n(2) — N, 1 - aﬁ—lz 1 A Cn—1(2) O bn—1(2) @
ok (2) 1 —anpz An, 1 0 1 * (=)

onde a matriz /V,, € um multiplo de uma matriz unitaria, isto é,

m 0
0 n?

N, = ey, . en >0,




com n! e n? € T. A constante ! é escolhida de tal forma que
o* (o) > 0. A outra constante n? é relacionada com »! por

2 —1 Qn—1 Qp
nn_nn

|Oén—1’ Oén.

O parametro )\, € dado por

¢n (Oén—l)
o, (an—l)

e p,(w) € definido como no Teorema 5.2. Quando n = 1,

1l —ap,0,—1 Qp Qpy—
= npn(n_1), COM 7 = _n L 7n nl o
1 —apan— |&n‘ |04n—1|

Ap =1

temos a igualdade (??) se definirmos «y = 0.




Demonstracao:Primeiro, provemos a existéncia de
constantes ¢, e d, tais que

1 —anz 1l —a,_12
- On — dpPn—1 — Cp “ Q5:;_1 c Ly_o. (38)
Z — p—1 2 — Op—1

Defina, como anteriormente, m,(z) = [[7_,(1 — @;2) €
o = pr./m onde p, € um polindmio de grau no maximo k.
Substituindo em (??) e utilizando o item 3.c do Teorema 3.6,

temos

Pn — dn(z — @n—l)pn—l - Cn(l — an—lz)p;_lnn—l B N(Z)
(z — an—1)Tn—1(2) D(z)

onde n, € T € como definido no Teorema 3.6.




Se (??) tem gue pertencer a £,,_», devemos exigir que
N(an—1) = N(1/a,_1) = 0 ou, equivalentemente,
N(ap—1) = N*(an_1) = 0.

Para N(a,—1) =0, temos

o = (1 = lan—1)py_170—1 =0,
ou seja,

Pn L Tn—1 pn(@n—l)

cn—(

1 — Jan—112)p -1 1= |an—12p_1(an-1)




Agora, utilizando a segunda condicao, temos

_ - 1 — |04n—1|2 _
Ap—1
Logo,
- pn(an—l)afn—l
(1 = Jan—1|*)pn—1(an-1)
ou
P 1 pn(an—l)an—l
n

1= ap-1)? pnoi(an_1)




Note que, pelo Teorema 3.6,
Pr1(an1) = ¢y (an1)Tn1(n1)T, 1 = knaTp1(n-1)7,1 # 0.
Assim, podemos escrever

_ 1 —apan—1 an(an—l)
1 — |04n—1|2 En—1

Cn

I —apan—1 ay ¢;;(04n—1)

dp =

B 1 — |Oén—1|2 ‘Ofn| kn—1




Logo, provamos gue, com as escolhas de ¢, e d,,, a
expressao (??) pertence a £,_». Por outro lado, (??) é
ortogonal a £,,_». Para mostrar isto, note que, para todo
kE<n-—2, ¢ € ortogonal ao primeiro termo de (??), pois

M'(l—anz ¢n) .gbk;}
|\ %2 — O&n-1 %

= M |ppe.——" m} =<¢;:,_1, S ¢k>

/\\
D -
]
Q1o
f:
HN
<
3
°
=
\/
I

e esta ultima igualdade é zero pois o fator a direita pertence

a Ln_]_.




¢p. € trivialmente ortogonal ao segundo termo em (??).
Finalmente, ¢, também é ortogonal ao terceiro termo, pois

< — Onp—1

Como Ot

[ (1 —
- () e
[\ 2 —Qn—-1 /4

M| ¢%_q,. Z_O‘j‘”‘l cbk] - <¢:;, N qsk).

pertence a £, 1(a,_1), Segue, do Teo-

rema 3.6 item 5., que o ultimo termo da igualdade acima e

ZEero.




Assim, concluimos que a expressao (??) € igual a zero.
Logo,

2 — Olp—1 1l —an_12

On = dn—— = On1+ e =, On—1
= g e @ e
=yt B (o Rt @9
com
A, — ~ Cp Qp-1 (40)

gn|O‘n—1’.




Note gue podemos escrever A\, Como

l —apap—1 oy ap—1

On(Cn—1)
Ap = = ap_1), COM n =
e p, como definido no Teorema 5.2.
Aplicando o superstar conjugado em (??), temos a relacao
para ¢* como queriamos.
Escolhendo ¢, = |d,,| pertencente R, os valores de n} e n?

sao dados por

c'l

1 —apan— ‘Ofn| ’Oén—l‘

d, O, _ d, @
1 n n—1 2 n n

—|dn| |O‘n—1| —|dn| |O‘n|.




Resta mostrar a condicao inicial da recorréncia para n = 1.
Como ¢y = ¢ = 1, podemos calcular

1
a1z

¢1(z) = 6177;1[1 — z¢0 + Xlgbzf,], onde e; e Re 77% cT.

Portanto, as constantes n{ e \; devem satisfazer
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