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Resumo

A andlise de informag¢des amostrais € de extrema importancia na tomada de decis@o nas diver-
sas dreas do conhecimento. Na drea da saude, auxilia, de forma sistemdtica, na avaliagao de
processos, intervengdes e desenvolvimento de produtos para a melhoria da qualidade de vida
da populacdo. Nesse contexto, a Fisica Médica tem se destacado como drea estratégica para
a andlise quantitativa de dados em sauide, especialmente em cendrios nos quais ainda sao es-
cassos estudos que explorem sistematicamente as informagdes geradas e extraiam conclusdes
a partir delas. Uma das maneiras de analisar esses dados € através dos modelos de regressao,
que tém como objetivo avaliar a relacio entre duas varidveis quantitativas, por exemplo, a taxa
de vacinacdo com a mortalidade de uma populacdo, entre outros. Por outro lado, se a varidvel
dependente € bindria, deve-se utilizar o modelo de regressdo logistica com foco na probabili-
dade de uma determinada caracteristica de interesse. Devido a sua natureza de resposta bindria,
o modelo de regressao logistica tem se destacado na drea de diagndstico por imagem, pois per-
mite, a partir dos parametros extraidos das imagens, gerar predi¢des que auxiliam os médicos
na tomada de decisdo clinica. Além disso, o desempenho de modelos estatisticos usualmente é
avaliado por meio de dados simulados. As simula¢des levam em consideracdo a dindmica do
processo bioldgico e permite um estudo aprofundado do problema com menor custo. Progra-
mas computacionais sio utilizados para estas simulagdes tais como o programa estatistico R.
Este programa € disponivel gratuitamente no site https://www.r-project.org/ e possui a colabo-
racdo voluntdria de pesquisadores de todo o mundo. Dessa forma, este programa encontra-se
em constante desenvolvimento, sendo incorporados os métodos de andlise de dados mais recen-
tes, por meio de bibliotecas e pacotes. O objetivo deste projeto é capacitacdo na modelagem de
informagdes experimentais de pesquisas envolvendo modelos de regressao logistica por meio
do estudo de dados da literatura e simulacdo realizados no programa estatistico R, com foco
em demonstrar como os modelos de regressdao logistica podem ser utilizados para gerar um
diagndstico a partir da simulagdo de parametros de imagens médicas.
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Introducao

A andlise de informag¢des amostrais € de extrema importancia na tomada de decis@o nas diver-
sas dreas do conhecimento. Na drea da saude, auxilia, de forma sistemdtica, na avaliagao de
processos, intervengdes e desenvolvimento de produtos para a melhoria da qualidade de vida
da populagdo. Nesse contexto, a Fisica Médica tem se consolidado como érea estratégica para
a andlise quantitativa de dados em saude, sobretudo no diagnéstico por imagem [1], em que
parametros extraidos das imagens podem ser utilizados em modelos estatisticos para apoiar a
decisdo clinica. Mais especificamente, os modelos de regressdo t€ém como objetivo avaliar a
relacdo entre duas varidveis quantitativas, por exemplo, a taxa de vacinagdo com a mortalidade
de uma populacdo, entre outros. Uma delas é denominada de varidvel resposta (ou dependente)
e a outra covaridvel (independente). Para o ajuste deste tipo de modelo de regressdo, ha a ne-
cessidade de atendimento de algumas suposicoes tais como a varidvel resposta ser quantitativa,
normalidade e homoscedasticidade dos residuos, os quais limitam a sua aplicabilidade.

Quando a suposi¢ao de normalidade dos residuos nao € atendida pode-se utilizar uma classe
de modelos de regressdo mais abrangente denominada modelos lineares generalizados (MLG).
Neste caso a varidvel resposta pode assumir outras distribui¢des tais como Binomial, Poisson,
Gama, entre outros. A distribuicdo Poisson pode ser utilizada em dados de contagem, por
exemplo, quando a varidvel resposta € o nimero de casos de dengue em um municipio em um
ano. No caso de tempo até reacdo de um agente quimico, a distribui¢do Gama pode ser uma
candidata por ser uma varidvel estritamente positiva. Por fim, se a varidvel resposta é bindria,
deve-se utilizar o a distribui¢do Binomial através do modelo de regressao logistico com foco na
probabilidade de uma determinada caracteristica de interesse [2]. Em diagndstico por imagem,
por exemplo, a regressao logistica permite modelar a probabilidade de um tumor ser maligno a
partir de parametros quantitativos obtidos das imagens, contribuindo para o diagndstico médico
e, consequentemente, reduzindo procedimentos invasivos nos pacientes.

A escolha do modelo de regressdo mais adequado depende também da andlise do diagnés-
tico do modelo ajustado. Esta andlise permite a identificacdo de pontos suspeitos que afetam de
forma desproporcional nas estimativas dos parametros.

Além disso, o desempenho de modelos estatisticos usualmente € avaliado por meio de dados
simulados. As simulagdes levam em consideracdo a dindmica do processo bioldgico e permi-
tem um estudo aprofundado do problema com menor custo. No contexto deste trabalho, foram
realizadas simulacdes nas dreas da Biologia e Fisica Médica, incluindo dose absorvida em re-
lacdo a intensidade de radiacdo incidente, marcador biol6gico binério e espessura do tecido;
internacdo dependendo da idade e marcador bioldgico; e principalmente parametros extraidos
de imagens médicas (como vascularidade tumoral) com desfecho binario (benigno/maligno),
simulando cendrios reais de diagndstico.

Programas computacionais sdo utilizados para estas simulacdes tais como o programa es-
tatistico R. Este programa € disponivel gratuitamente no site https://www.r-project.org/ € pos-
sui a colaboracao voluntdria de pesquisadores de todo o mundo. Dessa forma, este programa
encontra-se em constante desenvolvimento, sendo incorporados os métodos de andlise de dados



mais recentes, por meio de bibliotecas e pacotes.

O presente estudo tem como foco a anélise e aplicacao de modelos de regressao, com énfase
na regressao logistica, em problemas da drea da saude, especialmente em cendrios de diagnds-
tico por imagem em Fisica Médica, utilizando dados da literatura e simulagdes computacionais
no programa estatistico R. Busca-se compreender os contextos em que os modelos de regressao
linear e logistico s@o mais adequados, explorando seus pressupostos tedricos e o processo de
inferéncia dos parametros. Além disso, pretende-se realizar simulagdes de dados para investi-
gar o comportamento dos ajustes desses modelos em diferentes situacdes experimentais. Dessa
forma, o projeto visa a capacitagdo na modelagem de informagdes experimentais e a consoli-
dacdo do conhecimento sobre o uso da regressao logistica para apoiar o diagndstico a partir de
parametros extraidos de imagens médicas.



Desenvolvimento

Neste capitulo serdo apresentados modelos de regressdo. Primeiramente, serd abordado um
modelo cldssico, a Regressdo Multipla. Em seguida, serdo apresentados os Modelos Lineares
Generalizados, com énfase no Modelo Logistico.

2.1 Regressao Miiltipla

Antes de compreender os conceitos da regressdo multipla, € essencial entender os principios da
regressdo linear simples. Este modelo serve de base para modelos mais elaborados e € crucial
pra entender conceitos mais avangados.

A regressao linear simples busca estudar a relacdo linear entre duas varidveis: uma varidvel
dependente (resposta) e uma varidvel independente (explicativa). Com isso, assume-se que a
varidvel dependente varia linearmente com a varidvel independente, com a adi¢do de um termo
de erro.

O modelo € representado pela equacao [3]:

y=0o+px+e, (D

em que y e x representam as varidveis dependente e independente, respectivamente. O coefici-
ente o representa o intercepto (valor de § quando x = 0), o coeficiente 3 representa a inclinacio
da reta (mudanga em y para uma unidade de mudanca em x) e € representa o termo de erro.

Os parametros o e 3 sdo estimados utilizando dados amostrais do método dos minimos
quadrados, que busca minimizar a soma dos quadrados dos residuos. Esses parametros serdao
mais explorados no decorrer do capitulo.

Para que as estimativas dos parametros sejam vélidas e as inferéncias estatisticas sejam
confidveis, a regressao linear simples assume alguns pressupostos importantes [3|:

* Linearidade: a relacdo entre a varidvel dependente e a independente € linear;

Independéncia: os erros sdo independentes entre si;

* Homocedasticidade: a varidncia dos erros € constante para todos os valores da varidvel
independente;

Normalidade: os erros seguem uma distribui¢do normal.

Esses pressupostos também valem para a regressao multipla e serdo retomados adiante.
A qualidade do ajuste do modelo pode ser avaliada por meio de medidas como o coeficiente
de determinacao (R?), dado por [4]:
Soma Quadratica do Erro

RE=1-— 2
Soma Quadritica Total ’ @

3



em que a Soma Quadrddica do Erro (SQE) é dada por SQE =Y | (yi— $i)? e Soma Quadrdtica
Total (SQE) é dada por SQT =Y | (yi — )7)2, onde n refere-se ao nimero total de observacdes
na amostra. Assim, R? indica a proporcdo da varidncia da varidvel dependente explicada pelo
modelo. Para complementar essa andlise, aplica-se o teste F global, para verificar, por meio de

teste de hipdteses, a significincia estatistica do modelo como um todo. O teste dado por [4]:

_ Média Quadrdtica da Regressao

3
Média Quadratica do Erro )
em que a Média Quadrdtica da Regressdo (MQR) é dada por MOR = %, com a Soma Qua-
dratica de Regressdo (SQR) SOR=Y" (3 — )2 = SQT — SQE, e Média Quadritica do Erro
(MQE) é dada por MQE = SOE " onde q representa o nimero de varidveis explicativas do

n—q—1°
modelo.

Concluindo, a regressao linear simples serve como base para a regressao multipla, que es-
tende o modelo para incluir multiplas varidveis independentes.

2.1.1 O Modelo

Para estimar a equacdo da populacdo na técnica de regressao multipla, temos [3|]:

.uy\xl,xz,,..xq =a+ ﬁlxl + ﬁ2x2 +...+ ﬁqxqa (4)

sendo que xj,x2,... € Xg 830 as g varidveis explicativas distintas € Uy, v, ., ¢ a média dos
valores de y para um valor especifico da varidvel explicativa. Da mesma forma que na regressao
linear, o e B sdo os coeficientes da equagdo, com o primeiro sendo o intercepto, que € o valor
médio da resposta y quando todas as varidveis explicativas assumem o valor 0, e o segundo
sendo a inclinagdo, que € a variacao do valor médio de y que indica o aumento de uma unidade
de x; para i = 1,...,q, considerando que todas as outras varidveis explicativas se mantenham
constantes.
Com isso, ajustamos a (4] para um modelo da forma

y:OC—l-ﬁlX]—l—ﬁz)cz-i—...—l—ﬁqxq—l—é‘, )

com ¢ sendo o erro. Para estimar os coeficientes, € utilizada uma amostra aleatdria representada
por (X1;,X2i,...,Xgi,yi) para i = 1,...,n. Do mesmo modo que foram feitas suposi¢des para o
modelo de regressao linear simples, também sdo feitas suposi¢des para o modelo de regressao
multipla:

1. Para valores especificos de x1,x2, ..., X4, todos considerados medidos sem erro, a distribu-
i¢do dos valores y € normal com média [y, v, ., € desvio padrdo Oy, v, . .

2. A relagdo entre [, gty € X1X25 0 Xg é representada pela equacado
Wylxy ..y = O+ Brxt + foxa + ...+ Boxy; (6)

3. Para qualquer conjunto de valores xj,x2,...,Xg, Oy, 2,1, € constante. Como na regres-
sdo linear simples, essa caracteristica é conhecida como homocedasticidade;

4. Os resultados y sdo independentes.



A Equacao da Regressao de Minimos Quadrados

Para estimar a equagdo de regressdo da populacdo () € utilizado o método de minimos quadra-
dos para ajustar o modelo

y = PBo+Pixi + Paxa+ ... + Bgxg + €. (7)

Como esta sendo usada essa técnica de calculo numérico, temos

n

Yoei =Y (i—5)" =Y (vi— o= Brxri — Poxai — .. — Byxgi)*. ®)

i=1 i=1 i=1

Sendo que y; é o resultado observado da resposta ¥ = [yl,..., yq}T para valores especificos
X1i,X2i, ..., Xgi € 0 ¥; € 0 valor da equagdo ajustada. Os estimadores, dados por & e B de o e B;
comi=1,---,q sdo obtidos pela solucdo do sistema de equagdes (g).

Agora, como estd sendo trabalhado com duas varidveis explicativas, o modelo representa
um plano no espago tridimensional, consequentemente, quando hd trés ou mais varidveis, o
modelo representard um hiperplano em um espaco dimensional mais elevado.

Inferéncia para os Coeficientes da Regressao

Como os coeficientes a e f,. .., B, sdo estimados em relagcdo a uma amostra de dados, os erros
padrdo dos estimadores sao necessdrios para realizar o cédlculo da inferéncia em relacdo aos
parametros verdadeiros.

Para determinar essa inferéncia estatistica, serd usado o teste de hipdtese para as inclinacdes

{ Hy : Bi = Pio )
Hy : i # Bio
parai=1,...,q (normalmente o caso fBjy = 0 e B; # 0). Tal que a estatistica do teste ¢ dada por
t = M (10)
ép(Bi)

Supondo que a hipétese nula seja verdadeira, calcula-se a estatistica (I0), que tem uma dis-
tribuicdo t de Student com n — g — 1 graus de liberdade, com g sendo o nimero de varidveis
explicativas no modelo.

Além dos testes de hip6tese, € possivel calcular o intervalo de confianga para os coeficientes
da regressdo da populagdo, construindo assim um intervalo de confianga para o valor médio de
Y previsto, e também € possivel calcular um intervalo de predi¢ao para valores especificos de y
que correspondem a um conjunto de valores das varidveis explicativas.

Vale ressaltar que, para ambos 0s casos, os passos para calculd-los sao iguais aos passos em
relacdo a uma unica varidvel explicativa.

Avaliacao do Modelo

Para a validacdo do modelo, assim como no modelo de uma varidvel, existem duas maneiras de
avalid-lo: de forma gréfica, por um gréfico de dispersdo, e a partir do valor de R? [3].

Em relagdo ao R?, para determinar se o modelo é bem ajustado, o valor que ele assume
para uma varidvel explicativa € comparado com o valor obtido ao considerar de mais de uma
variavel explicativa. Caso o valor de R? para a regressdo miiltipla seja maior do que o valor da

5



regressao linear simples, pode-se sugerir que ao adicionar mais uma varidvel explicativa, houve
uma melhora no modelo de previsdo do caso estudado.

Entretanto, deve-se ser cauteloso ao comparar esses dois valores, ja que estd sendo compa-
rado os coeficientes de determinagdo de dois modelos diferentes. Mesmo incluindo mais uma
varidvel, o valor de R? de uma varidvel nio pode ser menor que esse novo valor de R?. Assim,
para que a andlise ndo seja prejudicada, ajusta-se o valor de R? (R%ajustado).

Sendo possivel comparar com mais precisdo: quando R%a justado for maior que R?, pode-se
afirmar que o modelo de regressdo multipla explica melhor o estudo do que o modelo de apenas
uma varidvel.

Em relagdo ao gréfico de dispersdo (em relagdo ao R*ajustado), quando é possivel notar
um padrdo de leque no gréfico, fica evidente que um dos pressupostos citados anteriormente, a
homocedasticidade, ndo € respeitado. A Figura[2.1| mostra um gréfico de dispersdao em que a
suposi¢ao de homocedasticidade € respeitada.
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Figura 2.1: Residuos versus valores ajustados. [Fonte: PAGANO, M; 2004, p. 401]

Variaveis Indicadoras

Além de varidveis explicativas continuas, a andlise de regressdo pode ser feita por varidveis
explicativas discretas ou nominais.

As varidveis nominais nao tem nenhum valor quantitativo, sendo essas varidveis conhecidas
por varidvel indicadora ou varidvel dummy, ou seja, esses nimeros nio representam qualquer

medida real. 5
H() P = 0
arai=1,2,...,q. 11
{ HA . ﬁi ?é 0 p » = 7q ( )

Para determinar se a varidvel nominal € relevante para o modelo, € feito o teste de hipotese
(T1)) e a estatistica do teste t. Caso a hipdtese nula seja rejeitada, pode-se concluir que a vari-
dvel dummy influencia no modelo, ou seja, ou o valor de B; pode influenciar ou niao no valor
especifico de y;.

Vale ressaltar que, a representagcdo gréfica € feita uma linha de regressdo em relacdo aos
valores em que x; é 1 e outra quando x; for O e as linhas terdo as mesmas inclinacdes.

Termos de Interaciao

Em modelos de regressao multipla, assume-se inicialmente que o efeito de cada varidvel ex-
plicativa sobre a varidvel resposta € independente das demais varidveis presentes no modelo.
Entretanto, em algumas situagdes praticas, essa suposi¢do pode ndo ser vdlida. Uma interacao



ocorre quando o efeito de uma varidvel explicativa x; sobre a varidvel resposta y depende do
valor de outra varidvel explicativa x;. Dessa forma, a relacdo entre x; € y € modificada por x;,
e 0 modelo aditivo simples nao € suficiente para representar adequadamente o fendmeno estu-
dado. Para contornar essa situacdo, € necessario incluir um termo de intera¢ao x;x; no modelo,
permitindo capturar esse efeito conjunto entre as varidveis [3]].

Para descobrir se € preciso a utilizacdo do termo, € feito um teste de hipdtese:

{Holﬁijzo
Hy: Bij #0

Caso a hipétese nula seja rejeitada, é necessario utilizar o termo de interagdo. Portanto,
caso a hipétese nula ndo possa ser rejeitada, ndo € possivel usar o termo.

parai=1,2,....,gcomi# j. (12)

2.1.2 Selecao do Modelo

Como a regressao multipla € utilizada para lidar com mais de uma varidvel, o seu real desafio
¢ definir qual modelo utilizar, ja que existem diversas op¢des. Para escolher o modelo ideal,
leva-se em consideragdo a interpretacdo da base de dados estudada e consideracdes estatisticas
e ndo estatisticas.

No Quadro serdo mostrados alguns modelos possiveis para esse tipo de regressdo. Os
modelos 1 a 4 indicam modelos de regressdo linear possiveis, ja os demais, sio modelos de
regressdao multipla.

Vale ressaltar que os modelos que apresentam termos como xl-2 ou yi2 sdo chamados de mo-
delos polinomiais de segunda ordem. A inclusdo desses termos quadraticos permite capturar
relacdes ndo lineares entre as varidveis, possibilitando modelar curvaturas nos dados, como
pontos de maximo ou minimo, que ndo seriam detectados por um modelo puramente linear [J5].

Com isso, um dos maiores desafios da utilizacdo dessa técnica é descobrir qual modelo usar
de acordo com o banco de dados que serd analisado. Como h4 diversas possibilidades de mode-
los, o processo de selecdo costuma ser demorado e demanda um certo esforco computacional.
Para isso, existem trés tipos de processo: a selecdo forward, a selecao backward e a jungao de
ambas, a selecdo stepwise.

Modelos Funcdes (notacao algébrica)
1 zi=a-+bxi+¢€
2 zi:a—l—bx,-—l—cxiz—i—s
3 zi=a+by+¢€
4 zi:a+byi+cy?+8
5 Zi=a-+bxi+cyi+¢€
6 zi=a-+bxi+cx;+dy;+¢€
7 zi=a+bxi+cyi+dyl+€
8 zi=a+bxi+cx? +dyi+ fy? +¢€
9 zi=a+bxi+cyit+dxyi+¢€
10 Zi= a+bx,~+cxi2—|—dy,~—|—fx,~yi+€

Quadro 2.1: Exemplos de Modelos de Regressao Multipla



Selecao Forward

Esse processo € feito em etapas e, em cada uma delas, sdo adicionadas segundo o critério de
maior significancia varidveis ao modelo que, em seguida, € avaliado. Caso o critério estatistico
seja atingido, encerra-se o0 processo; caso ndo seja atingido, serdo adicionadas mais variaveis.

Primeiramente, se adiciona a varidvel explicativa que tem o maior coeficiente de determi-
nacao, ou seja, a varidvel que melhor explica a variagdo que ocorre na varidvel y. Em seguida,
é incluida pelo usudrio a varidvel que mais aumenta o R”, sabendo que a primeira varidvel
adicionada ird continuar no modelo e que o aumento de R? seja significativo estatisticamente.

Esse processo de adi¢@o de varidveis continuard até que nenhuma varidvel restante explique,
de maneira significativa, a varidvel y.

Selecao Backward

Ao contrério do processo de selecdo Forward, todas as varidveis sdo incluidas no modelo. Em
seguida, elas serdo retiradas uma de cada vez, comecando com aquelas que resultem em menor
impacto no valor de R?. Depois, é analisada se essa remogio é significativa ou ndo para o
modelo: se ndo for, essa varidvel € retirada definitivamente. Esse processo € feito até que
as varidveis que restarem no modelo expliquem o comportamento da variacdo observada na
variavel y.

Selecao Stepwise

Esse processo € a juncdo dos processos Forward e Backward, ou seja, ambos sdo usados em
conjunto. No comego, € feito exatamente igual a selecdo foward: é adicionada uma varidvel
de cada vez ao modelo. Quando essa nova varidvel é adicionada, as anteriores sdo verificadas
para garantir a significancia estatistica, igual na selecdo backward. Assim, uma varidvel que
foi adicionada ao modelo na primeira etapa pode ser retirada na segunda etapa, caso ndo tenha
significancia.

Com isso, conclui-se que essa € a melhor sele¢do para descobrir qual serd a expressao do
modelo.

Colinearidade

O conceito de colinearidade é quando duas ou mais varidveis explicativas sdo semelhantes a
ponto de terem a mesma informacdo sobre a variagdo observada em y. Uma consequéncia
disso € a instabilidade dos valores dos coeficientes estimados e de seus erros-padrao, tornando-
os muito grandes. Esse aumento nos valores indica uma grande variabilidade amostral nos
coeficientes estimados.

Assim, independente do processo de sele¢do que for utilizado, é necessdrio verificar se ha
colinearidade ou nio.

Para identificar a colinearidade, € utilizado indicadores como o Fator de Inflacao da Va-
riancia (VIF). Para existem vérias formas de solucionar esse problema, dentre elas, pode-se
destacar a remocao ou combinag¢do de varidveis altamente correlacionadas, a reavaliar a inclu-
sdo dos preditores no modelo ou a transformagdo das varidveis. Essas abordagens reduzem a
instabilidade dos coeficientes estimados e melhoram a interpretagdo do modelo.



2.2 Modelos Lineares Generalizados

Para facilitar a compreensdo da mudanca de notagdo entre a regressdao multipla e os modelos
lineares generalizados (MLGs), serd demonstrada a equivaléncia entre a forma matricial e a
forma de combinagio linear (3).

Na regressdo multipla, o0 modelo é expresso como uma combinagdo linear de varidveis e
essa equacao pode ser reescrita de forma matricial como:

em que Y é um vetor coluna contendo os valores da varidvel resposta (y1,y2,...,Vn), X €

uma matriz contendo os valores das varidveis explicativas, B ¢ um vetor coluna contendo os
coeficientes de regressdo (Bo,B1,...,B,) € € é um vetor coluna contendo os termos de erro
(€1,€2,...,&)-

A equivaléncia entre as duas formas fica clara ao expandir a equacao matricial. Cada linha da
equacdo matricial Y = X3 + € representa a equacgio de combinagio linear para uma observacéo
especifica. A forma matricial simplifica a notacdo e facilita a implementagdo computacional,
especialmente quando lidamos com um grande niimero de varidveis explicativas e observacoes.
Por esse motivo, passamos a utilizar a notagdo matricial nessa se¢ao.

De maneira geral, pode-se representar um modelo linear da seguinte forma:

E(Y;) = w=x!B, (14)

com Y; sendo as varidveis aleatdrias independentes, que sdo a base para a maioria das andlises
de dados continuos. Esse modelo € uma forma matricial de representar regressoes lineares. Esse
formato também € usado para relacionar uma resposta continua com vdrias varidveis explicati-
vas e comparé-las com mais de uma média.

A evolucido das teorias estatisticas e da tecnologia permitiu o desenvolvimento de modelos
lineares mais gerais. Isso ocorreu ja que agora varidveis respostas tem outras distribui¢des
além da Distribuicdo Normal e a relagdo entre a varidvel resposta e explicativa nao precisa ser
representada de uma forma linear simples.

Um dos avancos mais significativos foi o conhecimento de que muitas propriedades im-
portantes da Normal sdo compartilhadas com uma classe de distribui¢des: as distribuicdes da
familia exponencial.

Outro avango importante foi o desenvolvimento dos métodos numéricos para estimar o pa-
rametro  do modelo (14) em situagdes em que uma fungdo ndo linear de E(Y;) = u; estd

relacionada com uma componente linear de xl.T B. Isso sendo representado da seguinte forma:

g(u;) =x!B. (15)

A funcdo g é chamada de funcao de ligacido e na maioria dos modelos lineares generalizados
g é uma simples funcdo matematica. Para estimar essa fungdo, teoricamente ¢ um processo bem
direto. Entretanto, ele pode demandar um grande esforco computacional, j4 que essa estimagdo
¢ feita através da otimizag¢do numérica de fungdes ndo lineares.

2.2.1 Distribuicoes da Familia Exponencial

Considere uma tunica varidvel aleatéria ¥ com sua distribuicdo dependendo de um unico pa-
rametro 0. A distribuicdo pertence a familia exponencial se for escrita da seguinte maneira
[o]:

F(:68)) = s()e(6)e ), (16)
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onde a, b, s e t sdo fungdes conhecidas ndo negativas. A Equacgdo (16]) é reescrita da seguinte
maneira:

f(y:8) = expla(y)b(8) +¢(6) +d(y)]; (17)

em que s(y) =expd(y) et(0) =expc(0).

Se a(y) =y, a distribuicdo é chamada de forma candnica e »(6) pode ser chamado de
parametro natural da distribuicao. Se existir em outros parametros além do 0, eles sdo chamados
de parametros de perturbacao e podem fazer parte das funcdes a, b, c e d.

Muitas distribui¢des conhecidas fazem parte da familia exponencial. Por exemplo, as dis-
tribui¢des de Poisson, Normal - como citada anteriormente, e a Binomial. Com isso, pode-se
escrevé-las de forma candnica.

Distribuicao | Parametro Natural c d
Poisson log6 -0 -logy!

2
Normal 5 -5z - slog(2mo?) | - o
Binomial log({%=) nlog(1 — ) log (;’)

Tabela 2.1: Distribuicdo de Poisson, Normal, Binomial como parte da familia exponencial.
[Fonte: Dobson, A. J. e Barnett, A. G.; 2018, p. 51]

2.2.2 Propriedades das Distribuicoes da Familia Exponencial

Usualmente € necessdrio encontrar uma expressao para o valor esperado e a variancia de a(Y).
Para encontrar esses valores, sdo utilizadas as propriedades das funcdes de probabilidade de
densidade. Da definicdo da funcido de densidade de probabilidade, tem-se que [6]]:

/f(y;G)dyz L (18)

em que a integral é em relacdo a todos os possiveis valores de y. Em casos em que os valores
da varidvel aleatdria Y s@o discretos, substituimos a integral por uma somatoria.
Se em ambos os lados da Equacdo (18) sdo diferencidveis em relagdo a 6, tem-se que:

d d
— ;0)dy=—1=0. 19
’T: / f(v:0)dy =~ (19)
Isso pode ser reescrito da seguinte forma:
df(y;0)
————=dy=0. 20
/ a6 20)
Considerando também que a Equagdo ¢ diferencidvel uma segunda vez em relagdo a 0,
tem-se: 2£(1:)
df(y; 0
dy=0. 21
[y 1)
A partir da Equagdo (16) tem-se
df(y; 6
! ;ye ) expla(y)(6) +¢/(0)) £(1:6) (22)
e substituindo na Equacao (21))
[latr)p'(©) +¢'(6))(r:6)dy =0. 3)
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b (0)Ela(y)] +c'(6) = (24)

0.
Considerando a defini¢do do valor esperado [a(y)f(y;0)dy = E[a(y)] e a partir a Equagédo
(18): [/(6)f(y;0)dy =c'(0) temos que

Ela(Y)] = -7/ (25)

Esse raciocinio também € feito para obter a var[a(Y)]:

2 .
% = [a(y)b"(6) =c"(0)]f(y:0) + [a(y)b'(8) +'(0)]* £ (1: 6) (26)
2 .
/ TIOO) by~ b(6)Ela(r)) +¢/(6) + ['(6) Prarfa(r)] = 0. @7

Portanto, tem-se que

b"(0)(8)—C"(6)b (6
()] = LOLE) € 00

(28)

As expressoes (25) e (28) sdo usadas para obter o valor especifico e a varidncia para as
distribui¢des da familia exponencial.

Além dessas expressdes, sdo necessdrias outras para determinar o valor esperado e a va-
ridncia das derivadas da func¢@o log-verossimilhanga. A partir da equagdo (I7), a funcdo de
log-verossimilhancga para a familia exponencial € dada por

1(6:y) = a(y)b(0) +c(0) +d(y). 29)
Derivando /(0;y) em relagdo a 6

U(6:y) =0 _ (0 (0). (30)

Essa funcdo U é chamada de func¢ao escore e como depende de y, pode ser reescrita

U=a(Y)b'(0)+c'(0). (31)
Sendo seu valor esperado

_c(6)
b'(6)

E(U)=b(0)E[a(Y)]+'(0) =b'(0)] ]+c'(8)=0. (32)

A variancia de U é chamada de informacao e € denotada por Im é dado por

_ b"(6)c(6)

Im = var(U) = [b'(0)*var[a(Y)] = b@) "(9). (33)

A fungdo escore U € usado na inferéncia dos parametros nos modelos lineares generalizados.
Outra propriedade muito importante

var(U) = E(U?) = —E(U"). (34)
Obtendo a diferencial de U em relagdo a 6 a partir de (31)

c'(6)
b'(6)

EU")=0b"(0)E[a(Y)]+"(0)=1b"(0) [— } +"(0) = —var(U)=—Im.  (35)
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2.2.3 Modelos Lineares Generalizados

Os modelos lineares generalizados (MLG) sdo definidos por um conjunto de varidveis indepen-
dentes aleatérias Y1, ...,Y,, cada modelo tendo sua distribui¢do vinda da familia exponencial e
carregando as seguintes propriedades [6]:

1. A distribuicdo de cada Y; tem sua forma candnica e depende apenas do pardmetro 6;, entao

f(vi;6;) = explybi(6;) +¢i(6;) +d(y;)] para i=1,...,n; (36)

2. A distribui¢do de todos os Y; sdo iguais. Com isso, a fun¢do de probabilidade de densidade

SO1- i 61,...,6,) =) explyib(6;) +c(6;) +d(yi)]
i=1
(37

n n

= exp iy,b(@) + ZC(Qi) + Zd(yi)
i=1

i=1 i=1

Geralmente, o parametro 6; ndo é de grande interesse, ja que ele pode ter um valor para
cada observagdo. Para especificar o modelo, analisar os pardmetros fBi, ..., 3, (com g < n) é
mais relevante. Supondo que a Equagdo (14), com p; sendo uma funcdo de 6;. Para os MLGs
ha uma transformagdo de y; dada pela Equagdo (I5).

Essa Equacdo|15/em que g € a func¢ao ligacao, que pode ser linear, crescente ou decrescente
em relacdo a y;. Mas ndo pode ser crescente para alguns valores e decrescente para outros valo-
res de i;. Também em relagdo a Equacgdo (15)), o vetor x; € um vetor das varidveis explicativas
com dimensdes p X 1, representado por

Xil
xi=|: —>x,~:[x,~1 xip} parai=1,...,p, (38)
e B é um vetor, também de dimensdes p x 1, sendo escrito da seguinte maneira
Bi
B=1|:1|. (39)
By
Assim, os MLGs tém trés componentes:

1. Variaveis respostas Y7, ..., Y, que compartilham a mesma distribui¢ao da familia exponen-
cial.

2. O conjunto dos pardmetros f3 e as varidveis explicativas é definido por:

XlT X1 ... Xip
X=|:|=]: : (40)
XnT Xnl Xnp
3. Uma funcdo ligacao g:
g(u) =x! B, (41)
onde
wi =E(Y;). (42)



2.2.4 Estimacao dos parametros

Para obter uma estimativa pontual e intervalar de parametros para os modelos lineares genera-
lizados, sdo utilizados dois métodos matematicos: métodos numéricos iterativos baseados no
algoritmo de Newton-Raphson e a maxima verossimilhanga. Para compreender melhor esses
processos, a teoria serd desenvolvida a partir de um exemplo [6].

Os dados da Tabela[2.2]representam o total de horas que as valvulas de pressdo Kevlar Epoxy
a 70% do nivel de estresse.

1051 4921 7886 10861 13520
1337 5445 8108 11026 13670
1389 5620 8546 11214 14110
1921 5817 8666 11362 14496
1942 5905 8831 11604 15395
2322 5956 9106 11608 16179
3629 6068 9711 11745 17092
4006 6121 9806 11762 17568
4012 6473 10205 11895 17568
4063 7501 10396 12044

Tabela 2.2: Tempo de falha em horas de n = 49 valvulas de pressdo.[Fonte: Andrews, D. F. e
Herzberg, A. M.; 1985, p. 29.1]

Para esses casos de falha, um modelo comumente usado é a distribuicao Weibull. Ela é
representada pela funcdo de densidade de probabilidade a seguir:

A—1

b} A
F(:0:0) = = —exp [— (3) } 3)

onde y > 0 é o tempo de falha, A é o parAmetro que determina a forma da distribui¢do, 0
o pardmetro que determina a escala A > 0 e 6 > 0. A Figura apresenta o histograma dos
dados. A Figura[2.3|mostra o gréfico da probabilidade dos dados comparados com a distribui¢do
Weibull com A = 2. A partir dela, é possivel avaliar se a distribui¢do é um modelo adequado
para representar o tempo de falha.
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Figura 2.2: Histograma do tempo de falha. [Fonte: Dobson, A. J. e Barnett, A. G.; 2018, p. 66]
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Figura 2.3: Gréfico da probabilidade dos dados de tempo de falha comparados com a distribui-
¢do Weibull com A = 2. [Fonte: Dobson, A. J. e Barnett, A. G.; 2018, p. 66]

Reescrevendo a expressdo (43)),

y 2;
f(y;0) =exp [logA+ (A —1)logy — Alog6 — <5> ] . (44)

Considerando (16), sabe-se que a expressdo acima pertence a familia exponencial, pois
ay)=y, b(0)=—-0"* ¢(8)=logA—Alogh e d(y)=(A—1)logy. (45)

SejaYy,...,Y, os dados da amostra com n =49 e que ¥/ sdo varidveis aleatérias independen-
tes. Com a distribui¢do Weibull e o pardmetro A

n )Lya,—l . 2
SOy 0.2) = [ ] = exp {— (%) 1 (46)
i=1
A funcdo log-verossimilhanga é dada por
[=1(0: 31,y A) = ¥ [(A —1)logy; +logA — Alog 6 — (5) } . 47)
i=1

Para maximizar a funcio, € necessario o uso da derivada de 6, que € similar a funcdo escore:

dl L R s
%:U:ZU,-:I; o Tt (48)

O estimador da maxima verossimilhanga 8 é a solucdo da equacio U (6) = 0. Para obter-se
a solucdo numérica do estimador, serd utilizado o método de aproximacdo de Newton-Raphson.

A légica do método € encontrar o valor de x em que a fungdo ¢ cruza o eixo x, ou seja,
quando 7(x) = 0, representado graficamente na Figura A iteracdo m de ¢ para um valor de
x"~1 ¢ dado por

m\ _ 4((m—1)
m ey _ 1) ) w

d_x XM _x(m—l)

em que a distancia de x") — x("=1) & pequena. Se x" for a solugio de t(x™) = 0, reescreve-se
a Expressao (49) como
t( x(m—l))

_ me)

(50)
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Figura 2.4: Tlustracdo da primeira iteragdo do método Newton-Ralphson para encontrar a solu-
¢do, representada pelo circulo (o), da equagdo 7(x) = 0 . [Fonte: Dobson, A. J. e Barnett, A. G.;
2018, p. 67]

A Equacdo ¢ usada para resolver 7(x) = 0 utilizando o método Newton-Raphson. Assim
como em outros métodos de iteragdo, tem-se uma soluco inicial de x(©) que serd alterada pelas
aproximacdes em cada iteracdo até a convergéncia.

Para a estimacdo da méaxima verossimilhanca para um pardmetro 6 utilizando a funcao
escore, tem-se que
y/(m=1)
y'im=1)"

Por e em relagdo a distribuigdo Weibull com A = 2, obtém-se a seguinte expressdo para
UelU'

2xn 2xYyr dU A A+ 1)y}

g(m — g(m=1) _

D

_2Xn 2><3><):yi2

U= 62 6%

. (52
0 63 do oA+2 62)

Para essa estimagdo, € comum ser feita a aproximagdo de U’ a partir de seu valor esperado
E(U’) e, em especifico, para a distribui¢do da familia exponencial, isso é obtido através da
relacdo (33). Assim, a informagdo Im é dada por

nrp(0)c'(0) A%n
Im = ———————C'(0)| = — 53
m=L [t 0] - 3
em que U; é o score para ¥; e as expressdes de b e ¢ sdo dadas por (#5). Portanto,
y/(m=1)
(m) _ g(m—1)
00 ="y . (54)

A primeira linha da Tabela [2.3] mostra os resultados numéricos das iteracdes do método de
Newton-Raphson considerando a Equagio (51 e a média dos dados y = 8805, 7 sendo a solugdo
inicial [6(1)]. Ja a segunda linha indica os resultados avaliados em relagdao a Equacdo em
6" que aproximam-se rapidamente para 0. A terceira e a quarta linhas tem valores similares;
consequentemente, os valores das linhas cinco e seis também sdo similares. O método convergiu
na quinta iteracdo, resultando em o0) = 9892,1—(—0,105) =9892,2. Esse valor € o estimador
0 da méxima verossimilhanca. A partir desse valor, é possivel calcular a log verossimilhanca
com que é [ = —480,850.

A Figura 2.5/ mostra a fungdo log-verossimilhanca para os dados da Tabela [2.2] com distri-
bui¢do Weibull com A = 2.
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Iteracao 1 2 3 4

0 8805,7 | 9633,9 | 9876,4 | 9892,1
Ux10° | 2915,10 | 552,80 | 31,78 | 0,21
U’ x 108 -3,52 2,28 | -2,02 | -2,00
E(U")x10% | -2,53 2,11 | -2,01 | 2,00
Uu/u’ -827,98 | -242,46 | -15,73 | -0,105
U/E(U'") |-115221 | -261,99 | -15,81 | -0,105

Tabela 2.3: Resultados das iteragdes utilizando o método de Newton-Raphson para estimar o
parametro escalar 8 com 2 = 2 da maxima verossimilhanga para distribui¢do Weibull para o
tempo de falha da Tabela@ [Fonte: Dobson, A. J. e Barnett, A. G.; 2018, p. 69]

-480
-482
-484
-486
-488
-490
-492
-494

-496' \ T T \ \ \
7000 8000 9000 10000 11000 12000 13000
6

Log-likelihood

Figura 2.5: Funcdo log verossimilhanca em relacdo ao tempo de falha das valvulas Keviar
epoxy.[Fonte: Dobson, A. J. e Barnett, A. G.; 2018, p. 70]

E importante estudar a curvatura do grifico em relacfo 2 vizinhanca do méximo para de-
terminar a viabilidade do estimador 6. Essa curva é definida pela amplitude de mudanca da
derivada da fung@o escore U’. Quando U’ é menor que /, o gréfico é plano para que o U aproxi-
masse a zero para a maioria dos valores de 6.

No exemplo, 8 ndo é um bom estimador e por isso o erro desse modelo é grande, sendo ele

PO) =) s b=

e = _— = —_—

p Im /0,000002
para § = 98922 ¢ Im = —E(U') = 2,00 x 107,

Considerando agora que os estimadores de maxima verossimilhanga tem uma distribui¢ao
Normal com 95% de confianca, o intervalo do parametro 6 é

=707 (55)

IC(6):9892+1,96 x 707 — [8506 < 6 < 11278|. (56)

Esse raciocinio é chamado de método escoring.

Estimacao da Maxima Verossimilhanca

O processo feito no exemplo anterior € referente a uma forma nao candnica. Assim, nessa se¢ao,
serd desenvolvida uma forma para os modelos lineares generalizados (MLGs).
Considerando uma amostra de varidveis aleatorias independentes Y1, ...,Y, que satisfaz as

propriedades dos MLGs, se deseja estimar os pardmetros 3. Esses parimetros sdo ligados aos
Y; devido a relagdo das Equagdes e [6].
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Para cada valor de Y; a fun¢ado log-verossimilhanca é
li = yib(6;) +c(6;) +d(vi), (57)

em que as fungdes b, ¢ e d sdo definidas anteriormente na Equagdo (17). Elas também podem
ser representadas da seguinte forma

c'(6)

EY;)=u=—
Y)=nu b (0) (58)
a0 M aNL (0.
var(Y;) = [b (Ql)c (91} 4 3(91)[7 (9,)] (59)
' (6;)]
e g(w)=x'B=m; (60)
em que X; sendo um vetor com os elementos x;j com j=1,...,p.

Agora, escrevendo a funcdo log-verossimilhanca geral para todos os valores de Y;

n
1=Y I
i=1

Zyib(ei)—l—Zc(G,-)—i—Zd(yi). (61)

Para obter o estimador do parametro f3; (com j = 1,---, p.) da mdxima verossimilhanga, é
necessdrio utilizar a derivada da funcdo /, que € encontrada através da regra da cadeia.
dl; [ 9l L[ dl; 96, du;
no-f-Enny e
Bj S 9B 5196 dpi 9B,

Determinando o valor de cada derivada parcial do lado direito da expressao (62) e fazendo
as manipulagdes essenciais, resulta-se no na fungdo escore a seguir

v i)
Ui= L, [ var(;) (ani)}’ ©3)

que tem sua matriz de variincia-covariancia de U; dada por
Imj;, = E[U;U), (64)
também chamada de matriz de informagdo Im. Com base na expressao (63) e sabendo que

E[(Yi— w)?*] = var(Y;) e E[(Y; — ;) (Y, — ;)] = 0 para i # [ ja que os valores de ¥; so inde-
pendentes, tem-se

N 2
XijXi [ OW
/ ; var(Y;) \ o
Para os MLGs, a equagdo de estimag@o (54)) agora é representada por
b — plm—1) 4 [Imwfl)] g, 66)
onde b(™ & o vetor das estimativas dos parametros f3i,... , B, para am-ésima iteragéo, [Im(m’l)]

€ o inverso da matriz de informagdo com elementos Im ;. e Um0

(m—1)

€ o vetor da fungdo escore
avaliado em relacdo a b
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Multiplicando ambos os lados de por Im"~1)_ consiste em
Im=D pm) — yp(m=1) pm=1) L yn-1) 67)

Im = X’ WX, (68)

com W sendo a diagonal da matriz N X N com elementos calculados por

INCI.
= (5m) )
Levando em conta o lado direito de @), pode-se escrever
L N S A n(yi— W) xii (O
ijXik i (m—1) Vi — Mi) Xij i T
)3 Momia ><anl) b L ) (am) a0

com z tendo elementos formados por

m— a l
Zx,kb 2 m)( ”) (71)

dU;

Portanto, conclui-se que
X"wWxp™ = XTWz. (72)

Essa forma é a mesma obtida pelo modelo de regressdo linear simples pelo método de
minimos quadrados. A tnica diferenca em relac@o a esse método é que ele € iterativo, ja que z
e W dependem de b. Ou seja, para os MLGs, os estimadores da maxima verossimilhanga sdao
calculados pelos minimos quadrados ponderados iterativos.

A maioria dos pacotes estatisticos que incluem procedimentos para ajustar os modelos line-
ares generalizados tem um algoritmo eficiente com base em (72)). Eles come¢am usando alguma
aproximacdo inicial b(©) para calcular os primeiros valores de z e W. Em seguida a Equacdo
¢ resolvida para encontrar b, que por sua vez € usado para obter melhores aproxima-
coes para z e W, e assim por diante, até que alcance a convergéncia. Quando a diferenca entre
as aproximacoes sucessivas b"=1 e b & suficientemente pequena, b(™) ¢ tomado como a
estimativa de maxima verossimilhanca.

2.2.5 Inferéncia em MLG

A inferéncia é uma ferramenta estatistica utilizada para determinar se a amostra de uma deter-
minada populac¢do estudada € adequada para estimar os parametros populacionais. Essa técnica
usa duas ferramentas principais para realizar essa andlise: os intervalos de confianga e os testes
de hipoteses[6].

O primeiro tende a ser mais usado que o segundo, ja que a amplitude do intervalo de confi-
anca providencia uma precisdo em relacao aos valores estimados, além de ser mais simples de
ser realizado comparado com um teste estatistico [|6].

Bem diferente da abordagem do intervalo de confianga, os testes de hipdteses comparam a
eficacia de dois modelos diferentes para o mesmo conjunto de dados. Nos MLGs, esses modelos
tem a mesma distribui¢do de probabilidade e a mesma funcdo de ligacdo, mas a componente
linear de um deles tem mais parametros que a outra.

O modelo mais simples, representado por Hp, € um modelo que apresenta de maneira mais
simples como os dados estudados podem ser analisados. Ao se realizar os testes de hipéteses,
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caso Hj se ajuste tdo bem aos dados quanto o modelo mais geral, ndo se rejeita Hy. Se o oposto
ocorrer, ou seja, 0 modelo geral tem um ajuste melhor aos dados, rejeita-se Hy e se considera a
hipotese H.

A "boa"qualidade do ajuste estatistico € baseada no valor maximo da funcao de verossimi-
lhanca, o valor maximo da funcdo de log-verossimilhanga, no menor valor da soma dos quadra-
dos ou em uma estatistica em relacao aos residuos. Todo esse processo pode ser resumido nos
passos seguintes[6]:

1. Especifique um modelo M, correspondente a Hy. Especifique um modelo mais geral M,
(com M como um caso especial de My).

2. Ajuste My e calcule a estatistica de ajuste Gy. Ajuste M e calcule a estatistica de ajuste
Gi.

3. Calcule a melhoria no ajuste, geralmente G; — Gg, mas g—é € outra possibilidade
4. Use a distribuicao amostral de G| — Gy (ou alguma estatistica relacionada) para testar a
hipétese nula de que G| = G contra a hipdtese alternativa G| # G.

5. Se a hipétese de que G| = Gy nao for rejeitada, entdo Hy nao € rejeitada e My € o modelo
preferido. Se a hipotese G| = Gy for rejeitada, entdo Hy € rejeitada e M, € considerado o
melhor modelo.

Tanto para calcular o intervalo de confianga quanto a anélise dos testes de hipétese, € ne-
cessario encontrar, para o primeiro, a distribuicdo amostral do estimador e, do segundo, a dis-
tribui¢cdo amostral do melhor modelo. Com isso, para esses dois casos de inferéncia, é muito
importante o entendimento dessas distribuicdes amostrais.

Para as observagdes independentes com distribui¢des das varidveis respostas que pertencem
a familia exponencial e, em especifico, aos modelos lineares generalizados, € possivel encontrar
a distribuicdo amostral para ser utilizada no célculo da inferéncia.

A ideia principal é que, em situacOes apropriadas, com S sendo a estatistica de interesse,

S—E(S S—E(S))?
#NN(QJ) _>¢Nx2(1), (73)
var(S) var(S)
considerando E(S) a esperanca, var(S) a varincia e para n — oo.
S
Se o vetor da estatistica de interesse é dado por | : | com a expectativa assintética E(S) e
Sp

uma matriz varidncia-covariancia também assintética, tem-se aproximadamente
[S—E@S)"V[S—E@®)] ~ 2*(p), (74)

com V sendo uma matriz néo singular, portanto existe apenas uma tinica matriz inversa V..

Distribuiciao da Amostral da Func¢iao Escore

A seguir serd mostrado como € encontrada a distribuicdo amostral da fun¢do do escore estatis-
tico que serd muito importante no processo inferencial.
Supondo que Y7, ..., Y, s@o varidveis independentes aleatérias em um modelo linear genera-

lizado com parametros B com e e a funcdo escore dado em .
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Se houver apenas um pardmetro 3, a fungio do score estatistico tem uma distribui¢do amos-
tral assintética dado por

U vz,
——~N(0,1), ouequivalentea — ~ 1), 75
7= ~NO.1), oucq —~22() 75)
B
tal que U é dado em (63) e Im (64)) temos um vetor dos pardmetros § = | : |, entdo o vetor
By
Ui
da fungdo escore U= | : | tem uma distribui¢do normal multivariada U ~ MVN(0,Im) e é
Up
assintotico. Entao,
Ul Im U~ %(p) (76)

€ utilizado para amostras grandes [6]].

Distribuicao da Amostral para os Estimadores da Maxima Verossimilhanca

Para obter a distribui¢do amostral assintética para outras estatisticas, por exemplo, sdo utilizadas
as aproximagdes por séries de Taylor. Uma func¢@o f(x) com uma tnica varidvel x aproximada
pela série a t com x sendo proximo de z, tem-se [6]]

ro =+ 0[] +demot[ ] e )

Tendo essa aproximacao, para a fungﬁo de log-verossimilhanca de apenas um pardmetro 3
aprox1rnando se de b, onde U (b) = 5 /3 ¢ a fungdo escore em relagdo a b. Considerando também

que U’ = 4L aproxima-se do valor esperado de E(U’) = —Im em que Im(b) é a informagio

dﬁ
avaliada em b, a série de Taylor para a funcdo log-verossimilhanga para o vetor 3 é dada por

1) = 1(b) + (B =) U(b) — 5 (B ~ ) 3(b) () 8)

com U representando o vetor da funcao escore e Im a matriz informacao.
Voltando para o caso em que a fungio escore tem apenas um pardmetro 3 e levando em conta
novamente que E(U’) = —Im, tem-se que a aproximagéo por série de Taylor para o parAimetro

p
U(B) = U(b) —Im(b)( — b) (79)
A aproximagao por série de Taylor dada na Equacdo (79)) € usada para obter a distribuicao da

méxima verossimilhan¢a com estimador b = B . Por deﬁnigﬁo, b € um estimador que maximiza
I(b) e, portanto, U(b) = 0 [6]. Assim,

U(B)=-3(b)(B—b) ouequivalentea (b—f)=7""0, (80)

relembrando que a matriz Im é ndo singular. Agora, se Im for tratada como constante, E (b —
B)=0jdque E(U) = 0. Consequentemente, E(b) = f3 e assint6tico com b sendo um estimador
consistente de 3. Dado entdo, a matriz de varidncia-covariincia

E (b—B)(b—E)T} =3 'B(UUT) 3 =57, 81)
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ja que Im = E(UU)T e (Im~!)” = Im~! sabendo que a matriz é simétrica.
A distribuigdo assintdtica para b, por (74)
(b—B)"3(b)(b—B) ~ x*(p). (82)
A expressao € conhecida como Estatistica de Wald, e para os casos de apenas um

parametro a forma mais usada é
b~ N(B,37"). (83)

Se as varidveis respostas do modelo linear generalizado forem uma distribuicdo normal,
entdo sabe-se que tanto (82) quanto (83)) terdo resultados com solugédo analitica [6].

Razao de Verossimilhanca

Como mencionada na introdu¢do, uma das formas de determinar a adequacdo do modelo é
comparando-o com outro mais geral, com maior niimero de parametros estimados. Esse modelo
¢ chamado de modelo saturado, que ¢ um MLG com a mesma distribui¢do e funcdo de ligacdo
do que o modelo de interesse.

Em uma situagdo em que hd n observagdes V;, i = 1,...,n, com todos os valores da compo-
nente linear, potencialmente diferentes, tendo a representa¢do matricial xiT B, entdo um modelo
saturado pode ser especificado com n parametros.

Mas, se algumas observagdes tiverem o mesmo componente linear ou padrdo de covariancia,
esses valores repetidos sdo conhecidos como réplicas. Nesse caso, o valor maximo de parame-
tros que serdo estimados para o modelo saturado € igual ao nimero dos diferentes valores da
componente linear, que pode ser menor que 7.

Na maior parte, utilizamos k para denotar o niimero méximo de parametros estimados, Bmax
¢ o vetor dos parametros para esse modelo saturado e bpx 0 estimador da maxima verossimi-
lhanca de Bmax.

A fung¢do de verossimilhanga para o modelo saturado é avaliada em byax, L(bmax;y) € serd
maior do que qualquer outra fun¢do para essas observacdes, assumindo a mesma distribui¢do e
funcao de ligacdo. J4 que dessa forma, € proporciona uma melhor descricao dos dados.

O valor mdximo para a fung¢do de verossimilhanca é dado por L(b;y), assim a razdo da ve-
rossimilhanca € representada pela expressao abaixo. Sua principal funcdo € indicar a qualidade
do ajuste do modelo de interesse.

Na prdtica, o logaritmo da razao (84) € mais usado para indicar a qualidade do ajuste do mo-
delo de interesse e € composto pela diferenca entre as func¢des logaritmicas de verossimilhanca
- propriedades do logaritmo.

_ L (bmax;}')
L(b:y)
Quando logA assume valores grandes, isso indica que o modelo estudado é um ajuste ruim

em relacdo aos dados. Para determinar a regido critica de logA, é preciso determinar sua distri-
bui¢do amostral.

—  logA =1 (bmax;y) — L(b;y) (84)

Distribuicao Amostral do Desvio

Em calcular a distribuicao da diferenca da funcdo de verossimilhanca, o célculo € feito em
relac@o a 2logA por ter uma distribui¢do de qui-quadrado. Desse modo, tem-se a estatistica da
razao da log-verossimilhanga, ou simplesmente o desvio.

D =2[1 (bmax;y) — [(b;y)]. (85)
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A partir de , se b é o estimador da maxima verossimilhanca do paradmetro ﬁ para que
U(b) =0, é dada por
= 1

[(B) ~1(b) = (B ~b)"3(b)(B ~b). (86)

Assim, a estatistica é || na qual € expressa por uma distribui¢do qui-quadrado )(2( p),
onde p é o nimero de pardmetros de (74)

2(i(b;y) —1(B:y)] = (B—b)"3(b)(B D). (87)
Desse resultado, a distribui¢cdo do desvio € dada por

D=2 [l (bmax;Y) - l(b;Y)]

~ - - - (88)
=2 [ (bmaxiy) — 1 (Brawiy ) | = 200(033) — 1(B:y)] +2 |1 (Buaniy ) — 1(B2y)|

O primeiro termo do parénteses tem distribuicdo em x2(m), com m sendo o nimero de
parametros do modelo saturado. O segundo termo tem distribui¢io em x2(p), com p sendo o

-

nimero de pardmetros do modelo de interesse. O terceiro termo v = [l (Bmax;y> —1 (E,y)] é

a constante positiva que tenderd a zero se o0 modelo de interesse se ajustar aos dados tao bem
quanto o modelo saturado. Desse modo, a distribui¢dao do desvio é aproximadamente

D~ x*(m—p,v), (89)

em que v € um parametro de ndo centralidade. Entender a distribui¢do do desvio € essencial para
compreender a maior parte dos testes de hipdteses feitos para os modelos lineares generalizados.

Se as varidveis respostas ¥; sdo normalmente distribuidas, entdo D tem uma distribuicao
qui-quadrado exata. Neste caso, no entanto, D depende de var(Y;) = o2, que, na pratica, é
geralmente desconhecido. Isso significa que D nao pode ser usado diretamente como uma
estatistica de qualidade de ajuste [6]].

Para Y; com outras distribui¢des, a distribuicdo amostral de D pode ser apenas aproxima-
damente qui-quadrado. No entanto, para as distribui¢des Binomial e Poisson, por exemplo, D
pode ser calculado e usado diretamente como uma estatistica de ajuste de qualidade de D [6].

Testes de Hipoéteses

Os testes de hipdteses sdo feitos para estudar o vetor E com dimenséo p. Ele € testado a partir
da distribuicdo amostral da estatistica de Wald dado na Equacgido com b = . Ou, para
alguns casos, é usado a fungio escore (76).

Considerando a hipétese nula Hy correspondendo ao modelo My, que é o mais simples
(normalmente, 3y = 0),

B
Ho:B=PBo=| i |, (90)
Bq
e a hipdtese mais geral H;, agora em relagdo ao modelo M| (normalmente, 3 # 0)
B
Hi:Bp=B=| : |, 1)
By
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e tendo g < p < n. Assim, testa-se Hy contra H; usando a diferenca dos desvios estatisticos

AD = Dy—D; = 2 [l (bmax;Y) —1 (bO;Y)] -2 [l (bmax;Y) —1 (bl;Y)] (92)
=2[l(b1;y) — 1 (bo;y)].-

Se ambos os modelos descreverem bem os dados, entdio Dy ~ ¥2(N —q) e D1 ~ x*(N — p)
de modo que AD ~ x?(p — q), desde que certas condicdes de regularidade sejam respeitadas.
Se o valor de AD for consistente com a distribui¢ao xz( P —q), geralmente é escolhido o modelo
M correspondente a Hy por ser mais simples [6].

Nas situacOes em que My ndo descreve bem os dados, Dy serd maior do que o valor esperado
de x%(p —q). Isso pode até indicar que Dy pode ser ajustado para uma distribui¢io niio cen-
tralizada de qui quadrado. Essa tendo um grande valor esperado comparado com a distribui¢ao
centralizada. Portanto, se o M| descreve melhor os dados de maneira que D; ~ XZ(N - D),
entio AD terd um valor maior que y%(p —gq).

Este resultado € usado para testar a hipdtese H; da seguinte forma: se o valor de AD estiver
na regido critica (ou seja, maior que o ponto 100 x % da cauda superior da distribuicio x2(p —
q)), entdo rejeita-se Hy em favor de H; com base no fato de que o modelo M; fornece uma
descricao significativamente melhor dos dados (mesmo que ele também possa ndo se ajustar
particularmente bem aos dados) [6].

2.2.6 Regressao Logistica

Na Regressdo logistica, considera-se que os modelos lineares generalizados tem como resposta
variaveis medidas por uma escala bindria. De uma maneira geral, as respostas sio categorizadas
Como sucesso ou fracasso.

Assim, definindo as variaveis aleatérias binarias como

; (93)

7 1, se o resultado for um sucesso
~ | 0, se o resultado for uma falha

sendo as probabilidades dadas por Pr(Z = 1) = w e Pr(Z = 0) = 1 — &, que sdo as proprieda-
des da distribuicdo de Bernoulli com parametro 7. Levando em conta n varidveis aleatérias
Zi,...,Z, independentes com Pr(Z; = 1) = &}, a fungdo de distribuicdo de probabilidade ¢

flzm) = Hﬂ: 1—71:] Y =exp [Zzﬂog( )+Zlog 1—71'])] (94)

que € uma distribuicdo da familia exponencial (17).
Supondo agora que todos os valores de 7; sdo iguais, reescreve-se ¥ como

Y=Yy 7 (95)
j=1

com Y sendo o nimero de sucessos em N tentativas. A varidvel aleatdria Y tem a distribui¢cdo
Bin(n,7):
n
Pr(Y =y) = ( )er(l—n)N_y, y=0,1,...,n. (96)
y

Conclui-se entdo que o caso geral para k varidveis aleatorias independentes Y1,Y>,..., Y,
correspondendo ao nimero de sucessos nos k subgrupos indicados na Tabela Se nesse
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caso, ¥; ~ Bin(n;, 7;), a fun¢dio de log-verossimilhanga é

i T n;
L, syt k) = ) [)’ilog( l >+ni10g(1—7fi)+10g (y)] : 97
=1

i 1_7[[ i

Tabela 2.4: Frequéncias para distribui¢cdes Binomiais em N.

Subgrupos
1 2 . k
Sucessos Y Y, ... Y
Falhas nl—Yl nz—Yz nk—Yk
Totais ni ny .. ny

A partir desse modelo, é estudada a proporcdo de sucessos, P; = % para cada subgrupo e
as varidveis respostas que caracterizam esse subgrupo. Desse forma, a Equagdo (I4) agora é
definida como E(Y;) = n;m; e E(P;) = m; e a fungdo de ligagéo (15)) € representada por

g(m)=x!B, (98)

com x; sendo um vetor de varidveis explicativas, 8 € um vetor de pardmetros.
O MLG mais simples é o modelo linear

n=x'B, (99)

ele € utilizado para aplicacdes praticas, mas tem uma desvantagem: os valores que compdem
x”'b podem ser menores que zero ou maiores que um.

Para garantir que a probabilidade 7 esteja entre o intervalo [0, 1], € utilizada a distribui¢do
de probabilidade cumulativa para ajustar o modelo

7= / " f(s)ds. (100)

onde f(x) >0e [*_ f(s)ds=1. A fungdo f(s) é conhecida como funcio de tolerancia, do
inglés tolerance distribution.

Modelos de Resposta de Dose

Uma das primeiras utilizacdes do modelo binomial de regressdo foi para resultados de bioen-
saios [7]]; esses dados eram propor¢des ou porcentagens de "sucessos". A finalidade do modelo
era descrever a probabilidade de "sucesso", 7, em relagdo a uma func¢ao de dose, x, com a fungdo
de ligagdo g(m) = B + Box, por exemplo.

Se a fung@o de tolerdncia f(s) é uma distribui¢do uniforme Figura 2.6/ no intervalo [c1, ¢;]

1
, secy<s<c
f(S)={ €2 cl PRI (101)
0, caso contrdrio
Lembrando que 7 é cumulativa
X X—Cq
71':/ f(s)ds = para ¢y < x < ¢. (102)
cq ) —C1
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Essa equagdo tem a forma & = f3; + Box com

Br=— opy— (103)

C) —Cq C2—C1.

Este modelo linear ¢ equivalente a usar a funcio identidade como a funcdo de ligacdo g e
impor condi¢des em x, B; e B> correspondentes a cl < x < ¢2 [6]. Devido a essas condi¢des, 0s
métodos mais usuais para estimar os valores de 1 e 3, para os MLGs ndo podem ser aplicados
diretamente. Consequentemente, esse modelo nao € o mais utilizado.

1

e -c)

G G C G

Figura 2.6: Distribui¢do Uniforme de f(s) e 7. [Fonte: Dobson, A. J. e Barnett, A. G.; 2018, p.
151]

Assim, o modelo utilizado para estudar os bioensaios ¢ o modelo probito. A funcdo de
tolerancia é dada pela distribuicao Normal descrita pela expressao a seguir

1w 1 /s—p\>
exp [—— ( ) ] ds
0V2m J—o 2\ © (104)

com & representando a fungdo de probabilidade cumulativa para uma distribuicio Normal
N(0, 1) dada por:

() = B + Pox, (105)
onde B = —%, B = % e a funcdo de ligacdo g € o inverso da fun¢do de probabilidade cumulativa
da distribuicio Normal &1,

Esse modelo probito é usado em diversas dreas da biologia e das ciéncias sociais. Uma
das formas principais € para analisar a dose necessdria para matar metade dos animais, ou seja,
quando x = u e isso € conhecido como Dose Letal Mediana LD(50) [6].

Considerando agora um modelo que demanda um esfor¢co computacional menor e que en-
trega valores numéricos similares ao modelo probito, ¢ o modelo Logistico ou modelo logit. A
func¢do de tolerancia deste modelo é

B2exp (B1 + Bos)
fls) = : (106)
7 s exp (Bt oo P
assim, (B + o)
[ _exp(p1+ pax
ﬂ—/wf(s)ds— T+ exp (Br + Por)” (107)
Com isso, a fun¢do da ligagdo é
log (&) = B + Box. (108)
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O termo logﬁ € chamado de funcao logistica e indica a probabilidade logaritmica. Além
disso, o modelo logistico € vastamente utilizado para dados bindrios e é encontrado em varios
programas estatisticos.

Também existem outros modelos que estudam a resposta de doses, entre eles o modelo que
faz uso da distribuicdo de valores extremos (DVE):

f(s) = Baexp[(B1 + Bas) —exp (B1 + Bos)] . (109)

Entdo, tem-se que
7t = 1 —exp[—exp (B1 + f2x)], (110)

consequentemente log[—log(1 — )] = B; + Box, onde a parte da esquerda da expressdo é cha-

mada de fun¢do complementar log-log. Esse modelo € similar ao logistico e probito em relagdao

aos valores de 7 quando ele assume valores préximos a 0,5, mas quando 7 € préximo de 0 ou

1, 0o modelo tem um comportamento diferente dos dois modelos apresentados anteriormente.
Para a melhor compreensao desses modelos, serd apresentado um exemplo a seguir.

Exemplo: Mortalidade de besouros

Considerando o nimero de besouros mortos depois de cinco horas de exposi¢ao a dissulfeto de
carbono gasoso em vdrias concentragdes indicados na Tabela [2.5] [8]], e considerando o grifico

da propor¢do p; = ryTi pela dose x;, que € o logaritmo da quantidade de dissulfeto de carbono

Figura[2.7]
Dose, x; Nimero de Nimero de

(log;o CS,mgL~!) besouros, n; mortes, y;

1,6907 59 6
1,7242 60 13
1,7552 62 18
1,7842 56 28
1,8113 63 52
1,8369 59 53
1,8610 62 61
1,8839 60 60

Tabela 2.5: Dados da mortalidade de besouros. [Fonte: Bliss, C. I.; 1935]

A partir dessas informacdes, € ajustado o modelo logistico,

exp (B1 + Baxi)

= . (111)
" Lexp (Bi+ Boxi)
Portanto,
TT;
1 — | = ~ 112
Og(l—m) B1 + Baxi, (112)
e também,
log (1 —m;) = —log[1 +exp (B1 + Boxi)] . (113)
Levando em conta a funcdo de log-verossimilhanca (97/))
N
n:
1=) {yi (B1 + Baxi) —nilog[1 +exp (B + Baxi)| +log (yl>] : (114)
i=1 i
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< .O e by
S =) 0 =
[ ]
L]

Propor¢io de mortes

e
)

o
=

1.7 1.8 1.9
Dose

Figura 2.7: Dados da mortalidade de besouros da Tabela : propor¢do de mortes, p; =

n;’

plotado contra dose, x;(log; CSzmgl*I). [Fonte: Dobson, A. J. e Barnett, A. G.; 2018, p. 154]

e o score estatistico de B e 3, é

T

(115)
al exp (B1 + Boxi) } }
Uy=—-—5 = Xi — NiX; = i Vi = iTt) -
27 9B, Z{y,x it {1 +exp (B1 + Boxi) X Oi = i)
Do mesmo modo, a matriz informacao Im é
~ Znﬂl’,‘ (1 — 717,‘) Zn,-xini (1 — 7'L'l'> :|

J= . 116
[ Znixim (1 — 7'L'l') Zl’lixizﬂ:i (1 — 71'5) ( )

E utilizado o processo de iteragdo para calcular o estimador de méxima verossimilhanca.
Este € representado por

Im =1 " — (=1 plm=1) 4 glm=1), (117)

onde (m) indica a m-ésima aproximacao e b € o vetor dos estimadores. Os valores iniciais sdo
b(lo) =0e bgo) = 0, a partir deles sdo feitas as iteracOes apresentadas na Tabela A tabela
mostra também que os valores da fun¢do log-verossimilhanga aumentam, omitindo a constante
log ('ylj) Os valores ajustados sdo calculados em cada iteragdo por y; = n;7;, que foi considerado
inicialmente como 7; = 0, 5.

O valor estimado da matriz de variancia-covariancia para b, [Im(b)_l], isso em relacdo a
tltima iteragdo, € indicado no final da Tabela[2.6]em conjunto com o desvio

& Vi n—yi
D=2)" {.Vilog <,Tl)+(ni_Yi)10g( l)} : (118)
i=1 Yi n—yi

Os estimadores e seus erros sao dados por

by = —60.72, erro =+/26.840=15.18 (119)
e by =734.27, erro = /8.481 =2.91.

Se o ajuste de modelo é bom em relacdo aos dados, o desvio deve ter uma distribui¢ao
2%(6), ja que existem N = 8 padrdes de covaridveis e p = 2 parametros [6]. Neste caso, o valor
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Estimativa Aproximacao

Inicial Primeira Segunda S Sexta
B1 0 -37.856 -53.853 - -60.717
B> 0 21.337 30.384 - 34270
log-verossimilhanca  -333.404 -200.010 -187.274 .- -186.235
Observagoes Valores Ajustados
yi=6 29.5 8.505 4.543 3.458
=13 30.0 15.366 11.254 9.428
y3 =18 31.0 24.808 23.058 - 22,451
yq4 =28 32.5 34.949 35.036 -+ 35.707
y5 =52 29.5 46.741 51.705 -+ 52941
ye =353 29.0 45.939 58.061 - 59.492
y7 =61 30.0 56.573 59.306 -+ 59.978
yg = 60 30.0 54.734 58.036 -+ 58.743

—1__ | 26.840 —15.082

L7 )] = 15082 8481 |0 P=1123

Tabela 2.6: Ajustando o modelo logistico em relagdo aos dados da mortalidade de besouros.
[Fonte: Dobson, A. J. e Barnett, A. G.; 2018, p. 156]

calculado de D é muito diferente do valor "esperado”de 6 que é 12,59. Isso sugere que esse
modelo ndo € o melhor ajuste para esses dados.

Em relagdo a mortalidade dos besouros, outros modelos tém um melhor ajuste para esses
dados, dentre eles o0 modelo de valores extremos (DVE), cuja relacdo é descrita matematica-
mente pela Equacdo[120] Este modelo utiliza a fungdo de ligacdo log-log complementar (Equa-
¢ao [121):

7 =1 —exp(—exp(ct+ Bx;)) (120)
log(—log(1 —m;)) = a+ Bx; (121)
O ajuste desses dados para outros modelos, incluindo o DVE, ¢ apresentado na Tabela [2.7]
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Valor observado de Y Modelo Logistico Modelo Probit Modelo de Valores Extremos

6 3.46 3.36 5.59

13 9.84 10.72 11.28

18 22.45 23.48 20.95

28 33.90 33.82 30.37

52 50.10 49.62 47.78

53 50.18 50.08 54.14

61 59.22 59.66 61.11

60 58.74 59.23 59.95

D 11.23 10.12 3.45
bi(s.e.) -60.72(5.18) -34.94(2.64) -39.57(3.23)
by(s.e.) 34.27(2.91) 19.73(1.48) 22.04(1.79)

Tabela 2.7: Comparacdo do nimero de mortes com os valores ajustados a partir de varios
modelos de resposta de dose para a mortalidade de besouros. As estatisticas dos desvios também
sdo apresentadas.[Fonte: Dobson, A. J. e Barnett, A. G.; 2018, p. 158]

Modelos Generalizados de Regressao Logistica

O modelo usado na se¢ao (2.2.6) é o Logistico Linear Simples log [(1 fin__)} = B1 + Box é um

caso especial do modelo de regressao logistica generalizada

logit7; = log (1 mﬂ: ) = X{B, (122)
—

com X; sendo um vetor composto por covaridveis e variaveis dummy e E € o parametro desse
vetor. Esse modelo é usado amplamente para analisar dados bindrios ou respostas binomiais, ja
que € uma técnica mais aprimorada comparada com a regressao multipla.

Para obter a médxima verossimilhanga dos valores estimados dos parametros E e suas pro-
babilidades 7; = g~ (XlT ﬁ) ¢ feita a maximizacdo da funcdo log-verossimilhanca.

N
n:
I(my) =Y, {yilogﬂﬁr (n; —yi)log (1 — m;) +log (yl)] : (123)
i=1 i
O desvio é dado por

N . .y
D:2Z{yﬂog(%)%—(m—yi)log(nl Z)} (124)

i=1 i i Yi

Simplificando,
o
D=2V olog-= 125
) olog=, (125)

com o sendo os "sucessos"y; e as "falhas"(n; —y;), isso, retirado da Tabela e e corresponde
a frequéncia esperada ou aos valores ajustados ¥, = n;%; e (n; —y;) = (n; — nif;).

Importante ressaltar que D ndo tem relacio com nenhum parametro de perturbacdo, entdo a
qualidade do ajuste pode ser avaliada por um teste de hipétese utilizando a aproximacgao

D~ x*(N-p), (126)

onde p € o nimero de parametros estimados € N o nimero de covariaveis.
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Qualidade do Ajuste Estatistico

Para avaliar a qualidade do ajuste, ao invés de utilizar a maxima verossimilhanga, € possivel es-
timar os parametros pelo método dos minimos quadrados, cuja principal vantagem € a simplici-
dade computacional: o método dos minimos quadrados € de facil implementacdo e geralmente
resulta em solucdes analiticas diretas, o que facilita a interpretacdo dos resultados e reduz o
tempo de cdlculo, especialmente em modelos lineares e com conjuntos de dados grandes [6]

N
Z ”‘”’ (127)

i—1 " ﬂl)

ja que E(Y;) = njm; e (var)(Y;) = njmi(1 — m;). Isso é o mesmo processo que minimizar a esta-
tistica qui-quadrado de Pearson
2
2 (0—e)
=Y (128)
com o sendo a frequéncia observada e e representa as frequéncias esperadas e a soma € sobre

todas as células 2 x N da tabela. Reescrevendo a Equacao ((128)

i — N 7rl [(ni —yi —nl(l—ﬂ?,)]
T +Z n(l—m)

N
Z
N (129)
Z

n,ﬂ?,)
(1—m+m)=S,.
nm; 1—7:,) i+ ) = S

Quando y? é avaliado em relagio as frequéncias estimadas, a estatistica é
N 2
— T
- Z b: ’) (130)

como (129)) € equivalente ao desvio (124)

Dzzi vilog [ 25} 4+ (i — yi)log [ 2 | (131)
j niTi ni — N,

i=1

A relagio entre X2 e D é dada a partir da expansio da série da Taylor de slog (f)

s 1(s—1)?

slog;—(s—t)—lri . +... . (132)
Assim
e 1 (i —nif)* o =y — (=)

D —22 {()’t n,n’,) + n + [(”li )’z) - (nz nzﬂz)] +§ S +
N N
~ (i —mim;) 2
_; nim; (1 —m)
(133)

Sob a hipétese de modelo correto, a distribuicdo assintética de D € aproximadamente qui-
quadrado com N — p graus de liberdade (¥?(N — p)). Embora D e x? sejam usados como
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medidas de ajuste, X2 é frequentemente preferido, pois D é sensivel a frequéncias muito peque-
nas [6]. Se as frequéncias esperadas forem baixas (< 1) ou as varidveis explicativas continuas,
esses testes ndo sdo as melhores opcoes para se realizar uma avaliagdo de modelo. Nesses ca-
sos, 0 método de Hosmer-Lemeshow é recomendado, ja que as observacdes sdo agrupadas por
probabilidades preditas (aprox. 10 grupos), e um teste qui-quadrado (y2HL) é aplicado  tabela
de contingéncia resultante (g x 2), com distribui¢io aproximada y%(g —2) [6].

Em algumas situacdes, a funcdo de log-verossimilhan¢a do modelo ajustado é comparada
com a funcdo de log-verossimilhanga do modelo inicial, no qual os valores de 7; sdo iguais.

Considerando, entdo, que o modelo inicial é T = %—Z’g e que 7; € a probabilidade estimada de
Y,; em relagdo ao modelo de interesse, a estatistica € definida por
C=2[I(m;y) - I(m:y)], (134)

em que / € a funcao de log-verossimilhanca. Assim, reescrevemos a Equacao como
Yi ni—Yi
c=2) [y,log (niﬁi) + (n; —y;)log (n_nﬁ)} (135)
em que C € conhecido como a razdo de verossimilhanca da estatistica de qui-quadrado. Por
analogia com R? para a regressdo miiltipla, outra estatistica pode ser usada para fazer a anélise
1(7:y) — U(m:y)
&y)

A relagdo acima representa a melhoria na fun¢ao de log-verossimilhanca a partir dos termos
no modelo de interesse, em comparacdo com o modelo inicial.

Agora, em relagio a regressio logistica, R> assume valores bem pequenos mesmo quando
outros meios de validar a qualidade do ajuste indicam que o modelo é adequado. O motivo pelo
qual isso ocorre é que o pseudo R? é uma medida de predi¢io de uma variavel explicativa de ;,
ndo uma medida de predi¢cdo em relacdo a todas as varidveis explicativas [9].

O Ceritério de Informacdo de Akaike (AIC) e o Critério de Informacdo Bayesiano ou Schwartz
sdo outras maneiras de analisar a qualidade do ajuste baseada na funcdo log-verossimilhanca
ajustada para os parametros estimados e para os dados em andlise [|6]. Isso € expresso por

AIC = =2l(m;y) +2p
BIC = —2I(7;y) + p x In(n).

pseudo R* =

(136)

(137)

E importante notar que as estatisticas (exceto para pseudo R?) discutidas nesta se¢io resu-
mem o qudo bem um modelo especifico se ajusta aos dados. Portanto, um valor pequeno da
estatistica e, consequentemente, um valor p grande, indica que o modelo se ajusta bem [6]].

Descri¢ao Valor
Log-verossimilhanga sem varidveis  [(7;y) = —322,72
Log-verossimilhanga com varidveis [(#;y) = —186,2354
Estatistica C 272,970
Pseudo R? 0,4229

AIC 41,430

Tabela 2.8: Resumo dos parametros do modelo logistico da mortalidade de besouros

Levando em conta o modelo logistico da mortalidade de besouros, a Tabela [2.§] indica os
resultados do modelo. A estatistica C com um grau de liberdade, mostra que o pardmetro f3;
é necessdrio para o ajuste do modelo. O valor do pseudo R? mostra que ndo é o melhor ajuste
para os dados.
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Residuos

Para a regressao Logistica existem duas maneiras de calcular os residuos do ajuste indicados
por D e x2, e para cada covaridvel m, serd calculado m residuos. Levando em consideragdo que
Y). € o numero de sucessos, n; 0 nimero de testes e 7 a previsdo da probabilidade de sucesso
para as k-ésimas covaridveis, o Pearson, ou qui-quadrado, ou residuo é dado por

(Vk — i)
nk7/fk (1 — 7/fk)

X, = . (138)

Y

A partir de 1) Yl X 2 — X2, os residuos padronizados de Pearson sdo
X
TPk = — ==
v 1—hg
Assim, o desvio dos residuos é expressado por

1/2
. ~ ng —
dy = sign (yx — n ) {2 [yklog <%) + (ng — yx)log (k—yk)} } . (140)

N — ng ifk

(139)

Essas expressoOes para calcular os residuos e os desvios desses residuos podem ser usadas
para checar se o modelo € adequado ou ndo. Se os dados de uma amostra forem binérios, entdo
alguns valores dos residuos e o gréfico deles podem ser ndo uniformes. Nessa situagdo, serd
necessdrio analisar o ajuste pelo 2, D e outros diagndsticos que serdo apresentados na préxima
secao.

Outros diagnosticos

Para dados binomiais ou bindrios, € importante checar a escolha feita para a funcdo de ligacao.
Assim, para analisar essa escolha, serd considerada uma familia mais geral das funcdes de
ligacdo [10]

g(m, a) = log {%1 : (141)

Se a =1, entdo g(mw) = log [ﬁ] , que € a fungdo de ligagdo logit. Se o — 0, entdo
o — log[—log(1 — )] que é a fungdo de ligagdo complementar log-log. Sabendo que o valor
de o € estimado a partir dos dados analisados.

Outro problema para ajustar o modelo para dados binomiais € a sobredispersdo, que é
quando a variabilidade observada em um conjunto de dados € maior do que a esperada com
base em um modelo estatistico especifico. Um dos indicadores desse problema € quando o va-
lor de D é muito maior que o maior valor esperado de N — p. Para solucionar isso, € incluido

um parimetro extra ¢ no modelo para que a variincia seja var(Y;) = n;m;(1 — ;).

Exemplo: senilidade e WAIS

Os dados da Tabela[2.9] apresentam os dados de sintomas de selenilidade e o resultado do teste
de escala de WAIS em uma amostra de pessoas idosas. Como observado, os dados dessa tabela
s@o0 bindrios e é composto por m = 17 covaridveis. Considerando ¥; sendo o nimero de pessoas
com sintomas dentro de n; pessoas com i-€sima covariavel. O modelo de regressao logistica

7[.
log(l —177,"> :ﬁl—{—ﬁzxi; Y,-wBin(n,-,n,-) i= 1,...,m, (142)
i
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X s x s x s x S5 X
9 1 7 1 7 0 17 0 13
131 5 1 16 0 14 0 13
6 1 141 9 0 19 0 9
g8 1 13 0 9 0 19 0 15
10 1 16 0 11 O 11 0O 10
4 1 10 0 13 0 10 0 11
4 1 9 1 15 0 12 0 12
§ 1 11 0 14 0 10 0O 12
11 1. 15 0 9 1 16 0 4
7 1 15 0 1 0 16 0 20
9 1 18 0 6 0 14 0 O

Tabela 2.9: Sintomas de selenidade (s = 1 se os existem os sintomas, caso contrario s = 0) e
escala WAIS (x) para N = 54 pessoas. [Fonte: Dobson, A. J. e Barnett, A. G.; 2018, p. 168]

com 7; € a probabilidade de uma pessoa apresentar sintomas. Dessa forma, a expressao €
ajustado a partir dos seguintes resultados [6]:

by =2,404; erro (b)) =1,192;
by = —0,3235; erro (by) = 0,1140; (143)
x>=YX?=8,083eD=Yd?>=9,419.

A Figura mostra que as frequéncias relativas Z—i para cada covaridvel e para o ajuste 7;
plotado contra a escala de WAIS.

A Tabela indica os valores de covaridveis, as estimativas de 7; e a distribuicdo de qui-
quadrado e o desvio dos residuos calculados.

Devido ao pequeno niimero de observacgdes por valor de covaridvel, a avaliacao dos residuos
foi complementada pela aplicacdo do teste de Hosmer-Lemeshow. Esta abordagem consiste em
agrupar as observagdes em categorias com base nas probabilidades estimadas (), visando ter
um numero aproximadamente igual de observagdes por grupo. Para esta andlise, foram criadas
3 categorias. As frequéncias observadas e esperadas foram comparadas, resultando em uma
estatistica de Hosmer-Lemeshow X7, = 1.15. Comparada a uma distribui¢io (1), este valor
ndo € significativo, sugerindo que o modelo proposto se ajusta adequadamente aos dados.

Para o modelo inicial, sem covaridvel x, o valor mdximo da func¢do de log-verossimilhanca
é1(7,y) = —30,9032. Agora, em relagéo ao modelo com x, o valor é [(7,y) = —25,5087. Em
seguida, encontra-se o valor de C = 10,789, que é importante mostrando que o parametro de
inclinacao ndo € zero. Por fim para avaliar se 0 modelo apresenta o melhor ajuste para os dados,
é calculado R?> = 0,17. Esse valor sugere que esse modelo nio apresenta um bom ajuste para
os dados analisados.
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X y n /4 X d

4 1 2 0752 -0.826 -0.766
5 1 1 0.687 0.675 0.866
6 1 2 0614 -0.330 -0.326
7 2 3 0535 0458 0.464
8 2 2 0454 1.551 1.777
9 2 6 0376 -0214 -0216
10 1 6 0303 -0.728 -0.771
11 1 6 0240 -0419 -0.436
12 0 2 0.186 -0.675 -0.906
13 1 6 0142 0.176 0.172
14 2 7 0.107 1535 1.306
15 0 3 0.080 -0.509 -0.705
16 0 4 0.059 -0.500 -0.696
17 0 1 0.043 -0.213 -0.297
18 0 1 0.032 -0.181 -0.254
19 0 1 0023 -0.154 -0.216
20 0 1 0.017 -0.131 -0.184
Y 14 54 8.084* 9.418*

* As somas dos quadrados diferem ligeiramente das estatisticas de qualidade de ajuste X> ¢ D
mencionadas no texto devido a erros de arredondamento.

Tabela 2.10: Padrdes de covaridveis e respostas, probabilidades estimadas (%), residuos de
Pearson (X) e residuos de desvio (d) para senilidade e WAIS. [Fonte: Dobson, A. J. e Barnett,
A. G.; 2018, p. 169]
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Figura 2.8: Associacdo entre a presenca de sintomas e o escore WAIS a partir dos dados nas
Tabelas e 0s pontos representam as propor¢des observadas e a linha pontilhada repre-
senta as probabilidades estimadas. [Fonte: Dobson, A. J. e Barnett, A. G.; 2018, p. 170]
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Simulacoes de Dados

3.1 Regressao Multipla

Para ilustrar na prética os conceitos apresentados de regressao linear multipla, foi desenvolvido
um exemplo baseado em uma situacdo comum na drea da saude e da fisica médica. Assim é
possivel compreender, a partir de dados simulados, como diferentes varidveis podem influenciar
uma medida clinica biomédica, nesse caso, a dose absorvida em determinado tecido bioldgico.

A ideia da simulagdo € ajudar entender a relacdo entre a varidvel dependente (y), que corres-
ponde a dose absorvida em n = 100 amostras de tecido, sendo influenciada pela intensidade de
radiacdo incidente (x) que foi simulada pela distribuicao normal, por um marcador biol6gico
bindrio associado a amostra (x») que foi simulado pela distribui¢do binomial, e pela espessura
do tecido (x3) que foi simulada pela distribui¢do uniforme. Além disso, incluiu-se no modelo
um termo de interacdo (x, X x3), com o intuito de explorar se a influéncia do marcador biolégico
depende também das caracteristicas fisicas do tecido.

Para a aplicagdo, o intercepto foi definido como o = 10, e os parAmetros  assumem o0s
valores 31 = 0,8, B, = —5 e B3 =0,5. Além disso, o termo de erro € foi simulado a partir de
uma distribui¢cao normal.

O modelo escolhido para essa anélise é dado por

y=a+Bix; + Poxo+ B3(xp X x3) + €, (144)
em que

» Um coeficiente ; positivo indica que, quanto maior a intensidade da radiagdo, maior sera
a dose absorvida pelo tecido.

* O coeficiente 3, negativo indica que a presenga do marcador biol6gico esta associada a
uma redu¢do na absorcao média, ajustando-se para os demais fatores.

* J4 a interagdo fB3(x, X x3), permite avaliar se o efeito do marcador sobre a absorcao é
dependente da espessura, trazendo um componente importante de aplicabilidade direta a
area de dosimetria.

Esse tipo de abordagem, ainda que baseada em dados simulados, reflete situacdes reais
observadas tanto em pesquisas experimentais quanto em aplicagdes clinicas, refor¢ando a utili-
dade dos métodos estatisticos multivariados para investigar relagdes complexas no contexto das
ciéncias da satde.

Ap6s a simulacao dos dados e o ajuste do modelo de regressao multipla, foi possivel realizar
uma andlise dos resultados, consequentemente, avaliando os pressupostos do modelo e de sua
capacidade preditiva a partir das varidveis escolhidas. Os comandos encontram-se no Anexo 1

(A).
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As estimativas dos coeficientes do modelo ajustado, seus respectivos erros padrdo, valores
de t, valores p e intervalos (IC) de confianca de 95% encontram-se na Tabela [3.1] Observa-
se que o coeficiente para a intensidade de radiacdo (x;) tem um efeito positivo e altamente
significativo. J4 o marcador bioldgico (x) e termo de iteragdo entre o ele e a espessura do
tecido x3 ndo se mostraram significancia estatistica, mesmo que x, resultou em um coeficiente
negativo.

O coeficiente de determinacdo ajustado foi R2. = 0,66, o desvio padrio residual ficou em

ajust
474, e o teste F global indicou significancia (F = 65,74, p < 2,2 X 10~16), indicando que o
modelo ndo € a melhor escolha para representar a situagdo proposta.

O teste de homocedasticidade (ncvTest) resultou em p = 0,97, reforcando a auséncia de
dependéncia da variancia dos residuos em relacdo aos valores ajustados. Os valores de VIF
(Fator de Inflagdo da Variancia, do inglés Variance Inflation Factor) abaixo de 5 para todos os
preditores descartam colinearidade significativa. Dessa forma, os testes indicam que todos os
pressupostos do modelo de regressdo multipla foram respeitados para os dados simulados.

Pardmetro Estimativa Erro Padrao t p-valor IC 95% VIF

Intercepto 13,94 2,71 5,15 <0,001 857 19,32 -

B1 0,73 0,05 14,00 <0,001 0,63 0,84 1,00
B> -2,48 2,12 -1,17 0,245 -6,69 1,73 4,75
B3 0,12 0,31 0,38 0,706 -0,49 0,73 4)75

Tabela 3.1: Estimativas dos parametros do modelo de regressao multipla ajustado nos dados
simulados com VIF dos preditores. [Fonte: Préprio autor]

Os principais gréaficos diagnésticos do modelo ajustado estdo apresentados na Figura [3.1]
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Figura 3.1: Diagnéstico dos pressupostos da regressao linear multipla.[Fonte: Proprio autor]

* Residuos vs Ajustados (Fitted): Esse grafico mostra que os residuos estao distribuidos
sem padrao sistemdtico em torno de zero, indicando a linearidade adequada do ajuste.

36



* Grafico Q-Q dos residuos: Os pontos seguem a linha de referéncia teérica de normali-
dade, refor¢ando o resultado do teste de Shapiro-Wilk (p = 0,13) e mostra que os residuos
tem uma distribui¢ao normal.

* Locacao-escala (Scale-Location): Indica que a variancia dos residuos permanecem cons-
tante ao longo dos valores ajustados, ndo sendo observados padrdes incomuns de disper-
sd0, o que indica a homocedasticidade.

* Residuos vs Leverage: O grafico mostra auséncia de pontos influentes com alto leverage
e residuos extremos, indicando auséncia de outliers.

A Figura[3.2]ilustra a relagdo entre as varidveis principais do exemplo.
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Figura 3.2: Dispersdo dos dados simulados e linhas de regressdo por grupo definido pelo mar-
cador biolégico.[Fonte: Proprio autor]

O gréfico evidencia a tendéncia linear positiva entre a intensidade de radiacdo (x) e a dose
absorvida no tecido (y), para ambos os grupos definidos pelo marcador biolégico (x;). Em-
bora o marcador biolégico ndo tenha sido significativo na selec@o final do modelo, € possivel
notar visualmente a separacdo entre os grupos, € que o comportamento dos pontos se mantém
crescente em ambos, validando a coeréncia do ajuste.

Em resumo, o modelo ajustado mostra-se adequado para explicar os efeitos simulados, res-
peitando todos os pressupostos estatisticos da regressdo multipla. A partir dos valores forneci-
dos pelo R, a tabela de coeficientes e as visualiza¢des gréificas indicam a qualidade do ajuste,
a0 mesmo tempo que mostram a importancia de interpretar da significancia de cada varidvel.

3.2 Modelos Lineares Generalizados de Poisson

O modelo de Poisson é amplamente utilizado em pesquisas na drea da sadde para modelar
eventos de contagem, como nimero de interna¢des hospitalares em determinado periodo. Para
ilustrar sua aplicagdo, foi realizada a simulacido de dados representando interna¢des em fungao
da idade do paciente e da presenca de um marcador biolégico.

Foram simulados dados de n = 150 pacientes, com idade média de 50 anos (desvio padrao
12) e cerca de 40% apresentando um marcador bioldgico positivo. O cédigo em R encontram-se
no Anexo 2 (A). O nimero de internacdes foi gerado a partir de uma distribuigdo de Poisson
com taxa A parametrizada segundo o modelo:

A; = exp(—1,2+ 0,03 -idade; + 0,7 - marcador;). (145)
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Parametro Estimativa Erro Padrao Z p IC 95%

Intercepto -1,12 0,28 4,05 51x107° -1,67 -058
idade 0,029 0,0049 592 3.3x107% 0,019 0,039
marcador 0,615 0,119 518 2,2x1077 0,382 0,848

Tabela 3.2: Estimativas dos pardmetros do modelo de Poisson ajustado. [Fonte: Préprio autor]

O ajuste do modelo pelo procedimento glm com familia Poisson no programa R resultou
nas estimativas apresentadas na Tabela[3.2]

Ambas as varidveis explicativas mostraram-se estatisticamente significativas. O coeficiente
estimado para idade (0,029) sugere que, para cada ano a mais, a taxa esperada de internacoes
se eleva aproximadamente 3% (pois 9% ~ 1,03), mantendo fixo o marcador. J4 pacientes
positivos para o marcador bioldgico apresentam, em média, uma taxa de internacdo 1,85 vez
maior do que aqueles sem o marcador (¢"°1° ~ 1,85).

O intervalo de confianca de 95% para cada coeficiente confirma a robustez dos achados. O
pardmetro de dispersio obtido pelos residuos de Pearson (¢ = 0,96) indica auséncia de super-
dispersao no modelo, validando o uso da abordagem Poisson.

A Figura[3.3]ilustra a relagdo entre idade, marcador biolégico e nimero previsto de interna-
coes, destacando a diferenca de risco entre os grupos.

(=)

Marcador bioldgico
0

—-1

N° de internagdes
ko E =

20 40 &0 80
Idade (anos)

Figura 3.3: Relacdo entre idade, nimero de internacdes e marcador bioldgico no modelo de
Poisson simulado. [Fonte: Préprio autor]

Esse exemplo evidencia a utilidade do modelo de Poisson em epidemiologia e satude, per-
mitindo estimar de forma quantitativa o efeito de fatores clinicos sobre eventos de contagem. O
modelo, ajustado a partir de dados simulados, refor¢a a validade do raciocinio estatistico como
ferramenta de apoio a tomada de decisdo em contextos biomédicos.

3.3 Regressao Logistica

O modelo de Regressao Logistica (RL) tem sido amplamente utilizado em pesquisas na drea
médica, principalmente nas duas dltimas décadas. Ele é usado sobretudo quando a amostra
analisada tem uma resposta bindria, sendo ela obtida a partir de uma ou mais varidveis inde-
pendentes. Dentre os usos da RL, pode-se citar estudos dos fatores que preveem se havera uma
melhora ou nio na saide de pacientes apds uma intervengdo, explorar os efeitos e as relacdes
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entre multiplas varidveis independentes e para determinar se varidveis recém-exploradas apri-
moram modelos ja estabelecidos. Além disso, a RL também estd sendo aplicada na area da
fisica médica, realizando diagndsticos a partir da andlise de imagens. Esse tipo de uso é muito
relevante, ja que pode evitar procedimentos invasivos nos pacientes e ainda auxiliar os médicos
na andlise das imagens. O objetivo desta etapa € analisar, a partir da simulacio de dados, como
o modelo de regressdo logistica relaciona um parametro retirado de uma imagem médica com
o diagnéstico do paciente.

A Regressao Logistica € um modelo estatistico ttil para prever a probabilidade de ocorréncia
de uma varidvel dependente bindria, como a probabilidade de um tumor ser maligno, a partir de
variaveis independentes. Em um estudo recente, esse modelo foi usado para analisar imagens
de ultrassom de tireoide [1]. Com base nisso, foi construido um cédigo, presente no Anexo 3
(A), no RStudio utilizando o modelo dado por:

__exp(Bo+Bixi)
" T+exp(Bo+Pixi)’

em que 7; € a probabilidade de sucesso e x; a varidvel categdrica que representa as caracteristi-
cas vasculares de uma determinada regiao do corpo. Primeiro, foi feita a simulag¢do dos dados,
criando uma amostra binéria, o diagndstico (varidvel resposta), onde 0 s@o os tumores benignos
e 1 os malignos, e uma amostra da vascularidade (varidvel explicativa) com trés tipos de niveis:
0 indica baixa vascularidade, 1 é a média vascularidade e 2 € a alta vascularidade. Em seguida,
foi feito a estimacgdo dos pardmetros By = —2,5 e B; = 1,5 pela fungdo de verossimilhanca,
que ¢ maximizada para encontrar os valores de B que melhor se adaptam aos dados simula-
dos. Depois, o modelo de regressdo logistica € ilustrado pelo valor predito da probabilidade
acompanhado do respectivo intervalo de confianga.

(146)

Tabela 3.3: Parametros estimados do modelo GLM para vascularidade e malignidade tumoral

B EP p-valor
Baixa (intercepto) —2,2824 0,3319 < 0,001
Média 1,1429 0,4389 0,0092
Alta 1,1429 0,3319 < 0,001

Depois da aplicagdo do modelo, foi utilizado o comando glm para estimar os parametros da
vascularidade em relacdo a malignidade de um tumor. Os parametros indicados na Tabela [3.3]
mostram que eles sdo estatisticamente relevante para determinar o diagnostico de um tumor.

Pela Figura[3.6] também ¢ possivel afirmar que quanto mais baixa for a vascularidade, maior
as chances de o tumor ser benigno; consequentemente, quanto maior a vascularidade, maior a
probabilidade do tumor ser maligno.

A qualidade do ajuste do modelo foi avaliada com o teste de Hosmer-Lemeshow, em que
resultado apresentou um valor de X? = 2.05 x 10~'* com df = 0 e p-valor < 2.2 x 1071,
Esse resultado € esperado em uma simulagdo com poucos grupos distintos e pode indicar que a
divisdo automatica dos dados ndo permitiu formar o nimero desejado de grupos no teste, uma
limitagdo comum quando a varidvel explicativa é categdrica com poucos niveis. Entretanto, os
outros resultados mostram um bom ajuste do modelo com os dados simulados devido ao desvio
residual de 170.03 e a redu¢do comparada ao desvio nulo (213.27), além do AIC informado
(176.03), que indicam melhora do ajuste com a inclusdo da varidvel vascularidade.

Em relacdo aos residuos, foram analisados os residuos de Pearson e deviance, apresentados
nos graficos (3.5) e (3.4), respectivamente. Os residuos de Pearson mostraram distribuicao
proxima de zero, sem padrdes visiveis de heterocedasticidade. Os residuos deviance também
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Figura 3.4: Grafico do Residuo deviance vs Valores ajustados.[Fonte: Préprio autor]

Residuos de Pearson vs Valores Ajustados

®« o g @

L L

e 88 % %o g

(o - - - - - O - - S - O O O e e e .

Residuos de Pearson

“Waereye R

02 04 06 08
Probabilidade Predita (Valores Ajustados)

Figura 3.5: Gréfico do Residuo de Pearson vs Valores ajustados.[Fonte: Proprio autor]

demonstraram dispersdao semelhante, indicando que o modelo ajusta bem as probabilidades
previstas aos dados observados, sem revelar a presenca de pontos discrepantes. Estes resultados
reforcam a adequagdo do modelo de regressao logistica para os dados simulados.

Probabilidades Previstas de Malignidade
Com Intervalos de Confianca de 95%

100%
75%

50%

25% I

i

Baixa Média Alta
Nivel de Vascularidade

Probabilidade (Maligno)

0%
Figura 3.6: Grafico de predicao do tumor maligno para cada nivel de vascularidade com inter-
valo de confianga de 95%. [Fonte: Préprio autor]
A Figura[3.6] por meio dos intervalos de confianca, mostra o efeito da vascularidade sobre a

probabilidade de malignidade, conforme predito pelo modelo logistico, reiterando que tumores
com menor vascularidade t€ém menor chance de serem malignos, enquanto alta vascularidade
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aumenta significativamente esta probabilidade.

Dessa forma, o modelo de regressao logistica € um procedimento eficiente para analisar a
relacdo entre probabilidade de malignidade de um tumor e a sua vascularidade. A partir dos
dados simulados, a andlise possibilitou a ilustracdo do aumento da probabilidade de um tumor
ser maligno conforme a sua vascularizacdo, a partir da probabilidade predita. Dessa forma, a
regressao logistica se mostra uma ferramenta valiosa e promissora para auxiliar a interpretacao
de imagens médicas, fornecendo uma base quantitativa para o diagndstico do paciente.
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Conclusao

Ao longo deste projeto, foi possivel compreender diferentes modelos estatisticos e suas diversas
aplicacdes por meio da simulacdo de dados. Entre essas aplicagdes, destacou-se o uso desses
modelos na drea da saude, especialmente no contexto da fisica médica.

Considerando as simulacdes realizadas no software R e a andlise dos modelos ajustados,
observou-se como diferentes fatores podem influenciar a varidvel dependente, além da avaliacdo
dos ajustes por meio de diagndsticos estatisticos, como os testes de hipéteses.

Durante o desenvolvimento do estudo para a elaboracao deste relatério, houve um aprofun-
damento dos conceitos sobre modelos lineares generalizados, com &€nfase no modelo logistico.
Além disso, foi possivel compreender melhor a importancia da simula¢iao de dados e seu papel
fundamental no auxilio a andlise estatistica.

A simulacdo de dados mostra-se especialmente relevante, pois facilita o desenvolvimento
de estudos ao eliminar a necessidade de coleta de dados reais, um processo que geralmente de-
manda altos custos financeiros e requer aprovacdo em comités de ética. Conforme demonstrado
pelas simulagdes realizadas neste trabalho, os modelos gerados foram capazes de reproduzir
com fidelidade padrdes observados em cendrios reais, validando a eficdcia dessa abordagem.
Dessa maneira, a simulagdo surge como uma alternativa viavel, permitindo a gera¢do de conjun-
tos de dados com caracteristicas semelhantes aos reais, possibilitando a realizacdo de pesquisas
e testes metodoldgicos mesmo na auséncia de dados originais.

A partir da andlise realizada, pode-se afirmar que a regressao logistica apresenta um futuro
promissor na fisica médica, especialmente no diagndstico por imagem, podendo contribuir para
a melhoria dos fluxos e processos nos hospitais.

Dessa forma, a experiéncia proporcionou a aquisicao de conhecimentos estatisticos e am-
pliou a visdo sobre a aplicabilidade dos modelos de regressao logistica na area da sadde, refor-
cando a importancia da estatistica para a pesquisa cientifica.
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Anexos

Anexo 1: Simulacao de Dados com Regressao Miiltipla

library (car)
library (GGally)
library (MASS)
library (leaps)
library (ggplot2)
library (dplyr)

set.seed (123)

dados <- data.frame(

x1 = rnorm (100, mean = 50, sd = 10),
x2 rbinom (100, 1, 0.4),

x3 = runif (100, 2, 10))

dados$y <— 10 + 0.8xdados$x1 — 5xdados$x2 +
0.5%(dados$x2 # dados$x3) + rnorm (100, O, 5)

modelo <- Im(y ~ xI + x2 + I(x2%x3), data = dados)
summary ( modelo)

confint (modelo)

anova (modelo)

x11(width=8, height=6)
par (mfrow = ¢(2,2))
plot (modelo)

shapiro.test(residuals (modelo))
ncvTest (modelo)
vif (modelo)

modelo_step <- stepAIC(modelo, direction = "both")
summary ( modelo_step )

ggplot(dados, aes(x = x1, y =y, color = factor(x2))) +

geom_point(size=2) +
geom_smooth (method="Im", se=FALSE, formula=y~x1) +
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labs (color = "Marcador_biologico",
x = "Intensidade_de_radiacao",

y = "Dose_absorvida_no_tecido") +
theme_minimal ()

Anexo 2: Simulacao de Dados com Modelo de Poisson

library (ggplot2)
library (dplyr)

set.seed(42)

n <— 150
idade <- rnorm(n, mean = 50, sd = 12)
marcador <— rbinom(n, 1, 0.4)

lambda <- exp( —-1.2 + 0.03 % idade + 0.7 % marcador )
internacoes <— rpois(n, lambda)

dados <- data.frame(internacoes , idade, marcador)

modelo_pois <- glm(internacoes ~ idade + marcador,
family=poisson, data=dados)

summary ( modelo_pois)

confint (modelo_pois)

disp <- sum(residuals (modelo_pois, type="pearson")"2) /
modelo_pois$df.residual
disp

pred_grid <- expand. grid (

idade = seq(min(idade), max(idade), length.out = 100),
marcador = ¢(0, 1))

pred_grid$pred <- predict(modelo_pois,
newdata=pred_grid, type='response’)

ggplot(dados, aes(x=idade, y=internacoes,
color=factor (marcador)))

+ geom_point(alpha=0.6) +

geom_line (data=pred_grid, aes(x=idade, y=pred,
color=factor (marcador)),

size=1.2) + labs(x = "Idade_(anos)",

y = "Numero_de_internacoes", color =
"Marcador_biologico") + theme_minimal ()
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Anexo 3: Simulacao de Dados com Regressao Logistica

library (ggplot2)
library (scales)

set.seed(42)
n <— 200

vascularidade <-— sample(0:2, size = n, replace = TRUE,
prob = ¢(0.6, 0.3, 0.1))

betal <- -2.5
betal <- 1.5

prob_maligno <- exp(beta0 + betal = vascularidade) / (1 +
exp(beta0 + betal = vascularidade))

diagnostico <- rbinom(n, size = 1, prob = prob_maligno)

dados_ultrassom <-— data.frame(vascularidade =
as.factor (vascularidade ), diagnostico = diagnostico)

head (dados_ultrassom)
verossimilhanca_logistica <-— function(theta , dados) {

beta0 <- theta[1]
betal <- theta[2]

vascularidade_num <- as.numeric(
as.character (dados$vascularidade))

eta <— betaO + betal #* vascularidade num
prob <— exp(eta) / (1 + exp(eta))

log_verossimilhanca <- sum(dados$diagnostico # log(prob) +
(1 — dados$diagnostico) = log(l — prob))

return(-log_verossimilhanca)

}
parametros_iniciais <= ¢(0, 0)

ajuste_verossimilhanca <- optim(par = parametros_iniciais ,
fn = verossimilhanca_logistica , dados = dados_ultrassom)

ajuste_verossimilhanca$par
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modelo_logistico <- glm(diagnostico ~ vascularidade , data =
dados_ultrassom , family = binomial(link = "logit"))

summary ( modelo_logistico)
coef (modelo_logistico)
fitted (modelo_logistico)

novos_dados_vascularidade <- data.frame(
vascularidade = factor(c(0, 1, 2)))

predicoes_log_odds <- predict(modelo_logistico , newdata =
novos_dados_vascularidade , se.fit = TRUE)

estimativa_log_odds <- predicoes_log_odds$fit
erro_padrao_log_odds <- predicoes_log_odds$se. fit

z_valor <- 1.96

ic_inferior_log_odds <- estimativa_log_odds —
z_valor % erro_padrao_log_odds
ic_superior_log_odds <- estimativa_log_odds +
z_valor %= erro_padrao_log_odds

prob_prevista <— exp(estimativa_log_odds) /

(I + exp(estimativa_log_odds))

prob_ic_inferior <- exp(ic_inferior_log_odds) /
(I + exp(ic_inferior_log_odds))
prob_ic_superior <— exp(ic_superior_log_odds) /
(I + exp(ic_superior_log_odds))

dados_grafico_predicao <- data.frame (

vascularidade_label = c¢("Baixa", "Media", "Alta"),
probabilidade = prob_prevista , ic_inferior = prob_ic_inferior ,
ic_superior = prob_ic_superior)

dados_grafico_predicao$vascularidade_label <- factor (
dados_grafico_predicao$vascularidade_label ,
levels = c¢("Baixa", "Media", "Alta"))

ggplot(dados_grafico_predicao, aes(x = vascularidade_label,
y = probabilidade)) + geom_point(size = 4, color = "red") +
geom_errorbar (aes(ymin = ic_inferior , ymax = ic_superior),
width = 0.2, color = "red", size = 1.2) +

labs(title = "Probabilidades_Previstas_de_Malignidade",
subtitle = "Com_Intervalos_de_Confianca_de_95%",
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x = "Nivel_de_,Vascularidade",

y = "Probabilidade (Maligno)") +

scale_y_continuous (labels = scales :: percent_format(accuracy = 1),
limits = ¢(0, 1.0)) + theme_minimal () +

theme (

plot. title = element_text(hjust = 0.5, face = "bold", size = 16),
plot.subtitle = element_text(hjust = 0.5, size = 12),

axis. title .x = element_text(size = 14),

axis. title.y = element_text(size = 14),

axis.text.x = element_text(size = 12),

axis.text.y = element_text(size = 12))

if (!require(ResourceSelection)) install.packages("ResourceSelection")
library (ResourceSelection)

residuos_pearson <- residuals(modelo_logistico , type = "pearson")
residuos_deviance <- residuals (modelo_logistico , type = "deviance")

hoslem_teste <— hoslem. test (modelo_logisticoS$y,
fitted (modelo_logistico), g=10)
print (hoslem_teste)

plot (fitted (modelo_logistico), residuos_pearson,

xlab = "Valores_ajustados", ylab = "Residuos_de_Pearson",
main = "Residuos_de_Pearson_vs_Valores _ajustados")
abline(h = 0, col = "red")

plot (fitted (modelo_logistico), residuos_deviance,
xlab = "Valores_ajustados", ylab = "Residuos",
main = "Residuos_vs_Valores_ajustados")

abline(h = 0, col = "red")
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