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Impacto potencial desta pesquisa

Esse trabalho constitui um estudo da literatura sobre as fun¢ées complexas de varidvel
complexa, com particular atengdo ao Grupo das Transformacoes de Mobius. O campo da
matematica abstrata ¢ um campo de pesquisa basica que continuamente nos da lingua-
gem para tratarmos de diversos problemas nas mais distintas areas do conhecimento, tais
como Fisica, Engenharia, Biologia, Ciéncias Sociais, etc. No caso da teoria das funcoes
complexas, vemos conectadas diversas dreas da Matemética tais como a Anélise, a Alge-
bra, a Teoria dos Ntimeros, a Geometria e a Topologia, o que a torna uma area de grande
interesse. Embora cldssico, o tema das transformacoes de Mobius permanece relevante e
atraente, haja vista o trabalho de William P. Thurston sobre a geometria das variedades
de dimensao 3, onde tais transformacoes, juntamente com a geometria hiperboélica, tomam
papel vital. O desenvolvimento desse trabalho permitiu que a candidata se desenvolvesse
profissionalmente, tornando-se conversante nesse tema de pesquisa e com potencial para a
continuidade dos seus estudos a nivel de doutoramento. O texto resultante tem potencial
didatico para ser explorado em cursos de graduacao e de pés-graduagao como texto de
apoio.

Potential impact of this research

This work is a study of the literature on complex functions of complex variables,
with particular attention to the Mobius Transformations Group. The field of abstract
mathematics is a field of basic research that continually gives us language to deal with
various problems in the most diverse areas of knowledge, such as Physics, Engineering,
Biology, Social Sciences, etc. In the case of the theory of complex functions, we see several
areas of mathematics connected, such as analysis, algebra, number theory, geometry and
topology, which makes it an area of great interest. Although classical, the theme of M6bius
transformations remains relevant and attractive, given the work of William P. Thurston
on the geometry of dimension 3- dimensional manifolds, where such transformations,
together with hyperbolic geometry, play a vital role. vital role. The development of this
work has allowed the candidate to develop professionally, becoming a conversationalist on
this research topic and with the potential to continue her studies at doctoral level. The
resulting text has the didactic potential to be explored in undergraduate and postgraduate
courses as a supporting text.
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Resumo

Neste trabalho, propomos um estudo sobre o Grupo das Transformagcoes de Mobius.
Sabemos que a teoria das fungoes complexas conecta diversas areas da Matematica tais
como a Andlise, a Algebra, a Teoria dos Numeros, a Geometria e a Topologia, tornando-
a, assim, uma area de grande interesse. Embora classico, o tema das transformacoes de
Mobius permanece relevante e atraente, haja vista o trabalho de William P. Thurston
sobre a geometria das variedades de dimensao 3, onde tais transformagoes, juntamente
com a geometria hiperbdlica, tomam papel vital.

Palavras-chave: Transformacées de Mobius. Plano complexo estendido. FEsfera de
Riemann.



Abstract

In this work, we propose a study on the Group of Mdébius transformations. We know
that the theory of complex functions connects several areas of mathematics, such as
analysis, algebra, number theory, geometry and topology, thus making it an area of great
interest. Although classical, the topic of Mobius transformations remains relevant and
attractive, given William P. Thurston’s work on the geometry of 3-dimensional manifolds,
where these transformations, along with hyperbolic geometry, play a vital role.

Keywords: Mobius transformation. Extend complex plane. Riemann Sphere.
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1 Introducao

Foi August Ferdinah Mobius, matematico alemao nascido em 1790 e falecido em 1868,
quem introduziu o que é conhecido hoje como as transformacoes de Mobius. Em al-
guns textos elas sao frequentemente referidas como: transformacoes racionais lineares,
transformacoes conformes especiais ou transformacoes homograficas.

Tendo em mente que uma transformacgao estabelece uma correspondéncia entre nu-
meros ou pontos, no caso da teoria de variavel complexa, um exemplo simples de uma
transformacao é o deslocamento paralelo do plano complexo que substitui o ponto z por
z+a [1].

Existem quatro tipos especiais de transformacoes de Mobius, que sdo: translagoes,
homotetias, rotacoes e inversoes. Em geral, uma transformacao de Mobius é qualquer
combinagao dos quatro tipos simples de transformacgoes. Esses tipos especiais de trans-
formagoes tornam as propriedades das transformagoes mais visiveis.

Nesta dissertacao, sao mostradas algumas preliminares importantes para lidar com as
transformacoes de Mobius. Serd mostrado em detalhes que o conjunto de transformacgoes
de Mobius forma um grupo com a composicao de fungdes como operagao e, além disso,
esta transformacao pode ser associada a uma matriz complexa quadrada de ordem dois.
Também serd verificado que essas transformagoes sao conformes (preservam angulos).
Desta maneira, procuramos abordar o grupo de transformagoes de Mobius a partir do
ponto de vista de suas propriedades algébricas, topoldgicas e geométricas.

Dos tipos mais simples de transformagoes, pode-se concluir que uma transformagao
de Mobius tem a capacidade de transformar linhas retas ou circulos em circulos ou linhas
retas. Assim, um comportamento interessante de figuras sob as transformagoes de Mébius
pode ser determinado tanto geometricamente quanto analiticamente.

O texto esta organizado da seguinte forma:

o No Capitulo 2, serao apresentadas diversas noc¢oes bésicas da teoria de variavel com-
plexa. Entre essas nogoes, abordaremos conceitos como métrica, alguns principios
da topologia, limite de fungdes e continuidade, analiticidade e fungées holomorfas,
transformacoes conformes. Além disso, faremos uma explanacao detalhada sobre
fungoes meromorfas, abordando-as de um ponto de vista analitico, com o objetivo
de entender o conceito de singularidades, um tépico fundamental para o desenvol-
vimento de nosso estudo. E importante ressaltar que os cdlculos apresentados nesse
capitulo terdo relevancia e aplicacao ao longo do trabalho.

« No Capitulo 3, apresentamos a esfera de Riemann, que estabelece uma relagao entre
o plano complexo e a esfera, por meio da projecao estereografica. Neste capitulo,
exploramos algumas propriedades topolégicas da esfera de Riemann. Além disso,
fornecemos uma descricao detalhada das fun¢oes meromorfas abordando-as sob pers-
pectivas tanto algébricas quanto topolégicas. E relevante destacar que as funcoes
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Introducgao 13

meromorfas realizam um mapeamento da esfera de Riemann em si mesma. O resul-
tado principal, que estabelece uma conexao entre conceitos analiticos e algébricos,
é que uma funcao f é meromorfa se, e somente se, é uma funcao racional.

o No Capitulo 4, definimos as transformacgoes de Mobius. O conjunto destas transfor-
magoes possui estrutura de grupo sob a operacao de composicao de fungdes. Além
disso, exploramos as propriedades geométricas das transformacoes de Mobius em
relacao aos circulos na esfera de Riemann, demonstrando e ilustrando essas propri-
edades por meio de diversos exemplos.

As figuras presentes no texto foram todas elaboradas pela autora utilizando o software
Geogebra.



2 Preliminares

Neste primeiro capitulo, serdao citadas algumas defini¢oes, teoremas, propriedades e
notagodes necessarias para o desenvolvimento do trabalho. Algumas das demonstracoes
de teoremas ou proposigoes terao uma referéncia bibliografica, outras serao realizadas em
detalhes no decorrer do trabalho.

Neste capitulo, serao abordados diversos conceitos fundamentais. Primeiramente,
sera apresentada a definicdo de aplicagao holomorfa, seguida das condi¢des de Cauchy-
Riemann, que sao essenciais para determinar a analiticidade de uma funcao. Além disso,
serao discutidas a definicdo de aplicacdo conforme e a definicdo de fungdo meromorfa.
Para ilustrar esses conceitos, serao fornecidos exemplos pertinentes ao longo do capitulo.

As referéncias bibliograficas para a escrita deste capitulo foram [1, 2, 3, 4] e [5].

2.1 Sobre espacos métricos e nocoes topolégicas no
plano complexo

Os espagos métricos constituem uma classe especial da classe dos chamados espacos
topoldgicos, nos quais a noc¢ao de distancia toma lugar para definir a no¢ao de continuidade
de funcgoes.

Nesta secao, nossa motivagao serda compreender algumas das nocgoes topologicas no
plano complexo. Para isso, comegaremos por definir métrica e, depois, a no¢ao de distancia
entre dois nimeros complexos.

Definigao 2.1. Sejam M um conjunto nao vazio e d uma fungao definida em M x M que
assume valores nos niimeros reais nao negativos, ou seja,

d: M x M —RYU{0}.

Diz-se que d é uma métrica ou distancia sob M se, e somente se, para quaisquer
x,y,z € M as seguintes propriedades sao satisfeitas:

1. d(xz,x) = 0 (a distdncia de um ponto a si mesmo é zero);
2. d(z,y) > 0 se x # y (positividade);

3. d(z,y) =d(y,x) (simétria);

4. d(x,z) <d(z,y) + d(y, z) (desigualdade triangular).

Um espago métrico é um par (M, d) onde M é um conjunto nao vazio e d é uma métrica
em M.

14



Sobre espacos métricos e nogoes topoldgicas no plano complexo 15

Definicao 2.2. Se z = x + 1y e w = a + b sao numeros complexos dados, z,y,a,b € R,
a distancia entre eles é definida por

d(z,w) = \/(z — a)? + (y — b)2,
que coincide com o médulo de z — w, ou seja, d(z,w) = |z — w|.

Pode-se verificar que (C,d) é um espago métrico.
A Teoria dos Espacgos Métricos motiva a defini¢ao de espagos topoldgicos, como segue:

Definicao 2.3. Sejam X um conjunto e t uma cole¢ao de subconjuntos de X satisfazendo:
1. 0et, X et,
2. a intersecao de dois membros de ¢ esta em ¢,
3. a uniao de qualquer colecdo de membros de t esta em t.

Uma tal colecao ¢ de subconjuntos de X é chamada uma topologia para X. O
conjunto X juntamente com a colecao t é chamado um espago topolégico e é denotado
por (X, t), comumente abreviado simplesmente por X quando a colecao t considerada esté
clara. Os elementos da cole¢ao t sao chamados os abertos do espaco topologico (X, ).

Exemplo 2.4. Um espago métrico (M, d) da origem a um espago topologico (M, t) decla-
rando o seguinte: dado U C M, U €t se, e somente se, para todo x € U existe ¢ > 0 tal
que d(z,y) < e =y € U. O espago topoldgico (M,t) resultante é chamado metrizavel.

Consequentemente, (C,t) é um espaco topoldgico métrizavel, onde ¢ é a topologia
associada a métrica d.

Definigao 2.5. Seja (C,d) o espago métrico definido acima. Tomemos um ponto zg € C
e um raio r > 0. Definimos os seguintes conjuntos:

e O disco aberto de centro z5 € C e raio r > 0 como sendo o conjunto:

D(zp,7):={2€C: |z — 2| <r}.

o O disco fechado de centro 2y € C e raio r > 0 como sendo o conjunto:

D(zo,7) :={2€C:|z—2| <r}.

O circulo de centro zy € C e raio r > 0 como sendo o conjunto:

S(z0,7) ={2€C:|z—2|=r}

O disco furado de centro zg € C e raio r > 0 como sendo o conjunto, sem o centro:

D(zp,7) — {2z} ={2€C:0< |z — 2| <71}
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(Vizinhanga e Vizinhanga Perfurada) Todo conjunto V que contém um disco
aberto de centro zy e raio r > 0, para algum r, é chamado de vizinhanca de zj e é repre-
sentando por V,.(zp). A vizinhanga perfurada, denotada por V,*(zy), é obtida excluindo-se
o ponto zo de V,(2p), ou seja, V.*(z0) = Vi(20) — {20}. Esta é chamada uma vizinhanga
perfurada de zj.

(Ponto Interior e Conjunto Aberto) O ponto z, ¢ considerado um ponto interior
de um conjunto C' se existe um disco aberto de centro z; todo contido em C'. Um conjunto
C é aberto se todos os seus pontos sao interiores.

(Conjunto Fechado e Ponto de Acumulagao) Um subconjunto F de C é dito
fechado em C quando o seu complementar é aberto. Se A é um subconjunto de C e z
é um ponto de C, dizemos que zy é ponto de acumulagdo ou ponto limite de A se toda
vizinhanga de zy intercepta A em algum ponto diferente do préprio z.

Definicao 2.6. Se f: X — Y, onde X e Y sao espacos topologicos. Diz-se que f é uma
aplicacao aberta se, para cada conjunto aberto U C X, o conjunto f(U) é aberto em Y.

Definicao 2.7. Sejam X e Y espacos topologicos. Uma funcdo f: X — Y é continua
se, para cada subconjunto aberto V C Y, o conjunto f~!(V) é um subconjunto aberto
de X.

Definicao 2.8. Uma funcao f : X — Y entre espacos topologicos é um homeomorfismo
se f é bijetiva, continua, e sua funcdo inversa, f~! : Y — X também é continua.

Definicao 2.9. Uma aplicacao continua f : X — Y é uma aplicacdo de recobrimento se,
para todo y € Y, existe uma vizinhanga V de y tal que f~'(V) consiste de conjuntos
abertos disjuntos, cada um mapeado homeomorficamente sobre V' por f. Nesse caso, X
é um espaco de recobrimento de Y.

Definicao 2.10. Dados os pontos = e y do espaco topologico X, um caminho em X de
xr a y é uma aplicacao continua f : [a,b] — X de algum intervalo fechado na reta real
para X, tal que f(a) =z e f(b) = y. Um espago X é considerado conexo por caminhos
(c.p.c.) se cada par de pontos em X pode ser unidos por um caminho em X [5].

Definicao 2.11. Um espaco topologico X ¢é dito conexo quando os seus unicos subcon-
juntos simultaneamente aberto e fechado sdao o () e o préprio X.

Proposicao 2.12. Seja X um espaco topologico c.p.c.. Entao X € conexo.
Demonstragio. Ver [6], Theorem 12.8, pag. 95. ]
Definicao 2.13. Um conjunto aberto e conexo em C é chamado de dominio ou regiao.

Proposicao 2.14. Todo subconjunto conexo, aberto e nao vazio de C € conexo por cami-
nhos. Em particular, D C C é um dominio se, e somente se, D ¢é aberto em C e é conexo
por caminhos.

Demonstragio. O resultado e a demonstracao sao semelhantes ao dado em [6], Theorem
12.9, p. 96.
O



Limite de fungoes e continuidade 17

2.2 Limite de funcoes e continuidade

As propriedades de limite e continuidade conhecidas para func¢oes reais permanecem
validas para fungoes de variaveis complexas. Este capitulo abrange defini¢des importantes
que serao aplicadas ao longo do texto. As provas nao serao fornecidas, uma vez que se
tratam de resultados conhecidos. Tais resultados podem ser encontrados nos seguintes
textos: [2, 3, 4, 7].

Definicao 2.15. Seja zy um ponto de acumulacao do dominio D de uma funcao f. Diz-se
que f tem limite L quando z tende a zg, se dado qualquer € > 0, existe 6 > 0 tal que

|f(z) — L| <€, sempre que z € D e 0 < |z — 2| < 0.

Escreve-se:
lim f(z) = L.

Z—20

Uma fungdo f(z) é chamada continua em um ponto zy se f(zo) existe e, além disso,

li_)m (2) = f(20), ouseja, se para todo € > 0, existe § > 0 de tal forma que se |z—zg| < §
Z—20

é possivel garantir que |f(z) — f(z0)| <.

Exemplo 2.16. Vamos demonstrar que, pelo uso da defini¢do de limite, temos

) 2 +9 31
lim | — | = —.
z=3i \ 4(z — 31) 2

2
9
Considere a fungao f(z) = L Primeiro, observamos que
4(z — 3i)
‘f(z)—gi | 2+9 C3i (=3 (= +30)  3i
2 4z =30 2| | 4(z—30) 2
g3
4 2
1
= 22— 3i 2.)
= 41z =34 :

Portanto, para qualquer € > 0, podemos escolher 6 = 4e. Se |z — 3i| < J, de acordo
com (2.1), temos
31

1 1 1

1)

249 3t
Assim, demonstramos que gl_rgz (4(221_31)> = 52

Além disso, nao é necessario utilizar a definicdo completa toda vez que um limite
precisa ser calculado. Neste caso, usando propriedades de limites, podemos concluir que
2249 (z —3i)(z + 3i)

lim — = i = i ==
SBiA(z — 3i)  em A(z — 30) i 4 12

Z+3i 6 3

As propriedades do limite para fungoes complexas sao analogas as fungoes reais, se-
guindo as mesmas regras para limites de soma, produto, quociente, etc., sendo estabele-
cidas de forma semelhante.
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Teorema 2.17. Sejam f e g duas fungoes, e lim f(z)=1L; e lim g(z) = Ly. Entdo, as
Z—20 220

sequintes relacoes sao vdlidas:

1. lim (f(2) +g(2)) = lim f(z)+ lim g(2) = Ly + Lo.

Z—20 Z—20 Z—20

2. lim (f(2)9(=) = lim f(2) lim g(2) = LiLa.

Z—20 2—20

2) B lim f(z) L

Z—20

3. Se Ly # 0, entao li = = —.
ClaZ0entte B0 T Tm et L

Z—r20

Da mesma forma, existem propriedades de limites para fungoes continuas em variaveis
complexas que sao analogas as propriedades para fungoes continuas em variaveis reais.

Teorema 2.18. A soma e o produto de fungoes continuas sao funcoes continuas. O
quociente de duas fungoes continuas f e g em um ponto zy é uma funcao continua em
20, desde que g(zp) # 0.

A continuidade da composi¢ao entre fun¢des continuas também é valida.

Teorema 2.19. Seja g uma fungdo cujo dominio contém o ponto zy e cuja imagem estd
contida no dominio de uma fungdo f. Nestas condigcoes, se g é continua em zy e [ é
continua em ¢(zp), entdo a fungio composta f(g(z)) serd continua no ponto z.

Exemplo 2.20. A fungdao f(z) = Rez* é continua em C, onde Re(w) denota a parte
real do niimero complexo w, ou seja, se w = a + bi entdo Re(w) = a.

1. f(z) = Rez é continua em C pois, dados ¢ > 0 e w € C, tomando ¢ = ¢, se
z€C e|z—w| <d=c¢, entao:

1f(2) — f(w)] = |Rez — Rew| = |Re (z —w)| < |z —w| < e

2

2. A fungdo g(z) = z* é continua em C pois, dados € > 0 e w € C, tomando

0 < min{l, ﬁm'}, se |z —w| < 9, entao:

l9(2) — g(w)] = |2* — w’|
= |z — wl||z + w|. (2.2)

Como |z —w| < J, entdo |z + w| < § + 2|w|. Substituindo em (2.2), temos:

9(2) — g(w)| = |z — wl|z + w|
< 5(6 + 2|w))
< 5(1+ 2wl)

€
142 =
< Tyt A =e

Como f e g sdo continuas em C, entdo fog é continua em C, ou seja, Rez? é
continua em C.

Corolario 2.21. Uma fung¢io f(z) = u(x,y)+iv(x,y) € continua no ponto zy = xo+1iyo
se, e somente se, suas partes real e imagindria sio continuas nesse ponto.
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2.3 Funcoes analiticas e holomorfas

Serao discutidos alguns conceitos de analise de fung¢bes complexas necessarios para o
nosso estudo. Se o leitor desejar mais informagoes e detalhes sobre teoremas e provas,
pode consultar as referéncias [1, 2, 3] e [§].

Definicao 2.22. Seja f uma funcao cujo dominio é um conjunto D C C, aberto e
conexo por caminhos, e seja z um ponto de D. Diz-se que f ¢é derivavel no ponto z se

o limite

existe. Neste caso, f'(z) se chama a derivada de f no ponto z.
Teorema 2.23. Se [ € derivdvel em zy, entdo f é continua em z.
Teorema 2.24. Se f e g sao derivdveis em zy, entdo também o sao:
(cf)(20) = cf'(20).

2. (f+9)(20) = ['(20) + g'(20)-

3. (f9)'(20) = ['(20)9(20) + f(20)9' (20)-

1.

l I Z| _—f/(ZO) esae que Z|
() ) =~ desa e 1) 20

Para a composicao de fungoes, temos a Regra da Cadeia, como segue:

Teorema 2.25. Sejam f: A— C eg: B — C com f(A) C B fungoes complexas. Se f
¢ derivavel em zy e g é derivavel em f(zg), entdo go f ¢é derivavel em zy e

(g0 f)(20) = g'(f(20)) - f'(20)-
Os conceitos de fungao analitica e funcao holomorfa sao introduzidos a seguir.

Definicao 2.26. Diz-se que uma fun¢do f é holomorfa em D, onde D é um conjunto
aberto e conexo por caminhos, se f é derivavel em cada ponto de D. A funcao f é
analitica no ponto zp se f é derivavel em um disco aberto que contém z.

Exemplo 2.27. A fungio f(z) = |z|? é derivdvel em z = 0, mas ndo é holomorfa. Com
efeito, pela Defini¢ao 2.22, temos:

fz+h) = ()

A h = Jim, h
B 2Z+ zh+ hzZ+ hh — 22
=i h
. zh+hz+ hh
= lim
h—0 h
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h _
Agora, se z = 0, entdo o ]lliné (Zh +Z+ h) = 0. Em outras palavras, f'(0) = 0.
_>

Se z # 0, uma vez que nao existe }llirr(l) 7 observamos que f ¢ derivavel somente em
—

zero e, consequentemente, nao é holomorfa.

Como uma observagao adicional, o limite nao existe para todo z # 0. Portanto, f(z)
é derivavel somente em z = 0. Dado que f nao é derivavel em nenhuma vizinhanca de
0, ela também nao é analitica em z = 0.

Apresentaremos uma condigao necessaria e suficiente para que uma funcdo f seja
derivavel em um ponto especifico. O seguinte critério é extremamente 1til para verificar a
analiticidade de uma fung¢ao complexa. O teorema a seguir fornece condi¢oes necessarias
para que uma funcao f seja derivavel em um ponto zy € D.

Teorema 2.28. Suponha que f(z) = u(z,y) + w(z,y) seja derivdvel em um ponto
z0 = xo +iyo € C. Entdo as quatro derivadas parciais uy(xo,Yo), Uy(To,Yo), Vz(Zo,Yo)
e vy(To,Yo) existem e satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann:

Uy (To, Yo) = Uy(ivmyo)

y(T0,Y0) = —ve(T0, Yo)- (2.3)

Demonstragio. Sob a hipétese de que a derivada f'(zg) existe, o quociente da diferenga

f(z0+h) = f(z)
h

deve se aproximar do limite f’(zp) a medida que h se aproxima de 0 de qualquer maneira.
Primeiro, deixamos h — 0 através de valores reais. Em seguida, com h = hy + ths.

f(z0+h) = f(20)

/ BERT
f'(20) = Jimy h
— @0+ iye) + (b ihe)) — f(wo + iyo)
h1+iha—0 hl + th
— f((zo+ h1) +i(yo + he2)) — f(xo +iyo)
= lim :
hi1=0 hl + Zhg
hg —0
~ lm f(@o +i(yo + h2)) — f(xo + iyo)
h2~>0 ZhQ
— lim U(l‘o, Yo + h2) + Z'U('I(]a Yo + h2> - (U(Z‘O, yo) + Z'U(CU(], yo))
ho—0 th
— lim u(o, yo + ha) — u(xo, yo) + i(v(zo, Yo + ha) — v(x0,Y0))
T ha 30 ihy
= lim u(zo, Yo + h2) — u(@o,%0) 4+ lim v(xo, Yo + h?) — v(2o, Yo)
ha—0 th ha—0 th
_ 1 (Bu(xo,10) n Ov(x0, Yo)
7 8y 8y

_ 0v(xg, yo) _ Ou(xo, yo)

2.4
2y o (2:4)
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Por outro lado,

f(z0 + 1) — f(z)

! s
f(z0) = Jim

h
_ o W@o At ) +ilyo + ha)) — flzo + o)
hi+ih2—0 hy + ihs
_ oy @0t h) +ilyo + ) — flo + i)
ho =0 hl + Zhg
h1 —0
1 f((zo + 1) +iyo)) — f(wo + iyo)
= lim
h1~>0 hl
~ lim u(zo + hy,yo) +iv(xo + hi, yo) — (u(wo, yo) + v(xo, Yo))
o h1—>0 hl
~ lim u(o + hy,yo) — u(xo, yo) + i(v(zo + h1,y0) — v(Zo, Yo))
o h1—0 hl
~ lim u(zo + hi, yo) — ulwo, Yo) 4 lim v(wo + h1, yo) — v(o, Yo)
h1~>0 hl hlao h/l
Ou(wo, yo)  .0v(xo,Yo)
= . 2.5
ox i ox (25)
Igualando as partes reais e imagindrias de (2.5) e (2.4), se obtém
ou_ v
ox 0Oy
ou_ o
dy Oz’
que sao as equacgoes de Cauchy-Riemann. O

Exemplo 2.29. A fungdo a seguir mostra que as equagoes de Cauchy-Riemann podem
ser satisfeitas em um ponto, mas a funcao pode nao ser derivavel nesse ponto. Dada a
fungao:

23

f) = 77

0, z =0,

onde z = x + iy e z # 0, entdo

B (i) (x—ay)® 2P = Bay? 432ty + yP)
f(z)—f(x+zy)— ’2‘2 _(1’2+y2)_ $2+y2 ’

Assim que f = u + iv, onde

3 — 3xy? —3x2y + o3
way) =3 vy Y e v(r,y)=1{ 2*+y?

0, (z,y) = (0,0), 0 (z,y) = (0,0).
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h3
, ou . u(0+h,0)—u0,00 2 .. kK
Por isso, a—x(0,0) = }Ig% = }1}2{1}7 = }lllil(l)ﬁ = 1.
0
ou .. u(0,04h) —u(0,0) 2
afy(o’o)_;l}ﬂ% h =, =0
0
v . v(0+h0)—-v(0,0) 2z
220 =i h —am
h3
v . v(0,04+h)—v(0,0) . p2 . hP
oy 0 =% h R Y

Portanto, as equagoes de Cauchy-Riemann para estas fungdes u e v estao satisfeitas
no ponto (0,0). Agora, observemos os seguintes limites:

3

h
—_— —3 —\ 2
lim f(0+ h) _ f(O) = limM = lim|h— = lim L = lim <h> )
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 hh2 h—0 \ h
B tihs)’ hy —ihg\?
B ) - . 1 2\ . 1 — e
se =i atio, i (G ) = ()

hy —ihs\? ihs )\
. 1= 2 1 — U2 _ _1)2 — .
Mas h}lr:n() <h1 = h2> hl;go ( i > hl;go( 1)* = 1, enquanto isso

h2—>0

_ hy —iho\° . /1 —i\?

lim —_ :hm< )

hy = hy \ 1+ ihs h1—0\1 41
h1—>0

1—1)?

:lim( Z)

hi—=0 (1 4 7)?

o 1—20—1 . =2
= hm —_— = hm —_— = _].
hi—01+2¢—1 h1—0 21

Dado que os limites sao diferentes quando z se aproxima de 0 por dois caminhos
diferentes, conclui-se que o limite ndo existe. Por isso, a fungdo f nao é derivavel em 0.

Em seguida, sera apresentada uma condi¢ao necessaria e suficiente para caracterizar
funcoes derivaveis em termos das equacoes de Cauchy-Riemann.

Teorema 2.30. Uma condicao necessdaria e suficiente para que uma func¢ao
f(z) = u(@,y) +iv(z,y)

seja analitica em um dominio D ¢é que as quatro derivadas parciais g, Uy, Uz, € Uy
existam, sejam continuas, e satisfacam as condigcoes de Cauchy-Riemann

Uy = Uy, Uy = —Ug,

em cada ponto de D (ver [3]).
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Definicao 2.31. Uma funcao que é holomorfa sobre todo o plano complexo é chamada
de funcao inteira.

Exemplo 2.32. Usando as equagoes de Cauchy-Riemann serd mostrado que a funcao
f(2) = 2? para z =z + iy & inteira.
Temos f(x +iy) = 22 + 2ixy — y?, de onde obtemos

2

u(z,y) =2 =y, e w(z,y) =2y

As derivadas parciais sao:

ou ou
or A" oy~
ov v

Observa-se que as equagoes de Cauchy-Riemann (2.3) sdo satisfeitas para todos os

ou ou v v . tod |
—, —, — e — sao continuas em todo o plano
ox dy ox dy P

complexo. Portanto, f é uma funcao inteira.

valores de z e, além disso,

2.3.1 Transformagoes Conformes

Intuitivamente, o angulo formado pela intersecao de duas curvas no plano complexo é
equivalente ao angulo formado pelos vetores tangentes dessas curvas no ponto de interse-
¢ao. Diz-se que uma transformacdo w = f(z) preserva os angulos em um ponto a € C se,
sempre que tomarmos duas curvas simples arbitrarias no plano complexo que se cruzam
no ponto a, o angulo formado por essas curvas no ponto a é igual ao angulo formado pelas
imagens correspondentes a essas curvas sob f, no ponto f(a). As fungdes que preservam
angulos em um ponto sao chamadas de aplicagoes conformes nesse ponto. Essa definicao
serd apresentada de modo mais formal nesta secao.

Algumas referéncias consideradas tteis foram [2, 3, 7].

Defini¢ao 2.33. Um arco continuo C' é definido como um conjunto de pontos z = (z,y)
no plano complexo, tais que

r=uxz(t), y=ylt) a<t<yb,

onde z(t) e y(t) sdo fungdes continuas do pardmetro real t.
E 1til descrever os pontos de C' por meio da equacao

z=2(t), a<t<b, onde z(t) = z(t) + iy(t).
Dizemos que:
1. C' é um curva fechada em [a,b], com a < b, se z(a) = z(b).
2. C'é uma curva simples se é injetiva em (a,b).

3. C' éregular se 2/(t) = 2/(t) + iy/(t) existe, é continua no intervalo fechado [a,b] e
nao se anula no intervalo aberto (a, b).

4. Um contorno é um arco continuo formado por um ntmero finito de arcos regulares.
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Exemplo 2.34. A equagdo C(t) = 1 —it, t ntimero real, pode ser reescrita como uma
equagao paramétrica de uma reta, C(t) = (1,0) + (0, —1). Assim, vemos que a imagem
de C' é a reta que passa pelo ponto (1,0) e possui v = (0, —1) por vetor diretor.

Com essas informagoes, é possivel visualizar e entender a posicao de C' no plano
cartesiano (ver a Figura 2.1).

[t [ c |
0 1
1/2 1—i/2
1 1-i

1-2i
%
3i
C
2i
- = = . 4 2 3 -
1-1/2i

—14 U"lfi
—2i 1—2i
|

Figura 2.1: Representagao geométrica de C(t) =1 — it.
Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Exemplo 2.35. Se C(t) = cost + isent, para 0 < t < 27, deseja-se determinar se a
curva C' é uma curva fechada simples.

Suponha que C(t;1) = C(ts), onde ¢y, to € [0,27], entao
costy + isent; = costy + 1senty. Portanto, cost; = costy e sent; = sents.

Se cost; = costy, entdo t; =ty, ou t;+ty = 2m. (2.6)
Se sent; =senty, entdao t; =1y, ou
(t1, t2 €10,27], e, t;1+ta=m) ou, (2.7)
(t1, ta € [m,27], e, t;+ty=23m).

A partir de (2.6) e (2.7), podemos concluir que t; =ty ou {t1,t2} = {0,27}, ou seja,
C' ¢é simples em [0, 27]. Como C(0) = C'(27) =1, C' ¢ fechada.
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‘)'

2
/\C(t} = cos(t) + i sen(t)
-3 ) KJ’J 2 3
-2

| J

X

Figura 2.2: Representagao geométrica da curva C'(t) = cost + isent, 0 <t < 27.
Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Além disso, para t € [0,27], |C(t)]> = cos®t + sen?t = 1, o que significa que C
representa uma circunferéncia com centro na origem e raio 1 (ver Figura 2.2).

Em C temos o produto interno usual:
(,):CxC—R

(w1, wa) = 122 + 1Yo,

onde wi; = x1 +1y; € wy = Ty + 1Ys.
Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, dados ntimeros complexos wq,ws € C, wy # 0,
W 7é 0’

Assim, o angulo entre w; e wy é definido como sendo

0 = arccos <<w1’w2>> € [0, 7.

|we||ws]
Proposigao 2.36. Sejam z,wy,wy € C quaisquer. Entdo, (zwy, zwq) = |2|*(wy, ws).
Demonstragio. Sejam z = a + bi, w; = a1 + b1, we = as + byt. Entao:

zwy = (aay — bby) + (aby + a,b)i
2wy = (aay — bby) + (aby + agb)i
(zwy, zwq) = (aay — bby)(aay — bbe) + (aby + a1b)(aby + asd)
= a’ajay — abaiby — abbias + bbby + a’biby + abbyas + abaiby + b*aias
= (a® + bHaray + (a® 4 b*)biby
= (a® + b*)(arag + biby)
= |2*(wy, wa).
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Definicao 2.37. Se C e C; sdao duas curvas suaves que tem intersegao no ponto C(tg) =
2o = Cy(tp), definimos o dngulo entre as curvas C; e Cy no ponto zg como sendo o dngulo
formado entre C1(tg) e C(ty), desde que C7(to) e C4(ty) sejam ambos nao nulos, ou seja,

0 — arccos <<C{(fo), Cé(to)>>
|C1(t)[IC5(t)] )

onde Ci(to) e C'(ty) sdo os vetores tangentes nao nulos de Cy e C em 2.

Definigao 2.38. Seja f(z) uma funcao complexa definida no dominio D e seja zg um
ponto em D. Dizemos que f(z) é conforme em zj se, para cada par de curvas suaves, C}
e Cy, em D que tem intersecao em zy, o angulo entre C; e Cs em 2z é igual ao angulo
entre foCy e foCyem f(z), ou seja,

ATCCOS <<0 (to), Cé(to)>>  recos <<(f o C1)'(to), (f o Oz)/<to)>>
(to)]|C5(to)] 1(f o C(to)||(f o Ca)(to)]

onde C(tg) = Ca(ty) = 0.

Teorema 2.39. Se f ¢é uma fungdo holomorfa em um dominio D que contém zy, e se
f'(z0) # 0, entao f(z) é uma aplicagio conforme em z.

Demonstragio. Sejam C e Cy curvas suaves em D, com zy = C(tg) = Ca(tp). Como f(z)
é uma funcao complexa e C' é uma curva suave, entao f o C é a curva correspondente a
imagem sob f de C'. Portanto, as imagens de Cy e Cy por f sao as curvas foC) e foCh.

Deseja-se mostrar que o angulo 6 entre C; e C5 em zp € igual ao angulo ¢ entre
foCy e foCy em f(z).

De acordo com a Defini¢ao 2.37, o dngulo entre foCy e foCy em f(z) é

_ ((f 2 C1)'(t0), (f © Ca)'(t0)) .
¢ = arccos <|( Fo O ) [(f oGyl 0)|> , pela Regra da Cadeia, Teorema 2.25

— s (OO

[f'(Cult ))C{(to)llf’(Cz to))Cé )]
_ (f'(20)C1(to), f'(
= arccos (\f’(ZO)C{ (to)Hf’ )02 ) pela Proposicao 2.36
s (Pl

|/ (20)[?|C1(t0)| Cs(to)]

)

= arccos (Ca(to), Calto)
= awecos ({HC ) =

igual ao dngulo entre C|(ty) e Ci(to). De acordo com a Defini¢ao 2.38, f(z) é conforme
em Z2g. ]

Exemplo 2.40. A funcao g(z) = 2? é holomorfa em todo o plano complexo, conforme
demonstrado no Exemplo 2.32. Além disso, de acordo com o Teorema 2.39, a funcao
inteira g(z) = 2? ¢ conforme em todos os pontos z, z # 0, uma vez que ¢'(z) = 2z # 0
para z # 0.

Exemplo 2.41. Suponhamos que desejamos analisar a fungdo f(z) = e* quanto a sua
propriedade de ser uma aplicacao conforme em um ponto especifico, zg = 1 + 7, no plano
complexo.
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De acordo com o Teorema 2.39, para que f seja uma aplicagdo conforme em zg, é
necessario que a derivada de f(z) em 2 seja diferente de zero. Portanto, devemos calcular
a derivada de f(z) no ponto zp = 1 + 1.

A fungao f(z) = e* tem a seguinte derivada:

f'(z) =¢.
Agora, calculando a derivada em zg = 1 + i:
f/(1414) =t #£0.

Portanto, de acordo com o Teorema 2.39, podemos concluir que a fungao f(z) =e
uma aplicacao conforme em zg = 1 + 7.

2.4 Funcgoes meromorfas

Uma fungao f(z) é meromorfa num dominio D se f(z) é analitica em D, exceto
possivelmente em singularidades isoladas, cada uma das quais é chamada um polo.

Para compreender o conceito, é necessario entender termos como singularidades e
polos, os quais estao relacionados com o desenvolvimento de sequéncias e séries. Para
mais informagoes, consulte as referéncias [7, 8, 9.

2.4.1 Séries

Uma sequéncia ¢ uma lista ordenada de niimeros, enquanto que uma série é uma soma
infinita de termos de uma sequéncia. Uma série pode ser convergente, quando a soma dos
seus termos € finita, ou divergente, quando essa soma ¢é infinita. Formalmente:

Definicao 2.42. Uma sequéncia numérica é uma funcdo do conjunto dos naturais N =
{0,1,2,3,...} em C,
z:N— C.

O ntimero complexo z(n) é chamado de n-ésimo termo ou termo geral da sequéncia.

Dessa maneira, uma sequéncia fica expressa através dos pontos z(0), z(1), 2(2), ..., z(n),
ou seja, através do conjunto imagem de z, {z,}, (n € N), onde a notagao z, significa
zp = 2(n).

Definig¢ao 2.43. Uma sequéncia infinita {z,} de niimeros complexos tem limite z se, para
todo niimero positivo € existe um nimero natural ng tal que

|zn, — 2| < € sempre que n > ng.

Quando existir o limite e for igual a um nimero complexo z, diremos que a seqiiencia
converge e escrevennos

lim z, = z.
n—o0

Uma sequéncia que nao possui limite é chamada de divergente.

Defini¢ao 2.44. Uma sequéncia infinita {z,} de nimeros complexos é dita de Cauchy
se, para todo niimero positivo € existe um nimero natural ng tal que

|2n — 2m| < € sempre que m,n > ny.
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Teorema 2.45. Toda sequéncia de Cauchy de nimeros complexos é convergente.

Demonstragao. Ver [10], p. 165-166.
]

Tentando somar os termos de uma sequéncia de nimeros complexos {z,} se obtém
uma expressao da forma

[o.¢]

S zn=z0+ 21+t 2y F

n=0
que é denominada série infinita ou simplesmente série, onde z, é chamado de termo geral
da série.

Vamos considerar a sequéncia formada pelas somas parciais definida de maneira re-
cursiva como:
S0 = <0

S1=8)+ %21 =% + 21

So S1+ 220 =29+ 21 + 29

Spn=5Sn1+ 2= (20+2+2+ ...+ 20-1) + 2n.
Estas somas parciais formam uma nova sequéncia, a sequéncia é denotada por s,, cujo

n-ésimo termo é denotado por s,. Assim, se existir o limite

lim s, = hm(zo—l—zl—l—zg—i— .+ 2z,) = lim ZZ“

n—oo n—oo
o0
a série Z z, sera dita convergente e o limite s sera denominado a soma da série. Caso
n=0

contréario, ou seja, se a seqiiencia (s,) for divergente, a série serd dita divergente.

o o0
Defini¢do 2.46. A série »  z, é dita absolutamente convergente se a série » _|z,| for
convergente.
[e.9] o0
Teorema 2.47. Se >z, converge absolutamente, entdo Y z, converge, e

x o
Dz <D0 |zl
n=0 n=0

Demonstragcao. Considere a sequéncia das somas parciais: sg = 29, S1 = 29 + 21, etc.
Desejamos provar que {s,} é convergente. Para tal, em vista do Teorema 2.45, basta
provarmos que {s,} é de Cauchy. Vejamos:

(0.9]

Como, por hipdtese, Z |zn| é convergente, existe ¢ € C tal que, para todo € > 0,
n=0
n

existe ng natural tal que | |z;| — ¢| < €/2, sempre que n > ng. Assim, se m > n > ny,
5=0
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m=n+k, com k € N,

n+k n
il + [zngal + -+ lzapkl = D0 1251 = D 1% (2.8)
7=0 7=0

- (Z 1] —q) T (q—i)|zjr)| (2.9)

n+k n
< Do Iml =g+ la =z (2.10)
J=0 J=0
< €/24€/2=¢ (2.11)
Como [sy, — Sn| = 2041+ 2nt2 + -+ + 2ntk| < |2ng1] + [2n42] + - + [2044], segue que
para m,n > ng, |Sm — S| < €. Ou seja, {s,} é de Cauchy.
Portanto, {s,} é convergente.
]

Para mais informagoes com respeito aos critérios de convergéncia o leitor pode con-
sultar [1, 2, 4, 8].

oo oo
Teorema 2.48. Seja Z Z, uma série de numeros complexos. Se Z zn converge entao
n=0 n=0

a seqiencia {z,} converge a 0.

Demonstracio. Considere a sequéncia das somas parciais: sg = zg, S1 = 209 + 21, etc. Por
hipésete, {s,} converge. Logo, também {s,_1} também converge e para o mesmo limite.
Veja que z, = s, — s,—1. Logo,

lim z, = lim s, — s,_1 = lim s, — lim s, ; = 0.

Observe que utilizamos acima propriedades de limites de sequéncias. Para mais detalhes,
ver [10].
m

A série geométrica

Uma série particularmente importante é a série geométrica, definida da seguinte ma-
neira: Seja r € C e consideremos uma série geométrica de razao 7:

o
Z r’.
n=0

A soma parcial de ordem n é dada por s, = Z " =1+r+4+7r>+ .. +r". Podemos
=0

observar que
Sppr=14r+ri4+ "+ =5, 4!
=14+r(l+r+r+..+7")=1+7s,.

Logo, (1 —r)s, =1 —r""! ou seja, se r # 1, temos

1— Tn+1
Sp = ————

11—

Vamos examinar mais detalhadamente a convergéncia de ™, n > 1, onde r € C esta

fixado. Temos trés possibilidades:
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o |r| < 1: Neste caso, lim |[r"| = lim |r|* = 0. Portanto, lim r" = 0.
n—00 n—00 n—r00

e |r| > 1: Neste caso,

1 n
“| = = < L Portanto, lim — = lim () — 0, Da

|7~| oo n—00

<

concluimos que lim 7" = oo.
n—oo

o |r| = 1: Neste caso, ", n > 1, converge se, e somente se, 7 = 1. Suponhamos que

lim " = a. Podemos verificar que |a| = lim |[r"| = lim |r|* = 1. Além disso,
temos

a= lim "' = lim »" = r lim " = ra.
n—00 n—00 n—00

Como a # 0, obtemos r = 1 e, portanto a = 1.

[o¢]
Considerando essas possibilidades, vemos que a série geométrica Z r’" converge se, e
n=0
somente se, |r| < 1 e, neste caso,

S, 1= 1
> ™= lim = -
= n—eoo 1 —1p 1—r

Se |r| > 1, o termo geral 7™ nao convergird a 0 e, assim, a série geométrica divergira.
Para futuras referéncias, consideraremos o resultado estabelecido acima como teorema:

e e}
Teorema 2.49. A série geométrica » 1" é convergente se |r| <1 e sua soma é

n=0

1

o
n __
nz:%?” I

Se |r| > 1, a série geométrica é divergente.

Determinar o valor da soma de uma série nem sempre ¢ uma tarefa facil. Contudo,
existem alguns testes de convergéncia que auxiliam na anélise das condigdes que garantem
a convergéncia (ou divergéncia) de uma série. Para obter informagdes mais detalhadas
sobre esses testes, recomenda-se consultar fontes como [2, 7, 8|, por exemplo.

2.4.2 Séries de poténcias
Séries de fungdoes complexas

Sequéncias de fungbes serao consideradas a partir de agora, ou seja, uma correspon-
déncia que associa a cada ntimero natural n € N uma funcao da variavel complexa z, f,(2),
definida em um subconjunto de C.

Uma série de func¢oes ¢ uma soma infinita:

i:ofn(z) = folz) + fi(z) + ...

cujos termos f,, sao, em geral, fun¢oes de uma variavel complexa z, todas com um dominio
comum de definicao.
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No caso de uma série convergente, os termos assumem o significado de soma da série,
ou seja,

n—oo

i}fn(z) = lim s,(2)

onde s, é a soma parcial de ordem n:
5n(2) = 3 (2.

Convergéncia simples ou pontual

oo
Seja s(z) = Y fu(z) uma série convergente, para todo z num certo conjunto D.

n=0
Entao, dado qualquer e > 0, para cada z € D existe N tal que
se n > N entdo |s(z) — sp(2)] <e,

onde s,(z) é a soma parcial.
E importante observar que, em geral, N depende nao somente de ¢ mas também do
valor z considerado.

Convergéncia uniforme

Defini¢ao 2.50. Diz-se que uma sequéncia de fungdes {f.(z)}, definidas num mesmo
dominio D, converge uniformemente para uma funcao f(z) se for sempre possivel deter-
minar um indice N em correspondéncia a cada € > 0, tal que |f,,(2) — f(2)| <€, Vz € D,
sempre que n > N.

Teorema 2.51. (Teste M de Weierstrass) Sejam Z M,, uma série numérica convergente

n=0
e fu(z) uma sequéncia de fungoes definidas em um conjunto D, satisfazendo a condigio
o0

| fa(2)] < M, para todo n e todo z € D. Entdo, a série » | f,(z) converge uniformemente
n=0

em D.
Teorema 2.52. Seja

f(z) = i fa(2),

uma série de fungoes continuas, uniformemente convergente para f num conjunto D.
Entao,

1. f € continua em D.

2. No caso da convergéncia ser uniforme ao longo de um contorno C, a integral de f
sobre C' pode ser obtida integrando a série de poténcias termo a termo.

3. Se a convergéncia é uniforme numa regiao simplesmente conexa R, onde as fungoes
fn sdo analiticas, entao f também é analitica em R, e suas derivadas podem ser
obtidas derivando a série de poténcias termo a termo wm numero conveniente de
vezes.
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Dentre as séries de fungoes, nosso foco sera nas séries de poténcias centradas em 2,
na forma

f(2) = i anlz — 20)",

onde os coeficientes a,, e o ponto zy sdo constantes complexas. Se a série de poténcias
(o]

estd centrada em zg = 0, sua forma se simplifica para: Z anz".

n=0
o0
Teorema 2.53. A toda série de poténcias Y a,(z — z0)" estd associado um nimero r,
n=0

onde 0 < r < +o00, tal que a série converge absolutamente em |z—zo| < 1 e uniformemente
em qualquer disco |z — zo| < 1" < r. Ela diverge em |z — zp| > r. O nidmero r é chamado
o raio de convergéncia da série, e o disco de raio v e centro zy € denominado disco de
convergencia.

Série de Taylor

Aqui, sera fornecida uma caracterizacao das fungoes analiticas como aquelas que po-
dem ser desenvolvidas em séries de poténcias.

Teorema 2.54. Toda série de poténcias
f(z) =) an(z —2)" (2.12)
n=0

representa uma fungdo analitica no seu disco de convergéncia |z — zo| < r. Essa série
pode ser derivada termo a termo um numero arbitrdrio de vezes. Além disso, as séries
resultantes possuem o mesmo raio de convergéncia r da série original e representam as
derivadas da funcao f.

Demonstra¢io. Dado um ntimero complexo z qualquer no disco |z—zy| < r, é evidente que
existe 1’ < r tal que |z—zp| < r’. Dentro deste disco, a série (2.12) converge uniformemente
de acordo com o Teorema 2.53, permitindo, assim, a deriva¢ao termo a termo. Isso é
possivel devido ao fato de as séries de poténcias serem somas de polinémios e, como os
polindmios sdo fungoes continuas, sdo analiticos. Assim,

f(z) = inan(z — 2)" (2.13)

converge pelo menos no disco |z — zy| < r, o que significa que seu raio de convergéncia 7’
¢ pelo menos igual a r.

Suponhamos que 7’ poderia ser maior do que r. Seja r” tal que r < r’ < 1’ e seja z
tal que r < |z — zo| < r". A série (2.13) converge uniformemente em r < |z — zo| < 1’
de acordo com o Teorema 2.53; portanto, pode ser integrada ! termo a termo ao longo do
caminho C' ;| que conecta 2y a z com base no Teorema 2.52. Isso resulta em

7{0 inan(z - zo)nfldz = f:oan(z —29)" = f(2).

!Teoria da integragio: textos guia; livros [7] e [3], Capitulos 3 e 4, respectivamente.
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Esta série deve, entdo, convergir pelo menos para |z—zy| < r”, o que é uma contradigao.
Assim, fica provado que as séries (2.12) e (2.13) possuem o mesmo raio de convergéncia.
Considerando uma série de poténcias:

[e.e]

Z (z—20)" = ap + ay(z — 20) + ag(z — 20)* + ... + an(z — 20)" + ...

Esta série tem derivada de todas as ordens no disco |z — zp| < 7. Isso é uma con-
sequéncia direta do fato de que f(z) é uma série de poténcias convergente com raio r > 0.
Dentro desse raio, a fungao f(z) é infinitamente diferenciavel.

Para encontrar uma k-ésima derivada f*)(z), comecamos derivando termo a termo a
série de poténcias f(z), k vezes. Vamos observar o seguinte padrao:

f/<Z) =a;+ 2@2(2 — 20) —+ ...+ nan<z — Zo)nfl + ..
"(2) =2as +3-2a3(z — 29) + ... +n(n — Dan(z — 2)" 2+ ...
f"(z) =32 a3+ ...+ n(n—1)(n—2)a,(z —20)" > + ...

O =kag+...+nn—10n—-2)..(n—k+1)(z —2)"*+ ...

podemos reescrever essa soma COIno.

o0

Z an(z — 2)" %

Portanto, provamos que f(z) tem derivada de todas as ordens no disco |z — zp| <, e
uma k-ésima derivada de f(z) é representada como uma série de poténcias.

]

Teorema 2.55. (Da série de Taylor) Seja f uma fung¢do analitica numa regiago R, =z
um ponto qualquer de R, e 7o > 0 tal que o disco |z — zy| < 1o esteja todo contido em R.
Entao, nesse disco a funcio [ pode ser desenvolvida em série de poténcias de z — zy. Esse
desenvolvimento € conhecido como a série de Taylor da funcdo f em relacao ao ponto z,
e € dado por

z) = iéo ;f(n)@())(z —2z)".

No caso em que zp = 0, essa série é chamada de série de Maclaurin da fungdo f.

Demonstrag¢io. Sejam z um ponto qualquer do disco |z — zy| < rp, e niimeros positivos
r, r1, com r = |z — z|, e r; tal que r < r; < ry. Consideramos C; e C' como discos
centrados em zy com raio r; e r, respetivamente.

Pela férmula integral de Cauchy (pagina 101, livro [7]), podemos escrever:

1o f©

2mi Joy, € — 2

f(z) =

dg,
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onde C é o circulo |§ — 29| = r1. Agora, observe que:

1 1

-2 (E—2)—(2—2)
1 1
= . — pela série geométrica, Teorema 2.49

§€— 2o 1_27
§ — 20

B 'OO z—z0\"
-z §<5—20>
:iz__iz())n (2.14)

1

multiplicando ambos lados da equagao (2.14) por 5 f(&) e integrando ao longo de Cf,
i

se obtém a expressao de f:

1=k, (52 (22) )ae (215)

zZ—z r

¢ Ol = — < 1e f(€) é continua, podemos afirmar que f(€) ¢ limitada por uma
— 20 1

constante M sobre o circulo C}, temos:

Como

2SO (z—2\"|_ | fEO) (z=a\"|_ME& r\"_M
7;5—20({—%) Snz_:()ﬁ—%(ﬁ—zo) Shnz_:o(ﬁ) Sﬁ

daqui e de acordo com o Teste M de Weierstrass 2.51, a série em (2.15) converge unifor-
memente em £ € (. Portanto, podemos integra-la termo a termo,

n=0 %
Agora, pela férmula integral de Cauchy para derivadas (pagina 103 do livro [7]), temos

1 f©de [ (z0)
A

271 —z)"

Este é o desenvolvimento procurado, assim podemos escrever:

o f) (4,
_yf (20)

f(2) ' (z — 20)". (2.16)
~ nl
m
Exemplo 2.56. 1. Consideremos a fungao exponencial f(z) = e*. Temos o seguinte:

f'(z)=¢€* ["(z) =€ ..., f"(z) =e* e f(0) = 1.
Portanto, neste caso, o desenvolvimento de (2.16) com zy = 0 nos da a série de
Maclaurin da exponencial. Como e* ¢ analitica para todo valor de z, temos:
o ,n 22 23
e’ = — =1+2+ -+ - + ... quando |z| < oo.
nz::o n! o1 g g
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1
1—=z2

2. Vamos expressar o desenvolvimento em série de Taylor da fungao f(z) = com

centro no ponto zg = 2¢. Apresentaremos dois métodos para fazé-lo:

(a) Utilizando a série geométrica (Teorema 2.49): Adicionando e subtraindo 2i no

denominador, obtemos:
1 1 1 1 1

I—z 1-2+2-2 1-2i—(z—2) 1-2, 2-2
1—2¢

1

Agora, escrevemos —— —9; Como uma série de poténcias usando o Teorema
1

1—2¢

2.49, com 2z substituido pela expressao 1 — 5 €como:
— 27
Hz—Qz‘+ (z—2i>2+
1—2¢ 1—2¢

Portanto, a série de Taylor de f(z) em torno do ponto zy = 2i é:

11 1+z—2@'+<z—2i>2+
1—z 1-—2 1—2i 1—2i

1 1
= — 2 (2 =20) 4+ —————(2— 2]+ ...
R e vl Gl v G D v O
O raio de convergéncia é |z — 2i| = V/5 pois, para a convergéncia da série
geométrica
1+z—2i+<z—2i)2+
1—2¢ 1—2:
) z—2 ,
precisamos que |- 2_‘ < 1, resultando em |z — 2i| < /5.
—2i
(b) Utilizando derivadas sucessivas: Derivando f(z) = T obtemos:

F2)=0=2)7 f'(2) =201 - 2)7 ["(z) =3-2(1-2)7", ..

|
generalizando, temos f(™(z) = (1n>+1 Subtituindo z por zy = 2i, temos
— 2z n
|
f™(2i) = (12)+1 Portanto, o desenvolvimento em série de Taylor da
J— 1 n

funcao f em relagao ao ponto 2i é dado por

f(Z):ZW(Z_QZ) _21—2@'<1—2¢> ’

n=0 n=0

donde recuperamos novamente o raio de convergéncia r = /5.

2.4.3 Série de Laurent

Se uma funcado f nao é analitica em um ponto zy, ndao podemos aplicar o Teorema
de Taylor nesse ponto. Além disso, esse ponto é considerado como uma singularidade ou
ponto singular da fungdo. Entretanto, é possivel encontrar uma representacao em série
para f(z) que contenha tanto poténcias positivas quanto negativas de z — 2.
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Teorema 2.57. Seja f uma fung¢io analitica numa regico anular G : r < |z — z| < R.
Entao, para todo z mnesta regido,

o) o

Z + Z an(z—2)" = 3 an(z — z)" (2.17)
n=1 Z - ZO n=—oo
onde os coeficientes a,, n =0,£1,£2, ..., sao dados por
1 f(§)
=— [ ——=—d 2.1
27i /C’ (€& — z)"H! ¢ (2.18)

sendo C um contorno fechado em G, envolvendo zy uma vez no sentido anti-hordrio.

Demonstra¢io. Sejam 1y e 1o tais que r < 1 < |z — 29| <19 < R.

Designemos por C; e Cy os circulos de centro zy e raios r; e ro, respetivamente,
orientados no sentido positivo. Ao conectar C e Cy por um arco L, obtemos um contorno
fechado v = Cy + L — Cy — L, dentro de uma regiao onde a funcao f é regular. De acordo
com a féormula de Cauchy,

I
= — [ —=d¢.
f) = 5 [ g e
As integrais ao longo de L e —L se cancelam mutuamente; portanto,

R I S (6]

2w Joy £ — 2 2mi Joy, € — 2

f(z) =

d¢ (2.19)

Seguindo o método da prova do Teorema 2.55 da mesma maneira, obtemos a série de
poténcias positivas que aparece na equagao (2.17), a qual, substituida em (2.19), nos da

1 f&) f(§) n
o 250 5 (o e ) 0

0
Z an Z — Zo
n=0

f(z) = nZ:%an(z — 20)" — 21m . gf@z d€. (2.20)
Quanto a esta ultima integral, notamos primeiro que
11 1 1 1 i —2z)"
E—2 2-& (2—2)—(E—2) z2—2 1_@ = (2= 2t
2z — 2

Vemos que um argumento semelhante é usado na prova do Teorema 2.55. Além disso,
esta série converge uniformemente em ¢ € (1, logo,

1 f6 . 1 = (€= 2)"
- Clg_zdf—m./ f<£>zoi(z_20)n+l ¢
1 f(€)
Z — zp)H '27”'/01 (€ —20)™" dg.

Escrevendo n 4+ 1 como novo indice n, obtemos

_ Lo SE L N (9
df Z / (5_20)_n+1d’5

2mi Joy, € — 2 (z — z0)" 2miJoy
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J& que a integral que aparece em (2.18) tem o mesmo valor qualquer que seja o contorno
C descrito no teorema, em particular C; e C,

1 f(€) _
447]/ =

2mi Joy (€ — z9)7 L

Substituindo em (2.20), obtemos o desenvolvimento dado por (2.17) e (2.18),

= Zan(z—zo + Z
n=0

Z—Zo>

]

1
Exemplo 2.58. 1. Vamos expandir f(z) = ———— em uma série de Laurent vélida

2(z—1)
para 0 < |z| < 1. E importante notar que a funcdo f tem duas singularidades
isoladas, z = 0 e z = 1. Nosso objetivo é representar f como uma série que inclui
apenas poténcias inteiras, tanto negativas quanto nao negativas, de z.
Podemos escrever f(z) = L = -1 L, e utilizar o Teorema 2.49 da série
2(z—1) z 1—2z
geométrica a fim de expressar f como uma série:

f(z) = _21(1 +z+22+22+.0).

Observe que a série infinita entre parentéses converge para |z| < 1. No entanto,

ap6s multiplicarmos essa expressao por —, a série resultante é
z

—1 1 >
fe)=——-1—z2-2"=-2— .. =—=-3 2",
“ n=0

z

a qual é convergente quando 0 < |z| < 1.

1
2. Vamos expandir a funcao f(z) = ( 1920z = 3) em uma série de Laurent valida
z— z—

para 0 < |z — 1| < 2. Novamente, nosso objetivo é expressar a fungdo apenas em
termos das poténcias de z — 1 e, para isso, precisamos reescrever z — 3 em relagao
a z — 1. Isso pode ser feito escrevendo

£(2) 1 1 1 —1 1
Z) = = =
(z=12(-3) (z—-12-2+(2-1) 2(z-1?2;_ 2-1
2

S s o , z—1
conforme o Teorema 2.49 da série geométrica, substituindo o simbolo z por 5
obtemos:

-1 z2—1 (=12 (2—-1)3
-—— 1
IO =5 |t 5t T
1 1 1 1

= Toeo1p ae-1) 8 1w6¢ U
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3. Encontrar a expansao da série de Laurent em torno de zy; = 0 que representa a

10
funcao f(z) =
@ ) = Ty
parciais, obtemos:

para 1 < |z| < 2. Ao decompor a fung¢ao em fragoes

10 a b c

Gro(210) 242 =+i soi

ondea =2 b=—1+2iec=—(1+2i). Agora, observe que

1 1 1 1 & Z\"
— = — -3 (1) desd 2.
c+2 21,7 5 2. (=1 (2) esde que |z| <
1 1 1 > "
= - = (—-1)" z+1 desde que |i] < |z|.
zZ+1 Zl+£ 0 z
z
1 1 1 > "
- = — - = ZH desde que [i] < |z|.
e A 2 T "
z
Portanto,
10 S -1 (3) (12 Y1) - (20 Y
= — = — i — — i
(Z + 2) (’22 + 1) n=0 2 n=0 Znt n=0 Zr

desde que 1 < |z] < 2.

Expansao em séries de poténcias no infinito

Seja f : D — C uma funcdo complexa definida em um dominio D tal que D =
C\ K, onde K C C é um compacto. Isso equivale a dizer que existe r > 0 tal que
|z| > r = z € D. Dizemos que a fun¢do f(z) é analitica em z = oo quando a fungao

1
glw) = f () ¢ analitica em w = 0. Portanto, ao realizar uma mudanga de variavel,
w

1 1
substituindo w = —, z = —, estudar o comportamento de f(z) em z = oo equivale a

z w
estudar o comportamento de g(w) em w = 0.

1
Se f(z) é analitica em oo, entao g(w) = f () pode ser expresso como uma série de
w

poténcias centrada em w = 0,
o
g(w) =Y a,w" =ag + ayw + aw® + ..., |w| <r.
n=0

Assim, f(z) pode ser representado por uma série convergente em poténcias decrescen-
tes de z,

>, ay, a, Qo 1
=) — = — 4+ =+ .., > —.
=Y =t Tt G Fl>,

1 1
Essa série converge absolutamente se |z| > —, e, para qualquer r > —, converge
r r

uniformemente para |z| > r/.

1
Exemplo 2.59. Para n > 0, f(z) = — é considerada analitica no ponto z = oo, uma
ZTZ

vez que g(w) = f(1/w) = w" é analitica em w = 0.
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Zeros de uma Funcao Analitica

Considere uma funcao f(z) analitica em zy. Entao,

e}

Z Z—ZO

em alguma vizinhanga |z — 29| < r. Pode ocorrer que f(zy) = 0, mas f(z) nao é identica-
mente nula. Nesse caso, dizemos que zy € um zero da funcao f.

Se todos os coeficientes a,, se anulam, entao f se anula em toda a vizinhanga |z—zq| < r.
Logo, se f nao ¢ identicamente nula nessa vizinhanga, deve existir m > 0 tal que a,, seja
o primeiro coeficiente nao nulo, isto é,

ag= ... = am-1=0 e a, #0,
f(m)(zO)

m)!
série de poténcias de f(z), tem um zero de ordem m em z, se,

f(z0) = f'(z0) = f"(20) = ... = [ V(2) =0 e f7(z) #0,

0 que ocorre se, e somente se, a expansao em séries de poténcias de f(z) tem a forma

ou seja, de acordo com o Teorema 2.54, a,, = a formula para os coeficientes da

f(Z) = am<z - ZO)m + aerl(Z - ZO)m+1 + am+2(2 — Zo)m+2 + ...
onde a,, # 0. Colocando em evidéncia o fator (z — zy)™ da série de poténcias, obtemos
f(z)=(2— ZO)m(am + amy1(2 — 20) + A1 (2 — 20)2 +...)

(= - 2) zaW

Ao definir g(z Z Apmn (2 — 20)", concluimos que se 2o é um zero de ordem m da fungao

f entao, numa v1zmhan§a de zp,

f(2) = (2 = 20)"g(2) e g(20) # O,

onde ¢(z) é analitica em 2y e g(z9) = @, # 0. Um zero de ordem 1 é chamado de zero
simples.

Exemplo 2.60. 1. Consideremos a fungio f(z) = (z—5)3. Ao avaliar f(5), f'(5), f"(5),
observamos que f(5) =0, f(5) =0, f”(5) = 0, mas f”(5) = 6 # 0. Isso mostra que
a funcdo f possui um zero de ordem (ou multiplicidade) 3 em zy, = 5.

2. Vamos considerar a fungao analitica f(z) = zsen(2?), que possui um zero em z = 0.
Ao subtituir z por 2% na expansao da série de Maclaurin da funcdo sen z

3 5
2z z
senz =z — — + — — ... obtemos:
3! 51
, , L6 .10
senz® = z° — — +

31 5
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Ao fatorar z? da série anterior, podemos reescrever f da seguinte forma:

6 10
f(z)zz(zz—;qu!—...)

4 8
_3[(1_* 7 _
=z (1 3!+5! )

= 2%g(2).
Onde ¢g(0) =1 e g(z) é uma fun¢do analitica. Isso mostra que z = 0 é um zero de
ordem 3 para a funcao f.

Observagao 2.61. Se f(z) é analitica no co e f(o0) = 0, define-se a ordem do zero de

f(2) em z = oo da forma ussual, fazendo a mudanga de varidvel w = —. Portanto, f(z)
z

1
tem zero em z = oo de ordem m se g(w) = f () tem um zero em w = 0 de ordem m.
w

Neste contexto,
(W) = apw™ + 1w+ Gpow™ 4 .., onde a,, # 0.
Dessa forma, f(z) tem a representagao em séries:

a a a
flz) ="+ mtl 4 Tm¥2 ., |z2| > R, onde a, #0.
Zm Zm+1 Zm+2

2.4.4 Singularidade Isolada

Um ponto zp é uma singularidade isolada de f(z), se f(z) for analitica em algum

1
disco perfurado D(zg,7) — {20} centrado em z;. Por exemplo, a fungao f(z) = — tem
z

uma singularidade isolada em z = 0.
Seja zo uma singularidade isolada de uma funcao f(z), de forma que o desenvolvimento

de Laurent
o0

o)=Y — 4 ian(z ~ )"

seja valido numa certa vizinhanga perfurada 0 < |z — z9| < r de zy. A parte da série com
poténcias negativas de z — zp, a saber

o0

>

n=1 (Z - Zo>n
¢ chamada a parte principal da série. Classificamos a singularidade isolada em zy de

acordo com o nimero de termos na parte principal da série, ou seja, se a parte principal
da expansao de Laurent contém zero, um niimero finito ou um niimero infinito de termos.

1. Singularidades removiveis. E possivel que todos os coeficientes na parte principal
sejam nulos, ou seja, a_, = 0 para n = 1,2, ... Nesse caso, a fun¢ao f(z) pode ser
representada da seguinte forma:

o0

f(2) = an(z—20)", 0<|z—z|<T
n=0
Essa série de poténcias define uma func¢do analitica em |z — zp| < r, com o valor
ap no ponto z = z5. Podemos, portanto, definir f(zy) = ag. Dessa forma, podemos
observar que tal singularidade pode ser removida, bastando definir f de maneira
apropriada no ponto 2.
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2. Singularidade do tipo pdélo. Se a parte principal da série possui um nimero
finito de termos nao nulos, ou seja, se existe m > 0 tal que a,, # 0 e a_,, = 0 para
n > m, entdao a fungao f(z) pode ser expressa da seguinte maneira:

A_m a_1

fe)=—————+ ...+ —i—ian(z—zo)”, a_m # 0.

(z = z0)™ (z=2) =

Neste caso, zg é denominado um pélo de ordem m da funcao f. Se zy é um pdlo de
ordem 1, é entao chamado de pélo simples.

Teorema 2.62. Seja zy uma singularidade isolada de f(z). Entdo zy € um polo
9(2)

(z — z)"

de f(z) de ordem n se, e somente se, f(z)= , onde g(z) € analitica em

20 e g(z0) # 0.

Demonstragio. (=) Suponha que f(z) tem um pdélo de ordem n em zp. Isso
implica que f(z) pode ser expandido em uma série de Laurent:

a_, a_ a_
f2)= —" 4.+ 2t ———taptai(z—z0) .., (2:21)

(z —2zo)" (z—20)2  (2—2p)

valido em um certo disco perfurado 0 < |z — zp| < R. Ao fatorar ( o
Z— 20

1

m(a_n ot ag(z—20)" 2 asi(z — 2)"
— 2

+ap(z — 2)" +a1(z — 20)" ™+ ..,

a equagao (2.21) confirma que f(z) pode ser escrito na forma (g(z)) Identifi-
Z—2zo)"
cando
g2) =a_pn+ ... ta_o(z—2)"2+a_1(z — 2)" "+
+aglz — 2)" +ai(z —2)" ™ 4., (222)

como uma série de poténcias valida para o disco aberto |z — 29| < R, por hipétese,
2o € um polo de ordem n de f, e, portanto, devemos ter a_, # 0. Se definirmos
9(z0) = a_p, entao segue de (2.22) que g(z) é analitica em todo o disco |z — zy| < R.
(<) Se g(z) é analitica em zp e g(z9) # 0, entdo, em alguma vizinhanca |z—zy| < R,
g(z) escreve-se como

9(z) = bz — )",
k=0
com by # 0. Logo, f(z) se escreve como

o= > bz = 20’

Portanto, f(z) tem um pélo de ordem n em z. O

3. Singularidade essencial. Se a parte principal contém um nimero infinito de
termos nao nulos, entdo z = zp é chamada de singularidade essencial.
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Defini¢do 2.63. Dizemos que uma func¢do f(z) é meromorfa num dominio D se f é
analitica em D, exceto possivelmente em singularidades isoladas, cada uma das quais é
um polo.

Observagao 2.64. As adigoes e multiplicagoes de fun¢oes meromorfas também resultam
em funcoes meromorfas. Além disso, os quocientes de fun¢oes meromorfos sdo meromorfos,
desde que o denominador nao seja igual a zero.

sen 2z

Exemplo 2.65. 1. A fungdo f(z) =

Vamos examinar o tipo de singularidade apresentada por essa funcao.

possui uma singularidade isolada em z = 0.

A expressao para a funcao seno na forma da série de Maclaurin é dada por:

00 . Z2k+1 2,3 25
S N () L
sen = Z;( oy T

ao dividir toda a expressao por z, obtemos:

Esta expressao é valida para todos os valores de z. Observamos que todos os coe-
ficientes da parte principal da serie de Laurent sao iguais a zero, ou seja, a_, = 0
paran = 1,2, .... Concluimos que z = 0 é uma singularidade removivel.

Além disso, a funcao f(z) pode ser estendida para ser uma funcao inteira, definindo
f(0) = 1. Dessa forma, a funcdo é bem definida e continua em todo o plano
complexo. De fato, f também ¢ analitica em z = 0 porque ¢é representada pela série
de Taylor centrada em zero:

i )nz2n B Zj NS 24 B
(20 +1)! 3l 5l

uma série de Maclaurin.

2. Pensando na série de Maclaurin associada a fungao f(z) = senz, que foi usada
como exemplo anteriormente, agora realizamos uma divisdo por z2, resultando na
seguinte expressao:

sen z 1 z+z3 0< 2] <
=- -2 42 _ . para 2| < .
22 z 31 5l p

Assim, ao examinarmos a parte principal da série de Laurent da func¢ao, podemos

observar que o coeficiente a_; = 1 # 0. Isso nos leva a concluir que z = 0 é um polo
sen z

de ordem 1 (simples) da fungao f(z2) = —;
2

3. A funcio f(z) = €%% apresenta uma singularidade no ponto z = 0. Inicialmente,
considerando a série de Maclaurin da funcao e?,

Prg 2 23

e—Z——LH+§+§+
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agora ao substituir z por 3/z, se obtém

2 3
f(z):€3/Z:1+§+3——|—3——|—... valida para 0 < |z] < oo
2 222 3123 ’ '

Essa representagao é a expansao da série de Laurent da funcao f(z). Como essa
expansao inclui infinitos termos negativos de potencias de z, podemos concluir que
a singularidade isolada em z = 0 da fungao f(z) é essencial.

4. A fungao f(2) =

seguinte forma:

1 ¢ meromorfa no plano complexo. Podemos reescrevé-la da
z

1 1
241 (z—di)(z+1)

f(z) =

A funcgao possui singularidades isoladas em z = —i e z = i. Conforme o Teorema
2.62, tanto i e —i sdo polos. Portanto, podemos concluir que f(z) é meromorfa em
todo o plano complexo.

2.4.5 Singularidades Isoladas no Infinito

Uma fungdo f(z) possui uma singularidade isolada no oo se for analitica fora de algum
conjunto limitado. Em outras palavras, existe R > 0 tal que f(z) é analitica para |z| > R.
Assim, f(z) tem uma singularidade isolada no oo se, e somente se, g(w) = f(1/w) tem
uma singularidade isolada em w = 0. Classificamos a singularidade isolada de f(z) no oo
de acordo com a singularidade isolada de g(w) em w = 0.

Suponha que f(z) tem uma expansao em série de Laurent

+ A singularidade de f(z) no oo é removivel se a, =0 para todo n > 0.

Caso em que f(z) é analitica no oco.
« A singularidade de f(z) no oo é essencial se a,, # 0 para infinitos n > 0.

o Para m > 1 fixo, f(z) tem um pélo de ordem m no oo se a,, # 0 enquanto a,, = 0
para n > m.

Suponha que f(z) tem um pélo de ordem m no oo. Nesse caso, a expansao em série
de Laurent de f(z) é dada por:

a_
f(z):amzm—I—bm_lzm_1+...+a12+a0+71—1—..., |z| > R

onde a,, # 0.
Podemos definir a parte principal de f(z) no oo como um polinémio

P(z) =an,z" + am_lzm_l +...+ai1z + ag.

Incluir a constante ag na parte principal é conveniente, pois garante que f(z) — P(z)
nao é apenas analitica em 0o, mas também se anule l4.



Funcoes meromorfas 44

Exemplo 2.66. Vamos verificar se a fun¢ao f(z) = e* tem uma singularidade essencial
no oo. A expressao em série de Maclaurin de f(z) é dada por:

2 ZB

z
f(z):1+z+5+§+...,.

1 1 1 1

A funcdo g(w) = f () =14+ —+4+ —=+ — +... tem uma singularidade essencial em
w w 2w? 3w

w = 0, uma vez que apresenta infinitas poténcias negativas na expansao e, além disso, tem

um numero infinito de termos nao nulos. Portanto, podemos concluir que a singularidade

de f(z) no oo é essencial.



3 Esfera de Riemann C

3.1 Plano complexo estendido

Este capitulo comega apresentando uma relagao entre a esfera de Riemann e o plano
complexo, através da projecao estereografica.

E conveniente ampliar o conjunto de nimeros complexos, introduzindo o simbolo oo,
chamado de ponto infinito. Uma vez introduzido esse elemento, que nao é um nimero
complexo, a aritmética com os nimeros complexos é definida por: a + 00 = 0o + a = o©
para todo a complexo, e b- 0o = oo - b = oo para todo b # 0, incluindo b = co. Nao
se pode definir as operacoes oo £ 0o e 0 - 0co. No entanto, deve ser escrito, por acordo

a
especial, — = oo para a # 0 e — = 0 para b # co. A elaboragdo desta se¢ao se beneficiou

da consulta das fontes [2, 9, 110,012].
O conjunto CU {cc}, denotado por C, é chamado plano complexo estendido.
A maneira de visualizar oo é com a esfera de Riemann, com projegoes estereograficas:
Considere a esfera de Riemann de raio um.

§*={(e.8,7) €ER? 1 a® + 2 +97 =1}
O plano complexo denotado como:
C:={(a,,0) : v, B € R}.

O ponto N = (0,0, 1) é chamado de pdlo norte da esfera de Riemann (ver Figura 3.1).

Figura 3.1: Projecao estereografica
Fonte: Elaborada pela autora (2023).

45
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Tracando uma linha reta unindo o ponto N e qualquer ponto P # N da esfera,
esta linha reta intersecta o plano complexo em apenas um ponto P’, onde sua terceira
coordenada é, portanto, zero. Assim, convencionamos denotar P’ simplesmente por (a, b),
de maneira que para cada ponto P(«, [3,7) da esfera, um tinico ponto é associado, P'(a, b)
do plano complexo. Reciprocamente, a linha reta que une o ponto N e qualquer ponto
P’ do plano complexo intersecta a esfera em um ponto P # N de uma forma tunica.

Esta construgao estabelece uma correspondéncia biunivoca entre os pontos da esfera
menos o poélo norte com os pontos do plano complexo.

Em suma, o conceito inicial consiste em estabelecer uma transformagao bijetora dos
pontos da esfera que nao incluem o ponto N para o plano complexo C. Contudo, a
abordagem intuitiva busca incorporar o ponto N no ambito da transformagdo. Nesse
sentido, quando um ponto P se aproxima de N, a linha reta que passa por P e N tende
a tornar-se tangente & esfera S? no ponto N, resultando em uma situacdo em que nao
ha intersecao com o plano complexo, uma interpretagdo que pode ser considerada como
uma intersecdo no "infinito". Por essa razao, a proposta é expandir o plano complexo,
adicionando um elemento que sera denominado infinito, criando assim um novo conjunto
denominado plano complexo estendido C. A projecdo estereogréfica ¢ inicialmente definida,
entre S2 — {N} e C, podendo ser estendida para uma funcio bijetora entre S? e C,
atribuindo ao ponto N € S? o ponto oo € C.

Esta aplicagio T : S? — {N} — C, é chamada de projegao estereografica. Formal-
mente, queremos ver como esta aplicagdo é definida. Seja P = («,3,7) € S — {N}, e
considere a reta que passa por N e P:

X=N+t(P—N),teR
(a,b,c) =(0,0,1) + t((«r, B,7) — (0,0,1)), t € R
= (ta,tp,1+t(y—1)),teR
a=ta,teR
b=tg,teR
c=1+t(y—1),teR,

isolando ¢, tera

f O b c—1
a1
Quando ¢ = 0, esta linha reta intercepta o plano complexo no ponto z = (a,b). Entao
1
t= T logo as coordenadas teriam a seguinte forma,
-7
Q 15} 1
= b= — =1 — —-1)=0.
=T o +(1_7>W )

Portanto, a aplicagiao T : S? — {N} — C ¢ dada por
a B

T = = —— " . 1

(@B = (@b (1_7,1_7) 1)

Agora, serd observado, de forma reciproca, como a projecao estereografica atua para
identificar os elementos do plano complexo em direcdo a esfera e, assim, obtemos a apli-
cacao inversa da projecao estereografica, como segue:

T':C— S$*—{N},
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por (3.1) tem-se que, a = a , b= p , logo
lL=x |
a=a(l—7), =01—-7). (3.2)
Se o =a*(1—7)% B*=0b*(1—7)% entdo

o’ + = (a*+ 1) (1 —7)?

o+ B2+ 97 = (@ + 1) (1 =)+

1= (a*+6)(1—9)*++
1—9%=(a® + ") (1 —)*
1+y=(a®*+b*)(1—7)

Y1+ (@ +b%)) =a® +b* — 1
V(14 a® +b*) =a® + b — 1

L aP b -1
Tt
substituindo v em (3.2) tem-se que
2a 5 2b
a=———%¢ f=—""—.
a?+b2+1 a’ + 0% +1
Seja z =a+1ib, a=Rez, b=1Im 2z e |z =a®+1? logo
B 2a _ 2Rez  (2+7%)
N N e P N PR
2b 2Im z (z—2) (3.3)

b= eyl 22+1 22+ 1)
A+ -1 |2> -1

a2+ b2 +1  |2)2+1

Portanto, a aplicagao inversa 7! : C — S? — {N}, é dada por:
_ 2a 2b a?+b—1
T 1(&,6):(05,/8,7): 2 2 Y 2 2 Y 2 2 .
a?+0P+1 a*+b02+1a*+0*+1
Assim, os elementos da esfera estao sob a funcao inversa da projegdo estereografica.

Com isso, determinou-se que a projecao é uma aplicacao sobrejetiva. Além disso, esta
funcao inversa pode ser descrita de forma complexa assim:

T1(2) z2+Z z—z |zP-1
z) = :
|2+ 174(|2)2+ 1) |22+ 1

Observagao 3.1. C é chamado plano complexo estendido e definido como C = CU{oo},
onde oo é chamado o ponto no infinito. Fazendo a extensdo T : S — {N} — C pela
bijecdo T : S? — C definindo T'(N) = oo.

Pode-se observar graficamente que os pontos P em S? préximos a N correspondem
sob T" a nimeros complexos P’ = (a,b) = z com |z| grande, de modo que o ponto P’
estd se aproximando ao co. Agora, se o ponto P estd préximo ao polo sul de S?, ou seja,
proximo ao ponto (0,0, —1), esse ponto ird corresponder a um nimero complexo z, onde
|z| ¢ pequeno. J4 os pontos do equador de S? corresponderio a pontos do circulo unitrio,

que é constituido dos z € C, onde |z| = 1.
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3.1.1 Compacidade

Diz-se que uma cole¢do A de subconjuntos de um espago X é uma cobertura de X se
a uniao dos elementos de A for igual a X. E chamada uma cobertura aberta de X se seus
elementos forem subconjuntos abertos de X.

Definicao 3.2. Um espaco topolégico X é compacto se toda cobertura aberta possui uma
subcobertura finita, ou seja, sempre que uma familia de abertos cuja uniao é X, entao
existe uma subfamilia finita cuja uniao também é X.

Teorema 3.3. Dado um espago métrico X, este é compacto se, e somente se, toda sequén-
cia infinita x1,x9, T3, ... de pontos em X possui uma subsequéncia convergente para X, ou

seja, existe uma subsequéncia Ty, Tn,, Tng, ... com lim x, € X.
11— 00

Demonstrag¢io. Ver [10], pdg. 222, Proposi¢ao 7. ]

O Teorema de Heine-Borel afirma que um subespago X de R™ é compacto se, e somente
se, for fechado e limitado. Formalmente:

Teorema 3.4. Seja X C R". Entdo X é compacto se, e somente se, X ¢ fechado em R"
e € limitado.

Por exemplo, a S? é compacta, uma vez que cumpre as condicoes do Teorema de
Heine-Borel.

Outras propriedades importantes sobre compacidade sao as seguintes, as quais podem
ser encontradas em [5] ou [6]:

Proposicao 3.5. Sejam X um espaco topologico e seja Y C X um subespaco. Se X é
compacto e Y ¢é fechado em X entao Y € compacto.

Proposicao 3.6. Se M é um espagco métrico e X C M é um subespago compacto entao
X ¢é fechado em M.

Com ajuda da projecao estereografica, definiremos uma topologia para C, como se
segue.

Da Topologia, temos o conceito de topologia quociente: Dado um espaco topolégico X,
um conjunto Y e uma funcao sobrejetora f : X — Y, a topologia quociente determinada
pela f, que é uma topologia para Y, é dada pelo seguinte: V' C Y é declarado um aberto
de Y se, e somente se, f~1(V) é aberto no espacgo topologico X (ver [5]).

Assim, consideraremos em C a topologia quociente determinada pela projecao estere-
ografica estendida, T': S? — C.

Teorema 3.7. Com a topologia dada acima, T se torna um homeomorfismo.

Demonstragio. Como a topologia em C é a topologia quociente determinada por T', T é
automaticamente continua.

Agora, basta mostrarmos que 7' é também aberta. Seja U C S? um aberto qualquer.
Temos que T(U) é aberto em C se, e somente se, T~1(T'(U)) é aberto em S%. Mas, uma
vez que T é bijecao, T~H(T(U)) = U, o qual foi tomado aberto em S?. Portanto, T' é
também aberta.

Logo, T' ¢ um homeomorfismo.
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Teorema 3.8. A imagem de um conjunto compacto por uma aplicagcdo continua € um
conjunto compacto (ver [15]).

Corolario 3.9. C ¢ compacto.

Demonstragao. Pelo Teorema de Heine-Borel, S? é compacto. Como T ¢ continua e
C = T(5?%), conclui-se que C é compacto.
m

Dados r > 0 e 25 € C, definimos a vizinhanga bésica U, ,, do infinito em C por

Urzp = (C—D,.(20)) U{oo} ={2€C ||z — 2| >r}U{cc}, z€C, r>0.

Observacao 3.10. Pode-se mostrar que os conjuntos abertos de C sdo dos seguintes dois
tipos:

1. Conjuntos abertos em C, e
2. C\ K = (C\ K)U{oo}, onde K C C é um subconjunto compacto.

De fato, como T : S? — C é um homeomorfismo, ele induz uma correspondéncia
biunivoca entre os abertos de S? e os abertos de C. Como S?\ {N} é aberto em 52,
segue que C = T(S?\ {N}) é aberto em C. Logo, se A C C é um aberto de C, como C
é aberto em C, A é aberto em C. Agora, suponha A um aberto de C tal que co € A.
Entdo, K = C\ A C C. Ademais, K é fechado em C, uma vez que A é aberto. Entao,
L =T 1K) é fechado em S%. Como S? ¢ compacto, L ¢ compacto. Logo, K = T(L) ¢
compacto. Portanto, A=C\ K = (C\ K) U {0}, com onde K C C ¢ um subconjunto
compacto.

Teorema 3.11. Toda sequéncia infinita em C tem uma subsequéncia convergente.

Demonstra¢io. E uma consequéncia do fato de S2 ser um espago métrico compacto (ga-
rantido pelo Teorema de Heine-Borel), do Teorema 3.3, e do fato de C ser homeomorfo a

S2, O

3.2 Comportamento de funcoes no infinito

Conceitos como a analiticidade, meromorfismo, entre outros, no conjunto de ntimeros
complexos sao definidos em conjuntos (dominios) que ndo contém o ponto no infinito.
O objetivo nesta secao é definir tais conceitos incluindo o ponto no infinito. Para isso,

1 _
utilizaremos a transformagdo J(z) = — definida em C assim:
z

J:C—C
00— o0
oo — 0.

Observe-se que J é uma involugio (é injetiva e sobrejetiva, e J? ¢ a identidade).
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—ib
Seja P=z=a+1ib € C—{0} com a,beR eP*:J(z):z_lzazf.

Entao o ponto Q = T71(P) € S? tem as correspondentes coordenadas em R3:

2 2 2 21
T‘l(P):T_l(a,b):< a b a’+b )

a2+ +1"a?2+b02+1"a2+02+1
B 2a 2b 2z—1

S\ 12241 22+ 1

:(a767,}/)7

e as coordenadas de Q* = T~ (P*) sdo:

—-b
T—l P* :T—l J :T—l ﬁ e — * * *
(P) =T ) =17 (2 = (@057
fazendo um desenvolvendo nas coordenadas:
5 a
. _ (zz) _ 2a(2z)""  2a

=«
1+ 2%z

—b
21 —
(zz) _ =2b(zz)t . —2b
2 _p\2 (2241 1427
H(Z)

@
*

I

|

|
=

2z

1
A transformagao J(z) = — atua sobre os pontos na esfera de Riemann, gerando uma
z

nova transformacao, T 'JT. Essa transformacio representa uma rotacio da esfera de
Riemann S? em torno de um eixo especifico, denominado eixo o, por um angulo 7 radianos,
equivalente a 180 graus.

Isso implica que a transformacao T~'JT leva cada ponto @ = (a, 3,7) na esfera de
Riemann S? a um ponto Q* = (a, —3, —y) na mesma esfera, onde as coordenadas 3 e
~ sdo invertidas tornando-se —f e —v, enquanto a coordenada o permanece inalterada.
Essa operacao é andloga a uma rotagao da esfera em torno do eixo «, resultando em uma
mudanga de 180 graus no plano.

Essa descrigdo ilustra a aplicacio T~ 'JT na esfera de Riemann e sua interpretacao
geométrica como uma rotagdo em torno do eixo v por um angulo de 7 radianos. Por
conveniéncia, serd feita referéncia a essa rotacdo como a funcao J ao invés de T-1JT.

Suponha que a fungao f(z) esteja definida em um dominio D \ {oo}, onde D é uma
vizinhanga de co em C. Em outras palavras, f(z) ¢ uma fungao valida em ntimeros
complexos, exceto aqueles que estao suficientemente distantes do infinito.

Para estender o dominio de f(z) e incluir o infinito, propomos definir f(co) como
sendo f(oo) = lim f(z), sempre que o limite existir. Quando estendemos o dominio da
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funcao f para incluir o infinito, ela se torna continua no infinito, desde que o limite seja
um valor finito, ou seja, se existe e é finito

Floo) = lim £(=1) = lim(f 0 J)(2).

A fungao f(z) é considerada analitica, meromorfa e possui outras propriedades seme-
lhantes no oo, desde que essas propriedades sejam satisfeitas apos a aplicacdo fo J e
cumpram a propriedade correspondente em 0.

Exemplo 3.12. 1. Dada a fung¢io f(z) = 211 desejamos analisar sua analiticidade
z

nos pontos 0 e oo e determinar a ordem de seus zeros nestes pontos.

1
Para avaliar a funcao no oo, realizamos a substituicao das variaveis, z = —, onde w
w

se aproxima de 0 (correspondendo a z se aproximando de 00).

1 2 1

f () = —— conforme w se aproxima a 0, f () se aproxima ao 0 devido ao
w 14+ w? ) w

termo w?. Como g(w) = ﬁ = w21 ke w?h(w), com h(0) # 0, temos que

g possui um zero de ordem 2 em w = 0. Consequentemente, f(z) tem um zero de
ordem 2 em oo.

2. Considere f(z) = 2%, Veremos que a funcdo f(z) ¢ meromorfa no co e vamos
determinar a ordem do podlo.

Para realizar esta andlise, estudaremos o comportamento de g(w) = f(1/w) em

1
w = 0. Ao considerar g(w) = f () = —, observamos que a fungdo g(w) tem uma
w w

singularidade isolada em w = 0. De acordo com o Teorema 2.62, essa singularidade
é um polo de ordem 3. Consequentemente, pela Definigao 2.63, concluimos que g(w)
é meromorfa com um polo de ordem 3 em w = 0. Portanto, podemos afirmar que
f(2) é uma funcao meromorfa no co com um pélo de ordem 3 nesse ponto.

Com base nessa informacao, ¢ possivel estender alguns teoremas que sao validos para
fungoes definidas em C para fungoes definidas em C.

Teorema 3.13. Seja f analitica numa regiao R de C, com zeros numa sequéncia de
pontos z;, a qual tende ao limite z* € R. Entdo [ € identicamente nula em R.

Demonstrag¢iao. Como f é uma func¢ao analitica em R, é também continua em R. Portanto,

lim f(z) = f <1im zz) = f(2*) =0, devido a convergéncia dos zeros z; para z*.
1—00 1—00

Suponha, por contradicdao, que f nao seja identicamente nula em R. Entao, pode-se
expandir f em uma série de poténcias em torno de z*:

f(z) = i anlz — )",

na qual nem todos os coeficientes a, s@o nulos. Suponha que o primeiro coeficiente nao
nulo na série é a,,, ou seja, a,, # 0 e a, =0 para n < m. Se a,, é o primeiro coeficiente
nao nulo na série, entdo podemos expressar a fun¢ao f(z) em termos de (z — 2*)™ e de
uma funcao analitica g(z) da seguinte forma

[e.9]

fz) = an(z = 2")" = (2 = 2)"g(2),

n=m
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onde g(2) = > amir(z — 2*)* é analitica em R e g(z*) = an, # 0.
k=0

Dado que g(z*) = a,, # 0, |g(2*)| = 2¢, para algum € > 0. Devido a continuidade de
lg(2)], existe um § > 0 tal que se |z — 2*| < 0 entdo ||g(z)| — |g(z*)|| < e. Portanto, no
disco |z — 2*| < 4,

(") = e <g(2)] < l9(=")| + ¢

e isso implica que |g(2)| > |g(2*)| — € = 2¢ — € = € > 0 neste disco. Assim, f(z) # 0
num disco com centro z*, o que contradiz a hipdétese de que z* é um ponto limite de
zeros de f.

Portanto, f é identicamente nula em R. [

Teorema 3.14. Seja f uma funcao analitica sobre uma regiao R de C. Se f tem zeros

em uma sequéncia infinita de pontos z, em R, com o limite z* = ILm z, em R, entdo
n oo

f € identicamente nula em R.

Demonstracio. Considere o caso em que z* # co. Da convergéncia de z, a z*, tomando,
por exemplo, € = 1, existe ng € N tal que n > ng = |z, — 2*| < 1. Logo, para todo
n > ng, 2z, # 0o. Portanto, omitindo um numero finito de termos, podemos supor que
z, € C para todo n.

Considere R = R — {o0}, que é uma regiao em C. De fato, uma vez que R é uma
regidao de C, R é uma parte que é aberta, ndo vazia e conexa de C. Ao remover o elemento
oo de R, ainda temos uma parte de C que é aberta, nao vazia e conexa, o que significa
que R’ também é uma regiao em C. Agora, se f é analitica em R’ e temos zeros em uma
sequéncia infinita de pontos z, € R’ que convergem para um ponto z* € R, entdo de
acordo com o Teorema 3.13, a funcao f deve ser identicamente nula em R'.

Se 0o ¢ R, isso significa que R = R’ e o resultado estd provado, pois a fungao f é
identicamente igual a zero em R/, que é a mesma regiao.

Se oo € R, entao existe 7 > 0 tal que |z] > r = z € R (ver Observagao 3.10).
Considere uma sequéncia {wy, },eny em C tal que |w,| > r 4+ n, para todo n € N. Como f
¢ analitica em oo, f é, em particular, continua em oo e, portanto, f(co) = nh_g)lo flwy,) =
nh_)rIOlOO = 0, uma vez que w, € R, para todo n e f(w) = 0, para todo w € R'. Logo, f é
identicamente nula em R.

Agora, suponha que z* = co. Excluindo-se um ntimero finito de termos se preciso for,
pode-se supor que z, # 0, para todo n. Considere a regido R = R — {0}, a qual contém
2* = 00, e seja R* = {z7'|z € R} (que contera o 0). Entdo, w, = 1/2, é uma sequéncia
em R*. Como f é analitica na regidgo R = R — {0}, a fungao f o J é analitica na regiao
R* = {72 € R}, onde J : C — C é como ja definido anteriormente: J(z) = 2! se
z € C\ {0}, J(0) = 00 e J(o0) = 0. Veja que w,, é uma sequéncia de zeros de f o J em
R* e lim,, o w, =0 € R*. Logo, pelo Teorema 3.13, f o J é identicamente nula em R* e,
consequentemente, f é identicamente nula em R = R — {0}.

Se 0 ¢ R isso implica que R = R e o resultado estd provado, pois f é identicamente
igual a zero em R.

Se 0 € R entao, devido a continuidade, f(0) = 0. Portanto, f é identicamente igual a
zero em R. O]

Apresentamos como é possivel ampliar o infinito no dominio da funcao f. De maneira
semelhante, podemos incluir co na imagem de f: se f é uma funcao meromorfa em um
ponto zy € C e possui um pélo nesse ponto z, (ou seja, (z — 20)¥f(2) é uma funcio
analitica em zy para algum k € N, k # 0), podemos entao definir f(z9) = oo. Assim, os
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polos de f correspondem aos zeros de .J o f. Definimos f : C — C como sendo meromorfa,
sobre C se é meromorfa em cada zy € C. Temos imediatamente:

e Se f é meromorfa em C, entdo f é continua sobre C.

« Cada funcdo constante f(z) = k € C é meromorfa sobre C. Entretanto, ¢ importante
notar que a fungao constante f(z) = oo nio é considerada meromorfa em C. Isso
ocorre porque a condi¢do para uma funcao ser meromorfa é que ela seja analitica
em todos os pontos, exceto aqueles onde ocorre um polo. No caso de uma fungao
constante igual a 0o, ela nao atende essa condi¢ao, pois nao é analitica em todos os
pontos do dominio C. Portanto, a fungio constante f(z) = co nio se enquadra na
categoria de funcdes meromorfas em C.

« As funcdes meromorfas sobre C possuem a seguinte propriedade de fechamento: se
f e g sdo meromorfas sobre C entdo também o sdo f+g, fge f/g, desde que g ndo
seja identicamente nula.

Definigao 3.15. Suponha que f seja analitica em zg € C, com f(zy) = ¢ € C. Se f nao é
constante, entdo existe um n > 1 para o qual f (”)(zo) # 0, e chamamos o menor desses n
de multiplicidade da solugao de f(z) = ¢ em z = zy. Isso significa que podemos escrever
f(2), proximo a z = zy, como a soma infinita
0 f(j)( 20)
flz)=c+) 4

j=n

(z — 2),

onde f(™(z,) # 0.

Se f é meromorfa em zg € C, com um pélo de ordem n em zj, dizemos que f(zy) = oo
possui multiplicidade n. Nesse caso, podemos expressar f(z) préximo de z = z; como a
seguinte série infinita

o0
fz)= > aj(z = z),
j=-n
onde a; sao constantes e a_,, # 0, e chamaremos Z aj(z — zp)’ de parte principal de f

j=—n
em zp.

Da mesma forma, se zp = 00, dizemos que f(oco) = ¢ possui multiplicidade n se
(f 0 J)(0) = ¢ possui multiplicidade n.

Por exemplo, se f tem um poélo de ordem n em oo, significa que f o J possui um poélo
de ordem n em 0 e, portanto, proximo a 0, f o J se escreve na forma

fod(w)=f(1/w) Z bjw’
]——n
onde b_, # 0. Escrevendo z = 1/w, temos que para z proximo a oo,

E: b; ( >‘:: ﬁé a;2,

j=—-n j=—00

onde a; = b_j;, a, # 0. Chamamos Z ajz’ de parte principal de f no oc.
7=1
Ainda, pontos com multiplicidade 1 s@o chamados de pontos simples e pontos com
multiplicidade n > 1 s@o chamados pontos miltiplos.
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Teorema 3.16. Uma funcio f : C — C € racional, se e somente se, ela é meromorfa
em C.

Demonstrag¢io. (=) Suponhamos que f seja uma fungao racional, ou seja, existem dois
polinémios p(z) e q(z), onde p(z) e ¢(z) tém coeficientes complexos, e ¢(z) # 0 para todo
p(z) (z—aq)™ .. (2 —a,)™
z € C, de modo que f(z) = = )
(2) q(z) (z = p1)™...(z — Bs)™s

Observamos que f ¢ diferenciavel em todos os pontos, exceto em z = oo e nas raizes
B; de q(z), onde f3; sdo os zeros de ¢(z) (isto é, ¢(5;) = 0 para 1 < j < s). Portanto,
f é analitica em C — {f3y, B2, B3, ..., Bs}, 0 que significa que f é suave e bem definida em
todos os pontos do plano complexo, exceto nos pontos onde ¢(z) se anula (os pélos). Em
cada um desses polos §;, f possui um pélo de ordem n;, onde a ordem n; é igual a
multiplicidade da raiz §; no denominador ¢(z).

Enquanto no oo, f é analitica se o grau do polinémio p(z) for menor ou igual ao grau
do polinémio ¢(z). Caso contrério, a funcao f possui um pélo no oo de ordem igual a
grau(p) — grau(q). Portanto, f é analitica em todo C — {51, B2, 03, ..., Bs }, com pélos em
f3; de ordem n;, e possivelmente um pdélo no oo de ordem grau(p) — grau(q), dependendo
das relagdes entre os graus de p(z) e ¢(z). Concluimos que f é meromorfa no C, pois é
suave e bem definida na maioria dos pontos do plano complexo, exceto nos pélos (onde
possui pélos de ordem definida) e possivelmente no oo (onde pode ter um pélo de ordem
determinada pelos graus de p(z) e ¢(z)).

(<) Suponhamos que f seja meromorfa no C, o que significa que f é suave na maioria
dos pontos, exceto em um numero finito de pélos, denotados com [y, s, 33, ..., Bs com
ordens correspondentes ni, ns, ns, ..., Ng, € exceto possivelmente com o oo também como
pélo. Sem perda de generalidade, podemos supor que co nao é pdlo de f (pois, caso seja,
trabalhamos com a fungao 1/f). Isso nos dé que f é limitada préxima do oo. Definimos
uma nova fungao g(z) da seguinte maneira:

9(2) = (z = )" (2 = B2)"™...(z = Bo)™ f(2).

A fungao g(z) é construida multiplicando f(z) por uma combinagao especifica de termos
(z — B;) que anulam os pdlos de f(z). Portanto, g(z) é analitica em C, uma vez que nao
possui os poélos de f(z). Como g(z) é analitica em C, g possui uma expansao de Taylor

g(2) = ap + a1z + agz® + ...

valido para todo z € C, com aq,as,... sendo coeficientes complexos. Além disso, g é
meromorfa no oo, pois f o é, o que equivale a (g o J)(z) ser meromorfa em 0, ou seja, 0
¢ um pélo de go J ou g o J é analitica em 0. Veja que a composigao (g o J)(z) terd uma
expansao de Taylor da forma

(goJ)(2) =ag+arzt +az 2+ ...

Como 0 é no maximo pélo de (g o J), a; = 0 para j suficientemente grande. Portanto,
podemos concluir que g(z) é um polinémio. Consequentemente, podemos escrever g(z)
na forma de um polindémio

g(2) = by + brz + bz + ... + bp2"

onde k é o grau do polinémio.
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Agora, podemos expressar f(z) em termos de g(z) e dos pélos 1, fs, ..., Bs da seguinte
maneira

B 9(2)
fz) = (z — B)™.(z — Bo)me

Isso significa que f é uma fungdo racional, uma vez que é representada como um
quociente de dois polinémios. O

3.3 Circulos em C

Podemos definir um circulo em S? como a intersecao entre a esfera S? e um plano II
em R?, desde que essa intersecdo tenha mais do que um ponto, ou seja, II corta a S? e
nao é um plano tangente a S2.

Teorema 3.17. A projecao estereogrifica preserva circulos.

Demonstracio. Usando a bijecao T : S? — C, definimos um circulo em C como sendo a
imagem sob T de qualquer circulo em S%. Se C' é um circulo em C correspondente a um
plano II com equagao

ac+ b8 +cy+d=0, a,b,c,deR,

sob a projecao estereografica, substituindo as equacgoes, tem-se,

2z 2 ? +y’ =1
(o) o () e () =0
2ax + 2by +c(z? +y? — 1) +d(2® +y* + 1)
22+ 241
2ax + 2by + c(z® +y* — 1) +d(2* +y* + 1) = 0,
2*(c+d) +y*(c+d) + 2azx + 2by — c +d = 0,
(c+d)(2* +y*) +2ax +2by —c+d =0,

=0,

onde z = x +iy. Escrevendo A=c+d, B=a—1ib, D=d—c¢
A|z|2+2a<zgz)+2b<zgz)—c+d=0

AzZ+2b+Zb+D =0

Esta equacao pode ser um circulo ou uma reta, dependendo do valor de A.

Se A # 0, o circulo C, que é a intersecao do plano aa + b5 + ¢y + d = 0 com a esfera
S2. ¢ um circulo que nao passa pelo polo norte (veja que se A = ¢+ d # 0, o ponto
N = (0,0,1) ndo satisfaz a equacio aa+bB+cy+d = 0). Sua imagem em C é um circulo
em C.

Agora se A = 0, circulo C', que ¢é a intersecao do plano aa + b8 + ¢y +d = 0 com a
esfera S%, é um circulo que contém o pélo norte, N = (0,0,1). Vemos, nesse caso, que
a equacao da imagem desse circulo representa uma reta em R?; este caso corresponde a
circulos em C contendo o oo ou, equivalentemente, circulos em S? contendo o pélo norte

N =(0,0,1). 0

As figuras a seguir sao uma representagao visual do Teorema 3.17, o que ajuda ao
leitor a compreender melhor o contetido deste teorema.
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Figura 3.2: Ilustracao Teorema 3.17.
Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Figura 3.3: Tlustracao Teorema 3.17.
Fonte: Elaborada pela autora (2023).



4 Transformacoes de Mobius

Neste capitulo, nosso propésito ¢ definir as transformacoes de Mobius. A partir disso,
apresentaremos algumas propriedades notaveis, como por exemplo, o fato de que cada
transformacao de Mobius pode ser decomposta em outras simples, ou o comportamento
de um circulo ou uma reta no plano sob uma transformacao de Mobius. Além disso,
¢ importante destacar que o conjunto dessas transformagoes tem estrutura algébrica de
grupo sob a relagdo composicao entre fungoes. A maneira como este tépico é abordado
baseia-se nas fontes [9] e [12].

Definicao 4.1. Se a,b, c,d € C tais que ad — bc # 0, a fungdo complexa definida por

az+b
cz+d’

T(z) :=

¢ chamada uma transformacao de Mobius.

Observagao 4.2. A condi¢ao ad—bc # 0 é introduzida para evitar que as transformagoes
de Mobius sejam constantes. Suponha ad — be = 0, o que implica ad = be. Portanto,
podemos considerar dois casos:

1. Se d # 0, entao

bc cz
GZE e T(Z)I d = C(i’ —
d cz+d d(+1)
d
2. Se a # 0, entao
(-+2)
alz+ —
b b
d="25 ¢ T(z) = zto v
a bc ( b) c
cz + — clz+ —
a a

Na verdade, a condicao ad — bc # 0 nos tras uma consequéncia ainda mais rica do que
simplesmente as transformagoes nao serem constantes. Essa condicdo nos garantirda que
T é na verdade uma bijegao (ver Observacao 4.8 mais adiante).

Definicao 4.3. Tipos simples de transformagoes de Mobius: Seja 7' uma transformagao
de Mobius, entao:

o7
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1. Se T(z) = z + b, entao T é uma translagao.

2. SeT(z) =az,coma e Cela| =1, entdo T é

uma rotacao.

3. Se T(z) = az, onde a > 0, entdo T é chamada de homotetia.

1

4. Se T(z) = o onde z € C\ {0}, entdo 7" é um

a inversao.

Se uma transformacao 7" se encaixar em um dos tipos 1 a 4 acima, ela é chamada de uma

transformacao de Mobius do tipo simples.

Teorema 4.4. Se T' é uma transformagdao de Mdbius, entao T é uma composicao de tipos

simples de transformagoes de Mdbius.

+b . s
Demonstragio. Seja T(z) = az+ - uma transformacao de Mobius.
cz
az+b az b

1. Se ¢ =0, entao T'(z) = 7ty
Logo, T'(z) = (Ty 0 T1)(z). Portanto, T é uma
translacao.

2. Se ¢ # 0, entao

b
= — + —. Definimos T3(z) = %z e Th(z) =2+ —.

d

composi¢ao de uma homotetia e uma

2az + bc? — ade + ade

az+b  *az+Db)
T pu— = pu—
() cz+d  A(cz+d)

d 1
Definimos T3 (2) = 2+ —, Ta(2) = —, T3(2) =
c 2

Ao compor essas transformacoes, obtemos:

(To o T1)(2) = Tr(Th(2)) = T2<Z+ d) - ! 7= ¢

2(cz+d)
ac(cz 4+ d) + ¢(b — ad)
A(cz+d)
a bec—ad
-4+ —F:. 4.1
c * c(cz +d) (4.1)
bc — ad

a
T, = —.
R 1(z) =z + .

Ty o (I(T1(2))) = B((T2(T1(2)))) = T3< : >

Tyo (T5(T5(T1(2)))) = Tu(T5(Tx(T1(2)))) =

c .48 cz+d
c
cz+d
_bc—ad( c )
2 cz+d
bc — ad
c(cz+d)
bc — ad bc — ad a
()t
c(cz +d) clcz+d) ¢

Portanto, T'(z) = (TyoT30T50T1)(z). Assim, T’

é uma composicao de uma translacao,

inversao, homotetia e, finalmente, uma translagao.

]
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4.1 Transformacoes de Mobius no plano complexo es-
tendido

Até o momento, concentramos nossa analise nas transformacoes de Mobius em C.
Agora, nossa intencao é estabelecer uma relagao entre as transformacoes de Mobius defi-
nidas no plano complexo estendido, de modo que as propriedades que sao observadas em C
sejam facilmente herdadas pelas transformacdes definidas em C, sem maiores dificuldades.

Define-se, para a,b, c,d € C, tais que ad — bc # 0, T : C — C da seguinte maneira:

et sez€C\{-2} e c#0,

e se z=00 e c#0,
T(Z>:Zji_2: 00, se z:—% e c#0,

G245 sezeC e c¢=0,

00, se z=00 e c=0.

A definicao é fornecida para garantir a continuidade das transformacoes de Mobius
em C. A fim de justificar essa continuidade, serd utilizado o conceito de limite infinito.
Se ¢ =0,

az+b , az+b

Tloo) = lim T(z) = Jim =g = Jm, —5— =oo.
Se ¢ # 0,
b a—+ —
T(c0) = lim 0 — i —2 = &
C

z o z o d_
—oo cz +d - et
z

Ao estender o dominio dessa maneira, a transformacao de Mobius passa a ser uma
aplicacao bijetiva, o que significa que hd uma transformacao de Mobius inversa definida
no plano complexo estendido.

b
, isolando z da igualdade resulta na expressao

De fato, se T'(z) = w, onde w = @

y ; cz +
z = ﬂ, desde que ad — bc # 0.
cw—a P
Seja S(w) = —dwo com w # @ Ao calcular T(S(w)), obtemos
cw—a c

—dw + b b
—dw+b>_a cw — a _—adw+ab+bcw—ab

T(S(w)):T< = <—dw—|—b> - —cdw + be + dew — ad
cl ——— | +d

cw—a
cw—a
_ w(bc — ad)

a
=——~ =w, sew # —.
c

bec — ad



Transformacoes de Mébius no plano complexo estendido 60

Analogamente, verifica-se que S(7'(z)) = z. Portanto, S é a transformagao inversa de
T, ou seja, T-1 = S.

Teorema 4.5. A composicdo das transformagoes de Mobius é uma transformagdo de
Mobius.

az+0b ezt f
¢ Toz) =

Demonstragio. Sejam Ty(z) =

= transformacoes de Mobius.
cz+d

Entao,

ez+ f
a +0b
kz+1 aez + fa+ bkz + 1b
ez+ f cez +cf +dkz + ld
c +d
kz+1

(Ty o T3)(2) = Th(Ta(2)) =

_ (ae+bk)z + fa+1b
~ (ce+dk)z+cf +1d

a1z + b1

C1Z + d1’

onde a; = ae + bk, by = fa+1b, c; = ce+ dk, e dy = cf + ld, sd@o os componentes da
transformacao Mobius resultante.
Além disso,

(ae + bk)(cf +1d) — (fa + Ib)(ce + dk) = aecf + aeld + bkcf + bkld—
(face + fadk + lbce + lbdk)

= aeld + bkcf — fadk — lbce
= (ad — bc)(el — fk) #0, ja que
ad —bc#0eel — fk#0.

Teorema 4.6. As transformagoes de Mobius sao conformes.

Demonstragcdo. Suponha ¢ # 0.
az+b

Se z € \{_Td}, por definigao, T'(z) = et d Logo,
T'(2) = a(cz+d) — c(az +b)
(cz + d)?
ad — be »
:m#o, ja que ad — be # 0.

De acordo ao Teorema 2.39, a transformacao 71" é conforme.
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4.2 Transformacoes de Mobius como matrizes

b
Seja T(z) = azt , com ad — bc # 0, uma transformacao de Mobius. A essa
cz+d

transformacao, podemos associar uma matriz quadrada dada por:

MT—<ZL Z) com a,b,c,d € C e ad—be #0.

No entanto, esta atribuicdo nao é totalmente tunica, pois se k € C, k # 0,1, entao a

b k kb
azj——d também pode ser expressa como T'(z) = /{;Zj—tkd'

Ao representarmos essas transformagoes em termos de matrizes, temos:

transformagao T'(z) =

a b ka kb
MT:(C d) € MkT:(kC kd),ondek;«é(),l.

E importante destacar que essas matrizes nao sao iguais, embora representem a mesma
transformacao. A fundamentacao deste segmento tem como base os recursos bibliograficos
1, 11].

Observacao 4.7. O produto de matrizes corresponde a composicdo de transformacoes
de Mobius.

b "2+ d
s e S(z) = 0z definidas pelas matrizes:
cz+d

dz+d
a b a v
MT_(C d) € MS_(C/ d/>-

- a b a v aa’ +bc'  ab’ + bd’
Entao, MpMs = ( c d> ( ¢ d ) B < ca' +dc b + dd )

A composic¢ao de T com S, denotada por (T o S), pode ser expressa como:

De fato, consideremos T'(z) =

a'z+b e
a'z+b _a dz+d
dz+d ) (a’z—l—b)
cl 7 +d
dz+d
ad’z + ab' 4+ b(cz’' + d')
ca'z 4 cb +d(c'z + d)

(T05)(z) = T(S()) = T (

(aa’ + bc')z + ab’ + bd’
(ca' +dc)z + b + dd'’

aa’ +bcd ab’ + bd' )

a matriz correspondente a composicao é dada por: Mp.g = < cd +dd b +dd

Portanto, foi demonstrado que
Mros = My Ms.

Observacao 4.8. Sob a composicao de fungoes, o conjunto das transformagoes de Mobius
tém a estrutura de grupo. Isso é ilustrado pelos seguintes pontos:
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1. Ja foi provado que a composicao das transformagoes de Mobius é uma transformacao

de Mobius.
2. O elemento identidade das transformagoes de Mobius ocorre quando a = d =1 e
0
b=c =0, ouseja, T(z) = gil = % = 2. Além disso, o elemento identidade

R o ) - 10
corresponde a matriz identidade, com as mesmas condigoes: ( 01 )

3. O inverso de uma transformagao de Mobius corresponde a transformagao T7'(z) =

dz—10
p—— Além disso, o inverso de uma transformacao de Mobius 71" corresponde ao
—cz+a
o . . 71 71 —dZ + b
inverso da matriz Mr, ou seja, Mp—1 = (Mr)~"'. De fato, como T '(z) = ——,
cz—a

a b d —b ad — be 0 10
MTMTl:(c d)(—c a>:<0 —cb—i—da>:<0 1)’

Portanto, (Mp)™' = Mp-1.

entao Mp-1 = ( Zl b ), logo,

4.3 Imagens de circulos e retas atraves de transfor-
macoes de Mobius.

Estudaremos as transformacgoes de circulos e retas quando sao afetadas pelos tipos
simples de transformacoes de Mébius (translagao, rotagdo, homotetia e inversao). Para
ver tal comportamento, serao consideradas as equagcoes gerais de circulos e retas no plano
complexo.

A equacao de uma linha reta no plano complexo é expressa como:

{r+iy € Clz,y € R, ax + by + ¢ =0}, onde a,b,c € R.

Z+z Z—=Z - . ~ .
ey = 5 Substituindo isso na equacao da linha
1

Se z = x + 1y, entao = =

reta, obtemos:

2
()BT e

az+az —ibz +ibz+2c=0
z(a —ib) + Z(a +ib) + 2¢ = 0.
Se 8 =a+ib, v = 2c, entdo B = a — ib, e obtemos a equacdo da reta:

{z€C|z8+z8+~=0}. (4.2)
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A equagdo cartesiana de um circulo com centro (h, k) e raio r é dada por:
(x—h)*+(y— k) =77
a2 — 2xh +h* + 9 — 2uk + k> =1?
22 4+ 9% — 2zh — 2yk + h? + k2 =12

Como z = x + 1y, substituindo no ultimo resultado, obtemos:

|z|2—2h<z‘gz)—2k(z2_iz>+h2+k2:r2

o2 (5 ) 2 <W> R =

|2 — h(z 4+ 2) — k(iZ —iz) + B2 + k* =12
|| — hz — hZ — ikZ + ikz + h* + k? = r?
2Z — 2(h —ik) — Z(h + ik) + h* + k* = 1%, Se w = h + ik, entdo:
27 — 2W — Zw + ww — 12 = 0.
Se multiplicarmos a tltima equagdao por um ntmero real «, onde o # 0, obteremos
uma equacao equivalente, ou seja:
azZ — 2 — azZw + aww — ar? = 0.

Se as seguintes substituicoes sao feitas nesta equacdo, f = —aw e vy = aww — ar?,
esta ultima equacao pode ser expressa por:

azzZ+ 2B +zZB +~=0. (4.3)

Observe que: B
B2 = 68 = (—aw)(—am) = a*ww
= a(aww) = a(y + ar?) = ay + a*r?
> ary.

Ou seja, se olharmos para as dedugoes de (4.2) e (4.3), foi demonstrada a seguinte
propriedade:

Proposicao 4.9. Seja § a familia de retas e circulos em C. Entdio L € § se, e somente
se, a equacdo de L pode ser escrita como:

azZ+2zB+2ZB8+~v=0, onde a,y €R e |B]> > ar. (4.4)
No caso de o = 0, (4.4) corresponde a uma reta; caso contrario, corresponde a um circulo.

Os resultados a seguir mostram como as retas e os circulos sdo transformados pelos
diferentes tipos de transformacoes de Mobius.

Proposicao 4.10. Por meio de translacoes, homotetias e rotacoes, as imagens de retas
sao retas e as imagens de circulos sao circulos.

Demonstragio. Seja L € §F, entao, por (4.4), a equagao tem a forma:
azZ+ zB+ZB+v =0, (4.5)

onde
18> > a. (4.6)
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» Translagdo: Sejam b € C e T a translacao definida por w = T'(z) = z+b, portanto,
z = w — b, que ao ser substituida em (4.5), é obtido:

a(w—="b)(w—>b) +(w—>b)B+ (w—>b)B+~v=0,
aww + w(f — ab) +w(B8 — ab) + (abb — b3 — b + ) = 0. (4.7)
Além disso, B B B B
18 — ab|? = B8 — afb — aBb + a?bb
> ay — afb — afb + obb, por (4.6),
= a(y — Bb— Bb+ abb). (4.8)
Entéo, segue-se de (4.7) e (4.8), que a imagem de L por T é um elemento em §. Além

disso, se a = 0, ambos (4.5) e (4.7) representam retas, caso contrario representam
circulos.

« Rotagdo: Seja 6 € (0,27) e R a rotagao definida por w = R(2) = rz = ¢z, logo,
z = e Y, que ao ser substituida em (4.5) resulta em:
ale™w)(e=%w) + e wf + (e=Pw)f + v =0,
ale™w)(e=%w) + e wpB + (e~ wh + v = 0,
awT + we 3 +we? B+ v = 0. (4.9)

Além disso, ‘ .
€812 = [e”P8]* = |8]°, por (4.6),
> ary. (4.10)

Em seguida, segue-se por (4.9) e (4.10), que a imagem de L através de R é um
elemento em §. Além disso, se @ = 0, ambos (4.5) e (4.9) representan retas, caso
contrario, circulos.

« Homotetia: Seja r > 0 e H a homotetia definida por w = H(z) = rz, logo,

1
z = —w, que ao ser substituido em (4.5), resulta em:
r

T T r r
1 1 1 1
a (w) (w)uH— —wf + (w)ﬁ +v=0,
T T r r
WO w— W
OV/T‘F*B‘F*ﬁ‘F’Y: 5
r
Qww + wrf + wrf + yr. (4.11)

Além disso,
rB* = r[?|B]* = 7*[B[?, por (4.6),
> r’ay,

= a(r?y). (4.12)
Em seguida, segue-se por (4.11) e (4.12), que a imagem de L atraves de H é um

elemento em §. Além disso, se a = 0, ambos (4.5) e (4.11) representan retas, caso
contrario, circulos.
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]

Agora veremos como sao as imagens dos elementos da cole¢do §, através da trans-
formacao inversdo. Para esse fim, um elemento arbitrario da colecdo § é novamente
considerado, o qual satisfaz (4.5) e (4.6). A transformacao inversdo, denotada por

I: C\{0} — C

z — L
z

1 1
Portanto, se z # 0, entdo w = I(z) = —, onde z = — com w # oo. Quatro casos da
z w

expressao (4.5) serao analisados a seguir:
1. Para o =0e v =0, a equagao (4.5) se reduz a

2B +zB = 0. (4.13)

Esta equagdo representa uma reta, pois z = 0 a satisfaz, tornando (4.13) a equagao

de uma reta que passa pela origem. Substituindo z = — na equacao (4.13), temos:
w

i}m(i})ﬂ—o,
6+;ﬁ=&

1
wf
wp +wp =0, portanto,

W + w(B) =0,
representando assim uma reta que passa pela origem.

2. Para a =0e 7y #0, a equagao (4.5) se torna

2B +zB8+v=0. (4.14)

Esta equagao corresponde a uma reta que nao passa pela origem, pois z = 0 nao a

satisfaz. Fazendo a substitui¢do de z = — na equagao (4.14), temos:
w

1-— 1

B+ (L)8+7=-0,
w w

1- 1

U)i w

wp 4+ wp +wwy =0,

Tw+ T+ w@ = 0. (4.15)
v v

De acordo com o Lema 4.9, esta equagao ¢ a representacao de um circulo e, dado
que w = 0 a satisfaz, o circulo passa pela origem.
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3. Para a # 0 e vy =0, a equagao (4.5) torna-se:

azzZ +zB+zZB = 0. (4.16)
Como z = 0 satisfaz (4.16) e, além disso, |3|? > 0 = o, entdo (4.16) representa um

circulo que passa pela origem. Substituindo z = — na equagao (4.16), temos:
w

@22+ o

A ultima equagao é a representacao de uma reta que nao passa pela origem.

Para o # 0 e v # 0, neste caso, a equagao (4.5) com a condi¢ao (4.6) representa um
circulo que nao passa pela origem:

1 1— 1
a—+—[B+ =B+7=0,
ww o w w

a+wh +wh +wwy =0,

wWWw + w +w—+—=0

=0 (4.17)

ay o
> _1(=). 4.18
v T P (7) (4.18)

De acordo com o Lema 4.9, a equagao (4.17) com a condigao (4.18) representa um
a
circulo que nao passa pela origem, ja que — # 0.

N
2 |
N——

= |

Além disso,

52

Portanto, a seguinte afirmagao foi comprovada:

Proposicao 4.11. Dada a transformacao inversao:

I: T\{0} — C

z — 1,
e dado L € §, entao:

1. Uma reta que passa pela origem, sob I, é transformada em uma reta que atravessa
a origem.

2. Uma reta que ndo passa pela origem, sob I, € transformada em um circulo que passa
pela origem.

3. Um circulo que atravessa a origem, sob I, é transformado em uma reta que nao
passa pela origem.

4. Um circulo que nao passa pela origem, sob I, é transformado em um circulo que
nao passa pela origem.
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4.4 Exemplos

1. Dada a equacao
(x—27+y*=4 (4.19)
deseja-se determinar a imagem sob a transformagao por inversao.
1
A transformagcao inversao estd determinada por w = I(z) = —, de onde z = —.
z w
Se z = x + iy, entdao x = it ey = : 2_ ?  Substituindo z e y em (4.19), temos
2
(52 () =
z+7z—4\2
(=) + < )=
(z+7Z—4)° + (iz—iz)* = 16,
427 — 82 — 8z = 0,
2Z—22—2z2=0. (4.20)

De acordo com o Lema 4.9, esta é a representagao de um circulo que atravessa a

origem no plano complexo. Agora, pela inversao, temos z = — e, substituindo em
w

(4.20), temos:

1—2w—2w =0,
2w + 2w — 1 = 0. (4.21)
Por (4.4), a equacao (4.21) é a equagao de uma linha reta que nao passa pela origem.
J& que w = u + v, substituindo na equagao (4.21), obtemos
2(u —iv) +2(u+iv) — 1 =0,
2u — 210 4+ 2u + 20 — 1 =0,

du —1 =0,
1
u=-.
4

Esta é a imagem do circulo (4.19) sob a transformagao inversao.

2. Dada a fungao linear
y =3z + 9, (4.22)

deseja-se determinar a imagem sob a transformagao de Mébius dada por

z+2
(2) = o (4.23)
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'
(5]

Figura 4.1: Interpretacao geométrica da equagao (4.19).
Fonte: Elaborada pela autora (2023).

De acordo com a composicao de transformagoes de Mobius, a equagao (4.23) assume
a seguinte forma:

T(z)=1+ (4.24)

z+1
Portanto, a transformacao (4.24) é a composicao de uma translagao, de uma inversao
e de uma translagao. Nositens (a), (b) e (c), cada uma das transformagoes da fungao
(4.22) sera discutida em mais detalhes.

(a) Seja z = : ;— ‘e Yy = Z 2 Substituindo em (4.22), isso equivale a:
zZ—Z (z + z)
21
(Z—2)i (32+3z>
2
(z —2)i — (32 4+ 3z) = 10,
Zi — zi — 32 — 37 = 10,
2(—3—i)+Z(~3+1) — 10 = 0. (4.25)

Usando a equagao (4.7), para calcular a imagem da reta representada em (4.25)
por meio da translacdo wy; = z + 1, obtemos:

wy (=3 —1i) +wi(—3+14)+ (—=1(=3—14) — 1(—=3+14) — 10) = 0,
wy (=3 —14) +w(-3+1)+ (6 —10) =0,

wy (=3 —i)+w(—-3+1i)—4=0, (4.26)

0 que representa uma reta que nao passa pela origem.
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Figura 4.2: Interpretacao geométrica da equagao (4.19), sob a transformacao inversao.
Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Como wy = uy + ivy, substituindo na equagao (4.26), obtemos:

(U,1 + 21)1)(—3 - Z) + (Ul - M)l)(—?) + Z) —4 = O,

—6uy + 2v; — 4 =0,
V1 = 3U1 —|—2

Essa é a imagem da funcao (4.22) (veja Figura 4.3) sob a translacdo w; = z+1
(veja a Figura 4.4).

(b) Por (4.15), a imagem da reta (4.26) através da transformagao inversao

1
wy = — € obtida da seguinte forma:
wn

Wa(—3+ 1) + wa(—3 4+ 1) + (—4)wawz = 0,

(—Hwowz + (=3 + i)wy + (=3 — i)w; = 0, (4.27)

o que representa um circulo que passa pela origem. Como wy = uy + ivs,
substituindo na equagao (4.27), obtemos:

(—@(u%+v?)+(—3+%XUQ+iw)+(—3—iXU2—é@):0,
(—4) <u§ + v%) — 3ug — 3ivy + iUy — Vg — Uy + 3iVy — Ty = 0,

—4u§—4v§—6u2—21}220,
2
3\ 2 1\2 V5
+o) (vt s) =%
G“ 4) Gb 4) (gvﬁ)

1
Esta é a imagem da reta (4.26) sob a inversao ws = — (veja a Figura 4.5).
w1y
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Figura 4.3: Interpretacao geométrica da equagao (4.22).
Fonte: Elaborada pela autora (2023).

(¢) A imagem do circulo (4.27) através da transformacao translagdo ws = 1 + wy
¢ outro circulo. De fato, para (4.7), a equagao (4.27) é transformada em:

(—4)wsws + ws(=3 — i — (=4)) + Ws(=3 — i — (—4))+

(—4)T1 = 1(=3 —4) = T(=3 —4) + 0) = 0,

(—4)wsws + ws(—3 — i + 4) + Ws(—3 — i + 4)+
(~4=(=3+0)— (-3-1) =0,

(=) wswz + ws(1 — i) +w3(1 — 1) +2 =0,
(—4)wswz + ws(1 +i) +w3(1 — i) +2 = 0.
Isso representa um circulo que nao passa pela origem.

Ja& que w3 = ug + 1v3, substituindo na ultima equagao, obtemos:

(—4)(uz + ivs3)(us — ivs) + (usg + ivs)(1 +4) + (uz —ivs)(1 — i) +2 =0,
(—4) (u§ + 1132,) +2uz —2v3 +2 =0,

—4uj — 4vi + 2uz — 2v3 +2 =0,

(e 3) '+ (1)~ (25) -

Esta é a imagem do circulo (4.27) sob a translacido ws = 1 + wy (veja Figura 4.6).
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vy =3uy +2

Figura 4.4: Interpretacao geométrica de (4.22), sob a trasformagao translagao.
Fonte: Elaborada pela autora (2023).
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Figura 4.5: Interpretacao geométrica de (4.26), sob a transformacao inversao.
Fonte: Elaborada pela autora (2023).
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Figura 4.6: Interpretacao geométrica de (4.27), sob a transformacao translacao.
Fonte: Elaborada pela autora (2023).



5 Conclusao

1. A partir da definicao de transformacao de Mobius, podemos identificar os tipos
simples de transformacao: translacdo, rotagao, homotetia e inversao. Além disso,
é possivel observar que uma transformacao de Mobius pode ser representada como
uma composicao desses tipos simples de transformacao.

2. A anélise das transformacoes sobre uma familia de retas e circulos permite concluir
que essa familia é invariante sob as transformacoes translacao, rotacao e homotetia.
Ou seja, o efeito geométrico das transformacoes nao altera a configuragao da familia
de retas e circulos.

3. Uma matriz quadrada complexa de ordem dois, com entradas nos complexos, pode
ser associada a uma transformacao de Mobius. Além disso, o conjunto dessas trans-
formagoes tém estrutura de grupo sob a operacao composicao de fungoes.

4. Tanto a transformacgao de Mobius quanto a projecao estereografica sao aplicagoes
conformes, ou seja, preservam os angulos em todos os pontos de seu dominio.
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