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RESUMO

Normalmente os sistemas de controle são projetados objetivando a

especificação dos parâmetros do controlador, que é em geral descrito por meio de

equações diferenciais. Na maioria dos casos, o controlador é construído

artificialmente e é possível também atualizar as suas condições iniciais. Este fato

tem sido efetivamente explorado em sistemas com várias estruturas de controle

para melhorar as características das respostas transitórias. Este trabalho investiga

esta idéia aplicada ao projeto de sistemas de controle com sinais de referência

não nulos, no caso do tipo degrau.

Primeiramente são introduzidas de forma clara e precisa as bases da

atualização das condições iniciais de controladores dinâmicos, para sistemas

lineares invariantes no tempo.

A seguir é proposto um método de atualização ótima das condições

iniciais do sistema controlador/observador, quando não é possível medir todos os

estados da planta.

Um novo método alternativo para atualização das condições iniciais no

controlador, no caso considerado integral, baseado em Desigualdades Matriciais

Lineares (em inglês, Linear Matrix Inequalities (LMIs)) é proposto. Este método

considera as condições iniciais da planta pertencentes a um conjunto politópico.

Para sistemas discretos, a atualização das condições iniciais no
controlador também é introduzido e são formalizados os resultados obtidos,

incluindo o estudo realizado no intervalo de tempo finito [0, NJ.
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O problema da atualização das condições iniciais em controladores

dinâmicos quando a planta é não­linear é abordado. Para modelar a planta os

modelos fuzzy Takagi­Sugeno são utilizados. Os novos resultados são
apresentados em termos de LMIs e permitem a consideração de incertezas

politópicas nos parâmetros da planta. Exemplos de aplicações comprovam a

eficácia do método proposto.
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ABSTRACT

In almost all cases, the goal of designing automatic control systems is to

obtain the parameters of the controllers, that are usually described by differential

equations. Generally the controller is artificially built and 1t 1s possible to update

its initial conditions. This idea was efficiently explored in control systems

designs with several controllers to improved the transient responses. This degree

of freedom is investigated in this work, in the design of control systems with an

input signal equal to a step.

Initially it is clearly introduced the basis to update the initial conditions in

dynamic controllers for linear continuous­time systems.

A method to change, in an optimal way, the initial conditions of the

controller/observer systems when the state variables are not completely available

is proposed.

A new LMI­based design procedure to update the initial conditions in PI

controllers is presented. This method considers that the initial conditions of the

plant areina polytopic set.

For discrete­time systems a procedure to update the initial conditions in

the controllers is also introduced and the results are presented. The study for the

case of a bounded interval of time [O, N] is also discussed.

The problem of updating the initial conditions of dynamic controllers

when the plant is nonlinear is considered. The modeling of the nonlinear system

considers the plant described by Takagi­Sugeno (TS) fuzzy models. The new

design procedure is based on LMIs and it allows the existence of polytopic
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uncertainties in the plant parameters. Examples illustrate the applications and the

efficiency of the proposed method.
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CAPÍTULO 1

INTRODUÇÃO

Em várias situações práticas, é necessária a modificação adequada (ou

controle) de um sistema, de modo que este comporte­se de forma pré­
determinada.

Normalmente, o controle automático de um sistema real tem um dos

seguintes objetivos: melhorar a qualidade da variável controlada ou diminuir o

custo. Por exemplo, o controle ótimo da trajetória de um avião pode diminuir o

consumo de combustível e o controle do processo de fabricação de papel pode

melhorar a qualidade do mesmo.

No controle automático de sistemas, o objetivo é obter uma lei de controle

que forneça as entradas de um processo, de modo que o sistema tenha um

desempenho dinâmico desejado.

Na vasta literatura de controle, pode­se encontrar facilmente a utilização

de alocação de pólos em diversos sistemas. Contudo, a localização correta dos

zeros, por exemplo de uma função de transferência, pode ser indispensável para

obter determinado desempenho no transitório (como exemplificado em Magni er

alii, 1997; Reis er alli, 2003). É possível alocar zeros em função de transferência,
aproveitando estruturas de realimentação dinâmicas já existentes (Kienitz e

Grubel, 2000). Em muitos sistemas de controle aeroespaciais, que requerem

precisão elevada, o projeto de sistemas de controle ótimo têm apresentado um

papel muito importante (Betts, 2000; Filatey, 2000). Dentre eles, o projeto de

sistemas de controle ótimos baseados na minimização de índices quadráticos de

desempenho (Gao et alii, 2000; Geromel et alii, 1998). Em Ogata (1997), foi
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observado que a condição inicial do sistema controlado, influencia o índice de

desempenho quadrático.

Na gravação ou leitura de dados em setores de discos rígidos (hard disk

drives), o posicionamento da cabeça magnética deve ser rápido e preciso.

Para obter essas exigências um sistema de controle denominado Mode Switching

Control (MSC) com duas estruturas é projetado: a primeira tem o objetivo de

atingir rapidamente as proximidades do local desejado e a outra, o

posicionamento preciso da cabeça nesta posição. Um sistema de chaveamento

faz a seleção dos controladores. Cada controlador pode ser otimamente

projetado, minimizando um Índice de desempenho quadrático, contudo, quando o

chaveamento ocorre, uma variação insignificante para o fim da busca pode

algumas vezes causar uma mudança indesejada na resposta transitória.

Yamaguchi er alii (1992) propuseram um método de Compensação do Valor

Inicial (em inglês, Initial! Value Compensation (IVC)) para melhorar as

características da resposta transitória depois do chaveamento. Johansson (2000)

também aplicou IVC com o objetivo de reduzir o tempo de estabilização do

sistema controlado. Oboe et alii (2002) apresentaram um novo método IVC, que

reduz o efeito causado pelo chaveamento que pode amplificar por exemplo, a

ressonância ou distúrbios repetitivos, quando o controle do sistema é feito
chaveando diferentes leis de controle realimentados, baseadas no mesmo estado

estimado.

Em Yamaguchi e: alii (1996a; 1996b; 1997; 1998), foram efetuados outros

estudos e propostas de formas alternativas de implementação da atualização das

condições iniciais, objetivando o cancelamento de pólos indesejáveis por

realocação de zeros ou a introdução de pólos dominantes. Nesses artigos,

considerando o método de projeto cujo objetivo foi o de minimizar um índice de
desempenho quadrático (denominado IVC 1), foram apenas analisados os casos

nos quais os sinais de referência são nulos e os sistemas, planta e controlador,

discretos no tempo.

Nesta tese é mostrado que em um sistema controlado, com um sinal de

referência do tipo degrau, consistindo da planta e de um ou mais controladores

AA
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp”", 12 13 14 15 16 17 18



dinâmicos, contínuos no tempo, as condições iniciais no controlador podem ser
modificadas, melhorando o desempenho do sistema, segundo um índice
quadrático. Uma alteração nas condições iniciais no controlador pode ser
interpretada como uma mudança no posicionamento dos zeros do sistema
Teixeira er alii (2002a; 2002b; 20020).

Hirata er alii (2003) utilizam o IVC para minimizar erros de rastreamento

considerando o comportamento da resposta degrau entre amostragem em controle
com múltiplas estruturas. Iwasaki er: alii (2004) propõem através do IVC uma

nova metodologia para suprimir a vibração residual em máquinas com operações

repetitivas rápidas e alta precisão de posição.

Uma das contribuições desta tese é introduzir de forma clara e precisa as

bases da atualização das condições iniciais de controladores dinâmicos, para

sistemas lineares invariantes no tempo, o que pode motivar o uso desta técnica,

pouco conhecida no Brasil, nas mais variadas aplicações, bem como o estudo de

novas arquiteturas de controle. Ela também oferece um procedimento metódico

para o projeto de sistemas de controle contínuos e discretos no tempo, com

atualização das condições iniciais de modo a minimizar um Índice de

desempenho quadrático, e permite adicionalmente o rastreamento de sinais de

referência não nulos, no caso, do tipo degrau. O texto é organizado de maneira

que proporciona uma evolução didática a respeito dos tipos de sistemas

considerados. Nos três primeiros capítulos são considerados apenas sistemas

lineares invariantes no tempo (contínuos e discretos). Em seguida, são abordados

sistemas não­lineares.

No Capítulo 2, são apresentadas as bases da atualização das condições

iniciais de controladores dinâmicos, contínuos no tempo. Para atualização ótima

das condições iniciais do controlador há necessidade do conhecimento prévio do

vetor de estado inicial do sistema. Neste capítulo também é proposto um

método de  atualizçção ótima das condições iniciais do sistema

controlador/observador, quando não é possível medir todos os estados do

sistema. O capítulo finaliza com um método alternativo para atualização das

condições iniciais no controlador, no caso considerado integral, baseado em
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Desigualdades Matriciais Lineares (em inglês, Linear Matrix — Inequalities
(LMIs)). Neste método é possível especificar vários índices de desempenho, por
exemplo, a taxa de decaimento, restrições nas entradas e saídas e ainda a

existência de incertezas politópicas nos parâmetros da planta São apresentados
resultados que consideram as condições iniciais pertencentes a um conjunto
politópico.

No Capítulo 3, introduz­se, para sistemas discretos, a atualização das
condições iniciais no controlador e formaliza­se os resultados obtidos.

No Capítulo 4, é abordado o problema da atualização das condições

iniciais em controladores dinâmicos quando a planta é não­linear. Utiliza­se os

modelos fuzzy Takagi­Sugeno para modelar a planta. Os novos resultados

obtidos são apresentados em termos de LMIs. Esta metodologia permite entre

outras especificações a consideração de incertezas politópicas nos parâmetros da

planta. Um exemplo (bola­viga) ilustra este fato. Esta é uma importante

contribuição desta tese, pois os métodos de atualizações ótimas das condições
iniciais descritos na literatura são restritos aos sistemas lineares.

No Capítulo 5, apresentam­se as conclusões finais.

AA
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp”", 12 13 14 15 16 17 18



CAPÍTULO 2

ATUALIZAÇÃO DAS CONDIÇÕES INICIAIS NO
CONTROLADOR PARA SISTEMAS CONTÍNUOS NO

TEMPO

2.1 O Problema do Controle Quadrático Ótimo

Considere o sistema multivariável a ser controlado definido por:

x(1) = Ax(t)+ Bu(t) Q.1a)

sendo que x(nN)JeNºé o vetor de estados; u(t) e NR" é a entrada de controle do

sistema; A e Re B e R"”” são matrizes constantes.

O problema do controle quadrático ótimo, consiste em determinar a matriz
constante K do vetor de controle

u(t) = ­K x(1), (2.1b)

de forma a minimizar o Índice de desempenho:

J)= f[xTNEx(WN+u"(OR ud (22)
o

sendo que Q é uma matriz real simétrica definida positiva (ou

semidefinida positiva) e R é uma matriz real simétrica definida positiva ou

R=0.O segundo termo do lado direito da equação (2.2) contabiliza o dispêndio

da energia dos sinais de controle. As matrizes Q e R determinam a importância
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relativa da convergência do erro (no caso de x(r) para zero) e o dispêndio dessa

energia. Admite­se que o vetor de controle u(r) não esteja sujeito a restrições.

Para determinar os elementos da matriz K quando R>0, que minimiza o

índice de desempenho, é necessário resolver a seguinte equação de Riccatl

para uma matriz simétrica definida positiva P (Ogata, 1997):

ATP+PA­PBR 'BP+Q0=O0. (23)

O software MATLAB possui o comando lgr que fornece a solução da

equação de Riccati para sistemas contínuos e determina a matriz de ganho de

retroação ótima, K= R"B'P.
O Lema 2.1 descrito a seguir será muito útil no estabelecimento dos

resultados desta tese:

Lema 2.1: (Chen, 1999) Seja A uma matriz com todos os autovalores com parte

real negativa. Então, para toda matriz real simétrica semidefinida positiva

Q=N'N com a propriedade de que (A,N) é observável, a equação de

Lyapunov

PA+A'TP=­0, (2.3a)

tem uma única solução P simétrica definida positiva.

Prova: Ver Apêndice A.

O teorema seguinte fornece condições suficientes para existência e
unicidade da equação de Riccati.

Teorema 2.1: (Barnett, 1985, p.278) Sejam Q uma matriz real simétrica

definida positiva (ou semidefinida positiva) e R uma matriz real simétrica
definida positiva. Suponhamos que (A,B) é controlável e (AN) é observável,

sendo Q=N'N. Então, a equação de Riccati

ATP+PA­PBR 'B'P+Q0=0

tem uma única solução P simétrica definida positiva tal que a matriz,
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A­BR'BTP,

é estável (possui todos autovalores com parte negativa) e a lei de realimentação

u(t) =­=RB' Px(t)

torna o Índice (2.2) mínimo eiguala x(0)!P x(O).
Prova: Ver Apêndice B, Teorema?.

Observação 2.1: O valor ótimo do índice de desempenho (2.2) pode ser

calculado em termos da condição inicial x(0) e de P , que se relaciona com A, B,

Q e R por meio da equação de Riccati. Dessa forma, a condição inicial, em geral

influencia o Índice desempenho quadrático. No caso específico no qual o sistema

(2.1) representa um sistema controlado, consistindo de uma planta e um ou mais

controladores dinâmicos, as condições inicials podem ser modificadas,

proporcionando assim um novo grau de liberdade no projeto de sistemas de

controle. Esse fato tem sido aplicado em sistemas com várias estruturas de

controle, como compensação do valor inicial (IVC), para melhorar as

características das respostas transitórias. Em Yamaguchi er alii

(1992,1996a,1996b) esse método é apresentado para sistemas discretos no tempo,

tendo como objetivo sua aplicação em um controlador com chaveamento, quando
a entrada de referência é a nula.

A seguir será apresentado com detalhes um novo método, desenvolvido

em Teixeira er alii (2002a, 2002b), para a especificação ótima das condições

iniciais dos controladores, sujeitos a entradas do tipo degrau. Em 2003, Hirata er

alii apresentam e aplicam uma extensão deste método, pois consideram o erro de

rastreamento sujeito a restrições, para sistemas lineares e discretos no tempo.

Esta restrição pode ser utilizada para especificar o valor inicial da entrada de

controle u(t). Como mencionado na introdução, esta tese apresenta

adicionalmente resultados não publicados sobre o assunto, por exemplo, projetos

de controladores com atualização das condições iniciais baseados em LMIs

considerando plantas não­lineares. Estes resultados são descritos no Capítulo 4.
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A análise do método apresentado em Teixeira er alii (2002a, 2002b), será

desenvolvida de forma didática, com o objetivo de apresentar claramente o

potencial da atualização das condições iniciais nos controladores e assim motivar

os leitores para novas aplicações desta idéia. Também, a descrição do método

proposto visa motivar a sua aplicação de forma independente do tipo do
controlador.

2.2 Especificação das Condições Iniciais Ótimas no Controlador

Considere o sistema escalar linear invariante no tempo, controlável e

observável:

x,(1)= A,x,(1)+ B/yu(l),
(2.4a)

y(1) =C,x,(),

sendo que, xp(t) EN” É O vetor de estados; u(t)e RN é a entrada de controle do

sistema; y(tje Ré a saída do sistema; A,€ RP" é à matriz característica do

sistema; B, E R”! é a matriz de entrada do sistema e CPê RPé 4 matriz de
saída do sistema.

Considere também, que é possível escolher um controlador :

x, (1) = A.x (1)+ B.e(s), (2.4b)
u(t) =C x (1) +D .e(!),

sendo que x,.()ERN" é O vetor de estados do controlador, e(t) e RÉ o vetor

erro, e(t) =r(1)­y(N); sendo r(t) a referência, A, eRN"T”Éé a matriz

característica do controlador, B, e R"* é a matriz de entrada do controlador,

C.eR"é a matriz de saída do controlador e DeR — de tal modo, que o
sistema realimentado, mostrado na Figura 2.1, com entrada r(t), e saída (1),

seja estável. Suponha também que o sistema seja observável.
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x, (= AX (1) +Bç.e(s) | x, ()=A,x,(1)+Bu(l)
u(t)=C x. (1)+ D.e(t) y=C,x,(1)

Figura 2.1: Sistema realimentado com controlador dinâmico.

A lei de controle do sistema é:

u(t) = Cx. (1) + D.e(t).

O sistema completo é descrito pelas seguintes equações:

x(1) = Ax(t) + Br(1)
y(1) = Cx(!),

sendo que,

—|x,(O) — JA, ­B,D.C, B,C, —|B,D, —soft] az] BC, 4 pB=l g |c=to, 01. SD)
O problema do projeto de controladores ótimos com atualização das

condições iniciais do controlador é definido a seguir.

Problema 2.1: Considere o sistema controlado (2.5a), (2.5b) estável e que na

entrada, a referência (função degrau de amplitude nr.) ocorra em r=0, ou seja:

ara t>O,r(t) = | To, P0, para t<O,

sendo que , é uma constante real conhecida. Determine x,,, a atualização de

x.(!) em 1=0O de modo que o índice de desempenho,

+oo

J(x,)= fe) TQe(NAr,
0

seja mínimo.

Em (2.6), Q é uma matriz real simétrica definida positiva (ou semidefinida

positiva), e(1) representa o erro entre x(1) e o seu valor de regime, isto é:

E(1)=x(1)— x(0), 2.7)

com x(:) dado pela equação (2.59).
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Observação 2.2: Atualização de x,.(1) em r=0O significa:

x,(0) = x.(0)+x.,, sendo que O corresponde a 150 e r<O, ou seja, é um

instante imediatamente anterior à aplicação da função degrau de amplitude rn.

Observação 2.3: Em r=0, num instante imediatamente anterior à atualização

da entrada r(1) eda atualização de x.(1), pode­se considerar que:

x(0º) = 1, (0)! x.(0)7]"
Em :=0, quando a amplitude r(r) é alterada para 1, x.(t) é atualizada,

passando de x.(0) para x,(0 )+ x, e x,(0)=x,(0):

so 1] |­x055]|? | (2.8)
x. (0) Xco Xçco

Note que o vetor x., pode ser arbitrariamente especificado, pois é uma

atualização — nas variáveis de estado do controlador, que em geral, é
implementado eletronicamente pelo projetista.

O lema seguinte diz qual é o efeito da atualização das condições iniciais no

controlador, no valor de regime dos estados e da saída do sistema.

Lema 2.2: Considere o sistema descrito pelas equações (2.5a) e (2.5b). Suponha

que:

(1) O sistema é estável;

(11) ascondições iniciais no controlador são alteradas, isto é:

­ ­

ox(0) = x(O | : |). x(07) =|*rO)Xco Xe (0)

sendo x(0)a condição inicial antes da atualização e x., a atualização das

condições iniciais do controlador ;
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(i11) é aplicada uma entrada r(t)=n,, 1>O, sendo r, uma constante real.

Então:

a) o valor de regime dos estados, x(eo)=­A'Br, permanece inalterado,

com a atualização das condições iniciais;

b) o valor de regime da saída, y(co)=­—CA"'Br,, permanece inalterado, com

atualização das condições iniciais do controlador.

Prova: Considerando o sistema sem a atualização das condições iniciais, Isto é,

x(0)= x(07), aplicando o Teorema do Valor Final (Ogata,1997), obtém­se de
(2.5a):

x,2()=limx,(1)= limsX ,(s) = lim s(s! — AY '[B(r)/s)+x(0)]=­A"Br,. (2.92)

Em (2.98), x .,(!) designa x(1t) sem o ajuste da condição inicial. Assim, o valor

da respectiva saída do regime será:

Y,a (00) = Cx ,(0o) =­CABr, . (2.9b)

Considere agora o sistema com atualização das condições iniciais, ou seja,

x(0)=x(0)+ lo xl. Então, de (2.5a) tem­se que:

x(0) = lim X(s) = lim s(s! — AY [BG/s) +X(0)+ lo x, 1] =­A7Br,
e desta forma,

y(0o) = Cx(co) = ­CA”Br,.

A prova está concluída.

Observação 2.4: Das equações (2.5a), 2.5b), (2.7) e (2.9a) tem­se para t >O,

E(1) = X(1) = Ax(1) + Br(1) = Ax(t) + Br

=A(x()+A'Br)=A(X(O) —x(0o))=AE(t) (2.102)

sendo que, de (2.7)­(2.9a),

(0) = x(0) ­ x(co) = x(0") +|o x V 44 Br (2.10b)
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A solução do problema proposto é apresentado no Teorema 2.2 a seguir:

Teorema 2.2: O Problema 2.1 tem solução quando (A, N) for observável, sendo

Q=N'N. Neste caso, a atualização ótima x,.,das condições iniciais do
controlador é única e pode ser calculada pela expressão:

a

seo = (lb re(%o)) lOma TnlPlx(0)+A4Bro), 21)
m

sendo que P é a solução de (2.38) com Q a matriz dada em (2.6) e A a matriz

característica da dinâmica do erro em (2.5b), x(0) é a condição inicial do

sistema planta­controlador antes da atualização (como descrito nas Observações

2.2 e 2.3), 0,7 denota a matriz kx! com todos os elementos nulos, 1,, é a

matriz identidade de ordem m e A 'BrQ representa o valor de regime das

variáveis de estado lx p (0 xt], do sistema de malha fechada devido à
entrada degrau de amplitude n.

Prova: O problema consiste em encontrar o vetor x,,, de modo a minimizar o

Índice

J(x,,)= fe)O em) dr,
o

sendo a dinâmica do erro dada em (2.10a) por:

E(1) = Ae(t).

Como

e(t) =e*' (O),

pode­se escrever:

J(x,)= J (e(0))Te4"'Q e e(0)dr. (2.14)
o

Agora, pela hipótese do teorema, a matriz A tem todos os autovalores com

parte real negativa e (A,N) é observável, sendo Q= N TN. Portanto, aplicando
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Oo Lema 2.1, obtém­se uma única matriz P=P'"'>O, solução da equação de
Lyapunov:

(ATP+PA)=­Q. 2.15)

Observe que:

df TT T T TEe 'Peti)=d 'ATPetticit paçõtÃo '(ATP+ PAO. (2.15a)
Assim, pelas equações (2.14)­(2.15a), o índice de desempenho dado em

(2.12) pode ser representado da seguinte forma:

J(x,,) =lim [Ee (1) P(e (1) dt= lim — (e (0)'Pe(y)|º.
ao 0 dt a— tos

Como os autovalores de A apresentam parte real negativa,

E(1) > O quando 1 — co . Portanto, obtém­se:

J(x,)=(e€(0))' Pe(O). (2.15b)

Substituindo £(0) em termos de x,,, tem­se de (2.10b)

T

J(x,) (20) + 4a | | P (8007) + 4 Br] ]) |co

Para encontrar x., que minimize Jy, basta impor que:

VI(X­o) ­ 2 à a
e. = Ina "OXr1 — OXco, Ox

com

sendo VJ(x,.,) O gradiente da função J e

0 TB |= br Xtcol Xco2 Xçcom | ,

co

pois, a matriz Hessiana de J é definida positiva. Então, tem­se de (2.16) que:

Ox 00...00
Ovxn 1 O o 0

VJI(x,,)=2 | o o, (ater + xo) [E |)
co
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­ ­
0=2 [O 15x I, | P (so )J+A "Bro t+ lx. )=o

Logo, obtém­se de (2.17) a expressão (2.11):
­]

to (loma nl P [Pr ]) lona Tu] P let09+ 4787)
m

Tendo em vista que P é definida positiva, então a inversa na expressão de

Xx.o Existe.

Este é um grau de liberdade no projeto de controladores, que pode ser

explorado quando a referência é nula (Yamaguchi et alii,1996a;1996b;1997) ou
quando se considera a existência de um sinal de referência nr, = O (Teixeira et alii

(2002a; 2002b); Hirata er alii (2003); Iwasaki er alii (2004)). Os exemplos de

aplicação mostrados na seção seguinte atestam a eficácia do método proposto.

Note que se (4,/Q) é observável, então o Problema 2.1 tem solução.

Observação 2.5: À atualização de x.(t) pode ser feita em qualquer instante

t=to. De maneira análoga, nas condições do Teorema 2.2, obtém­se a

atualização ótima do controlador em 1,.

X1,(1)=A, x,()+B, u(s))
y()=C,x,()

Figura 2.2: Diagrama de blocos do sistema de controle com atualização da

condição inicial no controlador, quando x(0 )=O0.
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A Figura 2.2 apresenta uma forma de implementação desta idéia, pois
observe que:

(1) parar<O, r()=Oeassim (x.,/166)r(ND=0;

(1) parar>sO0 r&)=me (x/n0)rO=x".

Pode­se interpretar esta estratégia de controle como o posicionamento
ótimo dos zeros da função de transferência Y(s)/R(s).
De fato:

Da Figura 2.2, tem­se :

x. (=X(0+x,; X(D=A,x, (0)+Bre(t) & u()=C.x,(N)+ Dell).
Assim, com a atualização as equações do sistema são dadas por:

x,(N)=A,x,(1) +B, u(t), (2.18)

X.(1) = A(X.(0)+x,,) +B, e(D) (2.19)

u(t) = C. (X.()+x.,)+D.e(t) . (2.20)

A dinâmica do sistema completo é descrita por:

x (1) = A,X(1) + Byr(1),

0) =C, x(1),

sendo que,

x (O)so­ , |: A, =A; B=B+A|0 x.,/1,] eCo=C,x(1)

com A, Be C as matrizes em (2.5b). Observe que: X.(1)=x,.(!), sem a

atualização das condições iniciais.

Assim, a função de transferência do sistema atualizado é dado por :
C Adjô(sI ­A )BY(s) =C((sI­A)Y'B = ( JB, ­ num(s)

R(S) det(sI ­ A) den(s)

Dessa forma vemos que com a atualização das condições iniciais no

controlador os pólos permanecem inalterados e os zeros do sistema são

realocados.
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Observação 2.6: (1) O índice de desempenho dado em (2.2), com lei de controle
como em (2.1b), com x(1) satisfazendo (2.1a) pode ser colocado na forma (2.6)

pois,

Jiu)= f(xT(NQ x(N)+u" (NR u(N))d!= feT(NnO, x(ndr,
oo

O, =(Q+ KTRK); xX() =(A—­ BK)x(1);

(11) Se u(t) =­Kx(t) estabiliza o sistema e (A,N) é observável com Q = N'N,

pode­se provar que (A­BK,N) é observável, sendo O=N'N e

O=O+KTRK (Lema 1 do Apêndice B) e assim, o índice de desempenho (2.2)

pode ser calculado, como descrito por meio das equações (2.15a)­(2.15d):

Jiu)= f(xT(0Q x(N) +u" (OR u(n))dt = x(0)" P, x(0),
o

sendo P, = PV >O, a única matriz solução da equação de Lyapunov:

(A­BK)'P,+P,(A­BK)=(Q+K RK); (2.20a)

(iii) Pode­se provar que se em (2.2) o ganho Ké ótimo isto é, u(t)=­Kx(t)

minimiza J, então a equação (2.20a) reduz­se à equação (2.3). Assim, neste caso

P,, a solução de (2.20a) e a solução P da equação de Riccati (2.3) são iguais
(Apêndice OC), ou seja, P, = P.

2.3 Especificação das Condições Iniciais Otimas para Controladores
PI

Considere o sistema SISO linear invariante no tempo, controlável e

observável:

x (1) = A,x, (0) + B,u(),
0)= C,x,(),
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sendo que, xp(DE Rº éo vetor de estados; u(r)é a entrada de controle do

sistema; »(1) é a saída do sistema; A Pê R" é a matriz característica do

sistema; Bp€ R"“! é à matriz de entrada do sistema e C pê RE 4 matriz de
saída do sistema.

Considere também, que é possível escolher constantes Kpé K, detal
modo, que o sistema realimentado da Figura 2.3 com entrada r(r) e saída Y(1)

seja estável. Suponha também que o sistema é observável.

x1,(1)=A,x,(1)+B,u(t)
yY(1)=C, x, (1)

e=r—y

—()

Figura 2.3: Sistema realimentado com controlador Proporcional Integral (PI).

Neste caso o controlador é descrito pelas equações:

x.,(1)= Kre(!),
(2.22)

u (ft) =x, (1)+ K pe(1),

sendo que “x.(DeN é O estado do controlador, emneN é o erro,

e(t) = r(t)— y(1t) e r(t) a referência.
A lei de controle do sistema é:

u(t) = K,(r(1)— y(1)) + x, (1).

O sistema completo é descrito pelas seguintes equações:
X(1)= A x(t) + B r(1)

yY)=Cx(1)

sendo que
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X(1) = EM
a=|” ­B,K,C, “| p=!

K
2.23

­K/C, O
'

(2.23D)

Considera­se o Problema 2.1 para o sistema (2.23a)­(2.23b) com índice de

desempenho dado por:

J(x,)= [00 = y(0))" (0 y(>))dr. (2.230)

O Índice (2.23c) pode ser colocado na forma (2.6), pois

(Y(1) — y(0o)) = Cx(1) — Cx(0o) = C(x(1) — x(0)) = Ce(1),

e assim,

(y(1) = (00) (X(1) = y(6o)) = é (DCTCe(t) =" (1) Q e(t), com Q=CTC.
Observe que:

E(1) = Ae(t).

Para o caso do controlador PI, a condição inicial ótima (ver 2.11) é

apresentada no Corolário 2.1 a seguir:

Corolário 2.1: Para o sistema (2.23a), (2.23b) a atualização ótima é dada por:

— lo 1) P(ATBRÇ+H+X(0)) (2.24)
lo 1]Prflo )7T

|

sendo que O denota um vetor de elementos nulos 1xn, P é a solução de (2.32),

A 'Br, representa o valor de regime das variáveis de estado lx, (1)' x. (0) ] do
sistema de malha fechada sujeito a entrada degrau de amplitude 1, e x(0) éa

condição inicial do sistema planta­controlador antes da atualização.
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2.3.1 Exemplo 1:

Pretende­se a seguir, clarificar o procedimento para atualização das

condições iniciais. Considere o sistema realimentado, estável e observável como

na Figura 2.3, com:

K,=1 e Ky=2
O sistema realimentado, dado por (2.23a) e (2.23b), possui as equações:

X(1) = Ax(t) + Br(1), (2.25)
yY(1)= Cx(1),

sendo que:

x (O
O 1 O O

x(1t)=| “PU |;A=|­26 4 1/;B=|l1/;C=[1 0 0]. (2253)
xe) ­2 0 0 2

Como observado anteriormente o Problema 2.1 parao sistema (2.25)­
(2.25a) com índice desempenho dado por :

J(x,)= [00 y(%)) 00 = (cd, (2.25b)
0

tem solução.

Supondo que no instante sr=0, a amplitude de r(t) é alterada para o

valor n,=1, então x.(N) será atualizada, passando de x.(0) para

x,(0)+x.,, sendo x.,, 0 valor da atualização. De acordo com a Observação

2.2, considerando que as condições iniciais da planta e do controlador sejam

nulas, isto é:

x,(0)=0 e x, (0 )=O,

ONE |­p o xl”,x,(0) Xco
sendo que 0 é o vetor de elementos nulos 2x1.

O erro entre x(:) e o seu valor de regime é:

E(1) = x(1)— x(c)
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e de (2.92),

x(o)=­A'Bry=[1 O 25])7.

A dinâmica do erro, de acordo com as Observações 2.3 e 2.4, tema
equação:

E(t) = A e(!),

sendo que:

8(0) = x(0) —x()=[­1 O —25+x ]".
co

O índice de desempenho em (2.25b) é dado por:

J(x.,)=e(0)" Pe(O)
sendo que,

0.2059 0.0196 —0.0049
P=|/ 00196 0.0049 o

— 0.0049 o 0.0098

é a solução da equação:

(ATP+PA)=­CTC,

que pode ser obtida usando o comando lIyap do software MATLAB.

O valor x., da atualização, obtido usando (2.24) é:

— lo o1NPrl1 o —2s)" = 24.5.co lo o 1)P[o o 1)"

Assim, como

e(0)=[­1 O —25+x,1”,

obtém­se por (2.25c) o índice de desempenho sem atualização(x,=O0) e com

atualização(x, = 24.5) :

J=e2(0)"Pe(0)=6.0882 (sem atualização).

J=e(0)"Pe(0)=0.2034 (com atualização);

A Figura 2.4 mostra a resposta do sistema de malha fechada e da lei de

controle com e sem atualização das condições iniciais.
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Figura 2.4: Respostas da saída y(t), e da lei de controle u(t), do Exemplo 1, sem

e com atualização ótima das condições iniciais do controlador.

Analisando os resultados obtidos com o método de atualização das

condições iniciais do controlador proposto pode­se concluir que ele melhorou o

desempenho desejado do sistema controlado.

Neste primeiro exemplo, apenas explorou­se o efeito da atualização das

condições iniciais no controlador no desempenho do sistema controlado. O

controlador PI utilizado apenas estabiliza o sistema de malha fechada e não foi

projetado para minimizar o índice de desempenho. No exemplo a seguir utiliza­
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se a atualização das condições iniciais no controlador no projeto de reguladores

quadráticos ótimos, no qual o controlador também é projetado de modo a

minimizar o Índice de desempenho.

2.4 Aplicação no controle de um pêndulo invertido

Considera­se, o sistema pêndulo invertido mostrado na Figura 2.5. O

pêndulo invertido pode ser posicionado de volta à posição vertical, 6 = O, quando

se aplica ao carrinho uma força de controle apropriada u.

UDISLSSISLISSSISISISISIDISILISÍSIOA

Figura 2.5: Sistema pêndulo invertido.

Para controlar a posição do carrinho, com erro de regime nulo para uma

entrada r(s1) do tipo degrau se faz a retroação do sinal da posição y (que indica a

posição do carrinho), para a entrada e, se insere um integrador no percurso de
ação à frente, como mostrado na Figura 2.6. Esta configuração permite um
rastreamento robusto, com relação a pequenas variações nos parâmetros da

planta, de sinais de referência do tipo degrau.
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Figura 2.6: Sistema de controle de um pêndulo invertido.

Considerando­se M =2Kg, m=0.1Kg, (=0.5m, o modelo matemático

linearizado do sistema pêndulo invertido é o seguinte (Ogata, 1997):

Ô(1) =20.601 O0(t)—u(t),, (2.26)

$(1) = 0.5u(t) — 0.405 O0(1).. 2.27)

Seja a definição das variáveis de estado:

n=0;x=Ô;x=X;x4=). (2.28)

Então, com base nas equações (2.26)­(2.28), e considerando­se a posição

do carrinho y como a saída do sistema, são obtidas as seguintes equações:

x, ()=A,x,(0)+B,u(), (2.29)

70) =C,x,0), (2.30)

u(t)=­Kx,(1)+K,é(),K=[K K7 K3 Kal, 231)
É MO=r (N)­(N=r()­C,x,(), (2.32)

sendo que,

2 3 4 5 6 7 unesp ”*. 12 13 14 15 16 17 18
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2.4.1 Determinação da matriz de ganho de realimentação que minimiza O

índice desempenho

Admite­se que, o sinal de entrada de referência ( função degrau )

aplicado em :=0O, seja degrau unitário (ry =1). Então, para :>0, pode­se

descrever a dinâmica do sistema por uma equação que é a combinação das

equações (2.29)­(2.32):

x,()| [A4, Ol][x,(0] [B 1To rlZ, ol|emW || o [ºOtt TO
sendo que 0 denota o vetor nulo 4x1.

Definam­se,

x,(1)=x,()­x,(%); d()=E(10)—S();

u,(t) = u(t) —u(co).

Agora, defina­se o vetor­erro e(t) de dimensão (n+1) por:

e(t) = be, (07 &7 :
O índice de desempenho considerado para o sistema é:

+os

J(u,)= flet)Qe(N)+u(0) Ru,(0))dt,
o

sendo que são adotadas as matrizes

100
j

Q=10 (2.36b)
(
o

Note que em regime permanente tem­se:

oo Pp oo

Logo, como r(o) = r(t) = ry (constante) para 1 2 O, tem­se da equação

(2.34a), subtraindo­se (2.37b) de (2.33):

x2()]) | AQ, O [26] H 2.38E al 1­6, o] e | oO (22
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sendo,

u,(t)=­Kx,(t) + Kjó, (1).

Assim, da equação (2.35), a equação (2.38) torna­se:

é(1)= A e(1t) + Bu, (1)

(2.40b)

e a equação (2.39) pode ser descrita por:

u,()=­ÉKe(n), (2.41a)

K=[K ­Kl; K=[K K K3 Ka). (2.41b)

Para se determinar a matriz de ganho de retroação de estado, para a

minimização do índice y, dado pelas equações (2.36a)­(2.36b), há necessidade

de resolver uma equação de Riccati, a equação (2.3), conforme descrito na Seção

2.1. Como (A , B) é controlável e (A, /0 ) é observável, pelo Teorema 2.1 existe
uma única matriz simétrica definida positiva PP satisfazendo a equação de
Riccati:

ATP+PA­PBR 'B'P+0­=O0,

e a matriz K=R 'B'P é a matriz de ganho de retroação ótima.
Utilizando o software MATLAB, determinaram­se as matrizes P e É:

[131.0237 45655 37150 57698 —03183|
45655  1.1203 1.0005  1.6220 —0.0852
37150 10005 23892  1.7622 —0.0852|;
5.7698 166220 17622 28186 —0.1503

|­0.3183 —0.0852 —0.2127 —­0.1503 01194|

K = [­168.0620 —31.8293 —11.939 —21.2706 1].
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2.4.2 Cálculo do índice de desempenho sem a atualização das condições iniciais

Pelo Teorema 2.1 o valor ótimo do índice de desempenho em (2.36a) é:

e(0)' P e(O). (2.41d)

Agora, substituindo (2.31) em (2.29) tem­se:

Xp, (t) . À, ­B,K BK; x (1) HESA ­C, o EO + 1 r(t). (2.42)

Pelo Teorema do Valor Final, para R(s) =1/s , de (2.42), obtém­se:
"

[ESTE "| [1)= 010 119391)T. (243)
Pp

Supondo as condições iniciais nulas, isto é, x,(0)=0 ed(0)=0 e

substituindo (2.43) em (2.34a) obtém­se de (2.35):

e(0) = [x ,(0)7 — x , (oo)! E(0) ­ E(eo)]| =o o ­1 o ­11.9391)T. (2.432)
Assim, substituindo (2.410) e (2.43a) em (2.41d), obtém­se o valor ótimo do

índice de desempenho em (2.36a) sem atualização:

e(0)" P e(0) = 14.3283.

Uma vez determinada a matriz de ganho de realimentação K que
minimiza o índice em (2.36a), deseja­se verificar o efeito da atualização das

condições iniciais no integrador para o índice em (2.362).

2.4.3 Cálculo do índice de desempenho com a atualização das condições iniciais

O diagrama de blocos está mostrado na Figura 2.7.
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Figura 2.7: Diagrama de blocos do sistema de controle de um

pêndulo invertido com atualização da condição inicial no

controlador (PI)

Como suposto, as condições iniciais da planta e do controlador são nulas,

isto é, x, (0) =0 e f(0)=0, tem­se que, com a atualização, (tr) passa de

Éé(0') =0O para é(0) = x...

A Figura 2.7 apresenta uma forma de implementação desta idéia,

como observado na seção anterior.

As equações do sistema são dadas por:

X,()=A, x,(1) +B, ul),
u(t) =—Kx,(1)+ K/s() + K 1 Xçco

É) =r) = y(N)=r(0)­C,x,()
A dinâmica do sistema completo é descrito por:

x,()| [A4, 0||*% O) [B 0Fo) Le, [xo flo [1 ro
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e das equações (2.34a), (2.44)­(2.46) pode­se escrever, analogamente ao
efetuado para obter (2.38):

x, (1) A x(1)

&()) LE» &()] LO

u,(t)=­Kx,(t) + K/6,(1). (2.48)
sendo,

Nas equações (2.47) e (2.48), a atualização da condição inicial de é(1),

dada por x,.,, implica que 6(0) = É(0 )+x,.

Da definição do vetor­erro e(t), a equação (2.35), e de (2.34a), (2.44)­

(2.46), obtém­se :

é(1)= Ae(t) + Bu,(!),

sendo as matrizes A e B dadas em (2.40).

A equação (2.48) torna­se:

u,(t)=­Ke(); K=[K Kj). (2.49)

Observe que a dinâmica do vetor­erro do sistema controlado com e sem

atualização das condições iniciais no controlador é a mesma, a equação (2.38) e

equação (2.47), respectivamente. Dessa forma a matriz P e por consequência a

matriz K não dependem das condições iniciais do sistema e assim, tem­se:

J (x,) = feTo e+u "Ru dtr=e(0)" Pe(O),
o

sendo que, agora
x (0) =x, (0) x, ,(0)|] [x,()0) = P Pp = Pp — P :e | (0) — E(co) ] [o | [ES]

lx,(0)" «ol =[0 0 000ol+[0000 x,
=[x,(0)" e&ol+[0 000 xJ=[0 000 x].

Da equação (2.43), tem­se:

rp()" el =[0 01 0 119391].

ES
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”*. 12 13 14 15 16 17 18



29

Neste caso, a atualização ótima das condições iniciais do controlador,

obtida pela equação (2.11), considerando que x(%) =­A"'Br,, é dada por :

fo 000 1) P (fx (0 EN Ex (0o)7 É(0o)]D)
lo 0 0 0 1)Plo 0 0 o 1)'

"

lo 0 0 0 1) P(A/'Byr,)
—loo0o1rlo ooo"

XxX. Z>

(2.50)

sendo que n7 =1, pois r(1t) foi considerado um degrau unitário,

A, ­B, K BK 0— | “Pp p pl =A=| Cc, O |. m=[)
Observe que, de (2.50), x.,/ro é constante e a atualização ótima da

condição inicial de Éd(t) para uma nova entrada r(t)=n,1:>20,é utilizando

(2.50), dada por

—
lb 0o001]P(AB)

lo 0 0 o 1]rPlo 00 01/T nn.

Este fato justifica a implementação proposta na Figura 2.7.

Substituindo as equações (2.41c) e (2.43) em (2.50), obtém­se o valor

ótimo da atualização:

x., = 10.1575.

Agora

x, (0)x, (0)O=|*Tr pe (o) | E(0)— E co)
Assim, o índice em (2.41d) usando (2.50a) é:

e(0)" Pe(0)=2.0102.

J[&])=Lo 0­1 0 ­17817). (2.503)co

Então, o índice de desempenho do sistema é:

J, =14.3282 (sem atualização); J,=2.0102 (com atualização).

A seguir, serão apresentadas as curvas de respostas, y(t)e as curvas do

controle u(1), resultantes do sistema a uma solicitação em degrau unitário com e

sem atualização das condições iniciais.
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Figura 2.8: Curvas de respostas e as curvas de controle ao degrau unitário do

sistema projetado pêndulo invertido, sem e com atualização ótima

das condições iniciais do controlador, quando x(0 )=O0.
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A figura 2.9 mostra as curvas de respostas y(r), e as curvas de controle

u(r) ao degrau unitário do sistema projetado pêndulo invertido, sem e com

atualização ótima das condições iniciais do controlador, considerando as
condições iniciais da planta e controlador como sendo:

x,(0)= [7/8 0.01 0.5 0.01] e é(0)=0. Neste caso, usando a equação (2.50)
o valor ótimo da atualização é: x., =12.1149. O índice /, obtido é:

J, =21.4964(sem atualização); J, =3.9733(com atualização).

sa
íd

a
da

pl
an

ta
,y

(t)

Da
“me—— com atualização

sem atualização

ao

Es)

le
id

e
co

nt
ro

le
, u

l)

20 com atualização
sem atualização

10

À
10

o 2

Figura 2.9 : Curvas de respostas e as curvas de controle ao degrau unitário do

4 6 8 10 14 16 18 20

tempo(s)

sistema projetado pêndulo invertido, sem e com atualização ótima

das condições iniciais do controlador, quando

x,(0)=[7/8 001 05 001Je É(0)=0.
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2.4.4 Exemplo 2: Controlador de ordem maior do que 1

Considere o sistema realimentado, como na Figura 2.1, com:

—|­2 0. 5 ke ­ : :Ap=| o); Br = 91; Cp =lo 41; D,=0;
—

o 1 [o]e 2; ses 1): =D ol; D,=h,
EL

e com Índice de desempenho J, dado pela equação (2.6).

O sistema realimentado, dado por (2.4) e (2.5), possui as equações:

X(1) = Ax(t) + Br(1)

(2.51a)

(1) = Cx (1),

sendo que:

;B=| |; C=[o 4 O Ol.
1 O
0 O

o 1

1 —)

Considerou­se o Problema 2.1 para o sistema com Índice de desempenho
dado por:

J(Xx,,) = fo— y(0o))! (y(1) — y(co))dt . (2.51)

Como mostrado anteriormente O Índice (2.51) pode ser colocado na forma (2.6),
com Q =CTC. Pelo fato de (A,B ) ser controlável e (A,C) ser observável, o

Problema 2.1 para o sistema (2.51b) tem solução dada por (2.11).

Supondo que no instante 1 =0, a amplitude de r(t) seja alterada de zero

para nr, =1, entãox,.(!) será atualizada, passando de x.(0) parax.(0 )+x,.,

sendo x.,, 0 vetor de atualização. De acordo com a Observação 2.2, supondo

que as condições iniciais do controlador e da planta sejam nulas, isto é :

x,(0)=0 e x(0)=O,
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Tx(0)=[x,(0)" x.0097] +o O xa xwalt= (0 0 xa
O erro entre x(r) e o seu valor de regime, é:

E(1) = x(1) — x(0)

e de (2.8) e (2.9b), obtém­se:

x(co) ==­A"Bry=[0 025 o o”.

£(0) = x(0) — x(co) = x(0)+[0 x.,]+A Bro =[0 025 x Xcool”.

O índice de desempenho em (2.51) é dado por:

J(x,)=e(0)"Pe(O)= [0 025 x. Xc92]PÍO 025 xi Xeoo] (2.51)

sendo que, P é a solução da equação (2.3a).

Assim, o Índice de desempenho, em (2.51b) sem atualização (x,, =0) é:
J = 0.9583.

Agora, o vetor x,, de atualização, obtido usando (2.11) é:

Xco = [co Xçco2 | T= [0.25 —0.95].
Como,

£(0) =[0 ­025 x. Xcwo)T=[0 025 025 —095]”,

então, o índice de desempenho em (2.51b) com atualização é:
J = 0.4667.
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Figura 2.10: Respostas do sistema do Exemplo 2, sem e com atualização ótima

das condições iniciais do controlador.
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No método de projeto proposto, para a atualização das condições iniciais

no controlador, há necessidade do conhecimento prévio do vetor de estado inicial

do sistema. Na prática, no entanto, em problemas de controle reais, nem sempre
pode­se medir todos os estados de um sistema. A seguir, propõe­se um método,

caso os estados do sistema não estejam disponíveis, para realizar a atualização

das condições iniciais no sistema controlador/observador para o sistema

controlado. Inicialmente, descreve­se um projeto do controlador com lei de

controle por realimentação de estado observado. Em seguida, a atualização no

sistema controlador/observador é proposta em r=r1,, sendo 1, o tempo de

estabilização do observador (Ogata,1997, pg.153).

2.5 Atualização das Condições Iniciais no Sistema
Controlador/Observador

Considera­se uma classe de sistemas como mostrado na Figura 2.11,

sendo que a planta e o controlador a ser projetado, apresentam as equações como

em (2.4a) e (2.4b) respectivamente.

20 x,=A, x, +B. e |U uu=C x, +D,.e (00) >

Figura 2.11: Sistema Realimentado.

É comum ter­se, dentre os requisitos de um sistema de controle, a
exigência de erro nulo em regime estacionário para entrada degrau ou para

entrada rampa. Se a planta não apresentar originalmente o número de pólos na

origem necessários para atender as especificações do erro de regime, o

controlador projetado poderá incluir integradores os quais fornecerão os pólos na

origem. Por exemplo, o erro de regime será nulo para uma entrada r(r) do tipo
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degrau, quando a função de transferência de malha aberta apresentar pelo menos

um pólo em s=0 e o sistema de malha fechada for estável. Na configuração da

Figura 2.11, a matriz A, do controlador pode ser projetada, considerando o

número de pólos em s=0 que a especificação do erro de regime estacionário

exigir.

Suponha que o sistema de malha fechada, descrito pelas equações abaixo,

seja estável:

x=Ax(1)+ Br(1)
(2.51a)

Y(t)=Cx (1)

Pp
,

c

|A, ­B(K+D.C,) B,C,
"

—­B,C, A

B
[9

B=["7|: c=lc, o] (2.510)

com A, ER, B,e R C,eE Re, as matrizes

AENRTU BER"NLC EN", DER e KeR"" serão obtidas de modo que o

sistema realimentado atenda os objetivos do projeto. Neste método de projeto, as

matrizes A, e B, são especificadas previamente e consideradas constantes para

a determinação de K, C,, e D.. Como será visto mais adiante, A, e B, são

especificadas de tal forma que a dinâmica do erro seja controlável.

2.5.1 Projeto do Controlador

Casol: Vetor de estado da planta disponível

As matrizes constantes K, C., e D, da lei de controle,

uí(t)=­K x, (0 +C,x,(0+D, e(1)
são determinadas de forma a minimizar o índice de desempenho:

J(u,)= [GOO e(1)+(u,(1))" R(U,(0)dt,
o

sendo que,
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0, OQ,

Qe RMHMMIoom Q,yeRM, QxeRMM, Q,ERT""., Suponhamos também
que, Q é uma matriz simétrica definida positiva, R uma matriz simétrica

definida positiva e e(t) e u,(f) respectivamente o erro entre x(t) e u(f) e Os seus

valores de regime, ou seja

E(t)=Xx(f)—x(0) ; uu, (N=u(f)—­u(o). (2.53b)

2.5.1.1 Determinação das Matrizes K, C. e D.

Das equações (2.4a)­(2.4b), (2.52) e (2.53b) e com procedimento análogo

ao efetuado nas equações (2.37b)­(2.40b), obtém­se a dinâmica do erro e(1!):

E(N)=A e(t)+Bu, (1), (2.54)

re À, 0 ;: B= B, :
­B.C, A, 0

u,()=­Ket) ; K=[K+D.C,)­C,].

As matrizes A, e B, são especificadas a seguir e consideradas constantes

para a determinação de K, C,, e D..

As matrizes A, e B, são escolhidas de forma que (A,B) seja controlável

(Apêndice D). Observe que (A1/0) é observável pois posto /Q =m+n(Q é
positiva definida). Então, pelo Teorema 2.1 existe K ótimo tal que o índice J é
minimizado.

Para determinação da matriz K , resolve­se a equação de Riccati para uma
matriz simétrica definida positiva P':

A'P+PA­PBR 'B'P+Q=O0. (2.55)

O comando lgr do MATLAB fornece a solução da equação (2.55) para
sistemas contínuos e determina a matriz de ganho de retroação ótima,

K­R'B'P.
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Seja K=[K, K,] com KeRN" e K,eN”. Dessa forma, os ganhos K
e C, são obtidos:

K=K,­D.C, e C. =­K,.

Caso2: Vetor de estado da planta não disponível

(2.55a)

Projeta­se então, um observador de forma que X(r), descrito abaixo, estime o

vetor de estado xp(O) da planta:

X(1)=A,X(1)+B,u(t)+ L(Y­C,X),
sendo L o ganho do observador.

No projeto do observador, os seus pólos são escolhidos de modo que a

resposta do observador seja muito mais rápida (por exemplo, 5 vezes) do que a

resposta do sistema (Ogata, 1997, pg. 826). No Exemplo 2.6 será mostrado como
18to é feito.

de Ackermann (Orgata, 1997, pg.822).

A matriz de ganho do observador L, pode ser obtida por meio da Fórmula

A Figura 2.12 mostra o sistema de controle com realimentação do estado

observado, com entrada r(1) e saída y(1).

(O)+B.e usro) e(1) x,=A,X,
.O)» u=C, x, +D,e 1 X,=A,x,+B,u

A

[Ke
LE

E=A,X+B,u+L(y­D3)

Aa”
LE

Figura 2.12: Sistema realimentado com observador.
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2.5.2 O Desempenho do Sistema Observado

O

O sistema com observador e realimentado da Figura 2.12, é descrito pelas

equações:

X,(N)=A,x,(1)+ Bull) (2.56)

X(N)=A,X(1)+ Byu(t)+ L(y­C,X) (2.57)

xXx, (N)=A,x, ()+B,e(f), e(f)=r(1)­xY(!) (2.58)

u(t) =— K X(t)+C.x (1)+ D.e(t). (2.59)

Pode­se descrever a dinâmica do sistema por meio da equação:

+71 (D=A7x7(0)+Brr(), (2.60a)

x,(1)
xT(D=| X(OD |;

x(1)

A, ­BpD.C, ­B,K B,C,
A,=|LC,­B,D,C, A,­B,K­LC, B,C.|;

­B.C, 0 A

c,=|c, o ol. (2.60b)

O desempenho do sistema observado segundo o índice em (2.53a) pode

ser determinado por:

J(ã,)= f(er(0)" OQ, er (0) +, (0)Ri, (0)AI, (2.61)
o

x,(O)
Ex (t)=Xx7(1)—x7 (0) ;Xx7(1)= x(1) |;

d,(N)=H(1)­ulo);

a(t)=—K X(0)+Cx (1)+ D .e(t);
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OQ, = O xa O O nm 5 O=
2, O rn O,

(2.65)
O, O an 2,

o o |
sendo Q a matriz da equação (2.53) e st, o tempo de estabilização do

observador.

Com procedimento análogo ao realizado nas equações (2.33)­(2.38b) e

utilizando as equações (2.56)­(2.59), obtém­se a dinâmica do erro «e, :

é, = À, e, () + BLU, (1) (2.66a)

sendo que:

A, 0 0 B,
Ár=| LC, AQ­LC, 0|;B,=|B,|;

—B.C, 0 A 0
Cc

a, ()=­Re(0); KR =|D.C, K ­C.). (2.66b)

Para o sistema observado, como não se tem informação sobre as condições

iniciais dos estados em :=0, propomos que a atualização se realize no instante

t=1,. Nesse instante de tempo, é possível no observador obter X(r;).Pode­se

considerar então x(1;)=x(1,). Esse conhecimento é necessário para se fazer a

atualização ótima.

A seguir, será proposto um método para escolha das condições iniciais do

controlador/observador de modo que o desempenho, segundo um fndice

quadrático do sistema com observador e realimentado dado por (2.61), seja
melhorado.

2.5.3 Especificação das Condições Iniciais Ótimas

O problema do projeto de controladores ótimos com atualização das

condições iniciais no observador/controlador é definido a seguir.

Problema 2.2: Considere o sistema controlado (2.60a), (2.60b) estável e que na

entrada, o sinal de referência (função degrau de amplitude r,) ocorra em 1r=O0 ,

isto é, ú
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, >0,=| fo. para ! (2.67)
O, para 1<O,

sendo que r, é uma constante real conhecida. Determine x, a atualização deco?

X(1)X ço =|; (1)] em t=r, , de modo que o Índice desempenho:
J(X,)= fer(0) Q,87 (1) +ã, (1) RE, (0)dt

o

seja mínimo .

Tendo em vista as Observações 2.2 e 2.3 para O sistema

controlador/observador, tem­se:

X(1;)20)
sendo x, a atualização de x. (1!) em f=1,.

Se x, (1,)=x, (1), então:

x, (ts)
x(t,)=| X(t;) E Jess | 2 |

x (ts)
co co

Observação 2.7: A escolha da aplicação da atualização das condições iniciais

em t=r1,édevidaa:

ND X=x p EM !,, independentemente da entrada r(t), pois das equações (2.56)­
(2.57) o erro de estimação,

e(1)= x, ()­XO)
satisfaz:

é ()=(A, ­ LC,)aj(1),

que independe de r(1);

11) de ), se a entrada de referência (a função degrau unitário de amplitude rn)

ocorre em r =0 ou em t =r,, tem­se x = x, em qualquer situação.P
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Teorema 2.3 O Problema 2.2 tem solução quando ((Aq — Br K ), N) é

observável, sendo O=N'KN, O=(O0,+K'RK) com O, e K dados
respectivamente pelas equações (2.65) e (2.66b). Neste caso, a atualização ótima

calculada, pela expressão:
­

— 0, nm
= =

Trim

sendo que P é a solução da equação de Lyapunov:

(Ar — Br K)  P+(Aq7 ­ BrK)P =­(Q, + K "RÁ). (2.69b)

As matrizes A, e Br, são definidas pela equação (2.60b) e A, e B, são

definidas pelas equações de (2.66b), x,(1;) é a condição inicial do sistema

planta/observador antes da atualização, O denota a matriz nx(m+n) comnx(m+n)

todos os elementos nulos, IT é a matriz identidade de ordem (m+n),

A7 'Brro, representa o valor de regime das variáveis de estado,
T

lx12 Ee x. cy] , do sistema de malha fechada submetido a uma entrada
degrau de amplitude n.

Prova: Observe que minimizar J(X,) em (2.68) é equivalente a minimizar

Jumeo) = (8700) Q,87 (0) +5, (1) Rã, (DAL,

pois no intervalo [0,:,] o índice de desempenho não se altera com a atualização.

Pela equação (2.66b) pode­se escrever:

NS  s A EATas Ea) = fer(0) (Q,+RTRÁ)E, (1) dt
s

= fe,(0)"Os, (0) dr; O=(0,+ KT RÁ). (2.690)

Das equações (2.66a) e (2.66b), a dinâmica do erro pode ser escrita como:
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é (0) = (A, ­ B,R)e(),

sendo, ((A4,­B,K),N) observável, por hipótese, com QO=N'N e

O=(OQ,+K'RK).

Como o sistema (2.60a), (2.60b) é estável, a matriz (À, —B,K ) apresenta
todos autovalores com parte real negativa. Pela Observação 2.5, após o Teorema

2.2, o Problema 2.2 tem solução e a atualização ótima x,.,de x., (N)em t=1, é
única e pode ser calculada pela expressão:

­|(1) les) (o 1] P(x7(15)+A7' Brno),
sendo P, a solução da equação de Lyapunov:

(Aq ­— BK) P+(A, = BrK)P =­O. (2.69d)

Substituindo a equação (2.69c) na equação (2.69d), obtém­se:

(Ar ­ Br KR)" P+(A7 ­ Br K)P = ­(Q, +K' RK).

Observação 2.8 : Uma condição suficiente para que ((A7­ BrK), N) seja
observável é que (Ar, J/Q,) seja observável (Lemal do Apêndice B).

2.6 Aplicação no Controle de um Pêndulo Invertido com Observador

Caso 1: Vetor de estado do pêndulo disponível

Com base nas equações (2.26)­(2.28), o sistema pêndulo invertido realimentado,

mostrado na Figura 2.6, é descrito pelas equações:

x, (N)=A,x,(1)+B/u(), (2.70a)

y)=C,x,(),

sendo que,

o)

| 20.601
Pl Oo

— 0.4095 0.5

C,=[o0 0 1 0); u()=­Kx,(0)+K,8();p?
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É(N)=r(1t)­ y(t)= e (1). (2.70b)

Dessa forma, este sistema pode ser representado pelo diagrama da Figura
2.11 sendo:

x. (1)=é(1); A,=20; B.=1 ;C.=K, ; D,=0. (271)

Aplicando­se o projeto do controlador descrito na seção anterior, as

matrizes K, C.=K,, do controle u(1t) são determinadas de forma a minimizar o

Índice de desempenho dado por (2.53):

J(u,)= feto)Qe(n)+ (u, (19) Ru,(10) di

xpt)
E(N)=x(1)—x(0%) ; x(1)=

x.(!)

(o
o

u, ()=u(t)­u(); Q= 9
o

A dinâmica do erro e(t) é:

é(N)=Ae(N)+Bu,(N),

1 o

o —l

o ; o

o — 0,5
o o

Como (A,B) é controlável e (A4,J/Q ) é observável, pelo Teorema 2.1,
existe K=[K ­K,] talqueo índice J, descrito por (2.53) é minimizado.

Utilizando o comando lgr do MATLAB obtém­se a matriz ganho de

retroação de estado K,
K=[­168.0620 —31.8293 —11.9391 —21.2706 1].

Assim, da equação (2.55a)

K =[­168.0620 —31.8293 ­—11.9391 —21.2706],

a2 3 4 5 6 7 unesp 13 14 15 16 17 18
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(2.72b)

Caso2: Vetor de estado do pêndulo não disponível

Como o sistema é observável, projetou­se um observador de forma que

XY(1), descrito abaixo, estime o vetor de estado x p (O) da planta:

X(1)=A, X(1) + Byu(t) + LO(0)­C,X(0)),
sendo L o ganho do observador.

No projeto do observador os seus pólos foram escolhidos de modo que
tenha resposta mais rápida (=5S vezes) do que a do sistema de malha fechada

(Ogata, 1997, pg. 826). O tempo de estabelecimento do sistema de malha

fechada, com os ganhos (2.72a) e (2.72b) é aproximadamente r,=40s

(conforme Fig. 2.8). Dessa forma, a parte real dos autovalores dominantes,

A, i=1,2 da matriz característica do erro, (A, ­LC,), devem satisfazer:

1, = 4.0 , com1, =8s sendo i=1,2.
real(A;)

Escolheu­se por autovalores dominantes da matriz característica do erro,

(A, ­LC,), como sendo:

A, =­0.5000 +0.5243j ; — A,=­0.5000—­0.5243j
e os outros autovalores como

Ag=A,=­3.0.

Usando a fórmula de Arckermann (Ogata, 1997, pg. 821), obteve­se:
[ ­0.3188|

—1.5269
L=10º x

0.0070

| 0.0361 |

A Figura 2.12 representa o sistema de controle com realimentação do

estado observado, com entrada, r(1t) e saída y(1), que pode ser descrito por meio

da equação que é a combinação das equações (2.56)­(2.59); (2.70a)­(2.71) e

(2.72)­2.73):
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2.6.1 Cálculo do Índice de Desempenho sem a atualização das condições

x7(1)= Az x7 (1)+ B7 (1) r()

JYN=CrXx7 (1)

x, (1)
x7(1N)=| X(1) |;

x, (1)

A, —­B,K B,K,

Ar = LC, (A, ­B,K­LC,) BK, ;

­C, 0 0

o o o fo) o o |o

0 o —0.1681 —0.0318 —­0.0119 ­0.0213 0.0010

o 0.0010 o o o o o

o 0.0840  0.0159 00060 00106 —0.0005|.
—0.3188 o 0.0010 — 03188 o o

—1.5269 —0.1475 ­0.0318 15150 —00213 00010

0.0070 O o —0.0070  0.0010 o

0.0361 0.0835 00159 —­0.0302 00106 ­0.0005

—0.0010 o o o o o |

(2.74b)

iniciais do sistema observado

O desempenho do sistema observado é dado pela equação (2.61);

J(ã,) = fer (0) 9,67 (1) +(E, (0) Rã, (1)dt
o

ET(N)=x7(1) =x7(%) ; é, (N)=u(1)—­uloo), (2.75a)

u(t)=— Kx(t)+K, 60), (2.75b)
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O
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O

oO 1

A dinâmica do vetor­erro e, (t) de dimensão (2n +1) é dado pela equação:

&7 (1) =A, 67 (1) + Bru, OO, (2.76a)

sendo que:

p
0 0

LC, (AQLC,) O
­C, 0 O

J

0.0010 O o

o o o

o o

o O o

—0.3188 o 0.0010 03188

0

o

o

o — 1.5269 0.0206 o 1.5269

o 0.0070 o ­0.0070 0.0010

o

o C
O

O
O

O
O

O
O

O

o

0.0361 — 0.0005 O ­0.0361 o

­0.0010 o o O o

a

B
Pp A

Br=|B,|=[o —­1 0 05 o ­1 o 05 of ;u,(0=­K e(O);
0

K=|o K ­K,]

=[o 0 0 O —168.0620 —31.8293 —11.939 —21.2706 1), (2.76b)

sendo que K e K, já foram calculados e são dados em (2.72a) e (2.72b).

ES
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”*. 12 13 14 15 16 17 18



47

Como a matriz (Ar ­ Br K) apresenta todos autovalores com parte real

negativa e (Ar — BK), JO ) sendo O = (O, +K' RK) é observável, existe uma
única matriz P definida positiva que satisfaz a equação de Lyapunov:

(Ar — Br KR)" P+(A7 ­ Br R)P =­(Q, + KT RÊ).

Então, o índice J(4) é dado por:

J(E)=,E), e (E)=T6, E) +(8 (1) Pe(1,), (2.77a)

sendo a matriz P :

[ 0.0004 —0.0000 00189 0.0000 ­0.0004 00000 —0.0189 —0.0000 —0.0000]
—0.0000 0.0013 —­0.0000 0.0552 00000 ­0.0013 00001 ­0.0552 —0.0000

0.0189 —­0.0000 0.8603 —0.0000 —­0.0189 ­0.0000 —0.8603 0.0000 —0.0000 2.77b)
0.0000 0Q0.0552 ­—­00000 23577 ­0.0000 ­0.0552 00000 —23577 —0.0000

P=10"x/­0.0004 0.0000 —0.0189 ­0.0000 0.0004 —0.0000 0.0189 — 0.0000 0.0000 |
0.0000 —0.0013 00000 ­—0.0552 ­0.0000 00013 —0.0000 0.0552 —0.0000

—0.0189 00000 —0.8603 00000 00189 —­0.0000 08603 —00000  0.0000

—0.0000 —0.0552 00000 —23577 00000 00552 —0.0000 23577 —00000

[­0.0000 —0.0000 —­0.0000 —0.0000 0.0000 /0.0000 /0.0000 ­0.0000 /0.0000 ]

As condições iniciais da planta antes da atualização podem ser obtidas,

simulando o sistema até T=r:,=8s, e considerando xp(t,)=X(r1,). Em aplicações

em tempo real, xps) seria obtido medindo­se X(1,) em t=r,. Para a simulação
foi considerado:

x, (0) =[0.0001 0.0001 0.0001 0.000060] e X(0)=0
e obteve­se:

x, (1,)=X(1,)=[0.0010 0.0004 0.388 ­0.0589]; é(1,)=6.0672.
Pelo Teorema do Valor Final, das equações (2.74a) e (2.74b), para

R(s)=1/s , degrau unitário, obtém­se:

x, (0)

x7(s)=| X(c) |=­(A1)'B,=|0 0 1 0 0 0 1 O 11.9391[".
E(0)

E assim,

E, (1, )|=X7(1,) —x7,() =

0.0589 0.000 0.0004 —0.6112 0.0589 —5.8719].
(2.78)

er (1,)=[0.0010 0.0004 —0.6112
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Substituindo (2.78) e (2.77b) em (2.77a), obtém­se:

J(ã,) =,(E,)+3.4690 =11.0407 +3.4690 = 14.5097 .

2.6.2. Cálculo do Índice de Desempenho com atualização das condições
iniciais do sistema Controlador/Observador

As condições do Teorema 2.2 são satisfeitas para o sistema (2.74a) e

(2.74b). Então, o Problema 2.2 tem solução e neste caso, a atualização das

iniciais do controlador / observador é única e pode ser calculada pela expressão:
H

xo=­(sa 1.1P[%]) [054 I,]P (x(t, )J+AT' Br 4&)
Ss

sendo P dada pela equação (2.77b), as matrizes A, e B, dadas por (2.60b) e

ro =1, pois foi considerado um degrau unitário.

O vetor ótimo da atualização é dado por:

[­2.19x107|
3,36x107!!
3.8x107?
­94x107?

4.860]

Observe que a atualização nas variáveis de estado do observador é

aproximadamente nula, pois em 1 =r, (tempo de estabelecimento do observador)

x,=X.

Agora:

e7(1,)=87(1,)+[0 XL]
=[0.0010 00004 06112 00589 0.0010 0.0004 ­0.6112 ­0.0589 —1.0118].

Assim, o índice J obtido usando a atualização é:

(EX) = 6,E)F IT, a) Eco) = 0, (E) F(E7(1,))" Per(1,) =11.0407 +0.6490
= 11.6897.

Dessa forma, o índice de desempenho do sistema observado é:

Jago =3.4690 (sem atualização); Ja) = 0.6490 (com atualização).
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A Figura 2.13 mostra as curvas de respostas, resultantes do sistema a uma

solicitação em degrau unitário com e sem atualização das condições iniciais.
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Figura 2.13: Curvas de respostas ao degrau unitário do sistema projetado sem e

com atualização ótima das condições iniciais do
controlador/observador
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Figura 2.14: Curvas da lei de controle do sistema sem e com atualização,

o
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Figura 2.15: Curvas da saída do integrador sem e com atualização ótima das

condições iniciais do controlador/observador com t=1,=8s

para o observador.

Observe que a melhoria do Índice de desempenho do sistema depende do

tempo de estabelecimento do observador. Para ilustração deste fato, se no projeto

anterior o observador fosse projetado com tempo de estabelecimento 1, =2s

(= 20 vezes), obteríamos os seguintes resultados:

Jco1,) = 4.333( sem atualização e com atualização),

”' = 10.0106 (sem atualização),15, +)

­—

= 1.705, (com atualização),(15,+)

­

(0,400) Jcos) FI a, 10) = 14.3439, (sem atualização)
—

(0,400) = Tron) + J(1,4) = 6.0381 (com atualização).

A Tabela 1] apresenta os dados obtidos considerando o tempo de

estabelecimento para o observador como 1, =2s e st, =8s , respectivamente.
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Tabela 1: Índices de desempenho do sistema com observador com tempo de
estabelecimento t,=25s e 1, =8s.

condições sobre os Índices 1, =2s
5

com e sem atualização Jio,1,) 24.333 Jo.) =11.0407

sem atualização J = 10.0106 J
(154,0) =

= 3.4690
(15,0) =

com atualização TJ. . =1.705 J
(14,00) —

= 0,.6490
(154,0) =

sem atualização Jo.) E 14.3439 Tio.a) = 14,5097

com atualização Joe, = 6.038 Jo, =11.6897

Note que os resultados obtidos são melhores quanto menor for o tempo de

estabelecimento do observador, t=rs,, instante este em que é aplicada a

atualização das condições iniciais.

As curvas de respostas do sistema projetado, são mostradas na figura

seguinte.

sa
íd

a
da

pla
nt

a,
y(

t)
o

o
o

S
E)

E
o D

X

—. Sem atualização
*** com atualizaçãoo á

Es) 10 15 20 25 an 35 ao

tempo(s)

Figura 2.16: Curvas de respostas ao degrau unitário do sistema projetado sem e
com atualização ótima das condições iniciais do
controlador/observador, com 1, =25s para o observador.
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A seguir, apresenta­se um método alternativo para atualização das
condições iniciais no controlador usando LMI.

2.7 Projeto do Sistema de Controle Utilizando LMI

Dado o sistema indicado na Figura 2.17, projetaremos simultaneamente

uma matriz K = ­K K" e as condições iniciais ótimas, £,, do controlador,
no caso considerado do tipo integral:

u(t) ==Kx ,(1)+ K|6(1). (2.79)

t u(r) yAI > K x,,(1)=A,x,(1)+B u(l) y=C,x,(!) >

Figura 2.17: Sistema realimentado

O sistema é descrito em variáveis de estado como:

x,(1) =A,x,()+B,u(), (2.80)

yY)=C,x,(D), (2.81)

u(t) = ­=Kx(t)+ K,é(), K=[K, K, K; K.l, (282)

é(N)=r(N­y(N=r(0)­C,x,(), (2.83)

sendo que x,(t)e R" é o vetor de estados da planta; u(t)e RN é a entrada do

controle do sistema; e(1t) é o erro; r(t) é a entrada de referência; A,e RIA

C,eE RP. B Pê R" são matrizes constantes.
Das equações (2.80)­(2.83) pode­se descrever a dinâmica do sistema por:
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E­ [&, o [ee] + [& | un + |) ro,
sendo que 0 denota um vetor com todos elementos nulos e com dimensão nx1.

Considere,

x,(1) = X,(1)=x,(0);

dé e(1) =E (1) (0);
u, (1) =u(t)­u(co).

Por procedimento análogo ao realizado nas equações (2.34b)­(2.39) e definindo

O vetor­erro e(t) de dimensão (n+1) por

e(1) = re) Se O)! ,

ée(1)= A e(t) + Bu, (1)

| ) BA= Pp :B= Pp|, o),
u,(t)=­Kx,(0) +K/é, (0) =­ÉR e),

K=[K ­Kj]l. (2.84b)

Substituindo (2.84b) em (2.84a) tem­se:

é(1) = (A— BK) e(!).

2.7.1 Análise da Estabilidade Segundo Lyapunov

Neste caso, o estudo da estabilidade segundo Lyapunov para o sistema

realimentado (2.84a) é realizado através do estudo das seguintes desigualdades
matriciais lineares (em inglês, Linear Matrices Inequalities (LMIs) ):

P(A­BK)+(A­BK)'P<O,

P>O,
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sendo P=P"',. Portanto, deve­se resolver (2.85) obtendo­se o valor de K.

Observe que (2.85) não é uma LMI, pois tem o termo PBK. Assim, é
necessária a seguinte manipulação de (2.85):

PA­PBK+A'P­K'BP<O. (2.86)

Agora, multiplicando­se ambos os lados de (2.86) por P”, observando
que P” é simétricae P” >O, tem­se:

P'[PA­PBK+A'P­K'TBP]|P'<O,

AP ­BKP' +P 'A'"­P'KTB<O.

X­P'eM=KP '=KKX.

AX+XA'­M'B'­BM+<O, (2.87)

X>O,

sendo X = X"',são LMIs. Se estas LMIs forem factíveis, isto é, apresentarem

pelo menos uma solução X e M, então o ganho do controlador é dado por:
A

K=MX".

A utilização de LMIs em projetos de controle é ampla e vem apresentando

resultados satisfatórios, além de propor à comunidade mundial de pesquisadores

uma nova linha teórica, facilitando a resolução de problemas que até então não

apresentavam solução. A idéia é descrever a solução do problema de interesse

como a solução de um conjunto de LMIs. Então, quando estas LMIs são

factíveis, uma solução pode ser obtida facilmente (Boyd et al. 1994), utilizando­

se programas computacionais disponíveis tals como “LMISol (Oliveira et al,,

1997) e o LMI Control Toolbox do Matlab.

No projeto de controle ótimo deseja­se minimizar um índice de

desempenho. Tanaka and Wang (2001), projetam um controlador fuzzy ótimo

para sistemas não­lineares resolvendo um problema de otimização que minimiza
o limite superior de um índice de desempenho quadrático. A seguir, é aplicada

esta idéia para projeto de controle ótimo, para sistemas lineares.
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2.7.2 Índice de Desempenho

A matriz de ganho de retroação de estado, K =[K —K,]) é obtida, de modo
a minimizar o limite superior do Índice J,:

J(u,)= fle"(0QeMN+u, (NR u,(0)d (2.88)
o

sendo que Q é uma matriz real simétrica definida positiva e R é uma matriz

real simétrica definida positiva ou R=O0.

O teorema seguinte fornece um limitante superior para J,.

Teorema 2.4 : O sistema (2.84a)­(2.84b) pode ser estabilizado pelo controlador

(2.79), se existir uma matriz simétrica definida positiva X e uma matriz M
satisfazendo:

XxXAX+XAT­MTBI­BM+|X MS R)| wo (2.89a)
X>OoO, (2.89b)

Além disso, o índice de desempenho satisfaz

J, (u,)< e'(0) Pe(O), (2.90)

sendo P=X"'eK=MFP.

Prova: Seja,
.

e(!)e(1) = Ko.
Então, o índice em (2.88) pode ser escrito:

J (U,)= feno S R| ê(n) dr.
o

,
em] [few] [1“| co) ' Ã feio) B |­ e/eo

sendo I/ a matriz identidade de ordem n. Dessa forma (2.91a) pode ser

reescrito:
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J,(u,)= fetal ­ ||g/ena=z fere 8 & C,e(1)dr, (2.91b)
o o

sendo que:

(2.910)

Suponha que seja possível encontrar uma matriz P, P'­=P , P>Otal
que:

P(A­BR)+(A­BRY'P <­C/ 8 R| C,. (2.922)

OU Seja,

P(A­BR)+(A­BRY'P +C/' É R C,<0. (2.92D)

Note que ­C' E R| C,<0o.
A desigualdade (2.92b) é equivalente a (2.89a). De fato, multiplicando,

ambos os lados de (2.92b), por P“!, tem­se:

P'A'­POKTB'+AP "­BKP' +PTC 8 R| CP” <O.
Sejam

X=P'":M­=­KP".

Assim,

ORI |­MXAT­MTBT+AX­BM +|X MS R| | |<o.
A seguir, prova­se que o Índice de desempenho satisfaz

J, (u,)<e'(0) Pe(O).

Considere a candidata a função de Lyapunov:

V(e(t))=e"(N) P e(!).

V(e() = Deo Pe(t))=6"(1) Pet )+ e” ()Pé()
=[(A­ BK) e(1)]" P e(t) +e? ()PI(A— BK) e(1)]
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= e"(NI(A­ BK) P+P(A­ BK) e(1)

<­e" (NC 8 x Cel).
Logo,

d 0Ten) Pe(N)<­e"mMmc F R Cel).
Integrando ambos os lados de [0,+c), tem­se:

e. too
0fato Petnda < fetos 8 x Cre(Ndr=­J (U,).

Assim,

J,(u)< lim —e"(1N) Pe(1)[ =e"(0) Pe(O),
b—+eo o

pois lim e(t)=O.

Corolário 2.1: Se (A,B) for controlável, sempre existe uma matriz definida

positiva X e uma matriz M satisfazendo (2.89a) e (2.89b).

Prova: Como (A,B) é controlável, existe K tal que A — BR é assintoticamente

estável. Então, pelo Teorema de Lyapunov dados ó6>0, Q, R e K de modo que

A­BK é assintoticamente estável, existe P=P">O0 tal que:
(A­ BK) P+P(A­BK)=­(Q+ K'TRK)­oI.

Como ó/I > 0, pode­se escrever:

(A­ BK)" P+P(A­BK)+(Q+KT RK)=­1 <O

De (2.91c), tem­se:

(Q+KTRK)=C 8 R| C,,
e assim:

O R

Logo, existe P' =P>O0, simétrica definida positiva:
(A­ BR)" P+P(A­BR)+C/ 8 e C<O.

(A­BK)'P+P(A­BR)+CTI2 lc «o.
1 7) R 1

ES
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”*. 12 13 14 15 16 17 18



Com demonstrado no teorema anterior, esta desigualdade é equivalente a :

T aMTRT
.

oa4T//0 O XXAT MTB! +AX­BM +|X ml x | 41) <o

X=P':M­=­KP".

Corolário 2.2: Se (A,B) é controlável existem KeR" e KyeR tais que O
sistema (2.84a)­(2.84b) é estabilizado pela lei de controle dada na equação
(2.79).

Prova: Decorre imediatamente do corolário anterior, observando que

K­[K ­Kj].

A desigualdade (2.89a) pode ser transformada em LMI. O complemento

de Schur (Boyd et al., 1994) converte uma classe de desigualdades não­lineares,

em desigualdades matriciais lineares (LMIs). O complemento de Schur é

ilustrado a seguir (VanAntwerp, 2000).

Seja a desigualdade matricial não­linear:

0X) SOR)' S(x)' >O0, R(x)>O, (2.93)

sendo QO(x) = Ox)", RX) =RX) e S(x) são afins em x. Então o sistema (2.93) é

equivalente a

[o | soS(x) RC)

Apresenta­se um projeto do controlador “sub­ótimo”, baseado em LMIs,

que estabiliza o sistema e minimiza o limite superior do índice de desempenho
baseado no resultado do Teorema 2.4.

Teorema 2.5 : Dadas as matrizes A e B do sistema (2.84a)­(2.84b), e a

condição inicial e(0), então as matrizes X=X' e M que permitem a
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determinação do ganho de realimentação para minimizar o limite superior do

índice desempenho Jy, pode ser obtido resolvendo as seguintes LMIs:

minimize A
X,M

sujeito a

X >O,

A eo SO
e (O) X

?

AX+XA'­M'B'­BM X  Q ­M'JR
JoXx 0 <oO.

—J/RM 0 —]

Da solução das LMIs, o ganho de realimentação pode ser obtido pela expressão:

K=MX".

Então, o índice de desempenho satisfaz J,(u,)< e(0) Pe(0) <A, sendo

Xx=P",

Prova: i) À desigualdade (2.89a) :

é equivalente a:

1(AX+X AT­MTB'­BM)­|X/0 MRI q ex, |> o:— RM

Pelo complemento de Schur tem­se:

­(AX+XAT­M'B'­BM) X (Q ­M'R
Sox 1 0 |>O,

—/RM 0 1

que é equivalente a
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AX+XA'T­M'B'­BM X(Q ­M'JR
Jo x ­ 0 <oO,

— RM 0 1

pela seguinte propriedade:

x x 1 ox,
>0S

x, x, o IX,

11) A desigualdade :

e'(0) Pe(0)<A,

é equivalente a:

1A­e'(0)X e(0)>O,
sendo X =P".

Pelo Complemento de Schur, obtém­se:
T| A e o)o,em x

e além disso,

J,(u,))<e'(0)Pe(0)<A.

2.7.3 Condições Iniciais Ótimas no Controlador

Para determinar as condições iniciais ótimas é crucial o fato que o

valor de regime dos estados x,(=), não dependa da matriz de ganho de
realimentação ótima. O lema seguinte, fornece uma condição para isso: a planta

(A4,,B,,C,) descrita em (2.80)­(2.81) não deve apresentar zeros de transmissão

na origem. Agora, como A, E RE, B,€ Re C,eE R"" então os zeros de
transmissão da planta (2.80)­(2.81) sãoos números s,e C (k=1,2..,p<n),

para os quais o sistema linear:

W A, TE=C, O iu,
'

tem solução (x,,u,) não trivial (Cruz, 1996).
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Lema 2.3: Suponha que a planta (2.80)­(2.81) não possua zeros de transmissão

na origem. Então:

x, (0) — A, BB, . 0
u(co) ­C, O nn)

sendo nr, a amplitude da entrada de referência, a função degrau.

Prova: Das equações (2,80) e (2.81), tem­se:

x, (1) = À, x,(1)+B, u(!),

ÉM=r(N)­(N=r(0­C,x,0).

No estado estacionário tem­se:

£,(00)=0=A, x,(co)+B, u(oo),

É (00) =0=r,­C,x,(0),
que podem ser combinadas como:

nh ­C, o u(co) º

Pela hipótese, a origem não é zero de transmissão da planta, assim

A, BB, A, —B,
posto =posto = n+1.

­C, O C o
Pp P

Logo, essa matriz é inversível. Portanto, tem­se (2.97).

Considere,

e(t) = x(1)— x(c),

oleo)
Dessa forma, e(0) pode ser escrito como:

x, (0)x (co)
o) =| YO EÇA,e) | E(0) — Eco) |

e (0) = x(0)x, (0),
&, =$(0)— E(c).
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e(0)=[ero) ET. (2.98)

Note que o valor de e, (0) é conhecido e independente do ganho áÁeo
valor de £, pode ser escolhido de forma conveniente. Assim, a escolha de é, é

um novo grau de liberdade no projeto de controladores.

O problema do projeto de controladores ótimos, com atualização das

condições iniciais do controlador, usando LMIs é definido a seguir.

Problema 2.3: Considere o sistema descrito pelas equações (2.80)­(2.83).
Suponha que a entrada de referência (função degrau de amplitude n,) ocorra em

1=0, ou seja:

nm, para t20,
1)= pre) | O, para t<O,

sendo que 7, é uma constante real. Determine é,, a atualização de É, (1) em

t =0O, de modo que exista P = P', tais que:

(1) P(A­BK)+(A­BK)" P<O;
(11) o limitante superior do Índice de desempenho

J(u,) = SfeTgeru R u, Jd,
o

seja minimizado.

A solução do problema proposto é apresentada no Teorema 2.6 a seguir:

Teorema 2.6: Dadas as matrizes A e B do sistema (2.84a)­(2.84b), e a condição

inicial e,(0), então o problema proposto tem solução, resolvendo as seguintes
LMIs:

minimize A

*. ' XX MU MS,
s.a
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Xp A, +A,X,­M/B,­BM,
X,,A,/ CX, ­MIBI

2%, +27 Xa
22X +23%X,

— RM,

sendo que:

M = [M,

KX»

A ez)
e, (O) X"

é, Xp

X 22

T
X 12

Xe >o
&õ

>O, (2.100)
X 22

­
T T fAX ­X C, ­ BM, X1 2: +X,7/'Q, X1Q +X/'Q» ­M/ R

. — XX"M,|; X x

T­X,C, ­C,X>
2x1 + 27X»
27X1 +2X»

­ RM,

122

<O
X OQ, + XX Q, X1Q23 + X 22» = MIR '

0

—l

(2.101)

SAE 10 = Q, 2, ;*2 Q, Q,

­C o

A, B,)'[0
e (0) = x,(0)—x,(co)=x,(0)­[1, O) : (2.101a)

Pp Rh

Da solução das LMIs (2.99)­(2.101), o ganho do controlador é obtido da

seguinte forma:

K=MX..

Neste caso, a atualização ótima das condições iniciais do controlador é

dada por:

So =&1 +E(00) ­S(05),
sendo É(07) a condição do controlador antes da atualização e

e() = A Bro,

(2.102a)

(2.102b)

(2.99)­(2.101) são obtidas a partir das LMIs (2.94)­(2.96),Prova: As LMIs

reescrevendo:

2 3 4 5 6 7

­C o
p

unesp ”*. 12 13 14 15 16 17

A,­BK BK,| . [o

1
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x=|X" Xe); mel, M,]; Ve = Q, |.Xp X» 2, OQ,»

—/1e,(O) JA, O ABe) =| E jaz| o| e B=/& |.
Note que a expressão de e (0), descrita em (2.101a), segue diretamente do

Lema 2.3, e não depende do ganho K.
O valor da atualização, £,,, decorre do fato de que:

1 =8(0) —E(0), (2.103)

pois, o valor inicial do controlador, antes da atualização é indicado por £(0') e

resolvendo as LMIs, obtém­se £, e de (2.103), tem­se:

(0) =, + (0).

Assim, é(0) é o valor inicial ótimo do controlador. Então, como

£(0) = É(0") +, o valor da atualização é, é:

E, = (valor inicial ótimo) ­ (valor inicial real),

Ou Seja,

So =, +E(00) ­S(0).

2.7.4 Exemplo de Aplicação

Considerou­se, novamente, o problema do pêndulo invertido sobre o

carro, conforme ilustrado na Figura 2.5 e com equações (2.29)­(2.32). O índice

de desempenho do sistema é o descrito em (2.41a)­(2.41b).

O problema de projeto de controlador com atualização das condições
iniciais, utilizando LMIs, é:

Minimize À e encontre X=X", Xp, Xp=X7,M,M,, é

sujeito a (2.99), (2.100) e (2.101), sendo:

x(0)=[x,00)" go) =b 0000 e
e,(0)=x,(0)—x,()=[0 O —1 Ol.
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O software LMISol forneceu A, & e as matrizes X,, X5, XX». M 1º

M, que solucionam as LMIs acima.

A solução obtida foi:

K=MX '=[­123.4044 —20.6700 11.442 —18.0065 1.2971];
[61.9943 105429 88190 125896 —1.0146|

10.5429 24999 20479 29834 —0.2368

8.8190 — 20479 3.9382 31880 —04691|;
125896 29834 31880 45495 —0.3709

| ­1.0146 —0.2368 —0.4691 —0.3709 0.2068 |

E, =­2.2597; A=15.7488.

K =[­123.4044 —20.6700 —11.442 —18.0065];

K, =­1.2971.

Portanto,

Ã|—B,K "o­C, o

o 1 o o o

—102.8034 —20.6700 —11.442 —18.0065 1.297]

(o o o 1 o

61.2117 10.3350 5.722] 90033  ­—06486
o o — o o

L

0
B=|, ] ; elco)=­ATBr,=[0 O 1 O 88228]e E(co)=8.8228.

Logo, considerando 8(07)=0, obtém­se de (2.102a), a atualização ótima

das condições iniciais do controlador como:

o = + E(00)­ E(07) =6.563].
O Teorema 2.6 resolve o Problema 2.3, obtendo simultaneamente o ganho

K, “sub­ótimo”, K=[K ­K]] e é que fornece a atualização ótima no

controlador  é,, sendo é, =6, +óÉ(c)­S(0). Observe que esse valor ótimo

depende de É pois, Elo) = ­A"' Br, com as matrizes À e B dadas em (2.102b).
Dessa forma, fica difícil a comparação da resposta do sistema controlado sem e

com atualização ótima das condições iniciais do controlador.
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O índice de desempenho obtido foi:

J, =2.0984.

Para obter o valor do Índice de desempenho foi utilizado o software

Simulink para a simulação e as equações (2.29)­(2.32).

Observação 2.8: O índice J, obtido acima é um pouco diferente do obtido na
pág.29, com atualização (J, =2.102). Note também que os ganhos K e K,

obtidos acima não são exatamente os mesmos dos obtidos nas págs. 27­33. Isso

decorre do fato que o método de atualização das condições iniciais apresentado

anteriormente, encontra o valor ótimo exato da atualização, enquanto que este

método alternativo, usando LMIs, obtém um valor ótimo aproximado da

atualização. A vantagem desse método alternativo é que outras restrições no

projeto podem ser facilmente incorporadas, por exemplo: restrição da saída,

restrição na entrada.

A seguir, apresenta­se na Figura 2.18 a resposta do sistema realimentado

considerando é, como um novo grau de liberdade e resolvendo respectivamente

as LMIs (2.99)­(2.101).
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Figura 2.18: Resposta do sistema realimentado com atualização das condições
iniciais no controlador.

Para aplicação dos Teorema 2.5 e 2.6 é necessário o conhecimento prévio

do vetor de estado inicial,x(0). O teorema a seguir, mostra que é possível
projetar o controlador e encontrar a condição inicial ótima do controlador para

todos os vetores de estado inicial da planta x, (0) em um politopo de vértices

x,1(0), k=],

Teorema 2.7: Dadas as matrizes A e B do sistema (2.84a)­(2.84b), suponha

que x, (0) =X pix,,(0), x, (0)eER",p, >O, > p.=! então, o problema
k=t k=1

proposto tem solução resolvendo as seguintes LMIs :
minimize À

XX, X MMS,

s.a

T[x | >O, (2.104)
Xp X»
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4 É pk0 é
el) XX, Xp1 |>O0,k=l..r (2.105)

Eu X12 X 22

T T
VX,A, +YAX(­M, B,­ BM, AX =X O, ­BM, X 2 +X2' Qu X1nQo + X53' 2» ­M/ R

T TnT TXpA, CX ,­M,B, ­XpC, ­C,X” XpQ FX2Oo X1pOz +X5Q, ­MVNVR
2X, +QX, 2X” Qu X» 1 0 0

2X, +07X, 22X +03X,» 0 —! o

— RM, — RM, o o ­)

<O,
(2.106)

sendo que:

M =|[M, M,|;

x=|X) xe Jfe= Q,X X 22 Q,

K=MX";

8 =[é7], k=L..r;

€ 1 (0) =x, ,(0)—x,(0), k=1...,r,

A, B,l'fo
sendo x, (0) = 1, o] :

­C o hP

Neste caso, a atualização ótima das condições iniciais no controlador é dada por:

Ev =X Pré +E(20)­ E(0), (2.107)
k=1

sendo É(e), obtido através das equações (2.102b) e é(0) a condição inicial do

controlador antes da atualização.

Prova: Decorre diretamente do Teorema 2.6, observando que toda solução de

(2.105) fornece uma solução de (2.100), pois:

(1) e,(0)=x,(0)­x,(0)=3"p,x,,(0)­x,(0)
k=)

=X pr(x.(0)­x,(0)), pois XY'p,=l;
1k= k=1
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1 XY Pen (0)' 3 Prén
k=l k=1

= 3 Prep (O) Xn" X12'
k=l

3 Prón X X>
| ax

­

À ê, (0) >Prón
k=1

e, (0) Xu Xp

DITA X1 X >>
k=

2.7.5 Exemplo de Aplicação

Considerou­se o problema do pêndulo invertido descrito pelas equações

(2.29) a (2.32), com vetor de estado inicial,

x,(0)=[x(0) x3(0) x;(0) x,(0)]', (2.108)

satisfazendo :

Ximín E X1(0) S Ximáx o

Xamin E X2(0) E Xo máx »

X3mm É X3(0) E X35máxo

Xamin É X4 (0) < Xamáx + (2.109)

x) (0) = AXimin FAX máx >

X2(0) = AzXamin + A4Xamáx >

X3(0) = AsX3min + A6X3máx >

X4(0) = X7Xa4min + XgXamáx (2.110)
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+, =1; 4+4,=1; a,+aç=1; a7+0&=1; a 20, k=1,...,8. 2111)
Então, por (2.110)e (2.111), pode­se escrever:

(Az + A WAs + AÇWNA7Z +AZWA Xi min + X2Ximáx)
(A, + 7 WNAs + AÇNAz + AFZWNA3%X9min + X1X2máx)

)

)

(A + A7)(Az + A4NWNA7Z + AgIWAsX3min FTX6X3máx
(A, + X7W/Az + A WNAs + AWNA7X4min TAFXamáx

x,(0)=
16

= > PRAx os
k=l

Pr ANA; Pp =AMA;AÇA,;,

Ps = ANO, PQ =0NNA;Ag;,

Pg = AAAÇA Po 00,

mn SAGA Po =0AA;AAg;

Pia = AAASAE; Pis =AMAIAÇÕ; Pré = OA JAÇAs ; (2.112)
16

PLZO0, DMA,
k=)]

,i=1,...,4, ou seja

XImin xmáx
Xomáx

|.
X2 min

; Às
X3min XI min

[| Xamin | Xamin

XImin X1min

X2máx X2 máx

X3 máx X3min

L xamin L X4máx

máx min Xmáx

Xamin
|, X2 máx

“3 máx X3 máx
xa máx x4máx

| Xamin

Dessa forma, x, (0) estáno politopo de vértices

Para ilustração, considerou­se:
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Xamín = TT/10;x, 4, =77/10;

Xa4min — —O.1; Xa4máx — 0.1.

Assim, e,,(0) =x,(0)­x,(c)=A,­[0 O 1 OI; k=1,..,16,são dados

[­1.0472 —03142 —2.2000 —0.1000]';

[­1.0472 ­03142 ­22000 0,1000])";

[­1.0472 —03142 02000 —0.1000]);

[­1.0472 —­03142 02000  0.1000)”;

[­1.0472 03142 —2.2000 —0.1000]";

[­1.0472 03142 ­2.2000 0.1000])”;

[­1.0472 0.3142  /0.2000 —0.1000]”;

[­1.0472 03142 02000 0.1000]';

[­1.0472 —03142 —­2.2000 —­0.1000);

[ 1.0472 —03142 ­2.2000 —0.1000])";

[1.0472 —03142  0.2000 —0.1000]';Puno

e [1.0472 —­03142 02000 0.1000)”;pl2

e [ 1.0472 0.3142 —2.2000 —0.1000])”;p13O

e 1a [ 1.0472 0.3142 —­2.2000 —0.1000]';

e [1.0472 0.3142 /0.2000 —0.1000])”;pl

[1.0472 0.3142 —0.2000 0.1000]”.
As matrizes Q e R que definem o índice de desempenho foram adotadas

É n16 =X

como sendo:

100 O

Oo

o

(+

O

Aplicando o Teorema 2.7:

Minimize À e encontre X,,, XX, X», M,,M,, é, sujeitoa (2.104)­(2.106).

ES
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”*. 12 13 14 15 16 17 18



72

O software LMISo]l (Oliveira et al., 1997) forneceu À e as matrizes X,,,
X 12) XX», M,,M,, 6, que solucionam as LMIs.

A solução obtida foi:

A=71.2895 ;

K=MX '=[­1284377 —21.6821 —8.6279 —15.3897 07873];
[32.9235 4.9388 40010 6.1730 — —0.3731]

4.9388 — 1.2352 1.0684 1.7188 — —0.0987
4.0010  1.0684 —2.5104 1.8584  ­02404I;

6.1730 —1.7188 1.8584 29471. —01721

1 ­0.3731 —0.0987 —­0.2404 —­0.11721 0.132 |

& =[847] =
[­7.2936 —7.0336 —2.9355 —26756 —68252 —65652 —24671] —2.2072
—7.2936 —1.1646 2.9335 3.1935 —­0.9562 ­06962 3.4019 3.6619 |.

De (2.110)e (2.111) dado x,(0)=[x(0) x;(0) x3(0) x,4(0)]", obtém­se:
XxX (O) xXx; X5 (0) =X,a = 1 máx + a, =l­a; a, = 2(O) 2máx Ad, =1­A3;
Ximín 7 XImáx X2min > X2máx

X23(0)= X3,14 X4(0)— Xamá—?3 3máx .
— . — *4 4máx

—1.As AAA  aç=1­as, Aq =—A—AA———a =1­a,.
X3min ” X3máx Xamin ” Xalmáx

E portanto, de (2.112) calcula­se p,, i=1,...16.

O valor ótimo da atualização é obtido usando (2.107):

E = 3 Pó +S$(0) ­S(0).
k=|

A Tabela 2 descreve o valor ótimo da atualização, £,, do controlador

obtido usando a equação (2.107) dependendo do vetor de estado inicial, x,(0),

no politopo. Para o cálculo, considerou­se (07) =0. De (2.102b), o valor

obtido de e(c) foi:

elo) =­ABr =[0 0 1 O 109592],
e assim,

E(so) = 10.9592.
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de estado inicial da planta x, (0), com 8(0)=0.

Tabela 2: Valor ótimo da atualização para o controlador, dependendo do vetor

x, (0) É (atualização) J (índice)

[­x/3 ao —12 —oO1| 3.6656 64.6200

Ex/s ­a/10 1 01) 9.0904 13.3467

[1/8 001 05 001) 10.9158 4.0872

[x/10 01 O O1) 10.2282 3.28360

lo 0 o o) 8.7765 2.0332

A Figura 2.19 apresenta a resposta do sistema, y(!) com atualização para

3 4 5 6 7

diferentes valores do vetor de estado inicial.
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Figura 2.19: Respostas do sistema para diferentes valores do vetor de estado

inicial da planta, x, (0), com a atualização das condições iniciais,

proposta, descrita na Tabela 2, com 8(0)=O0.
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CAPÍTULO 3

ATUALIZAÇÃO DAS CONDIÇÕES INICIAIS NO
CONTROLADOR PARA SISTEMAS DISCRETOS NO TEMPO

3.1 O Problema do Controle Ótimo

Considere um sistema de controle linear discreto no tempo, dado por:

x(k+ D=Gx (k)+ Hu(k) (3.1a)

x(O)=c (3.1b)

que é suposto ser controlável sendo que x(&) é o vetor de estado de dimensão n,

u(k) é o vetor de controle de dimensão r, GeER""e HeR"“ são matrizes dadas

com G não singular, possuindo todos os autovalores com módulo menor que 1.

Fixado N>1, o problema de controle quadrático ótimo discreto no

intervalo [0,N] consiste em encontrar a seqgiiência de controle ótima, u(k),

k=0O,..., N, que minimize o Índice quadrático de desempenho:

J)=229"(X"() O x(k)+u'(k) Ru(k)) 3.2)
k=0

sendo que Q é uma matriz real simétrica definida positiva (ou semidefinida

positiva) e R é uma matriz real simétrica definida positiva.

As matrizes Q, R são selecionadas de forma a ponderar a importância

relativa das medições de desempenho causadas pelo vetor de estado

x(k) (k=0,1,2,...,N), a importância relativa do vetor u(k)(k=0,1,2,..,N),

respectivamente.
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O seguinte teorema resolve o problema de controle quadrático ótimo
discreto no intervalo [0O, N].

Teorema 3.1: (Franklin et al., 1998 , pg. 365) A lei de controle ótimo para o
sistema (3.1a), (3.1b) com índice quadrático (3.2) é :

u(k) =­K(k)x(k)

sendo que a K(k) é a matriz de retroação rxn:

K(k)=[R+H'P(k+DH]'HT P(k+DG
e P(k)é a solução da equação discreta de Riccati

P(kh) = Q+GTP(k+DG­GTP(k+DH[R+H' P(K+DH]' HH P(Kk+DG,
determinada recursivamente, com condição final

P(N)=Q,

isto é, pode ser resolvida unicamente caminhando­se para trás, variando k de

N­—1 até O. Além disso, o valor mínimo do índice de desempenho é

>*"(0) P(O) x(0). (3.3)

Note que o valor mínimo do índice desempenho J, dado pela equação (3.3)

é uma função de P(O) e do estado inicial x(0).

Prova: ver Apêndice E.

3.1.1 Controle Quadrático Ótimo em Estado Estacionário

O processo de controle visto anteriormente é finito (N é finito). Neste

caso, a matriz de ganho de retroação K(k) se torna uma matriz variante no

tempo.

Agora, o problema de controle quadrático ótimo considerado é quando o

processo continua sem limite, isto é, N cresce ilimitadamente. Na medida que N

cresce ilimitadamente, a solução ótima de controle se torna uma solução de

estado estacionário e a matriz de ganho variante no tempo K(k) se torna uma
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matriz de ganho constante. Uma tal matriz de ganho constante K(k) é chamada

matriz de ganho em estado (regime) estacionário e será descrita por K.

Para o problema de tempo infinito (N =+eo), o índice desempenho é:

Ju)=>3"(x" (00 x(k)+u (k)Ru(k)). (3.4)
k=0

O teorema seguinte fornece condições suficientes para existência e

unicidade da solução da equação de Riccati e a seqiência de controle ótima

u(k), k>O que minimiza o índice de desempenho dado por (3.4).

Teorema 3.2: (Antsaklis and Michel, 1997, pg.349) Sejam O uma matriz real

simétrica definida positiva (ou semidefinida positiva) e R uma matriz real

simétrica definida positiva. Suponhamos que (G,H) seja controlável e (G, Jo )
seja observável, então a equação de Ricatti,

P=Q+G'PG­G'PH(R+H'PH)' H'PG (3.5)

tem uma única solução P simétrica definida positiva tal que a matriz,

G­H(R+H'PH)Y'H'PG,

apresenta todos os autovalores com módulo menor que | e a lei de realimentação

u(k)=(R+H' PH) 'H'PGx(k)

torna o Índice (3.4 ) mínimo e igual:

2x0) P x(0).
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3.2 Especificação das Condições Iniciais Ótimas no
Controlador

Considere o sistema de controle linear discreto, controlável e observável

definido pelas equações:

xp (k+D=G,x,(k)+ H Ju(k) (3.6a)

Y(k)=C,x, (k)

sendo que, xp(k)e R" é o vetor de estado; u(k)eR é a entrada de controle do

sistema; G , E RP: H,e RR”! y(K)ER é a saída do sistema e C, ER,
Considere também, que é possível escolher um controlador:

x, (k+D=G,x,(k)+H, e(k) (3.6b)

u(k)=C, x (k)+ D.e(k)

sendo que x,eR” é o vetor de estado, ee RN É Oo Vetor erro, e(k)=r(k)— y(k);

r(k) a referência; GeNR""; H.eRM; CER"; DER, de tal modo que o
sistema realimentado, mostrado na Figura 3.1, com entrada r(k), e saída y(k)

seja estável.

DX) x(k+D)=G,x,(k)+Hek | x, (k+1)=G,/x,(k)+H Ju(k)
u(k) =C x. (k)+ D.e(k) yY(k)=C, x ,(k)

Figura 3.1: Sistema realimentado com controle dinâmico.

O sistema completo é descrito pelas equações:

x(k + )=Gx(k)+ Hr(k)

Y(k)=Cx(k)

sendo que
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x (k) ­H.C, G Cc
x(0=[ 2]; 6º ­H,D.C, "e

ne[ |: c=lc, o] (3.7b)

O problema do projeto em estado estacionário de controladores ótimos

com atualização das condições iniciais do controlador é definido a seguir.

Problema 3.1: Considere o sistema controlado (3.7a), (3.7b) estável e que na

entrada, a referência (função degrau de amplitude r,) ocorra em 1=0, ou seja:

Ra, se k>O ,
r(k)=

O , se k<O,

sendo que r, é uma constante real. Determine, x.,, a atualização de x,.(k) em

k=0 , de modo que o índice de desempenho,

Jx, IES EO e(k))
k=0

seja mínimo.

Em (3.89), Q é uma matriz real simétrica definida positiva (ou

semidefinida positiva), e(k) representa o erro entre x(k) e o seu valor de regime,

isto é:

E(k) = x(k) — x(co). (3.8b)

Observação 3.1: A atualização de x,(k) em k=0O significa: x,(0)=x,(0 )+xX.,

sendo que, de (3.7a), como r(k)=0 para k <O, x(0 )=Gx(­1) é o valor de x(0O)

antes da atualização e k=­1l corresponde ao instante 7º segundos antes da

aplicação da função degrau de amplitude n7, sendo T o período de amostragem.

so tro] 0 Jeso] 0 |!x.(0) X co X co

Tem­se que:
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x. (k) ­H.C, G [6
x(0=| 20]; e ­H,D.C, "Ee

| ; C=le, o] (3.76)

O problema do projeto em estado estacionário de controladores ótimos

com atualização das condições iniciais do controlador é definido a seguir.

Problema 3.1: Considere o sistema controlado (3.7a), (3.7b) estável e que na

entrada, a referência (função degrau de amplitude r,) ocorra em r=0, ou seja:

r(by= À , se k>O,
O , se k<O,

sendo que r, é uma constante real. Determine, x.,, a atualização de x.(k) em

k=0, de modo que o Índice de desempenho,

J(x,)=23X" (E0)TO 6()
2 k=0

seja mínimo.

Em (3.8a), À é uma matriz real simétrica definida positiva (ou

semidefinida positiva), e(k) representa o erro entre x(k) e o seu valor de regime,

isto é:

e(k)=x(k) — x(co). (3.8b)

Observação 3.1: A atualização de x.(k) em k=0O significa: x,(0)=x.(0 )+x.,

sendo que, de (3.7a), como r(k)=0 para k <O, x(0)=Gx(­1) é o valor de x(0)

antes da atualização e k=­] corresponde ao instante 7 segundos antes da

aplicação da função degrau de amplitude nr, sendo T o período de amostragem.

sor 0 =soo] 0 !x. (0) X ço Xço

Tem­se que:
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Vale um resultado análogo ao Lema 2.2 para sistemas discretos no tempo,

quanto ao efeito da atualização das condições iniciais no controlador no valor de

regime dos estados e da saída. Isso é o que diz o lema seguinte.

Lema 3.1. Considere o sistema descrito pelas equações (3.7a) e (3.7b). Suponha

que:

(1) o sistema seja estável;

(11) as condições iniciais do controlador sejam alteradas, isto é:

­

0 x, (O)
" —|

*px(0)=x(0 el) 00)=| 17 |.
sendo x(0) a condição inicial antes da atualização e x., a atualização das
condições iniciais do controlador;

(ii) seja aplicada uma entrada r(k)=nr,, k>O, sendo r, uma constante real.

Então:

o valor de regime dos estados, x(co)=(I ­G)' Hr, permanece inalterado,

com a atualização das condições iniciais, sendo que 7 denota a matriz
identidade de ordem n;

o valor de regime da saída, y(co)=C(I —G) 'Hr,, permanece inalterado, com

atualização das condições iniciais do controlador.

Prova: Considerando o sistema sem a atualização das condições iniciais, isto é,

x(0)= x(07) e aplicando o Teorema do Valor Final (Franklin et al., 1998),
obtém­se de (3.7a):

x,,(2o)= lim x, (k) =lim(2 1) X ,(2) = lim(2 ­ D(21 ­G)* É | 2 ) rn + ao)— co 2 1 z2—

=(I­G)Y'Hr, (3.10)

Em (3.10), x,,(k) designa x(k) sem o ajuste da condição inicial. Assim o valor

da saída será:

7,4 (00) = Cx, (00) = C(1­G) Hr,. 3.11)

Considere agora o sistema com atualização das condições iniciais, ou seja,
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x(0) = x(0)+ lo X. ' r. Então de (3.7a) tem­se que:

: o +zlx(07)+b x")x(0o) =lim(z ­DX(2)= lim(z — DT ­G)* É |
=(I­Gy'Hr,

e desta forma,

yY(0) = Cx(co) = C(1­G) Hr,,

e a prova está concluída.

Para a solução do problema proposto, necessita­se do lema seguinte,

análogo ao Lema 2.2 para sistemas contínuos no tempo.

Lema 3.2: (Chen (1999), pág. 135) Seja G uma matriz com todos os

autovalores com módulo menor que 1. Para toda matriz real simétrica

semidefinida positiva Q=N 'N com a propriedade que (G,N) é observável, a

equação discreta de Lyapunov

G' PG­P=­N'N, (3.12a)

tem uma única solução P simétrica definida positiva dada por:
+oo

P=SX"(G")Y"o6G". (3.12b)
k=1

Prova: Apêndice F.

A solução do problema proposto é apresentada no teorema a seguir:

Teorema 3.3. O Problema 3.1 tem solução quando (G,N), for observável,

sendo EO = N TN. Neste caso, a atualização ótima das condições iniciais do
controlador é única e pode ser calculada pela expressão:

s. (0x ne] (O mocm 1, |P(Gx(­1)­U, ­G) Hr,) (3.13)
m
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sendo que P é a solução de (3.12a), Gx(—­1) é a condição inicial do sistema

planta­controlador antes da atualização (como descrito na Observação 3.1), Or«

denota a matriz kx£com todos os elementos nulos e 7, a matriz identidade de
ordem £.

Prova: O problema consiste em encontrar o vetor x.,, de modo a minimizar o
co”

Índice

1 +00J(x.,)==> (e(k))"O(E(k)).
210

Tem­se pelas equações (3.7a), (3.7b), 3.8b) e x(=) =(I­G)' H r, que:

E(k +1) =x(k + 1) — x(o) =Gx(k) + Hr — x(co)

=Gx(k) +(I1 — G)x(co)— x(co)

=G(x(k)—x(0))=G e(k).

Devido a (3.15), para k> 0, tem­se:

e(k)=G*e(0),

sendo que:

E(0)=x(0)— x (co) (6 xCD+| Jeu­=6y Hm :
co

Dessa forma, pode­se escrever de (3.14) e (3.16),

TX) => (G'E(0) QG*E(0)
k=0

=> E0) (GNQG*e(0)
k=0

=> (e(0)" 3 (Gt EGts(O)
k=0O

=> (0) Pe(O),
sendo que P=P">O0, dada em (3.12b), é a solução da equação (3.122).
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Substituindo £(0) em termos de x., em (3.18), o resto da prova é similar a

prova do Teorema 2.2 para sistema contínuo no tempo.

Observação 3.2: 1) O índice de desempenho dado em (3.4), com lei de controle

u(k) =­Kx(k), com x(k) satisfazendo (3.1) pode ser colocado na forma (3.82)
pois,

J(u)= S x (DO x(k) +u" (k)R u(k))
k=1

=X x'(h)O x(k)

sendo,

O=(Q+K'RK); x(k+1)=(G­ HK)x(k);

11) Se u(k) =­Kx(k) estabiliza o sistema e (GQ) é observável, então pode­se

provar que (G — HK, N) é observável, sendo O = NTN, O=O+K'RK (Corolário

1 do Apêndice B) e assim, o índice de desempenho (3.4) pode ser calculado,

conforme descrito nas equações (3.14)­(3.18):

J 9)=>3"(7 (00 x()+u” (ER u(lo)
=0

= x(0)" PLx(0)
sendo P, = PV" > O, a única matriz solução da equação de Lyapunov:

(G­HK)' P,(G­HK)­P, =(Q+K'RK); (3.19)

111) Pode­se provar que se em (3.4) o ganho Ké ótimo isto é, u(k) =­Kx(k)

minimiza J, então a equação (3.19) reduz­se à equação (3.5). Assim, neste caso

P,, a solução de (3.19) e a solução P da equação de Riccati (3.5) são iguais

(Lema do Apêndice G).
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3.2.1 Especificação das Condições Ótimas para Controlador Integral e
Retroação de Estados

Considere o sistema de controle discreto no tempo, controlável e

observável, definido pelas equações:

x, (k+D=G,x,(k)+Hyu(k),

| u(k)=K,v(k)—Kx ,(k),
v(k +D=r(k)—­y(k)+v(k),

Y(kh)=C,x(k),

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(321)

sendo que xp (k) é o vetor de estado de dimensão n, u(k) é o vetor de controle,

GeNRN“e HeR"são matrizes dadas com G matriz não singular, K, é a

constante de ganho integral e K a constante de ganho de retroação.

No projeto do controlador os ganhos K7 e K são determinados de forma
que o sistema seja estável e exiba uma resposta transitória aceitável para a

entrada degrau unitário. À Figura 3.2 apresenta o sistema de controle
considerado.

$ qui

[
””

RB
Controlador integral K

Processo com retroação de estado

Figura 3.2: Sistema realimentado com controlador proporcional integral e

realimentação de estados

O sistema de malha fechada para entrada em degrau unitário pode ser

descrito pelas equações abaixo:

2 3 4 5 6

Xx(k +1)=Gx(k)+ Hr(k)

Y(h)=Cx(k)
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sendo que:

2 x5(k)] , [G,­H,K H,K,|xX(Rk) [E [e] ­C, : 1 ;

(3.22b)

Para o sistema (3.22a) e (3.22b) a solução do Problema 3.1 é apresentada

no corolário seguinte.

Corolário 3.1 : Para o sistema (3.22a) e (3.22b), a atualização das condições

ótimas no integrador, referente ao Problema 3.1, é dada por:

——b 11P(GX(D)­(G­1,)"Hr)
” lo 11P lo 1J'

(3.220)

sendo que 0 denota um vetor de elementos nulos I1xn, P é a solução de (3.122)

e Gx(—1) é a condição inicial do sistema planta­integrador antes da atualização.

Prova: Segue do Teorema 3.3, quando a ordem do controlador é m=|1.

A seguir, descreve­se um método para se determinar os ganhos K,e K do

vetor de controle,

u(k)=K,v(k)—Kx ,(k),
de modo que minimize um índice quadrático, quando a planta não possuir zeros

em z=|I.

3.2.1.1 Projeto do Controlador

Considere o sistema de controle de malha fechada para entrada degrau

unitário descrito pelas equações (3.22a)­(3.22b).

Os ganhos K,e K do vetor de controle,

u(k)=Kv(k)— Kx ,(k),
são determinados de forma que o índice de desempenho:
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JJ DS (e, 00) Qu, (e) + (4, (e) Ru, (1) (3.23b)
k=0

seja minimizado, sendo que Q e R são matrizes simétricas definidas positivas,

xXx ,(k) & u,(k) são respectivamente o erro entre x(k) e u(k) e os seus valores de

regime, ou seja:

x(k)=x(k)—x(0); u,(k)=u(k)—u(co) (3.23c)

3.2.1.1.1 Determinação dos ganhos Ky e K

Com procedimento análogo ao realizado para o caso contínuo, pode­se

obter a dinâmica do erro x,(k) utilizando as equações (3.18)­(3.21), (3.23a) e

(3.230):

x, (k+N)=6Gx,(k)+Hu,(k), (3.24a)

[So 1. gole,
­C, 1) 0

sendo que

u(k)=­Rx,(k); K=[K ­K,] (3.24b)

Nas condições anteriores (6G,H) é controlável (Apêndice H). Observe
que (Go) é observável pois: posto Nie) =n+1(Q é positiva definida).

Então, pelo Teorema 3.2, existe K ótimo tal que o índice J é
minimizado.

Para a determinação da matriz K, resolve­se a equação algébrica de
Riccati

P=Q+6G'PG­G'PH(R+H'PH) 'H'PG. (3.25)

O comando dlgr do MATLAB fornece a solução da equação (3.25) para
sistemas discretos e determina a matriz de ganho de retroação, ótima

K=(R+H'PHY'H'PG.

Seja K=[K ­K,lcom KeN" e K,eRN. Dessa forma os ganhos K, e
K são obtidos.
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3.3 Exemplo 1

Considere o sistema realimentado, como na Figura 3.1, com:
0.9048 O 0.9516

G,= ; H,= ; C,=[lo 0.1);
0.9516 1 0.4837

G,=0.3679; C,=­3.5650; D,=664 H=.

O sistema realimentado, dado por (3.7a) e (3.7b), possui as equações:

x(k +D=Gx(k) + Hr(k) , (3.27a)

Y(k) =Cx(k),

sendo que:

(ko) [0.9048 ­—­0.6319 ­3.3926
xx(k) | p ; G=[09516 06788 —17245|;
x(k)

o —O.1 0.3679
LL

[6.3188

H=| 3.2120 | ; C=[0 0.1 O]. (3.27b)
10

Adotou­se o Índice de desempenho dado como em (3.8a) com Q = CTC:

Tx, )=2 2, (20 Q e(o) (3.270)
k=0

Supondo que no instante k=0, a amplitude de r(k) é alterada para o valor

n=1, então x.(k) será atualizada, passando de x.(0') para x.(0)+x,., sendo

X.o, O Valor da atualização. De acordo com a Observação 3.1, considerando que

as condições iniciais da planta e do controlador sejam nulas, isto é:

(3.28)xp (0) =0 e x.,(0)=0,
tem­se:

x(0) quo Fe o x, (3.29)
x,(0) X co

sendo que 0 é o vetor de elementos nulos 2x1.

O erro entre x(k) e o seu valor de regime, é:
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E(k) =x(k) — x(c)

e de (3.10),

x(0)=(1­G)* Hr, =[|o 10 o of
A dinâmica do erro, de acordo com a equação (3.15) é:

E(k + I)=Ge(k),

sendo que,

e(0)=x(0)— x(co)=[0 0 x] ­=(1­G)* Hr
=[o —10 xl.

O índice em (3.27c) é dado por:

J(x,,)=2 (20) Pe(0),
sendo que,

0.0728 —00031 ­—0.3354

P=|­0.0031 00205  /0.0530 |,

—0.3354 00530  1.8883

é a solução da equação:

GT'PG­P=­C'C,

que pode ser obtida usando o comando dlyap do MATLADB.

O valor x., da atualização, obtido de (3.13), com x(—­1)=0O é:

— lo o 1)Plo ­10 of
= =0.2806.

Ú" lo o 1)P[o o 1J'

Como, de (3.31)

e(0)=[o —10 Xcol ?

(3.32b)

obtém­se de (3.32a)­(3.32b) o índice de desempenho sem atualização (x,, =0):

J=0)" P £(0)=1.0259,
e o Índice de desempenho com atualização (x,, = 0.2806):.

J=e)" P 8 (0) =0.9516.
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A Figura 3.3 mostra a resposta do sistema de malha fechada com e sem

atualização das condições iniciais, considerando o tempo de amostragem T=0.2s.
sa

íd
a

da
pla

nt
a,

(X
T

)

xx*+* sem atualização
0000 com atualização

o 1 1 4 n da 1 1. n do.
O 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

kT

Figura 3.3: Resposta da saída da planta do Exemplo |.

O exemplo a seguir mostra o efeito da atualização das condições iniciais
no projeto de controle do pêndulo­invertido.

3.4 Aplicação no Projeto de Controle do Pêndulo Invertido

O sistema considerado é o apresentado no Seção 2.3, descrito por meio
das equações (2.26)­(2.28).

Como se deve projetar um sistema de controle digital, o primeiro passo é
discretizar a equação de estado (2.29)­(2.32). A discretização foi feita utilizando

o período de amostragem T=0.1s. Obtém­se o seguinte sistema equivalente:

xp (k +D=G,x,(k)+H u(k), (3.33)

u(k)=K,v(k)— Kx ,(k) , (3.34)

v(k+D= r(k)— y(k)+v(k), (3.35)

yY(k)=C,x(k), (3.36)

sendo que:
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11048 01035 O O — 0.005]

2) 21316 11048 O O]  |­01035
1

0

P | ­00025 —0.000]
—0.0508 —0.0025

; C,=[o 01 0] 337),

o! P | 0.0025
1 0.0501

e K, é a constante de ganho integral e K a constante de ganho de retroação. Este

sistema pode ser representado pela Figura 3.2.

Os ganhos K, e K do vetor de controle são determinados de forma que o

índice de desempenho:

J(u,)=> (x,(k))" Ox, (k)+(u,(k))' Ru, (k) (3.37a)

seja minimizado, sendo que:

; R=0.01 ; x (k) =x(k)—x(0);

NEJSICIIR
ul ulco00] v(k) |; u,(k)=u(k)—u(oo).

3.4.1 Determinação dos ganhos K, e K

O sistema de malha fechada para entrada degrau unitária descritas por

(3.22a) e (3.22b) são:

Xx(k + 1)=Gx(k)+ Hr(k), (3.38a)

Y(k)=Cx(k),

sendo que:

gr AJK H,K,
­C, 1

| nu ; C=[c, ol. 3386)
A dinâmica do erro dada por (3.24a)­(3.24b) é:

x, (k +D)=Gx,(k)+ Hu,(k),

sendo que:
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| 1.1048

2.1316

0.1035

1.1048

| ­0.0051 |

—0.1035

—0.0025 — 0.000] 0.0025

—0.0508 —0.0025 0.0501

o o o)
L L

À

Ao

u,(k)=­Kx,(k); K=[K ­Ki]). (3.39b)

Como o sistema é controlável e (6,/Q ) é observável existe K ótimo, tal
que o Índice J é minimizado. Para determinar a matriz de ganho de retroação de

estado, K , há necessidade de resolver as equações de Riccati, dadas em (3.5),
conforme descrito na seção anterior. Utilizando o Matlab, determinou­se a

matriz de retroação de estado K , que minimiza o Índice J como:

K=[­863684 —17.9759 —93713 —11.3125 — 03488]. (3.40)
Dessa forma obtém­se de (3.39b):

K,= —0.3488, K=[­86.3684 —17.9759 —9.3713 —11.3125). (3.41)

3.4.2 Cálculo do Índice de Desempenho sem atualização das condições iniciais

Por cálculo análogo ao realizado nas equações (3.14)­(3.18), o índice

(3.37a) é dado por:

> (x.(0)" Px, (O) (3.42)

sendo que:

478.2660
72.4357
99.2253
98.8017
— 4.0014

P=

3 4 5 6

7T2.4357
18.4557
25.5823
26.3545
—1.0106

99.2253
25.5823
69.5129
44.1094
— 3.2430

é a única solução, P=P" >O0, da equação

98.8017
26.3545
44.1094
45.2822
—1.7610

(G­ BK) PG­AK)­P=­Q,,

7 unesp ”. 12 13 14 15
E
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7.4695 1.5526  /0.8395 09770 —0.0301

THA
1.5526 03241 01747 02034 —0.0063

O,=(Q+K RK)=10ºx| 08395 01747 01945 01100 —0.0034|.(3.43b)
0.9770 02034 01100 01290 —0.0039

— 0.030]! ­—­0.0063 ­0.1290 —0.0039 0.001]

Agora:

x,(0) = x(0) — x(c).

Supondo as condições iniciais nulas, isto é,

x,(0)=0 e v(00)=0

e como, por (3.10)

x(co)=(1­G)” Hr, =|O 010 26.8651],
sendo r,=1, obtém­se:

x,(0)=[0 O —1 O —26.8651]".

Logo, o Índice de desempenho em (3.37a) sem atualização é:

E.(0))" Px, (0) =96.3780.
Deseja­se a seguir, verificar o efeito da atualização das condições iniciais

no integrador para o Índice em (3.372).

3.4.3 Cálculo do índice de desempenho com atualização das condições iniciais

A Figura 3.4 apresenta uma forma de implementação da atualização das

condições iniciais do integrador que passa de v(0') =O para v(0) = x.,
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ME) ada

Figura 3.4: Diagrama de blocos do sistema de controle de um pêndulo

invertido com atualização da condição inicial no controlador (PI).

Da Figura 3.4, sem atualização quando x,, =0, tem­se:

vV(k) = v(k); v(k+1)=v(k)+e(k);

u(k) =­Kx ,(k)+ Kyv(k),

e com atualização:

V(k) =7(k)+x, (3.43c)

u(k) =—Kx ,(k) + K,v(k).

Do diagrama, a equação (3.43c) é obtida tomando a transformada­z:

Z(v(k+D)=z2V(2)— zv(O),

e portanto

TZI(k+D) =V(2)­v(0),
e considerando v(0) = v(0")+x,.,, então:

V(z) = Zk+DIH+WO)+ xy.
Z

Como no diagrama é suposto que v(0")=0, tem­se:

VID=22Z0k+DI+X,, (3.43d)
rá
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— o que justifica a equação (3.43c).

Assim, a dinâmica do sistema completo com atualização é dada por:

x, (k+D) =G,x,(k) + H u(k),

ulk)=K,v(k)­K x, (k) ;

v(k)= V(k)+Xx,,

yY(k)=C,x(k) .
A dinâmica do sistema completo é descrita por:

X co[EA IOS "E ES: H,K, ro),V(k +1) ­C, 1 T(k) | df
­

x ,(k)xkj=lc, o] ES
sendo que r(k)=nm, é a função degrau.

Note que esta equação é equivalente à equação:

x, (k+D] [G,­H,K H,K,
v(k+D) || ­C, | +

y(k)=lc, o] ES) (3.48b)

com v(0) =v(0)+x,.

A atualização da condição ótima no integrador dada por (3.220) é

lb o o o 1)Plaxcn­a­6)"An)
lo 0 o o 11Pfo 0 0 o 1 =15.22069, (3.49)

co

sendo que G e H são dadas por (3.39b)e P por (3.43b).
De modo similar ao efetuado nas equações (3.14)­(3.18), obtém­se o

Índice de desempenho com atualização:

> ,00)" Px, (O), (3.50a)

x, (0)=x(0)—x(0); x(0)=x(0)+[0 x]
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Assim,

x. (0)=[o o 0 o 152269)­fo 0 1 O 26.8651]
=[o 0 —­1 O —11.6382]. (3.50b)

Substituindo (3.50b) em (3.50a), obtém­se o Índice de desempenho com
atualização:

(3 x,(0)7) Px, (0) =31.7703.
Então, o Índice de desempenho do sistema é:

J= 96.3780 (sem atualização); J =31.7703 (com atualização).

À seguir, serão apresentadas as curvas de respostas, resultantes do sistema

a uma solicitação em degrau unitário com e sem atualização das condições

iniciais. Na Figura 3.5 também é mostrada a curva do controle u(t).

o o

bh

o o

Le
o

[a
]

."

sa
ida

da
pla

nta
yA

kT)
o a

de
id

e
co

nt
ro

la
,

u(
kD

)

*** sem atualização
000 com atualização

Figura 3.5: — Curvas de respostas ao degrau unitário do sistema pêndulo
invertido, sem e com atualização ótima das condições iniciais do
controlador.

Observação 3.3: A descrição do sistema de controle do pêndulo invertido com

atualização das condições iniciais por meio da equação (3.48a) permite, de

maneira análoga ao caso contínuo, interpretar esta estratégia de controle como

um posicionamento ótimo dos zeros da função de transferência.
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3.5 O Controle Quadrático Ótimo no intervalo [O,N]

Neste caso, o problema do projeto de controladores ótimos com

atualização das condições iniciais do controlador é definido a seguir.

Problema 3.2: Considere o sistema controlado (3.7a), (3.7b) estável e que na

entrada a referência (função degrau de amplitude 7.) ocorra em k = O, ou seja :

—J'”m, se k>Oro = se k<O,
sendo que r, é uma constante real. Determine x,,, a atualização de x.(k) em

k=0O, de modo que o índice de desempenho
N

Jx, )=> 90e(k))
k=0

seja mínimo.

Em (3.51a), Q é uma matriz real simétrica definida positiva, e(k) representa

o erro entre x(k) e o seu valor de regime, isto é:

E(k) = x(k) — x(co), (3.51b)

A solução do problema proposto é apresentado no teorema a seguir.

Teorema 3.2. O Problema 3.2 tem solução. Neste caso, a atualização ótima das

condições iniciais do controlador é única e pode ser calculada pela expressão:

­”

Omse (0o 1, JPÉ ) [01a Tn IPG = 5­6) Hr) (3.522)1
m

sendo que,
N

P=X"(G")Y"06", (3.52b)
k=0
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x(0) é a condição inicial do sistema planta­controlador antes da atualização
(como descrito na Observação 3.1), 0,., denota a matriz kxf com todos os

elementos nulos e 1, é a matriz identidade de ordem £.

Prova: O problema consiste em encontrar o vetor x.,, de modo à minimizar o

Índice

Tx) DCE) Qe(k) (3.53)
k=0

Por (3.15) e 3.17), tem­se:

E(k + D=Ge(k),

Jos”­U1­G)* Hr.
co

£(O0) [1007]
Dessa forma:

e(k)=G*e(0),
e podemos escrever J como:

JE) =>X:(6"e00) OG“e(0).
De (3.54), obtém­se:

Tx, )=> 00" > (G" OG*e(0).
Portanto,

J(X,) => (0 P e(O),

N

P=X"(G"Y"06G"* >O.
k=0

Substituindo £(0) em termos de x., em (3.55), o resto da prova é similar

ao caso em estado estacionário.

Observação 3.4: O Teorema 3.2 também é válido se Q em (3.51a) for semi­

definida positiva e as seguintes condições forem satisfeitas:

) (G,N), for observável, sendo Q = N'N;
11) N>n­l.
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3.5.1] Exemplo 1

Considere o mesmo sistema dado no Exemplo 1 da Seção 3.3 com equações

(3.27a) e (3.27b). Adotou­se o Índice de desempenho dado como em (3.51a)

com Q = CTc:
NJ(x,)=2X (E(0)TO e).

2&

Supondo que no instante k=0, a amplitude de r(k) é alterada para o valor

rn=1l, então x.(k) será atualizada, passando de x.(0) para x.(0 )+x.,, sendo

x., O valor da atualização dado por (3.52).

Suponha também que N=10 e que as condições iniciais da planta e do

controlador sejam nulas, isto é:

xp(­D=0 e x.(­D=0.

Assim,

—] oxo= Pk, | o xl
A dinâmica do erro, de acordo com a equação (3.15) é:

E(k +1)=Ge(k),

sendo que,

e(0)=x(0)—x(wo)=[0 —10 x],

pois de (3.10),

x(wo) =(1 ­G) ! Hr, =[0 10 oJ”.
De (3.52b),

10
0.0676 —0.0027 —0.3007

P=X (GNCTCGI=[­0.0027 0.0202 0.0495
k=0 —0.3007 0.0495 —1.6482

O valor x., da atualização, obtido de (3.522) é:

—­lo o 1)Plo —10 of"
e lo o 1)Plo o 1º =0.3014. (3.55b)
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Por (3.55) e substituindo x, =0 em (3.55a), obtém­se o índice de desempenho

sem atualização:

J=>e(0)T Pe(0)=1.019.
Agora, substituindo (3.55b) em (3.55a) tem­se

s(0)=[0 —10 x, =[0 —10 03014], (3.550)
epor (3.55) e (3.55c) obtém­se o Índice de desempenho com atualização:

J=>2(0)T Pe(0)=0.9316.
Então: J => (0) P e(0)=1.019 (sem atualização); J =>e(0)" P £(0)=0.9316 (com
atualização).

A Figura 3.6 mostra a resposta do sistema de malha fechada, com e sem

atualização das condições iniciais.
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1 2 3 4 5 8. 7 8 9 10 "1

Figura 3.6: Curva de resposta ao degrau unitário do sistema do Exemplo 1.

3.5.2 Exemplo 2

Considere o mesmo sistema apresentado na Seção 3.4 do pêndulo

invertido. O sistema é descrito por meio das equações (3.33)­(3.37).
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Agora, os ganhos K,(k) e K(k) do vetor de controle são determinados de forma

que o Índice de desempenho:

335 "ee 0o]JU)= 2, x, (lDQx, (k)+u, (k)' Ru, (k)), (3.56)
k=0

é minimizado, sendo que:

100 O
1

o
o
O |; R=0.01; x (k) = x(k)— x(0);
o
x

o
o
o 0.01

xp (k)sto) v(k) | ; u,(k)=un(k)—­u(o).
A dinâmica do erro x,(k) é descrita em (3.24a) e (3.24b) como:

x (k +D)=Gx,(k)+Hu,(k),

G= G, 0 : Â= H, :

u(k)=­K(k)x,(k); K(I=[K(k) —­K,(k)).

sendo que

3.5.2.1 Determinação dos ganhos K,(k) e K(k)

Como o sistema é controlável, existe K(k) tal que oO Índice J é

minimizado. A matriz de ganho K(k), é dado por:

K(k) =[R+ H'P(k+DH]' H'P(k+1)G
sendo que P(k) é a solução da equação de Riccati,

AT a AT T VT AP(k) =0+6G' P(k +1)G­G6G (k+DH|R+H PDA] H' P(k +DG6G
determinada recursivamente, com condição inicial

P(N)=0O,

sendo G dada por (3.39a) .
Escolhendo N =40, por recorrência, obtém­se:
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K(40) =
K (39) =
K(38) =
K(37)=
K (36) =
K(35) =
K (34) =
K(33) =
K32)=
KG) =
K (30) =
K(29) =
K 28) =
K(27) =
KR (26) =
K25) =
K(24) =
K (23) =
K(22) =
KQV =
K (20) =
K(19)=
K(18) =
K(17)=
Á(16) =
ÉÁ(15)=
ÉR (14) =
K(13)=
K(12) =
KaD=
R(10) =
É(9) =
(8) =
Á(7)=
K(6) =
Á(5) =
Á(4)=
K(3)=
Á(2)=
K(1)=
É(0) =

[ Oo

[­30.4543
[­53.3330
[­60.5746
[­62.9498
[­64.1306
[­65.0246
[­65.8634
[­­66.7098
[­67.5800
[­68.4762
[­69.3964
[­70.337]
[­71.2934
[­72.2595
[­73.2287
[­74.1934
[­75.1456
[­76.077]
[­76.9800

[­77.8472
[­78.6722
[­79.4502
[­80.1773
[­80.8512
[­81.4710
[­82.0368
[­82.5498
[­83.0122
[­83.4266
[­83.796]
[­84.1242
[­84.4142
[­84.6696
[­84.8939
[­85.0903
[­85.2619
[­85.4113
[­85.5413
[­85.6542
[­85.7520

5 6

o o

—6.4754  0.0968

—9.7526  0.1592

—10.9744 01483

—11.5066 — 0.0966
—11.8321 — 0.0098
—12.0959 —0.1131

—12.3444 —0.2734

—12.5927 —0.4714

—12.8452 —0.7070

—13.1026 —0.9796

—13.3647  —1.2877

—13.6304  —1.629]

—13.8985 — 2.0007

—14.1676 —2.3987

—14.4360 — 2.818]

— 147017 —3.2535

—14.9627 —3.6990

—15.2169 —4.1484

—15.4625 —4.5956

—15.6975 —5.0348

—15.9205 —5.4608

—16.3257 —6.2563

—16.3257 —6.2563

—16.5066 —6.6195

—16.6727 —6.9571

—16.8240 —7.2680

—16.9611 —7.5522

— 17.0844/ —7.8100

—17.1949  —8.0424

—17.2933  —8.2506

—17.3805 —8.4362

—17.4576 —8.6008
—17.5255  —8.7463

—17.5851 —8.8743

—17.6372. —8.9865

—17.6827 —9.0847

—17.7224 —9.1704

—17.7569 —9. 2450

—17.7868  —9.3097

—17.8127 —9.3658

E
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1.9493

1.1419

0.176]

—0.4918

— 0.9857

14117
—1.8202

—2.2307

— 2.6495

—3.0777

—3.5146

—3.9587

— 4,4078

— 4.8595

—5.3107

—5,7582

—6.1984

—6.6278

— 7.0430

— 7.4408

— 7.8185

— 8.5058

— 8.5058

— 8.8129

— 9.0949

— 9.352]

—9.5851

— 9.7948

—9.9827

— 10.150]

— 10.2986

— 10.4299

— 10.5454

— 10.6468

— 10.7356

— 10.813]

— 10.8806

—10.9393

— 10.9903

— 11.0344

o

O

— 0.0005];
— 0.0015];
— 0.0025];
— 0.0032];
— 0.0030];
— 0.0016];

0.0013];
0.0059];
0.0123];
0.0206];
0.0308];
0.0428];
0.0564];
0.07 14];
0.0876];
0.1047];
0.1223];
0.1401];

0.1578];
0.1752];
0.2080];
0.2080];
0.2230];
0.2370];
0.2499];
0.2617];
0.2724];
0.2820]
0.2906];
0.2982];
0.3049];
0.3108];
0.3160];
0.3205];
0.3244];
0.3278];
0.3308];
0.3333];
0.3355];

18



102

3.5.2.2. O cálculo do índice de desempenho sem atualização das condições
iniciais

O valor do índice,
40J(u,) => Do bx. (67 Ox, (6) +, 0 Ru, (0), (3.57)

k=0

pode ser obtido diretamente do Teorema 3.1, ou usando o Teorema 3.2, como

mostrado a seguir.

Por (3.39Db):

u,(k)=­ K(k)x,(k)
e substituindo em (3.57), obtém­se:

40

J 1) 223" x,0070,(00x,0,
k=0

QO,(k)=Q+K(k) RK(k). (3.57b)

Agora, por (3.39a) e (3.39b), a dinâmica do erro pode ser escrita como:

x,(k +D=(G­ÁR)k)x,(k). (3.58)

Como x,(0) é um valor conhecido, a solução de (3.58) é dada por:
k­]

x,(k)=77(G­ÁK j)x,(0).
j=0

Dessa forma, substituindo (3.59) em (3.57a):

12 ko Ao [2 RNAJ(u,) 3x0] xé­tto em xé­tto o
k=0 j=0 j=0

=>x,(0)" Px,00),
sendo que:

k=0

400 [k1
A

[22 BN AapeS | xé­fto Jam xé­úto»joj=0

472.5379 70.9326 95.7452 96.2335
70.9326 18.0604 24.6814 25.6795

=|/ 95.7452 24.6814 67.2297 42.5629
96.2335 25.6795 42.5629 441296
—3.8602 —0.9747 —3.1415 —1.6990
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De (3.10), tem­se:

x(co)=(I­G)'Hr,=|0 0 1 O 26.865],

sendo r,=1, obtém­se:

x(0)=[O0 O —1 O —21.8651]”.

Logo, o Índice de desempenho do sistema sem atualização das condições
iniciais é:

J= õ x,(0)" Px (0)=47.9392.
3.5.2.3 Cálculo do índice de desempenho com atualização das condições iniciais

As equações do sistema são dadas pelas equações de (3.44)­(3.47). À

atualização das condições iniciais ótima no integrador dada por (3.52a) é:

—bo0o0 IP x(0­U­6)A|
lo 0 o o 1)Plo 0 0 o 1J'

=10.42 27
co

sendo que 6 e É são dadas por (3.39b), K e K, são os valores encontrados

em (3.41), que são referentes aos valores em estado estacionário e P por

(3.60).

De modo similar ao efetuado no caso estacionário, obtém­se:

J(&,) =>x,00 Px. (0)
sendo

x, (0)=x(0)—x(co) =x(07)+[0 O O O x] —x(c)

=fo o o o 104227] ­[o0 oO 1 O 26.8651]'
= |o0 O ­1 O —16.4424]). (3.61a)

Substituindo (3.61a) em (3.61), obtém­se o Índice de desempenho com

atualização:

J=x. Px (0)=18.9405 .
Então:

J=47.,9392 (sem atualização); J=18.9405 (com atualização).
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A seguir, serão mostradas as curvas de respostas, resultantes do sistema a

uma solicitação em degrau unitário com e sem atualização das condições iniciais.

0.9 r r r

o EECOCOooooo
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0.6

0.5

0.4
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sa
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a
da
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(k
)

0.2

0.1F
*** sem atualização
000 com atualizaçãoo +*

OELZHR+++T*
A 2 101 . '

o 10 15 20 25 3O 35 40

Kk

Figura 3.7: Curva de resposta ao degrau unitário do sistema pêndulo­invertido.
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CAPÍTULO 4

ATUALIZAÇÃO DAS CONDIÇÕES INICIAIS NO
CONTROLADOR DE SISTEMAS NÃO­LINEARES

Os sistemas dinâmicos encontrados na prática são, em última análise, não­

lineares. O primeiro passo no projeto de um sistema de controle é a construção de

um “modelo de simulação” do sistema dinâmico a ser controlado. O modelo de

simulação será utilizado para verificar o desempenho do regulador projetado e

deve incluir todas as características relevantes do processo. Normalmente o mo­

delo de simulação é muito complicado para o projeto de sistemas de controle.

Assim, necessita­se de um modelo simplificado, denominado “modelo de proje­

to” (Fridland, 1996). O modelo de projeto deve capturar as características essen­

ciais do projeto. A técnica mais comum para a obtenção de um modelo de projeto

de plantas não­lineares é sem dúvida a linearização da planta em um ponto de

interesse. Com este método o modelo de projeto é em geral um sistema linear

invariante no tempo e o projeto de reguladores é relativamente simples em mui­

tos casos. Entretanto, este modelo de projeto descreve bem a dinâmica do sistema

somente em uma vizinhança do ponto no qual o sistema foi linearizado. Assim,

nos casos onde o sistema pode operar em regiões distantes do ponto de operação,

este modelo de projeto não é, em geral, adequado. Neste caso deve­se adotar um

modelo de projeto mais sofisticado, que considere adicionalmente a dinâmica da

planta em regiões distantes do ponto de operação mencionado. Uma possível so­

lução para este problema é a representação da planta não­linear por modelos

fuzzy Takagi­Sugeno (T­S) ou Takagi­Sugeno­Kang (T­S­K) (Takagi e Sugeno,
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1985), (Sugeno e Kang, 1988). A idéia destes modelos consiste da descrição a­

proximada ou exata de um sistema não linear como a combinação de um certo

número de modelos lineares invariantes no tempo locais, que descrevem aproxi­
madamente o comportamento deste sistema em diferentes pontos do seu espaço

de estados. Desta forma, pode­se interpretar a técnica tradicional de linearização

em apenas um ponto de operação como um caso particular dos modelos fu­

zzy T­S­K , consistindo apenas de um modelo local. Esta classe de modelos de

projeto permite que o engenheiro utilize o seu conhecimento sobre o sistema que

vai ser controlado, na definição do número de modelos locais e dos pontos ou

regiões nas quais estes modelos locais serão definidos.

O modelo global do sistema é obtido através da combinação fuzzy destes

modelos lineares locais. A idéia é que para cada modelo linear local seja proJjeta­

do um controle de realimentação linear. O regulador global resultante, que é
não­linear em geral, é uma combinação fuzzy de reguladores lineares individuais.

Mais significativamente, problemas como as análises de estabilidade e o

projeto de controle são reduzidos a problemas descritos por LMIs (Boyd et al.,
1994). Numericamente, os problemas de LMIs podem ser resolvidos muito efici­

entemente por meio de algumas ferramentas poderosas disponíveis na literatura

de programação matemática (Boyd et al., 1994). Desta forma, a solução encon­

trada para tais problemas descritos por LMIs é equivalente a encontrar soluções

para o problema original.

4.1 Modelo Fuzzy Takagi­Sugeno (TS)

Neste método de modelagem as dinâmicas do sistema são capturadas por

um conjunto de implicações fuzzy que caracterizam relações locais no espaço de

estados. A principal característica de um modelo Takagi­Sugeno é a descrição das

dinâmicas locais de cada implicação fuzzy (regra) por sistemas lineares (ou a­

fins).
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A descrição local da planta dinâmica a ser controlada está disponível nos

termos do modelos lineares locais. Portanto têm­se os seguintes modelos lineares

locais:

X(t) = A;x(1)+ Bju(f),
y(1) = C;x(1)

sendo i =1,2,..,r (rr é o número de modelos lineares), o vetor de estado x(1)e R”,

o vetor entrada u(njeR”", o vetor saída y(NDERI, AjeRM, BER""E

C;eRT”, A informação acima é então fundida com as regras se­então disponí­

veis, onde a i­ésima regra pode ter a forma (Takagi e Sugeno, 1985):

Regrai : SE zZ(DÉéMI E..E zp,(N) é NM,
X(1) = A,x(1)+ But), 4.1
y(1)=C;x(1).

>ENTÃO |
Tem­se que M: j=1,2..,p é o conjunto fuzzy j da regra i e

2) (1),....., 2, (1) São as variáveis premissas. Seja 4; (z;(1)) a função de pertinência

do conjunto fuzzy M; e defina:
p

'

w,(z(1))= | [4] (2;(D), z() =[2 0) 2200.2700] € a,(at)= ED
j=l PIAUO)

sendo a&,(z(t)) o peso normalizado para cada regra (Tanaka e Wang, 2001).
Uma escolha para obtenção de um modelo fuzzy Takagi­Sugeno para sis­

temas não­lineares é adotar z(r) = x(1), sendo x(t) o vetor de estado do sistema
não­linear. Esta escolha é feita em todos os desenvolvimentos teóricos deste tra­

balho.

Desta forma, dado um par (x(!),u(t)), o sistema fuzzy resultante é tido

como a média ponderada dos modelos locais, e tem a forma (Tanaka e Wang,

2001):
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2 W,(x(O)(A;x(1) + B;u(t))
x(1) ==

Sw ((0)
i=l

=X a, (x(0))( A,x(1) + B;u(t))
=|]

= (3a (X(1)) 4, x(1) + (3a (x(1))B, ) u(r)
i= i=)

= A(a)x(1)+ B(a)u(r)

O sistema não forçado (u(r) =0) é definido como segue:

DIw,(X(O)(A;X(1))
r

x(1) = 2— =X a,(x(1))A;x(1). (4.22)
Sw,(x(1)) =

i=1

A saída para ambos os casos, forçado e não forçado, é dada por
r

Sw, (x(DJ)C;X(1)
1) ==

> wi (x(1))
1=l

=X a (x()C;x(1)
= C(a)x(!).

Note que, para

w;(x(1))

DLWi)

Os modelos fuzzy Takagi­Sugeno têm sido úteis na descrição aproximada

a, (x(1)) = , &(x())2O e S a,(x(0)=1. (4.3)
i=)

de sistemas não­lineares. E bem conhecido que sistemas fuzzy aditivos

F:RXRº > Rº, como modelo fuzzy TSK, podem aproximar uniformemente qual­

quer função contínua f :U <R" SRP em um domínio compacto U ( Kosko,

1997). No caso do modelo fuzzy TSK, quanto maior o número de modelos lo­

cais, melhor será a aderência do modelo à equação diferencial não­linear da plan­
ta.
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Em (Teixeira and Zak, 1999) os modelos locais são construídos para sis­
temas não­lineares da forma:

Xx=/f(x)+G(x)u, (4.4)

sendo que xe Nº, ue R” e x=0 é um ponto de equilíbrio, ou seja, f(0) =0.

Suponha que x=0 é o único ponto de equilíbrio deste sistema. Então, um

modelo local linear para a operação em x =0 pode ser obtido através da lineari­

zação por meio da série de Taylor em x=0. Agora, surge o problema da obten­

ção de um modelo local linear que represente aproximadamente a planta descrita

em (4.4), em x = x,, sendo que x, = 0. Em (Teixeira and Zak, 1999) foi descrita

uma solução ótima do problema :

f(x)+G(x)LI=Ax+Bu  paratodo uex=x,

f(x) +G(x, )u=Ax,+Bu paratodo

A solução encontrada foi a seguinte:

G(x,)=B

ese a; é ai­ésima linha de A, então

filxo)=xo Vf;(Xo)
lo

of,(x) of(x) of; (x)
Ox, dx, Ox

a; =Vf,(x9)+

sendo |x,|º=x,"x,e VS(x) |
T

| é o vetor gradien­
te de f. (x).

Observe que quando x, é o ponto de equilíbrio, isto é x, =0, então

a, =Vf.(x,).

A seguir, apresenta­se como exemplo as descrições dos modelos locais do

pêndulo invertido sobre um carro.
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Exemplo 4.1: (Daruichi, 2003)

Considere o problema do equilíbrio e balanço de um pêndulo invertido

sobre um carro (Teixeira and Zak, 1999):

x o
gsen(x,) — acos(x,)

—|4//3­mlacos*(x) | |41/3­mlacos(x)+ u

x, 0

— mag sen(2x,)/2 4a/3

| 4/3­macos(x) | L 4/3­macos*(x)) |

BACINNNENOS
fa) |, [820)
f5%)| |g;(%)

[£C)) |8.()

u=f(x)+G(x)U,

sendo g=9,8m/s”, M=8kg, m=2kg, l=0,5m e a =1/(m+M).

Observe que o modelo (4.7) está na forma (4.4).

Deseja­se obter os modelos locais lineares em dois pontos como descrito

abaixo:

Regra 1: SE x (1) está próximo de O rad

ENTÃO x(1) = Ay x(1) + Bju(s)

SE x (1!) está próximo de X rad
ENTÃO (1) = Asx(1t)+ Bau(l).

Em ambos os casos, assume­se que u é arbitrária.

O primeiro modelo local é construído em torno do ponto de operação

x,, =0 (então x, =0); utilizando a linearização por Taylor em torno do ponto de

equilíbrio (x,,,u,) =(0,0).

Sejam as funções f(x) e f,(x) que contém as não linearidades do siste­

gsen(x,)
41/3—­mlacos (x)

— magsen(2x,)/2.
4/3—­macos (x)SLa(X) = ; f1(X)=

e seus respectivos gradientes no ponto de operação x,, =0:
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T

vo (Lo E Do) £o) =[17.2941 0 O OF;
1 2 3 4

V5S,(0) = 2% 9) %s 9) % 9) Yo) =[/­1.72904 0 O OJ”.
Ox, Ox, Ox; Ox,

Como B, = G(0), tem­se que o primeiro modelo local, é dado por:

Oo 0 O

() — 0.1765
= B

:

1

o

17.294] o)
Ss o) o

—1.71294 0 O

2 DP O

0.1176

O segundo modelo local é obtido usando (4.6) com
T

0 O o (então x, ==). Dessa forma, tem­se:
fx) =13.2266; VS, (x,)=|5.8512 0 O Of”. (4.9)

Substituindo (4.9) em (4.6), obtém­se a segunda linha aj de A,, ou seja

al=[126304 0 O O].

De modo semelhante, calcula­se a quarta linha de A, :
fa(x9,)=­0.6613;  Ví,(x,,)=[0.8529 0 O OJ e

a,'=[­0.6315 0 O O].
Lembrando que BB, =G(x,), o segundo modelo em torno do ponto

x == é dado por :
O 1

126304 O
O O

­0.6315 O

OO

O — 0.0779
; B, = .

4.9a
1 ? O

(4.92)

o) 0.1038

Nesta tese serão utilizadas as seguintes funções a, (x/(1)) e & (x, (!)), tam­

bém empregadas em (Pietrobom, 1999):

1.0 1.0[44] (x, (1) = h O­ 1.0+ e TT (NA/6) do + e TX IA/6) '

AA
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



2X, (x, (1)) = 1­a, (x, (1)

e suas respectivas curvas são ilustradas na Fig. 4.1.

1
x ­

a 1 (1)ffo.s| (1
0.8|­

07F

0.6r

osr

0.40

03rF

0.2­

0.1 F

a (6,0) Noo 1 4 n A e 1 1

2 1.5 A 05 o 05 1 1.5 2

Figura 4.1: Funções de pertinência para as regras 1 e 2 da planta.

Então um modelo fuzzy TS do sistema não­linear (4.7) pode ser obtido da

seguinte forma:

X(1) = (A (x) )A, +A,(x)A, )Xx(1) + (A, (x))B, + A&,(x))B,)u(!), (4.9b)

sendo (mn (x))+X,(x)))=1, nv(x)>20, G&(1)20 e A,,B,, i=1,2 matrizes dadas
pelas equações (4.8) e (4.9a) respectivamente.

Note que, as funções f e g que descrevem o sistema pêndulo invertido

em (4.8) possuem as seguintes características:

SCx)=­f(x),

Vf(—x) =Vf(x), (4.90)

8(x)=g(­x).

Para sistemas cujos pontos são simétricos em relação a origem e possuem

características descritas em (4.90), os modelos locais para pontos simétricos são

iguais (Daruich, 2003, pg.47). Dessa forma, o sistema não­linear (4.7) é repre­

sentrado pelo modêlo fuzzy TS (4.9b), no intervalo[— x/3,x/3].
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Para a modelagem do pêndulo invertido, podem também serem utilizadas

funções a (x,(1)) e & (x (1)) otimizadas, seguindo o procedimento concebido em

(Daruichi, 2003), com o objetivo de minimizar o erro de modelagem entre o sis­
tema não­linear original (4.7) e o modelo fuzzy Takagi­Sugeno (4.8), (4.9a)­
(4.90), para x e [­x/3,7/3]. Como comentário final, é possível descrever exa­

tamente o pêndulo invertido, dado por (4.7), com 16 modêlos locais (Daruichi

(2003)).

4.2 Reguladores com Modelo Fuzzy Takagi­Sugeno

Utiliza­se o conceito de Compensação Distribuída Paralela (CDP) para

projetar reguladores fuzzy para estabilizar sistemas não­lineares descritos por

modelos fuzzy. A idéia é projetar um compensador para cada regrá do modelo

fuzzy. Para cada regra, são utilizadas técnicas de projeto de controle linear. O

regulador global resultante, que é não­linear em geral, é uma combinação fuzzy

de cada regulador linear individual. ACDP oferece um procedimento para pro­

Jetar um regulador para o modelo fuzzy Takagi­Sugeno, onde cada regra de con­
trole é projetada a partir da correspondente regra de um modelo Takagi­Sugeno

da planta. O regulador fuzzy projetado compartilha os mesmos conjuntos de re­

gras com o modelo fuzzy nas partes premissas. Para o modelo fuzzy (4.1),

sendo i =1,2,......,r, OS reguladores fuzzy via CDP possuem a seguinte estrutura:
[

Regrai: SEz(N)éM E­.Ez,()éM,
ENTÃO u(t)=­K,x(1). (4.10)

Portanto, de forma análoga à efetuada na obtenção de (4.2), o regulador

fuzzy é dado por:

3 w,(x(1)) K;x(1)
u(t) ="

DIW((0)
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= —S a,(x())K,;x(1)
i=l

= —­K(a)x(1). (4.11)
O objetivo do projeto do regulador fuzzy é determinar os ganhos de rea­

limentação locais K,; nas partes conseqiientes. Tendo em vista a equação (4.3),

então, para a lei de controle (4.11), a equação (4.2) é dada por (4.12) (Tana­
ka, Ikeda and Wang, 1998):

x(1) = A(a)Xx(1) — B(a) K(a)x(t)

=X a,(z())A(a)x(t) —B(a)K (a) x(1)
i=l

= 3 > a(x(N)a;(x(0)(A; — B;K ;)x(1)
i=1 j=l

r G..+G6G.=X a; (x(D)G;x(1)+2X'a;(x(1)Aam eo
1=)

4.2.1 Condições para Estabilidade de Reguladores Fuzzy

As condições suficientes para estabilidade de sistemas fuzzy contínuos no

tempo são derivadas usando funções de Lyapunov  quadráticas do tipo

V(x(1))= x (DPx(1) (Tanaka e Sugeno, 1992), (Teixeira, Pietrobom & Assunção,
2000). Os principais resultados são descritos abaixo.

Lema 4.1: O ponto de equilíbrio x =0O do sistema fuzzy contínuo descrito por

(4.2a) é globalmente assintoticamente estável se existe uma matriz simétrica posi­

tiva definida comum P tal que

A; P+PA,<O (4.14)

i=1,2,...,r; 1sto é, para todos os subsistemas.
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Prova: Segue diretamente da aplicação da função de Lyapunov

V(x(1)) = x"' (0Px(1).

Lema 4.2: O ponto de equilíbrio x =0O do sistema de controle fuzzy contínuo

descrito por (4.12) é globalmente assintoticamente estável se existir uma matriz

simétrica positiva definida comum P tal que

Gi P+PG,<O, (4.15)

para todo i =1,2,...,r e

G,+G,Y G,+G,
o| P+P o“|<O, (4.16)

para todo 1i,j=1,2,..,.r7 i<j excetuando­ se os pares (1,/) tais que

a; (x(1))A  (x(1)) =0,V x(1), sendo G, dada em (4.13).
Prova: Segue diretamente do Lema 4.1.

Observação 4.1: Nas condições do Lema 4.2, o problema do projeto para deter­

minar os ganhos de realimentação K; parai=1,...,r pode ser definido por meio

de LMIs como segue:

Encontre matrizes X=X'>0,e M, (i=1,2...,r) que satisfaçam as se­

guintes LMIs:

A,X + XA; —­BM, ­ MB, <O0, Vi=l,..r

A,X+ XA; ­B,M, ­ M;B, + XA; +A,X ­M; B; — BM, <O,
para todo 1i,j=1,2,..,r; i</j excetuando­ se os pares (1[,/) tais que

a, (x(1))a,(x(1)) =0,V x(1!).

Os ganhos de realimentação K; e a matriz comum P podem ser obtidos a

partir das soluções X e M,como:
|

P=X' eK=M,X”.

Essas condições de estabilidade, em geral, são conservativas. Foram pro­

postas em (Tanaka & Wang, 1998) condições mais relaxadas que as condições
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descritas anteriormente. Recentemente as condições para a estabilidade foram

flexibilizadas, vide (Teixeira, Pietrobom & Assunção, 2000) e (Teixeira, Assun­

ção e Avellar, 2003).

A seguir apresenta­se o problema estudado anteriormente, atualização das

condições iniciais ótimas no controlador, para o caso em que são consideradas

plantas não­lineares.

4.3 Formulação do Problema

Considere o sistema não­linear da forma:

x,(1)= f(x, (Du), (4.17)
y(1) = Cx, (1),

sendo f(x,,u) continuamente diferenciável num domínio — D,xD, CR XR,

x, (NE RR" é o vetor de estado, u(r) e R é a entrada de controle e y(t) e Ré a saí­
da do sistema . Suponha que o sistema possa ser colocado na forma (4.4).

Seja (x,,u,)e D,xD, um ponto de equilíbrio do sistema. Seja ro uma

constante real. Deseja­se projetar um controlador de modo que a saída do sistema

atinja e se mantenha no valor n1, ou seja:

yY(t) >n quando sf +eoo (4.18)

e ainda, que todos os sinais envolvidos sejam limitados.

Hipótese 1: Suponha que para o sistema (4.17) exista um único par (x,,,u,)

e D,xD, tal que:

(4.19)Vo Us.) = 0,Cx, ­rn=0O0.

Para o projeto do controlador, considera­se a planta com um integrador
para obter o sistema aumentado:
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Xp (D=/(X,(D,u()), (4.209)

é) =n­Cx,(), (4.20b)

sendo e(1) = nn ­ Cx p(1N), o erro de rastreamento.

Representando o sistema (4.20a) por meio de um modelo Takagi­Sugeno,

tem­se:

x, (1) =[Fat,0) 4)x,0 (a (x, (0), Jaco
= A(a)x,(1) + B(a)u(1)

com a,(x,(1))Ee[O 1], S a(x,(0)=| eu(tjeR.

Dessa forma o sistema (4.20a)­(4.20b) pode ser representado na forma:
r

—

r
— 0(1) = (Fac,5x(1) + (3a (x, (09, Ju fi. (4.21)

i=1 i=l

eelreOL [4 o] go[8],*W EQ| le or “lo

com a.(x,(1))e [O 1], S a(1,(0)=] eu()eR.
1=)

]

Em Korba et al. (2003), o sistema aumentado (4.21)­(4.22) é denominado

sistema fuzzy estendido.

Para o objetivo desejado, a lei de controle u deve realimentar o sistema de

modo que o sistema em malha fechada possua um ponto de equilíbrio (x,ó) as­

sintoticamente estável com x =nx,.

O controlador consiste de duas partes: u,(t) é baseado nas variáveis de

estado x, (1) do sistema a ser controlado e u,(t) é baseado no estado adicional

E):

u,(1) = 3"a (x, (D)K;X,(0); n(D=X> a(x,(D)KiS(1).
i=1 i=l

A lei de controle é determinada por:
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u(1) = 17 (E)=m(x,) =X a (x, ()KIEM) ­ a, (x, (0)K;x,(0)
i=l i=)

=—X'a(x,(0)K;x(1), (4.24)
il

com É, =[­K, Ki] e xí)n=|x,0) Em.
Substituindo (4.24) em (4.21), tem­se:

r r
— 0(1) =>Na,0)A;(x, (1)G, x(1) ih

i=l j=l

;
& G,+G, 0Sat, (0H 5,00 +28 0,68, (Ma, (5,00) . 2 so 11h (4.25)

sendo

Teorema 4.1: O ponto de equilíbrio do sistema fuzzy de malha fechada descrito

por (4.25)­(4.26) é assintoticamente estável, se 7, =O e se existir uma matriz si­

métrica definida positiva comum P tal que:

GIP+PG,<O, (4.27)

” =| P+P "” . |<O. (4.28)

1,j=1,2,...",7r; i<)J, excetuando­se os pares (1, )) tais que

para todo i =1,2,....,r1; e

a,(x, (1), (x, (1) =0,V x,(1!).
Prova: segue diretamente do Lema 4.2.

O lema a seguir será importante para a solução do problema proposto.
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Lema 4.3: Suponha que o sistema não­linear (4.17), satisfaça a Hipótesel. Supo­
nha também, que o sistema aumentado planta com integrador, na forma (4.21)­

(4.22), satisfaça a seguinte condição: o ponto de equilíbrio x, =(x,É) e R"* com
x=x é tal que:

A,x+ Bu,=0,Vi=Ll...,r. (4.29)

Então, neste caso, o ponto de equilíbrio do sistema fuzzy de malha fechada des­

crito por (4.25)­(4.26) é assintoticamente estável, se existir uma matriz simétrica

definida positiva comum P verificando as condições (4.27) e (4.28).

Prova: Defina:

e(1)=x(1)— x; u (N) =u(f)—u,,. (4.30)

Então o sistema (4.21)­(4.22) se escreve como:

r
— dá —

0ê(1) = (e (E(1)+X) ã) E(t)+Xx,) + (a (e(1) +x, (Uu (D+u)+ É kh :
1=)l

(4.31)

Dessa forma, de (4.31) tem­se:

ê(1) = (Fa EO +x) A feo +(Za0 +x E, Ja, 0 +(Xa (E()+xX,) Ã)e.
[3a (E(t) + x PE Ju, fi (4.32)

Agora, da Hipótese 1 e de (4.29), então,

! ­C ol O 1 Cx, tr O

Vi=12.,r. (4.33)

Assim, substituindo (4.33) em (4.32), obtém­se:

ê(1) = » BP; (E(1) A, J=eo +>Pb; EE, ) 0;
i=| i=1

com /D(e(N))=a(e(NNt+Xx,), i=l..,r.

Dessa forma, especificando a lei de controle como
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u,(1)=­ SB (E(1))K;e(), (4.35)
i=l

que é equivalente a (4.24) tem­se que se existir uma matriz simétrica definida

positiva comum P satisfazendo (4.27) e (4.28) então a origem, e =0 , do sistema

fuzzy descrito por (4.34) é assintoticamente estável.

Tem­se que de (4.24):
r r

u.,=limu(s) = XY a(D)K;x,= Sa, (X)KiE­a(F)K;X),
i=1 i=l

e portanto:

SaDKiE=u, + a(DKS,
=! il

Ou Seja:

AU, +X a,(0)K;x
É = ­ i=]

S a,OK;
(=)

Note que em geral É depende de r, (se x depender de r,).

Em Korba et al. (2003) foi analisada a estabilidade assintótica quando

r, =O, para o sistema estendido (4.21)­(4.22) com a estabilidade BIBO, quando

rn *0.

4.3.1 Projeto do Controlador Fuzzy Ótimo

O controlador fuzzy ótimo é projetado resolvendo um problema de otimi­
zação que minimiza o limite superior de desempenho quadrático (Tanaka e
Wang, 2001).

Considera­se o sistema aumentado planta com integrador descrito pelas

equações (4.21)­(4.22):
r

—

r
—

/x(1) = (3a (x, (1)) Z x(1) + (Sa (x,E)u(t) +e (4.37)
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­ x,()|. q = A, OlO [o |: e of
com a,(x,(t))E[lO 1,3 a (x,0) =], ueR.

iz]

Suponha que o erro e(t) = x(r)— x, possa ser descrito como em (4.34):

é(1) =*BP. (E()) neo(Be)u,(1), (4.39)
i=! i=l

sendo u, (N)=u(f)—u,, b; >O, 7) =|].
=)

4.3.1.1 Índice de Desempenho

Com base em (Tanaka e Wang, 2001), os ganhos do controlador fuzzy

K; = [K; ­ Ki] , i=1,..,r, serão projetados de modo a minimizar o limite supe­
rior do seguinte Índice quadrático:

J(u,)= f[8T(0)Q e) +u, (OR u, (0), (4.40)
o

sendo que Q é uma matriz real simétrica definida positiva (ou semi­

definida positiva) e R é uma matriz real simétrica definida positiva, ou R=O0,

O teorema seguinte apresenta condições suficientes para projetar os ga­

nhos ÉK ; do controlador fuzzy de modo a estabilizar o sistema (4.20a), (4.20b) e

encontrar um limitante superior para o Índice desempenho em (4.40).

Teorema 4.2: O sistema fuzzy (4.21), (4.22) pode ser estabilizado pelo contro­

lador fuzzy (4.24) se existir uma matriz definida positiva comum X e matrizes
1....,r satisfazendo:

DD " of xXA +A X­BM,­M'B'+|X ml | |eo.istor (4.41)
0 RI­M,

e
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XA, +A,X + XA; +A,X ­M/B/ ­B.M, ­ MTB, —B,M,

+lx me do Fe a) nl i<j
excetuando­se os pares (i, /) tais que a.(x,(1))XA(x, ,(1))=0,Vx,,(N)E D,.

Além disso, o índice de desempenho em (4.40) satisfaz:

J(u,) < e" (0)Pe(O),

sendo P=X", K,=M,P.

Prova: Seja

.
e(1) st)“ão “| $get 3eo)k,] Na

i=l

A equação (4.40) pode ser escrita como:

J(u,)= Éio z E(n)dr. (4.45)

Suponha que, exista uma matriz definida positiva comum PP,

P'=P, P>O

satisfazendo:

CO
O RA ­BRITPAPIA BR I<­CI

(A, ­ BK)"P+P(A,­B,K)+(A, ­ BK," P+P(A,­BjK,)
0 0<­es ee es e i<j

e I a matriz identidade de ordem (n+1).

As desigualdades (4.46) e (4.47) são equivalentes a (4.41) e (4.42) respec­

tivamente. De fato, multiplicando, ambos os lados de (4.46) por P', tem­se:
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— ATA =
20oPPA, —POKTB, +A,P  ­BK,PT +ei CP <O.0 R

Sejam

X=P' e M,=K,P.

Assim,

rom o — 0KAT + AX ­BM,­MIBT + XCI| O RÍeX<o.
1Como C, | R ! tem­se:— K,

xcr=x ­k7|=[x mM] ecxs| | (4.51)

Substituindo (4.51) em (4.50), obtém­se (4.41). Analogamente, verifica­se

que (4.47) é equivalente a (4.42).

A seguir, prova­se que o Índice de desempenho satisfaz:

Ju,) <e"(0)Pe(O).

Considere a candidata a função de Lyapunov:

V(E(N)) = E (0) Pe(l).

Observe que:

To xo a­C; C,­C C,<­C;
0 R 0 R

Então, tem­se de (4.46) e (4.47) que:

Ve) = (E (0Pe() = "(O Pe(t) + e" ()PÉ) (4.53)

=)" > B,(e())B,(e(0)e (DI(A, — BK)"P+ P(A, ­ BK ))e(t) (4.54)
i=l ja

=>" B/(e0)e(IA, ­ BR)" P+ P(A, ­ BR )IeO)
+>>B.E(0)B; (e(D)e (DIA, — BK)"P + P(A, — BK Je)

i=l izj
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< > bp; e(M)ET (NCT É fes
­ >>> A,(c(0)B; (e(1)e"oie| RÍeteilo ne eo=] i<j 0

<—­e"osArce] nelo
2go5oO QO—eNOEZACOS, (E(1))C,ih nº +33 BO), (E())C)jk netoi=] i<j il i<)

0=­8"(1) É x É (O, (4.57)

devido ao fato que de (4.44) e de (4.47a), tem­se:

EM) = >B.(EO)C;e(1).

d T at Q O,Te (E (0Pe(t))<­E oh Não
Integrando ambos os lados no intervalo [0,º), obtém­se

Ee(1) Pe(t)) dr < — fesolS R 6014 = —J(u).
Assim,

J(u,)< lim—e" (1) Pe(1) l= £'* (0) Pe(O), (4.60)

pois, de (4.52)­(4.57),

lim e(t) = O. (4.61)

Considerando o sistema dado pelas equações (4.37)­(4.38) satisfazendo

(4.39), apresenta­se um projeto do controlador fuzzy “sub­ótimo”, baseado em

LMIs que estabiliza o sistema e minimiza um limite superior do índice de de­

sempenho em (4.40), baseado no resultado do Teorema 4.2.
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Teorema 4.3: Dadas as matrizes do sistema, A,,B,,i=1,.,r e a condição inicial

£(O), então as matrizes X = X'", M, i=1,...,r, que permitem a determinação dos

ganhos de realimentação para estabilizar e para minimizar o limite superior do

índice de desempenho em (4.40) podem ser obtidas resolvendo­se as seguintes
LMIs:

minimize AXMM)...M;
sujeito a

X>O,

A EMOE (O) O,
E(O) XxX

XA/ +A, X­BM,­MIB] XJo ­MINR
1! 0 |<0,i=L.,r. (4.64)

— RM, 0 1

XA, +A,X ­B,M, ­ M;B,|: XAT +A,X­B,M,­M;B;
10X
­MNR
Jox

MAR

| xe ­M'NR Xe

(4.65)

para os pares (1, ]), i </, tais que a, (x, (1)A, (x, (1) * O para algum x,€E D,.

Da solução das LMIs, o ganho de realimentação é obtido como:

K,;=M,X",

para todo i. Então, o índice de desempenho em (4.40) satisfaz

J(u,) <e (0)Pe(0) <A.

Prova: A desigualdade (4,41) é equivalente a:
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—XA/­A;X +BM,+ MTB] ­|x Jo |I

01|11­RM,
1
| >O0. (4.66)

Pelo Complemento de Schur obtém­se:

—XA, ­AX+BM,+M/B X (OQ ­M/NR
xo I 0 >0, (4.67)

— RM, 0 1

que é equivalente a desigualdade (4.64):

XA; +A,X ­BM,­M'B X (Q ­M/'NR
10X ­1 0 <o.

— RM, 0 ­

De modo semelhante a desigualdade (4.42) pode ser transformada na desigual­

dade (4.65).

Agora, a desigualdade

£ (0)PEe(O) <A,

é equivalente a

1A—­E'T(0)Pe(O0)>O,

e pelo Complemento de Schur, tem­se (4.63).

Observações 4.2:

(1) Como

=
xr — x,(0)—­Xx — x (n+1)x1E(t) = x(1) SENA) x,=| ex
x (0)­XY XxX,

o0)=| 7/7 = : 4.68co [ão e H 0

(2) Note que o valor de x, é conhecido e independente dos ganhos de real1­

mentação K, (Lema 2.3) e o valor de é, pode ser escolhido de forma convenien­
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te. Assim, a escolha de £, é um novo grau de liberdade no projeto de controlado­

res.

4.3.1.2 Especificação Ótima das Condições Iniciais no Controlador

O problema do projeto de controladores ótimos, com atualização das con­

dições iniciais do controlador, para sistemas não­lineares é definido a seguir.

Problema 4.1: Considere o sistema descrito pelas equações (4.21)­(4.22), satis­

fazendo a Hipótese 1 e (4.29). Suponha que a entrada de referência (função de­

grau de amplitude rn.) ocorra em 1 = O, ou seja:

7 ara t>0,r=2"0 P
O, para t<O,

sendo que , é uma constante real conhecida. Determine é,, a atualização de

E (1) em 1=0, de modo que exista P = P', tal que:

OD (A, ­ BK,P+P(A, ­BK,)<O, i=l...,r;

((4, ­ BK) +(A4, ­B,K,))' P+ P((A, ­ BK ,) +(A, — B,K,)) <1H 0,(11)
7

para os pares (1,j), i< j tais que &(x,(N))a&,(x,(1))*O para algum x, e D,;
(111) o limitante superior, 4 do índice de desempenho em (4.40)

J(E,)= feQeru, Rua,

seja minimizado.

A solução do problema proposto é apresentada no Teorema 4.4 a seguir:

Teorema 4.4: O Problema 4.1 tem solução, quando as seguintes LMIs forem
factíveis:

minimize À
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sujeito a

X" e Jo| X 1 X »

4 x é
x Xa Xp |>O,
& X» X»

LL

Ui, Ui X1nQu +X1Q, XnOL+XhO»
U, 0 X, OQ, + X»Q, X, Or + X OQ»

2X, +25X, 2,,X7 +25X» —!1 0

22X, +05) X, 0)X5+2,X» 0 ­!

— RM, JRM,;, 0 0

(4.72)

para os pares (i,j), i</j tais que a;(x,(1)A (x,,(1))XO, para algum x,€E D,
sendo que:

UÚ, =A/X, CX, +X A,­X C­M,B; ­B,M,;

Ui = A/ X,­C'X,» ­M;>5B;;
Vi =X Q,+X5Q1; VieX1Qn+XpQ»:

Va = XpQ, + X 20, Vo = X 2, + X0,

Quando estas LMIs são factíveis, o ganho de realimentação e atualização

ótima são obtidos, respectivamente pelas seguintes expressões:

K; = M;X­ ,

para todo 1, com
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Fa = É, + E co) = (07) ,

sendo que £(0") é a condição inicial no integrador antes da atualização.

Então, o índice desempenho em (4.682) satisfaz:

J(E,) < E (0)PE(O0) <A.

Prova: : As LMIs (4.69)­(4.71) são obtidas a partir das LMIs (4.63)­(4.65), re­
escrevendo:

x ­|* xe | ; no =| |:­ a | A,12 22 É, 0, OQ»

O valor da atualização, dg, , decorre do fato que:
& =6(0)­ (co), (4.74)

pois, o valor da condição inicial do controlador, antes da atualização é indicado

por (0) e resolvendo as LMIs, obtém­se é, e de (4.74), tem­se:

S(0) =, + (co). (4.75)

Assim, (0) é o valor inicial ótimo do controlador. Então, o valor da atualização
é:

É, = (valor inicial ótimo) ­ (valor inicial real),

ou seja,

E =6, +E(0o)­ É(0).

Para ilustrar o procedimento do projeto de controladores com atualização

das condições iniciais para sistemas não lineares serão apresentados quatro

exemplos: o primeiro será de um pêndulo invertido sobre um carro, o segundo

o de um sistema bola­viga, o terceiro exemplo consiste no controle de um sistema

incerto (sistema bola­viga com incertezas do tipo politópicas nos parâmetros da

planta) e o quarto exemplo é o controle de um processo químico.
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4.4 Exemplos de Aplicações

44.1 O Sistema Pêndulo Invertido sobre um Carro

Considere o sistema pêndulo invertido sobre um carro descrito pela equa­

ção (4.7) (Teixeira e Zak, 1999):
x,

gsen(x,)
o

— a cos(x,)
41/3—­ mlacos*(x,)

X,

— mag sen(2x,)/2

+ 41/3—­mlacos (x)
o

4a/3

Ê 4/3—­macos (x) JL 4/3—macos (x) |
sendo g=9,8m/s”, M=8kg, m=2kg, I=0,5m e a=1/(mM+M).

Como obtido anteriormente, um modelo fuzzy TS do sistema não­linear

(4.7) pode ser descrito no intervalo [­7/3,7/3] por dois modelos locais:

+,(1)= (a, (x,)A, +,(x,)A,dx, (0) +(a (x,)B, + a(x,)B;JC)
sendo,

x,(0=40 20 0 0;
a(x,)+a(x,)=1, m(x,)20, a,(x,)20,

(+ O

17.2941

o

— 1.7294

17

fo)

12.6304 Be —0.0779
o)

"

o)

—0.6315 0.1038

2 =

As funções a (x, (1)) e &,(x,(1)) consideradas, são as mesmas apresenta­

das no Exemplo 4.1.

Para o projeto do controlador de modo que a saída do sistema atinja e se

mantenha no valor r, é considerado o sistema aumentado:
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AVAVAY

7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18cm 1 2 3 4 5 6



é, (0 =[FaG,0)A )x,0+(FaG, 0 JÔuo,
(1) =, ­Cx,(1),

sendo,

c=[o o 1 ol, m&&,0eOI), a(x,(0)EIO,

D7a(x,(0) =! e ue R.
Assim, o sistema aumentado pode ser representado por:

2
—

2
—x(1) = (Faa,0) Ã) xo +(Catx, (098, Jaco 1. ,

=)

xt)=|/*7O; as 9); gel,
E(1) ­C oO O

Note que as hipóteses do Lema 4.3 estão satisfeitas para o sistema (4.7),

pois para xe D, e D, = te, = x x x/eR“:hk <n/2) existe um úni­
co par (x, ,u, ) tal que:

| S(XU,) =0O,n­Cx, =O,

sendo x, =[0 0 rr, Of eu,=0. Além disso, o ponto de equilíbrio x, =(X,É)

com X = x,, para o sistema aumentado (4.76)­(4.77) verifica:

A,xX+ Bu,=0, i=1,2.

Logo, a dinâmica do erro do sistema aumentado é dada por (4.34):
2

—

2
—ê(1) = >BP; (E(1)) A, J—eo +>b;E) u, (1),

i=l i=1

2

com fB(e())2O, i=1,2 e YN' fi(e(N))=.
i=l

Portanto, pelo Teorema 4.4, utilizando LMIs a solução do Problema 4.1

pode ser formulada da seguinte forma:

Minimize À e encontre X, =X,, X6, Xp=X,, M,M,, é sujeito a
(4.69), (4.70), (4.71) e (4.72), sendo x,=[0 0 ­—1 OJ', pois foi considerado
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x,(0) = [o 00 o] e r,=1. As matrizes de ponderações utilizadas no índice
de desempenho (4.40) foram:

o

0.01|

o

o

o

1

o
L

O software LMISol (Oliveira et al., 1997) forneceu A, 4, e as matrizes

X1, Xp, X,, M,,M, que solucionam as LMIs acima.

A solução obtida foi:

KR, =M X'= [­2197.398 —601.995 —147.903 —257.502 18.030];
KR, =M,X = [­1732.569 —472.654 —112.579 —97.119 13702);

[1 0.0371l —01365 ­—0.0033 0.0073 —0.0011|
—0.1365 05663 00340 —01565 —0.0019

0.0033 00340 05371 —03058 0.7829

0.0073 ­—01565 —0.3058 04488  —0.0405

|­0.0011 —0.0019 07829 —0.0405 5.6437 |

1 =23.8928; E =—3.3158.

Assim:

K, =[­2197.3986 —601.9957 —147.9039 — 257.5025];
K) =—18.0320;

K, =[­1732.5691 —472.6544 —112.5795 —97.1191];

K7 =­—13.7015;

1 =23.8928; É, =­3.3158.

Portanto, como neste caso:

a, (X) = 0.9507; a, (x) = 0.0493, da equação (4.36):

(a (X)K XxX+X,(X)K,X)
(a, X)K) +a, ()K7)

E= = 8.2028. (4.77a)

Logo, considerando Éé(0") = O, e como É = é(co) obtém­se de (4.73):

E, = É, +E(0) — (0) =—3.,3158+8.2028 = 4.8870.
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A seguir, apresenta­se na Figura 4.2 a saída, y(t) do sistema realimentado

com atualização das condições iniciais no controlador. Note que y(ce)=rn, =],

como desejado. Também, é mostrado na Figura 4.4 os outros estados do sistema

quando este é submetido a uma entrada degrau unitário. Dessa figura pode ser
visto que o deslocamento angular 6 do pêndulo, x,(t), permanece no intervalo

­7/3,7/3] no qual foi considerado o modelo fuzzy TS do sistema não­linear do
pêndulo invertido.

Posição do carro, y(N=x3(t)

15 20

tempo(s)

Figura 4.2: Curva de resposta ao degrau unitário do sistema pêndulo invertido

com atualização ótima das condições iniciais do controlador.
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8
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É

5 10 15 20 25 E 35 Ps

tempo(s)

Figura 4.3: Curva de controle ao degrau unitário do sistema projetado pêndulo

(=
)

invertido com atualização das condições iniciais do controlador.
Deslocamento Angular Teta : x1(t) Velocidade Angular Teta Ponto x2(t)

10 16 20 25 D 35
tempo(s)

Velocidade do carro x4(t)
Saida do dor EM)as mtegrador E(t

15 20 25 Es 10 15 20 25 Dn 35 4
tempo(s) tempos)

Figura 4.4: Curvas dos outros estados do sistema projetado pêndulo invertido

com atualização das condições iniciais do controlador, quando sub­

metido ao degrau unitário.
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Observação 4.2

(1) A modelagem fuzzy TS (4.9a) utilizada para o sistema não­linear pêndulo
invertido no intervalo [­7/3,7/3] não foi a modelagem exata, polis como o
sistema (4.7) possui quatro não linearidades, para se construir uma aproxima­
ção exata do sistema (4.7) são necessários dezesseis modelos locais.

(2) Devido à modelagem fuzzy TS do pêndulo invertido não ser exata o valor de

regime da saída do integrador E(r) na simulação (Figura 4.4) foi diferente do
valor teórico obtido (equação (4.77a)).

Para efeito de comparação, na Figura 4.5 é ilustrado o gráfico do limitan­
te superior do índice de desempenho do sistema em função de é, = é(0) — É(O).

Observa­se que considerando £, como um novo grau de liberdade no projeto do

controlador, o valor encontrado para o limitante constitui um ponto de mínimo.

=

lim
ita

nt
e

su
pe

rio
r p

a
ra

o
in

di
ce

de
de

se
m

pe
nh

o

Figura 4.5: Gráfico do limitante superior do índice de desempenho do sistema

em função de £, = (co)­ E(0).
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4.4.2 O Sistema Bola­viga

Considere o sistema bola­viga mostrado na Figura 4.6.

Figura 4.6: Sistema Bola­viga.

A dinâmica do sistema (Wang, 1997, pg.217) pode ser descrita como:

F(10)­ a riDO? (1) + a À sen(O(nN)) =O,
(4.78)

Ô(1) =u(1),

r(1t): posição da bola,

O(1) : ângulo da viga,

u(rt): sinal de controle,

a, DP: parâmetros, «=0.7143 e B=981.

Considerando as variáveis de estado do sistema como:

x, (1) = r(1); x,(1) = (1); x,(0) = O(1) ; x,(1) = d(1) e a saída do sistema y(1) =x, (1),
as equações de estado do sistema são descritas por:

1 (1) =x,(1), (4.79)

10) =ax(Nx, (0) ab sen(x,(1)), (4.80)

Xx3(1) = x,(1), (4.81)

X,(D=u). (4.82)

Supõe­se que:
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SESTHESIBS ESTES E Tv ÉnNsT: —2<x,(1)<2.
A seguir, o sistema não­linear (4.79)­(4.82) será transformado na forma

generalizada do sistema fuzzy T­S (Taniguchi et al., 2001).

O sistema fuzzy T­S generalizado pode ser construído de (4.79)­(4.82)
rescrevendo:

(0) [o O O EX)
o — afsen(x;(t))

x3(1)
3, (1) O 1 x3 (1)

Xx2(1) Ox,(1)x, (1) || x (1)

EX) O O | x4 (1) |

sendo

x,(O=x0) nO nO xl;

Lx,0) = — af sen (x,(1)) ; fa(x,(0) = A x (Dx,
x3(1)

as funções que contém as não­linearidades do sistema.
Então (4.83) é representado como:

X (1) = x,(1), (4.85)

22 (0) = fa3(X, (O); (0) + fas(X,(D)X,O), (4.86)

X4(1) = x,(1), (4.87)

X,(1) = u(t). (4.88)

Para obter a forma generalizada, é necessário determinar os valores máxi­

mo e mínimo das funções fx(DJ e fx7 (1) no conjunto considerado. Se­
Jam

a; = máxlf >, (x,(0)= —6.9275;
Ay = mínt f 7, (x,(N)=" —7.0073;
a, = máx f (x,())= 1.4286;
11 = mínt f x, (x,())=" —1.4286.

Segundo o método proposto por Taniguchi et al. (2001), a função não­

linear f(xp(1)) pode ser representada, de forma exata, por um modelo fuzzy
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TS, considerando dois modelos locais: a,,, & a,,,, Ou sejam existem 0,,,(x,()) e
O 23) (x, (1)) tais que:

fax,(0) = 677 (*, (As + O757(X,(1))A23, (4.88a)

0< 07, (x,()), 62, (x,(0)<],

O73 (x, (1) + O 732 (x, (1) =|] ,

fa» (x, (1) —­d7,
T73 (x, (1)) =

9237 7453)

Da mesma forma a função fxp(1)) pode ser representada exatamente

Í4X, (1)) = É (x, (1N)a, + É 242 (x, (1))A241
sendo que £x,, (x,(1)) e C242 (x, (1)) satisfazem:

0 < Ex (x,(0),Ex (x, (0) S1, Ex (4,00) + Éx2(x,(0) =].
Então, tem­se:

fix, (1) = (Sa O, (1) + Ez452(X, (1)))(O23] (X / (1))Az3] + O 733 (X,(1))Az32)
= Em (X,(1))O23] (X,(1)A2, + Fo (X,(1)O737 (X , (1))Az3, + E242 (x, (1)O23) (X, (1))A2

+ 242 (€ (JO 232 (X / (1))A237­

Agora, defina:

A, (x, (1)) = 8x4 (x, (JO (X,()), a (x, (1)) = E (x, (DO4(x,()), (4.88b)
a, (x,(1)) =Sx4(X,(D)JO HO), AX, (D)=Sx2(X,(D)O232(X,(D). (4.880)

dd à
Assim,
=

Sax, (1) = a(x,(1))az, + A (x, (1))az, + A(Xx,(1))az, +A,(x,(1)a,,. — (4.880)

Usando os passos descritos acima para a função fdx(O)) , tem­se:
­—­fax, (1) = a (x, (0)Ax, +04 (x, (092% +Aa4(x,(0)a,, +A (x, (1a. (4.880)nm”

Substituindo (4.88d)­(4.88e) em (4.83) pode­se obter uma aproximação

exata do sistema (4.79)—(4.82) com os modelos fuzzy TS:
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x, (1) = (3a (x, (1)) 4)1,0 +(3a (,00), Ju
o 1 o

( 0

(O o

o

o

oo |

com i=1,2,3,4; com a&,(x,(1)) dadas por (4.88b)­(4.88c). Portanto os modelos
locais são:

o) o 1 o) o

—7.0073 1.4286| " O —6.9275 14286]
o 1 o) o 1

|)

o o) fo) o) O

o o) 1 o) o)

—7.0073 —1.4286] " (|O O —6.9275 —1.4286
o 1

á
o) o) |

o) o) fo) o) o)

(4.88D

De uma maneira geral segundo este método, se o sistema apresentar s funções

não­lineares, serão necessários 2* modelos locais para a sua representação exata
através de modelos TS.

Para o projeto do controlador de modo que a saída do sistema se mantenha

no valor r, é considerado o sistema aumentado:

4 4x,(N)= (3a (x,() A, ) x, (1) + (3a,e.) u(t), (4.89)

(1) =r,­Cx,(1), (4.90)

4

Cc=|1| o o ol; ax, (Nel0U, i=1...,4; YVa(x,0)=1l e
i=1

uít)e R.
Assim, o sistema aumentado pode ser representado por:

4
—

4
—

ox(1) = (Fac,A) + (370,08 )uo “No
” |
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. x,() o A; O) —0 =| EO) |: & |& o ú
Note que as hipóteses do Lema 4.3 estão satisfeitas para o sistema (4.79)­

(4.82), pois para xe D, e D, =h, =& x x x) eR“:bo <af2) existe
um único par (x, ,u,) tal que:

(EUs.) = Yn>­Cx,=0

so

HH

sendo x, =[|r, 0 O Ol eu,=0. Além disso, o ponto de equilíbrio x, = (X,É)
com

x=x, para o sistema aumentado (4.89)­(4.90) verifica:

AxX+Bu,=0, i=L.d4.

Assim, a dinâmica do erro do sistema aumentado é dada por

ê(1) = >B.(E() A, Jo +>Pb; EE, u,(1),
i=] i=|

com fB(e())>O, fB,(e())=a(e()+X,), i=l..4.€ D P.(EM) =].
Portanto, pelo Teorema 4.4, a solução do Problema 4.1 pode ser formula­

do da seguinte forma:

Minimize À e encontre X,, =X,, X1, X.=X»2,,M,M,,M,, M,, 5, sujei­
to a (4.69), (4.70), (4.71) e (4.72), sendo x, = [­1 o o oO", pois foi considera­

do x,(0)=[|o o o of er=1.
O software LMISol forneceu A,6, e as matrizes X",, Xp, X»,

M,.M,, M;, M,, que solucionam as LMIs acima.

A solução obtida foi:

Â, =MX ' = [1411298 —­1282134 3504747 327597 111160];
R,=M,X = [­2822522 —248.8542 646.3109 59.5080 22.2725];

A

K,=M,X'= [­380.4650 —332.6655 849.1262 68.6874 30.0392];
KR, =M,X” [­380.0326 —332.3035 848.3673 68.6187 30.0049];
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[978503 780777 —1894519 —142444 —7.7501|

78.0777 — 671980 —166.0543 —12.6437 —6.1707
=| ­189.4519 —166.0543 425.9044 327177 149547

—14.2444  —12.6437 327177 34115. 1.1239

| —7.7501 — 6.1707 14.9547 1.1239 1.4624 |

A =75.3461; é, =­4.9401].

Assim,

= [­141.1298 —1282134 3504747 327597); Ki =­11.1160;

[­282.2522 —248.8542 646.3109 59.5080); K7=­22.2725;

[­380.4650 —332.6655 849,1262 68.6874]; K;=­30.0392;

= [­380.0326 —332.3035 848.3673 68.6187]; K7=­30.0049.

Portanto, como neste caso:

a, (x) = 0.0001065; a, (x) = 0.0001065, a,(x) = 0.4999; a, (x) = 0.4999,

da equação (4.36):

(a, (x)K,x +X%,(X)K,x+X,(X)K,;x+NA, (X)K,Xx)
(A, (X)K]) + A, (X)K] +a,C)K; +a, (X)K;)

E = =12.6657. (4.91)

Logo, considerando É(0) =0, obtém­se de (4.73):

E, = E + E(0o) — E(07) =—4,9401 +12.6657 =7.7256.

A seguir, apresenta­se nas Figura 4.7 e 4.8, respectivamente a saída, y(t),

e a lei de controle, u(t) do sistema realimentado com atualização das condições

iniciais no controlador. Também, é mostrado na Figura 4.9 os outros estados do

sistema quando este é submetido a uma entrada degrau unitário. Dessa figura

pode ser visto que os estados permanecem dentro dos intervalos considerados

para o modelo fuzzy T­S generalizado do sistema não linear bola­viga. Nas s1­

mulações foram consideradas as matrizes Q e R como:
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Figura 4.7: Curva de resposta ao degrau unitário do sistema bola­viga com atu­

alização ótima das condições iniciais do controlador.

le
i

de
co

n
tr

o
le

F< 4 [e

tempo(s)

Figura 4.8: Curva de controle ao degrau unitário do sistema projetado bola­viga

com atualização das condições iniciais do controlador.
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Figura 4.9: Curvas dos outros estados do sistema projetado bola­viga com atua­

lização das condições iniciais do controlador, quando submetido ao

degrau unitário.

Observação 4.3:

(1) Em todos os modelos locais, as matrizes A,, i =1,2,3,4 (equação (4.88f)) pos­

suem a primeira coluna nula. Isso foi muito importante para que a condição

(4.29) do Lema 4.3 fosse verificada e dessa forma a dinâmica do erro possua a

forma (4.34). Para obter essa condição, na construção do sistema fuzzy T­S

generalizado do sistema bola­viga, as equações (4.79)­(4.82), foram reescritas

como em (4.83):
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nO) ­absinx (1) 0
|

x, (1) ­ O ox, (1)Xx, (1)
X3 (1) r 1

X,() |

0 o

e não como:

EXGX o) | o)

— apbsinx,(t)
x, (1)

20)

(1) 0 O O Hx)

(0) lam(N) O

[40] | O O o) Oflx.()] 1)

Portanto, durante a modelagem pode­se escolher a realização fuzzy adequada.

(2) Pela Figura 4.9, pode­se observar que para o sistema bola­viga, o valor de

regime obtido na simulação é igual ao valor teórico dado pela equação (4.91),

pois considerou­se uma representação exata, dada pela equação (4.89), do sistema

não­linear (4.83).

A seguir será mostrado que se no exemplo anterior existirem incertezas do

tipo politópicas nos parâmetros da planta, a metodologia proposta também se a­

plica.

4.4.3 O Controle de um Sistema Incerto

Considere o sistema bola­viga como mostrado na Figura 4.6.

A dinâmica do sistema (Wang, 1997, pg.217) pode ser descrita como em

(4.78):

F(N)­ a r(Oº (N)+ a À sen(O(t)) =O,

Ô(1) = u(1),

r(t): posição da bola,

9(1) : ângulo da viga,
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u(rt): sinal de controle,

a, P: parâmetros constantes do sistema.

Suponha que o parâmetro & possua incertezas do tipo politópicas, ou se­

ja, ae 0.2, 1.2]. Assim,

aA=M0 02+M, 12, (4.92a)

q,X,20 é X+M=l. (4.92b)

Considere também que (=9.81.

Supondo as variáveis de estado do sistema como:

x, (1) = r(1); x,(1) = F(O; x,(0) = 001); x,(0) = O(t) ea saída do sistema y(1) =x, (1),

as equações de estado do sistema são descritas por:

X (1) = x,(1), (4.93)

(1) = A x, (Dx,(1) > af sen(x,(1)), (4.94)

x;(1) = x,(1), (4.95)

X4(1) = u(1). (4.96)

Supõe­seque durante a operação:
T T

—lISxn(DNSIl;­1€S8x(N)N<S1; 1 SO So —2<x,(1) <2.(4.96a)
A seguir, o sistema não­linear (4.93)—(4.96) será transformado na forma

generalizada do sistema fuzzy T­S (Taniguchi et al., 2001) com incertezas do tipo

politópicas.

O sistema fuzzy T­S generalizado pode ser construído descrevendo

(4.93)—(4.96) como mostrado abaixo:
­

x] fo 1 O O x (|
o — afsen(x, (1)

x; (1)
X,(1) o o 1 x3 (1)

o[X.())] |O

x, (1) o
u(t). (4.97)

O

ox, (t)Xx,(1) Il x, (1) o

o

0 o jixO)
” L

A representação das incertezas dos parâmetros do sistema na forma
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politópica, supõe que a estrutura do sistema incerto varia de acordo com uma

combinação convexa dos dois sistemas vértices que delimitam o politópo, ou se­

ja, de (4.92a)­(4.92b) pode­se representar a equação (4.97) como:

ENG o 1 O O 1x (O|
— 0.2 Psen(x;(1))

x, (1)
20)

o

0 0

34 (O) oO 0

00

0.2x, (1)x, (1) || x, (1)
1 x3 (1)

o o| Xa (1) | ES (1) |

o o

—1.2/ken(x;(1))
Fx (9

x3 (1)
o

O

1.2x, (Dx, (1)

1

o

x,2(1)

x3 (1)

|X1()|

ro”

o

O

X.,0,20 e Z+2,=L.

Assim, o sistema dinâmico não­linear (4.98) com incertezas do tipo politó­

pica pode ser descrito por:
2

x,()= 2. (A, (x, (0)x,(0)+ Bull),

x,()=[h0O 20 O 20;
­

O o)

— a, Psen(x,(1))
o

x3 (1)
0 O o) 1

o

a, x, (1)x, (1)
" "

, k=1,2. e X,=0.2 ; a, =1.2.

o OLO

Para cada sistema vértice correspondente a A, (k=1,2), será utilizado co­

mo anteriormente, equações (4.88a) — (4.88e), o método proposto por Taniguchi

et al., (2001) para a obtenção dos modelos lineares locais. As funções que con­
tém as não­linearidades de cada sistema vértice são:

­ ——­0.2/0 sen (x;(!)).
San (X,0)=

x7(1)
' Fa (X,() = 0.2 x/(Dx,(0). (4.992)
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—1.2fsen(x;(1)) ­fan (Xx,(1)) =
x3(1)

; Tae (X,(D) = 12x (Dx,(1). (4.99b)

Para obter a forma generalizada, obteve­se os valores máximos e mínimos

destas funções no conjunto considerado em (4.962):

43311 =

92327 =

Iran =

4421 =

942312 =

92322 =

9412 =

92422 =

máxlf », (x,())= —1.9397;
míntf os, (x,(1)j= —1.9620;
máxtfa (x,00)=" 04
míntfa x, (0)= 04

(4.100a)

máxl f 75) (x(1))= —11.6380;(1

míntf 3x (x())= —11.7720;
máxtf(X(0D)= 24;
míntf&X(0)= 24.

(4.100b)

Usando os passos descritos nas equações (4.88a) — (4.88e) obtém­se:

Í 22 (X,(1) = A (x, (Jaz, +A,(X, (1))a 232, + Az (X,()Azz, +A(X,(1)A23,

Ía (x, (N)=0, (XxX, ())az + a, (x, (1))A4, +A; (x, ())a +A, (x, (1)A24121>
fa» (x,(N)=an(Xx, (1)) 42312 +AZ(X,(1))A 2, +Az(X, (1))az312 + AX, (1))A,

Í 242 (X,(1) = A (X,(1))Azas + Az (X,(1))A 242, + AX, (JA FAX, (A 423,
sendo as funções de pertinência a,(x,(1)), i=1,23,4 dadas pelas equações

(4.882) — (4.880).

Os modelos locais para o primeiro sistema vértice são:
o

O

o

o

e para o segundo:

2 3 4 5 6

1 O O) o

O ana Dam
(4.101)

o

o
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LO

O

o

O

97352

o

o

92452

1

o

; E=1,2,3,4. (4.102)

Desta forma, das equações (4.100a), (4.100b), (4.101) e (4.102) resultam:
o 1 O

0 O

o

O

LO o

O

—1.9397 04

—11.7720 24

1

(

|

o

o

o

o

— 1.9397

o

0

o

— 1.9620

o

0

o

—11.6380

o

0

o

—11.7720

0

0

o 7

— 0.4

|

o

o

— 0.4

|

o
”

o

—24

1

o

o7

—24

1

0

,

(4.103a)

(4.103b)

(4.103c)

(4.103d)

B, =[o 00 1] para i=1,2,3,4e k=1,2. (4.104)

Então, um modelo fuzzy TS com incertezas do tipo politópicas para o sis­

tema (4.98) pode ser representado por:

x,(1) = a, (x, (1)) (Az x, (1) + Byu(O), (4.105)
2 4

k=l ql

sendo: Z,X%,20 e H+%=1; a(x,(1)), i=1,2,34 descritas pelas equações

(4.88a) — (4.88c); as matrizes A, e B,, i=1,234 e k=1,2 dadas pelas equa­

ções (4.103a) — (4.103d) e (4.104) respectivamente.
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Definindo Pax, (1) =aA(x,(1))X,, tem­se de (4.105):
2 4

x, (0) =>"> B.(x,(0)(A,x,(0+Biu(D), (4.106)
k=) i=]

2 4

com f,(x,(1))>20 e SSfp, (x,(0)=1.
k=] (=)

Para o projeto do controlador de modo que a saída do sistema se mantenha

no valor r, é considerado o sistema aumentado:

2. 4

é, (1) = 272,Ba (3 ,(0)Agx,(0)+ Bau(0)) (4.107)
é) =n­Cx,(O,

sendo

c=1 o o ol; Bi(x, (ODEIO, i=1,...44; > Br(x,00)=1 e ule R.
k=l il

Assim, o sistema aumentado pode ser representado por:

x(1) = >>2Pa (x, (OD) Ai )x60+(3; >>Bb. (xE)IO)fucanosok=t il

x (Dl — A, O] — B,
n=| 7? ; A, = ; B, = :

4.108bxo” [o P o ' | : )

Como as condições do Lema 4.3 são satisfeitas para o sistema (4.93) —

sendo

(4.96), com x,=[|1, 0 O OJ' e u,=0, o Problema 4.1 para o sistema

(4.108a)­(4.108b) tem solução pelo Teorema 4.4.

Observe que na equação (4.107) o modelo fuzzy TS que representa o sis­

tema bola­viga tem oito modelos locais, quatro correspodente a cada sistema vér­

tice. Tendo em vista a definição de f, (x,(1)) em (4.105) e (4.106), então a lei de

controle tem a seguinte forma:
2 4

R
2 4

Ru(1) = Da (x, (0)K;x(1) = XXX a,(x,(0)K,;x(1) = >"X Bb. (x,(D)K,x(1).
k=1 i=l k=1 (=)

Dessa forma para as LMIs descritas pelas equações (4.71)­(4.72), considerou­se

r=8 com
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M2,=M,.

Note que pelas definições acima , que A, e A,,, i=1,2,34 são iguais a

A, ou Aj,. Este fato explica as igualdades com os ganhos M. , considerando

ainda que, pelo Teorema 4.4 os M, estão relacionados com os ganhos K,,
i=1,2,3,4.

Portanto, pelo Teorema 4.4, a solução do Problema 4.1 pode ser formula­

da da seguinte forma:

Minimize À e encontre X, =X, ,X6,, X»=X,,M M,,M,,M,, é sujei­

to a (4.69), (4.70), (4.71) e (4.72), sendo x, =|­1 0 O OJ", pois foi considera­

do x,(0)=[0 o o of er=1.
O software LMISol forneceu A,6, e as matrizes X,,,

M,, M,,M;,,M,, que solucionam as LMIs acima.

A solução obtida foi:

1=M X ' = —­676.9801 14464656 4884.5638 369.9371 424254);

22 MMX” [­709.9410 —1516.6888 5120.7466 386.13404 444917];

=M,X” [­722.8162 —1544.1927 5213.6265 393.0954 45.2986];
ES

12 MX [­663.3406 —1417.3322 4786.2695 362.5059 41.5706];
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| 1427378 3006.276 — —10029.160 —725.876 —89.533|
3006.276 — 6409596  —21407.526 —1550.942 —188.44]

—10029.160 —21407.526 72259376 5236.840 628.548

— 725.876 —1550942 5236840 396771 45.490

| 89.533 — 188.441 628.548 45.490 6.343

A =169.4395; É =—13.8847.

Assim,

K,= [­676.980] —1446.4656 4884.5638 369.9371]; K)=­424254;

K,= [­709.9410 —1516.6888 5120.7466 386.1304]; K; = —44 4917;

= [—­722.8162 —1544.1927 5213.6265 393.0954]; K; = —45.2986;

= [­663.3406 —1417.3322 4786.2695 362.5059]; K? = —41.5706

Portanto, como neste caso:

A, (x) = 0.0001065; a, (x) = 0.0001065, a,(x) = 0.4999; a, (x) = 0.4999,

da equação (4.36):

(A ()KX+A4,X)K,X +A,(X)K,Xx+ A, (X)K,X)
(A, (X)K] +A, X)K; +a,(X)K; +A,(X) KT)

É = =15.9568. (4.109)

Logo, considerando é(07) = O, obtém­se de (4.73):

E, = E + E(0o)­ E(07) =—13.8847 +15.9568 =2.0721.
A seguir, apresenta­se nas Figura 4.10 e 4.11, respectivamente a saída,

Y(t), e a lei de controle, u(t) do sistema realimentado com atualização das condi­

ções iniciais no controlador, considerando o valor do parâmetro como sendo

a =0.8 e a=1.2 respectivamente. Também, é mostrado na Figura 4.12 os outros

estados do sistema quando este é submetido a uma entrada degrau unitário. Des­

sa figura pode ser visto que os estados permanecem dentro dos intervalos consi­

derados para o modelo fuzzy T­S generalizado do sistema não linear bola­viga.

Nas simulações foram consideradas as matrizes Q e R como:
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Figura 4.10: Curva de resposta ao degrau unitário do sistema bola­viga com

incertezas politópicas e com atualização ótima das condições ini­
ciais do controlador.
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Figura 4.11: Curvas de controle ao degrau unitário do sistema projetado bo­

la­viga com incertezas politópicas e com atualização das condições
iniciais do controlador.
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Figura 4.12: Curvas dos outros estados do sistema projetado bola­viga com in­

certezas politópicas e com atualização das condições iniciais do

controlador, quando submetido ao degrau unitário.

4.4.4 Reator com Agitação (RA)

Considere que em um RÁ com uma fase líquida isotérmica e multicompo­

nentes químicos reagem segundo o modelo dinâmico não­linear descrito por

(Scarratt et al., 2000):

£(0) =1­(1+D, )aO+D,X30O, (4.110)

+,(0) = Dx(0­x,(0­(D, +D, )IO+HO, — (4111)
x(0) = D,12(N)­x2;(0), (4.112)

0) =x), (4.113)

AA
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



sendo que x,(t)>O , i=1,23 para 1>O e representam:

x (1): concentração normalizada C,/C,r de uma espécie A,

x,(t): concentração normalizada Ch/C,r de uma espécie B,

X;(1): — concentração normalizada C7/C,7 de uma espécie C,

Car! regime estacionário da espécie A (mol.m''),
u(t): sinal de controle,

D, .D,, e D,,: parâmetros, D, =3.0; D,,=0.5; D, =1.0. (4.113a)

O sistema (4.110) — (4.112) possui o seguinte ponto de equilíbrio (x, ,u.):

x,=[0.3467 0.8796 0.7737), (4.113b)

u (f)=1. (4.113c)

Deseja­se projetar um controlador de modo que a saída atinja e se mante­

nha no valor 7, =0.7737 e que:

0.25€<x(1) $04; 0.8<x, (0) <1.1; 0.5Sx,(1)S$0.8. (4.113c)

A seguir, o sistema (4.110) — (4.113) será descrito em outras coordenadas

de maneira que possa ser representado por um modelo fuzzy T­S generalizado.

Defina:

X(D) =x), (4.114)

uv ()=u(t)—x,(1). (4.115)

x, (1)=2x, (1)X, (1)

=2x,(0) [D, x, (0)=x, (0)­(D,, + D,, )x2 (0 +u(]
=2x,(0) |D, ,(0)­(D, +D, 6O+uç(0l. — (4116)

Dessa forma de (4.114) — (4.115), o sistema (4.110) — (4.113) pode ser represen­

tado por:

(0) =1­(1+D, )n()+D, LO, (4.117)

(1) =2D, x (0/1,­2x,(0(D, +D, JA 0O+2/20Ouf(0, — (4118)
X1;(1) = DX) (1) =x;(1), (4.119)
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(1) =x,(1). (4.120)

Considerando,

Ax (1) =x,(1)­0.25 e Auy(t)=D,0.25+u, (1), (4.121)

tem­se de (4.99):

Ax (0)=­(1+D, JAx (0)+D,X%,C). (4.122)

Finalmente o sistema não linear (4.110) — (4.113) nas variáveis Ax,(1),

X,(1) E x,(1) se descreve como:

Ar (0) =­(1+D, JAx,(0)+D,, 2,(O) (4.123)

(0=2D, (20)dx (0)­2/20(D, +D, Ja O0+2/2 040, (4124)
X3(1)=D,X,(1)—x3(1), (4.125)

yY(1)=x;(1). (4.126)

De (4.123) — (4.125) e considerando os valores adotados dos parâmetros

D,, D, e D, em (4.113a), temos:

AX (1) —4 0.5 0 1 AX,(O) 0

x,(1) [=] 64/ X, (1) —3,/X,(1) O 1 X%(O |+| 2/x%,() (Au, (1) (4.127)
X3(1) o | —1/| 50) o

Das equações (4.114)­(4.115), (4.121), (4.113a)­(4.113b) e definindo­se

A ,x(1)=[Ax, (1) 20) x,(O), obtém­se que (a ,x(1), Au, )=| 1X. Au, ) é ponto
de equilíbrio do sistema não­linear (4.127), sendo:

A,x,=[0.096 0.7737 0.7737], (4.128)

Au,=0.8704 . (4.129)

O sistema descrito pela equação (4.127) possui uma única função não­
linear:

fla,x))=aJa,0). (4.130)

De (4.113a), (4.113c), (4.114), (4.115) e (4.121) tem­se:

OSAx (1) $0.15; 0.64 < 3,(0) < 1.21; 0.5 <x,()<08. — (4.131)
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Para construir um modelo fuzzy T­S generalizado T­S (Taniguchi et al,,

2001), é necessário determinar os valores máximo e mínimo da função

f(Apx) ) no conjunto considerado na equação (4.131):
D=[(Ax (1), 35 (1), x,(1)): OS Ax (1) S$ 0.15; 0.64 € X%, (1) S 1.21; 0.5 < x,(0) < 0.8).
Agora,

a, =máx f(A,x(1)) =11,
a, =mín f(A,x()) =0.8.

Segundo o método proposto por Taniguchi et al (2001), a função não­

linear FA2x) pode ser representada, de forma exata, por um modelo fuzzy TS
considerando dois modelos locais: ay e a; , ou sejam existem a, (apx) e
a, (a ,x(1)) tais que:

fla, x(N)=a (A x(10)a, +a, ((A,x(O)a,, (4.132)

0 <a (A,x(0)); ala, x(1))<1,
a, (A,x(1N)+a (A ,x(90)=1,

a (a,x(9))= fla,x()­a, |
a, a,

De (4.130) e substituindo (4.132) em (4.127) resulta:

AX (1) ­4 05 OlfAm(O] [TO

*,0) |= a(A,x(O0) 6a, 3a O || %O |+|2a, [Auç(0)
x3 (1) LO 1 —1)/| x;(1)| o

—4 05 Ol/Ar(O| fo

+a,(A,x()) 64, —3a, OX) |+i2a, jAuÇ(O)|.
o 1 ­lnOj o

Logo, pode­se obter uma representação exata do sistema (4.127) com os

modelos fuzzy TS:
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A,X(1) = (3a (a x(04,) »axco + (3a (A ,x(1))B,Au, o)
Ax (1)

A,x(1)=| 3 |;

x3(1)

4 05 O

=/6.6 —­33 O0|; Bj=

O 1 1

4 05 O

48 —­24 O|; B;=

o 1 HA

Para o projeto do controlador de modo que a saída se mantenha no valor

1n=0.7737 é considerado o sistema aumentado:

a,t0n=(>%a, (a,xtn)A, )a,x00+(3 ala, x (1)B, asa O. (4.133)
i=) i=)

É(N)=n,­CA,x(1), (4.134)

sendo

2

C=lo o 11;a4,(A,x(0)EIO,11, i=1,2;DV ala,x(0)=1.
i=|

Assim, o sistema aumentado pode ser representado por:

2
—

:
Battn=(>%a (a,x00)A Jax(+ (3a, (A,x(1)B, Juç O Ju,O]

ao — É a "Ax(1)= ; A;= ;

E(1) ­C O

sendo
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As hipóteses do Lema 4.3 estão satisfeitas para o sistema (4.123)­(4.126)

pois considerando D dado pela equação (4.131), para A,xeD existe um único

par (x,,, u.,) tal que:

V (x, Us, )=0,rn Cx,,=0,

x,=A,x,=[0.0967 07737 07737],
u,,=Au (1)=0.8704.

Além disso, o ponto de equilíbrio Ax, = (axÉ ) com Ax=x,, para O
sistema aumentado (4.133)—(4.134) verifica:

A; Ax + Bju.,=0, i=1,2.1OSST

Assim, a dinâmica do erro do sistema aumentado é dada por:

i0=([3:5 607 )etn+[ÉE560E Ju.
com B.(e(1))> 0, B.(e())=ale()+Ax,), i=l,2, e > Be) =1.

1=)

Portanto, pelo Teorema 4.4, a solução do Problema 4.1 pode ser formulado

da seguinte forma:

Minimize A e encontre X, =X, ,X6p,X1n=X»,, M,,M,, é sujeitoa

(4.69), (4.70), (4.71) e (4.72), sendo x,=[­0.0967 —0.1337 —0.2737)], pois

foi considerado A,x(0)=[0 0.64 0.5" en=0.7737.
O software LMISol forneceu A, é, e as matrizes X,,X1,,X»,, MM,

que solucionam as LMISs citadas.

A solução obtida foi :

RÁ, =M,X” =[13.0434 2.1530 2.0127 —0.6571);
R,=M,X” =[16.2062 29816 25210 —0.8167];
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[146012 07813 —0.0419 —0.0156]

0.7813 0.4543 02363 —0.0801

—0.00419 02363  1.1049 —03159

—0.0156 —0.0801 —­03159 0.336]|
1=30.8353 ; £,=­0.2705.

K, =[13.0434 2.1530 2.0127); K!=0.6571;

K,=[16.2062 29816 2.5210]; K?=0.8167.
Portanto, como neste caso:

a (Ax)=0.2583; a, (Ax)=0.7417,

da equação (4.36) tem­se & =8.1871.
Logo, considerando Éé(07)=0, obtém­se de (4.73) o valor da atualização

ótima no integrador:

E, = E, +E(00) ­6(07) = —0.2705 + 8.1871 — 0 =7.9166.
A seguir, apresenta­se nas Figuras 4.13 e 4.14, respectivamente a saída,

y(r), e a lei de controle, u(r1) do sistema realimentado com atualização das con­

dições iniciais no controlador. Também, é mostrado na Figura 4.15 os outros es­

tados do sistema quando este é submetido a uma entrada de grau de amplitude n.

Dessa figura pode ser visto que os estados permanecem dentro dos intervalos

considerados para o modelo fuzzy T­S generalizado do sistema não­linear descri­

to pelas equações (4.92)­(4.95).

Nas simulações as matrizes Q e R que aparecem em LMIs (4.79) e (4.72)

foram adotadas como sendo:

1100 O

o 1

0 O
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Figura 4.13: Curva de resposta ao degrau de amplitude r, =0.7737 do sistema

em um RA com atualização ótima das condições iniciais.
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Figura 4.14: Curva de controle ao degrau de amplitude r, =0.7737 do sistema

em um RA com atualização ótima das condições iniciais.
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Figura 4.15: Curvas de resposta dos outros estados do sistema projetado em um

RA com atualização ótima das condições iniciais do controlador.
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CAPÍTULO 5

CONCLUSÕES

5.1 Conclusões Gerais

Explorou­se neste trabalho a atualização das condições iniciais do contro­
lador como um novo grau de liberdade nos projetos de controladores dinâmicos.

As condições iniciais podem ser modificadas, melhorando o desempenho do

sistema controlado. Pode­se interpretar esta estratégia de controle como o posi­

cionamento ótimo dos zeros da função de transferência.

Procurou­se clarificar de forma precisa as bases da atualização das condi­

ções iniciais de controladores dinâmicos, para sistema lineares no tempo, o que

pode motivar o uso desta técnica pouco conhecida no Brasil.

Uma das contribuições desta tese é oferecer um procedimento metódico

para o projeto de sistemas contínuos e discretos no tempo, com atualização das

condições iniciais de modo a minimizar um índice de desempenho quadrático que

permite adicionalmente o rastreamento de sinais de referência não nulos, no caso,

do tipo degrau. Também é proposto um método de atualização ótima das condi­

ções iniciais do sistema controlador/observador, quando não é possível medir to­
dos os estados do sistema.

Para sistema lineares contínuos no tempo é apresentado um novo método

alternativo para atualização das condições iniciais no controlador, no caso

considerado do tipo integral, baseado em LMIs, incluindo incertezas politópicas

nas condições iniciais da planta. A vantagem desse método é que outras restrições
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no projeto podem ser facilmente incorporadas por exemplo: incertezas politópicas

nos parâmetros da planta, restrições na saída e restrições na entrada. Pelo nosso

conhecimento, a atualização ótima das condições iniciais com o uso de LMIs

ainda não havia sido feita.

Para sistemas discretos a atualização das condições iniciais no contro­

lador também foi analisada e os resultados obtidos foram formalizados, incluindo

o estudo realizado no intervalo de tempo finito [0, NJ. Esta também é uma outra

contribuição original desta tese.

Outra contribuição inédita é a abordagem do problema da atualização das

condições iniciais em controladores dinâmicos quando a planta é não­linear.
Utiliza­se os modelos fuzzy Takagi­Sugeno para modelar a planta. Para a

resolução deste problema encontrou­se uma condição, dada pelo Lema 4.3, que

permite o rastreamento da saída do sistema para uma entrada do tipo degrau. Esta

condição envolve a descrição das dinâmicas locais do modelo Takagi­Sugeno que

representam o sistema não­linear. Nos exemplos apresentados, foi "possível
durante a modelagem escolher uma realização fuzzy adequada de maneira que

esta condição( equação (4.29) do Lema 4.3) fosse satisfeita. Os novos resultados
obtidos são apresentados em termos de LMIs e como no caso linear, possibilitam

a especificação de várias restrições no projeto, por exemplo, incertezas
politópicas nos parâmetros da planta, restrições na saída e restrições na entrada.
Pelo nosso conhecimento, a atualização ótima das condições iniciais para

sistemas dinâmicos não­lineares diferentes daqueles com dois modos de operação

lineares descritos em (Yamaguchi et alii (1996a; 1996b; 1997; 1998); Oboe et alii

(2002); Hirata et alii (2003)), ainda não havia sido feita.

Os métodos propostos foram aplicados no controle ótimo de um pêndulo
invertido, de um sistema Dbola­viga e de um processo químico. Incertezas nos

parâmetros da planta também foram consideradas no projeto.
Exemplos mostram a eficácia da metodologia proposta.
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5.2 Sugestões para Trabalhos Futuros

Pesquisas futuras, relacionadas aos problemas abordados nesta tese, po­
dem ser as seguintes:

(1) Estudar as classes de sistemas não­lineares que podem ser realizadas com

modelos fuzzy Takagi­Sugeno e satisfazendo a condição (4.29) do Lema
4.3;

Aplicar os resultados no controle de sistemas dinâmicos (lineares ou não­

lineares) reais;

Explorar a técnica de atualização das condições iniciais em outras configu­

rações de controle, por exemplo, no controle adaptativo ou com estrutura

variável;

Generalizar os resultados obtidos para o caso multivariável;

Considerar adicionalmente restrições no sinal de controle.

Generalizar o caso não­linear para sistema discretos no tempo, sem e com

observadores de estado.
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APÊNDICE A

Lema 1:(Chen, 1999) Seja A uma matriz com todos os autovalores com parte

real negativa. Então, para toda matriz real simétrica semidefinida positiva

Q=N'N com a propriedade de que (A,N) é observável, a equação de

Lyapunov

PA +A'P =­0Q, (A.1)

tem uma única solução P simétrica positiva definida.

Prova: Se A possui todos os autovalores com parte real negativa, então a

integral

+oo
TP= fe 'Oe da,

O

converge e P está bem definida.

Observe que:

PA+ATP=[e""Qet"Adi+ [| AT"Qe"dt
o o

+oo

dt
o

=lim e * QeP­Q=­Q.
b­—>+oo
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Assim, P satisfaz a equação (A.1). Para mostrar a unicidade de P, suponha

que exista P, também solução de (A.1). Então,

(P­P)A+A'(P ­P)=O0.

Mas, isto implica que

e” (p­P)Aet tre" AT(P ­P)el=0,120.
Integrando ambos os lados no intervalo [O, +),

O = [Tre(P­P)ejd= ­(P,­P).
Claramente, P é simétrica. Para mostrar que é definida positiva, note que,

para todo vetor constante z, nx1, não nulo, definindo­se v =e?*' z, observe que o

integrando de z'”Pz, de (A2), é dado por:

vl'Qv =y"NTNv =(Nv)'(Nv)

e não se anula para t > O, pois:

“= v(D=ei'zz20,V1iI>O0E

"= se v!N"Nvy=0,então(Nv)(Nvy)=O,

o que implica que Nv=0. Será mostrado por absurdo que tal situação nunca
OcoIrTerá.

Diferenciando a equação obtida acima, tem­se:

níiz0=s NÉÍçe"o) =N(Ae*z+e*'o)
dt dt

= N(e*'Az+et*'0) = Net'AzZ=O0.

Logo,

NAÍ'z=0 = NAy=O.

Diferenciando esta última equação mais uma vez obtém­se:

nao — NAAZ=0 > NAv­=0.Í

Repetindo este processo de diferenciação, obtém­se:
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Nvyv=O0,

NAVY =O,

N Ap =0.

Combinando as equações precedentes, obtém­se:.

(NT ATNT (AY NT (ATITNTIV=O.

Agora, como (A, N) é observável,

posto[N"T ATNT (APYTNT..(APITNT] =n.

Logo, v =0, o que é um absurdo. Assim, por contradição, o integrando é

positivo para todo t>0O e desta forma

z'Pz>0, VzzO,

mostrando que P é definida positiva.
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APÊNDICE B

Considere o sistema escalar linear invariante no tempo, controlável e
observável:

x(1) = Ax(t)+ Bu(t),
B.1

Y(1) =Cx(1),
(6)

sendo que, xr eRNº é O vetor de estados; ue R é a entrada de controle do

sistema; ye Ré a saída do sistema; AEN"” é a matriz característica do

sistema; B e RN"! é 4 matriz de entrada do sistema e Ce RPé a matriz de
saída do sistema.

Teorema 1: (Rugh, 1996, pg.232) O sistema linear (B.1) é observável se e

somente se

Cposto), RB a =n, (B.2)

para todo escalar complexo s, sendo I a matriz identidade de ordem n.

Lema 1: Sejam Q uma matriz de ordem n, real, simétrica e semidefinida

positiva, A uma matriz de ordem n e o par (4, /Q ) observável. Então, o par
((A­ BK),N ) será observável, sendo: O =N'Ne Õ =O+K'RK com R uma

matriz real simétrica definida positiva e K e RP" qualquer .
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Prova: Como(A, No) ) é observável,

posto| IA K
|, (B.2a)

S. —
sSIT­A

para todo escalar complexo s, sendo I a matriz identidade de ordem n e

K e R"“ qualquer.
Tem­se:

Jo 12
postoj K  |=posto K

;

sI­A sI ­(A— BK)

K o 10 K
|.

SI ­(A­ BK) O B IIsI­AJo 6 49)
Agora, como R >0O, existe uma matriz não singular T tal que:

R=T'T.

Sendo T não singular, tem­se :

e So
posto K = posto TK

sI ­(A— BK) sI ­(A— BK)

Agora, como R=T 'T, então:

Portanto,

é observável.

ô­(0+KTRK)=|/O x]
sendo
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De (B.2d) e (B.2e), tem­se que

((A­BK),ÃN)
é observável.

Lema 2: (Ogata,1997, pg.909) Considere o sistema

x(1) = AxX(f) (B.3)

sendo que, x eRN"” é o vetor de estados; A € RN” é a matriz característica do

sistema. Seja Q uma matriz de ordem n, real, simétrica e semidefinida

positiva. Suponhamos que o par (4, /Q ) é observável. Então, a função
Víx)=x"Ox,

não se anula ao longo de qualquer trajetória x = x(1), não nula, de (B.1).

Prova: Suponhamos que exista uma solução x=x(1) de (B.l) tal que

V(x(t))=0. Então,

Vix()=x"(0) (0/0 x(1)=0.
Logo,

JO x(1)=0 (B.4)

Diferenciando (B.4) em relação a t e usando (B.3), tem­se:

JO x()=QAx (1)=0O (B.5)

Diferenciando, agora, (B.5) em relação a t, e utilizando a equação (B.3),
obtém­se:

VOAx (1) = (QA?x(1)=0. (B.6)

Repetindo esse processo, resulta:

JV94?x(1N)=0,

VOA" x(N)=0.
Combinando essas equações, tem­se:
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1º
VOA

posto
Y

=n,

JOA"
pois (4,/0) é observável, então, x= x(1)=O.

Lema 3: (Ogata,1997, pg.951) Considere o sistema

x=/(Xx,u)

sendo

u=g(x),

a lei de controle, sem restrições, e o índice de desempenho

J(u)= fLtx, ud.

Suponhamos que a origem do sistema

Xx(1) = f(x,8(x))

seja assintoticamente estável e seja V(x) uma função de Lyapunov.

Uma condição suficiente para que u, seja a lei de controle ótimo, isto é,

minimiza o índice /, é que u, minimiza H(x,u), sendo

Hx.) =L(x,u) (B.9a)

H(x,u)=O,

Ou seja

av =—I(x,u)).
dt

Exu)
u=u

Prova: Integrando ambos os membros da equação (B.9b), tem­se:
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V(x(%))— V(x(0)) =— f(x), u (0a : (B.10)
o

Como a origem do sistema é assintoticamente estável x()=0 e V(x(co))=O.

Suponhamos por absurdo que u,(!t), não seja ótimo e que o vetor de

controle u,(t) forneça um valor menor de J/. Então:

fLX(),u2 (0)dt < SEC),u (0)di
o o

Como por hipótese un, (ft), minimiza H(x,u) e H(x,u,)=0O, então:
Hí(x,u)>O,

para todo u . Portanto,

H(x,u,) = 2% + L(x,u,) > O.
u=u,

Integrando ambos os membros desta igualdade no intervalo [0,co), obtém­se:

Ví(x(%))— V(x(0)) >=— fixa: .
o

Como x(%)=0 e Ví(x(c))=O,

V(x(0)) < feed.
o

Então, das equações (B.10) e (B.12)

cio. (1V)dt < fLOu OI :
o 0

Isto contradiz (B.11).

Considere o sistema (B.1) com índice de desempenho dado por

+os

J(u)= f(x) Qx(N)+u()" Ru(N)At. (B.13)
o

sendo que Q é uma matriz real simétrica definida positiva (ou

semidefinida positiva) e Ré uma matriz real simétrica definida positiva, ou

R=0. Admite­se que o vetor de controle u(t) não esteja sujeito a restrições. O
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problema do controle quadrático ótimo, consiste em determinar a matriz

constante K do vetor de controle u(t) =­K x(t), de forma a minimizar o Índice

de desempenho J. O teorema seguinte fornece condições suficientes para
existência e unicidade do vetor de controle ótimo.

Teorema 2 (Barnett, 1985, pg. 278) : Sejam Q uma matriz real simétrica

definida positiva (ou semidefinida positiva) e R uma matriz real simétrica

definida positiva. Suponhamos que (A,B) é controlável e (A No) ) é
observável, então a equação de Ricatti

A'P+PA­PBR 'B'P+0=0 (B.14a)

tem uma única solução P simétrica definida positiva tal que a matriz,

A­BRB'P, (B.14b)

apresenta todos autovalores com parte real negativa e a lei de realimentação

u(t) =­R  B'Px(1),

torna o Índice dado por (B.13) mínimo eiguala x(0)'P x(O).
Prova ( Kailath, 1980, pg. 236)

(1) Existência:

Como (A,B) é controlável, existe K, tal que A­— BK, é assintoticamente
estável. Observe que, como R > O, existe uma matriz não singular T tal que:

R=T'T,

e

(Q+KITRK)= Vo x) elle” Ne «71, “lo 11x)O R o T'jjoTI K,
Como (4/2), é observável, então, pelas equações (B.2a)­(B.2c), tem­se

que [14 ­ex(2) é observável. Agora, como T é não singular, tem­se que!

[a — BK(2) também é observável. Aplicando o Lema 1 do Apêndice A,
1

. 2, . . Texiste uma única matriz , =P,>0 tal que:
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(A­ BK)" P+P(A­BK))=­(QO+K,RK,) (B.15)

Então, para

u, (1) = ­K x(1),

tem­se por (B.15)

J(u))= fre+ K, RK)x(Ndt = [TA BK) P, + P(A BK ))x(1)dt
[0 o

= [EMO + Pax(nN)dr=­ [GT mrxO)= lim­ x" (0)Px() =x, PX,,
o o

sendo,

x(0)=x,.

Seja

K, =R"B'P,. (B.16)

Então,

(A­ BK,)' P, + P(A­BK,)==(Q+K, RK,)­(TK, ­TK,) (TK, ­TK)), (B.17)
sendo que R=T'T.
De fato,

(A­ BK.) PP +P(A­BK,)=A'"PR+PA­K,B P­PBK,.  (BI8)
De (B.15), tem­se:

ATPR+PA=K,B'P+PBK,­(Q+K, RK), (B.19)

que substituindo em (B.18) e considerando que R=T'T, resulta em (B.17).
De (B.17), conclui­se que (A­ BK,) é estável. Aplicando o Lema 1 do

Apêndice A, seja P, a única solução P,' = P,>0 de

(A—­ BK,)' P, + P(A­ BK,)=­(Q+K,RK,). (B.20)

Considerando agora,

u,(1)=­K,x(1),

obtém­se que:
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+00

J(u,)=­ [TOPO =x, Px.
o

De (B.17) e (B.20), tem­se:

(A— BK,)' P, + P(A BK,)­(A­BK,)' P, ­P,(A­ BK,)
= (TK, ­TK,))' (TK, ­TK,)<$O

e assim,

d dT lx Px(0)<To”Pyx(1)).
Integrando no intervalo [0,+co) resulta em,

T Txo Pix sx PXxo.

Dessa forma, construímos uma segiiência de ganhos K; =R"BP,, e uma

sequência de xo Px,) decrescente e limitada pois x,Px,>0, para x, z0.
Esta sequência tem limite x,' Px,.

Como x, é qualquer, tem­se:

lim P; =P; limK; = R 'BP=K;
e da igualdade,

(A­ BK,)' P,+ P.(A­BK,)=­(QO+K,' RK;)

conclui­se que

(A­ BK) P+P(A­BK)=­(Q+K RK).

Logo, o sistema x(r)=(A ­ BK)x(1) é estável, pois

V(x(N)=x"(NPx(t)

é uma função de Lyapunov para o sistema. Como P satisfaz (B.23), então
P>O.

Substituindo K = R BP em (B.23), tem­se:

A'TP+PA­PBR'B'P+Q=O,

ouseja P>O0 é solução da equação de Riccati e
(A­BK)=(A­BR"B'P)

apresenta todos os autovalores com parte real negativa.
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(11) Relação entre K e P para garantir] mínimo:

Pelo Lema 3, a condição suficiente para que u,(t) =­Kx(r1), estabiliza o sistema

X(f)= A x(1) + Bu(t),

e minimiza J é que u, (1) = ­Kx(1), minimiza

Hí(x,u)= Es x(D(Q+ KT RK)x(0)
H(x,u))=O,

Víx)= x'Px ,

com P > O, uma solução de

(A­ BK Y'P +P(A­BK )=­(O+K 'RK ). (B.24)

Agora,

H(x,u)=x"'(0(A­BK)' Px(1t)+x  ()P(A­BK)x(N)+x (((Q+K RK)x(N). (B.25)

Logo, como R=T'T, (B.25) pode ser escrita como:

H(x,u) = x" (O(ATP+ PA +ITK ­(TT)BT PY[TK ­(TT)' BTP]­ PBR B'P+Qh().
A minimização de H(x,u) com respeito a K requer a minimização de

x (OITK­(T'Y'B'PY[TK­(T")'B'Plx(0)

com relação a K . Como a última expressão é não­negativa, o mínimo ocorre

quando a mesma for zero, ou seja quando

TK=(T'Yy'B'P.

Por conseguinte,

K=T (T'y'B'P=RTB'P,

onde P é uma solução de (B.24). Agora como H(x,u,)=0, então, de (B.25) e

K=R'B'P,

(A­ BK)" P+ P(A­ BK) +PBRB P+Q=0

Portanto, a lei ótima para o problema do sistema de controle quadrático ótimo,

quando o índice de desempenho é dado por (B.13), é linear e é dada por

u(t) =­Kx(t) =­=RTB' Px(t). (B.26)

A matriz P na equação (B.26) precisa satisfazer (B.24) ou a equação de Riccati
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A'P+PA­PBR'B P+Q=O0.

(111) Unicidade:

Suponhamos que existam duas soluções P e P, da equação de Riccati.
Então:

ATP+PA­PBR'B'P+Q=0;

ATP, +P A­ PBR 'B'P,+Q=0.

Essas equações podem ser reescritas por:

(A­BK)'Pi+P(A­BK)=Q+K, RK); K,=R"BF,

(A­BK,)"P2+P(A­BK,)=­(Q+K RK,); K,=R"BP,
Dessa forma tem­se:

J(u)= ­ fe(MNPx(0)=x,"Poxo;
o

+oo

J(u,)=­ fx” (NP;x(1)) =x, PyX,.
[6

Portanto,

TB TEx Pxç=xo PXo,

para todo x,. Assim, P,=P,.
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APÊNDICE C

Considere o sistema

xXx(1) = Ax(1) + Bu(ft),

(1) = Cx (1),

sendo que , x e R"* é o vetor de estado, ue R é a entrada de controle do

sistema; ye Ré a saída do sistema; A e Rº”* é a matriz característica do

sistema; B e R”* é a matriz de entrada do sistema e C e RN é a matriz de
saída do sistema e

u(t) = ­Kx(1) (C2)

a lei de controle, sem restrições, e o índice de desempenho

J(u) = fax" Ex) +u(n)T Ru(n)dr (C3)
o

sendo que Q é uma matriz simétrica definida positiva (ou semidefinida ) e R é

uma matriz simétrica definida positiva.

Suponha que, (A,B) seja controlável e (4,/Q) seja observável.

Lema : Nas condições anteriores, se K é ótimo, ou seja u (1) ==­Kx(!) minimiza

o índice J, então a matriz definida positiva P, = P," que é solução da equação

Lyapunov:

(A­ BK)" P,+P(A­BK)==(Q+K' RK) (C4)

também é a solução da equação de Riccati:

ATP+PA­PBR 'BP+0Q=O0. (C5)
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Prova: Pelo Teorema 2.1 o ganho ótimo é dado por K=R 'B'P, sendo

P=P" a matriz definida positiva solução da equação (C5).
Assim, (C5) pode ser reescrita por :

ATP+PA­K'BP+0=0.

Somando­se — PBK + PBK em (CO), tem­se
ATP+PA­K'B'P­PBK+PBK+Q=O,

equivalentemente,

ATP+PA­K'B'P­PBK+K RK+Q=0

pois,

K'RK=PBK=PBR'B'P.

Pode­se escrever (C7) na forma:

(A­ BK)" P+P(A­BK)=­(O+K'RK).
Logo, P é solução da equação (C4). Agora, como por hipótese

(4,/Q) é observável e pelo Lema 1 do Apêndice B, (A­ BKN) é observável
sendo (Q+K'RK)=N'N. Assim, pelo Lema 1 do Apêndice A, existe uma
única PV = P>O que satisfaz (C4). Logo, tem­se que P, = P .
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APÊNDICE D

Especificação das matrizesA, e B. no Projeto do Controlador

Considera­se uma classe de sistemas como mostrado na Figura 2.11, sendo que a
planta e o controlador a ser projetado, apresentam as equações como em (2.4a) e

(2.4b) respectivamente.

As matrizes A,e B, podem ser escolhidas de forma que (A,B) seja

controlável, sendo

a=) à 9), g2 8).
­B.C, A, 0

Por exemplo, dada a planta controlável e observável, escolha matrizes A, e B.

de modo que o sistema (A,,B.,C.), satisfaça as seguintes condições: 1)

controlabilidade; 11) não apresente cancelamento entre os seus pólos e os zeros de

(An,B/,,C,). De fato, considere agora o sistema (A,B,C), sendo
C=[|0,,, Cc]. Ele pode ser visto como uma associação em série dos sistemas

(A)Br Cr) (AQ B,,C,), que são controláveis. Dessa forma nas condições

anteriores, (A,B,C) é controlável (Kailath, 1980, pg. 156).
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APÊNDICE E

Considere um sistema de controle linear discreto no tempo dado por:
x(k+1)=Gx (k)+ Hu(k) (E.la)

x(O0)=c (E.1b)

que é suposto ser controlável sendo que x(k) é o vetor de estado de dimensão n,

u(k) é o vetor de controle de dimensão r, GeERN""e HeR"“ são matrizes dadas

com G matriz não singular.

Considere também para o sistema (E.la) e (E.lb) o seguinte índice de

desempenho,

J(u)= DT(6) Q xd) +u" (o) Ru(o), (E.2)
k=0

sendo que Q é uma matriz real simétrica definida positiva (ou semidefinida

positiva) e R é uma matriz real simétrica definida positiva.

O seguinte teorema resolve o problema de controle quadrático ótimo

discreto no intervalo [O0,N].

Teorema : (Franklin, 1997, pg. 365) A lei de controle ótimo para o sistema

(E.1a), (E.1b) com Índice quadrático (E.2) é :

u(k) =—­K(k)x(k)

sendo que a K(k) é a matriz de retroação mxn:

K(k)=[R+H'P(k+DH]'H'P(k+VG

e P(k) é a solução da equação de Riccati
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P(k) = Q+G'P(k+DG­GTP(k+DH[R+H  P(k+DH]' H'P(K+1G,
determinada recursivamente, com condição final

P(N)=O.

Além disso, o valor mínimo do índice de desempenho é

J =>x"(0) P(O) x(0).
Prova: O índice J a ser minimizado é dado por (E.2):

J)=>3" (7 (0) Q x() + u" (k) Ru(l)),
k=0

sujeito a restrição especificada na equação (E.la):

xX(k+1)=Gx (k)+H u(k).

Esse problema de minimização com restrição será resolvido usando o

método dos multiplicadores de Lagrange. Para cada k, existirá um vetor,

denotado por A(k +1). Define­se um novo índice de desempenho L como sendo,
N

L= D=| (XT (k)Qx(k)+u"(k) Ru(k))+A(k+1)' (Xx(k+D­Gx (kK)+Hu(l)) ], (E3)
k=0

e encontra­se o mínimo de Lcom respeito a x(k), u(k), e A(k). Note que para

um controle ótimo que obedece a equação (El.a), os índices de desempenho J e

L são iguais em valor.

A condição necessária para a minimização de L é:

[a
OJu(k)

| dL
DA(k +1)

[axo =x (DO­1(L)+41 (k+DG=0O

=u (RDR+4 (k+DH=O

= —x(k +1) + Gx(k) + Hu(k)=0O

para k=012,....,N.

O conjunto de equações dado por (E.6) e (E.4) podem ser reescritas por:

4(k) = GT A(k+D + Ox(L),

ulk)="R  H"TAk+)).

De (E.7), tem­se:
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Ak + =(G')Ak)­(G)'Ox(h), (E.9)

e de (E.5), obtém­se:

x(k +1) = Gx(k) + Hu(k), (E.10)

que é a equação (E.la).

Ássim, as equações (E.10), (E.8) e (E9) ou (E.7) acopladas são as

equações de diferenças, definindo solução ótima de x(k), A(k), u(k) contanto

que a condição inicial (ou final) sejam conhecidas. A condição inicial sobre x(k)

é dada, mas 2(0) não é conhecida.

Da equação (E.2), vemos que como R >0, para minimizar J, u(N) deve

ser tão pequeno quanto possível e da equação (E.5) u(N) não tem efeito sobre

Xx(N). Assim, a equação (E.4) sugere que :

A(N+1)=0 (E.11)

e a equação (E.6) mostra que a condição de fronteira adequada é :

A(N) = Ox (N). (E.12)

Assim, a solução do problema de controle ótimo deve satisfazer as

equações de diferença (E.10) e (E.7), ou seja :
(E.13a)

x(k +1) = Gx(k) + Hu(k)

2(k) = GTAk+1)+ Ox(k), (E.13b)

com u(k) dado por (E.8). A condição final sobre 4 é dado pela equação (E.12).

Suponhamos que 4(k) possa ser escrito sob a forma :

21(k) = P(k)x (k) (E.14)

sendo P(k) uma matriz simétrica real, nxn. Substituindo (E.14) e (E.13a) em

(E.4), tem­se:

Ru(k) = =H T2(k +1) = =H T P(k +Dx (k +1) = =H "P(k + D(Gx(k) + Hu(k)). (E.15)

Resolvendo para u(k), obtém­se:

ulk)=AR+H'TP(k+DH]'H  P(k+1)GX(k). (E.16)

Seja

S=[R+H'P(k+DH].
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Para P(k+1) pelo menos semidefinida positiva, tem­se que S é inversível ea
equação (E.16), torna­se:

u(k)=­S""H'P(k+1)Gx(k). (E.17)

Substituindo, agora, (E.14) em (E.7), elimina­se 2:

P(k)x (k)=G' P(k+Dx(k+1)+Ox (k). (E.18)

Substituindo (E.5) em (E.18), resulta:

P(k)x (k) =GT P(k +D[Gx (k)+ Hu(k)]+Ox (k). (E.19)

Usando (E.17) em (E.19), obtém­se:

P(k)x (k) =G"' P(k +D[Gx (k)­ HS" H'P(k+DGx(k)]+Ox (k). (E20)
Rearranjando, os termos da equação (E.20):

[P(k)­GT P(k+DG+GTP(k+DHS "HT P(k+DG­Qlx(k)=0 (E21)

Como (E.21) deve ser verdadeiro para todo x(k) então, a matriz coeficiente

deve ser identicamente nula. Disso resulta uma equação de diferenças

descrevendo a solução de P(k),

P(k) = G'[P(k+D­P(k+VDHS "HT! P(K+VDJG+O, (E.22)

a qual pode ser escrita como:

P(k)=GTM(Kk+IG+OQ, (E.23)

M(k+1)= P(k+D)— P(Ik+DH[IR+H  P(k+DH]' HH P(k+D). (E24)
Dessa forma, a solução do problema é descrita por meio das relações recursivas

(E.23) e (E.24) com uma condição de fronteira simples obtida a partir das

equações (E.12) e (E.14), ou seja:

P(N)=Q (E.25)

Por conseguinte, a equação (E.24), pode ser resolvida unicamente

caminhando­se para trás, variando k de N­1 até O. Isto é, pode se obter

M(N)., M(N­D) ,M(1), começando com M(N) pois P(N) é conhecido.

Disso, resulta a determinação recursiva de P(N —1),......P(O), a partir da equação

(E.23).

Para obter, u(k), utiliza­se a equação (E.16), obtendo­se:
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u(k)= K(k)x(k),
sendo que:

K(k)=[R+H P(k+DAH]Y'H'P(kKk+DG (E.26)

com P(k) dada por (E.22).

Avalia­se, em seguida, o valor mínimo do índice desempenho, J em

termos de 42 e P. Se substituirmos 2T(k+DH e 14T(k+DG dadas em (E.4) e

(E.6), respectivamente, na equação (E.3), temos :
N

L => DT dE + uT dO Ru( = 27 (k+ Dx +1)
k=0

+(47 (k) =x" (k)Q)x(k)+(Cu (k)Ru(k)]
N

"7 DITA (k)Xx(k) 24 (k+Dx(k+D]
k=0

= 17 (0)x(0) ATO +Dx(k+1).
Pela equação (E.11), tem­se:

A'(N+1)=O0.

De (E.14), resulta:

J => xT(0)P(0)x(0) :
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APÊNDICE F

Lema : (Chen (1999), pág.135 ) Seja G uma matriz com todos os autovalores

com norma menor que 1. Então, para toda matriz real simétrica semidefinida

positiva Q=N 'N coma propriedade que (G,N) é observável, a equação de
Lyapunov discreta

G' PG­P=­0Q, (F.1)

tem uma única solução P simétrica definida positiva dada por:

P=>"(G"Y"oG".
k=0

Prova: Como G possui todos os autovalores com norma menor que 1, isso

implica em estabilidade exponencial (Rugh (1996), pg.429) , isto é, existe y>0 e

O<A<I tais que:

Portanto,

>len'es'|­26Nlelle'|
k=0 =

E .
<lolr? 24º

k=O0
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Assim, a série dada em (F.2) é absolutamente convergente, portanto
convergente.

Dessa forma, a matriz P dada em (F.2) está bem definida.

Para verificar que P é solução de (F.1), note:
+oo +oo

k=0 k=0

2WogGHtSG o6'
k=0

=> (G"Y/0G6'­N(GY"0G"­Q
j=1 k=]

=­OQ.

Agora, para mostrar a unicidade de P, suponha que exista P,, também

solução de (F.1). Então

G' PG­P=­0Q,

G' P,G­P,=­0Q,

isso implica que

(GXkoG* == (GY (P, ­GTP GG"
o k=0

(GP,GN(GG)Hip G**!
k=0

=>G” “P. GS(GP G'=P,,
j=!l

isto é, qualquer solução de (F.1) é igual a P dada por (F.2).

Observe que P é simétrica e semidefinida positiva, pois para k=0, o termo

em (F.2) é Q. Para mostrar que P é definida positiva, note que para todo vetor v,

nxl, não nulo,
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+00 +oo

v'Py=y"XY G“*QGv=NV (NG (NG"y).
k=0 k=0

Suponhamos que vTPv=0,ou seja,
+oo +oo

S(NGW NG*v= Slne =0
k=0 k=0

como InG* o, V k, então:
PC k.NG =0 S&S NG v=0 , VKk.

No
NG

NG?

| NG" ­

Como o sistema (G,N) é observável,

posto w NG NG? ­ nG"] =n,
e portanto, v=0, o que é absurdo.

Assim,

v'Pv>0, Vvz0.

Logo,P é positiva definida.
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APÊNDICE G

Considere o sistema

x(k)= Gx(k) + Hu(k),(k) (k)
(G.1)

yY(k)= Cx(k),

sendo que , xeR"l é o vetor de estado, ue RN é a entrada de controle do
sistema; yeXNé a saída do sistema: GeNR”T é a matriz característica do

sistema com G matriz não singular; H eR"* é a matriz: de entrada do sistema e

C e Ré a matriz de saída do sistema e

u(k) = =Kx(k) (G.2)

a lei de controle e o índice de desempenho

S  C(k)T Qx(k)+u(k)' Ru(k)) (G.3)
k=1

sendo que Q é uma matriz simétrica definida positiva (ou semidefinida ) e R é

uma matriz simétrica definida positiva.

Suponha que, (G,H) seja controlável e (Go) seja observável.

Lema: Nas condições anteriores, se K é ótimo, ou seja u,(k) =­Kx(k) minimiza

o Índice J, então a matriz definida positiva P =P,' que é solução da equação

de Lyapunov:

(G­HK)"'P(G­HK)­P,=­(Q+K'RK) (G.4)

também é a solução da equação de Riccati:

P=Q+G'PG­G'PH(R+H'PH)Y'H'PG. (G.5)
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Prova: Pelo Teorema 3.2 o ganho ótimo é dado por

K=(R+H'PH)'H'PG,

sendo P =P" a matriz definida positiva solução da equação (G5).
Assim, (G.5) pode ser reescrita como:

P=O+G'PG­G'PHK.

Somando­se — K"'RK + K"RK em (G6), tem­se

P=O+G'PG­G PHK­K'RK+K RK.

Agora,

K'RK=K'R(R+H'PH)'H'PC,

(R+ H'PH)' =[[+H'PHR)R]Y'
= R (1+H'PHR'y.

Logo,

R(R+H'PH)' =(I+H'PHRTY

usando o lema de inversão de matrizes:

(A+ BC) = A" ­A" BU +CAG BY CA”?

com A=[]1, B=H'PH e C=R'", obtém­se:

(I+H'PHR)y =I­H'PHU+R ' H' PH)Rº

= 1 ­H'PH(RI+R' H'PH) ..

R(R+YH'PH)' =I­H'PH[RU+R 'H'PH)]Y'

=I­H'PH(R+H'PH).

Substituindo (G.9) em (G.8), e tem­se de (G.5a):

K'RK=K'IU­H'PH(R+H'PHY')H'PG

= KTIH'PG­H'PH(R+H ' PH)Y'H'PG]

= K"[H'PG­H'PHK]

= K'H'P(G­HK)
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Substituindo (G.10) em (G.7), obtém­se:

P=Q+G'PG­G'PHK ­ K H'"P(G­HK)+K 'RK.

AÀ equação (G.11), pode ser reescrita como:

G'P(G­HK)­K'H'P(G­HK)­P =­(Q+K'RK),
equivalentemente:

(G­HK)' P(G­HK)­P=­(Q+K'RK).

Logo, P é solução da equação (G4). Agora, como por hipótese (Go)

é observável, pelo Lema 1 do Apêndice B, (G­HK,N) é observável sendo

(Q+K'RK)=N'N. Assim, pelo Lema 3.2, existe uma única P'=P>0 que
satisfaz (G.4). Logo, tem­se que P. =P.
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APÊNDICE H

Projeto do Controlador —Especificação dos Ganhos K e K,

Considera­se uma classe de sistemas como mostrado na Figura 3.2, com os

ganhos K e K, do controlador integral com realimentação de estados a ser

proJetado, apresentando equações como em (3.22a) e (3.22b):
x(k +1)=Gx(k)+ Hr(k)

Y(k)=Cx(k)

sendo que:

e” ­H,K,/C,­H,K "ré bas):,

1
H

­C, 1

­ x p(k)x(k) | vo) | .
Suponha­se que o sistema (G,,,H,,C,) não possua zeros em z =|.

Para determinação dos ganhos K e K, , de modo a minimizar o Índice

dado em (3.23b):

(44,22 92,06)" Qx (e) + (4, (0e))" Ru, (),
k=0

considerou­se, a equação da dinâmica do erro:

x, (k+D=6x,(k)+ Hu,(k),

sendo que
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u(k)=­ Éx,(k) , K=|K ­K,).
Afirmação: Nas condições anteriores, o sistema (G, H) é controlável.

De fato, considere agora o sistema (G,H,Ô), sendo É = lo1x K ] . Ele pode ser
visto como uma associação em série dos sistemas (G ,, H ,,C,)e (G.­H..C.),

com G,=H,=1 que são controláveis. Dessa forma nas condições anteriores,

como não há cancelamento entre os pólos de (G,­H,,C,) e os zeros de

(G,,H,,C,) então o sistema (6, À,Ô) é controlável (Kailath, 1980).
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