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RESUMO

Normalmente os sistemas de controle sdo projetados objetivando a

especificacao dos parametros do controlador, que ¢ em geral descrito por meio de

equagOes diferenciais. Na maioria dos casos, o controlador ¢é construido
artificialmente e € possivel também atualizar as suas condicoes iniciais. Este fato
tem sido efetivamente explorado em sistemas com vadrias estruturas de controle
para melhorar as caracteristicas das respostas transitérias. Este trabalho investiga
esta idéia aplicada ao projeto de sistemas de controle com sinais de referéncia
ndo nulos, no caso do tipo degrau.

Primeiramente sao introduzidas de forma clara e precisa as bases da
atualizagdo das condicdes iniciais de controladores dindmicos, para sistemas
lincares invariantes no tempo.

A seguir é proposto um método de atualizacdo 6tima das condig¢Oes
iniciais do sistema controlador/observador, quando ndo ¢ possivel medir todos os
estados da planta.

Um novo método alternativo para atualizagdao das condig¢des iniciais no
controlador, no caso considerado integral, baseado em Desigualdades Matriciais
Lineares (em inglés, Linear Matrix Inequalities (LMIs)) é proposto. Este método
considera as condi¢des iniciais da planta pertencentes a um conjunto politopico.

Para sistemas discretos, a atualizacdo das condi¢des 1nicials no
controlador também € introduzido e sdao formalizados os resultados obtidos,

incluindo o estudo realizado no intervalo de tempo finito [0, NJ.
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O problema da atualizagio das condi¢des iniciais em controladores

dinimicos quando a planta é ndo-linear ¢ abordado. Para modelar a planta os

modelos fuzzy Takagi-Sugeno sdo utilizados. Os novos resultados sdo
apresentados em termos de LMIs e permitem a consideracdo de incertezas
politépicas nos parametros da planta. Exemplos de aplicacdes comprovam a

eficacia do método proposto.
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ABSTRACT

In almost all cases, the goal of designing automatic control systems is to
obtain the parameters of the controllers, that are usually described by differential

equations. Generally the controller is artificially built and it is possible to update

its initial conditions. This idea was efficiently explored in control systems

designs with several controllers to improved the transient responses. This degree
of freedom 1is investigated in this work, in the design of control systems with an
input signal equal to a step.

Initially it is clearly introduced the basis to update the initial conditions in
dynamic controllers for linear continuous-time systems.

A method to change, in an optimal way, the initial conditions of the
controller/observer systems when the state variables are not completely available
1s proposed.

A new LMlI-based design procedure to update the initial conditions in PI
controllers is presented. This method considers that the initial conditions of the
plant are in a polytopic set.

For discrete-time systems a procedure to update the initial conditions in
the controllers is also introduced and the results are presented. The study for the
case of a bounded interval of time [0, N] is also discussed.

The problem of updating the initial conditions of dynamic controllers
when the plant is nonlinear is considered. The modeling of the nonlinear system
considers the plant described by Takagi-Sugeno (TS) fuzzy models. The new

design procedure is based on LMIs and it allows the existence of polytopic
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Vil

uncertainties in the plant parameters. Examples illustrate the applications and the

efficiency of the proposed method.
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CAPITULO 1
INTRODUCAO

Em varias situagdes praticas, ¢ necessaria a modificagdo adequada (ou
controle) de um sistema, de modo que este comporte-se de forma pré-
determinada.

Normalmente, o controle automdtico de um sistema real tem um dos
seguintes objetivos: melhorar a qualidade da variavel controlada ou diminuir o
custo. Por exemplo, o controle 6timo da trajetoéria de um avido pode diminuir o
consumo de combustivel e o controle do processo de fabricacdo de papel pode
melhorar a qualidade do mesmao.

No controle automadtico de sistemas, o objetivo € obter uma lei de controle
que forneca as entradas de um processo, de modo que o sistema tenha um
desempenho dinamico desejado.

Na vasta literatura de controle, pode-se encontrar facilmente a utilizagio
de alocagao de pdlos em diversos sistemas. Contudo, a localiza¢do correta dos
zeros, por exemplo de uma funcdo de transferéncia, pode ser indispensavel para
obter determinado desempenho no transitério (como exemplificado em Magni et
alii, 1997; Reis et alli, 2003). E possivel alocar zeros em fungio de transferéncia,
aproveitando estruturas de realimentacdo dinamicas ja existentes (Kienitz e
Grubel, 2000). Em muitos sistemas de controle aeroespaciais, que requerem
precisdo elevada, o projeto de sistemas de controle 6timo tém apresentado um
papel muito importante (Betts, 2000; Filatey, 2000). Dentre eles, o projeto de
sistemas de controle 6timos baseados na minimiza¢do de indices quadraticos de

desempenho (Gao et alii, 2000; Geromel et alii, 1998). Em Ogata (1997), foi
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observado que a condi¢do inicial do sistema controlado, influencia o indice de

desempenho quadratico.

Na gravacdo ou leitura de dados em setores de discos rigidos (hard disk

drives), o posicionamento da cabega magnética deve ser rdpido e preciso.

Para obter essas exigéncias um sistema de controle denominado Mode Switching
Control (MSC) com duas estruturas é projetado: a primeira tem o objetivo de
atingir  rapidamente as proximidades do local desejado e a outra, o
posicionamento preciso da cabega nesta posi¢ao. Um sistema de chaveamento
faz a selecdo dos controladores. Cada controlador pode ser otimamente
projetado, minimizando um indice de desempenho quadritico, contudo, quando o
chaveamento ocorre, uma variacdo insignificante para o fim da busca pode
algumas vezes causar uma mudan¢a indesejada na resposta transitoria.
Yamaguchi et alii (1992) propuseram um método de Compensacdo do Valor
Inicial (em inglé€s, [Initial Value Compensation (IVC)) para melhorar as
caracteristicas da resposta transitoria depois do chaveamento. Johansson (2000)
também aplicou /VC com o objetivo de reduzir o tempo de estabiliza¢ao do
sistema controlado. Oboe et alii (2002) apresentaram um novo método /VC, que
reduz o efeito causado pelo chaveamento que pode amplificar por exemplo, a
ressondncia ou distirbios repetitivos, quando o controle do sistema ¢ feito
chaveando diferentes leis de controle realimentados, baseadas no mesmo estado
estimado.

Em Yamaguchi et alii (1996a; 1996b; 1997; 1998), foram efetuados outros
estudos e propostas de formas alternativas de implementagdo da atualizagdo das
condi¢des iniciais, objetivando o cancelamento de poélos indesejaveis por
realocacdo de zeros ou a introdu¢do de polos dominantes. Nesses artigos,
considerando o método de projeto cujo objetivo foi o de minimizar um indice de
desempenho quadratico (denominado IVC I), foram apenas analisados os casos
nos quais os sinais de referéncia sdo nulos e os sistemas, planta e controlador,
discretos no tempo.

Nesta tese € mostrado que em um sistema controlado, com um sinal de

referéncia do tipo degrau, consistindo da planta e de um ou mais controladores
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dinamicos, continuos no tempo, as condi¢des iniciais no controlador podem ser

modificadas, melhorando o desempenho do sistema, segundo um indice
quadratico. Uma alteragdo nas condigdes iniciais no controlador pode ser
interpretada como uma mudanga no posicionamento dos zeros do sistema
Teixeira et alii (2002a; 2002b; 2002c¢).

Hirata et alii (2003) utilizam o IVC para minimizar erros de rastreamento
considerando o comportamento da resposta degrau entre amostragem em controle
com multiplas estruturas. Iwasaki er alii (2004) propdem através do IVC uma
nova metodologia para suprimir a vibra¢do residual em maquinas com operagoes
repetitivas rapidas e alta precisao de posigao.

Uma das contribui¢oes desta tese é introduzir de forma clara e precisa as
bases da atualiza¢do das condig¢des iniciais de controladores dinamicos, para
sistemas lineares invariantes no tempo, o que pode motivar o uso desta técnica,
pouco conhecida no Brasil, nas mais variadas aplicagdes, bem como o estudo de
novas arquiteturas de controle. Ela também oferece um procedimento metddico
para o projeto de sistemas de controle continuos e discretos no tempo, com
atualizacdo das condi¢oes iniciais de modo a minimizar um indice de
desempenho quadritico, e permite adicionalmente o rastreamento de sinais de
referéncia nao nulos, no caso, do tipo degrau. O texto é organizado de maneira
que proporciona uma evolucao didatica a respeito dos tipos de sistemas
considerados. Nos trés primeiros capitulos sdo considerados apenas sistemas
lineares invariantes no tempo (continuos e discretos). Em seguida, sao abordados
sistemas nado-lineares.

No Capitulo 2, sdo apresentadas as bases da atualizacdo das condi¢oes
iniciais de controladores dindmicos, continuos no tempo. Para atualizacao Otima
das condigdes iniciais do controlador hd necessidade do conhecimento prévio do
vetor de estado inicial do sistema. Neste capitulo também é proposto um
método de atualizagdio Otima das condigdes iniciais do  sistema
controlador/observador, quando nao é possivel medir todos os estados do
sistema. O capitulo finaliza com um método alternativo para atualizacdo das

condi¢gdes iniciais no controlador, no caso considerado integral, baseado em
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Desigualdades Matriciais Lineares (em inglés, Linear Matrix Inequalities

(LMIs)). Neste método € possivel especificar varios indices de desempenho, por
exemplo, a taxa de decaimento, restricdes nas entradas e saidas e ainda a
existéncia de incertezas politdpicas nos parametros da planta Sdo apresentados
resultados que consideram as condi¢Oes iniciais pertencentes a um conjunto
politépico.

No Capitulo 3, introduz-se, para sistemas discretos, a atualiza¢io das
condig¢des iniciais no controlador e formaliza-se os resultados obtidos.

No Capitulo 4, ¢ abordado o problema da atualizacdo das condicdes
iniciais em controladores dinamicos quando a planta é nao-linear. Utiliza-se os
modelos fuzzy Takagi-Sugeno para modelar a planta. Os novos resultados
obtidos sdo apresentados em termos de LMIs. Esta metodologia permite entre
outras especificagdes a consideracdo de incertezas politopicas nos parimetros da
planta. Um exemplo (bola-viga) ilustra este fato. Esta € uma importante
contribuigdao desta tese, pois os métodos de atualizagdes Otimas das condigOes
iniciais descritos na literatura sdo restritos aos sistemas lineares.

No Capitulo 5, apresentam-se as conclusdes finais.
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CAPITULO 2

ATUALIZACAO DAS CONDICOES INICIAIS NO

CONTROLADOR PARA SISTEMAS CONTINUOS NO
TEMPO

2.1 O Problema do Controle Quadratico Otimo

Considere o sistema multivaridvel a ser controlado definido por:

x(1)= Ax(t) + Bu(1) (2.1a)

sendo que x(r)e R"€ o vetor de estados; u(r) e R™ é a entrada de controle do

sistema; A € R "e B e R™™ sdao matrizes constantes.
O problema do controle quadritico 6timo, consiste em determinar a matriz
constante K do vetor de controle
u(t) =-K x(1), (2.1b)

de forma a minimizar o indice de desempenho:

J(u) = j(xT(r)Q x()+u" ()R u(t))dt

sendo que @ ¢é uma matriz real simétrica definida positiva (ou
semidefinida positiva) e R ¢ uma matriz real simétrica definida positiva ou
R =0. O segundo termo do lado direito da equagao (2.2) contabiliza o dispéndio

da energia dos sinais de controle. As matrizes Q e R determinam a importancia
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relativa da convergéncia do erro (no caso de x(r) para zero) e o dispéndio dessa
energia. Admite-se que o vetor de controle u(r) ndo esteja sujeito a restrigoes.

Para determinar os elementos da matriz K quando R >0, que minimiza o
indice de desempenho, é necessario resolver a seguinte equagdo de Riccati
para uma matriz simétrica definida positiva P (Ogata, 1997):

ATP+PA-PBR'B"P+Q=0. (2.3)

O software MATLAB possui 0 comando lgr que fornece a solu¢io da
equacdo de Riccati para sistemas continuos e determina a matriz de ganho de
retroa¢do 6tima, K =R /BT P.

O Lema 2.1 descrito a seguir serd muito Util no estabelecimento dos

resultados desta tese:

Lema 2.1: (Chen, 1999) Seja A uma matriz com todos os autovalores com parte

real negativa. Entdo, para toda matriz real simétrica semidefinida positiva

Q=NTN com a propriedade de que (A,N) é observavel, a equacdo de

Lyapunov
PA+ATP=-0, (2.3a)

tem uma unica solu¢dio P simétrica definida positiva.

Prova: Ver Apéndice A.

O teorema scguinte fornece condi¢des suficientes para existéncia e

unicidade da equagdo de Riccati.

Teorema 2.1: (Barnett, 1985, p.278) Sejam @ uma matriz real simétrica
definida positiva (ou semidefinida positiva) e R uma matriz real simétrica
definida positiva. Suponhamos que (A,B) ¢ controlavel e (A,N) € observavel,
sendo Q = NTN . Entdo, a equagio de Riccati

A"P+PA-PBR'B"P+Q =0

tem uma Unica solugio P simétrica definida positiva tal que a matriz,
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A-BR'BTP,

€ estdvel (possui todos autovalores com parte negativa) e a lei de realimentagio

u(t)=-R'B"Px(1)

torna o indice (2.2) minimo e igual a x(0)T P x(0).

Prova: Ver Apéndice B, Teorema?2.

Observacao 2.1: O valor 6timo do indice de desempenho (2.2) pode ser
calculado em termos da condig¢do inicial x(0) e de P, que se relaciona com A, B,
Q ¢ R por meio da equagdo de Riccati. Dessa forma, a condi¢ao inicial, em geral
influencia o indice desempenho quadratico. No caso especifico no qual o sistema
(2.1) representa um sistema controlado, consistindo de uma planta e um ou mais
controladores dinamicos, as condi¢des iniciais podem ser modificadas,
proporcionando assim um novo grau de liberdade no projeto de sistemas de
controle. Esse fato tem sido aplicado em sistemas com vdrias estruturas de
controle, como compensacio do valor inicial (IVC), para melhorar as
caracteristicas das respostas transitérias. Em  Yamaguchi er alii
(1992,1996a,1996b) esse método € apresentado para sistemas discretos no tempo,
tendo como objetivo sua aplicagdo em um controlador com chaveamento, quando
a entrada de referéncia € a nula.

A seguir serda apresentado com detalhes um novo método, desenvolvido
em Teixeira et alii (2002a, 2002b), para a especificagdo O6tima das condigdes
iniciais dos controladores, sujeitos a entradas do tipo degrau. Em 2003, Hirata et
alii apresentam e aplicam uma extensao deste método, pois consideram o erro de
rastreamento sujeito a restrigdes, para sistemas lineares e discretos no tempo.
Esta restri¢do pode ser utilizada para especificar o valor inicial da entrada de
controle u(t). Como mencionado na introdugdo, esta tese apresenta
adicionalmente resultados nao publicados sobre o assunto, por exemplo, projetos
de controladores com atualizacdo das condicdes iniciais baseados em LMIs

considerando plantas ndo-lineares. Estes resultados sao descritos no Capitulo 4.
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A andlise do método apresentado em Teixeira et alii (2002a, 2002b), serd
desenvolvida de forma diddtica, com o objetivo de apresentar claramente o
potencial da atualizagdo das condigdes iniciais nos controladores e assim motivar
os leitores para novas aplicagdes desta idéia. Também, a descri¢ao do método

proposto visa motivar a sua aplicagdo de forma independente do tipo do

controlador.

2.2 Especificacio das Condicoes Iniciais Otimas no Controlador

Considere o sistema escalar linear invariante no tempo, controldavel e

observavel:

x,()=A,x,()+B ,u1),

(2.4a)
y(©)=C,x (1),

sendo que, x (1) e R" € o vetor de estados; u(r)e R € a entrada de controle do

sistema; y(t)e R¢€ a saida do sistema; A, € R™" € a matriz caracteristica do

sistema; B e R™ ¢ a matriz de entrada do sistema e C 5 RP>M¢ a matriz de

saida do sistema.
Considere também, que € possivel escolher um controlador :

x (1)=A x (1)+ B _e(t),
x_ (1) X () + B e(t) (2.4b)
u(t) =C . x_(1)+D e(1),
sendo que x,.(1)e R™ ¢é o vetor de estados do controlador, e(t) € Ré o vetor
erro, e(t)=r(t)-y(t); sendo r(t) a referéncia, A.e R™™é a matriz

caracteristica do controlador, B, € R"™! é a matriz de entrada do controlador,

C,e R”™¢ a matriz de saida do controlador ¢ D,e R de tal modo, que o

sistema realimentado, mostrado na Figura 2.1, com entrada r(¢), ¢ saida y(z),

seja estavel. Suponha também que o sistema seja observavel.
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X, (1)=A.x_(t)+B_e(t) x,()=A,x (1)+B u()
u(t)y=C_x_(t)+D_e(t) y=Cﬁxp(r)

Figura 2.1: Sistema realimentado com controlador dinamico.

A lei de controle do sistema é:
u(t)=C.x.(1)+ D_,e(t).
O sistema completo € descrito pelas seguintes equagoes:

x(1)=Ax(t)+ Br(t)
y(t) = Cx(1),

sendo que,

x ({) A}_B}D('Cl B)CC
x(r):[ P }.A{ R Ats BT ETRLR ,C=[C, 0]. (2.5b)
-B.C, A | ;

xc(t) c

O problema do projeto de controladores Otimos com atualizagdo das

condigdes iniciais do controlador é definido a seguir.

Problema 2.1: Considere o sistema controlado (2.5a), (2.5b) estavel e que na

entrada, a referéncia (fungdo degrau de amplitude r;) ocorraem =0, ou seja:

o para t>0,
r(t) = A
0, para t<O0,

sendo que r, € uma constante real conhecida. Determine x_,, a atualizacao de

co?

x.(t) em =0 de modo que o indice de desempenho,

J(x,)= IS(I)TQ £(t)dt ,
0

seja minimo.

Em (2.6), Q ¢ uma matriz real simétrica definida positiva (ou semidefinida
positiva), &(r) representa o erro entre x(r) e o seu valor de regime, 1sto €:
e(t) = x(t) — x(e0), (2.1)

com x(r) dado pela equagao (2.5a).
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Observacao 2.2: Atualizacdo de x_ (1) em ¢ =0 significa:
x.(0)=x.0")+x_., sendo que 0" corresponde a t >0 e <0, ou seja, ¢ um

instante imediatamente anterior a aplica¢do da func¢io degrau de amplitude r,.

Observacao 2.3: Em =07, num instante imediatamente anterior a atualiza¢ao

da entrada r(r) e da atualizagdo de x,(7), pode-se considerar que:

x(0) =[x, 07 x.0)] "

Em 7 =0, quando a amplitude r(z) ¢ alterada para ry, x.(1) ¢ atualizada,
passando de x.(07) para x.(07) + x,, € x,(0)=x,(07):

0= |axoy+|? | (2.8)
X (0- ) Xco x

co

Note que o vetor x_., pode ser arbitrariamente especificado, pois € uma

atualizacio  nas varidveis de estado do controlador, que em geral, ¢

implementado eletronicamente pelo projetista.

O lema seguinte diz qual é o efeito da atualizagdo das condi¢des iniciais no

controlador, no valor de regime dos estados e da saida do sistema.

Lema 2.2: Considere o sistema descrito pelas equagdes (2.5a) e (2.5b). Suponha
que:
(1) o sistema ¢ estavel;

(ii))  as condigdes iniciais no controlador sdo alteradas, isto é:

x(o)zx(()')+[ 4 ] x(O’):{x!’(U ’}
X o x((o_)

sendo x(07) a condic¢@o inicial antes da atualizacdio e x_ a atualizacdo das

condigoes iniciais do controlador ;
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(i11) € aplicada uma entrada r(r) =r,, >0, sendo r, uma constante real.
Entdo:
a) o valor de regime dos estados, x(w«)=-A'Br, permanece inalterado,
com a atualizagdo das condig¢des iniciais;
b) o valor de regime da saida, y(e)=-CA™'Br,, permanece inalterado, com

atualiza¢ao das condig¢des iniciais do controlador.

Prova: Considerando o sistema sem a atualiza¢do das condig¢des iniciais, isto €,
x(0)=x(0"), aplicando o Teorema do Valor Final (Ogata,1997), obtém-se de
(2.5a):

1—s4o0 5

X, () = lim x (1) =limsX , (s) = lims(sI - A)'[B(r,/s)+x(0")]=-A""'Br,. (2.9a)

Em (2.9a), x_ (1) designa x(z) sem o ajuste da condi¢do inicial. Assim, o valor
da respectiva saida do regime sera:

y,,(0)=Cx_ (o) =—CA™'Br, . (2.9b)

Considere agora o sistema com atualiza¢io das condig¢des iniciais, ou seja,

x(0)=x(07)+ [0 g T ]r . Entdo, de (2.5a) tem-se que:

x(e0) = lim X (5) = lims(s — 4)" |B (r, /) +x(07) + [0 x., H

e desta forma,
y(e0) = Cx(e0) = —CA ™' Br,.

A prova esta concluida.

Observagio 2.4: Das equacdes (2.5a), (2.5b), (2.7) e (2.9a) tem-se parat>0,
£(1)=x(t) = Ax(t)+ Br(t) = Ax(t) + Br,

=A(x(N+A"Br)=A(x(1) —x(9))=A&1) (2.10a)
sendo que, de (2.7)-(2.9a),

4 o il EPPI
£(0)=x(0)—x(=)=x(0 }+[0 xm] +A Br.
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A solugdo do problema proposto € apresentado no Teorema 2.2 a seguir:

Teorema 2.2: O Problema 2.1 tem solug@o quando (A, N) for observavel, sendo

Q=NTN. Neste caso, a atualizagio Gtima x.,das condig¢des iniciais do

controlador ¢ unica e pode ser calculada pela expressao:

-1
xm=*([0mx,, I,H]P[";X’"D 0w 1a)P(xO)+a7'Br,). @11

m

sendo que P ¢é a solucdo de (2.3a) com Q a matriz dada em (2.6) ¢ A a matriz

caracteristica da dindmica do erro em (2.5b), x(0") ¢ a condi¢do inicial do
sistema planta-controlador antes da atualizagdao (como descrito nas Observagdes
2.2 e 2.3), 0, denota a matriz kx/ com todos os elementos nulos, I, € a

m

matriz identidade de ordem m e A~'Br, representa o valor de regime das

variaveis de estado [xp(t)T xc(r)l] , do sistema de malha fechada devido a

entrada degrau de amplitude r,.

Prova: O problema consiste em encontrar o vetor x.,, de modo a minimizar o

co?
indice

om0

J(x,)= [N Qe dr,

0
sendo a dinamica do erro dada em (2.10a) por:

é(t) = A&(t) .

£(t) = e £(0),

pode-se escrever:

co

J(x )= T(E(O))Te”‘T"Q e £(0)dr . (2.14)
0

Agora, pela hipétese do teorema, a matriz A tem todos os autovalores com

parte real negativa e (A, N) € observavel, sendo Q = N TN . Portanto, aplicando
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o Lema 2.1, obtém-se uma tnica matriz P =PT >0, solucdo da equagao de
Lyapunov:
(ATP+PA)=-0. (2.15)
Observe que:

d
dt

i . = o
(e" ’Pe’“)zef‘ ‘ATPe? ' +eA " PA A = "(ATP+ P A)e?!. (2.152)
Assim, pelas equagdes (2.14)-(2.15a), o indice de desempenho dado em
(2.12) pode ser representado da seguinte forma:

J(x,) =lim j—di((s )P (e () dt= lim - (s (r))TP e (1) ‘g ;
a—teo t
0

a—r+oo

Como os autovalores de A apresentam parte real negativa,

£(t) > 0 quando r — o . Portanto, obtém-se:

J(x, )=(0)" P £(0). (2.15b)

o

Substituindo £(0) em termos de x_. , tem-se de (2.10b)

co?

T
Jix..) :[x(o-)+A_IBr{]+1:x0 D P [x(O')+A'lBr{]+[xo ]J ’

Para encontrar x_., que minimize J, basta impor que:

oJ By, 3 T
. Omxl L]
ox

VI(x:) =[

col ax col axcmn

sendo VJ(x_,) o gradiente da funcdo J ¢

co

0 T
|:x = [0 1XH ""(‘(J] ImE et x(.‘um ] *

co

pois, a matriz Hessiana de J ¢é definida positiva. Entao, tem-se de (2.16) que:

0 0

P [A_IBrO +x(07)+ m"x‘ D

AVA
AVAVEY

2 3 4 5 6 o unespwl 12 13 14 15 1 17

18



= 2 [OHIXH IHI ] P [x({)- ) + A e B"‘U ¥ [OPXH;! ] x(‘l’) ) = 0

Logo, obtém-se de (2.17) a expressao (2.11):

= m([omx,, L.1P [sznﬂl 0 Tl P (x(O‘)+A“B;-0)_

Tendo em vista que P ¢ definida positiva, entdo a inversa na expressio de
X0 EXISTE,

Este € um grau de liberdade no projeto de controladores, que pode ser
explorado quando a referéncia ¢ nula (Yamaguchi et alii,1996a;1996b;1997) ou
quando se considera a existéncia de um sinal de referéncia r, # 0 (Teixeira et alii
(2002a; 2002b); Hirata er alii (2003); Iwasaki et alii (2004)). Os exemplos de

aplicacao mostrados na secdo seguinte atestam a eficacia do método proposto.

Note que se (A,Ja} ¢ observavel, entao o Problema 2.1 tem solugdo.

Observacao 2.5: A atualizagdao de x_.(r) pode ser feita em qualquer instante
t=1y. De maneira andloga, nas condi¢cdes do Teorema 2.2, obtém-se a

atualizacdao 6tima do controlador em 1.

i-P{r)zAP x:,(r}+Bf, u(r)l v
y()= CP x,(1)

planta

Figura 2.2: Diagrama de blocos do sistema de controle com atualizagdo da

condi¢ao inicial no controlador, quando x(0™) =0.
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A Figura 2.2 apresenta uma forma de implementagdo desta idéia, pois

observe que:
(1) parar<0, r@)=0e assim (x./rp)r(t)=0;

(i)  parar>0, r()=rye (x./ro)rt)=x,.

Pode-se interpretar esta estratégia de controle como o posicionamento
otimo dos zeros da fun¢do de transferéncia Y(s)/R(s).
De fato:
Da Figura 2.2, tem-se :
x{t)=X,()+x_; :tl"c,(r) =A.x.(1)+B.e(t) e u(t)=C.x_(1)+D_e(t).
Assim, com a atualizagao as equagdes do sistema sdo dadas por:
x,,(:) :AP x, (1) +BP u(t),
¥.()=A(Z.()+x,) +B._e)
u(t)=C, (x,(t)+x_)+De(z) .
A dinamica do sistema completo é descrita por:
X (t)=A,X(t)+ B,r(1),
y() =C, x(1),

sendo que,

x (1) ")
X(1) = A y A=A, Bj=B+A [0 xm/ro]I eC,=C,
X (1)

com A, Be C as matrizes em (2.5b). Observe que: x_(1)=x_(r), sem a
atualizacao das condig¢des iniciais.
Assim, a fun¢do de transferéncia do sistema atualizado é dado por :

; C Adj(sI -A B
1) A, SOV Se o i),
R(s) det(sl — A) den(s)

Dessa forma vemos que com a atualizacio das condi¢des iniciais no
controlador os pdélos permanecem inalterados e os zeros do sistema sdo

realocados.
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Observacao 2.6: (i) O indice de desempenho dado em (2.2), com lei de controle
como em (2.1b), com x(z) satisfazendo (2.1a) pode ser colocado na forma (2.6)
pois,

e

J(u) = j(x'f(:}Qx(f)JruT(:)R u(t))dr = jj.c"‘(:)QI x(r)dt,

0 0

0, =@ +K"RK); x(1)=(A-BK)x(1);
(i1) Se u(r) =—Kx(t) estabiliza o sistema e (A,N) é observavel com Q = NTN,
pode-se provar que (A-BK,N) é observivel, sendo Q=N'N e

Q =Q+KTRK (Lema 1 do Apéndice B) e assim, o indice de desempenho (2.2)

pode ser calculado, como descrito por meio das equagdes (2.15a)-(2.15d):

J@)= [(x" (0@ x(0)+u" (VR u(t))dt = x(0)" P, x(0),
0

sendo P, = P,' >0, ainica matriz solugdo da equagdo de Lyapunov:
(A-BK)"P, +P, (A-BK)=—(Q+K"RK); (2.20a)
(iii) Pode-se provar que se em (2.2) o ganho K é 6timo isto €, u(r)=—Kx(1)
minimiza J, entdo a equag¢do (2.20a) reduz-se a equagdo (2.3). Assim, neste caso
P, , a solugdo de (2.20a) e a solugdo P da equacdo de Riccati (2.3) sdo iguais

(Apéndice C), ou seja, P, = P.

2.3 Especifica¢iao das Condigoes Iniciais Otimas para Controladores
Pl

Considere o sistema SISO linear invariante no tempo, controldvel e
observavel:

i‘p(f)zAPxp(r)-i-BPu(r).
yit)y=C x (1),

A
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sendo que, x,(r)e R" € o vetor de estados; u(r)é a entrada de controle do
sistema; y(t) é a saida do sistema; A€ R™" ¢ a matriz caracteristica do

sistema; B,e R™! ¢ a matriz de entrada do sistema e C,¢c R™¢ a matriz de
saida do sistema.

Considere também, que é possivel escolher constantes K p € K, detal
modo, que o sistema realimentado da Figura 2.3 com entrada r(7) e saida y(1)

seja estavel. Suponha também que o sistema ¢ observavel.

x, (1)=A,x,(1)+B,u(r)

y(1)=C, x,(1)

f—.@_

Figura 2.3: Sistema realimentado com controlador Proporcional Integral (PI).

Neste caso o controlador € descrito pelas equacgoes:

(2.22)
u() =x.(1)+ er(f),

sendo que x.()eR é o estado do controlador, e(r)eR é o erro,
e(t)=r(t)— y() e r(t) areferéncia.
A lei de controle do sistema é:
u(t) = K},(r(f) —v(1))+x.(1).
O sistema completo € descrito pelas seguintes equagoes:

x(H=Ax()+Br(1)
y(t)=Cx(1)

sendo que
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(2.23b)

Considera-se o Problema 2.1 para o sistema (2.23a)-(2.23b) com indice de

desempenho dado por:

J(x,)= [(3(0) = y(eo)" (y(t) = y(oo))dt . (2.23¢)

O indice (2.23c) pode ser colocado na forma (2.6), pois
(y(1) = y(e2)) = Cx(1) — Cx(=) = C(x(1) — x(=0)) = Cé&(1) ,
e assim,
(1) = y() T (1) = y(o)) = T ()CTCe(t) =T (1) Q e(t) . com Q@ =C"C.
Observe que:

é(1) = Ag(t).

Para o caso do controlador PI, a condi¢do inicial 6tima (ver 2.11) €

apresentada no Corolario 2.1 a seguir:

Corolario 2.1: Para o sistema (2.23a), (2.23b) a atualiza¢io 6tima € dada por:

. o 1] P (A"'Bry+x(0))
“ o 1Jpfo 1]T

(2.24)

sendo que 0 denota um vetor de elementos nulos ixn, P € a solugdo de (2.3a),
" .. . T[T
A~'Br, representa o valor de regime das varidveis de estado [xP(I)T x (1) ] do

sistema de malha fechada sujeito a entrada degrau de amplitude r, e x(07) € a

condicdo inicial do sistema planta-controlador antes da atualizagdo.
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2.3.1 Exemplo 1:

Pretende-se a seguir, clarificar o procedimento para atualizacio das
condigdes iniciais. Considere o sistema realimentado, estavel e observavel como

na Figura 2.3, com:

ol O bl T e
A “[~25 _4]8,,_{1],(,,,_[1 0]

K,=1e K;=2
O sistema realimentado, dado por (2.23a) ¢ (2.23b), possui as equagoes:

x(t) = Ax(t) + Br(1), (2.25)
y(t)=Cx(1),

sendo que:

0
:B=|1[;c=1 0 0]. (2.25a)
2

Como observado anteriormente o Problema 2.1 para o sistema (2.25)-

(2.25a) com indice desempenho dado por :
J(x,)= f()'(r) — y(=2))" (y(1) = y(e=))dt (2.25b)
0
tem solugao.
Supondo que no instante r=0, a amplitude de r(r) ¢ alterada para o
valor r, =1, entdo x.(r) serda atualizada, passando de x.(0") para
x.(0)+x

sendo x.,, o valor da atualizagdo. De acordo com a Observagao

co?
2.2, considerando que as condic¢des iniciais da planta e do controlador sejam

nulas, isto é:

xP(O‘) =0 e x.(0)=0,

x0={**C 4|2 |=po o %5517,
x.(07) | | %eo

sendo que 0 ¢ o vetor de elementos nulos  2Xx1.

tem-se:

O erro entre x(1) e o seu valor de regime €:

&(1) = x(1) — x(=0)
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e de (2.9a),
x(o)=-A"TBry =1 0 25]T.
A dindmica do erro, de acordo com as Observacgdes 2.3 e 2.4, tem a
equacgao:
£(t) = A &(1),
sendo que:
£0)=x(0)-x(>) =[-1 0 -25+x_]".
O indice de desempenho em (2.25b) é dado por:
J(x,)=¢(0)" P&0)
sendo que,

0.2059 0.0196 -0.0049
P =] 00196 0.0049 0
—-0.0049 0 0.0098

€ a solugdo da equagdo:
(ATP+PA)=-CTC,

que pode ser obtida usando o comando lyap do software MATLAB.

O valor x_, da atualizagdo, obtido usando (2.24) é:

co

_ [0 o gJp[-1 0 -25]"
~ [o o 1]pfo o 1T

= 24.5.
Assim, como

e©@=[-1 0 -25+x,]",
obtém-se por (2.25c) o indice de desempenho sem atualizagdo(x,, =0) e com
atualizacdo (x_, = 24.5) :
J =¢(0)" P £(0) = 6.0882 (sem atualizacio).

J=¢(0)TP &(0)=0.2034 (com atualizacao);

A Figura 2.4 mostra a resposta do sistema de malha fechada ¢ da lei de

controle com e sem atualizag¢ao das condig¢des iniciais.
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Figura 2.4: Respostas da saida y(t), e da lei de controle u(t), do Exemplo 1, sem

e com atualizagdo otima das condigdes iniciais do controlador.

Analisando os resultados obtidos com o método de atualizagao das
condi¢des iniciais do controlador proposto pode-se concluir que ele melhorou o
desempenho desejado do sistema controlado.

Neste primeiro exemplo, apenas explorou-se o efeito da atualiza¢ao das
condicdes iniciais no controlador no desempenho do sistema controlado. O
controlador PI utilizado apenas estabiliza o sistema de malha fechada e nao foi

projetado para minimizar o indice de desempenho. No exemplo a seguir utiliza-
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se a atualizacdo das condigdes iniciais no controlador no projeto de reguladores
quadréticos Otimos, no qual o controlador também ¢é projetado de modo a

minimizar o indice de desempenho.

2.4 Aplicacao no controle de um péndulo invertido

Considera-se, o sistema péndulo invertido mostrado na Figura 2.5. O
péndulo invertido pode ser posicionado de volta a posi¢ao vertical, ¢ =0, quando

se aplica ao carrinho uma forca de controle apropriada u .

gsen ()|«

,
7
7
7
/
4
7
/A

// 7/ /Y 7

Figura 2.5: Sistema péndulo invertido.

Para controlar a posi¢do do carrinho, com erro de regime nulo para uma
entrada r(r) do tipo degrau se faz a retroacao do sinal da posi¢ao y (que indica a
posicdo do carrinho), para a entrada e, se insere um integrador no percurso de
a¢do a frente, como mostrado na Figura 2.6. Esta configuragdao permite um
rastreamento robusto, com relagio a pequenas variacdes nos parametros da

planta, de sinais de referéncia do tipo degrau.
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Figura 2.6: Sistema de controle de um péndulo invertido.

Considerando-se M =2Kg, m=0.1Kg, ¢=0.5m, o modelo matematico
linearizado do sistema pé€ndulo invertido € o seguinte (Ogata, 1997):
0(1) =20.601 6(1) — u(r), (2.26)
V(1) =0.5u(r) —04050(1). (2.27)
Seja a defini¢do das varidveis de estado:
xl=();x2=9;x3=y;x4=y. (2.28)
Entao, com base nas equagdes (2.26)-(2.28), e considerando—se a posi¢cao
do carrinho y como a saida do sistema, sdo obtidas as seguintes equagdes:
X,()=Ap,x,(t)+B, u@®), (2.29)

y(#)=C, x,(1), (2.30)

u(t=—Kx,()+K,&(1), K=[K;, K, K3 Kg], (231)

EM=r) -y =r@®-C,x,1), (2.32)

sendo que,
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2.4.1 Determinagdo da matriz de ganho de realimentagdo que minimiza o

indice desempenho

Admite-se que, o sinal de entrada de referéncia ( func¢do degrau )
aplicado em r=0, seja degrau unitirio (r; =1). Entdo, para r>0, pode-se

descrever a dinamica do sistema por uma equacdo que ¢ a combinagao das

equagoes (2.29)-(2.32):

x, 0| | A 0|lx, (1) B, 0
[é(r)}_[—cp 0 é(r) + 0" u(r) + { r(t)

sendo que 0 denota o vetor nulo 4x1.

Definam-se,
X () =x,()—x,(0); &) =E()—S();
u, (1) = u(t) —u(s).

Agora, defina-se o vetor-erro e(r) de dimensao (n+1) por:

er)=lr, 0" £0)T.

O indice de desempenho considerado para o sistema €:

L) = [ Qe +u )" Ru ()dr,
0

sendo que sdo adotadas as matrizes
100

0
Q=10
0
0

Note que em regime permanente tem-se:

.fp (0‘3) L Ap 0 xp (0'0) Bp i [0] 9 5
{é(w}]"[—c,, of| e |T] 0 |[#C* 1| (2.37b)

Logo, como r(e) = r(t) = ry (constante) para ¢ >0, tem-se da equacao

(2.34a), subtraindo-se (2.37b) de (2.33) :

x,0] | A4 0|[x, B,
[5" U)}*[#Cﬁ 0] Lxe(f)]-'-[ 0 Y™
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sendo,
u,(t)=-Kx,(t) +K,¢, (1).
Assim, da equagio (2.35), a equag¢do (2.38) torna-se:

e(t)y=Ae(t) +Bu,)

(2.40b)

e a equagao (2.39) pode ser descrita por:

u,(1)=—-Ke(r), (2.41a)

K=k -kl k=[r, & K K (2.41b)

Para se determinar a matriz de ganho de retroa¢do de estado, para a
minimizagao do indice J; dado pelas equagdes (2.36a)-(2.36b), ha necessidade
de resolver uma equagao de Riccati, a equagao (2.3), conforme descrito na Se¢ao
2.1. Como (A , B) é controlavel e (A,JE) ¢ observavel, pelo Teorema 2.1 existe
uma unica matriz simétrica definida positiva P satisfazendo a equacdo de
Riccati:

ATP+PA-PBR'B"P+0Q =0,
e amatriz K = R"'BTP ¢ a matriz de ganho de retroacdo 6tima.

Utilizando o software MATLAB, determinaram-se as matrizes P e K :

[31.0237  4.5655 37150 5.7698 —0.3183]
4.5655 1.1293  1.0005 1.6220 —0.0852
37150  1.0005 2.3892  1.7622 -0.0852|;
5.7698  1.6220 1.7622 28186 —0.1503

|-0.3183 —0.0852 -0.2127 -0.1503 0.1194 |

K =[-168.0620 -31.8293 —11.939 -21.2706 1.
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2.4.2 Cdlculo do indice de desempenho sem a atualiza¢dao das condicées iniciais

Pelo Teorema 2.1 o valor 6timo do indice de desempenho em (2.36a) é:

e(0)" P e(0). (2.41d)

Agora, substituindo (2.31) em (2.29) tem-se:

xp (1) _ A, -B,K B,K,||x,() [0]
[é(r) -c, o || ¢w |t

Pelo Teorema do Valor Final, para R(s)=1/s, de (2.42), obtém-se:

-1
{x;»( }}h[ PP P ’] m:[o 01 0 1193917, (243)

é(m) ~C p 0

Supondo as condig¢bes iniciais nulas, isto €, x,(07)=0 ¢ £(0)=0 ¢

substituindo (2.43) em (2.34a) obtém-se de (2.35):

e(0)=[Jur,,(O)T—x,,(m)T EO)-&@)] =0 0 -1 0 -11.9391]. (2.43a)

Assim, substituindo (2.41c) e (2.43a) em (2.41d), obtém-se o valor 6timo do

indice de desempenho em (2.36a) sem atualizacao:
e(0)" Pe(0)=14.3283.

Uma vez determinada a matriz de ganho de realimentagdo K que
minimiza o indice em (2.36a), deseja-se verificar o efeito da atualizacido das

condig¢des iniciais no integrador para o indice em (2.36a).

2.4.3 Cdlculo do indice de desempenho com a atualizag¢do das condig¢ées iniciais

O diagrama de blocos estda mostrado na Figura 2.7.
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Figura 2.7: Diagrama de blocos do sistema de controle de um
péndulo invertido com atualizagdo da condigdo inicial no

controlador (PlI)

Como suposto, as condi¢des iniciais da planta e do controlador sdo nulas,
isto é, xp(O'):O e £(07)=0, tem-se que, com a atualizagdo, &(r) passa de
£(07) =0 para £(0)=x_,.

A Figura 2.7 apresenta uma forma de implementacdo desta idéia,
como observado na se¢ao anterior.

As equagdes do sistema sdo dadas por:

x,()=A,x,() +B, u(),

ut) =—Kx,()+K;{(1) + K;x

co?

) =r(t)-yO)=r(t)-C, x,(1)

A dinamica do sistema completo € descrito por:

5,0]_[4, 0]|*® {BP} [o]
[é(r)]_[—cp 0 il + 0 u(r) + | r(t)

A
AVAVAY

A
1 2 3 4 5 6 o unespwl 12 13 14 15 1o

17

18



28

e das equagdes (2.34a), (2.44)-(2.46) pode-se escrever, analogamente ao

efetuado para obter (2.38):
rf(r) [Ap o} x, (1) [3!]
_ — +| P lu,(r)
&w] ¢ Olem] LO

u, (1) =—Kx,(t) +K,;&,1). (2.48)

sendo,

Nas equacgdes (2.47) e (2.48), a atualizagdo da condi¢do inicial de &(1),
dada por x_,, implica que £(0)=£(0" )+ x,, .

Da defini¢do do vetor-erro e(r), a equacao (2.35), e de (2.34a), (2.44)-
(2.46), obtém-se :

é(t) = Ae(t) +Bu, (1),
sendo as matrizes A ¢ B dadas em (2.40).
A equacgao (2.48) torna-se:
u,(t)=—Ke(t); K=[K K,]. (2.49)

Observe que a dindmica do vetor-erro do sistema controlado com e sem

atualizacao das condig¢des iniciais no controlador € a mesma, a equacgdo (2.38) e

equagao (2.47), respectivamente. Dessa forma a matriz P e por conseqiiéncia a

matriz K nao dependem das condig¢des iniciais do sistema e assim, tem-se:

Ji(x,) = J'(eTQ e+u, Ru, dt=e0)" Pe (0),
0

sendo que, agora
_ | Xp @) =x,(=)| _[x,(0)] |x,()],
9(0)_{ £(0) - £(eo) }{ép(l))] [cj(m)}'
x, " ¢0] =[0o 000 o+[00 00 x,]
=[x,0)" 0] +[0 000 x,]=[000 0 x].

Da equagao (2.43), tem-se:

x ()" q“(w)]z[o 01 0 11.9391] .
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Neste caso, a atualizagdao otima das condig¢des iniciais do controlador,

obtida pela equagdo (2.11), considerando que x(e)=-A"'Br,, ¢é dada por :

0 oo o 1]P([xparﬂ‘§arnT—[xP@ﬂT &) )

Xop ==

[0 0o 0o 0o 1Jplo 0 0 0 1]T
_ [0 0 0 0 1]PA,"B,r) I
0 0 o 0o 1]Plo 0o 0 0 1]"°

(2.50)

sendo que r, =1, pois r(t) foi considerado um degrau unitério,

Ap_BpK BpKl ;O 0
-C, g . PRI

1:
Observe que, de (2.50), x_/r, € constante e a atualizagao 6tima da
condi¢do inicial de &(r) para uma nova entrada r(r)=n, 120, é utilizando

(2.50), dada por

o oo 0 1]lr@'s .
0o ooo1]Poooo 1" "

Este fato justifica a implementagio proposta na Figura 2.7.
Substituindo as equagdes (2.41c) e (2.43) em (2.50), obtém-se o valor
6timo da atualizacao:

x, =10.1575.

Agora

x, (0)—x, () !:0] -
D= ¢ ! =[o 0o -1 0 -17817] ". (250
“® [ £(0)~ &() ]* o= [ " {250

Assim, o indice em (2.41d) usando (2.50a) é:
e(0)" Pe(0)=2.0102.
Entao, o indice de desempenho do sistema é:
J; =14.3282 (sem atualizagdo); J, =2.0102 (com atualizacdo).
A seguir, serdao apresentadas as curvas de respostas, y(r)c as curvas do
controle u(r), resultantes do sistema a uma solicitacdo em degrau unitario com e

sem atualizacdo das condic¢des iniciais.
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— COm atuabizagioc
- sem atuabizagio
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Figura 2.8: Curvas de respostas e as curvas de controle ao degrau unitdrio do

-12

sistema projetado péndulo invertido, sem e com atualiza¢cdo otima

das condigées iniciais do controlador, quando x(0”)=0.
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A figura 2.9 mostra as curvas de respostas y(z), e as curvas de controle
u(r) ao degrau unitario do sistema projetado péndulo invertido, sem e com

atualizagdo otima das condig¢oes iniciais do controlador, considerando as

condi¢oes iniciais da planta [ controlador como sendo:

x,(0)= [z/8 0.01 05 0.01]e £(07) =0. Neste caso, usando a equag¢io (2.50)

o valor 6timo da atualizagdo é: x_, =12.1149. O indice J, obtido é:

J) =21.4964(sem atualizacao); J, =3.9733(com atualizag¢io).

saida da plante, y(©)

com atuahragio
sem atuahracio

10
tempo(s)

le1 de controle, u(t)

fr——
com atuahzagio
sem atuabzagio

6 a8 10 12 14 16 18 20
tempo(s)

Figura 2.9 : Curvas de respostas e as curvas de controle ao degrau unitdrio do
sistema projetado péndulo invertido, sem e com atualiza¢do otima

das condi¢oes iniciats do controlador, quando

x,(0)=[z/8 0.01 05 0.01]e £07)=0.
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2.4.4 Exemplo 2: Controlador de ordem maior do que I

Considere o sistema realimentado, como na Figura 2.1, com:

_[-2 0]. . _[1]. ,~ _ .
A,,,_[l O]BP— 0},(3,,_[0 4]; b, =0;

0 1 [
Ac:[—l —I}B(.: ?]:Cﬁ[l o b, =1,

e com indice de desempenho J, dado pela equacgio (2.6).
O sistema realimentado, dado por (2.4) e (2.5), possui as equagdes:

x(t)=Ax(t)+ Br(1)
(2.51a)
y(1) =Cx(1),

sendo que:

x.(1)

1
x(f):[xp(f)]; A = . g;cz[o 4 0 0]
1

0 -4

Considerou-se o Problema 2.1 para o sistema com indice de desempenho
dado por:

J(x.,)= T( y(1) = ()" (y(1) = y(e0))dt . (2.51)
Como mostrado ameriormeontc o indice (2.51) pode ser colocado na forma (2.6),
com Q =C'C. Pelo fato de (A,B ) ser controlavel e (A,C) ser observavel, o
Problema 2.1 para o sistema (2.51b) tem solu¢ao dada por (2.11).

Supondo que no instante r =0, a amplitude de r(r) seja alterada de zero
para ry =1, entdox (1) serd atualizada, passando de x,.(0") parax.(0")+x,,
sendo x_.,, o vetor de atualizagcdo. De acordo com a Observagdo 2.2, supondo
que as condicoes iniciais do controlador e da planta sejam nulas, isto € :

x,(07)=0 e x.(07)=0,
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T . 3
X(O) = x.-" (0_ }T xf'{o_ )T] + [0 0 x(.‘ul x(‘oZ] i = [0 0 Xcol XroQ] [ .

O erro entre x(r) ¢ o seu valor de regime, é:
&(t) = x(1) — x(=0)

e de (2.8) ¢ (2.9b), obtém-se:

x(o)=-A'Bry=[0 025 0 0]T.

£(0) = x(0) — x(e0) = x(07) +[0 xw] Ty A_IBrO = [0 =025 X Xeps | n

O indice de desempenho em (2.51) ¢é dado por:

J(x,)=e0) Pe0)=[0 —025 x, x,n]P[0 —025 x4, x,]T.(251b)

sendo que, P ¢ a solugdo da equagio (2.3a).
Assim, o indice de desempenho, em (2.51b) sem atualiza¢do (x_, =0 ) é:
J = 0.9583.

Agora, o vetor x, de atualizagdo, obtido usando (2.11) é:
Xeo =[Xeo1 Xcon] ' =[0.25 -0.95].
Como,
£0) =[0 -025 x., x,,]T=[0 -025 025 -095]",

entdo, o indice de desempenho em (2.51b) com atualizag@o é:

J = 0.4667.

saida da planta, y(t)

— com atuahzagdo
il sem atuahzacdo

o
v

|

0 5 10
tempo(s)

Figura 2.10: Respostas do sistema do Exemplo 2, sem e com atualiza¢do otima

0

das condigées iniciais do controlador.
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No método de projeto proposto, para a atualizagido das condic¢des iniciais
no controlador, hé necessidade do conhecimento prévio do vetor de estado inicial
do sistema. Na prdtica, no entanto, em problemas de controle reais, nem sempre
pode-se medir todos os estados de um sistema. A seguir, propde-se um método,
caso os estados do sistema ndo estejam disponiveis, para realizar a atualizagio
das condi¢Oes iniciais no sistema controlador/observador para o sistema
controlado. Inicialmente, descreve-se um projeto do controlador com lei de
controle por realimentagdo de estado observado. Em seguida, a atualizagdo no

sistema controlador/observador é proposta em r=r_, sendo 7, o tempo de

estabiliza¢do do observador (Ogata, 1997, pg.153).

2.5 Atualizacao das Condicoes Iniciais no Sistema

Controlador/Observador

Considera-se uma classe de sistemas como mostrado na Figura 2.11,
sendo que a planta e o controlador a ser projetado, apresentam as equagdes como

em (2.4a) e (2.4b) respectivamente.

rE;g . : > N,.g“

Figura 2.11: Sistema Realimentado.

E comum ter-se, dentre os requisitos de um sistema de controle, a
exigéncia de erro nulo em regime estacionario para entrada degrau ou para
entrada rampa. Se a planta ndo apresentar originalmente o nimero de polos na
origem necessdrios para atender as especificagdes do erro de regime, o
controlador projetado podera incluir integradores os quais fornecerao os polos na

origem. Por exemplo, o erro de regime serd nulo para uma entrada r(r) do tipo

A,
AVAVEY

A
2 3 4 5 6 o unespwl 12 13 14 15 1o 17 18



35

degrau, quando a fung¢do de transferéncia de malha aberta apresentar pelo menos
um polo em s =0 e o sistema de malha fechada for estdvel. Na configuracdo da

Figura 2.11, a matriz A. do controlador pode ser projetada, considerando o
nimero de pélos em s=0 que a especificagdao do erro de regime estaciondrio
exigir.

Suponha que o sistema de malha fechada, descrito pelas equagdes abaixo,
seja estavel:

x=Ax(1)+ Br(1)

y(t)=Cx (1) (2.51a)

A,-B,(K+DC,) B.C.
-B.C, A |

LB D,
2 ];C:kp 0] (2.51b)

c

com A, e R™, B, e R™, €., eR™e as matrizes

A eR™" B e R™,C, e R™™, D.eR e KeR"™ serdo obtidas de modo que o

sistema realimentado atenda os objetivos do projeto. Neste método de projeto, as

matrizes A. ¢ B, sdo especificadas previamente e consideradas constantes para
a determinag¢ao de K, C., e D.. Como serd visto mais adiante, A, e B_. sdo

especificadas de tal forma que a dindmica do erro seja controldvel.
2.5.1 Projeto do Controlador

Casol: Vetor de estado da planta disponivel

As matrizes constantes K, C. e D, da lei de controle,
u(t)=—Kx,(0)+C_ x.(1)+D,_e(1)

sao determinadas de forma a minimizar o indice de desempenho:

J(,)= (@) Qe+, 1) R, (@)dr
0

sendo que,
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¥
Q - [Ql Q2
0, 0,
Qe R(mnHmtnlcom Q,eR™", Q,eR™™, Q,eR™™. Suponhamos também
que, Q@ ¢é uma matriz simétrica definida positiva, R uma matriz simétrica
definida positiva e &(1) e u,(t) respectivamente o erro entre x(r) € u(t) € 0S seus

valores de regime, ou seja

eM)=x(t)—x(°) ; u,(1)=u(t)—u(eo). (2.53b)
2.5.1.1 Determinagado das Matrizes K, C. e D,

Das equacgdes (2.4a)-(2.4b), (2.52) e (2.53b) e com procedimento analogo

ao efetuado nas equagdes (2.37b)-(2.40b), obtém-se a dinamica do erro &(z):

é(t)y=Ae(t)+Bu, (1), (2.54)

A Ap 0 B= B, |
-BC, A.| 0

u,(r):—.'?s(z) 7 I?:[(K +EEC) —C‘,] .

As matrizes A, e B, s@o especificadas a seguir e consideradas constantes
para a determinag¢dao de K, C., € D,.

As matrizes A, e B, sio escolhidas de forma que (A,B) seja controldvel
(Apéndice D). Observe que (A ,@) ¢ observavel pois posto@ =m+n(Q €
positiva definida). Entdo, pelo Teorema 2.1 existe K 6timo tal que o indice J ¢
minimizado.

Para determinac¢do da matriz K , resolve-se a equagdo de Riccati para uma
matriz simétrica definida positiva P:

ATP+PA-PBR'B"P+Q=0. (2.55)

O comando Ilgr do MATLAB fornece a solugdo da equagdo (2.55) para
sistemas continuos e determina a matriz de ganho de retroagdo Otima,

K=R'B'P.
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Seja K=[K, K,] com K,eR" e K,eR". Dessaforma, os ganhos K

e C, sao obtidos:

K=K,-D.C, e C.=—K,. (2.55a)

Caso2: Vetor de estado da planta nao disponivel
Projeta-se entdao, um observador de forma que X(r), descrito abaixo, estime o
vetor de estado x , (¢) da planta:
X(1)=A,%(1)+Bu(t)+L(y-C %),
sendo L o ganho do observador.

No projeto do observador, os seus polos sdo escolhidos de modo que a
resposta do observador seja muito mais rdpida (por exemplo, 5 vezes) do que a
resposta do sistema (Ogata, 1997, pg. 826). No Exemplo 2.6 serd mostrado como
isto € feito.

A matriz de ganho do observador L, pode ser obtida por meio da Férmula
de Ackermann (Ogata, 1997, pg.822).

A Figura 2.12 mostra o sistema de controle com realimentag¢do do estado
observado, com entrada r(¢) e saida y(z).

1) —~e0 x =A_x_+B_ e u(r
_.@_’ u.=C_x_+D_e | x1'=A:*x;’+BJ' u

A

: x(1)
¥=A,¥+B,u+L(y-5) —> ¥

[L e
L= |

Figura 2.12: Sistema realimentado com observador.
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2.5.2 O Desempenho do Sistema Observado

O sistema com observador ¢ realimentado da Figura 2.12, ¢ descrito pelas
equagoes:

x,(1)=A,x,(1)+B,u(t) (2.56)

X()=A,%(1)+B u(t)+L(y-C %) (2.57)

x.()=A.x_(1)+B_.e(t), e(t)=r(1)-y() (2.58)

u(t)=—K x(t)+C_x_(1)+ D_e(1). (2.59)

Pode-se descrever a dinamica do sistema por meio da equagao:

Xp()=Arxp(t)+Byr(1), (2.60a)

y =CTxT(I) s

x,(1)
xr()=| X |
x.(1)

A,-B,D.C, -B,K B.C;
A.=|LC,-B,D.C, A,-B,K-LC, B,C,|;
-B.C, 0 A

c.=lc, o o]. (2.60b)

O desempenho do sistema observado segundo o indice em (2.53a) pode

ser determinado por:

oo

T(@,)= [((er ()" Q, ex )+, () R, (1), (2.61)

0

x, (1)
er(M)=xp(t)—xp(0) ;xp()=| X(1) |; (2.62)

x (1)
u,(1)y=u(t)—u(); (2.63)

u()=—Kx(t)+C_x_(t)+D_e(t); (2.64)

AVA
AVAVAY

2 3 4 5 6 o unespwl 12 13 14 15 1 17



0 o ]
0.-|0,, o ;Q=[gl Qé } (2.65)
Q2 Omxn - 2

sendo Q a matriz da equagdao (2.53) e r, o tempo de estabilizagao do
observador.
Com procedimento andlogo ao realizado nas equagdes (2.33)-(2.38b) e
utilizando as equagdes (2.56)-(2.59), obtém-se a dindmica do erro & :
ér = Ag &x(0)+ B (1) (2.66a)
sendo que:

0 B,
Ar 0 |; By = Bl,, ;
A 0

c
im=-KRe:; K =[pc, ¥ -c.. (2.66b)

Para o sistema observado, como nao se tem informagao sobre as condi¢des
iniciais dos estados em 7 =0, propomos que a atualizagao se realize no instante

t =t.. Nesse instante de tempo, é possivel no observador obter x(¢;). Pode-se

considerar entdo x(r;)=X¥(z;). Esse conhecimento é necessario para se fazer a
atualizacdo 6tima.

A seguir, sera proposto um método para escolha das condig¢des iniciais do
controlador/observador de modo que o desempenho, segundo um indice

quadratico do sistema com observador e realimentado dado por (2.61), seja

melhorado.
2.5.3 Especificac¢do das Condicées Iniciais Otimas

O problema do projeto de controladores 6timos com atualizacao das

condig¢des iniciais no observador/controlador € definido a seguir.

Problema 2.2: Considere o sistema controlado (2.60a), (2.60b) estavel e que na

entrada, o sinal de referéncia (func¢do degrau de amplitude r,) ocorraem 1=0 ,

isto é,

AV,
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’ ¢ 20)
rm={ 'o. para I (2.67)

0, para <0,

sendo que r, € uma constante real conhecida. Determine X_, a atualizacao de

X (r):{;((?)} emt=r, , de modo que o indice desempenho:

J(®,)= [(@r ()T Qe (0)+T,(1)" RE, (1)) dr
0

seja minimo .

Tendo em vista as Observagdes 2.2 e 2.3 para o sistema

controlador/observador, tem-se:

xm(r;){ *( ) ] X (1, ) =200 (17 )+ %y
x (1) ‘

sendo X, aatualizagdode x_,(t) em 1 =t .

Se x,(1,)=x,(t; ), entdo:

x,(ts)

s I 0
x(t, )= x(tg) +1:Ecj—x(rs J+|:Emjl-

x.(t5)
Observacao 2.7: A escolha da aplicagdo da atualizagdo das condigdes iniciais
em =1 édevidaa:
i) X =x, em 1, independentemente da entrada (1), pois das equacdes (2.56)-
(2.57) o erro de estimacgao,
el(r)zxp(r)v'f(:)
satisfaz:
e ()=(A,-LC,)e ),
que independe de r(r);
ii) de i), se a entrada de referéncia (a fun¢do degrau unitdrio de amplitude r,)

ocorre em =0 ouem 7 =1, lem-se X = x, em qualquer situagao.
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Teorema 2.3 O Problema 2.2 tem solugio quando ((Ap —ByK), N) é
observdavel, sendo Q=N'N, 0=(Q,+K"RK) com @, e K dados

respectivamente pelas equagdes (2.65) e (2.66b). Neste caso, a atualizagao 6tima
das condig¢oes iniciais x., do sistema controlador/observador € unica e pode ser
calculada, pela expressao:

-1
= on n+m - -
x(‘o :_([0[ n+m Jxn Irwm]P[ ;“' JjD [0( n+m fx<n Iu+m]P (xT (t,s‘ )+A'['l BT r[]} (2693)

sendo que P ¢ a solucdo da equagio de Lyapunov:

(Ap —BrK)"P+(Ar -BrK)P =—(Q,+K"RK). (2.69b)
As matrizes Ay e B; sio definidas pela equagio (2.60b) e A, e B; sio
definidas pelas equagdes de (2.66b), x,(r;) ¢ a condic¢do inicial do sistema

planta/observador antes da atualizagio, 0 denota a matriz nx(m+n) com

nx{m+n)

todos os elementos nulos, I é a matriz identidade de ordem (m+n),

Ar 'Brry, representa o valor de regime das varidveis de estado,

o
[x NONEE{OL (r)T] , do sistema de malha fechada submetido a uma entrada

degrau de amplitude r,.

Prova: Observe que minimizar J(X_) em (2.68) é equivalente a minimizar

Ty @)= [((r () Q2 (0 +iT, (1) RiT, (1)),

s

pois no intervalo [0,7,] o indice de desempenho ndo se altera com a atualizacao.

Pela equacgio (2.66b) pode-se escrever:

Ty @) = [er )" (Q,+R"RR )&, (1) dt

Iy

= fe; (1) Qe (1) dt; 0 =(Q, +K"RK). (2.69¢)

s

Das equagdes (2.66a) e (2.66b), a dinamica do erro pode ser escrita como:
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& () = (A, — B, K)e(t),

sendo, ((/AL,. —l}.[.ﬁ),ﬁ) observavel, por hipdtese, com Q =-NTN e
0=(0,+K"RK).

Como o sistema (2.60a), (2.60b) é estdvel, a matriz (A, —B,K) apresenta

todos autovalores com parte real negativa. Pela Observagao 2.5, apés o Teorema

2.2, o Problema 2.2 tem solug@o e a atualizagdo 6tima x_,de x

(nem r=1, ¢

co

unica e pode ser calculada pela expressao:

-1
= -[[oT 1]1’[(;]] o 1] P(xy(t)+A By ),

sendo P, a solucdo da equagao de Lyapunov:
(A -BrK)'P+(Ar -BrK)P=-0. (2.69d)
Substituindo a equagdo (2.69¢) na equagao (2.69d), obtém-se:

(Ar —BrR)TP+(Ap —BrK)P = —(Q, + KTRK).

Observacdo 2.8 : Uma condigdo suficiente para que ((Ay-B;K), N) seja

observivel é que (A, /0, ) seja observavel (Lemal do Apéndice B).

2.6 Aplicacido no Controle de um Péndulo Invertido com Observador

Caso 1: Vetor de estado do péndulo disponivel
Com base nas equagdes (2.26)-(2.28), o sistema péndulo invertido realimentado,
mostrado na Figura 2.6, ¢ descrito pelas equagdes:

ip(r)=Apxp(r)+Bpu(r), (2.70a)

‘\"(f)= C‘,,xp(r)s

sendo que,

0 0
1 0
0 1
0 0 —0.5

s u(t)y=—Kx ,()+K, &)
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En=r()-yn)=e(). (2.70b)
Dessa forma, este sistema pode ser representado pelo diagrama da Figura

2.11 sendo:
x.(=&t) ; A.=0 ; B.=1 ;C.=K, ; D,=0. @7
Aplicando-se o projeto do controlador descrito na secdo anterior, as
matrizes K, C.=K,, do controle u(r) sao determinadas de forma a minimizar o

indice de desempenho dado por (2.53):

<

J(u,) = [@)" Qe(t)+ (u, (1)) Ru,(t)dt

V]

x, (1)
e()=x(t)—x(e=) ; x(t)= :
x.(1)

100 0
0 1
u,()=ul)—u(=); @= 0 0
0
0

0

0
0

A dinamica do erro (1) é:

Et)=Ae)+Bu, (1),

0
-1
0
-05
-1 0

Como (A,B) é controlavel ¢ (A,,/Q)é observével, pelo Teorema 2.1,
existe K=[K -K,] tal que o indice J, descrito por (2.53) ¢ minimizado.
Utilizando o comando lgr do MATLAB obtém-se a matriz ganho de
retroacgio de estado K ,
K =[-168.0620 —31.8293 —11.9391 -21.2706 1].
Assim, da equagao (2.55a)
K =[-168.0620 —31.8293 —11.9391 —21.2706),
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(2.72b)

Caso2: Vetor de estado do péndulo nao disponivel

Como o sistema € observavel, projetou-se um observador de forma que
X (1), descrito abaixo, estime o vetor de estado x (1) da planta:
X(1)=A, ¥(1)+ B u(t)+L(y(1)-C ,%(1)),
sendo L o ganho do observador.
No projeto do observador os seus pélos foram escolhidos de modo que
tenha resposta mais rdpida (=5 vezes) do que a do sistema de malha fechada

(Ogata, 1997, pg. 826). O tempo de estabelecimento do sistema de malha

fechada, com os ganhos (2.72a) e (2.72b) é aproximadamente ¢ = 40s

(conforme Fig. 2.8). Dessa forma, a parte real dos autovalores dominantes,

A, i=12 da matriz caracteristica do erro, (A,-LC,), devem satisfazer:

;scom i, =8s sendo i=1,2.

real(A;)

Escolheu-se por autovalores dominantes da matriz caracteristica do erro,

(A,,, - LC,,, ), como sendo:
A4 =—0.50004+0.5243j; A, =-0.5000—-0.5243 j
e os outros autovalores como
A3=4,=-30.

Usando a formula de Arckermann (Ogata, 1997, pg. 821), obteve-se:
[—0.3188]
-1.5269

L=10x%
0.0070

| 0.0361 |

A Figura 2.12 representa o sistema de controle com realimentacdao do
estado observado, com entrada, r(r) e saida y(r), que pode ser descrito por meio
da equacdo que ¢ a combinagdo das equagdes (2.56)-(2.59); (2.70a)-(2.71) ¢
(2.72)-(2.73):

AVA
AVAVEY

2 3 4 5 6 o unespwl 12 13 14 15 1o

17

18



Xy (1)= A x1(1)+ By (1) r()

y(1)=Crxy(1)

x, (1)
xp()=| (1) |;
x,.(1)

A, -B,K

Ar= LCP (AP—BPK~LCP)
=Cy 0
0 0 0 0 0 0 0/, 4]
0.0206 0 —01681 —0.0318 —0.0119 -0.0213 0.0010
0 0.0010 0 0 0 0 0
0 0.0840  0.0159  0.0060 0.0106 ~-0.0005 |
-03188 0 0 0.0010  0.3188 0 o |
15269 0  -0.1475 -0.0318 15150 -0.0213 0.0010
0.0070 0 0 0 -0.0070  0.0010 0

0.0361 0 0.0835 0.0159 -0.0302 0.0106 -0.0005

-0.0010 0 0 0 0 0 0
By=[0 00 000 001
cr=lc, 0 0 000=00100000 0] (2.74b)
2.6.1 Cdlculo do Indice de Desempenho sem a atualizacdo das condi¢des

iniciais do sistema observado

O desempenho do sistema observado € dado pela equagio (2.61);

T (@i,) = [(&r (1) Q,ex )+ (ML, (1) Ril, (1) dr

0

er()=xp(t) —xp(0) 1 u, (1)=u(t)—u(e), (2.75a)

u()=—Kx(t)+K, £(1), (2.75b)
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=T R - S — T T S~ T~
R - - - T - - A - T -

o

A dindmica do vetor-erro &,(¢) de dimensdo (2n +1) € dado pela equagao:
ép(t) =Ar &r(t) +Bru, (1) , (2.76a)
sendo que:

A, 0 0
A;=|LC, (A,-LC,) 0

-C, 0 0

J

0.0010 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0

0 -0.3188 0.0010 0.3188

0 -1.5269 0.0206 0 1.5269

0 0.0070 0 -0.0070 0.0010
0
0

O 0 O O o o o o

0
0.0361 -0.0005 0 -0.0361 0
-0.0010 0 0

0 0

B

P -~
B,|=[0 -1 0 050 -1 0 05 0] ;u ()=—K &(t);
0

K=o Kk -K,]

=[0 0 0 0 -168.0620 —31.8293 -11.939 —-21.2706 1], (2.76b)

sendo que K e K, ja foram calculados e sdo dados em (2.72a) e (2.72b).
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Como a matriz (Ap — BrK) apresenta todos autovalores com parte real

negativa e ((Ar - ByK),,JO ) sendo 0 =(Q, + KTRK) é observivel, existe uma

Unica matriz P definida positiva que satisfaz a equagdo de Lyapunov:

(Ar —B1K)"P + (A - BrR)P=—(Q, +K"RR).

Entdo, o indice J(ii,) ¢é dado por:

J@) =T 0,y @Y+ T iy @)= T, G+ (8:(,) P (1)), (2.77a)

sendo a matriz P :

[ 0.0004 -0.0000 0.0189 0.0000 -0.0004 00000 -0.0189 —-0.0000 —-0.0000]
—-0.0000 0.0013 -0.0000 0.0552 0.0000 -0.0013 0.0001 -0.0552 -0.0000
0.0189 -0.0000 0.8603 -0.0000 -0.0189 -0.0000 —0.8603 0.0000 -0.0000 (2.77b)
0.0000 0.0552 -0.0000 2.3577 -0.0000 -0.0552 0.0000 -2.3577 -0.0000
P=10" x| -0.0004 0.0000 -0.0189 -0.0000 0.0004 -0.0000 0.0189 0.0000  0.0000 |
0.0000 -0.0013 0.0000 -0.0552 -0.0000 0.0013 —0.0000 0.0552 —0.0000 |
-0.0189 0.0000 -0.8603 0.0000 0.0189 -0.0000 0.8603 —0.0000 0.0000 |
-0.0000 -0.0552 0.0000 -2.3577 0.0000 0.0552 -0.0000 2.3577 -00000
[-0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 |

As condigOes iniciais da planta antes da atualizagao podem ser obtidas,

simulando o sistema até T=r, =8s, e considerando x !,(zx):f(rj) . Em aplicacoes

em tempo real, x,(z;) seria obtido medindo-se ¥(z,) em ¢ =t . Para a simulacdo

foi considerado:

x,(0)=[0.0001 0.0001 0.0001 0.000060] e F0)=0

e obteve-se:

x,(1,)=%(1,)=[0.0010 0.0004 0388 -0.0589]; &(1,)=6.0672.

Pelo Teorema do Valor Final, das equagdes (2.74a) e (2.74b), para

R(s)=1/s, degrau unitdrio, obtém-se:

X, ()
Xp(0)=| ¥(e0) |==(Ar)"B;=[0 0 1 0 0 0 1 0 11.9391] .
&(=)

E assim,

ep(t,)=xp(t;) —X5(o0) =

ST(I;}':[U‘(}OIO 0.0004 -0.6112 0.0589 0.0010 0.0004 -0.6112 0.0589 —5.8719}T.
(2.78)

unesp



Substituindo (2.78) e (2.77b) em (2.77a), obtém-se:

T (@@,)=1T,,,(@,)+3.4690 = 11.0407 +3.4690 = 14.5097 .

2.6.2 Cdlculo do Indice de Desempenho com atualiza¢do das condigées

iniciais do sistema Controlador / Observador

As condi¢des do Teorema 2.2 sdo satisfeitas para o sistema (2.74a) ¢
(2.74b). Entao, o Problema 2.2 tem solugdo e neste caso, a atualizagdao das

iniciais do controlador / observador € tinica e pode ser calculada pela expressao:

-1
- 0 . E
x(‘u =—[[05x4 IS ]P |: ;:‘i jD [Oﬁx-l IS ]P (X(I_; )+AT] BT r())

sendo P dada pela equag@o (2.77b), as matrizes Ay e B; dadas por (2.60b) e
ro =1, pois foi considerado um degrau unitario.
O vetor 6timo da atualizagdo € dado por:

[-2.19x107""]
3.36x107!!
3.8x107"°
-9.4x107"3
4.8601

Observe que a atualizagio nas varidveis de estado do observador ¢
aproximadamente nula, pois em ¢ =1, (tempo de estabelecimento do observador)
x,=X.
Agora:
er(t)=ez(1,)+l0 %I
=[0.0010 0.0004 -0.6112 0.0589 0.0010 0.0004 —-0.6112 —-0.0589 —-1.0118].
Assim, o indice J obtido usando a atualizagdo é:

T(®,) =T @)+ T ey (X)) = T, (@) + (60 (1)" P (1,) = 11.0407 +0.6490

=11.6897.

Dessa forma, o indice de desempenho do sistema observado é€:

f”_‘.m, =3.4690 (sem atualizag¢do); J,, .., = 0.6490 (com atualiza¢do).

A
AVAVAY

A
cm 1 2 3 4 5 6 o unespwl 12 13 14 15 1 17

18



49

A Figura 2.13 mostra as curvas de respostas, resultantes do sistema a uma

solicitagdo em degrau unitario com ¢ sem atualizag¢do das condi¢des iniciais.

o o
o w

saida da planta, y(t)
o
F =Y

==+ com atualizagio |
—— sem atuabragdo|

02

0 5 I;TJ 15 20 25 0 35 a0
tempo(s)

Figura 2.13: Curvas de respostas ao degrau unitdrio do sistema projetado sem e

com  atualizagdo  otima  das  condigées  iniciais  do

controlador/observador

o
o™

o
o

o o
W [
o

o
F3

=]
&

le1 de controle, u(t) sem atuabragio
(-]
~nN

&
151 UE COTIM OIS, WL LOIL aluaital av

(=]
)
b

(=]
W

15 20 25 5 10 15 20 25 0 35 a
tempo(s) tempos)

Figura 2.14: Curvas da lei de controle do sistema sem e com atualizagdo,

o

otima das condigoes iniciais do controlador/observador,

respectivamente, com t, =8s para o observador.
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saida do integrador, E(t)

____sem atualmagéo
- cOm atualizagdo

20 25 an 35 a0
tempo(s)

Figura 2.15: Curvas da saida do integrador sem e com atualizagdo otima das

condigoes iniciais do controlador/observador com t=t_=8s

para o observador.

Observe que a melhoria do indice de desempenho do sistema depende do
tempo de estabelecimento do observador. Para ilustragao deste fato, se no projeto

anterior o observador fosse projetado com tempo de estabelecimento 1, =2s

(= 20 vezes), obteriamos os seguintes resultados:

01 = 4.333( sem atualizagd@o e com atualizagao),

J ~10.0106 (sem atualizacio),

(15 .+ee)

=1.705, (com atualiza¢ao),

(1g.4oo)

Ouie) = }‘(0_,5, +7 =14.3439, (sem atualizacao)

(15,4e0)

J = Y05 +J

(0.450) = 6.0381 (com atualizagdo).

(15, 4e=)

A Tabela 1 apresenta os dados obtidos considerando o tempo de

estabelecimento para o observador como 7, =2s e r_ =8s, respectivamente.

AV,
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Tabela 1: Indices de desempenho do sistema com observador com tempo de

estabelecimento t, =2s e t, =8s.

condigoes sobre os indices

com e sem atualizacdo T p; 240383 J 0.1,y =11.0407

sem atualiza¢do I =10.0106 J

(tg, ) —

= 3.4690

(1g. =) —

com atualiza¢do J o E1.705 d

Iy, =) —

= 0.6490

(1g,=) —

—~

sem atualiza¢do J oy =14.3439 fio_m, = 14.5097

com atualizagdo Jy., =6.038 J oo, =11.6897

Note que os resultados obtidos sdo melhores quanto menor for o tempo de
estabelecimento do observador, 7=t,, instante este em que € aplicada a
atualizagdo das condigdes iniciais.

As curvas de respostas do sistema projetado, sdo mostradas na figura

seguinte.

saida da planta, y(t)
o o o
o (=] ?

o
n

___ sem atualizagdo
*** com atuahzagdo

5 10 15 20 2.5 an ?:5 a0
tempo(s)
Figura 2.16: Curvas de respostas ao degrau unitdrio do sistema projetado sem e

com atualizacio  otima  das  condi¢bes  iniciais  do

controlador/observador, com t, =2s para o observador.

A,
AVAVEY
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A seguir, apresenta-se um método alternativo para atualiza¢do das

condig¢des iniciais no controlador usando LMI.

2.7 Projeto do Sistema de Controle Utilizando LMI

Dado o sistema indicado na Figura 2.17, projetaremos simultaneamente
uma matriz K = [~K K:] e as condigdes iniciais 6timas, &, , do controlador,
no caso considerado do tipo integral:

u(t) = -pr )+ K &@) . (2.79)

e(r)

u(r)
(1) z_; K, x‘p(:):APxp{r)-i-Bpu{t] _\;:Cer,(r}

Figura 2.17: Sistema realimentado

O sistema ¢ descrito em variaveis de estado como:
x,(t) =A,x,(0)+B, u), (2.80)
y)=C, x,(), (2.81)
u(t)=-Kx()+K,&(t), K=[K, K, K, K,], (2.82)
EW=r@-yO)=r®-C,x,@, (2.83)

sendo que x ,()e R" € o vetor de estados da planta; u(r) e R ¢ a entrada do
controle do sistema; e(r) € o erro; r(r) € a entrada de referéncia; A, € s

Cp€ R ¢ B p € R™ sdo matrizes constantes.

Das equagdes (2.80)-(2.83) pode-se descrever a dindmica do sistema por:
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{x;’(ﬁ)} = [ﬂAé’,, gJ [xz{(:(; J] : [Iﬂ () + m (@),
sendo que 0 denota um vetor com todos elementos nulos e com dimensdo nx1.
Considere,
X (@) =x,()—x,();
$e(t) =8 (1) = &();
up () = u(t)—u().
Por procedimento andlogo ao realizado nas equagdes (2.34b)-(2.39) e definindo

o vetor-erro e(t) de dimensao (n+1) por

e(r)s[xe(f)"' é‘e(f)]r :

e(t)=Ae(t) +Bu,)

AJ
A=| !
E

p
u,()=-Kx,(t) +K,;&, (1) =—K e(t),
K=Kk -kK,]. (2.84b)
Substituindo (2.84b) em (2.84a) tem-se:
é(t)=(A—BK)e(t).

2.7.1 Andlise da Estabilidade Segundo Lyapunov

Neste caso, o estudo da estabilidade segundo Lyapunov para o sistema
realimentado (2.84a) é realizado através do estudo das seguintes desigualdades
matriciais lineares (em inglés, Linear Matrices Inequalities (LMIs) ):

P(A-BK)+(A-BK)'P <0,

P> 0,
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sendo P =P". Portanto, deve-se resolver (2.85) obtendo-se o valor de K.

Observe que (2.85) ndo é uma LMI, pois tem o termo PBK . Assim, é
necessaria a seguinte manipulagdo de (2.85):
PA-PBK+A"P-K"BP < 0. (2.86)
Agora, multiplicando-se ambos os lados de (2.86) por P~', observando
que P ' ésimétricae P™' >0, tem-se:

P {PA-PBK+A"P-K"BPIP'< 0,

AP'-BEKP'+P'A"-P'KR"B<0.

X=P' e M=KP'=KX.

AX+XAT-M"B" -BM <0, (2.87)
X >0,

sendo X = X', sdo LMIs. Se estas LMIs forem factiveis, isto é, apresentarem

pelo menos uma solucdao X e M, entdao o ganho do controlador € dado por:
K=MXx™".

A utiliza¢do de LMIs em projetos de controle é ampla e vem apresentando
resultados satisfatorios, além de propor a comunidade mundial de pesquisadores
uma nova linha tedrica, facilitando a resolugdo de problemas que até entdo ndo
apresentavam solucdo. A idéia é descrever a solu¢dao do problema de interesse
como a solugdo de um conjunto de LMIs. Entdo, quando estas LMIs sao
factiveis, uma solu¢ao pode ser obtida facilmente (Boyd et al.,1994), utilizando-
se programas computacionais disponiveis tais como LMISol (Oliveira et al.,
1997) e o LMI Control Toolbox do Matlab.

No projeto de controle 6timo deseja-se minimizar um {indice de
desempenho. Tanaka and Wang (2001), projetam um controlador fuzzy 6timo
para sistemas nao-lineares resolvendo um problema de otimizagdo que minimiza
o limite superior de um indice de desempenho quadratico. A seguir, € aplicada

esta idéia para projeto de controle 6timo, para sistemas lineares.
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2.7.2 Indice de Desempenho

A matriz de ganho de retroagio de estado, K =[K —-K,] é obtida, de modo

a minimizar o limite superior do indice J,:
Jiw) = " (OQe)+u," (R u, (1)) dr (2.88)
0

sendo que @ € uma matriz real simétrica definida positiva e R ¢ uma matriz

real simétrica definida positivaou R=0.

O teorema seguinte fornece um limitante superior para J,.

Teorema 2.4 : O sistema (2.84a)-(2.84b) pode ser estabilizado pelo controlador

(2.79), se existir uma matriz simétrica definida positiva X e uma matriz M

satisfazendo:
¥

AX+XAT—MTBT—BM+[X —MT][%’ g“ M]<o. (2.89a)

X >0, (2.89b)

Além disso, o indice de desempenho satisfaz

J, (u,)< e"(0) Pe(0), (2.90)

sendo P=X"'"e K=MP.
Prova: Seja,
é(r) = [ &8 } :
U, (t)

Entido, o indice em (2.88) pode ser escrito:

J,(r,)= IéT(t)[g ?2] e(t)de.

0

Ao e(t) 3 Ie(t) . |
al= [ue(z)] - [— ﬁe(r)] ie [— I%]em’

sendo I a matriz identidade de ordem n. Dessa forma (2.91a) pode ser

reescrito:
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oo

Jy(u,)= je‘"(r)[f -K }[_Ik}e(r}dm [t [g ?J C,e(1)dt,(2.91b)
0 0

sendo que:

(2.91c)

Suponha que seja possivel encontrar uma matriz P, PT =P, P >0 tal
que:

P(A-BR)+(A-BR)'P < —c,T{g 2} c,. (2.92a)

ou seja,

P(A-BK)+(A-BK)"P +C," [g ﬂ C, <0. (2.92b)

Note que —C,T[% ?J C,<0.

A desigualdade (2.92b) € equivalente a (2.89a). De fato, multiplicando,

ambos os lados de (2.92b), por P!, tem-se:

0

PrAT - PIRTBT+ AP —-BR P +P7'CT [g R

] c.P™ <.
Sejam
X=P'M=KP".

Assim,

0. R M

XAT - MTBT + AX -BM +|X —MT][Q 0} [_X ]<0.

A seguir, prova-se que o indice de desempenho satisfaz
J, (u,)<e" (0)Pe(0).

Considere a candidata a fungio de Lyapunov:
Vie(r) =e"(t) Pe(r).

Tem-se:

—(j—(V(e(r))) = %(eT(r) Pe(t))=é"(t)Pe(t)+ e" (1) Pé(r)
at

dl

=[(A-BK)e(®)]"Pe(t) +e" (1)P[(A—BK)e(1)]
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=e"(1)[(A-BK)P + P(A- BK)]e(t)

<-e'(nC," [g g] Ce(t).

Logo,

d (1 T T|Q 0
dr(e () Pen) <€ (1)C, [0 R] Cie(t).

Integrando ambos os lados de [0,+ ), tem-se:

J‘—~ (r)Pe(r) < j e (r)C [g ,?e] Ce()dt=-J (u,)

Assim,

J, ()< lim -e (I)Pe(r)r—e (0) P e(0),

b—+eo

pois lim e(t) =0

Corolario 2.1: Se (A,B) for controldvel, sempre existe uma matriz definida

positiva X e uma matriz M satisfazendo (2.89a) e (2.89b).

Prova: Como (A, B) ¢é controldvel, existe K tal que A- BK ¢é assintoticamente
estavel. Entdo, pelo Teorema de Lyapunov dados 6 >0, Q, R e K de modo que
A—BK ¢ assintoticamente estavel, existe P = P" >0 tal que:
(A-BR)"P+P(A-BK)=—(Q +K"RK)-4I .
Como 41 >0, pode-se escrever:
(A-BK)"P+P(A-BK)+(Q+K"RK)=-6I <0
De (2.91¢), tem-se:

@+k"rb)=c’ ¢ ] c.

e assim:

0 R
Logo, existe P" =P >0, simétrica definida positiva:

(A-BK)'P+P(A-BK)+C,' [Q 0} C <.

(A-BK)"P+P(A-BK)+C,' [g g]c <0.

AY."AY
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Com demonstrado no teorema anterior, esta desigualdade é equivalente a :

T _aqeTpT v _aT]||Q 0 X
XA'-M' B +AX -BM +[X M ][0 R] [_MJ-(O,

X=P';M=KP™"

Corolario 2.2: Se (A,B) ¢ controldvel existem K e R" e K; e R tais que o

sistema (2.84a)-(2.84b) ¢é estabilizado pela lei de controle dada na equagio

(2.79).

Prova: Decorre imediatamente do coroldrio anterior, observando que

K=[k -k,].

A desigualdade (2.89a) pode ser transformada em LMI. O complemento
de Schur (Boyd et al., 1994) converte uma classe de desigualdades nio-lineares,
em desigualdades matriciais lineares (LMIs). O complemento de Schur ¢é
ilustrado a seguir (VanAntwerp, 2000).

Seja a desigualdade matricial nao-linear:

0(x)-SX)R(x)"'S(x)" >0, R(x)>0, (2.93)
sendo Q(x)=0(x)", R(x)=R(x)" e S(x) sao afins em x. Entdo o sistema (2.93) é

equivalente a

[Q(X) S(x)}
gl >0
S(x)" R(x)

Apresenta-se um projeto do controlador “sub-6timo”, baseado em LMIs,
que estabiliza o sistema e minimiza o limite superior do indice de desempenho

baseado no resultado do Teorema 2.4.

Teorema 2.5 : Dadas as matrizes A e B do sistema (2.84a)-(2.84b), e a

condi¢@o inicial e(0), entdo as matrizes X =X' e M que permitem a
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determina¢do do ganho de realimentagdo para minimizar o limite superior do
indice desempenho J, pode ser obtido resolvendo as seguintes LMIs:

minimize A
XM

sujeito a

X >0,

T
{ A (0)]>0‘
e (0) X

AX+XAT-M"B"-BM X.,/J0 -M"JR
@X o § 0 <0.
~-JRM 0 -1

Da solugdo das LMIs, o ganho de realimenta¢do pode ser obtido pela expressao:
K=Mx"".

Entio, o indice de desempenho satisfaz J,(u,)< e’ (0) P e(0) < A, sendo

X,

Prova: i) A desigualdade (2.89a) :

AX4+XAT-MTB" ~=BM +[X —MT][

€ equivalente a:

—(AX+XAT—MTBT-BM)—[X 0 —MT\EH{) ?}[_%XM}>O.

Pelo complemento de Schur tem-se:
~(AX+XA"-M"B"-BM) X, /0 -M"JR
JEX I 0 >0,
—JRM 0 1

que € equivalente a
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AX+XA"-M"B"-BM x,/J0 -M"JR
\/EX o § 0 20,
~JRM 0 -l

pela seguinte propriedade:

X, X roox,
>0
X, X, 0 -1)x,
i1) A desigualdade :
e"(0)Pe(0)< A,
€ equivalente a:
A-eT(0) X 'e©) >0,
sendo X=P".

Pelo Complemento de Schur, obtém-se:

.
[ A e (0)]> .
e0) X

e além disso,

J,(u,)<e" (0)Pe" (0)< 1.

2.7.3 Condigées Iniciais Otimas no Controlador

Para determinar as condi¢des iniciais O6timas € crucial o fato que o

valor de regime dos estados x,(«~), ndo dependa da matriz de ganho de

realimentagdao 6tima. O lema seguinte, fornece uma condi¢do para isso: a planta

{A,,B,,C,} descrita em (2.80)-(2.81) ndo deve apresentar zeros de transmissao
na origem. Agora, como A, € R™, B, e R™e C,e R™, entdo os zeros de
transmissao da planta (2.80)-(2.81) sdo os nimeros s, € C (k=12,..,p<n),

para os quais o sistema linear:

sl —A, =B, [l x; _0
C, 0 '

tem solucdo (x,,u,) nao trivial (Cruz, 1996) .
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Lema 2.3: Suponha que a planta (2.80)-(2.81) ndo possua zeros de transmissao

xp(m) s Ap Bp a 0
u(m) ZX _Cp 0 Iy ?

sendo r, a amplitude da entrada de referéncia, a fun¢ao degrau.

na origem. Entao:

Prova: Das equacoes (2.80) e (2.81), tem-se:
.tp(.r):AP xp(r)+BF u(t),
EO=r(®)-y®)=r@)-C,x,@.
No estado estaciondrio tem-se:
_fp(oc) — 0 — Ap xp(oo) +B."" u(m) \

E(00)=0=1r,-C x (),

que podem ser combinadas como:

o|_[4, B, [xp(oo)]
To -C; O u(e) |

Pela hipétese, a origem ndo € zero de transmissdo da planta, assim

A, B, A, -B,
posto =posto = n+l.
-C, 0 C 0

P r
Logo, essa matriz € inversivel. Portanto, tem-se (2.97).
Considere,

o 58]

Dessa forma, e(0) pode ser escrito como:

x,(0)—x, ()
oy =|¥r @~ % }
% [ £(0) - &(oo)

e,(0)=x,(0)-x,(),

& =8(0)=£(e).

AVA
AVAVEY

2 3 4 5 6 o unespwl 12 13 14 15 1o

17

18



e =[e’ 0 & (2.98)
Note que o valor de e,(0) ¢é conhecido e independente do ganho K e o

valor de ¢&; pode ser escolhido de forma conveniente. Assim, a escolha de & ¢

um novo grau de liberdade no projeto de controladores.

O problema do projeto de controladores 6timos, com atualizagdo das

condigdes iniciais do controlador, usando LLMIs é definido a seguir.

Problema 2.3: Considere o sistema descrito pelas equacgdes (2.80)-(2.83).
Suponha que a entrada de referéncia (fung¢ao degrau de amplitude r,) ocorra em

t =0, ou seja:

ro, para 120,
=4
r(t) { 0, para t<0,

sendo que r, € uma constante real. Determine &, a atualizagdo de &, (1) em
t =0, de modo que exista P = P" | tais que:
(i) P(A-BK)+(A-BK)"P < 0;

(11) o limitante superior do indice de desempenho

Jiw) = ["Qe+u"Ru,)dt,
0

seja minimizado.

A solugio do problema proposto € apresentada no Teorema 2.6 a seguir:

Teorema 2.6: Dadas as matrizes A e B do sistema (2.84a)-(2.84b), e a condi¢ao

inicial e ,(0), entdo o problema proposto tem solugdo, resolvendo as seguintes

LMIs:

minimize A

X“,XIE.XD,Ml.MZ.(f!

S.a
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(2.100)

T . ]
X4, +APX“-M|TBP-BFM] I3 T G 2 XnQn"'XurQl: X|1QI:T+X|:TQ:: _‘”1T R | 0
< k]
XHA;:T_CPXII_M;B; T T-c 2 XI‘!QII+X2!Q12 Xl:'Ql:T*X::Q:z "":1J§
QIIXI] # le‘[xn 1ten 2 0 0

0.X,, +0,X,, 2 T« n4tn =] 0
-JRM, JRM, =

(2.101)
sendo que:

M =M,

1
0
e,0)=x,0)-x,(=)=x,0-[1, 0] ~ . (2.101a)
-C 0 ¥

r

Da solugao das LMIs (2.99)-(2.101), o ganho do controlador ¢é obtido da
seguinte forma:
K=Mx"
Neste caso, a atualizag@o 6tima das condicdes iniciais do controlador é
dada por:
S0 =61 +&(0)=£(07), (2.102a)

sendo £(07) a condigdo do controlador antes da atualizacdo e

e(c0) =—A"'Br,, (2.102b)

Prova: As LMIs (2.99)-(2.101) sdo obtidas a partir das LMIs (2.94)-(2.96),

reescrevendo:
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T
x=[Jn R ] we le;@=[g“

0.

e (0) A 0

e(O)=| " A= 4
{ Si ] [*C

P
Note que a expressao de e, (0), descrita em (2.101a), segue diretamente do
Lema 2.3, e ndo depende do ganho K .
O valor da atualizagio, &, , decorre do fato de que:
& =40 -&(=), (2.103)
pois, o valor inicial do controlador, antes da atualizacido € indicado por £(0°) e
resolvendo as LMlIs, obtém-se &, e de (2.103), tem-se:
§(0) =& +&(x).
Assim, £0) € o valor inicial 6timo do controlador. Entdo, como
£(0) =£(07) + ¢, o valor da atualizacdo &, é:
&, = (valor inicial 6timo) - (valor inicial real) ,
ou seja,

‘fm :gvr +‘E(°°)_§(O_ e

2.7.4 Exemplo de Aplicacao

Considerou-se, novamente, o problema do péndulo invertido sobre o
carro, conforme ilustrado na Figura 2.5 e com equagdes (2.29)-(2.32). O indice
de desempenho do sistema € o descrito em (2.41a)-(2.41b).

O problema de projeto de controlador com atualizagdo das condigdes
iniciais, utilizando LMIs, é:

Minimize A e encontre X, =X.5 KXo, X=X,

sujeito a (2.99), (2.100) e (2.101), sendo:

x0) =[x, " o) = 0 0 0 0o e

e,(0)=x,0)-x,(=)=[0 0 -1 0].
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O software LMISol forneceu A, &, e as matrizes X,,, X,
M, que solucionam as LMIs acima.
A solugao obtida foi:
K=MX"=[-123.4044 -206700 —11.442 —18.0065 1.2971);

[61.9943  10.5429  8.8190 12.5896 —1.0146
10.5429  2.4999  2.0479 2.9834 —0.2368
8.8190  2.0479 3.9382  3.1880 -0.4691|;
12.5896  2.9834  3.1880 4.5495 -0.3709

(—1.0146 -0.2368 -0.4691 -0.3709 0.2068 |

& =-22597; A=15.7488.

K =[-123.4044 -20.6700 —11.442 —18.0065];
K, =-1.2971.

Portanto,

2 [A,,, -B,K BPK;}

-c, 0

0 1 0 0 0
—-102.8034 -20.6700 -11.442 -18.0065 1.2971
0 0 0 1 0
61.2117 10.3350  5.7221 9.0033 -0.6486
0 0 -1 0 0

é:H ; e(0)=—A"Bry=[0 0 1 0 8.8228]" e &(e0) =8.8228.

Logo, considerando £(07) =0, obtém-se de (2.102a), a atualiza¢do 6tima

das condigoes iniciais do controlador como:
1o =81 +&(0)=£(07) =6.5631.

O Teorema 2.6 resolve o Problema 2.3, obtendo simultaneamente o ganho
K, “sub-6timo”, K =[K -K;] e ¢& que fornece a atualizagio 6tima no
controlador &, sendo &, =& +&(e0)—&£(07). Observe que esse valor 6timo
depende de K pois, &(e0) =—-A"'Br, com as matrizes A e B dadas em (2.102b).
Dessa forma, fica dificil a comparacao da resposta do sistema controlado sem e

com atualizacdo 6tima das condi¢des iniciais do controlador.
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O indice de desempenho obtido foi:
J, =2.0984.

Para obter o valor do indice de desempenho foi utilizado o software

Simulink para a simulacido e as equacgoes (2.29)-(2.32).

Observacao 2.8: O indice J, obtido acima é um pouco diferente do obtido na

pég.29, com atualizagdo (J, =2.102). Note também que os ganhos K e K,

obtidos acima ndo sdo exatamente os mesmos dos obtidos nas pags. 27-33. Isso
decorre do fato que o método de atualizacdo das condi¢des iniciais apresentado
anteriormente, encontra o valor 6timo exato da atualizagcdo, enquanto que este
método alternativo, usando LMlIs, obtém um valor 6timo aproximado da
atualizacdo. A vantagem desse método alternativo € que outras restricdes no
projeto podem ser facilmente incorporadas, por exemplo: restricio da saida,
restricao na entrada.

A seguir, apresenta-se na Figura 2.18 a resposta do sistema realimentado

considerando &, como um novo grau de liberdade e resolvendo respectivamente

as LMlIs (2.99)-(2.101).
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suida da planta, y(t)
o o
o @

(=]

0 5 10 15 20 25 @@ 3 4
tempo(s)
Figura 2.18: Resposta do sistema realimentado com atualizagdo das condi¢oes

iniciais no controlador.

Para aplicagdo dos Teorema 2.5 e 2.6 € necessério o conhecimento prévio

do vetor de estado inicial, x ,(0). O teorema a seguir, mostra que € possivel

projetar o controlador e encontrar a condi¢do inicial 6tima do controlador para
todos os vetores de estado inicial da planta x,(0) em um politopo de vértices

x;5(0); k=1,

Teorema 2.7: Dadas as matrizes A e B do sistema (2.84a)-(2.84b), suponha

que xp(O)zzmxi,k(O), x,(0)eR",p, 20, > py =1 entdo, o problema
k=1

k=1

proposto tem solugdo resolvendo as seguintes LMIs :
minimize A

Xll'Xlz'Xzz'Ml'MZ'gf

(2.104)
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A e, OF

e X, X, , (2.105)
gﬂ; XIZ X22
=
X!IA.F +A;vX:|_‘erBr_Ble ApxlzT‘X“Cpr 'BPM: x|1Q1|+X|:TQ1: 2 2 Ln _‘Hltﬁ
xlepT_Clel"M;B: ‘XI:C_»T_'C,-X:: xl:Ql1+X:>Ql? b} 54T ’:: 2 _MJTJE

Qan‘leTXn Q:IXL'lerXr: =if 0
0,X,, +0,,X,, QHX!T: + 05, X, 0 0

-VrRM, -VRM, 0 4

<0

(2.106)
sendo que:

e, (0)=x,(0)—x, (=), k=1

A, B0
sendo x () =[1, 0] .
-C 0 r,

P 0

Neste caso, a atualizag¢do 6tima das condigdes iniciais no controlador ¢ dada por:
Sto :Zpkéfk +&(0)=&(07), (2.107)
k=1

sendo &(e<), obtido através das equagdes (2.102b) e £(07) a condigdo inicial do

controlador antes da atualizagao.

Prova: Decorre diretamente do Teorema 2.6, observando que toda solugdo de

(2.105) fornece uma soluc¢ao de (2.100), pois:

(i) e,0)=x,00)—x,()=> p,x,(0)=x,(c)
k=1

=Y pu(x,(0)~x, (=), pois > p; =1

=1 k=1
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A epk(O)T fﬂ'
(i) |ex© X, X;,'|>0,
S X X2

A € pk ON S

Zpk ex(0) X, X, Zpkepk(o) X
k= Stk X, X iy

Zpkfm X
L k=l

-

A ‘-’p(O)T ipk":{k—‘
k=1

ep(o) Xy XlzT

Zpk‘;k X, X
k=1

2.7.5 Exemplo de Aplicagdo

Considerou-se o problema do péndulo invertido descrito pelas equacoes

(2.29) a (2.32), com vetor de estado inicial,
x,(0)=[x0) x,0) x0) x,©O], (2.108)

satisfazendo :

xlmt‘n s xl (O) s xlm(ix '

X2 min

SIS X &
X3min < X3(0) < X354
K AN E R (2.109)
X1 (0) = &y Xy pin + O Xypix »
X5 (0) = &3 Xy 0 + Ay X pmix >
X3(0) = O X3, + O X341 >

X4 (0) = a? X4 min £ a8x4nm"x (21 10)
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qta, =1 ostay=1; as+og=1; a;+o3=1; a, 20, k=1,.8. (2.111)

Entao, por (2.110) e (2.111), pode-se escrever:

(a3 T ay )(ai 5 A )(a? * g )(alxl min sz

X max
_ | (@ o) as + ag )y + o )3 x, 5 + Oy x5

)
i ) 16
= ] = %7, e
(@) + @, )3 + g )0y + O (s X3 + A X)) 2P
)

x ,(0)
ax k=1

(a'! 3 (2'2 )(a:‘; + a‘i )(aS * aﬁ )(a'? X4 min + at! X4 mix

P = ao05050 P, = Q06004 Py = 00060,
Ps =000 Ps =00, pPg = 00,050
Pr Sa000,; Py = 040,006, Py = 00060
Pro = X050, P = 0,060Q5; Py = 006050,

P13 = Cr@uQsy; Py = 00,0505, Pis = 0000600, Prg = 00,00 (2.112)

A, =[ay], com a,=x, ou ag,=x ' =1,...,4, ou seja

xlm:’n xlm:’n xlrm’n xl madx

xZ min xlmr’n x2 nin x! min

A, = » A A, A

x3m1'n x3m|h x}nuj.( x:‘ min

x-t min xd mdx L x-lmm

X i xlm:'n
xlma'l:
2mdx

X, Xy XE mx

x3m|’n X

3min

L x4 muix

X

1mdx

) T
2mim X 2 min

;AM:

X X3 mdx

x}rmix

X 4 mix

_x-i-m«i.: B _x4mi'n
Dessa forma, x ,(0) estd no politopo de vértices A, .
Para ilustragdo, considerou-se:

xlm;’ﬂ = *E/S’ Xlrmix = ‘7[!3 )
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Xt =~/ 10 %00, =105
Ximin = 1.2 ; Xymdx = 1.2 )
x4m1‘n = _0' 1 ; Xamix = 0.1 .

Assim, e, (0)=x,(0)—x,(=)=A4, —[0 0 1 0]'; k=1,.,16, sdo dados

[-1.0472 -0.3142 -2.2000 -0.1000]";
[-1.0472 -0.3142 -2.2000 0.1000]";
[-1.0472 -03142  0.2000 -0.1000]";
[-1.0472 -03142  0.2000  0.1000]";
[-1.0472  0.3142 —-2.2000 —-0.1000]";
[-1.0472  0.3142 -2.2000 0.1000]";

[-1.0472  0.3142  0.2000 -0.1000]";
[-1.0472 03142  0.2000  0.1000]";

[-1.0472 -0.3142 -2.2000 -0.1000]";
[ 1.0472 -0.3142 -2.2000  0.1000]";
[1.0472 -03142  0.2000 -0.1000]";
[1.0472 -0.3142  0.2000  0.1000]";
[1.0472 03142 -2.2000 -0.1000]";
[1.0472 03142 -22000 0.1000]";
e [1.0472  0.3142  0.2000 -0.1000]";

€, [1.0472 0.3142  0.2000 0.1000]".

As matrizes Q e R que definem o indice de desempenho foram adotadas

como sendo:

Aplicando o Teorema 2.7:

Minimize A e encontre X, X,,,X,,, M;,M,, & sujeitoa (2.104)-(2.106).
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O software LMISol (Oliveira et al., 1997) forneceu A ¢ as matrizes X,
X,,X,5, MM, , & que solucionam as LMISs.
A solugio obtida foi:
A=71.2895 ;

MX ™' =[-128.4377 -21.6821 -8.6279 -15.3897 0.7873);

329235 49388 4.0010 6.1730 -0.3731]
49388 1.2352  1.0684 1.7188  —0.0987
4.0010 1.0684 25104  1.8584 —0.2404 |;
6.1730 17188 1.8584 29471 -0.1721
|—0.3731 -0.0987 -0.2404 -0.11721 0.1324 |

‘:f={§.fk]=
[—?.2936 —-7.0336 —-2.9355 -2.6756 -—6.8252 —6.5652 -—-2.4671 -2.2072
—7.2936 -—1.1646 2.9335 3.1935 -0.9562 -0.6962 3.4019 3.6619 ]

De (2.110) e (2.111) dado x,(0) =[x,(0) x,(0) x;(0) x,(0)]", obtém-se:

x,(0)—x,, X3(0) — x5,
al___ 1 l!m:.l'; a'3=l—a’,: a-_%:g‘ﬁ‘ad:]—aﬁ

Ximin ~ X 1mdx Xomin ~ X2mdx
X](O)_x‘i £ x4(0)_x4 i

o5 == _ﬂttlx;a():l_as; a, = mdx ,613:1—0.’-;.
x3mt’rr ~ X3mdx Xamin — Xalmdx

E portanto, de (2.112) calcula-se p;, i=1,...16.

O valor 6timo da atualizagao € obtido usando (2.107):

S0 = Zpk‘fu +&(0)—5(07).
k=1

A Tabela 2 descreve o valor 6timo da atualizagdo, £,,, do controlador
obtido usando a equagdo (2.107) dependendo do vetor de estado inicial, x,(0),
no politopo. Para o célculo, considerou-se £(07)=0. De (2.102b), o valor
obtido de e(e) foi:

e(e0) =—A"'Bry=[0 0 1 0 10.9592]",
e assim,

£(e0) =10.9592..
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Tabela 2: Valor étimo da atualiza¢do para o controlador, dependendo do vetor

de estado inicial da planta x,(0), com £(07)=0.

x,(0) &, (atualizagao) J,(indice)

[-7/3 -z/10 =12 -0.1] 3.6656 64.6200

[-z/5 -=z/10 1 0.1] 9.0904 13.3467

[z/8 0.01 0.5 0.01]

10.9158 4.0872

[z/10 0.1 0 0.1] 10.2282 3.2836

0 0o 0o 0 8.7765 2.0332

A Figura 2.19 apresenta a resposta do sistema, y(¢) com atualizag@o para

diferentes valores do vetor de estado inicial.
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saida da planta, y(t)

2, (0)~[-x/3 -x/10-1.2 -0.1]"

tempo(s)

o
o

o
B

®
b
E
E
%06
k=3
2
]
]
k-

Figura 2.19

saida da planta, y(1)
[=] =]
o

o
£

T
x,(0)=[x/8 0.01 0.5 0.001]

: Respostas do sistema para difere

saida da planta, yit)
o o o o o
w o™ -~ [ -] w

o
o

(=]
2]

o
"

2
tempols)

[

n T
x,(0)=[x/10 0.1 0 0.1)

NSRS ST VSRR
B8 10 2 14 113 18 20
tempo(s)

ntes valores do vetor de estado

inicial da planta, x ,(0), com a atualiza¢do das condi¢des iniciais,

proposta, descrita na Tabela 2, com £(07)=0.
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CAPITULO 3

ATUALIZACAO DAS CONDICOES INICIAIS NO
CONTROLADOR PARA SISTEMAS DISCRETOS NO TEMPO

3.1 O Problema do Controle Otimo

Considere um sistema de controle linear discreto no tempo, dado por:

x(k+1)=Gx (k)+ Hu(k) (3.1a)

x(0)=c (3:1b)

que € suposto ser controldavel sendo que x(k) € o vetor de estado de dimensao n,

u(k) é o vetor de controle de dimensdo r, GeR"™"e HeR"™" sdo matrizes dadas

com G nao singular, possuindo todos os autovalores com modulo menor que 1.

Fixado N21, o problema de controle quadrdtico otimo discreto no
intervalo [0,N] consiste em encontrar a seqiiéncia de controle 6tima, u(k),

N, que minimize o indice quadritico de desempenho:

N
J(u):%Z(x"f(k)Qx(k)+u'f(k)Ru(k)) (3.2)
k=0

sendo que Q9 ¢ uma matriz real simétrica definida positiva (ou semidefinida
positiva) e R ¢ uma matriz real simétrica definida positiva.

As matrizes @, R sao selecionadas de forma a ponderar a importancia
relativa das medi¢des de desempenho causadas pelo vetor de estado
x(k) (k=0,1,2,..,N), a importancia relativa do vetor u(k) (k=0,1,2,..,N),

respectivamente.

AVA
AVAVEY

2 3 4 5 6 o unespwl 12 13 14 15 1o




76

O seguinte teorema resolve o problema de controle quadritico 6timo

discreto no intervalo [0,N].

Teorema 3.1: (Franklin et al., 1998 , pg. 365) A lei de controle 6timo para o
sistema (3.1a), (3.1b) com indice quadritico (3.2) é :
uk)=—-K(k)x(k)
sendo que a K (k) € a matriz de retroagao rxn:
Kk)=[R+H Pk +)H]'"H"P(k +1)G

e P(k)¢ a solugao da equagdo discreta de Riccati

Pk)=0+G"Pk+1)G-G"P(k+)H[R+H"P(k+)H ' HTP(k +1)G,
determinada recursivamente, com condig¢ao final
P(N)=0,

isto €, pode ser resolvida unicamente caminhando-se para trds, variando k de

N —1 até 0. Além disso, o valor minimo do indice de desempenho é

%xT(O) P(0) x(0). (3.3)

Note que o valor minimo do indice desempenho J, dado pela equagio (3.3)
€ uma funcao de P(0) e do estado inicial x(0).

Prova: ver Apéndice E.

3.1.1 Controle Quadrdtico Otimo em Estado Estaciondrio

O processo de controle visto anteriormente é finito (N € finito). Neste
caso, a matriz de ganho de retroacdo K(k) se torna uma matriz variante no
tempo.

Agora, o problema de controle quadratico 6timo considerado é quando o
processo continua sem limite, isto €, N cresce ilimitadamente. Na medida que N
cresce 1limitadamente, a solucdo 6tima de controle se torna uma solu¢do de

estado estacionario e a matriz de ganho variante no tempo K(k) se torna uma
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matriz de ganho constante. Uma tal matriz de ganho constante K (k) é chamada
matriz de ganho em estado (regime) estaciondrio e sera descrita por K.

Para o problema de tempo infinito (N = +), o indice desempenho é:

J(u):%i(x'f(k)g x(k)+u" (k)R u(k)). (3.4)
k=0

O teorema seguinte fornece condi¢des suficientes para existéncia e
unicidade da solu¢do da equagdo de Riccati e a seqiiéncia de controle Gtima

u(k), k 20 que minimiza o indice de desempenho dado por (3.4).

Teorema 3.2: (Antsaklis and Michel, 1997, pg.349) Sejam @ uma matriz real
simétrica definida positiva (ou semidefinida positiva) ¢ R uma matriz real
simétrica definida positiva. Suponhamos que (G, H) seja controldvel e (G, .\/E)
seja observavel, entdao a equacgdo de Ricatti,

P=0+G"PG-G"PH(R+H"PH) ' H" PG (3.5)
tem uma unica solu¢ao P simétrica definida positiva tal que a matriz,

G-H(R+H'PH)'H" PG,

apresenta todos os autovalores com médulo menor que 1 e a lei de realimentagdo
u(k)=—(R+H"PH) "' H" PG x(k)

torna o indice (3.4 ) minimo e igual:

%x(O)TP x(0).

A
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3.2 Especificacio das Condicoes Iniciais Otimas no

Controlador

Considere o sistema de controle linear discreto, controlavel e observavel
definido pelas equacdes:
x,(k+1)=G ,x ,(k)+H ,u(k) (3.6a)
y(k)=C ,x (k)
sendo que, x,(k)e R" € o vetor de estado; wu(k)eR é a entrada de controle do
sistema; GPEER”X‘" s Hye R™ y(k)e R é a saida do sistema e CPE‘J‘{M.
Considere também, que € possivel escolher um controlador:
x.(k+1)=G.x_.(k)+H_e(k)
u(k)=C.x.(k)+D_e(k)
sendo que x.eR™ € o vetor de estado, ee R € o vetor erro, e(k)=r(k)—y(k);
r(k) a referéncia; G,e R™™; H eR™; C,eR™™; D,eR, de tal modo que o

sistema realimentado, mostrado na Figura 3.1, com entrada r(k), e saida y(k)

seja estavel.

f(k@ x.(k+1)=G x (k)+H e(k x, (k+1)=G x,(k)+H u(k)
u(k) =C.x_.(k)+D,_e(k) y(k)=C, x (k)

Figura 3.1: Sistema realimentado com controle dinamico.

O sistema completo € descrito pelas equagdes:
x(k+1)=Gx(k)+ Hr(k)
y(k)=Cx(k)

sendo que
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G,-H,DC, p-e
~H L, G,

(3.7b)

O problema do projeto em estado estaciondrio de controladores 6timos

com atualizag¢io das condig¢des iniciais do controlador € definido a seguir.

Problema 3.1: Considere o sistema controlado (3.7a), (3.7b) estdavel e que na

entrada, a referéncia (fungao degrau de amplitude r,) ocorra em =0, ou seja:

rn ., se k=0,
r(k)=
0 , se k<O,

sendo que r, ¢ uma constante real. Determine, x_,, a atualiza¢do de x.(k) em

k=0, de modo que o indice de desempenho,

] +o0
f(xr,,)ZEZ(s(k)TQ &(k))

k=0

seja minimo.

Em (3.8a), Q € uma matriz real simétrica definida positiva (ou
semidefinida positiva), &(k) representa o erro entre x(k) e o seu valor de regime,
isto é:

£(k)=x(k)— x(o0). (3.8b)

Observacao 3.1: A atualizagdo de x,(k) em k=0 significa: x.(0)=x.(0")+x_,
sendo que, de (3.7a), como r(k)=0 para k<0, x(07)=Gx(-1) € o valor de x(0)

antes da atualizagdo e k =-1 corresponde ao instante 7 segundos antes da

aplicacdo da fun¢do degrau de amplitude r,, sendo T o periodo de amostragem.

- 0 0
x(O)z{xf’(O )}{ ]=x(0“)4{ }
xf(o_) Xco X o

Tem-se que:

AV
AVAVA

2 3 4 5 6 7 unespw.l 12: 13 14 15 16 17 18



] (e, me, )
*ie) [xc(k) 6 -H.C, G

c

H=[H”;i)"]; c=lc, o (3.7b)

O problema do projeto em estado estaciondrio de controladores 6timos

com atualizag¢ao das condig¢des iniciais do controlador é definido a seguir.

Problema 3.1: Considere o sistema controlado (3.7a), (3.7b) estavel e que na
entrada, a referéncia (fungdo degrau de amplitude r,) ocorra em =0, ou seja:
rp . se k20,
r(k)=
0 , se k<O,

sendo que r, € uma constante real. Determine, x_, a atualizacdo de x_.(k) em

co?

k=0, de modo que o indice de desempenho,

Jx )=~ 3 (k)T Q £(k))
2 k=0

seja minimo.

Em (3.8a), QO € uma matriz real simétrica definida positiva (ou
semidefinida positiva), &(k) representa o erro entre x(k) e o seu valor de regime,
isto é:

e(k)=x(k)— x(c). (3.8b)

Observacao 3.1: A atualiza¢do de x.(k) em k=0 significa: x,.(0)=x.(0")+x,,
sendo que, de (3.7a), como r(k)=0 para k<0, x(07)=Gx(-1) é o valor de x(0)
antes da atualizacdo e k =-1 corresponde ao instante 7 segundos antes da

aplicagdo da fun¢do degrau de amplitude r,, sendo T o periodo de amostragem.

= 0
x(O):{x"’(o )J+[ . }:x(o*n[ }
xf(o—) X o X co

Tem-se que:
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Vale um resultado andlogo ao Lema 2.2 para sistemas discretos no tempo,
quanto ao cfeito da atualizag¢do das condigdes iniciais no controlador no valor de

regime dos estados e da saida. Isso € o que diz o lema seguinte.

Lema 3.1. Considere o sistema descrito pelas equagdes (3.7a) e (3.7b). Suponha
que:
(1) o sistema seja estavel;

(11) as condigoes iniciais do controlador sejam alteradas, isto €:

x©@=x0)+| ? |, xo=|*r®
B o S x.(0) |

sendo x(07) a condi¢do inicial antes da atualizagdo e x_., a atualiza¢do das

condigoes iniciais do controlador;

(iii) seja aplicada uma entrada r(k)=ry, k=20, sendo r, uma constante real.
Entao:

a) o valor de regime dos estados, x(e)= (I —G)™' Hr, permanece inalterado,

com a atualizagdo das condigdes iniciais, sendo que I denota a matriz
identidade de ordem n;
o valor de regime da saida, y(e«)=C(I -G)"'Hr,, permanece inalterado, com

atualizagao das condig¢des iniciais do controlador.

Prova: Considerando o sistema sem a atualizacdo das condigdes iniciais, 1sto €,
x(0)=x(0") e aplicando o Teorema do Valor Final (Franklin et al., 1998),

obtém-se de (3.7a):

X, (o0)= llm xm(k) :lvinll(z = I)Xm(z) = lll'l‘ll(z = l)(ZI —G)" [H[ < ]] r,+ IX(O}}

=(I-G) "' Hr, (3.10)

Em (3.10), x_(k) designa x(k) sem o ajuste da condi¢do inicial. Assim o valor
da saida sera:

Yo () =Cx,, (=) =C (I -G)™' Hry, (3.11)

Considere agora o sistema com atualiza¢ao das condi¢des iniciais, ou seja,
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x(0) = x(07) + [0 ¥, Ir. Entdo de (3.7a) tem-se que:

& l)ro +z (x(O*)+[0 meIr )]

x(m)zlillll(z -DX(2)= linli(z - 1)zl -G)™ {H [
- - z—
=(I-G)'Hr,
e desta forma,
y(e0) =Cx(e0) =C (I -G)™' Hr,,

e a prova esta concluida.

Para a solugdo do problema proposto, necessita-se do lema seguinte,

analogo ao Lema 2.2 para sistemas continuos no tempo.

Lema 3.2: (Chen (1999), pag. 135) Seja G uma matriz com todos os

autovalores com moédulo menor que 1. Para toda matriz real simétrica
semidefinida positiva Q = NTN com a propriedade que (G,N) é observével, a
equacao discreta de Lyapunov

G" PG-P=-NTN, (3.12a)
tem uma unica solug¢dio P simétrica definida positiva dada por:

P=>(G")*0G*. (3.12b)
k=1

Prova: Apéndice F.
A solug@ao do problema proposto € apresentada no teorema a seguir:

Teorema 3.3. O Problema 3.1 tem solugdo quando (G,N), for observével,

sendo Q@ =NTN . Neste caso, a atualizagio Gtima das condigdes iniciais do

controlador € tinica e pode ser calculada pela expressao:

m

0 -1
x‘,(,=_[[om Im]P[;’“”D o . 1 ]PGx(-1)-(I,-G)" Hry,) (3.13)
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sendo que P € a solugdo de (3.12a), Gx(-1) é a condigdo inicial do sistema

planta-controlador antes da atualizagdo (como descrito na Observagio 3.1), 0,

denota a matriz k x/com todos os elementos nulos e I; a matriz identidade de

ordem /.

Prova: O problema consiste em encontrar o vetor x_,, de modo a minimizar o

indice

J(x,)=3 (80T Q(e(K) ).
k=0

Tem-se pelas equagdes (3.7a), (3.7b), (3.8b) e x()=(I-G)™' H r, que:
e(k+1)=x(k+1)=x(e2)=Gx(k)+ Hry — x(0)
=Gx(k)+ (I — G)x(0)— x (o)
=G(x(k) —x())=G (k) .
Devido a (3.15), para k>0, tem-se:

e(k)=G*£(0),
sendo que:

0

X co

£(0)=x(0)—x(c0) =(G x(—l)+{ ]—(1 -G)™ Hr()] ;

Dessa forma, pode-se escrever de (3.14) e (3.16),

J(xy) = 3G 00 QG £(0)
k=0
=1§(s(0))T(GT)“QG*s(0)
2

= @O)" Y6706 #(0)
k=0

:%s(O)T P £(0),

sendo que P=P" >0,dadaem (3.12b), é a solucao da equagao (3.12a).
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Substituindo &(0) em termos de x, em (3.18), o resto da prova é similar a

prova do Teorema 2.2 para sistema continuo no tempo.

Observagao 3.2: i) O indice de desempenho dado em (3.4), com lei de controle

u(k) =—-Kx(k), com x(k) satisfazendo (3.1) pode ser colocado na forma (3.8a)

pois,

J@) =7 x"(k)Q x(k)+u" (k)R u(k))

k=1

= xT (k)0 x(k)

sendo,

0=Q+KT"RK); x(k+1)= (G- HK)x(k):
11) Se u(k)=-Kx(k)estabiliza o sistema e (G,\/a) € observavel, entdo pode-se
provar que (G- HK,N) é observavel, sendo 0 =NTN, 0 =0Q+K"RK (Corolario

1 do Apéndice B) e assim, o indice de desempenho (3.4) pode ser calculado,

conforme descrito nas equacoes (3.14)-(3.18):

i(xT(k)Q x(k)+u’ (k)R u(k))

J (u) =l
2

:—;—x(O)TPLx(O)
sendo P, =P," >0, a tinica matriz solugdo da equa¢io de Lyapunov:
(G-HK)"P,(G-HK)-P, =—(Q + KTRK); (3.19)
11i) Pode-se provar que se em (3.4) o ganho K é 6timo isto €, u(k)=—-Kx(k)
minimiza J, entdo a equagdo (3.19) reduz-se a equagao (3.5). Assim, neste caso
P, , a solugao de (3.19) e a solugao P da equagdo de Riccati (3.5) sdo iguais

(Lema do Apéndice G).
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3.2.1 Especificagdo das Condi¢des Otimas para Controlador Integral e

Retroagdo de Estados

Considere o sistema de controle discreto no tempo, controlivel e
observavel, definido pelas equacoes:

x,(k+1)=G x,(k)+H u(k), (3.18)

u(k)=K,v(k)-Kx (k) , (3.19)

vk +)=r(k)-yk)+v(k), (3.20)

y(k)=C ,x(k), (3.21)

sendo que x (k) € o vetor de estado de dimensdo n, u(k) € o vetor de controle,

GeR"™e HeR™sdo matrizes dadas com G matriz ndo singular, K, é a
constante de ganho integral e K a constante de ganho de retroagao.

No projeto do controlador os ganhos K, e K sido determinados de forma
que o sistema seja estavel e exiba uma resposta transitéria aceitdvel para a
entrada degrau unitario. A Figura 3.2 apresenta o sistema de controle

considerado.

k) 9 .-m; .‘“‘"’ 5

Controlador integral : K

Processo com retroagio de estado

Figura 3.2: Sistema realimentado com controlador proporcional integral e

realimentag¢do de estados

O sistema de malha fechada para entrada em degrau unitdrio pode ser
descrito pelas equacoes abaixo:
x(k+1)=Gx(k)+ Hr(k) (3.22a)
y(k)=Cx(k)
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sendo que:

x(k):[xp(k)];G:[Gp—HpK Hp K:}
v(k) 1
(3.22b)

Para o sistema (3.22a) e (3.22b) a solugdo do Problema 3.1 € apresentada

no coroldrio seguinte.

Corolario 3.1 : Para o sistema (3.22a) e (3.22b), a atualiza¢do das condig¢des

otimas no integrador, referente ao Problema 3.1, ¢é dada por:

_—lo 1]PGx(-1-(G-1,)"Hr)
o 1]lp o 1]

(3.22¢)

sendo que 0 denota um vetor de elementos nulos Ixn, P ¢ a solugdo de (3.12a)

e Gx(—1) é a condigao inicial do sistema planta-integrador antes da atualizagio.

Prova: Segue do Teorema 3.3, quando a ordem do controlador € m=1.

A seguir, descreve-se um método para se determinar os ganhos K;e K do
vetor de controle,
u(k)=K,v(k)—Kx ,(k),
de modo que minimize um indice quadratico, quando a planta nao possuir zeros

em z=1.

3.2.1.1 Projeto do Controlador
Considere o sistema de controle de malha fechada para entrada degrau
unitario descrito pelas equagdes (3.22a)-(3.22b).
Os ganhos K, e K do vetor de controle,
u(k)zK,v(k)—pr(k),

sao determinados de forma que o indice de desempenho:

AV
AVAVA

2 3 4 5 6 7 unespw-l 12 13 14 15 I1e .17

18



J(u, )= % Z (x,(k N* Ox,(k)+(u,(k Nt Ru, (k) (3.23b)

k=0

seja minimizado, sendo que @ e R sao matrizes simétricas definidas positivas,
x, (k) e u, (k) sao respectivamente o erro entre x(k) e u(k) e os seus valores de
regime, ou seja:

x, (k)=x(k)—x(c0); 1u,(k)=u(k)—u(eo) (3.23¢)
3.2.1.1.1 Determinagdo dos ganhos K; ¢ K

Com procedimento andlogo ao realizado para o caso continuo, pode-se
obter a dinamica do erro x,(k) utilizando as equagdes (3.18)-(3.21), (3.23a) ¢
(3:236);

x,(k+1)=Gx, (k)+ Hu, (k) (3.24a)

sendo que

u,(k)=—Kx,(k); K=[K -K,] (3.24b)

Nas condi¢des anteriores (G, H) é controlavel (Apéndice H). Observe

que (G.Jé) ¢é observavel pois: posto Jé =n+1(Q ¢é positiva definida).

Entio, pelo Teorema 3.2, existe K Otimo tal que o indice J ¢

minimizado.

Para a determina¢io da matriz K, resolve-se a equagdo algébrica de
Riccati

P=0+G"PG-G"PH(R+H"PH)'H PG . (3.25)

O comando dlgr do MATLAB fornece a solugdo da equagao (3.25) para

sistemas discretos e determina a matriz de ganho de retroagado, 6tima
K=R+H"PH)'H"PG.
Seja K=[K -K,|] com Ke®R" e K,eR. Dessa forma os ganhos K, e

K sao obtidos.

AV
AVAVA

2 3 4 5 6 7 unespw.l 12: 13 14 15 16 17 18



3.3 Exemplo 1

Considere o sistema realimentado, como na Figura 3.1, com:

09048 O 0.9516
0.9516 1 0.4837

G.=0.3679; C.=-35650; D,=6.64 H, =I.

O sistema realimentado, dado por (3.7a) e (3.7b), possui as equacdes:

x(k +1)=Gx(k) + Hr(k) , (3.27a)

y(k) =Cx(k) ,

sendo que:

@ [0.9048 —0.6319 —3.3926
X
x(k)=[ ”m}- G=09516 0.6788 —1.7245
& 1k
e 0 -0.1 0.3679

6.3188
H=[3.2120|; c=[0 0.1 0]. (3.27b)
1.0

Adotou-se o indice de desempenho dado como em (3.8a) com Q = c'c:

l +o0
J(xm>=-2—2(a(k)TQ £(k)) . (3.27¢c)
k=0

Supondo que no instante k=0, a amplitude de r(k) € alterada para o valor

r,=1, entdo x.(k) serd atualizada, passando de x.(0") para x.(0") +x., sendo

x,,, 0 valor da atualiza¢do. De acordo com a Observagdo 3.1, considerando que

as condig¢des iniciais da planta e do controlador sejam nulas, 1sto €:

(3.28)

x,(0) =0 e x.(0) =0,

tem-se:

x(0) =1:xf’(0.)}+[ o }:[0 0 x|, (3.29)

:c( (0-) xc(}

sendo que 0 € o vetor de elementos nulos 2x1.

O erro entre x(k) e o seu valor de regime, é:

6



e(k) =x(k) —x (o)
e de (3.10),
x(e2)=(I-G) Hry=[0 10 0 o]
A dindmica do erro, de acordo com a equagdo (3.15) é:
ek +1)=Ge(k),
sendo que,
£(0)=x(0)—x()=[0 0 x,,]T-(I-G )™ Hr,

=0 -10 «x ]T.

co

O indice em (3.27c) € dado por:
J(x,)= (&(0)" Pe(0)

sendo que,

0.0728 -=0.0031 -0.3354
P=-0.0031 0.0205 0.0530 |, (3.32b)
—-0.3354 0.0530  1.8883

¢ a solugdo da equagio:
G'PG-P=-C"C,
que pode ser obtida usando o comando dlyap do MATLAB.

O valor x_, da atualizagio, obtido de (3.13), com x(-1)=0 é€:

oo 1Jplo -10 o]

=0.2806 .
[0 o 1]p[o o 1]

co

Como, de (3.31)
0= -10 x|,

co

obtém-se de (3.32a)-(3.32b) o indice de desempenho sem atualizac¢do (x,, =0):

J= %(s(O))T P £(0)=1.0259,

e o indice de desempenho com atualizagdo (x,_, = 0.2806) :

J= %(s(O))T P £(0)=0.9516.
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A Figura 3.3 mostra a resposta do sistema de malha fechada com e sem

atualizagdo das condig¢des iniciais, considerando o tempo de amostragem T=0.2s.

saida da planta, y(kT)

»=+x sem atualizaglo
0000 com atualizagio

G L - A L - 5 -l 3 e .
0 2 4 5] 8 10 12 14 16 18 20
kT

Figura 3.3: Resposta da saida da planta do Exemplo 1.

O exemplo a seguir mostra o efeito da atualiza¢do das condigdes iniciais

no projeto de controle do péndulo-invertido.

3.4 Aplicacao no Projeto de Controle do Péndulo Invertido

O sistema considerado é o apresentado no Se¢do 2.3, descrito por meio
das equagdes (2.26)-(2.28).

Como se deve projetar um sistema de controle digital, o primeiro passo €
discretizar a equacio de estado (2.29)-(2.32). A discretizagio foi feita utilizando

o periodo de amostragem T =0.1s. Obtém-se o seguinte sistema equivalente:
x,(k+1)=G ,x , (k)+H ,u(k), (3.33)

u(k)=K v(k)-Kx , (k) , (3.34)
vik+1)= r(k)—yk)+v(k), (3.35)
y(k)=C ,x(k), (3.36)

sendo que:
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1.1048 0.1035 0 —-0.0051

0

| 21316 11048 0 O , _|-01035 ERE
? 71 -0.0025 —-0.0001 1 . s o = :
0

o1’ 0.0025
-0.0508 —0.0025 1 0.0501
e K, € a constante de ganho integral e K a constante de ganho de retroagio. Este
sistema pode ser representado pela Figura 3.2.

Os ganhos K, e K do vetor de controle sao determinados de forma que o

indice de desempenho:

J(u,) :%‘z (x, (k)" Ox, (k)+(u, (k)" Ru,(k) (3.37a)

k=0

seja minimizado, sendo que:

; R=0.01 ; x_ (k) =x(k)—x() ;

x(k)= xpk) | u, (k)=u(k)—u(=)
vik) |7 ¢ .

3.4.1 Determinagao dos ganhos K, e K

O sistema de malha fechada para entrada degrau unitdria descritas por
(3.22a) e (3.22b) sao:
x(k+1D)=Gx(k)+Hr(k), (3.38a)
y(k)=Cx(k),

sendo que:

_[6,-H,K H,K,
-C, |

Hzm . c=[c, o]. (3.38b)

A dinamica do erro dada por (3.24a)-(3.24b) é:

x,(k +1)=Gx, (k)+ Hu, (k) ,

sendo que:
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[ 1.1048  0.1035
2.1316  1.1048
-0.0025 —0.0001 . H =
-0.0508 -0.0025
| 0 0 0

u,(k)y=—Kx,(k); K=[K -K,]. (3.39b)

Como o sistema € controlavel e (G.JQ ) é observavel existe K 6timo, tal
que o indice J € minimizado. Para determinar a matriz de ganho de retroa¢do de

estado, K, ha necessidade de resolver as equagdes de Riccati, dadas em (3.5),

conforme descrito na se¢do anterior. Utilizando o Matlab, determinou-se a

matriz de retroagdo de estado K , que minimiza o indice J como:

K=[-863684 -17.9759 -93713 -11.3125 03488]. (3.40)

Dessa forma obtém-se de (3.39b):

K,= -03488 , K=[-863684 —17.9759 -9.3713 -11.3125]. (3.41)

3.4.2 Cdlculo do Indice de Desempenho sem atualizagdo das condigées iniciais

Por calculo andlogo ao realizado nas equagdes (3.14)-(3.18), o indice

(3.37a) é dado por:

%(x,(on“ Px,(0) (3.42)

sendo que:

478.2660 72.4357 99.2253 98.8017
72.4357 18.4557 25.5823 26.3545
P=| 99.2253 25.5823 69.5129 44.1094
98.8017 26.3545 44.1094 45.2822
-4.0014 -1.0106 -3.2430 -1.7610

¢ a unica solucao, P=P" >0, da equagio

(G-HK)"P(G-HK)-P=-Q,,
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74695 1.5526  0.8395  0.9770 —0.0301
P 1.5526  0.3241  0.1747  0.2034 —0.0063
Q,=(Q+K RK)=10’x| 0.8395 0.1747 0.1945 0.1100 —0.0034 |.(3.43b)
0.9770  0.2034 0.1100 0.1290 —0.0039
—-0.0301 —0.0063 —0.1290 —0.0039 0.0011

Agora:

X,(0)=x(0)—x(c0).

Supondo as condig¢des iniciais nulas, isto €,

x,(0)=0 e v(07)=0

e como, por (3.10)
x(e0)=(I-G)" Hr,=[0 0 1 0 26.8651]",
sendo r, =1, obtém-se:
x, =0 0 -1 0 -26.8651]".

Logo, o indice de desempenho em (3.37a) sem atualizagao é:

%(xe (0))" Px,(0) =96.3780.

Deseja-se a seguir, verificar o efeito da atualizagdo das condig¢des iniciais

no integrador para o indice em (3.37a).

3.4.3 Cadlculo do indice de desempenho com atualizagdo das condigoes iniciais

A Figura 3.4 apresenta uma forma de implementacdo da atualizagdo das

condigdes iniciais do integrador que passa de v(0") =0 para v(0) = x,
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X0

Ty

rik)-wk) wk+1)

Figura 3.4: Diagrama de blocos do sistema de controle de um péndulo

invertido com atualizagdo da condigao inicial no controlador (PI).

Da Figura 3.4, sem atualizagdo quando x_, =0, tem-se:
v(k) =v(k); vk +1)=v(k)+e(k);
u(k)= —pr(k) +K,v(k),
e com atualizagdo:
v(k) =v(k)+x_; (3.43¢)
u(k) =—Kx (k) + K, v(k).
Do diagrama, a equagao (3.43c) é obtida tomando a transformada-z:
Z{v(k+1)}=zV(2)-2v(0),

e portanto

%Z{v(k +1)} =V(z)-v(0),

e considerando v(0) =v(07)+x,.,, entdo:

co?

V(z2) :lZ{v(k D F4+w07) +x,,.

Como no diagrama € suposto que v(0™) =0, tem-se:

V() ==Z{v(k+D}+x,,
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o que justifica a equagao (3.43c).
Assim, a dindmica do sistema completo com atualizagdo € dada por:
xj,(k +1) =prp(k) +H ,u(k),
u(k)=K, v(k)-K xp(k),
v(k)=v(k)+x,,
y(k)=C px(k).
A dinidmica do sistema completo € descrita por:

x, (k+)] [G,-H, K H,K\|[x, k)] |H,K ==
[Fp(kﬂ)}_[ -C, T A R A

1

wo=le, o [,

sendo que r(k)=r, € a funcdo degrau.

Note que esta equacdo € equivalente a equacao:

. 5 0
PPU{H) |G A x"(“L r(k).
vk +1) -C, 1 v(k) 1

o x, (k)
yky=le, o Lj’m} (3.48b)

com v(0)=v(0")+x,,.
A atualizacdo da condi¢do 6tima no integrador dada por (3.22¢) €

~ -[o 0 0 o 1]Plex-n--G)'Hr,

o= = i =15.2269, (3.49)
[0 0o o 0 1]Jpfo 0 0 0 1]

sendoque G e H sao dadas por (3.39b) e P por (3.43b).
De modo similar ao efetuado nas equagdes (3.14)-(3.18), obtém-se o

indice de desempenho com atualizagao:

%(x,(O))" Px,(0), (3.50a)

x,(0)=x(0)—x(); x(0)=x(0)+[0 x,]".
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x,0=[0 0 0 0 152269]-[0 0 1 0 26.8651]

=0 0 -1 0 -11.6382]. (3.50b)

Substituindo (3.50b) em (3.50a), obtém-se o indice de desempenho com

atualizacao:

(%x,(O)T)Px,(O):fn.??o&

Entdo, o indice de desempenho do sistema é:
J = 96.3780(sem atualizac¢io); J =31.7703 (com atualizagio).
A seguir, serdo apresentadas as curvas de respostas, resultantes do sistema
a uma solicitacio em degrau unitario com e sem atualizacdo das condig¢des

iniciais. Na Figura 3.5 também ¢ mostrada a curva do controle u(z).

(=]

salda da planta y(kT)
ler de controle, uxD

*** sem atualmagio —— -
000 com atuakzagio r sem atuakracio |
bl L L |

00 com stuslzacio

Figura 3.5:  Curvas de respostas ao degrau unitdrio do sistema péndulo
invertido, sem e com atualizagdo otima das condigées iniciais do

controlador.

Observacgao 3.3: A descri¢do do sistema de controle do péndulo invertido com
atualiza¢dao das condigdes iniciais por meio da equacdo (3.48a) permite, de
maneira andloga ao caso continuo, interpretar esta estratégia de controle como

um posicionamento 6timo dos zeros da funcdo de transferéncia.
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3.5 O Controle Quadritico Otimo no intervalo [O,N]

Neste caso, o problema do projeto de controladores 6timos com

atualizacdo das condi¢des iniciais do controlador é definido a seguir.

Problema 3.2: Considere o sistema controlado (3.7a), (3.7b) estdvel e que na

entrada a referéncia (fungao degrau de amplitude r,) ocorraem k =0, ou seja :

N ?'G-. s5e !\20
r(“_{(}. se k<O,

sendo que 7, € uma constante real. Determine x_, , a atualizag¢do de x_.(k) em

k=0, de modo que o indice de desempenho

N

|
J(x ):EZ(e(k)TQ &(k))

k=0
seja minimo.
Em (3.51a), Q é uma matriz real simétrica definida positiva, &(k) representa
o erro entre x(k) e o seu valor de regime, isto €:

e(k) = x(k) — x(0). (3.51b)
A solucdo do problema proposto é apresentado no teorema a seguir.

Teorema 3.2. O Problema 3.2 tem solucdo. Neste caso, a atualizagdo 6tima das

condig¢des iniciais do controlador € unica e pode ser calculada pela expressao:

-1
Oflxﬂl

x(.,,=—[[0m., fm]P[ H 0. 1, 1PGx(-1)-,, -G) " Hr,) (3.52a)
I

m

sendo que,

N
P=> (G"HroG"

k=0
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x(07) ¢ a condig¢do inicial do sistema planta-controlador antes da atualizagio
(como descrito na Observagao 3.1), 0,,, denota a matriz kx/ com todos os
elementos nulos e I, ¢ a matriz identidade de ordem /.

Prova: O problema consiste em encontrar o vetor x_.,, de modo a minimizar o

indice

1 :
J(x.,)=%Y (&))" Qe (k).

Por (3.15) e (3.17), tem-se:
ek +1)=Ge(k) ,

0
8(0)=(x(0'}+[ D—(:—Gr‘ Hry.
x('ﬂ

£(k)=G*&(0),

Dessa forma:

e podemos escrever J como:

{2 .
J (x,,) == (G"£(0)" QG*£(0).
< k=0

De (3.54), obtém-se:

N
J(x(_“):%s(of > (G G 0).
k=0

Portanto,

J(x,) =%s(0)"" P&(0),

N
P=>(G"*G* >o0.
k=0
Substituindo £(0) em termos de x., em (3.55), o resto da prova € similar

ao caso em estado estacionario.

Observacido 3.4: O Teorema 3.2 também ¢ vélido se Q em (3.51a) for semi-
definida positiva e as seguintes condi¢des forem satisfeitas:

1) (G,N), for observavel, sendo Q = NTN;
11) N=2n-1.
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3.5.1 Exemplo 1

Considere o mesmo sistema dado no Exemplo 1 da Secao 3.3 com equacdes

(3.27a) e (3.27b). Adotou-se o indice de desempenho dado como em (3.51a)

com Q = pddr o3
it .
J(x,)==> (ek)" Q &(k)).
200

Supondo que no instante k=0, a amplitude de r(k) ¢ alterada para o valor
r,=1, entdao x.(k) serd atualizada, passando de x.(0") para x.(0")+x_.,, sendo
X, 0 valor da atualizagao dado por (3.52).

Suponha também que N=10 e que as condig¢des iniciais da planta ¢ do
controlador sejam nulas, isto €:

xp(-—l)=0 e x.(-1)=0.

e ,(_1) 0 _ 5l
x(o)_[xi(—l)}[xm]_[o 0 x,]

A dinamica do erro, de acordo com a equagao (3.15) €:

e(k+1)=Ge(k),
sendo que,
£(0)=x(0)—x(«)=[0 —10 x_],
pois de (3.10),
x(e0)=(I-G)" Hry =[0 10 0]".
De (3.52b),

¥ 0.0676 —0.0027 —0.3007
P=Y (G")*cTcG* ={-00027 00202  0.0495
k=0 -0.3007 0.0495  1.6482

O valor x,_,

da atualizagdo, obtido de (3.52a) é:

_—[o o 1]P[o —10 o]

X, = =0.3014.
“ o o 1]pro o 1
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Por (3.55) e substituindo x, =0 em (3.55a), obtém-se o indice de desempenho
sem atualizagio:
J=%a(0)TPs(O):I.019.
Agora, substituindo (3.55b) em (3.55a) tem-se
e0)=[0 -10 x,]"=[0 -10 03014], (3.55c)

e por (3.55) e (3.55¢c) obtém-se o indice de desempenho com atualizagdo:

J =%8(0)TP£(0):0.9316.

Entio: J=%S(O)TP£(O)=].019(sem atualizagdo); Jzée(O)TP3(0)=0.9316(c0m

atualizacao).
A Figura 3.6 mostra a resposta do sistema de malha fechada, com e sem

atualizacao das condigGes iniciais.

saida da planta, y(k)

*** sem atualizagao
ooo com atualizagio

D i T ! n L i L i n "
Fovdnend o cBlEinliaiE B O B
Figura 3.6: Curva de resposta ao degrau unitdrio do sistema do Exemplo 1.

3.5.2 Exemplo 2

Considere o mesmo sistema apresentado na Secdo 3.4 do péndulo

invertido. O sistema € descrito por meio das equagdes (3.33)-(3.37).
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Agora, os ganhos K, (k) e K(k) do vetor de controle sdao determinados de forma

que o indice de desempenho:

N
J(u,):%z[xf(k)gxr (k) +u, (k)T Ru, (K)),

k=0
€ minimizado, sendo que:

100 O
1

0= ; R=0.01; x,(k)=x(k)— x(e<);

0
0
0

s ug(k)=u(k)—u(e).

A dindmica do erro x,(k) € descrita em (3.24a) e (3.24b) como:
x,(k +1)=Gx ,(k)+Hu, (k)

G=l Fondil i
|1-c, 1|’

u,(k)=—K(k)x,(k); K(k)=[Kk) -K, (k)]

sendo que

3.5.2.1 Determinag¢do dos ganhos K,(k) e K(k)

Como o sistema é controldvel, existe K(k) tal que o indice J ¢
minimizado. A matriz de ganho K (k), é dado por:

Kk)=[R+H"P(k+D)H]'H"P(k +1)G
sendo que P(k) é a solucdo da equagdo de Riccati,

AT & AT T Lo A
Pk)=0+G P(k+1)G-G (k +1)H[R+H P(k+l)HT H' P(k+1)G
determinada recursivamente, com condi¢ao inicial

P(N)=0,
sendo G dada por (3.39a) .

Escolhendo N =40, por recorréncia, obtém-se:
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K (40) =
K(39) =
K(38) =
K(37) =
K(36) =
K(35) =
K(34) =
K(33) =
K(32) =
K3 =
K(30) =
K(29) =
K(28) =
KQ7) =
K(26) =
K(25) =
K(24) =
K(23)=
K(22) =
K@=

K(20) =

K(19) =
K(18)=
K(17)=
K(16) =
K(15) =
K(14)=
K(13)=
K(12)=
K1l =
K(10) =
K(©9) =
K@®) =
K(7)=
K(6) =
K(5) =
K(4)=
K(3)=
KQ)=
K1) =
K(0)=

[ &0

[-30.4543
[-53.3330
[-60.5746
[ - 62.9498
[~64.1306
[-65.0246
[—65.8634
[-66.7098
[~67.5800
[~68.4762
[-69.3964
[~70.3371
[-71.2934
[~72.2595
[~73.2287
[-74.1934
[-75.1456
[-76.0771
[~76.9800

[=77.8472
[—78.6722
[=79.4502
[—-80.1773
[-80.8512
[-81.4710
[-82.0368
[-82.5498
[—83.0122
[-83.4266
[-83.7961
[-84.1242
[-84.4142
[-84.6696
[-84.8939
[-85.0903
[-85.2619
[-85.4113
[-85.5413
[-85.6542
[—85.7520

5 6

0
-6.4754
=0.13526
-10.9744
—11.5066
—-11.8321
120959
—12.3444
—12:5927
—12.8452
-13.1026
-13.3647
—-13.6304
—13.8985
-14.1676
-14.4360
—-14.7017
-14.9627
-15.2169
—-15.4625

1506973
—-15.9205
-16.3257
-16.3257
-16.5066
-16.6727
-16.8240
-16.9611
—-17.0844
-17.1949
-17.2933
—17.3805
—-17.4576
-17.5255
-17.5851
-=17.6372
—-17.6827
-17.7224
-17.7569
—17.7868
-17.8127

I 'unesp

0
0.0968
0.1592
0.1483
0.0966
0.0098

=.1131
-0.2734
-04714
-0.7070
—0.9796
-1.2877
-1.6291
—2.0007
—2.3987
-2.8181
=32533
-3.6990
—4.1484
—4.5956

—5.0348
—5.4608
-6.2563
—6.2563
-6.6195
-6.9571
—7.2680
=1.9522
—17.8100
—8.0424
—8.2506
—8.4362
- 8.6008
—8.7463
—8.8743
—8.9865
-9.0847
-9.1704
—9.2450
-9.3097
—-9.3658
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0
1.9493
1.1419
0.1761

-0.4918
—-0.9857
1.4117
-1.8202
—-2.2307
—2.6495
30777
-3.5146
—3.9587
-4.4078
—4.8595
-5.3107
=D 1352
—-6.1984
- 6.6278
-7.0430

—7.4408
—-7.8185
—8.5058
—8.5058
-8.8129
-9.0949
=8.3321
—-9.5851
—-9.7948
= 9.9827
—-10.1501
—-10.2986
-10.4299
—10.5454
—10.6468
—-10.7356
-10.8131
—-10.8806
—-10.9393
-10.9903
-11.0344

0 I;
0 I;
—0.0005];
—-0.0015];
—-0.0025];
—0.0032];
—0.00307];
—-0.0016];
0.0013];
0.00597];
0.0123];
0.0206];
0.0308];
0.0428];
0.0564];
0.0714];
0.0876];
0.1047];
0.1223];
0.1401];

0.1578];
0.1752];
0.20801];
0.2080]:
0.2230]:
0.2370];
0.2499;
0.2617];
0.2724]:
0.2820]
0.2906]:
0.2982]:
0.3049];
0.3108];
0.3160];
0.3205];
0.3244];
0.3278];
0.3308];
0.3333];
0.3355];
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3.5.2.2 O cdlculo do indice de desempenho sem atualiza¢cdo das condig¢oes
iniciais

O valor do indice,

40
J(ue):%Z[x‘_(k)TQx{,(k)+u{_(k)TRu‘,[k)], (3.57)
£ k=0
pode ser obtido diretamente do Teorema 3.1, ou usando o Teorema 3.2, como
mostrado a seguir.

Por (3.39b):
u,(k)=—K(k)x, (k)

e substituindo em (3.57), obtém-se:

1 40
J ()==3 x.(k)'Q,(k)x, k),

<~ k=0

Q,(k)=0+K (k)" RK (k). (3.57b)
Agora, por (3.39a) e (3.39b), a dindmica do erro pode ser escrita como:
x,(k+1)=(G - HK)(k)x, (k). (3.58)
Como x,(0) é um valor conhecido, a solugao de (3.58) é dada por:
k=1
x, (k)= 77 (G- HK )(j)x,(0).
j=0
Dessa forma, substituindo (3.59) em (3.57a):
1 40 k-1 — k=1 o
J(u,) =szr(0){7z(G—HK(j)) Q, (k)| ;- (G-HK())) |x,(0)
k=0 j=0

j=0

=-f)-xe(0)TPxe(0),

sendo que:

40 Lkel e o =
P=Z[7F(G'HK(j))}Q,(k)[ﬂ'(G—HKU))}

k=0| j=0 j=0

472.5379 70.9326 95.7452 96.2335
70.9326 18.0604 24.6814 25.6795
95.7452 24.6814 67.2297 42.5629
96.2335 25.6795 42.5629 44.1296
-3.8602 -0.9747 -3.1415 -1.6990
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De (3.10), tem-se:
x()=(I-G)" Hr,=[0 0 1 0 268651],
sendo ry=1, obtém-se:
x,0=[0 0 -1 0 -21.8651]".
Logo, o indice de desempenho do sistema sem atualiza¢do das condigdes

1niciais é:

i %xr (0)" Px,(0)=47.9392.

3.5.2.3 Cdlculo do indice de desempenho com atualizagdo das condi¢ées iniciais

As equacgdes do sistema sao dadas pelas equagOes de (3.44)-(3.47). A
atualizacdo das condig¢es iniciais Otima no integrador dada por (3.52a) ¢:
_[oooo 1]P[x(0')—(1—(';)1}]

x_ = =10.4227
“ Jo oo o 1lelo o oo 1]

sendo que G e H sio dadas por (3.39b), K e K, sdo os valores encontrados

em (3.41), que sdo referentes aos valores em estado estaciondrio e¢ P por
(3.60).

De modo similar ao efetuado no caso estacionario, obtém-se:
T :—;-xe(O)T Px_(0)
sendo
x,(0)=x(0)—x(s2) =x(0)+[0 0 0 0 x_ ] —x(e)
=0 0 0 0 104227]'=[0 0 1 0 26.8651]

=0 0 -1 0 -16.4424]". (3.61a)

Substituindo (3.61a) em (3.61), obtém-se o indice de desempenho com

atualizagdo:

J= % x,(0)" Px_(0)=18.9405 .

Entao:

J=47.9392 (sem atualizagdo);J=18.9405 (com atualizacdo).
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A seguir, serdo mostradas as curvas de respostas, resultantes do sistema a

uma solicita¢do em degrau unitario com e sem atualizagio das condigdes iniciais.

0.9 v v T

oteloReleotageiolt]
0.8 . o 4
O

0.7

0.6

0.5

0.4

03

saida da planta, y(k)

02

01}

*** sem atualizacgo
ooo com atualizacdo

o *
OpgaePes™ i

0.1 A s
0 30 35 40

Figura 3.7: Curva de resposta ao degrau unitdrio do sistema péndulo-invertido.
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CAPITULO 4

ATUALIZACAO DAS CONDICOES INICIAIS NO
CONTROLADOR DE SISTEMAS NAO-LINEARES

Os sistemas dinamicos encontrados na pratica sdao, em ultima analise, ndao-
lineares. O primeiro passo no projeto de um sistema de controle € a construc¢ao de
um “modelo de simulag@o” do sistema dinamico a ser controlado. O modelo de
simulacdo serd utilizado para verificar o desempenho do regulador projetado e
deve incluir todas as caracteristicas relevantes do processo. Normalmente o mo-
delo de simulagdao ¢ muito complicado para o projeto de sistemas de controle.
Assim, necessita-se de um modelo simplificado, denominado “modelo de proje-
to” (Fridland, 1996). O modelo de projeto deve capturar as caracteristicas essen-
ciais do projeto. A técnica mais comum para a obten¢do de um modelo de projeto
de plantas nao-lineares € sem duvida a linearizagdo da planta em um ponto de
interesse. Com este método o modelo de projeto é em geral um sistema linear
invariante no tempo e o projeto de reguladores € relativamente simples em mui-
tos casos. Entretanto, este modelo de projeto descreve bem a dindmica do sistema
somente em uma vizinhanca do ponto no qual o sistema foi linearizado. Assim,
nos casos onde o sistema pode operar em regides distantes do ponto de operacao,
este modelo de projeto ndo €, em geral, adequado. Neste caso deve-se adotar um
modelo de projeto mais sofisticado, que considere adicionalmente a dindmica da
planta em regides distantes do ponto de opera¢do mencionado. Uma possivel so-
lucdo para este problema é a representagdo da planta ndo-linear por modelos

fuzzy Takagi-Sugeno (T-S) ou Takagi-Sugeno-Kang (T-S-K) (Takagi e Sugeno,
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1985), (Sugeno e Kang, 1988). A idéia destes modelos consiste da descri¢do a-

proximada ou exata de um sistema nao linear como a combinagio de um certo
nimero de modelos lineares invariantes no tempo locais, que descrevem aproxi-
madamente o comportamento deste sistema em diferentes pontos do seu espacgo
de estados. Desta forma, pode-se interpretar a técnica tradicional de linearizacdo
em apenas um ponto de operacdo como um caso particular dos modelos fu-
zzy T-S-K , consistindo apenas de um modelo local. Esta classe de modelos de
projeto permite que o engenheiro utilize o seu conhecimento sobre o sistema que
vai ser controlado, na definicio do nimero de modelos locais e dos pontos ou
regides nas quais estes modelos locais serao definidos.

O modelo global do sistema ¢ obtido através da combinagdo fuzzy destes
modelos lineares locais. A idéia é que para cada modelo linear local seja projeta-
do um controle de realimenta¢do linear. O regulador global resultante, que ¢
ndo-linear em geral, ¢ uma combinacéo fuzzy de reguladores lineares individuais.

Mais significativamente, problemas como as andlises de estabilidade e o
projeto de controle sdo reduzidos a problemas descritos por LMIs (Boyd et al.,
1994). Numericamente, os problemas de LMIs podem ser resolvidos muito efici-
entemente por meio de algumas ferramentas poderosas disponiveis na literatura
de programagdo matemadtica (Boyd et al., 1994). Desta forma, a solug@o encon-
trada para tais problemas descritos por LMIs é equivalente a encontrar solucdes

para o problema original.
4.1 Modelo Fuzzy Takagi-Sugeno (TS)

Neste método de modelagem as dinamicas do sistema sao capturadas por
um conjunto de implicagdes fuzzy que caracterizam relagdes locais no espaco de
estados. A principal caracteristica de um modelo Takagi-Sugeno € a descrigao das
dinamicas locais de cada implicag¢do fuzzy (regra) por sistemas lineares (ou a-

fins).
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A descric¢ao local da planta dinamica a ser controlada esta disponivel nos

termos do modelos lineares locais. Portanto tém-se os seguintes modelos lineares

locais:

X(1) = A, x(1) + Bu(t),
v(t)=C;x(t)

sendo i =1,2,...,r (r é o nimero de modelos lineares), o vetor de estado x(1)e R",
o vetor entrada u(r)e R™, o vetor saida y(r)e RY, A, e R™", B, e R""e

C; e R?". A informagdo acima € entdo fundida com as regras se-entdo disponi-

veis, onde a i-ésima regra pode ter a forma (Takagi e Sugeno, 1985):

Regra i : SE z,(t) é M{ E..E z,(1) é My

SRR {x(:) =A x(1)+B,u(t), @.1)
y(t) =C,x(1).

Tem-se que M; j=1,2.,p ¢é o conjunto fuzzy j da regra i e
2,(1), ...,z (t) sdo as varidveis premissas. Seja p,;;(z;(r)) a funcdo de pertinéncia

do conjunto fuzzy M; e defina:

P | ' (Z(1
w 20) = [T, @) 20 =[210) 250)2,0] € &, (2(0) =2
j=1

> w, (z(h)
i=1

sendo ¢, (z(t)) o peso normalizado para cada regra (Tanaka e Wang, 2001).

Uma escolha para obtengdo de um modelo fuzzy Takagi-Sugeno para sis-
temas nao-lineares é adotarz(z) = x(z), sendo x(z) o vetor de estado do sistema
ndo-linear. Esta escolha é feita em todos os desenvolvimentos tedricos deste tra-
balho.

Desta forma, dado um par (x(),u(r)), o sistema fuzzy resultante ¢ tido

como a média ponderada dos modelos locais, e tem a forma (Tanaka e Wang,

2001):
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D ow, (x())(A,x (1) + B,u(t))
x(f) - i=l

3w, (x(1))

=Y a,(x(1))( A,x(1)+ B,u(t))
=1

= (Za’,.(x(r)) Al)x{r} +(Za’:(x(r))8‘}u{r)
i=1

= A(@)x(t)+ B(ax)u(t)
O sistema nao for¢ado (u(t) =0) € definido como segue:
D ow (x(D))(Ax(1))

X(1) =L — =Y o, (x(1)Ax(1). (4.2a)
2 wi(x(1)
i=l

A saida para ambos os casos, for¢ado e nao forcado, é dada por

r

D w,(x(1)C,x(1)
_\"(I) = i=1

> wi(x(1)
=1

=Y & (x())C;x(t)
=C(a)x(z).

Note que, para i=1,2,....,r,

w, (x(1))

2w )

Os modelos fuzzy Takagi-Sugeno tém sido uteis na descri¢ao aproximada

o, (x(1) = @, (x(1)20 e ia,(x(:)):l. (4.3)

de sistemas nao-lineares. E bem conhecido que sistemas fuzzy aditivos

F:R" -5 R”, como modelo fuzzy TSK, podem aproximar uniformemente qual-

quer funcdo continua f:U c R" - R”em um dominio compacto U ( Kosko,
1997). No caso do modelo fuzzy TSK, quanto maior o nimero de modelos lo-
cais, melhor serd a aderéncia do modelo a equacio diferencial ndo-linear da plan-

ta.
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Em (Teixeira and Zak, 1999) os modelos locais sd@o construidos para sis-

temas nao-lineares da forma:
x = f(x)+G(x)u, (4.4)

sendo que xe€ R", ue R"e x =0 é um ponto de equilibrio, ou seja, f(0)=0.

Suponha que x =0 € o tnico ponto de equilibrio deste sistema. Entdo, um
modelo local linear para a operagdao em x =0 pode ser obtido através da lineari-
zagdo por meio da série de Taylor em x =0 . Agora, surge o problema da obten-
¢ao de um modelo local linear que represente aproximadamente a planta descrita
em (4.4), em x = x,, sendo que x, # 0. Em (Teixeira and Zak, 1999) foi descrita
uma solucdo 6tima do problema :

f(x)+G(x)u=Ax+Bu para todo u ¢ x =x,

f(x,)+G(x )u=Ax,+Bu paratodo u.
A solucdo encontrada foi a seguinte:
G(x,)=B
e se a; éai-ésima linha de A, entdao

fi(xo) = xo" Vi (xg)
<ol

a; = Vf,(x(,)+ X0, Xo #0 (4’6)

Jf,(x) Of,(x) of ,(x)
ox, g T dxg

sendo |x,| = x,"x, e Vf,(x) =[

.
} € o vetor gradien-

tede f,(x).
Observe que quando x, é o ponto de equilibrio, isto é x, =0, entao
a, =Vf(x,).

A secguir, apresenta-se como exemplo as descri¢des dos modelos locais do

péndulo invertido sobre um carro.
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Exemplo 4.1: (Daruichi, 2003)

Considere o problema do equilibrio e balango de um péndulo invertido

sobre um carro (Teixeira and Zak , 1999):

-

*2 0
gsen(x,) —acos(x,)
_ 4H3~m!acosz(x,} L 4!:’3—:::!ac053(.r,) ;

X 0
—mag sen(2x,)/2 4al3
| 4/3—macos’(x,) i L 4/3-macos’(x,) |

[ fix)] [ 8%
fr(x) 5 8,(x)
L) | g:(x)
| fo(x)| [g.(x)

u=f(x)+G(x)u,

sendo g=9,8m/s*, M=8kg, m=2kg, /=0,5m e a=1/(m+M).
Observe que o modelo (4.7) estd na forma (4.4).

Deseja-se obter os modelos locais lineares em dois pontos como descrito

abaixo:
Regra 1: SE x, (1) esta proximo de O rad

ENTAO x(1) = A, x(t) + Byu(r)

Regra 2: SE x,(r) esta proximo de -;—f rad

ENTAO x(1) = A, x(t) + B,u(t).
Em ambos os casos, assume-se que u € arbitraria.
O primeiro modelo local é construido em torno do ponto de operagao
x,, =0 (entdao x, =0); utilizando a lineariza¢do por Taylor em torno do ponto de
equilibrio (x,,,u,) = (0,0).
Sejam as fungdes f,(x) e f,(x) que contém as ndo linearidades do siste-

A= g sen(x,) —magsen(2x,)/2

" 41/3—mlacos> (x;)

: (x)= 5 :
/s 4/3-=macos”(x,)

e seus respectivos gradientes no ponto de operagdo x,, =0:
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Vf,0) = (—af_ 0)

¥,
ox,

Srg ¥
ox, ¢

"
0) ) —%0)} =[17.2941 0 o o] ;

ox, dx

LA
ox,

.
ﬁfi{m] =[-1.7294 0 0 of.

0
0) =

V1. (0) =(gij‘(0) L 0)

X ox,
Como B, =G(0), tem-se que o primeiro modelo local, é dado por:
0 1 0 0
172941 0 O _ _ | =0:1765
' o oo 1" | o [
-1.7294 0 O 0.1176

O segundo modelo local é obtido usando (4.6) com
3 /3
0 0 0] (entdao x, :—3—). Dessa forma, tem-se:

fo(xs,) =13.2266;  Vf,(x,,)=[58512 0 0 O]. (4.9)
Substituindo (4.9) em (4.6), obtém-se a segunda linha a; de A,, ou seja
a) =[12.6304 0 0 0]
De modo semelhante, calcula-se a quarta linha de A, :
fi(xy,) =—0.6613; Vf(x,)=[0.8529 0 0 0] e
a,' =[-0.6315 0 0 0.
Lembrando que B, =G(x,,), o segundo modelo em torno do ponto

X :% ¢ dado por :

0 1
12.6304 0
0 0
-0.6315 O

0
0
1
0

Nesta tese serao utilizadas as seguintes funcdes «,(x, (1)) € a,(x, (1)), tam-

bém empregadas em (Pietrobom, 1999):

1.0

? yl

0
-0.0779
5 :
0.1038

a,(x, (1) = {1 Qi 10+ 0(x,(1)-7/6) }{ T

L unesp

2 3 4 5 6

1.0
0 i ?t--? Oix (r)-xf6)
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@, (x,(1) = 1-a, (x,(1))

e suas respectivas curvas sao ilustradas na Fig. 4.1.

1

08¢t
0.8¢
a7
0.6}
05¢
04
03}
02t

01} \

o @) M

2 -1.5 -1 05 0 05 1 1.5 2

Figura 4.1: Fungées de pertinéncia para as regras 1 e 2 da planta.

Entao um modelo fuzzy TS do sistema ndo-linear (4.7) pode ser obtido da
seguinte forma:

x(1) = (o, (x)A, +a,(x))A,)x(1) + (e, (x,)B, + &, (x,) B, )u(t), (4.9b)
sendo (&, (x))+a,(x) =1, (x)20, a,(x,)20 ¢ A, B,, i =12 matrizes dadas
pelas equagdes (4.8) e (4.9a) respectivamente.

Note que, as fungdes f e g que descrevem o sistema péndulo invertido
em (4.8) possuem as seguintes caracteristicas:
f=x)=-f(x),
Vf(=x)=Vf(x),
gx)=g(—x).
Para sistemas cujos pontos sdo simétricos em relagdo a origem e possuem
caracteristicas descritas em (4.9c), os modelos locais para pontos simétricos sao

iguais (Daruich, 2003, pg.47). Dessa forma, o sistema ndo-linear (4.7) é repre-

sentrado pelo modélo fuzzy TS (4.9b ), no intervalo |- 7/3,7/3].
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Para a modelagem do péndulo invertido, podem também serem utilizadas
fungbes o, (x,(1)) e a,(x,(1)) otimizadas, seguindo o procedimento concebido em
(Daruichi, 2003), com o objetivo de minimizar o erro de mod?lagem entre o sis-
tema nao-linear original (4.7) e o modelo fuzzy Takagi-Sugeno (4.8), (4.9a)-
(4.9¢), para x, € [-7/3,7/3]. Como comentirio final, é possivel descrever exa-
tamente o péndulo invertido, dado por (4.7), com 16 modélos locais (Daruichi

(2003)).

4.2 Reguladores com Modelo Fuzzy Takagi-Sugeno

Utiliza-se o conceito de Compensac¢do Distribuida Paralela (CDP) para

projetar reguladores fuzzy para estabilizar sistemas ndo-lineares descritos por
modelos fuzzy. A idéia é projetar um compensador para cada regra do modelo
fuzzy. Para cada regra, sdao utilizadas técnicas de projeto de controle linear. O
regulador global resultante, que é ndo-linear em geral, ¢ uma combinag¢do fuzzy
de cada regulador linear individual. A CDP oferece um procedimento para pro-
jetar um regulador para o modelo fuzzy Takagi-Sugeno, onde cada regra de con-
trole ¢é projetada a partir da correspondente regra de um modelo Takagi-Sugeno
da planta. O regulador fuzzy projetado compartilha os mesmos conjuntos de re-
gras com o modelo fuzzy nas partes premissas. Para o modelo fuzzy (4.1),

sendo i =1,2,......,r,0s reguladores fuzzy via CDP possuem a seguinte estrutura:
Regrai: SE z,(t) ¢ M{ E..Ez,(1) é M,
ENTAO u(t)=-K,x(1). (4.10)
Portanto, de forma andloga a efetuada na obten¢do de (4.2), o regulador

fuzzy é dado por:

> w,(x(0) K, x(1)

i=1

> w,(x(1)
i=l

u(t)=-
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:—Z(x‘.(x(t))K,x(f)
i=1

=-K(a)x(1). (4.11)
O objetivo do projeto do regulador fuzzy é determinar os ganhos de rea-

limenta¢@o locais K; nas partes consegiientes. Tendo em vista a equagio (4.3),

entdo, para a lei de controle (4.11), a equagdo (4.2) é dada por (4.12) (Tana-

ka,Jkeda and Wang, 1998):

x(1)=A(a)x(t1) - B(a)K (a)x(1)

=Y @, (z()A(@)x(1) - B(@)K () x(1)
i=l

= Do (x)a;(x(t){A; - B;K ;)x(1)
i=1 j=1

r G;+G
=Y a? (x(0)Gx(1)+2Y o (x(D)a; (x(r)){—%,—’}xm
i=l -

4.2.1 Condig¢oes para Estabilidade de Reguladores Fuzzy

As condigdes suficientes para estabilidade de sistemas fuzzy continuos no
tempo sao derivadas usando fun¢des de Lyapunov  quadrédticas do tipo
V(x(t)) = x T (1)Px(t) (Tanaka e Sugeno, 1992), (Teixeira, Pietrobom & Assuncio,

2000). Os principais resultados sdo descritos abaixo.

Lema 4.1: O ponto de equilibrio x =0 do sistema fuzzy continuo descrito por
(4.2a) € globalmente assintoticamente estavel se existe uma matriz simétrica posi-
tiva definida comum P tal que

A'P+PA, <0 (4.14)

i=12,...,r 1sto €, para todos os subsistemas.
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Prova: Segue diretamente da aplicagio da fungdo de Lyapunov

V(x(1)) = x"(1)Px(1).

Lema 4.2: O ponto de equilibrio x =0 do sistema de controle fuzzy continuo
descrito por (4.12) é globalmente assintoticamente estivel se existir uma matriz
simétrica positiva definida comum P tal que

G/P+PG,<0, (4.15)
paratodo i=1,2,...r e

G,+G,\ G, +G,
—»’2 1 P+P —’7 L <o, (4.16)

para todo i, j=1,2,...,r; i< j excetuando- se os pares (i,j) tais que
a,(x(1)a,;(x(1)) =0,V x(1), sendo G, dada em (4.13).

Prova: Segue diretamente do Lema 4.1.

Observacao 4.1: Nas condi¢des do Lema 4.2, o problema do projeto para deter-
minar os ganhos de realimentacdo K; parai=l,. .., r pode ser definido por meio
de LMIs como segue:

Encontre matrizes X = X' >0, e M, (i=12,...,r) que satisfacam as se-
guintes LMIs:

AX+XA'-BM,-MB] <0, Vi=1

AX5sXAY ~B.M. -M'B’ + XA +4.X-M B —B-M. <0,
i t i i ] 4 J J ' i ] !

para todo i,j=1,2,..,r; i<j excetuando- se os pares (i,j) tais que
a (x(D))a,(x(1)) =0,V x(1).
Os ganhos de realimenta¢do K; e a matriz comum P podem ser obtidos a
partir das solugdes X ¢ M, como:
P=X"'eK =MX".
Essas condi¢des de estabilidade, em geral, sdo conservativas. Foram pro-

postas em (Tanaka & Wang, 1998) condi¢oes mais relaxadas que as condigoes
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descritas anteriormente. Recentemente as condigdes para a estabilidade foram
flexibilizadas, vide (Teixeira, Pietrobom & Assunc¢do, 2000) e (Teixeira, Assun-

¢ao e Avellar, 2003).

A seguir apresenta-se o problema estudado anteriormente, atualizagao das
condigdes iniciais 6timas no controlador, para o caso em que sdo consideradas

plantas nao-lineares.

4.3 Formulacao do Problema

Considere o sistema nao-linear da forma:

x, (1) = f(x,().u)),

(4.17)
y(1)=Cx (1),

sendo f(x,,u) continuamente diferencidvel num dominio D xD, < R"xNK,

x,(t)e R"é o vetor de estado, u(r) e R é a entrada de controle e y(r)e R¢€ a sai-

da do sistema . Suponha que o sistema possa ser colocado na forma (4.4).
Seja (x,,u,)e D xD, um ponto de equilibrio do sistema. Seja ry uma

constante real. Deseja-se projetar um controlador de modo que a saida do sistema

atinja e se mantenha no valor r,, ou seja:
y(1) = r, quando t — +eo (4.18)

e ainda, que todos os sinais envolvidos sejam limitados.

Hipdtese 1: Suponha que para o sistema (4.17) exista um unico par (x.u)

e D_xD, tal que:

(4.19)

f(x.rs’uss)=0‘
an _rU =0'

Para o projeto do controlador, considera-se a planta com um integrador

para obter o sistema aumentado:
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X, (1) = f(x,0),u)), (4.20a)
S =ry=Cx,(1), (4.20b)

sendo e(r) =ry —Cx (1), 0 erro de rastreamento.

Representando o sistema (4.20a) por meio de um modelo Takagi-Sugeno,

tem-se:
£ = [Za,(xp(r)) A J x, (1) +(Zal(xp (r))B,Ju(r)
i=1 i=1
=A(a)x (1) + B(a)u(1)

com «,(x,(1))€([0 1], Z!:aq(xp(r)):] e u(t)e R.

=1

Dessa forma o sistema (4.20a)-(4.20b) pode ser representado na forma:

r _ r _ 0
(1) = [Za"(xp(r)) Ain(r) +[Za‘(xp(r))3lju(r) 4-[1];;,, (4.21)
i=1 j=]

com a,(x,(10)e[01], D a(x,(1)=1¢e ut)eR.
=1

Em Korba et al. (2003), o sistema aumentado (4.21)-(4.22) é denominado
sistema fuzzy estendido.

Para o objetivo desejado, a lei de controle u deve realimentar o sistema de
modo que o sistema em malha fechada possua um ponto de equilibrio (¥,&) as-
sintoticamente estavel com ¥ =x .

O controlador consiste de duas partes: u,(r) € baseado nas varidveis de

estado x (1) do sistema a ser controlado e u,(r) € baseado no estado adicional

$():
w () =Y a;(x, K x,(); u, ()= a,(x, K EW). (4.23)
i=1 i=l

A lei de controle é determinada por:
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u(t)=u,(§)—u,(x,) =Y o, (x, (DK EW) =Y a,(x, (1)K, x (1)
i=1

i=l
==Y a,(x,O)K x@), (4.24)
i=1

com K, =[-K, Kjle x0)=[x,1) £0].

Substituindo (4.24) em (4.21), tem-se:

r

; : = 0
(1) =) Y o (x,0)a;(x,1)G,x() + { 1 ]ro

i=l j=1

£, _ _ G,+G, 0
:Za;(xp(r))G,.,.xp(r)+2Za,.(xp(r))afj{xp(r)){T}x(r) +[l]r" (4.25)
i=] L

sendo

Teorema 4.1: O ponto de equilibrio do sistema fuzzy de malha fechada descrito
por (4.25)-(4.26) é assintoticamente estavel, se r, =0 e se existir uma matriz si-
métrica definida positiva comum P tal que:

G'P+PG, <0, (4.27)

paratodo i=12,...1; &

G, +G, 5 G, +G,
———17—{— P+P ——L:)——i- <0. (4.28)

i,j=1,2,...1; i<j, excetuando-se oS pares (Z, J) tais que

a(x, (D)a;(x,(1)= 0,V X.(t)-

Prova: segue diretamente do Lema 4.2.

O lema a seguir serda importante para a solugao do problema proposto.
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Lema 4.3: Suponha que o sistema nao-linear (4.17), satisfaga a Hipétesel. Supo-
nha também, que o sistema aumentado planta com integrador, na forma (4.21)-
(4.22), satisfaga a seguinte condigdo: o ponto de equilibrio x, = (¥,&)e R""' com
x==x,,étal que:

AX+Bu, =0,Vi=1,.,r. (4.29)
Entdo, neste caso, o ponto de equilibrio do sistema fuzzy de malha fechada des-
crito por (4.25)-(4.26) é assintoticamente estdvel, se existir uma matriz simétrica
definida positiva comum P verificando as condi¢des (4.27) e (4.28).
Prova: Defina:

eM)=x@)—x,; u,(t)=u(t)—u,. (4.30)

Entdo o sistema (4.21)-(4.22) se escreve como:

r _ r _ 0
é(1) = [Zaﬁ(s(r) + x,)Ai)( et)+x,) +[Zo:l.(a(r) +xe)BIJ(ut,{r)+uss] +[1}-(,.

=1 i=1
(4.31)

Dessa forma, de (4.31) tem-se:

&)= (ia"(s(f) +x,) :{i )a(:) +(ia,(a(:)+ x()ﬁ,}u,(r) +(ia‘ (e()+x,) Z_ ]x‘_
i=1 1=l

i=1

+(ia'r(£(r)+xr )B?,.Ju“ +[ﬂrﬂ. (4.32)

Agora, da Hipdtese 1 e de (4.29), entdo,

- 0 A 0x B, 0 Ax +Bu, | |0
x +Bu_ +| . =1 =+ e, +] . | = .
) ! . C 0 ; 0 l i Cx 55 o+ rf]

Yi=1.2....L

Assim, substituindo (4.33) em (4.32), obtém-se:

é1) = [Z B.(&(1)) A, }9(:) + {Zﬂ (£(1))B, ] u, (1),
i=1 i=1

com fB.(e()=0o,(e@)+x,), i=]l..r

Dessa forma, especificando a lei de controle como
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u,(t)=-> B (e®)K &), (4.35)

i=]
que é equivalente a (4.24) tem-se que se existir uma matriz simétrica definida
positiva comum P satisfazendo (4.27) e (4.28) entdo a origem, & =0, do sistema
fuzzy descrito por (4.34) é assintoticamente estavel.
Tem-se que de (4.24):
1 - i 25 - = iE_ s -
u, = rll_g.}ou(t) = Zl:o:,-(x)K,-xe = le(al- (X)K;E—o;(X)K ;X),
= i=

e portanto:

Y @ (DKIE =u, +> o (KX,

=1 =l

ou seja:

U, +Zr:ai.(f)l{,..?
g - i=1
> a (DK,

=1

Note que em geral & depende de r, (se X depender de r,).

Em Korba et al. (2003) foi analisada a estabilidade assintética quando

r, =0, para o sistema estendido (4.21)-(4.22) com a estabilidade BIBO, quando

r,#0.

4.3.1 Projeto do Controlador Fuzzy Otimo

O controlador fuzzy 6timo é projetado resolvendo um problema de otimi-
zagio que minimiza o limite superior de desempenho quadrético (Tanaka e
Wang, 2001).

Considera-se o sistema aumentado planta com integrador descrito pelas

equagdes (4.21)-(4.22):

, . , 2 0
x(1) = (zar_(xp(f)) Ai)x(f) +(Za’;-(x;,(!))3,.)u(t) +{1:1?‘(,,
=1 =
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com «,(x,(1))€ [0 l],ia,(xp(:))=l, ue R.
i=1

Suponha que o erro &(r) = x(1) — x, possa ser descrito como em (4.34):

&(t) = [z B.(e(1) A, }:(r) + (Z B, (e(1)B, } u, (1), (4.39)
i=1 i=l

sendo u (1) =u(t)—u,, B, 20, Zﬁr =1,
1=l

4.3.1.1 Indice de Desempenho

Com base em (Tanaka e Wang, 2001), os ganhos do controlador fuzzy
K. = [K,- - K}] , i=1,...,r, serdo projetados de modo a minimizar o limite supe-

rior do seguinte indice quadratico:

+oo

Jw) = [le" Q&) +u," (R u, (0], (4.40)

0
sendo que @ € uma matriz real simétrica definida positiva (ou semi-
definida positiva) e R € uma matriz real simétrica definida positiva, ou R=0,
O teorema seguinte apresenta condi¢des suficientes para projetar os ga-
nhos K, do controlador fuzzy de modo a estabilizar o sistema (4.20a), (4.20b) e

encontrar um limitante superior para o indice desempenho em (4.40).

Teorema 4.2: O sistema fuzzy (4.21), (4.22) pode ser estabilizado pelo contro-
lador fuzzy (4.24) se existir uma matriz definida positiva comum X e matrizes

M ., i=1,..r satisfazendo:

o s g . ol x
XAT+AX-BM,-M'B" +|x —M,']ﬁ R}[ Mil<0.f’=l,...,
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XA"+AX+XAT+AX-M'B' -BM, -M B' -BM,
Je o x

+x ~M}'] +[x
0 R|-M,

Além disso, o indice de desempenho em (4.40) satisfaz:

J(u,) < &' (0)Pe(0),
sendo P=X"', K =M.P.

Prova: Seja

&(t)

Zﬁ(e(r))( K &(1)) Zﬁ(s(f))[ 2 } &(r).

A equagdo (4.40) pode ser escrita como:

_far @ 0]
J(u,)= Js (:){0 les{r)dr.

Suponha que, exista uma matriz definida positiva comum

Pr=p " Pl

satisfazendo:

LSS VE Bi4 N N 0
(A,—BiK,)rP+P(AI—BIK,)<—C,[|:Q C

(A,-BK,)"P+P(A, -

< —CT[Q ¢

e I a matriz identidade de ordem (n+1).

As desigualdades (4.46) e (4.47) sdo equivalentes a (4.41) e (4.42) respec-

fo o x
-M7| <0, i<j (4.42)
0 R|M,

excetuando-se os pares (i, j) tais que a,(x, (), (x (1)) =0,V x (1)e D,.

(4.44)

(4.45)

e

tivamente. De fato, multiplicando, ambos os lados de (4.46) por P, tem-se:
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e WSROI y W - Qe 0
P'A"-P'R'B' +A P -BR,P" + P‘C,‘[ C.P" <0.
0 R

Sejam

. X
-M']ecCc,x= . (4.51)
- M:‘

Substituindo (4.51) em (4.50), obtém-se (4.41). Analogamente, verifica-se
que (4.47) € equivalente a (4.42).

A seguir, prova-se que o indice de desempenho satisfaz:

J(u,) < &"(0)P&(0) .
Considere a candidata a fungdo de Lyapunov:

V(e)) =" (1)Pe(1).

Observe que:

(R
=i ¢, =E) €,
0 R 0 R

Entao, tem-se de (4.46) e (4.47) que:

%(V(e(r)) = %(a“(:)f’g(rn =" (1)Pe(t) + £ (1) PE(1) (4.53)

= iiﬂ,- (e0))B,&)e" (1){(A, —~B,K,)"P+P(A -BK)e(t) (4.54)

i=l j=I

= iﬂf(e(r.))s(r)“{(z ~-BK,)"P+P(A, -B.K,))e@)

i=1

+ 33 B.(e() B, (et)e" (){(A, -BK,)" P+ P(A -BK )))e(t)

=l 1#)
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< "i B e ()Ct [Q O}C{e(;)
i=l 0 R

1=l i<y 0

—zZﬂ(a(r))ﬂ (e(t))e’ (r){CT[Q 2}C,+C;{Q HC’}E(”

Ay il ol 8 12 0
<-e" (11D B (e)C, - C, te(t)

0 0 0 0
—g (r){zz,ﬁ(a(r))ﬁ (a(;))c‘"[ R}C +ZZﬁ(a(:))ﬁ (&(1)C) { :lC‘}sm

i=l i<j 1=l i<j .R

(4.57)

devido ao fato que de (4.44) e de (4.47a), tem-se:

HOEDWACO)SEON
i=1

) 0
g;(sT(:)Pe(z))<~§f(r)[g R}é(r).
Integrando ambos os lados no intervalo [0,e), obtém-se
Ig!—(sT(r)Pa(r))dr<-— I(-s {r)[Q O]e(z)}dr -J(u,).
4]

Assim,
J(u,) < lim—¢" (1)Pe(t) Ig: £7(0)Pe(0),

pois, de (4.52)-(4.57),
lime(r)=0. (4.61)
Considerando o sistema dado pelas equagdes (4.37)-(4.38) satisfazendo
(4.39), apresenta-se um projeto do controlador fuzzy *“‘sub-6timo”, baseado em
LMIs que estabiliza o sistema e minimiza um limite superior do indice de de-

sempenho em (4.40), baseado no resultado do Teorema 4.2.
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Teorema 4.3: Dadas as matrizes do sistema, A,,B,,i=1,....r e a condi¢io inicial

£(0), entdo as matrizes X = X", M, i=1,...,r, que permitem a determinagio dos
ganhos de realimentagdo para estabilizar e para minimizar o limite superior do
indice de desempenho em (4.40) podem ser obtidas resolvendo-se as seguintes
LMIs:

minimize A
XM .My M,

sujeito a

X >0,

A T
e (0) -
£0) X

XAT+A, X-BM,-M'B” X0 -M'JR
Jox -1 0 <0,i=1,..r. (4.64)
-JRM, 0 )

[(XAT +A,X -B,M,-MTBT
+XA'+A X-BM,-M B/
Jox
“M R
Jox
-MJR

] xJo -M'JR xJo -M'JR

(4.65)
para os pares (i, j), i < j, tais que ;(x (), (x (1) #0 paraalgum x € D,.
Da solugio das LMIs, o ganho de realimentagao € obtido como:
K.=MXx",
para todo i. Entdo, o indice de desempenho em (4.40) satisfaz
J(u,) <& (0)Pe(0)< A.

Prova: A desigualdade (4.41) € equivalente a:
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~ XA -A,X+BM,+M[BT - [X Jo ~M,TJE]!

jlvs

I
0 1||-vRrRM,

} >0. (4.66)

Pelo Complemento de Schur obtém-se:

~-XA"-AX+BM.+M'B X,J0 -M'JR
X0 I 0 |>0, (4.67)
~JRM, 0 I

que € equivalente a desigualdade (4.64):

XA"+A,X-BM,-M'B X,J0 -M'JR
Jox -1 0 |<o0.
-JRM, 0 -1

De modo semelhante a desigualdade (4.42) pode ser transformada na desigual-

dade (4.65).
Agora, a desigualdade
eT(0)Pe(0) < A,
€ equivalente a
A—-£"(0)P£(0)>0,

e pelo Complemento de Schur, tem-se (4.63).

Observacoes 4.2:
(1) Como

(1) = x(1) [x*’(”_f] [
s =x()—%, = e [y By B
CLEm-¢
x (0% X,
o )]
[s”(m—é S
(2) Note que o valor de x, ¢ conhecido ¢ independente dos ganhos de reali-

menta¢io K, (Lema 2.3) e o valor de & pode ser escolhido de forma convenien-
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te. Assim, a escolha de &, ¢ um novo grau de liberdade no projeto de controlado-

res.

4.3.1.2 Especificagao Otima das Condigées Iniciais no Controlador

O problema do projeto de controladores 6timos, com atualizagido das con-

dig¢des iniciais do controlador, para sistemas nao-lineares é definido a seguir.

Problema 4.1: Considere o sistema descrito pelas equagdes (4.21)-(4.22), satis-
fazendo a Hipdtese 1 e (4.29). Suponha que a entrada de referéncia (fun¢ao de-

grau de amplitude r,) ocorra em 7 =0, ou seja:

e { r, para 120,
0, para t<0,

sendo que r, ¢ uma constante real conhecida. Determine £, , a atualizacao de
& (1) em 1 =0, de modo que exista P =P, tal que:
(i) (A, —BK)"P+P(A,-BK,) <0, i=1,.,r;

(A, -B,K,)+(A,-B,K)"P+P(A,-BK,)+(A,-B,K,) 1
- <

-

(i1)

0,

para os pares (i, j), i< j tais que o (x, () (x, (1)) # 0 para algum X, € 2 48

(111) o limitante superior, 4 do indice de desempenho em (4.40)

J(&,) = I(g""Q e+u, Ru,)dt, (4.68a)
0

seja minimizado.
A solucdo do problema proposto € apresentada no Teorema 4.4 a seguir:

Teorema 4.4: O Problema 4.1 tem solugdo, quando as seguintes LMIs forem
factiveis:

minimize A
X11.X12.X22 My 1.Mp2... My, M2 M22.. . M2, .
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sujeito a

Xii . X
_Xu
[ 2

Xy

S

T

U, U, X0, + X530, X,0;+X30,

U;: 0 XI:QH + X.‘.]QI] XI:Q!IF.‘ + Xl}QZE
QIIXII+QI2X]2 QIIXI.r2+QlT2X32 _I 0
Q|3X||+Q2:X12 Q|:X1T3+Q::X:3 0 =]
-JRrRM,, JRM 0 0

(4.72)
para os pares (i,j), i<j tais que o;(x,(1))a,(x,(1))#0, para algum x, e D,
sendo que:

U:I = A'TXH _'CTXu +X,,4, _Xszc - M:EB:I -B.M,;

!

Ul!z-r = A.TXIE _CII‘XH ‘M:IIJ‘EB.T;

Vi, =X,0,+ XE:QI: o Vir X||Q;r: + X;lész ;
Va=Xn0,+X,0,; Vy, = XIQQIE + X0,
Quando estas LMIs sdo factiveis, o ganho de realimentacdo e atualiza¢io
otima sao obtidos, respectivamente pelas seguintes expressoes:
K,=M,x"",

para todo 1, com
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X
M, :[Mn M;‘z]s X =

S1o =6 +6(=2)=&(07),
sendo que £(07) € a condicao inicial no integrador antes da atualizagao.
Entdo, o indice desempenho em (4.68a) satisfaz:
J(&,)<e"(0)Pe(0)< A.

Prova: : As LMIs (4.69)-(4.71) s@o obtidas a partir das LMIs (4.63)-(4.65), re-

escrevendo:
X =[§“ ;’[’;] : a(O):[xU]: \/E{Q” e }; A,
12 2 ¢ 0, 0,

O valor da atualizagao, &, , decorre do fato que:

&1 =5(0)=&(=), (4.74)
pois, o valor da condig¢do inicial do controlador, antes da atualizac¢io € indicado

por £(07) e resolvendo as LMIs, obtém-se &, e de (4.74), tem-se:

5(0) =g +&(x). (4.75)
Assim, &£(0) é o valor inicial 6timo do controlador. Entdo, o valor da atualizagao
¢:
¢, = (valor inicial 6timo) - (valor inicial real) ,

ou seja,

Sto =61 +&(2)=5(07).

Para ilustrar o procedimento do projeto de controladores com atualizacio
das condi¢des iniciais para sistemas ndo lineares serdo apresentados quatro
exemplos: o primeiro serd de um péndulo invertido sobre um carro, o segundo
o de um sistema bola-viga, o terceiro exemplo consiste no controle de um sistema
incerto (sistema bola-viga com incertezas do tipo politopicas nos parametros da

planta) e o quarto exemplo € o controle de um processo quimico.
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4.4 Exemplos de Aplicacoes

4.4.1 O Sistema Péndulo Invertido sobre um Carro

Considere o sistema péndulo invertido sobre um carro descrito pela equa-

¢do (4.7) (Teixeira e Zak, 1999):

i X, 0
gsen(x,) —acos(x,)
41/3-mlacos®(x,) 4l/3-mlacos®(x,)
Xy 0

—magsen(2x,)/2 4al3

I 4!3—1;1(16052(1'1) 1L 4!3—;:1(10033(x]) |

sendo g=9,8m/s*, M=8kg, m=2kg, [=0,5me a=1/(m+M).

Como obtido anteriormente, um modelo fuzzy TS do sistema nao-linear
(4.7) pode ser descrito no intervalo [-7/3,7/3] por dois modelos locais:
%, = (x A, +a,(x A, )x, () + (e, (x,)B, +,(x ,)B, Ju(t)

sendo,

x,0=[x® xO x5O xO;
a’,(xp)+cr2(xp)=l, a',(xp)z(), az(xp)zo,

0 1
17.2941 0
0 0
-1.7294 0
0 1
12.6304 O
0 0
-0.6315 0

0

0
0 -0.0779
; By= :
0
0 0.1038

As fungdes a,(x (1)) e a,(x (1)) consideradas, sao as mesmas apresenta-
das no Exemplo 4.1.

Para o projeto do controlador de modo que a saida do sistema atinja e se

mantenha no valor r, é considerado o sistema aumentado:

AVA
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 q unesp m-l L2 I3

14 15 16 17 18



xp(r)=(ia,-(x,,(r))A.)xp(r)+[zzla,(x,,(r))3,.]um,
&) =r,—Cx, (1),
sendo,
c=[0 0 1 0], e(x,e(01], a,(x,)el[0]],

2

a,(x,1)=1 e u(t)e R
1

i=

Assim, o sistema aumentado pode ser representado por:

(1) = [Za (x,(1) A, J x(1) + {Za(xp(z))ﬁi J u(t) + mro ,

x (1 . A 0 — B.
x(1) = ”(); A= ! ; B.=| '].
10 -C 0 0
Note que as hipéteses do Lema 4.3 estao satisfeitas para o sistema (4.7),
pois para xe D_e D_= {xp =la % % %ITe®k™: |x,[ <r/2 } existe um uni-

co par (x ,u ) tal que:

fx,u,)=0,

r() - Cx:s = O‘
sendo x_, =[0 0 r, 0]' e u, =0. Além disso, o ponto de equilibrio x, = (¥,&)
com X = x_ para o sistema aumentado (4.76)-(4.77) verifica:

AX+Bu, =0, i=12

Logo, a dindmica do erro do sistema aumentado é dada por (4.34):

2 - 2 _
&) = [Z B (&) Ai]s(r) + [Z B (e(r)JB,-)ue(r) :
i=1 i=1

com ()20, i=12 e Y Be)=1.
i=l

Portanto, pelo Teorema 4.4, utilizando LMIs a solugdo do Problema 4.1

pode ser formulada da seguinte forma:
Minimize A e encontre X, =X,'., X,, X, =X, , M,, M,, £ sujito a

(4.69), (4.70), (4.71) e (4.72), sendo x,=[0 0 —1 0], pois foi considerado
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x,00=[0 0 0 0]' e r,=1. As matrizes de ponderagdes utilizadas no indice

de desempenho (4.40) foram:

[100 0

0 0
0
1
0

0
1
0
0
0

0
0
L0 0.01

O software LMISol (Oliveira et al., 1997) forneceu A, &, e as matrizes
X,, X,,, X,,, M,M, que solucionam as LMIs acima.
A solugao obtida foi:

K,=M X"'= [-2197.398 —601.995 -147.903 -257.502 18.030] ;
K,=M,X"'= [-1732.569 -472.654 —-112.579 -97.119 13702] ;
[ 0.0371 -01365 -0.0033 0.0073 -0.0011]
-0.1365 0.5663 0.0340 -0.1565 -0.0019
0.0033  0.0340 0.5371 -0.3058 0.7829
0.0073 —0.1565 -0.3058 0.4488 —0.0405
| -0.0011 -0.0019 0.7829 -0.0405 5.6437 |

1=23.8928; £ =-3.3158.
Assim:
K, =[-2197.3986 -601.9957 —147.9039 -257.5025];
K! =-18.0320;
K,=[-1732.5691 —-472.6544 -112.5795 -97.1191];
K?=-13.7015;
A=23.8928; & =-3.3158.
Portanto, como neste caso:
a,(X)=0.9507; a,(x)=0.0493, da equagio (4.36):

(o, (¥)K,x+a,(x)K,X)

1T T 2 - 820028, (4.77a)
(@, (DK} +a,(DK})

F=

Logo, considerando £(07) =0, e como & = £() obtém-se de (4.73):

£, =& +E(0) —E(07) =-3.3158 +8.2028 = 4.8870..
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A seguir, apresenta-se na Figura 4.2 a saida, y(t) do sistema realimentado
com atualizag@o das condig¢bes iniciais no controlador. Note que y(eo) = =1,
como desejado. Também, é mostrado na Figura 4.4 os outros estados do sistema
quando este € submetido a uma entrada degrau unitdrio. Dessa figura pode ser

visto que o deslocamento angular & do péndulo, x,(t), permanece no intervalo

[~ 7/3,7/3] no qual foi considerado o modelo f uzzy TS do sistema nao-linear do

péndulo invertido.

Posigdo do carro, y(t)=x3(t)

-

20
tempo(s)

Figura 4.2: Curva de resposta ao degrau unitdrio do sistema péndulo invertido

com atualizagdo otima das condig¢des iniciais do controlador.
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L
[=]

lel g2 controle, u(t)

B 8 8 8 8 & 88

o

-] 10 15 20 25 30 35 a0
tempo(s)

Figura 4.3: Curva de controle ao degrau unitdrio do sistema projetado péndulo

invertido com atualizagao das condigées iniciais do controlador.

Deslocamento Angular Teta  x1(t) Velotidade Angular Teta Ponto x2(t)

tempofs)

Velocidade do carro  x4(1)

i I R

15 20 15 20
tempois) tempors)

Figura 4.4: Curvas dos outros estados do sistema projetado péndulo invertido
com atualizagao das condig¢ées iniciais do controlador, quando sub-

metido ao degrau unitdrio.
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Observacao 4.2

(1) A modelagem fuzzy TS (4.9a) utilizada para o sistema ndo-linear péndulo
invertido no intervalo [-7/3,7/3] ndo foi a modelagem exata, pois como o
sistema (4.7) possui quatro nao linearidades, para se construir uma aproxima-
¢ao exata do sistema (4.7) sdo necessarios dezesseis modelos locais.

(2) Devido a modelagem fuzzy TS do péndulo invertido nao ser exata o valor de
regime da saida do integrador £(r) na simulagdo (Figura 4.4) foi diferente do

valor tedrico obtido (equagdo (4.77a)).

Para efeito de comparagdo, na Figura 4.5 ¢€ ilustrado o grifico do limitan-

te superior do indice de desempenho do sistema em fungdo de &, = &(=) - £(0).
Observa-se que considerando £, como um novo grau de liberdade no projeto do

controlador, o valor encontrado para o limitante constitui um ponto de minimo.

x

@

8

]
w0

ny
~J

£
o
o
£
L4
w
L]
=
o
el
o
o
s
8 2
o
]
a
[+ %
b
S
i~
L 5]
(=N
S
w
b

Figura 4.5: Grdfico do limitante superior do indice de desempenho do sistema

em fungdo de &, = £(=<) - £(0).
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4.4.2 O Sistema Bola-viga

Considere o sistema bola-viga mostrado na Figura 4.6.

Figura 4.6: Sistema Bola-viga.

A dindmica do sistema (Wang, 1997, pg.217) pode ser descrita como:

F(t)—a r()0* (1) +a f sen(6(1)) =0,
(4.78)
é(r) =u(t),

r(t): posi¢ao da bola,
6(t) : angulo da viga,
u(t): sinal de controle,
a, f: parametros, @ =0.7143 ¢ f=9.81.
Considerando as varidveis de estado do sistema como:
x, (1) =r(t); x,(1) = F(t); x,(1) =6() ; x,(1)=6(t) e asaida do sistema y(r) = x, (1),
as equagoes de estado do sistema sdo descritas por:

X, () =x,(1), (4.79)

%,(1) = a x,(1)x,” (t) — aff sen(x,(1)), (4.80)

500 = x,(1), (4.81)
x,(t)=u(t). (4.82)

Supde-se que:
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—1<x () <1; -1 x,(0) <1 ; —lis;c](:)s%; -2<x,(0)<2.

A seguir, o sistema nao-linear (4.79)-(4.82) sera transformado na forma
generalizada do sistema fuzzy T-S (Taniguchi et al., 2001).

O sistema fuzzy T-S generalizado pode ser construido de (4.79)-(4.82)
rescrevendo:

[ %,(1) ] 0 0 x®]

X, (1) —rfisen(s, (1)) ax, (1)x, (1) || x,(1)

x5(1)
X, (1) 0 ! x3(1)

EXG) 0 0 J{x®]
sendo
x, =0 xnn xoO xLo;

7ot =2 f’(’f}x-‘“” D Fau(x, () = @ x,(0)x, (1),

as fungdes que contém as nao-linearidades do sistema.
Entdo (4.83) é representado como:
X, (1) = x,(1), (4.85)
(1) = Fon (2, (0)X3(0) + Fry (x, (1D)x,(1), (4.86)
x;(t) = x, (1), (4.87)
X () =u(). (4.88)
Para obter a forma generalizada, é necessario determinar os valores maxi-
mo e minimo das fun¢des le(xp(r)} e fu(xp(z)) no conjunto considerado. Se-
jam
n:{crffr{'fvﬂ (x,(N}= -6.9275;
n(zlzl'i;*z{f:; (x, ()= —17.0073;
M::fii],\'{j?:4 (x,(0)=1.4286;
= ntz{::rlt{fy (x,()}= —1.4286.

Segundo o método proposto por Taniguchi et al. (2001), a fun¢do nao-

linear [ (x ,(1)) pode ser representada, de forma exata, por um modelo fuzzy
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TS, considerando dois modelos locais: a,,, € a,,,, ou sejam existem

0,5, (x, (1)) tais que:

fz.x(xp (1) =0y (x,(N)ay, + stz(xp (1)ay;,

0<0,,(x,(1), 05, (x, (1)) <1,
Oy (X, (D)) +0,(x, 1) =1,

fzs(xp(’))_azaz

Ay3 — A4y

0'23|(xp(f)) =

Da mesma forma a fungdo f24(x »(0) pode ser representada exatamente
Fod®, () = &oy (x, )y + 1 (%, (1),
sendo que &, (x, (1)) e &y, (x, (1)) satisfazem:
0< & (x, (1)) S50 (X, N =1, &y (x, (D)) + &, (x (1)) = 1.
Entao, tem-se:

f zg{xp(t)) — (é:gu (IP (I)) + 6242(-“1,(”))(0-3” (IP(I))(IB_“ + 0-333(x.,, (”)0333 )
=& (X, (10)0,, (X, (1))ay, + 85y (X, (1), (x, (D)3, + G0 (X, (D)0, (x, (1))ay,

+&50 (x,(1)0,,(x ,(1)ay,, .
Agora, defina:

&, (x, (1) =&, (X, ()0 1, (x, (1), 0, (x, (1) =&y (x, (N0, %(x, (D). (4.88b)

aj(xr,“)} =§”‘(IP(I))O'234(XP (f)) E] a.;(xp(r)) = 6241(x.,,(’))0-133(4{_,,({))- (488(:)
L i

Assim,
f AX, (1) = (x,(1))ay, + &, (x,(1)ay, +;(x,(1)ay, +a(x,(1)ay,. (4.88d)
Usando os passos descritos acima para a fun¢do f,{x(1)), tem-se:

Jadx, () =a,(x,(1)ay, +::z::f(;cp(r)).a242 +a(x ,(1)ay, +a,(x,(1)ay,. (4.88e)
2

Substituindo (4.88d)-(4.88¢) em (4.83) pode-se obter uma aproximacio

exata do sistema (4.79)—(4.82) com os modelos fuzzy TS:
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4 4
2= (Za’l.(xp(r)) Al]xp(r)Jr(Zag (xp(:))B,.]u(:;
1=l i=1

0 1 0
0 0
0 0

0
0
0

0 0 1

com i=1,2,3,4; com ¢;(x,(r)) dadas por (4.88b)-(4.88c). Portanto os modelos
locais sdo:

0 0 Ay 1 0 0
—7.0073 1.4286 | % 0 -6.9275 1.4286|
0 1 0 0 1
0 0 0 0 0

0 0 1 0 0
0 -7.0073 -1.4286] A 0 -6.9275 -1.4286
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0

(4.88f)

De uma maneira geral segundo este método, se o sistema apresentar s fungdes
ndo-lineares, serao necessarios 2° modelos locais para a sua representacao exata
através de modelos TS.

Para o projeto do controlador de modo que a saida do sistema se mantenha

no valor r, é considerado o sistema aumentado:

4 4
CROE (Za,.(xﬂ(r)) A.,jxp(z}+[2a,.(xp(r))3,.)u(z}, (4.89)
i=] i=1

&) =ry=Cx 1), (4.90)

4
c=[1 0 0 O); a;(x,e(ON), i=1...4; Deo(x,t)=1¢€
i=1

u(t)e N.
Assim, o sistema aumentado pode ser representado por:

4 _ 4 I 0
x(1) =(Zai.(xp(t)) A, ] x(t) +(Z(I(xﬂ(r)}B,)u(r) +1:l]r(,,
i=1 1=]
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)= %y A = o . B, = B
e 7 l-c o T o]
Note que as hipdteses do Lema 4.3 estdo satisfeitas para o sistema (4.79)-

(4.82), pois para xe D_e D, = {xp =[x, % x x[eR*™:|x] <7r/2} existe

um unico par (x,u ) tal que:

k]

f(x.\‘_t’u::) =O
r,—Cx, =0

sendo x_ =[r, 0 0 0]' e u, =0. Além disso, o ponto de equilibrio x, = (¥,&)
com
X = x_, para o sistema aumentado (4.89)-(4.90) verifica:

AxX+Bu, =0, i=1..4.

Assim, a dinamica do erro do sistema aumentado € dada por

&) = [Z B.(e() A )s(r) +(Z ﬂ,-(s(r))l?,]u,(r) ;
=1 i=l

com B.(e(0) 20, B(et) =a,(e(t)+x,), i=l..4. e B(e()=1.

Portanto, pelo Teorema 4.4, a solu¢ao do Problema 4.1 pode ser formula-

do da seguinte forma:
Minimize A e encontre X,, =X,,", X,,, X5, =X, , M,,M, , M,, M, & sujei-
to a (4.69), (4.70), (4.71) e (4.72), sendo x, =[-1 0 0 0], pois foi considera-
do x,0=[0 0 0 0] er=1.

O software LMISol forneceu A, e as matrizes X, X,,, X,,
M, ,M,, M,, M,, que solucionam as LMIs acima.

A solugao obtida foi:

R, =M X"'= [-141.1298 —-1282134 350.4747 32.7597 11.1160];

IE': =;’lf.f3X'I [-282.2522 -248.8542 646.3109 59.5080 22.2725];

K,=M.,X"'= [-380.4650 —332.6655 849.1262 68.6874 30.0392];

1%4 =M X" [-380.0326 —332.3035 848.3673 68.6187 30.0049];
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[ 97.8503 78.0777 —189.4519 —14.2444 —7.7501
78.0777 67.1980 —166.0543 -12.6437 -6.1707
—-189.4519 -166.0543 4259044 327177 14.9547

-14.2444 —-12.6437 327177 3.1115 1:1239

L =T 7501 -6.1707 14.9547 1.1239 1.4624 |
A =753461; & =-4.9401.
Assim,
[-141.1298 -128.2134 350.4747 32.7597]; } =-11.1160;
[-282.2522 —-248.8542 646.3109 59.5080]; =32 2735;
= [-380.4650 —332.6655 849.1262 68.6874]; > =-30.0392;
K,= [-380.0326 -332.3035 848.3673 68.6187]; ; =-30.0049.
Portanto, como neste caso:
a,(x) =0.0001065; a,(x)=0.0001065, a;(x)=0.4999; a,(x)=0.4999,
da equagao (4.36):

(@,(X)K, X+, (X)K, X+, (X)K, X+, (X)K ,X)
(a,(X)K| +a,(X)K} +a,(X)K; +a,(X)K})

E:

=12.6657 . (4.91)

Logo, considerando £(0™) =0, obtém-se de (4.73):

&, =& +&(00)—£(07) =-4.9401+12.6657 = 7.7256.

A seguir, apresenta-se nas Figura 4.7 e 4.8, respectivamente a saida, y(t),
e a lei de controle, u(t) do sistema realimentado com atualiza¢ao das condig¢des
iniciais no controlador. Também, € mostrado na Figura 4.9 os outros estados do
sistema quando este é submetido a uma entrada degrau unitdrio. Dessa figura
pode ser visto que os estados permanecem dentro dos intervalos considerados
para o modelo fuzzy T-S generalizado do sistema nao linear bola-viga. Nas si-

mulacdes foram consideradas as matrizes Q ¢ R como:
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Figura 4.7: Curva de resposta ao degrau unitdrio do sistema bola-viga com atu-

alizagdo otima das condigées iniciais do controlador.
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Figura 4.8: Curva de controle ao degrau unitdrio do sistema projetado bola-viga

com atualizagdo das condigées iniciais do controlador.
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Figura 4.9: Curvas dos outros estados do sistema projetado bola-viga com atua-

lizagdo das condigées iniciais do controlador, quando submetido ao

degrau unitdrio.

Observacao 4.3:

(1) Em todos os modelos locais, as matrizes A,, i =1,2,3,4 (equagido (4.88f)) pos-

suem a primeira coluna nula. Isso foi muito importante para que a condi¢do
(4.29) do Lema 4.3 fosse verificada e dessa forma a dindmica do erro possua a
forma (4.34). Para obter essa condi¢dao, na constru¢do do sistema fuzzy T-S
generalizado do sistema bola-viga, as equacdes (4.79)-(4.82), foram reescritas

como em (4.83):
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.0 0 0
Xz(f) B M axl(t)).",(r)

) = x5(1)
X, (1) 0 1

X, (1) 0 0

€ ndo como:

[, (1) ] 0 1 0
— offfsinx; (1)

x;(1)
(1) 0 0 0 || x,00)

LM | |ex (@) 0

x, (1)

EXOI . 0 0] x, (0
Portanto, durante a modelagem pode-se escolher a realizac¢ao fuzzy adequada.

(2) Pela Figura 4.9, pode-se observar que para o sistema bola-viga, o valor de
regime obtido na simulagdo € igual ao valor tedrico dado pela equagao (4.91),

pois considerou-se uma representacio exata, dada pela equagdo (4.89), do sistema

nao-linear (4.83).

A seguir serd mostrado que se no exemplo anterior existirem incertezas do
tipo politopicas nos parametros da planta, a metodologia proposta também se a-

plica.

4.4.3 O Controle de um Sistema Incerto
Considere o sistema bola-viga como mostrado na Figura 4.6.

A dinamica do sistema (Wang, 1997, pg.217) pode ser descrita como em

F(t)—-ar(t)8’ (1) +a B sen(@(1)) =0,

a(t) = u(r),

r(r): posi¢ao da bola,

6(r) : angulo da viga,
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u(t): sinal de controle,
a, f: parametros constantes do sistema.

Suponha que o parametro @ possua incertezas do tipo politdpicas, ou se-

ja, ael0.2 , 1.2]. Assim,
a=o,02+a,1.2, (4.92a)

@,,a,20 e & +a,=1. (4.92b)
Considere também que f=9.81.
Supondo as variaveis de estado do sistema como:
x, (1) = r(1); x,(t) = F(1); x,(t)=6(1); x,(1)=6(t) e asaida do sistema y(1) = x, (1),
as equacgdes de estado do sistema sdo descritas por:
%, (1) = x,(1), (4.93)
5,(1) = a x,(1)x,’ (1) — off sen(x, (1)), (4.94)
X, (1) = x, (1), (4.95)
X,(1) = u(r). (4.96)

Supde-se que durante a operagao:

/4 /4
-1€x,()=l; -12x,(1) Sl ; —<Sx, (1) s—;
x, (1) ,(1) 12 X, (1) T

-2<x,(1)<2.(4.96a)

A seguir, o sistema nao-linear (4.93)—(4.96) sera transformado na forma
generalizada do sistema fuzzy T-S (Taniguchi et al., 2001) com incertezas do tipo
politopicas.

O sistema fuzzy T-S generalizado pode ser construido descrevendo

(4.93)—(4.96) como mostrado abaixo:

[x,(1)] [0 1 0 0 [x,(1)]

%, (1)

x5 (1)

BNV

0 0
0 0

0 0

—affsen(x, (1))
x5(1)
0 1

ox, (1)x, (1)

0 0

x, (1)

x;(1)

[ X4 (1) ]

u(t). (4.97)

A representagdo das incertezas dos parametros do sistema na forma

5

6
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politopica, supde que a estrutura do sistema incerto varia de acordo com uma
combinagdo convexa dos dois sistemas vértices que delimitam o politépo, ou se-

ja, de (4.92a)—(4.92b) pode-se representar a equagio (4.97) como:

[ %, ()] 0 1 0 0 [x, ()]
- 0.2 sen(x,(1))

x5(1)
Xy (1) 0 0 0 | x5 (1)

X, (1) 00

0.2x,()x, () || x, ()

| X, (1) | [0 0 0 0 | x4 (1) |

1 0 0 [x, ()]
—1.2 5en(x;(1))

0

x5 (1)
0 0 1 x;(1)
0

Ca
1.2x, () x, (¢) || x,(2) 0
0

0 0 | x, (1)

@, .a,20 e @ +a,=1.
Assim, o sistema dindmico nao-linear (4.98) com incertezas do tipo polit6-

pica pode ser descrito por:

£,(0=3a, (A, (x,O)x, )+ Bu(1)).
k=1

x,0=[x®0 x0 x0 xol;

0 0 0

-, fRen(x,(1)) @, x, (D)x, (1)
x;(1)

0 0 1

0

0 0 0

Para cada sistema vértice correspondente a A, (k =1,2), serd utilizado co-

mo anteriormente, equacdes (4.88a) — (4.88e), o0 método proposto por Taniguchi
et al., (2001) para a obten¢do dos modelos lineares locais. As fungdes que con-
tém as nao-linearidades de cada sistema vértice sdo:

i =109 : i
Fou (X, () = 0"'ﬂ:°(r:)(x3“)); Fon (X, (1)) = 0.2, ()%, (1). (4.99a)
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Fusa %, ) = "l'zﬂfii:)(x“m); Faa(x,@) =1250x,0).  (4.99b)

Para obter a forma generalizada, obteve-se os valores maximos e minimos
destas fun¢des no conjunto considerado em (4.96a):
Ay = max{fy (x,(0)= -1.9397;
Ay = m"”{fm (x,,(f)} = -1.9620;
i (4.100a)

Ay = ”ffff{}:zu (x,(0)}= 0.4;

Ay = JFJ'rjl'n{jF:,,1 (x,})= -04.
x(r)

Ay = mcix{f m (X(0)}= —11.6380;
x(r)

A3 -'?11"3{}::32 (x()}= -11.7720;

e (4.100b)

Ar412 mdx{ f ,, (x(1)} = 2:4:
- ) e

Q43 ’?lf:’;’{f 2w (XD} = -24.

Usando os passos descritos nas equagdes (4.88a) — (4.88¢) obtém-se:

fan (x,(1) = al(xp(r))023ll +a2(xp(r))azaz1 +a;(xp“))a23n +a4(xp(’))a2321-

-

fan (x, (1) =y (x,(1)as, + 0, (X, (1D))ay + (X, (1)agy,, + (X, (1)ay,

F s (X, (1) = 0, (X, (1)), + 0y (X, (D) + 05 (X, D)y, + (X, (D)ag s

_—

S (x;. = {Il(xp(r))a%ll +a2(xp(r))az422 +a'3(xp(f))az412 +a4(xp(f))az4:: ’
sendo as fungdes de pertinéncia «(x,(1), i=1234 dadas pelas equagdes

(4.88a) — (4.88c).

Os modelos locais para o primeiro sistema vértice sao:

003 1] e B 0

0 0 ay, ay,

(4.101)
0 0 O 1

00 0 ©

e para o segundo:
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0 0
0 0

0 0

Ar3i2

0
0

Arsid

1

0

(4.102)

Desta forma, das equagdes (4.100a), (4.100b), (4.101) e (4.102) resultam:

[0 1
0 0
0

0
0
0

~1.9397 04

0

-11.7720 2.4
0
0

0] 0 1
0 0
0

0
1 0
0 0

0
-1.9397
0
0
0
-1.9620
0
0
0
-11.6380
0
0
0
=1 1. 7720
0
0

o5

~0.4
1
0

6 ]

-04
1

(4.103a)

(4.103b)

0

J

i

-24

1
0

0

B,=[0 0 0 1]' para i=1,2,3,4¢ k=1,2.

;. (4.103¢)

; (4.103d)

(4.104)

Entdo, um modelo fuzzy TS com incertezas do tipo politdpicas para o sis-

tema (4.98) pode ser representado por:

5,0=3Y Yax,0)&A,x,0)+Buw),

sendo: @,,@,20 e a,+a,=1; ,(x,(1), i=1234 descritas pelas

(4.88a) — (4.88c); as matrizes A, ¢ B,,

2
k=1 =l

coes (4.103a) — (4.103d) e (4.104) respectivamente.

5

6
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Definindo g,(x (1)) =a,(x (1)) &, , tem-se de (4.105):

2 4
£,00= B, (x,0)A,x, 1)+ B,u)), (4.106)

k=1 =1

2 4
com f,(x,(1)20 e Bu(x, @) =1.

k=1 =1
Para o projeto do controlador de modo que a saida do sistema se mantenha
no valor r, € considerado o sistema aumentado:

£0=33 8, . )4, x, @)+ B,u)
’ gzi (5,0, 1) (4.107)

E@) =ry—Cx, 1)

sendo

2 4
c=[l 0 0 0] Bu(x,el00], i=1...4; Y B, (x,0)=1¢e ult)e R

k=1 =l
Assim, o sistema aumentado pode ser representado por:

- 4 - 0
ﬁ‘.k(xp(r))A,ka(zH[z Zﬂ,-k(x,,(f))B,-k]ﬂ(f) +[ }ru,(4.108a)

k=1 =l 1

s@) -C 0

_ [a, o ;
x(r)z[x"(t)]; A, { " }; B, = : (4.108b)

Como as condi¢des do Lema 4.3 sdo satisfeitas para o sistema (4.93) -
(4.96), com x_,=[r, 0 0 0]' e u,=0, o Problema 4.1 para o sistema
(4.108a)-(4.108b) tem solugdo pelo Teorema 4.4.

Observe que na equagao (4.107) o modelo fuzzy TS que representa o sis-
tema bola-viga tem oito modelos locais, quatro correspodente a cada sistema vér-

tice. Tendo em vista a defini¢do de B, (x,(r))em (4.105) e (4.106), entdo a lei de

controle tem a seguinte forma:

4 R 2 4 . 2 4 N
u()=Y a,(x, (K, x(0) =&Y o,(x,O)K,x(1) =)D B, (x,()K,x(1).
i=l k=] i=l k=1 i=l

Dessa forma para as LMIs descritas pelas equagdes (4.71)—(4.72), considerou-se

r=8 com
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Note que pelas definicdes acima , que A, e A,,,, i=1,2,3,4 sdo iguais a

A, ou A,. Este fato explica as igualdades com os ganhos M ; » considerando

ainda que, pelo Teorema 4.4 os M, estdao relacionados com os ganhos K, .
i=1234.

Portanto, pelo Teorema 4.4, a solugdo do Problema 4.1 pode ser formula-
da da seguinte forma:

Minimize A e encontre X,, =X,,", X,,, X,,=X,,", M, M, M, M, & sujei-

to a (4.69), (4.70), (4.71) e (4.72), sendo x, =[-1 0 0 0], pois foi considera-

do x,(0=[0 0 0 0] er,=1.

O software LMISol forneceu A,£ e as matrizes X,,, X,,, X,,

M M, M, M,, quesolucionam as LMIs acima.
A solugdo obtida foi:
= —676.9801 -1446.4656 4884.5638 369.9371 42.4254];
[-709.9410 -1516.6888 5120.7466 386.13404 44.4917];
[-722.8162 -—1544.1927 5213.6265 393.0954 45.2986];
[-663.3406 —1417.3322 4786.2695 362.5059 41.5706];
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[ 1427.378 3006.276  —10029.160 —725.876 —89.533 ]
3006.276 6409.596  —21407.526 —1550.942 -188.44]
=1-10029.160 -21407.526 72259.376  5236.840  628.548

—725.876 —1550.942 5236.840 396.771 45.490

—89.533 —188.441 628.548 45.490 6.343
A=169.4395; & =-13.8847.
Assim,
= [-676.9801 -1446.4656 4884.5638 369.9371]; K, =-42.4254;
[-709.9410 -1516.6888 5120.7466 386.1304]; K, =-44.4917;
[-722.8162 —1544.1927 5213.6265 393.0954]; K‘, = —45.2986;
= [-663.3406 —1417.3322 4786.2695 362.5059]; K; =-41.5706
Portanto, como neste caso:
a,(x)=0.0001065; a,(x)=0.0001065, a,(x)=0.4999; a,(X)=0.4999,
da equagdo (4.36):

(,(X)K X +a,(X)K,X +a,(¥)K X+, (X)K ,X)
(o, (X)K| +a,(X)K] + o, (XK, +a,(X)K})

E‘:

=15.9568. (4.109)

Logo, considerando £(07) =0, obtém-se de (4.73):
£, =& +&(0) —E(07) =-13.8847 +15.9568 =2.0721.

A seguir, apresenta-se nas Figura 4.10 e 4.11, respectivamente a saida,
y(t), e a lei de controle, u(t) do sistema realimentado com atualizagao das condi-
¢Oes iniciais no controlador, considerando o valor do parametro como sendo
a=0.8 e a=1.2 respectivamente. Também, é mostrado na Figura 4.12 os outros
estados do sistema quando este é submetido a uma entrada degrau unitario. Des-
sa figura pode ser visto que os estados permanecem dentro dos intervalos consi-
derados para o modelo fuzzy T-S generalizado do sistema nao linear bola-viga.

Nas simulagdes foram consideradas as matrizes Q e R como:
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Figura 4.10: Curva de resposta ao degrau unitdrio do sistema bola-viga com
incertezas politdpicas e com atualiza¢do Jtima das condigdes ini-

ciais do controlador.
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Figura 4.11: Curvas de controle ao degrau unitdrio do sistema projetado bo-
la-viga com incertezas politdpicas e com atualizagdo das condigdes

iniciais do controlador.
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Figura 4.12: Curvas dos outros estados do sistema projetado bola-viga com in-

certezas politopicas e com atualiza¢do das condigdes iniciais do

controlador, quando submetido ao degrau unitario.

4.4.4 Reator com Agitagdo (RA)

Considere que em um RA com uma fase liquida isotérmica e multicompo-

nentes quimicos reagem segundo o modelo dindmico ndo-linear descrito por

(Scarratt et al., 2000):

1 2 3 4 5

f3(") = Da,xl%(r) _x3(r))

y(f) = x}(’)’

6

L unesp

£(0) =1-(1+ D, )x(0)+D, X2 (0),

%) = D, x()-x,(0)-(D, +D,, )@ +u(),
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sendo que x,(r)>0 , i=1,2,3 para r>0 e representam:

x,(1):  concentragdo normalizada C,/C,r de uma espécie A,

x,(t) :  concentragdao normalizada Cz/C,r de uma espécie B,

x,(t):  concentragdo normalizada C./C4;r de uma espécie C,

Ci regime estaciondrio da espécie A (mol.m™),

u(t): sinal de controle,

D, .D, e D, : parametros, D, =3.0; D, =05 ; D, =1.0. (4.113a)

O sistema (4.110) — (4.112) possui o seguinte ponto de equilibrio ( x,.u, ):
x,=[0.3467 0.8796 0.7737], (4.113b)

u, (1)=1. (4.113c)
Deseja-se projetar um controlador de modo que a saida atinja e se mante-

nha no valor r,=0.7737 e que:
0.25<x,(1) £0.4; 0.8< x,(1)<1.1; 0.5<x,(1)<0.8. (4.113¢)

A seguir, o sistema (4.110) — (4.113) sera descrito em outras coordenadas
de maneira que possa ser representado por um modelo fuzzy T-S generalizado.

Defina:
%) =% (1) (4.114)
uy(t)=u(t)—x,(1). (4.115)

X, (1)=2x,(1)%,(1)
=2x,(1) [quu (r)—xz(r)F(Dd? +D, )xi(r)+u(:)]
=2x,(0) |D, x,()-(D,, +D, )%, (0 +uy ).  (4.116)

Dessa forma de (4.114) — (4.115), o sistema (4.110) — (4.113) pode ser represen-

tado por:

%0 =1-(14D, )x,0) +D, %, (4.117)

(1) =2D, x5O -2x5,0)(D,, +D, JH+24F 0 uy (1),  (4.118)

X3 (1) = D, X, (1) = x,(1), (4.119)
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(1) =x,(1) . (4.120)
Considerando,
Ax, (1) =x,(1)=0.25 ¢ Auy(1)=D, 0.25+u,(1), (4.121)
tem-se de (4.99):
A%, (1)=—(1+D, )Ax,()+D, %,(1). (4.122)
Finalmente o sistema ndo linear (4.110) — (4.113) nas varidveis Ax, (1),
X,(1) e x,(1) se descreve como:

A, (1)=-(1+D, )Ax,()+D, %,(1) (4.123)

%,(0=2D, JF,(0) Ax, (-2, (1) (D,, + D, )%, () +24/T, () Auy (1), (4.124)
X, (=D, X,(1)—x,(1) , (4.125)
y(t)=x5(1) . (4.126)

De (4.123) — (4.125) e considerando os valores adotados dos parametros

D, e D, em (4.113a), temos:

a, *

Ax, (1) -4 0 |[ Ax, (1) 0
X, |= 61/,\’1(! —3,/x2(r) 0 || X,(2) | +]| 24X, (1) [Auy (D) (4.127)
-1

x; (1) x5(1) 0

Das equagdes (4.114)—(4.115), (4.121), (4.113a)—(4.113b) e definindo-se

A, x()=[Ax, (1) F,(1) x,(1)], obtém-se que (A, x(r). Auy)=(a,x, ,Au,) & ponto
de equilibrio do sistema nao-linear (4.127), sendo:

A,x,=[0.096 0.7737 0.7737], (4.128)

Au,=0.8704 . (4.129)

O sistema descrito pela equagdo (4.127) possui uma unica fung¢ao nao-

linear:

Fa,x(n)=y7,®. (4.130)
De (4.113a), (4.113c), (4.114), (4.115) e (4.121) tem-se:
0<Ax, (1) £0.15; 0.64 < X,(1) £1.21;05< x,(1) <0.8. (4.131)
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Para construir um modelo fuzzy T-S generalizado T-S (Taniguchi et al.,
2001), € necessario determinar os valores maximo e minimo da fungio
f( A, x(t) ) no conjunto considerado na equagdo (4.131):

D={(Ax, (1), X, (1), x,(1)): 0< Ax,(r) <0.15; 0.64 < X,(t) <1.21; 0.5 < x,(1) < 0.8.}.
Agora,

& :mf)fxf(Apx(t)] =1.1,

a, =ng’:1 f(Apx(r)) =0.8.

Segundo o método proposto por Taniguchi et al (2001), a fun¢do nao-
linear f[A Px(r)) pode ser representada, de forma exata, por um modelo fuzzy TS
considerando dois modelos locais: a; e a, , ou sejam existem «, (Apx(r)) e
a, (Apx(t)) tais que:

f(APx(r))=a, (Apx(r))a, +a, ((Apx(f))az g (4.132)

0<a(a,x0); ay(a,x(r))<1,

a, (A!_x(r)]ﬂz'2 (Apx(r)) =1,

WAYO)

a,—a,

a (A x@)

De (4.130) ¢ substituindo (4.132) em (4.127) resulta:
Ax, (1) -4 05 offag@] [o
5:'2(:) =a,(APx(r)) 6a, —3a, O || X,(1) |+]|2a, |Auy(?)
x,(1) 0 x| |0

-4 0. [Ax,()] [ O

+a, (A, x()|]| 6a, %,(1) |+|2a, [Auy () ].

0 @M ] L0

Logo, pode-se obter uma representacdo exata do sistema (4.127) com os

modelos fuzzy TS:
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A, x(1) = [Za’, (Ai,x(r)Al.)JAx(r)-b (iar (Apx(t)]B,AuN (r)}
i=1 i=1

Ax, (1)
A, x(1) =| x,(1) |}
x;(1)
(-4 05 0
66 -33 0|: B,=
0 I -1

-4 05 0
48 -24 0|; B,=

0 1 |

Para o projeto do controlador de modo que a saida se mantenha no valor

1y=0.7737 € considerado o sistema aumentado:

2 2
Ap.\‘:(r){zfr,. (Apx(t))A‘]Apx(tH(Za,. (a,x(0)B, )}APNN o),
=] =1

§(t)=r,—CA x(1),

sendo

c=0 o 1em,xwnen1, i=12; Ya(a,x0)=1.
Assim, o sistema aumentado pode ser representado por:
2 Yl 2 Uy 0
Aj:(t)z[Za,(Af_x(r))A‘]Ar(rH[Zag(Apx(r)B,)uN(r)]uN(r)+ Fy»
1

=1 i=1

sendo

[A,,x(r)} A
Ax(1)= ; A=
&)
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As hipéteses do Lema 4.3 estdo satisfeitas para o sistema (4.123)—(4.126)

pois considerando D dado pela equagdo (4.131), para A ,x € D existe um unico
par (x,. u,,) tal que:

{f (xss ,RH )=0‘

rD _Cx 55 ==t
x,=A,x,=[0.0967 0.7737 0.7737]",
u, =Au,(r)=0.8704 .
Além disso, o ponto de equilibrio Ax, = (AI %] ) com Ax=x, para o
sistema aumentado (4.133)—(4.134) verifica:

A; A% + B;u, =0, i=12.

Assim, a dindmica do erro do sistema aumentado € dada por:

£(1) =(Z B (s(r))l]s(rh(i B (e(r))ﬁ.-]u,(r)‘

com fS,(e(t)) =20, B.(er) = aler) + Ax,), i=1,2, e iﬂj(s(r))= 1.
i=1

Portanto, pelo Teorema 4.4, a solugdo do Problema 4.1 pode ser formulado
da seguinte forma:
Minimize A e encontre X,, =X,,', X,, , X,,=X,,', M,, M, , & sujeito a
(4.69), (4.70), (4.71) e (4.72), sendo x,=[-0.0967 -0.1337 -0.2737]", pois
foi considerado A x(0)=[0 0.64 05]" e r,=0.7737.

O software LMISol forneceu 4, &, e as matrizes X,,,X,,,X,, , M, M,

que solucionam as LMIs citadas.
A soluc¢ao obtida foi :

K, =M X" =[13.0434 21530 20127 -0.6571};

R,=M,X"' =[16.2062 2.9816 25210 -0.8167];
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[ 14.6012
0.7813

| -0.0156

0.7813
0.4543

-0.00419 0.2363

-0.0801

-0.0419
0.2363
1.1049

-0.3159

-0.0156 |

—-0.0801

-0.3159

0.3361 |

1=30.8353 ; & =-0.2705.
Assim,
K, =[13.0434 2.1530 2.0127]; K!=0.6571;
K,=[16.2062 29816 2.5210]; K>=0.8167.
Portanto, como neste caso:
2, (Ax)=0.2583 ; «a,(AX)=0.7417,
da equagio (4.36) tem-se £=8.1871.
Logo, considerando £(07)=0, obtém-se de (4.73) o valor da atualizagao
6tima no integrador:
£, =& +E(e0)=£(07) = —0.2705 + 8.1871 — 0 = 7.9166 .
A seguir, apresenta-se nas Figuras 4.13 e 4.14, respectivamente a saida,
y(1), e a lei de controle, u(t) do sistema realimentado com atualiza¢do das con-
di¢des iniciais no controlador. Também, € mostrado na Figura 4.15 os outros es-
tados do sistema quando este ¢ submetido a uma entrada de grau de amplitude r,.
Dessa figura pode ser visto que os estados permanecem dentro dos intervalos
considerados para o modelo fuzzy T-S generalizado do sistema ndo-linear descri-
to pelas equacodes (4.92)-(4.95).
Nas simula¢des as matrizes Q e R que aparecem em LMIs (4.79) e (4.72)

foram adotadas como sendo:
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satia da planta, y(1)

05

o 1 2 3 4 5 6 7 8 5 1w
tempa(s)
Figura 4.13: Curva de resposta ao degrau de amplitude r, =0.7737 do sistema

em um RA com atualizagdo otima das condicées iniciais.

lel ge controle, u(t)

1 2 3 4 S 6 7 a8 9 10
tempo(s)

Figura 4.14: Curva de controle ao degrau de amplitude r, =0.7737 do sistema

em um RA com atualizagdo otima das condigoes iniciais.
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ica do inlegrador, g(t)

53
=

tempo(s)

X1
() Q [=]
8 & 4 @

conceniragdo ™ procuta A,

[¥]
L]
o

4 5 3 o 3 a ]
tempo(s) tempois)

Figura 4.15: Curvas de resposta dos outros estados do sistema projetado em um

RA com atualizagdo otima das condigées iniciais do controlador.
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CAPITULO 5
CONCLUSOES

5.1 Conclusoes Gerais

Explorou-se neste trabalho a atualizagdo das condig¢des iniciais do contro-
lador como um novo grau de liberdade nos projetos de controladores dindmicos.
As condig¢des iniciais podem ser modificadas, melhorando o desempenho do
sistema controlado. Pode-se interpretar esta estratégia de controle como o posi-
cionamento 6timo dos zeros da fungio de transferéncia.

Procurou-se clarificar de forma precisa as bases da atualizagdo das condi-
¢oOes iniciais de controladores dinimicos, para sistema lineares no tempo, o que
pode motivar o uso desta técnica pouco conhecida no Brasil.

Uma das contribui¢des desta tese € oferecer um procedimento metédico
para o projeto de sistemas continuos e discretos no tempo, com atualizagdao das
condi¢des iniciais de modo a minimizar um indice de desempenho quadrético que
permite adicionalmente o rastreamento de sinais de referéncia nao nulos, no caso,
do tipo degrau. Também ¢ proposto um método de atualizagdo 6tima das condi-
¢oes iniciais do sistema controlador/observador, quando nio ¢ possivel medir to-
dos os estados do sistema.

Para sistema lineares continuos no tempo ¢ apresentado um novo método
alternativo para atualizagdo das condi¢des iniciais no controlador, no caso
considerado do tipo integral, baseado em LMIs, incluindo incertezas politopicas

nas condigdes iniciais da planta. A vantagem desse método € que outras restricdes
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no projeto podem ser facilmente incorporadas por exemplo: incertezas politopicas

nos parametros da planta, restri¢cdes na saida e restrigdes na entrada. Pelo nosso
conhecimento, a atualizagdo Otima das condigdes iniciais com o uso de LMIs
ainda nao havia sido feita.

Para sistemas discretos a atualizagdo das condigdes iniciais no contro-
lador também foi analisada e os resultados obtidos foram formalizados, incluindo
o estudo realizado no intervalo de tempo finito [0, N]. Esta também ¢ uma outra
contribui¢do original desta tese.

Outra contribuig¢io inédita é a abordagem do problema da atualizac¢do das
condi¢des iniciais em controladores dindmicos quando a planta ¢ nao-linear.
Utiliza-se os modelos fuzzy Takagi-Sugeno para modelar a planta. Para a
resolucdo deste problema encontrou-se uma condigio, dada pelo Lema 4.3, que
permite o rastrcamento da saida do sistema para uma entrada do tipo degrau. Esta
condig¢io envolve a descrig¢@o das dindmicas locais do modelo Takagi-Sugeno que
representam o sistema ndo-lincar. Nos exemplos apresentados, foi possivel
durante a modelagem escolher uma realizagdo fuzzy adequada de mancira que
esta condi¢io( equagio (4.29) do Lema 4.3) fosse satisfeita. Os novos resultados
obtidos sio apresentados em termos de LMIs e como no caso linear, possibilitam
a especificagio de vérias restrigdes no projeto, por exemplo, incertezas
politépicas nos pardmetros da planta, restricoes na saida e restri¢des na entrada.
Pelo nosso conhecimento, a atualizagdo Otima das condigdes iniciais para
sistemas dinAmicos ndo-lineares diferentes daqueles com dois modos de operagao
lineares descritos em (Yamaguchi et alii (1996a; 1996b; 1997; 1998); Oboe et alit
(2002); Hirata et alii (2003)), ainda n@o havia sido feita.

Os métodos propostos foram aplicados no controle 6timo de um péndulo
invertido, de um sistema bola-viga e de um processo quimico. Incertezas nos
parametros da planta também foram consideradas no projeto.

Exemplos mostram a eficicia da metodologia proposta.
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5.2 Sugestoes para Trabalhos Futuros

Pesquisas futuras, relacionadas aos problemas abordados nesta tese, po-

dem ser as seguintes:

(1)

Estudar as classes de sistemas nao-lineares que podem ser realizadas com
modelos fuzzy Takagi-Sugeno e satisfazendo a condigido (4.29) do Lema
4.3;

Aplicar os resultados no controle de sistemas dinimicos (lineares ou nio-
lineares) reais;

Explorar a técnica de atualizac¢do das condigdes iniciais em outras configu-
ragocs de controle, por exemplo, no controle adaptativo ou com estrutura
variavel;

Generalizar os resultados obtidos para o caso multivaridvel;

Considerar adicionalmente restri¢gdes no sinal de controle.

Generalizar o caso ndo-linear para sistema discretos no tempo, sem € com

observadores de estado.
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APENDICE A

Lema 1:(Chen, 1999) Seja A uma matriz com todos os autovalores com parte
real negativa. Entdo, para toda matriz real simétrica semidefinida positiva
0=NTN com a propriedade de que (A,N) €é observivel, a equagao de
Lyapunov

PA +ATP =0, (A.1)

tem uma Unica solugdo P simétrica positiva definida.

Prova: Sc A possui todos os autovalores com parte real negativa, entdo a

integral

+o0
=
P= {e*'Oc" di,
0

converge ¢ P esta bem definida.

Observe que:

PA+ATP = [e""Qet Adi+ | ATer ' Qe dr
0

0

+oo

T
- _[—d— (eh Qe )dr
2 dt

T
=lime* Qe -0 =-0.

b+
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Assim, P satisfaz a equacdo (A.1). Para mostrar a unicidade de P, suponha
que exista P, também solucio de (A.1). Entdo,
(P,-P)A +A" (P,-P) =0.

Mas, isto implica que

e " (P,-P)Ae* +e*"AT (P, - P)e™ =0, 120.

Integrando ambos os lados no intervalo [0, +oe),

*md .
0 = |—[e*"(P.-P)e*')dt= —-(P.-P).
nfm[ (P,-P)e']c A

Claramente, P ¢é simétrica. Para mostrar que é definida positiva, note que,
para todo vetor constante z, nx 1, ndo nulo, definindo-se v =e*' z, observe que o
integrando de z' Pz, de (A2), é dado por:
vTQ vy =vINTNY = (N v)T(N V)
e ndo se anula para t >0, pois:
= y(n)=el'z£0,Vi20e
= se vINTNv =0, entdo (Nv)"(Nv) =0,
o que implica que N v=0. Serd mostrado por absurdo que tal situa¢ao nunca
ocorrera.
Diferenciando a equag¢ido obtida acima, tem-se:

N—d—v: D = Ni(c’“z) =N(Ae*' z+e*' )
dt dt
=N(e*'Az+e*'0) = Ne*'Az=0 .
Logo,

NAet'z=0 = NAv=0.
Diferenciando esta tltima equagao mais uma vez obtém-se:

NA%:O = NAe'Az=0 = NA?v=0.
4

Repetindo este processo de diferenciagio, obtém-se:
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N A" =0.

Combinando as equagdes precedentes, obtém-se:.

INT ATNT (AHTNT... A™HYTNTTy =0.

Agora, como (A,N) ¢é observavel,

{)0510 [NT ATNT {AE)TNT.... (Al'l-l )TN']‘]T =n.

Logo, v =0, o que € um absurdo. Assim, por contradi¢do, o integrando ¢é

positivo para todo t>0 e desta forma

zTPz>0, Vz#0,

mostrando que P é definida positiva.
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APENDICE B

Considere o sistema escalar linear invariante no tempo, controldvel e

observavel:

x(1)=Ax(1)+ Bu(t),

B.1
y(1) =Cx (1), B4

sendo que, x e R" ¢é o vetor de estados; ue R € a entrada de controle do
sistema; ye Ré a saida do sistema; A € R™" é a matriz caracteristica do

sistema; B € R™ é a matriz  de entrada do sistema e C € RPME a matriz de

saida do sistema.

Teorema 1: (Rugh, 1996, pg.232) O sistema linear (B.1) € observavel se ¢

l C
osto =n
P sl —A

para todo escalar complexo s, sendo I a matriz identidade de ordem n.

somente se

Lema 1: Sejam @ uma matriz de ordem n, real, simétrica e semidefinida

positiva, A uma matriz de ordem n ¢ o par (A,,/Q ) observavel. Entdo, o par

((A—BK),N ) sera observavel, sendo: 0=N"N ¢ 0=Q+K"RK com R uma

matriz real simétrica definida positiva e K € %™ qualquer .
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Prova: Como(A,JE ) € observavel,

Jo
JE }-—-posln K |, (B.2a)

osto
P LI -A

para todo escalar complexo s, sendo I a matriz identidade de ordem n e

sl — A

K € R qualquer.

Tem-se :

Vo Jo

posto, K |=posto K ;
sl —A sl —(A-BK)

K =0 I 0 K. .l
sI —(A—-BK) 0 B I|sI-A

Jo [I 0 0} Jo
Agora, como R >0, existe uma matriz ndo singular T tal que:
R=T'T.

Sendo T nio singular, tem-se :

Jo e

posto K = posto TK
sI - (A - BK) sI — (A - BK)

()

Agora, como R=T"T , entdo:

0=(Q+K RK)—[\/— Kr]l 0‘:

Portanto,

é observavel.

sendo
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De (B.2d) e (B.2e), tem-se que
((A-BK),N)

¢ observavel.

Lema 2: (Ogata, 1997, pg.909) Considere o sistema
x(1) = Ax(1) (B.3)
sendo que, x € R" é o vetor de estados; A € R™" € a matriz caracteristica do
sistema. Seja @ uma matriz de ordem n, real, simétrica e semidefinida
positiva. Suponhamos que o par (A.JE) ¢ observavel. Entdo, a fungio
Vix)=x"0 x,
ndo se anula ao longo de qualquer trajetéria x = x(r), ndo nula, de (B.1).
Prova: Suponhamos que exista uma solu¢gdo x =x(r) de (B.1) tal que
V(x(t))=0. Entao,
V(x(1)) = xT (1)/0+Q x(1) =0.

Logo,

JO x(1)=0 (B.4)

Diferenciando (B.4) em relacdo a t e usando (B.3), tem-se:

JO x(1)=40Ax(1)=0 (B.5)
Diferenciando, agora, (B.5) em relacdo a t, e utilizando a equacgao (B.3),

obtém-se:

JOA % (1) =,J0A*x(1)=0. (B.6)

Repetindo esse processo, resulta:

JOA x(1) =0,

JoA™ ' x(1)=0.

Combinando essas equagoes, tem-se:
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Jo
JQA

'\/EAH_I

x(1)=0.

Jo
JQA

‘JEA n-l1

pois (A.JE) ¢ observavel, entdo, x = x(1) =0.

posto

Lema 3: (Ogata, 1997, pg.951) Considere o sistema
r=f(xn)

u=g(x),

a lei de controle, sem restri¢des, e o indice de desempenho

J(u) = IL(x,u)dr )
0

Suponhamos que a origem do sistema
x(1) = f(x,g(x))
seja assintoticamente estavel e seja V(x) uma fungao de Lyapunov.
Uma condi¢do suficiente para que u, seja a lei de controle 6timo, isto €,

minimiza o indice J, € que u, minimiza H (x,u), sendo

H(x,u)= ﬂ'f‘ L(x,u)
dt

H(x,u;)=0,
ou seja

av

=—L(x,u,) .
dt el

u=u

Prova: Integrando ambos os membros da equacgdo (B.9b), tem-se:
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V(x(s))— V(x(0)) = — jL(x(:),u,(z))dr : (B.10)

0
Como a origem do sistema ¢ assintoticamente estdvel x(e0)=0 e V(x(e))=0.
Suponhamos por absurdo que u,(r), nao seja 6timo e que o vetor de

controle u,(t) forne¢a um valor menor de J. Entdo:

IL(x(r),uz(r))dr < [Lee@,u @)t .
0

0
Como por hipétese u,(r), minimiza H(x,u) e H(x,u,)=0, entdo:
H(x,u)=0,

para todo « . Portanto,

H(x,uz)z%z + L(x,u. ) 20.

¢ r u=uy

Integrando ambos os membros desta igualdade no intervalo [0,) , obtém-se:

V(ix(e=))— V(x(0)) =2- jL(x.u:)di‘.

0

Como x(<)=0 e V(x(x))=0,

V(x(0) < IL(x,uz)df.
0

Entao, das equagdes (B.10)e (B.12)
JL(x(r),u](l))dr < L. W)

0 0

Isto contradiz (B.11).
Considere o sistema (B.1) com indice de desempenho dado por

J(u) = j(x(:)"‘Qx(:) +u(t)" R u(t))dr . (B.13)
0

sendo que Q@ € uma matriz real simétrica definida positiva (ou
semidefinida positiva) ¢ R é uma matriz real simétrica definida positiva, ou

R =0. Admite-se que o vetor de controle u(r) ndo esteja sujeito a restrigdes. O
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problema do controle quadritico O6timo, consiste em determinar a matriz
constante K do vetor de controle u(r) = -K x(t), de forma a minimizar o indice

de desempenho J. O teorema seguinte fornece condi¢des suficientes para

existéncia e unicidade do vetor de controle 6timo.

Teorema 2 (Barnett, 1985, pg. 278) : Sejam @ uma matriz real simétrica
definida positiva (ou semidefinida positiva) e R uma matriz real simétrica
definida positiva. Suponhamos que (A,B) € controlavel e (A ,\@) 8
observavel, entdao a equacgao de Ricatti
A"P+PA-PBR'B'P+Q=0 (B.14a)
tem uma unica solugdo P simétrica definida positiva tal que a matriz,
A-BR'B"P, (B.14b)
apresenta todos autovalores com parte real negativa e a lei de realimentacao
u(t)=-R'B"Px(1),
torna o indice dado por (B.13) minimo e igual a x(0)T P x(0).
Prova ( Kailath, 1980, pg. 236 )
(1) Existéncia:
Como (A,B) é controlavel, existe K, tal que A - BK, ¢ assintoticamente

estavel. Observe que, como R >0, existe uma matriz ndo singular T tal que:

R=T"T,

. K}T][; H[JE]Z /o K]‘[.][; OHI o}[\/ﬁ}

K, 0o T"||0 T|K,
Como ( A,JE ), € observavel, entao, pelas equagdes (B.2a)-(B.2¢), tem-se

Jo

que {(A - BK, ),[ pe N € observavel. Agora, como T ¢ ndo singular, tem-se que

-

[(A - BK, )[‘/En também € observavel. Aplicando o Lema 1 do Apéndice A.
TK,

. el . T
existe uma Unica matriz P, =P, >0 tal que:
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(A-BK,)'P,+P,(A-BK,) =—(Q+K, RK,)

Entao, para
u (1) =—-K,x(r),

tem-se por (B.15)

Jw)= [x"(1)(Q@+K,"RK,)x(t)dt = [x"(1)(A~BK,)" P, + P,(A~ BK)x(1)di
4]

0

oo

= [T P + Py de = - J.%(xT OPx(®)= lim - x"OPx(], = x,"Px,.

0 0

sendo,
x(0)=x,.
Seja
K;=R"B"B:

Entao,

(A-BK,)" P, + P,(A-BK,)=—~(Q +K,"RK,)—(TK, -TK,)" (TK, - TK,),

sendo que R=T"T.
De fato,

(A-BK,)"P,+P(A-BK,)=A"P,+ PA-K,"B"P, - PBK, .
De (B.15), tem-se:

A"P +PA=K"B"P + PBK,-(Q+K,"RK)),

(B.16)

(B.17)

(B.18)

(B.19)

que substituindo em (B.18) e considerando que R = T'T,resulta em (B.17).

De (B.17), conclui-se que (A-BK,) € estavel. Aplicando o Lema 1 do

Apéndice A, seja P, atinica solugio P," =P, >0 de
(A-BK,)" P, + P,(A-BK,)=—(Q +K, RK,).
Considerando agora,

obtém-se que:
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Jw,)=- |—(x" ()P, x(t))=x."P,x .
u,) Ujdr(x (NP,x(1))=x," P,x,

De (B.17) e (B.20), tem-se:
(A-BK,)' P+ P,(A-BK,)-(A-BK,)" P, - P,(A-BK,)
=-(TK,-TK,)"(TK, -TK,)<0

e assim,

%(x(r}TPlx{I))s (x0T Px(0)).
[

Integrando no intervalo [0,+e) resulta em,
"Pixysk, P
Xo faXoS Xy I1Xp.
Dessa forma, construimos uma seqiiéncia de ganhos K, =R™'BP,, ¢ uma
— . T . :

seqiiéncia de {xn Rxo} decrescente e limitada pois x, P.x, >0, para x, #0.
Esta seqiiéncia tem limite x,' Px, .

Como x, € qualquer, tem-se:

lim P =P ;  limK, = R'BP=K;
e da igualdade,
(A-BK,)"P, +P,(A-BK,)=—(Q+K,"RK,)
conclui-se que
(A-BK)"P+P(A-BK)=—(Q+K RK).
Logo, o sistema x(t) = (A —BK)x(r) é estavel, pois
V(x(t) = xT(t)Px(1)
¢ uma func¢do de Lyapunov para o sistema. Como P satisfaz (B.23), entao
P>0.
Substituindo K = R'BP em (B.23), tem-se:
A"P+PA-PBR'B"P+Q=0,
ou seja P>0¢é solucdo da equagao de Riccati e
(A-BK)=(A-BR'B"P)

apresenta todos os autovalores com parte real negativa.
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(1) Relagdo entre K e P para garantirJ minimo:
Pelo Lema 3, a condi¢do suficiente para que u, (1) =—Kx(t), estabiliza o sistema
X(1)=A x(1)+Bu(),

e minimiza J € que u, (1) = —Kx(t), minimiza

H(x,u)= % +x 7 (1)(Q + K RK)x(1)
¢

H(x,u;)=0,

Vix)=xTPx,
com P >0, uma solugdo de
(A-BK )'P +P(A-BK )=—(Q+K "RK ).
Agora,

H(x.u)=x"(1)(A-BK)" Px(t)+ x" (1)P(A- BK)x(1) +x " (1)(@+ K "RK)x(1) . (B.25)
Logo, como R=T"T, (B.25) pode ser escrita como:
H(x,u)=xT (:)(ATP +PA+[TK —(T")'B"PI"[TK - (TT)'B"P]- PBR'B" P + Q)x(r).

A minimiza¢do de H(x,u) com respeito a K requer a minimizagao de
x"OTK - T"Y'B"P)"[TK —(T")'B"Px(1)
com relacdo a K . Como a tltima expressdo € ndo-negativa, 0 minimo ocorre
quando a mesma for zero, ou seja quando
TK =(T")'B"P.
Por conseguinte,
K=T"'(T")"'B"P=R"'B"P,
onde P € uma solugcdao de (B.24). Agora como H(x,u,) =0, entdo, de (B.25) e
K=R"'B"P,
(A-BK)"P+P(A-BK)+PBRB"P+Q =0
Portanto, a lei 6tima para o problema do sistema de controle quadréatico 6timo,
quando o indice de desempenho € dado por (B.13), € linear e € dada por
u(t)=-Kx(t)=—R'B"Px(1) . (B.26)

A matriz P na equacao (B.26) precisa satisfazer (B.24) ou a equacido de Riccati
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A"P+PA-PBR'B"P+0=0.
(111) Unicidade:
Suponhamos que existam duas solu¢des P, e P, daequacdo de Riccati.
Entao:
AP, +PA-PBR'B"P,+Q=0;
AP, +P,A-P,BR"'B"P,+Q=0.
Essas equacdes podem ser reescritas por:
(A-BK,)"P,+P.(A-BK,)=-(Q+K, RK,); K, =R"'BP,
(A-BK,)"P2+P,(A-BK,)=—(Q+K RK,); K, =R"'BP,

Dessa forma tem-se:

1°‘Ud S s g
J(u)=~ I;E(xT(’)PIx“)): xanlxo;
0

J(u,) = —Tg;(x'r (r)le(r)) = xGTExO .
V]

Portanto,
T T
x, Pix,=x, P,x,

para todo x,. Assim, P, = P, .
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APENDICE C

Considere o sistema

x(1) =Ax(t)+ Bu(1),
y(t) =Cx(1),

sendo que , x € X" é o vetor de estado, ue R ¢ a entrada de controle do
sistema; y e R é a saida do sistema; A € R™" € a matriz caracteristica do
sistema; B € R™! ¢ amatriz de entrada do sistema e C € R™" é a matriz de
saida do sistema e

u(t) =—Kx(1) (C2)

a lei de controle, sem restri¢oes, e o indice de desempenho

J(u) = J(I{I)TQx(!)+u(!)T Ru(t)dt (C3)
0

sendo que Q ¢ uma matriz simétrica definida positiva (ou semidefinida ) e R ¢
uma matriz simétrica definida positiva.

Suponha que, (A, B) seja controlavel e (A.Jé)scja observavel.

Lema : Nas condi¢oes anteriores, se K € 6timo, ou seja u,(r) =—Kx(r) minimiza
o indice J, entdo a matriz definida positiva P, = PL'r que ¢ solugao da equacao
Lyapunov:

(A—BK)'P, +P,(A-BK)=—Q +KRK)
também ¢ a solucao da equacgido de Riccati:

ATP+PA-PBR'B'P+Q=0.
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Prova: Pelo Teorema 2.1 o ganho 6timo é dado por K =R'B'P, sendo
P =P" amatriz definida positiva solugio da equagio (C5).
Assim, (C5) pode ser reescrita por :
ATP+PA-K"B"P+0Q =0.
Somando-se — PBK + PBK em (C6), tem-se
A"P+PA-K"B"P- PBK + PBK +Q =0,
equivalentemente,
ATP+PA-K"'B'"P-PBK+K"RK+0Q0 =0
pois,
K"RK = PBK = PBR™'B"P.
Pode-se escrever (C7) na forma:
(A-—BK)"P+P(A—BK)=—(Q+K ' RK).
Logo, P é solugdo da equagdo (C4). Agora, como por hipdtese

(A,JE ) € observavel e pelo Lema 1 do Apéndice B, (A-BK,N) é observavel

sendo (Q +KTRK)=NTN. Assim, pelo Lema 1 do Apéndice A, existe uma

tnica PLT = P >0 que satisfaz (C4). Logo, tem-se que P, =P.
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APENDICE D

Especificagao das matrizes A. ¢ B. no Projeto do Controlador

Considera-se uma classe de sistemas como mostrado na Figura 2.11, sendo que a
planta e o controlador a ser projetado, apresentam as equag¢des como em (2.4a) e

(2.4b) respectivamente.
As matrizes A_.e B. podem ser escolhidas de forma que (A,B) scja

controlavel, sendo

ol e AN P L
_”B(‘Cp Ac ' - 0|

Por exemplo, dada a planta controlavel e observavel, escolha matrizes A. e B.

de modo que o sistema (A.,B.,C_.), satisfaca as seguintes condi¢des: 1)
controlabilidade; i1) nao apresente cancelamento entre os seus polos e os zeros de
(A,.B,.C,). De fato, considere agora o sistema (A,B,C), sendo
C =[0,, C.].Ele pode ser visto como uma associagdo em série dos sistemas
(A4,.B,C,) (A.-B.,C.), que sao controldveis. Dessa forma nas condigdes

anteriores, (A,B.C) é controlavel (Kailath, 1980, pg. 156).
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APENDICE E

Considere um sistema de controle linear discreto no tempo dado por:
x(k +1)=Gx (k)+ Hu(k) (E.la)
x(0)=c (E.1b)
que € suposto ser controldvel sendo que x(k) € o vetor de estado de dimensio n,
u(k) € o vetor de controle de dimensdo r, Ge R™" e HeR™ sdo matrizes dadas
com G matriz ndo singular.

Considere também para o sistema (E.l1a) e (E.1b) o seguinte indice de

desempenho,

N
Jw)= 3 (7 (0 Q x(k) +u” (1) Ru(k)),
k=0

sendo que Q € uma matriz real simétrica definida positiva (ou semidefinida
positiva) e R ¢ uma matriz real simétrica definida positiva.

O seguinte teorema resolve o problema de controle quadritico 6timo

discreto no intervalo [0, N].

Teorema : (Franklin, 1997, pg. 365) A lei de controle 6timo para o sistema
(E.1a), (E.1b) com indice quadratico (E.2) é :
u(k)=—-Kk)x(k)

sendo que a K (k)€ a matriz de retroagdo mxn:

Kk)=[R+H"Pk+DH]'H Pk +1)G

e P(k) ¢é a solugdo da equagdo de Riccati
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Pk)=Q+G"P(k+)G-G"P(k+)H[R+H "P(k+1)H ' H'P(k +1)G .
determinada recursivamente, com condi¢ao final
P(N)=0.

Além disso, o valor minimo do indice de desempenho é
J zéxT(O) P(0) x(0).
Prova: O indice J a ser minimizado é dado por (E.2):
J ()= %g(f(k)Qx(k)w"‘(kmu(k)),

sujelto a restri¢cao especificada na equagao (E.la):
x(k+1)=Gx (k)+ H u(k).
Esse problema de minimizac¢do com restri¢do sera resolvido usando o
método dos multiplicadores de Lagrange. Para cada k, existird um vetor,

denotado por A(k +1). Define-se um novo indice de desempenho L como sendo,

N
L= Z%[ (xT (k) Q x(k)+u" (k) Ru(k)) + 2k +1)T (x(k +1)~Gx (k) + H u(k)) ], (E.3)
k=

0
e encontra-se o minimo de Lcom respeito a x(k), u(k), e A(k). Note que para
um controle 6timo que obedece a equagdo (El.a), os indices de desempenho J e
L sao iguais em valor.

A condicao necessdria para a minimizagao de L é€:

oL
du(k)
JL
dA(k+1)

JoL
dx (k)

=u"(M)R+A"(k+1D)H =0
=-x(k+1)+Gx(k)+ Hu(k)=0

=xT(k)Q-AT(k)+AT(k+1)G =0

para k=012,..,N.

O conjunto de equag¢des dado por (E.6) e (E.4) podem ser reescritas por :
Ak)=GT ik +1)+0x(k),
u(k)=—RHT 2k +1).

De (E.7). tem-se:
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Ak+D) =G 2k) (G ) @x (), (E9)
e de (E.5), obtém-se:

x(k+1)=Gx(k)+ Hu(k), (E.10)
que € a equagao (E.la).

Assim, as equagdes (E.10), (E.8) e (E9) ou (E.7) acopladas sdo as
equacoes de diferencas, definindo solu¢do 6tima de x(k), A(k), u(k) contanto
que a condig¢ao 1nicial (ou final) sejam conhecidas. A condi¢ao inicial sobre x(k)
¢ dada, mas A(0) ndo € conhecida.

Da equagdo (E.2), vemos que como R >0, para minimizar J, u(N) deve
ser tdo pequeno quanto possivel e da equacgao (E.5) u(N) nado tem efeito sobre
x(N) . Assim, a equagao (E.4) sugere que :

AN+1)=0 (E.11)
e a equagdo (E.6) mostra que a condi¢do de fronteira adequada € :
AN)=0x(N). (E:12)

Assim, a solu¢do do problema de controle 6timo deve satisfazer as

equacoes de diferenca (E.10) e (E.7), ou seja :
(E.13a)

x(k+1)=Gx(k)+ Hu(k)
A(k) =G itk +1)+ 0x(K), (E.13b)

com u(k) dado por (E.8). A condigao final sobre 2 ¢ dado pela equagéo (E.12).
Suponhamos que A(k) possa ser escrito sob a forma :

A(k)=P(k)x (k) (E.14)
sendo P(k) uma matriz simétrica real, nxn. Substituindo (E.14) e (E.13a) em
(E.4), tem-se:

Ru(k)=—H T2k +1)=—-HTP(k +1)x (k +1) = —H " P(k +1)(Gx (k) + Hu(k)) . (E.15)
Resolvendo para u(k), obtém-se:
u(k)=—[R+H Pk +)H]"'H"P(k +1)Gx(k). (E.16)
Seja

S=[R+H "P(k+1)H].
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Para P(k+1) pelo menos semidefinida positiva, tem-se que S ¢é inversivel ¢ a
equacao (E.16), torna-se:
u(k)=-S""H Pk +1)Gx(k). (E.17)
Substituindo, agora, (E.14) em (E.7), elimina-se A:
P(k)x (k)=GTP(k+1)x (k+1)+Qx (k). (E.18)
Substituindo (E.5) em (E.18), resulta:
P(k)x (k) =G P(k +1)[Gx (k) + Hu(k)]+Qx (k). (E.19)
Usando (E.17) em (E.19), obtém-se:
P(k)x (k)=G"P(k +1)[Gx (k)— HS "HTP(k + )Gx(k))+0Ox (k). (E.20)

Rearranjando, os termos da  equagao (E.20):

([P(k)-G "P(k+1)G+G "P(k+)HS "HTP(k+1)G - Q)x (k) =0 (E.21)

Como (E.21) deve ser verdadeiro para todo x (k) entdo, a matriz coeficiente

deve ser identicamente nula. Disso resulta uma equagdio de diferencas

descrevendo a solucao de P(k),

P(k)=G ' [P(k+1)-Pk+)HS 'HTP(k + )G +0Q, (E.22)
a qual pode ser escrita como:

Pk)=G"Mk+1)G+Q,

M(k+1)=P(k+1)-P(k+)H[R+H " P(k+)H]' H'P(k+1). (E.24)

Dessa forma, a solu¢cdo do problema € descrita por meio das relagdes recursivas

(E.23) e (E.24) com uma condi¢do de fronteira simples obtida a partir das
equacoes (E.12) e (E.14), ou seja:

P(N)=0 (E.25)

Por conseguinte, a equagdo (E.24), pode ser resolvida unicamente

caminhando-se para trds, variando k de N-1 até 0. Isto é, pode se obter

M(N). M(N —-1),........ ,M(1), comecando com M(N) pois P(N) ¢ conhecido.

Disso, resulta a determinagdo recursiva de P(N —1).......P(0), a partir da equacao

(E.23)

Para obter, u(k), utiliza-se a equacao (E.16), obtendo-se:
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u(k) =-K(k)x(k),
sendo que:
Kk)=[R+H"P(k+)HI'HTP(k+1)G (E.26)
com P(k) dada por (E.22).
Avalia-se, em seguida, o valor minimo do indice desempenho, J em
termos de 4 e P. Se substituirmos AT (k+1)H e AT (k+1)G dadas em (E.4) ¢

(E.6), respectivamente, na equacao (E.3), temos :

N
L= -;-Z[xT{k)Qx(k) +uT (k)Ru(k) - AT (k + ) x(k +1)
k=0

+ (AT k) = xT()Q)x(k) + (~uT (k)Ru(k) ]

N
= iZ[AT(k)x(A—) — 2Tk +x(k+1)]

k=0

o (O)x(O) -i-l. (N+l}x(k+l)

Pela equacao (E.11), tem-se:
AT(N+1)=0
De (E.14), resulta:

J =-l-xT(0)P(0)x(0).
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APENDICE F

Lema : (Chen (1999), pag.135 ) Seja G uma matriz com todos os autovalores

com norma menor que 1. Entdo, para toda matriz real simétrica semidefinida
positiva Q =NTN com a propriedade que (G,N) é observivel, a equagio de

Lyapunov discreta

G" PG-P=-0, (F.1)

tem uma unica solu¢ao P simétrica definida positiva dada por:

+¢"° -
P=>(G"*QG*.

k=0
Prova: Como G possui todos os autovalores com norma menor que 1, isso
implica em estabilidade exponencial (Rugh (1996), pg.429) , isto €, existe y>0 e

0<A<]1 tais que:

ke fera k20,
Portanto,

> Jo™* 06t |3 ] 6™ lelle]
k=0 =0

<lolr* Y. #*
k=0

A
AVAVAY

Vi
2 3 4 5 6 q unespm-l 12 13 14 15 1l .17

18



Assim, a série dada em (F.2) ¢ absolutamente convergente, portanto

convergente.

Dessa forma, a matriz P dada em (F.2) estd bem definida.

Para verificar que P € solugao de (F.1), note:

G PG-P=GT Z(GT)k QGI:G__Z(GT)kQGk

k=0 k=0

(GT)AHQGLH Z(GT)A QGk
k=0

(G")QG’ - Z(GW‘QG“—Q
k=1
=0,
Agora, para mostrar a unicidade de P, suponha que exista P,, também

solugao de (F.1). Entao

G'PG-P=-0,

G'P,G-P,=-
isso implica que

400
P=> (G")*0G* Z(GT)’*(P -G"P,G)G*
k=0

Z(GF)kPG +Z (GT)LHP k+1
k=0 k=0

=i(GT)"P“G*+i—(GT)*’P G' =P,

k=0

1sto €, qualquer solugdo de (F.1) € igual a P dada por (F.2).
Observe que P € simétrica e semidefinida positiva, pois para k=0, o termo
em (F.2) é Q. Para mostrar que P ¢ definida positiva, note que para todo vetor v,

nxl, nao nulo,

Auu"
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+oo +oo
vIPv=1T3"G*QG" =) (NG*»)T (NG ).
k=0 k=0

Suponhamos que v' Pv=0, ou seja,

+oo +oo 2
Y (NG*v)T NGHv= ZHNG’WH =0
k=0 k=0

como ”NG"\)Hh >0, V k,entio:

]|NG*»12=0 & NGYv=0 , Vk.

N
NG

-

NG~

_NGH-I'

Como o sistema (G, N) € observavel,

posto IN NG NG?* - NG""]T =n,
e portanto, v=0, o que € absurdo.
Assim,
vIPv>0 , Vvz0.

Logo, P ¢ positiva definida.
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APENDICE G

Considere o sistema

x(k) = Gx (k) + Hu(k),
y(k) =Cx(k),

(G.1)
sendo que , xe %™ ¢ o vetor de estado, ue X ¢ a entrada de controle do
sistema; ye®é a saida do sistema; G € R™" é a matriz caracteristica do
sistema com G matriz ndo singular; H e %" € a matriz de entrada do sistema e
C € R™" ¢ a matriz de saida do sistema e

u(k)=—-Kx(k) (G.2)

a lei de controle e o indice de desempenho

> (x (k)T Q@x(k)+u(k)" Ru(k)) (G.3)
k=l

sendo que Q ¢ uma matriz simétrica definida positiva (ou semidefinida ) e R ¢
uma matriz simétrica definida positiva.

Suponha que, (G, H) seja controlavel e (G, @) seja observavel.

Lema: Nas condi¢des anteriores, se K € 6timo, ou seja u; (k) =—Kx(k) minimiza
o indice J, entdo a matriz definida positiva P, = P,' que é solugdo da equagdo
de Lyapunov:

(G-HK)'P.(G-HK)-P, =-Q+K"'RK) (G.4)
também € a solu¢do da equagdo de Riccati:

P=0Q +G"PG-G"PH(R+H"PH)'H"PG. (G.5)
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Prova: Pelo Teorema 3.2 o ganho 6timo é dado por

K=(R+H"PH)'H"PG,

sendo P = P' a matriz definida positiva solu¢io da equagdo (G5).

Assim, (G.5) pode ser reescrita como:
P=0+G"PG-G"PHK.
Somando-se — K"RK + K"RK em (G6), tem-se
P=0+G'PG-G'"PHK -K"'RK +K'RK .
Agora,
K'RK=K"R(R+H"PH)'H" PG,
(R+H"PH)™ =[(I + H'"PHR )R]
=R'(I+H"PHR")".
Logo,
R(R+H'PH)'=(I+H"PHR™")™
usando o lema de inversdao de matrizes:
(A+BC)'=A"-A"'BU+CA'B)"'CA™
comA=I, B=H"PH ¢ C=R"",obtém-se:
(I+H"PHR')'=I-H"PH(I+R'H"PH)'R"'

=I-H'"PH(R(I+R'H"PH))".

R(IR+H"PH)' =I-H"PH[R(I +R'H"PH)]"
=I-H"PH(R+H"PH)".
Substituindo (G.9) em (G.8), e tem-se de (G.5a):

K'RK=K"[I-H"PH(R+H"PH)"'|H"PG

-KT"H"PG-H"PH(R+H"PH)'H" PG]

=K"[H"PG - H"PHK)

=K"H"P(G - HK)
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Substituindo (G.10) em (G.7), obtém-se:
P=0+G'PG-G'PHK ~-K"H"P(G-HK)+K"RK .
A equagdo (G.11), pode ser reescrita como:
G'P(G-HK)-K"H"P(G-HK)-P =—(Q + K"RK),
equivalentemente:

(G-HK)'P(G-HK)-P=—(Q+K"RK).

Logo, P € solugdo da equacdo (G4). Agora, como por hipétese (G.Ja)

¢ observavel, pelo Lema 1 do Apéndice B, (G- HK,N) é observavel sendo
(Q+K"RK)=N"N. Assim, pelo Lema 3.2, existe uma tnica P," =P >0 que

satisfaz (G.4). Logo, tem-se que P, =P .
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APENDICE H

Projeto do Controlador —Especificagdo dos Ganhos K e K,

Considera-se uma classe de sistemas como mostrado na Figura 3.2, com os
ganhos K ¢ K, do controlador integral com realimentagcao de estados a ser
projetado, apresentando equagdes como em (3.22a) e (3.22b):

x(k+1D)=Gx(k)+ Hr(k)
y(k)=Cx(k)

sendo que:

b

G,-H,K,C,-H,K HPK,]_Hz[HPK,]

1 1

Suponha-se que o sistema (G p-H,,C,) nao possua zeros em z = I

Para determinac¢ido dos ganhos K e K; , de modo a minimizar o indice

dado em (3.23b):

1= =
f(u,>:52(x,(k>fgx,(k)+(u,(kn‘Ru,(k),

k=0
considerou-se, a equagdo da dinamica do erro:
x,(k+1)=Gx, (k)+Hu, (k),

sendo que

2 3 4 5 6 q unesp '.l 12 13 14 15 1l .17

18



ut,(k)z—lz'x(,(k) ; IE'=[K —K!].

Afirmacao: Nas condigdes anteriores, o sistema (G,H) € controlavel.

De fato, considere agora o sistema (G, H,C), sendo C = [le,, K ] . Ele pode ser

visto como uma associa¢do em série dos sistemas (G, ,H ,,C,)e (G..—H_..C,).
com G.=H_=1 que sdo controlaveis. Dessa forma nas condi¢bes anteriores,
como nao ha cancelamento entre os polos de (G.—-H_.,C,.) ¢ os zeros de

(G,.H,,C,) entdo o sistema (G, H,C) é controldvel (Kailath, 1980).
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