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Resumo

O objetivo geral dessa tese é buscar solugoes periddicas de sistemas nao—suaves. Nossa
contribuicao nesta tese esta relacionada ao estudo de campos de vetores lineares por partes,
sistemas nao—suaves singularmente perturbados e sistemas diferenciais polinomiais ctibicos
em R? que possuem centros. Estudamos campo de vetores planares lineares por partes
(PWL). Supomos que os pontos de equilibrio sao do tipo sela ou foco. Estabelecemos uma
correspondeéncia entre os PWL e vetores formados por alguns parametros: conjuntos em
Y (costura, deslize ou escape), equilibrio (real, virtual), intersegao das separatrizes com X,
estabilidade e orientacao do foco. Chamamos esses vetores de configuracao. Reduzimos o
nimero de configuracao por uma relacao de equivaléncia e estudamos quais poderiam ter
poli—trajetorias fechadas de deslize. Para os sistemas nao—suaves singularmente pertur-
bados estudamos duas classes de problemas de perturbagao singular nao—suave: com uma
variedade critica e com duas variedades criticas. Para a primeira classe damos condig¢oes
suficientes para persisténcia de poli-trajetorias fechadas. Para a segunda estudamos a
persisténcia de pontos de equilibrio. Para os sistemas diferenciais polinomiais ciibicos em
R? que possuem centros estudamos o nimero méximo de ciclos limites que podem bifurcar
de algumas familias de sistemas diferenciais planares polinomiais de grau 3, com integrais
primeiras racionais de grau 2, quando eles sao perturbados dentro da classe de todos os

sistemas polinomiais diferenciais ctibicos.

Palavras—chave: Ciclos Limites. Campo de Vetores Planares. Sistemas
Lineares por Partes. Sistemas Nao-Suaves. Regularizacao. Variedade critica.

Centros Isécronos. Método do “averaging”.






Abstract

The main goal of this thesis is to find periodic solutions of non—smooth systems. Our
contribution in this thesis is related to the study of piecewise linear vector fields, sin-
gularly perturbed non-smooth systems and cubic polynomial differential systems in R?
with centers. We study piecewise linear planar vector fields (PWL). We suppose that the
equilibrium points are saddle or focus. We establish a correspondence between the PWL
vector fields and vectors formed by some of the following parameters: sets on ¥ (crossing,
sliding or escaping), kind of equilibrium (real or virtual), intersection of the separatrices
with ¥, stability and orientation of the focus. Such vectors are called configurations. We
reduce the number of the configurations by an equivalent relation and we analyze for
which configurations the corresponding PWL vector fields can have or not closed sliding
poly-trajectories. For the singularly perturbed non—smooth systems we study two classes
of non—smooth singular perturbation problems: with one critical manifold and with two
critical manifolds. For the first class we give sufficient conditions for the persistence of
closed poly—trajectories. For the second class we give conditions for persistence of equili-
brium points. For the cubic polynomial differential systems in R? with centers we study
the maximum number of limit cycles that bifurcate from some families of planar polyno-
mial differential systems of degree 3 with rational first integrals of degree 2 when they are

perturbed inside the classes of all cubic polynomial differential systems.

Keywords: Limit cycles. Planar Vector Fields. Piecewise Linear Systems.
Non-Smooth Systems. Regularization. Critical Manifold. Isochronous Cen-

ters. Averaging Method.
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Introducao

O estudo de sistemas dinamicos nao—suaves vem sendo desenvolvido em um ritmo muito
rapido nos tltimos anos e é, certamente, uma das fronteiras comuns entre Matematica,

Fisica e Engenharia.

Um dos principais problemas na teoria qualitativa de sistemas dinamicos nao-suaves
¢ a determinacao de ciclos limite. Ciclos limite de sistemas diferenciais planares foram
definidos por Poincaré [49]. No final de 1920 van der Pol [57], Liénard [35] e Andronov [1]
mostraram que uma Orbita fechada de uma oscilagao continua ocorrida em um circuito
tubular a vacuo era um ciclo limite, como considerado por Poincaré. Apds esses traba-
lhos, a nao-existéncia, existéncia, unicidade e outras propriedades de ciclos limite foram
estudados extensivamente por matematicos e fisicos e, mais recentemente por quimicos,

bidlogos, economistas, etc.

Nesse contexto, campos de vetores lineares por partes (PWL) sao estudados por muitos
pesquisadores e também servem como modelos para uma grande variedade de equipamen-
tos de Engenharia e Biologia, veja por exemplo [21]. O caso mais simples é quando existem
duas regioes de linearidade delimitadas por uma linha reta. Um dos pioneiros no estudo
de campos de vetores PWL foi Filippov, que estabeleceu convengoes sobre o campo de ve-
tores na regiao de descontinuidade. Depois de Filippov, outros pesquisadores tais como A.
Gasull, S. Huan, X. Yang, J. Llibre, E. Ponce, dentre outros, trabalharam nesse assunto.
Sabemos que campos de vetores lineares em R? nao possuem ciclos limite, porém isso nao
é verdade para campos de vetores lineares por partes em R?. Existem trabalhos recentes,
tais como [23] e [42] que estudam bifurcagoes de ciclos limite em sistemas lineares por

partes em R2.

Tendo em vista que ciclos limite sao de grande importancia no estudo de sistemas

17



18

dinamicos suaves e nao—suaves, uma maneira classica de produzi-los é perturbando um
sistema que tem um centro. Existem varios métodos para obter o ntiimero de ciclos limite
bifurcando das drbitas periddicas de um centro [2, 5]. A maioria dos métodos sao baseados
na aplicacao de Poincaré, as integrais de Poincaré—Melnikov, as integrais Abelianas e a
teoria do “averaging” de primeira ordem. Os trés tultimos métodos sao essencialmente

equivalentes.

O estudo do nimero de ciclos limite de um sistema diferencial polinomial é principal-
mente motivado pelo 16° problema de Hilbert, que junto com a conjectura de Riemann
sao dois problemas da lista famosa dos 23 problemas de Hilbert que ainda permanece

aberta. Veja [31] e [53] para mais detalhes.

O problema de estudar bifurcagoes de ciclos limite, de érbitas peridédicas de um cen-
tro de um sistema polinomial diferencial de grau 2, quando esse sistema é perturbado
dentro da classe de todos sistemas diferenciais polinomiais de grau 2, vem sendo estu-
dado intensivamente durante esses tltimos 20 anos, veja por exemplo, os livros [16] e
[61], e as centenas de referéncias citadas 14, em particular as referéncias [27, 36, 50, 62].
Existem poucos trabalhos dedicados ao estudo desse problema para sistemas diferenciais
polinomiais ciibicos com centros isocronos. Para um “survey” sobre centros isdcronos veja

14].

Nossa contribuicao nesse trabalho esta relacionada ao estudo de
e sistemas lineares por partes;
e sistemas nao—suaves singularmente perturbados;

e algumas familias de sistemas diferenciais polinomiais ciibicos em R? que possuem

centros.

Sobre Sistemas Lineares por Partes

Fizemos uma classificagao dos sistemas lineares por partes supondo que os pontos de
equilibrio eram sela ou foco. Essa classificagao foi feita com respeito a alguns parametros

(tipos de pontos de equilibrio, tipos de conjuntos na linha de descontinuidade: costura,
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deslize ou escape, posicoes relativas das separatrizes das selas, orientacao e estabilidade do
foco). O vetor formado por esses parametros recebe o nome de configuragao. Reduzimos
o numero de configuragoes por uma relacao de equivaléncia e analisamos para as quais
os sistemas lineares por partes poderiam ter érbitas fechadas com segmento de deslize

(chamadas aqui de “poli-trajetérias fechadas de deslize”).

Sobre Sistemas Nao—Suaves Singularmente Perturbados

No estudo de bifurcacoes, os sistemas nao—suaves singularmente perturbados (também
conhecidos como problemas de perturbagoes singulares ndo—suaves) ganham uma grande
importancia. A ideia de desenvolver uma teoria similar a teoria de Fenichel em [22], foi
estudada primeiramente em [52]. Nos trabalhos [9, 10] e [11] os autores estenderam a te-
oria de Fenichel, obtendo resultados que garantem a persisténcia de pontos de equilibrio
ou Orbitas periédicas do campo de Filippov e de algumas singularidades tipicas que ocor-
rem na linha descontinuidade (regular—dobra, dobra—dobra, dobra—cuspide etc). Dando
continuidade ao que foi feito em [9, 10] e [11], nds estudamos a persisténcia de 6rbitas
periddicas para os sistemas nao—suaves singularmente perturbados. Para tal, usamos a

técnica de regularizagao desenvolvida por J. Sotomayor e M.A. Teixeira [55].

Sobre Sistemas Diferenciais Polinomiais Cubicos

Estudamos algumas familias de centros (alguns isécronos) de sistemas diferenciais poli-
Y /b- RQ . t . . . . . d 2 P t b

nomiais cibicos em R®, com integrais primeiras racionais de grau 2. Perturbamos esses

sistemas dentro da classe de todos os sistemas polinomiais ciibicos, (suaves e ndo—suaves)

e analisamos o nimero maximo de ciclos limite que o sistema perturbado possui. Esse

estudo foi feito usando a teoria do “averaging” de primeira ordem.
A tese esta organizada com se segue.

No Capitulo 1, damos uma descri¢ao informal dos nossos resultados. Eles sao tratados
formalmente nos Capitulos 3, 4, 5 e 6. No Capitulo 2, apresentamos alguns conceitos pre-
liminares cruciais para o desenvolvimento do nosso trabalho. No Capitulo 3, estudamos

os sistemas lineares por partes em R? (PWL). Na Segao 3.2, apresentamos os principais
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resultados para os sistemas PWL e na Segao 3.3, os provamos. No Capitulo 4, estudamos
os sistemas nao—suaves singularmente perturbados. Na Secao 4.2, apresentamos os prin-
cipais resultados para os sistemas nao—suaves singularmente perturbados e nas Secoes 4.3
e 4.4, os provamos. Nos Capitulos 5 e 6 estudamos algumas familias de sistemas diferen-
ciais polinomiais de grau 3 em R? que possuem um centro. Os resultados sao provados
nas Secoes 5.1, 5.2, 6.1 e 6.2. No Apéndice A, damos explicitamente os calculos feitos
com o manipulador algébrico Mathematica para colocar uma classe de sistemas dada no

Capitulo 5 na forma padrao do “averaging” e calcular a fungao média.



Capitulo 1

Resultados do Trabalho

Nesse trabalho, iniciamos com o estudo da classe de campos de vetores lineares por partes
Ft(xz,y) se x>0,
F~(z,y) se z<0,

onde, F*(x) = (F}'(x), Fy (x)) = ATx +b" e F~(x) = (F; (x),F, (x)) = A™x+ b,

AT = (a;) e A~ = (ay;) sdo matrizes constantes (2 x 2) e b* = (b ,by) € R® e b~ =

F(x,y) =

(b7, by ) € R? sdo vetores constantes em R2.

Estudamos campos de vetores PWL satisfazendo que os pontos de equilibrio nos semi-
planos esquerdo e direito sao sela ou foco, mais especificamente consideramos as seguintes
configuracgoes: sela—sela, sela—foco, foco—sela e foco—foco. Dizemos que o campo de vetores
(2.3) é do tipo sela—sela se os pontos de equilibrio de F'~ e F'* sdo selas. Analogamente

definimos campo de vetores do tipo foco—sela, sela—foco e foco—foco.

Classificamos os campos de vetores com respeito a alguns parametros. Para o caso
sela—sela temos 4 parametros: conjuntos em X (deslize, escape ou costura), ponto de
equilibrio (real, virtual), intersecdo das variedades estavel e instével correspondentes ao
sistema F'~ com Y e intersecao das variedades estavel e instavel correspondentes ao sistema
FT com X. Para o caso sela—foco temos 5 parametros: consideramos os trés primeiros
parametros do caso sela—sela e adicionamos mais 2 parametros: orientacao e estabilidade
do foco. Para o caso foco—foco temos 6 parametros: removemos o terceiro parametro do
caso sela~-foco e adicionamos dois parametros para o foco do sistema F~: orientagao e

estabilidade. Uma configuragao é um vetor formado pelos parametros anteriores.

21
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Definimos as classes Pi, Pa, Py, e Ps que sdo formadas por configuracoes sela—sela,
sela—foco, foco—sela e foco—foco, respectivamente. Definimos trés relagoes de equivaléncia
Ry, Ry e R3 que essencialmente consideram equivalentes duas configuragoes que tem
retratos de fase simétricos com relacao aos eixos = e y, e estudamos a cardinalidade dos
espacos quocientes Py/Ry, (P U Py)/Ry e P3/Rs. Além disso, analisamos para quais
configuragoes do espacgo quociente os correspondentes campos de vetores PWL podem ter
ou nao poli-trajetérias fechadas de deslize. Para a definicao de poli-trajetéria fechada de
deslize, veja Definicao 1. O Capitulo 3 serd totalmente dedicado ao estudo mencionado

anteriormente.

Primeiro Resultado. Nosso primeiro resultado corresponde aos Teoremas 5, 6 e 7 nas
paginas 34 e 35. O primeiro resultado diz que as cardinalidades dos espacos quocientes
P1/Ry, (P,UP,) /Ry e P3/ Ry sdo 22, 28 e 28, respectivamente. Em sequéncia obtemos que
21 das 22 configuragoes da classe P; /Ry, 20 das 28 configuracdes da classe (P, UP,)/ R, e
17 das 28 configuragoes da classe P3/R3 nao possuem poli-trajetérias fechadas de deslize.
Por fim, estudamos os sinais de algumas expressoes formadas pelos parametros dados nas
matrizes AT e nos vetores b*, para dizer quais das 20 configuracdes restantes podem ter

ou nao poli-trajetérias fechadas de deslize.

Existem muitos trabalhos recentes relacionando sistemas dinamicos nao—suaves e per-
turbagoes singulares. Indicamos os artigos [7, 17] para uma primeira leitura sobre o as-
sunto. Além disso, o volume onde [17] esté publicado, é dedicada a dinamica e bifurcagoes

de sistemas nao—suaves, onde muitas aplicagoes sao fornecidas.
O sistema dinamico nao—suave que iremos considerar no Capitulo 4 é do tipo

X_(z), se h(zx) <0,
T=X(z) = (1.1)
X+(..'E), se h(l‘) Z 07
onde, X_(z) e X (z) sdo campos de vetores em R" de classe C", r > 1 e h : R* — R é uma
fungao tendo 0 como um valor regular. Denotamos X € Q" e designamos ¥~ = {h(z) < 0}
e X7 = {h(x) > 0} os dominios de X. O conjunto ¥ = {h(z) = 0} é chamado de conjunto
de descontinuidade.

No Capitulo 4, estamos interessados em perturbagoes singulares de sistemas dinamicos

nao—suaves. Essencialmente, consideramos duas classes. A primeira é dada por sistemas
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do tipo

F~(x,y,¢), se h(z,y) <0

Se: z= ( ! ) ( y) £y = G(I,y,é), (12)
F+($ay>€)7 s€ h(l’,y) >0

onde z = (z1,..,x,) € R", y € R, € é um parametro positivo pequeno, F'F, G e h sdo

funcoes de classe C", com r > 1. A segunda classe é dada por sistemas do tipo

“(x,y,e), se h(xr,y) <0
fH(z.y,e), se h(z,y) =0
onde x e R,y € R", fF, g=(g1,...,9n) € h sdo fungdes de classe C", com r > 1.

Em [10], os autores provaram que pontos de equilibrio ou érbitas periédicas hiperbdlicos
do sistema (1.2) para ¢ = 0, sobre a regido de deslize, persistem para € ~ 0, com algumas
condigoes. Em [9], eles estudaram a persisténcia de pontos de dobra, pontos de cispide e
pontos de equilibrio regular. Pontos de dobra sao caracterizados por contato quadratico
das érbitas de X~ = (F~,G/e) ou XT = (FT,G/e) com ¥ e pontos de cispide sao
caracterizados pelo contato cibico. Quando o contato nao é tangencial, ele é dito re-
gular. Dizemos que py € R"2 é um ponto de equilibrio reqular hiperbdlico de X~ se
X~ (po) =0, X*.h(py) # 0 e DX (py) tem autovalores com parte real diferente de zero.
A persisténcia dessas singularidades foi provada para os casos: regular—dobra, dobra—
dobra, cuspide-regular, dobra—ctspide e regular—equilibrio. Regular—dobra significa que
o contato de X~ com X é regular e o contato de Xt com ¥ é formado por um ponto de
dobra e vice—versa. Para os outros casos é andlogo (veja Figura 1.1).

Uma questao aberta é: dada uma poli—trajetoria fechada do sistema Sy, ela se desdobra
para € ~ 07 Existe um grande numero de trabalhos que sao dedicados a esta questao,
por exemplo, [9, 10, 21, 29, 52]. Para ilustrar, considere a seguinte familia de sistemas a

um parametro

-1+ e (x9g —x1), se x1 <0 1
3.71 = 2 ) 37‘2 = 10_2 (132 - xl)a Ey =Y. (14)
1+ (l‘g—xl), Se X1 ZO
102
Para ¢ = 0, temos o sistema
2
—1+m($2—$1), SIS SO 1
T, = ) Tg = 10-2 (x2 - xl)a Y= 07 (15)

1+

102 (9 —x1), se x>0
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Figura 1.1: As figuras (A), (B), (C), (D) e (E) representam os casos regular-dobra, dobra-dobra,

cuspide-regular, dobra—ctspide e regular—equilibrio, respectivamente.

que esté definido no plano {y = 0}. De acordo com [52], o sistema (1.5) tem uma poli—
trajetéria fechada hiperbdlica I'. Veja a Figura 1.2.

O sistema (1.4) tem poli-trajetorias fechadas para € ~ 07 Obtemos uma resposta
a essa pergunta considerando um parametro adicional A € R (veja o Teorema 8, Secao
4.2). Problemas que sdo modelados por perturbagoes singulares com dois parametros de
perturbagao estao sendo estudados por muitos pesquisadores, por exemplo, veja [19], [20]
e [30]. Também foram estudados recentemente em [11] e [47]. Nosso propésito é discutir
essas questoes.

A principal diferenca entre os sistemas S. e S? € a dinamica quando € = 0. O sistema
So esté definido sobre uma variedade suave dada por G(x,y,0) = 0 enquanto o sistema
Sy esta definido em duas variedades suaves f¥(z,y,0) = 0 que podem se interceptar de
maneira ndo-suave. Em [29] os autores estudaram o sistema S para o caso bidimensional,

supondo que
[ (@,y,6) = [T (2,y,8),¥(v,y) € B = {h=0},Ve > 0. (1.6)

As wvariedades criticas sao os conjuntos MF = {(z,y) : fT(z,y,e) = 0}. A equagao (1.6)
diz que M{ intercepta o conjunto descontinuidade nos mesmos pontos.
Em sequéncia, resumimos os principais resultados obtidos para os sistemas S, e S¥.

Os resultados sao dados mais precisamente na Secao 4.2.
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Figura 1.2: Orbita periédica do sistema (1.5).

Segundo Resultado. Considere o sistema S., com h(z,y) = x; e n = 2. Suponha que

para € = 0 ele tem uma poli—trajetoria fechada hiperbdlica I'y. Entao,

e [xiste um ciclo limite I')  da regularizagao de Sp, tal que I'y g — I'g, quando A — 0,

de acordo com a distancia de Hausdorft;

e Existe um ciclo limite I'y. da regularizacao de S;, tal que I'y. — I'y, quando

(A, e) — (0,0), de acordo com a distancia de Hausdorft;

Terceiro resultado. Considere o sistema S* com h(x,y) = x. Suponha que f~(z,y,0) =

ST, y,0) e f(z,y,6) # fT(2,y,€), para (z,y) € ¥ ={z =0} e e > 0.
e Obtemos a persisténcia de pontos de equilibrio de

T (.7)
[ (z,y,0)

sobre X, para o sistema reduzido regularizado S5 , (definido na Subsegao 4.1) e para

o campo deslizante associado ao sistema S¥, para € > 0, suficientemente pequeno.
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z2

Figura 1.3: Uma poli-trajetéria fechada I'y sobre a variedade critica. Note que a intersecao da variedade

critica com a variedade de comutagao fornece uma nova variedade onde a poli—trajetoria fechada desliza.

e Os pontos de equilibrio do sistema (1.7) sobre X persistem para a regulariza¢ao do

sistema S¥ (essa regularizagao esté definida na Subsegao 4.1).

Figura 1.4: As figuras (A), (B) e (C) representam a situacio geométrica no Exemplo 1.

:F
Se %L # 0, entdo fF(z,y,0) = 0, fornece z = ™ (y), para x < 0 e z = £ (y), para
x
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x > 0. Assim, o sistema (1.7) é na verdade

9§ (v),y,0), se £ (y) <0,
0.

Temos que {y : £ (y) = 0} = {y : £7(y) = 0}. Se {y : £ (y) <0} = {y : €7 (y) > 0} ou
{y: ¢ (y) >0} ={y: & (y) <0}, entao o sistema (1.7) torna-se dois sistemas suaves
definidos na mesma regiao. Se {y : £ (y) < 0} = {y : £ (y) < 0}, entdo o sistema (1.7)
é um sistema suave por partes com fronteira em . Para ilustrar, considere o seguinte

exemplo.
Exemplo 1. Considere o sistema singularmente perturbado.

) r—1y +ys +¢, se <0 1=x+ 1y —1+¢,
et = , (1.8)

—2r—tpt+y2—¢, se v=>0 Yo=2—1y1 —Yo2+2+c¢.
Para ¢ = 0, obtemos z = y; — yo para x < 0, e x = (y2 — 31)/2 para z > 0. Assim, temos

dois sistemas suaves dados por

=y —1, Yo=-2y+2, se y; —y <0, (1.9)

Y1 = —%y1 + %yz -1, yp= —%yl - %y2 +2, se y1—y2<0. (1.10)

O ponto (0,1,1) é um ponto de equilibrio de ambos sistemas. Para o sistema (1.9) o
ponto de equilibrio é uma sela e para o sistema (1.10) é um foco atrator. Além disso,
os sistemas (1.9) e (1.10) estao definidos na mesma regiao e seus retratos de fase sao
projetados nos conjuntos {f~(z,y,0) = 0} e {f*(z,y,0) = 0}, respectivamente (veja
Figura 1.4). Fazemos um processo padrao de regularizagao (veja Subsegao 2.1) sobre a
variedade critica My U M7, onde My = {(z,y1,92) : ®* <0 e x —y; +yo = 0} e
MG ={(z,y1,92) x>0 e —2x—y; +y; =0}. Assim, obtemos o sistema regularizado

—x — 2y + 2y2 — (32)p (%) =0, hr=x+y2 — 1, (1.11)

Yo=o—y1 —Yy2+2.

Note que o ponto (0,1,1) também é um ponto de equilibrio do sistema (1.11). Defina

OF
F(z,y1,y2) = —x — 2y; + 2ys — (3x)p(x/A). Desde que a—(O, 1,1) = —1 temos que
T
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F = 0 define © = ((y1, y2), localmente em torno do ponto (0,1,1). Assim o sistema (1.11)

torna-se
ho=Cyve) +y2— 1, G2=Cy,y2) =y — Y2 + 2. (1.12)

Pelo Teorema da Funcao Implicita, temos (y,(1,1) = =2 e (,,(1,1) = 2. Assim, a linea-

rizagao do sistema (1.12) em (0,1,1) é

M — G (1,1) Gp(1,1) n 0 1 _ -2 3
G (1,1) G(1,1) -1 -1 -3 1
B

e o ponto de equilibrio (0,1, 1) é um foco atrator para o sistema regularizado (1.12). Um
calculo simples mostra que a regiao de deslize é {(y1,92) : —y1 + y2 # £e}. O campo
deslizante associado ao sistema (1.8), para € > 0, tem um ponto de equilibrio dado por

(14 2¢,1 — €) e sua estabilidade é determinada analisando a matriz

0 ¢
= ¢B.

—£ —¢€
Assim, o ponto de equilibrio do campo deslizante associado ao sistema (1.8) é um foco

atrator.

Quarto resultado. Agora, adicionemos uma descontinuidade na fun¢ao g no sistema S

e suponhamos que A nao depende da variavel x. Obtemos entao o sistema

[ (z,y,e), se h(y) <0
fH(z,y,e), se h(y) >0

IN

(z,y,¢), se h(y) <

0 (1.13)
(z,y,e), se h(y)>0.

. . g
ET = Y =

gt
Sob algumas hipéteses que explicitamos no Capitulo 4, pontos de equilibrio e érbitas
periédicas do campo deslizante associado ao sistema (1.13) para ¢ = 0, persistem para o

campo deslizante associado ao sistema (1.13), para € > 0, suficientemente pequeno.
Esses trés ultimos resultados sao tratados detalhadamente no Capitulo 4.

Quinto resultado. Nos Capitulos 5 e 6 estudamos algumas familias de sistemas dife-

renciais polinomiais de grau 3, com integrais primeiras racionais de grau 2 que possuem

centros. Estudamos o nimero maximo de ciclos limite que podem bifurcar quando per-

turbamos esses sistemas dentro de todas as classes dos sistemas diferenciais polinomiais
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ctibicos. Considerando a familia (5.1) dada na pagina 79, temos que o nimero méaximo de
ciclos limite que bifurcam, quando a perturbamos dentro da classe de todos os sistemas
polinomiais diferenciais cibicos continuos é 3, e descontinuos é pelo menos 12. Para as
familias Py, P», Py e Py dadas nas paginas 98 e 99, obtemos que o ntiimero maximo de
ciclos limite que bifurcam, quando as perturbamos dentro da classe de todos os sistemas
polinomiais diferenciais ciibicos continuos é 3 (veja a Tabela 6.1). Obtemos esses ntimeros

usando a teoria do “averaging” de primeira ordem.

No préximo capitulo, apresentamos conceitos preliminares sobre as teorias envolvidas
para desenvolver esse trabalho: sistemas descontinuos, regularizacao, sistemas lineares

por partes e por fim teoria geométrica das perturbagoes singulares.






Capitulo 2

Conceiltos Preliminares

Nesse capitulo, damos alguns conceitos preliminares cruciais para o desenvolvimento do
nosso trabalho. Comecamos apresentando os sistemas nao—suaves e o processo de regula-
rizacao. Em seguida, apresentamos os campos de vetores lineares por partes em R?, alguns
resultados basicos da teoria geométrica das perturbagoes singulares e, por fim, apresenta-
mos alguns resultados sobre a teoria do “averaging” de primeira ordem que serao usados

nos Capitulos 5 e 6.

2.1 Sistemas Nao—Suaves

Seguindo a terminologia de Filippov, o sistema (1.1) define 3 regides em :

Y = {xeX:(X;.h)(X_.h) > 0} (regido de costura),
¥ = {zreX:X;.h>0eX_.h <0} (regiao de escape),

¥ = {re¥: X . h<0eX_.h>0}(regiao de deslize),

onde X;.h(z) = (Vh(z).X;(z)), i € {—,+}. De acordo a convencao de Filippov as
trajetorias deslizam sobre ¥° U X¢ e sao governadas pelo campo de vetores pertencente
ao cone gerado por X_ e X, e tangente a X, chamado campo deslizante. Sua expressao

¢é dada por
X_h)X, — (X h)X_
(X_—X,).h

Dizemos que x € X é um ponto reqular se

X*(z) = ( (2.1)

31
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(i) (X_.h(z))(Xi.h(x)) >0 ou
(i) (X_.h(z))(X;.h(x)) <0e X¥(x) #£0.

Os pontos de ¥ que nao sao regulares sao chamados de singulares. A fronteira entre as
regioes X, ¥ e 3¢ é dada por pontos singulares que sao caracterizados por X;.h(z) =0,
1=+ out=—.

O processo de regularizacao foi introduzido por Sotomayor e Teixeira em [55] para
estudar campos de vetores descontinuos. Esse processo consiste em uma familia a um

parametro de campos de vetores X, em R"”, tais que para cada Ay > 0 temos
(i) X, ¢éigual a X, em todos os pontos de X7 cuja distancia a ¥ é maior do que Ay.
(i) X, ¢ igual a X_ em todos os pontos de ¥~ cuja distancia a ¥ é maior do que Ao.

Uma funcao C*, ¢ : R — R, é chamada de func¢ado transicio se ¢(s) = —1 para s < —1,

©(0) =0, p(s) =1paras>1e¢(s)>0parase (—1,1) (veja Figura 2.1).

: @
1 [ 1

Figura 2.1: Gréfico da funcao transicao ¢.

A regularizagao do sistema (1.1) é dada por

X X h(ac)) X, —X_ 22)

P =) = T (M) T

onde ¢ ¢é a fungao transi¢do. Denote vy = @(h(z)/N). A zona de requlariza¢io é a zona

em torno da regiao de descontinuidade X, dada por ¢, '(—1,1).
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Agora, iremos apresentar a definicao de poli-trajetoria fechada. Problemas relaciona-

dos a poli-trajetérias fechadas podem ser encontrados em [8, 54].
Definigao 1. Considere um campo de vetores nao—suave X em R? na forma (1.1).

1. Uma curva I' é uma poli—trajetéria fechada de X se I' € fechada e as sequintes
condigoes sao satisfeitas.
o T contém arcos de pelo menos dois dos campos de vetores X ~|s—, X F|s+ e X*.

e A transicao entre arcos de X~ e arcos de X+ (e vice versa) acontece em pontos

de costura.

o A transicdao entre arcos de X~ (ou XT) e arcos de X* acontece através de
pontos de dobra ou pontos requlares na regiao de deslize ou escape, respeitando

orientacao.
2. Seja I uma poli-trajetoria fechada de X. Dizemos que
e [' ¢ uma poli—trajetoria fechada de costura se I' encontra ¥ somente em

pontos de costura (ver Fig. 2.2).

e [' é uma poli—trajetoria fechada de deslize se I' contém pelo menos um
arco de X*. T é chamada poli-trajetéria de deslize de X~ se ela contém arcos

de X~ e nao contém arcos de X+. Analogamente para X+ (ver Fig. 2.2).
3. Seja I uma poli-trajetoria fechada de X. Dizemos que I é hiperbolica se

o I' ¢ uma poli-trajetdria de costura e n (p) # 1 onde n é a aplicacio de primeiro

retorno definida em um segmento N com p € N M T;

o ' ¢ uma poli-trajetoria de deslize e todos os arcos de X sdo de deslize ou

todos sao de escape.

Na proxima secao, definimos campos de vetores lineares por partes.
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Figura 2.2: Poli-trajetérias fechadas de costura e deslize, respectivamente.
2.2 Campos de Vetores Lineares por Partes

Campos de vetores lineares nao possuem ciclos limite, mas existem muitos exemplos de
campos de vetores PWL com poli-trajetorias fechadas hiperbdlicas (veja Exemplos 4, 5 e
6). Um dos principais problemas na teoria qualitativa das equagoes diferenciais planares
é identificar a existéncia e o ntumero de ciclos limite. Este problema tem sido estudado
recentemente em PWL, veja por exemplo, [23, 32].

Denote X = {(0,y) € R?}, X" = {(z,y) e R? : 2 >0} e X7 = {(z,y) € R? : x < 0}.

Seja QF o espaco dos campos de vetores F' em R? definidos por:

Ft(z,y) se x>0,
F(x,y) = (2.3)
F~(z,y) se xz <0,
onde, F™(x) = (F}" (x), [y (x)) = ATx+bT e F~(x) = (Fy (x), F, (x)) = Ax+b", AT =
(a);) e A~ = (ay;) sdo matrizes constantes (2x 2) e b* = (b, b3) € R*, b~ = (b7, b; ) € R?
sdo vetores constantes em R? e x = (z,y).

Dizemos que (2.3) ¢ um campo de vetores linear por partes (PWL) e denotamos

F € QL. Escrevemos F = (F* F~), que adotamos ser bi-avaliado nos pontos de X.



35

Seguindo a terminologia de Filippov, distinguimos os seguintes conjuntos em >:

¥ = {(0,y): F{7(0,y).Fy (0,y) > 0} (conjunto de costura).
¥ = {(0,y): F}F(0,y) > 0e F; (0,y) < 0} (conjunto de escape).

¥ = {(0,y): F{"(0,y) < 0e F;(0,y) > 0} (conjunto de deslize).

A fronteira entre os conjuntos ¢, ¥° e %€ é dada por pontos de dobra. Dizemos que
(0,y) € ¥ é um ponto de dobra para o campo de vetores PWL (2.3) se ] (0,y) =0 e
apFy (0,y) # 0, ou Fi'(0,y) =0 e aly F5F(0,y) # 0. O campo de vetores PWL (2.3) tem
no méximo dois pontos de dobra. De fato, se ai, = 0, entdo o campo de vetores nio tem
pontos de dobra. Se afz # 0, entao as equagoes Fli((),y) = ( implicam a existéncia de

dois pontos de dobra.

O campo deslizante dado na secdo anterior é agora dado por F*(y) = (0, g(y)), onde

y=9(y) = , x=(7,y) €XUE. (2.4)

2.3 Teoria Geométrica de Perturbacoes Singulares

Nesta secao apresentamos um resultado de Fenichel sobre perturbacgoes singulares. Sejam
w = (z,y) € R™xR" e f, g fungoes de classe C", com r > 1. Um problema de perturbagdio
singular é um sistema dado por

:t:f(a:,y,e), Ey':g(x,y,s). (25)

Para ¢ = 0, temos o problema reduzido dado por

&= f(z,y,0), g(x,y,0)=0. (2.6)

O conjunto M, definido por g(z,y,0) = 0 é chamado wvariedade critica (também
conhecido na literatura como variedade lenta). Fazendo um reescalonamento do tempo

T =t/e, o sistema (2.5) se transforma no sistema

/

x’:gf(gj,y,g), ) :g(l’,y,é). (27)
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Os sistemas (2.5) e (2.7) sdo chamados sistemas lento e rdpido, respectivamente. Para
e > 0, eles tem o mesmo retrato de fase. Para ¢ = 0, o sistema (2.7) recebe o nome de
problema de camada. Adicionamos ao sistema répido (2.7) a equagao trivial & = 0 que

fornece o seguinte sistema

/

' =cf(r,y,e), v =glx,y,e) & =0. (2.8)

Seja X. o campo de vetores associado ao sistema (2.8). Denote J(zg,yy) a matriz ja-
cobiana de X. x {0} no ponto (xo,%o,0). Assumimos que J(zo,yo) tem k° autovalores
com parte real negativa e k" autovalores com parte real positiva, para (zg,yy) € My. Os

correspondentes auto—espacos estavel e instavel tem dimensoes k° e k%, respectivamente.

Definicao 2. Dizemos que K C Mgy compacto, é normalmente hiperbélico se as partes

reais dos autovalores de Dog(x,y,0) sao diferentes de zero, para todo (z,y) € K.

Definicao 3. Sejam A, B C R""™ conjuntos compactos. A distancia de Hausdorff entre

AeB éD(A B)= max B{d(zl,B),d(zg,A)}.

21€4,20€
Teorema 1 (Fenichel [22]). Se N' C M, € uma variedade invariante compacta normal-
mente hiperbélica de dimensao j do sistema reduzido (2.6), com uma variedade estdvel
local W# de dimensao j° e uma variedade instdvel local W* de dimensao j*, entao existe

uma familia e—continua N tal que
(Z) No = N,’

(i1) Nz € uma variedade invariante hiperbdlica do sistema (2.5), com uma variedade

estavel local N¥ de dimensao (j°+k*) e uma variedade instdvel local N* de dimensao

(j* + k*).

2.4 Teoria do Averaging de Primeira Ordem

Nesta secao mostramos alguns resultados conhecidos que precisamos para provar nossos
resultados para as classes dadas nos Capitulos 5 e 6. O seguinte teorema fornece solugoes

periédicas de um sistema diferencial continuo. Veja [58] para uma demonstragao.
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Considere o sistema diferencial
i =cF(t,x) + *R(t,x,¢e), x(0) = o, (2.9)

com x € D, onde D é um subconjunto aberto do R™ e ¢ > 0. Além disso, assumimos
que F(t,x) é T-periédica em t. Separadamente, considere em D a equacao diferencial
“média”

g=¢ef(y), y(0)=u, (2.10)

onde

T
= — F(t,y)dt.
) =5 | Pt
Teorema 2. Considere os dois problemas de valor inicial (2.9) e (2.10). Suponha que:

(i) F, seu Jacobiano OF/0x, seu Hessiano 0*F/0x? estio definidos, sio continuos e

limitados por uma constante independente de ¢ em [0,00) x D e e € (0,&0].
(i) F éT-periodica em t (T independente de € ).
(111) y(t) pertence a D no intervalo de tempo [0,1/¢].
Entao, as sequintes sentencas valem.
(a) Parat € [0,1/¢] temos que z(t) — y(t) = O(e), quando ¢ — 0.
(b) Se p é um ponto de equilibrio da fun¢do “averaging” (2.10) e
det (Z_]yf)

entdo existe uma solugdo T-periddica x(t,e) da equagao (2.9) tal que x(0,2) — p,

70,

Yy=p

quando € — 0.

(c) A estabilidade ou instabilidade da solug¢ao periddica xz(t,€) é dada pela estabili-
dade ou instabilidade do ponto de equilibrio p do sistema (2.10). De fato, o ponto
de equilibrio p tem o comportamento dado pela aplicacao de Poincaré associada a

solugao periddica z(t,€).
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O seguinte teorema ¢ uma versao descontinua do teorema anterior que fornece solucoes

periédicas de um sistema diferencial descontinuo periddico. Veja [41] para uma prova.
Teorema 3. Considere o sequinte sistema diferencial descontinuo
@(t) = eF(t,x) + 2R(t,z,¢), (2.11)
com
F(t,x) = Fi(t,z)+sign(h(t,z))Fy(t, z),
R(t,z,e) = Ry(t,x,e)+ sign(h(t,z))Ra(t, x, ),

onde F1,F5 :Rx D — R", Ry, Ry : Rx D x (—eg,80) > R" e h : Rx D — R sao fungoes
continuas, T —periodicas na varidvel t e D é um subconjunto aberto do R™. Suponhamos
também que h é uma funcio C* tendo 0 como um valor reqular. Denote por M = h=1(0),

por ¥ ={0} x D € M, por $g = S\M # 0 e seus elementos por z = (0,z) & M.

Defina a funcao “averaging” f : D — R™ como
T
f(x) = / F(t,x)dt.
0
Assuma as trés sequintes condigoes.

(i) Fi, F5, Ry, Ry e h sdo localmente L— Lipschitz com respeito a x.

(ii) Para a € ¥y com f(a) = 0 existe uma vizinhanga V de a tal que f(z) # 0 para
todo z € V\{a} e dp(f,V,a) #0, (i.é. o grau de Brouwer de f em a € diferente de

zero).

(111) Se (OhJOt)(t,z) # 0, entao para todo (to,zy) € M temos (Oh/Ot)(to,z9) # 0. Se
(Oh/Ot)(to, 20) = 0, entdo ((V h, F1)* — (V.h, [3)*)(to, 20) > 0, para todo (tg, z9) €
[0,7] x M.

Entao, para |e| > 0 suficientemente pequeno, eziste uma solugao T—periodica z(-, &) do

sistema (2.11) tal que x(t,e) — a, quando € — 0.
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Se a funcio f do Teorema 3 for de classe C*, entao é suficiente checar que o Jacobiano
de f avaliado em a é diferente de zero para mostrar que dg(f,V,a) # 0. Para mais

detalhes, veja o Teorema 1.1.2 de [46].

Considere um sistema planar

&= P(z,y), 9=Q(z,y), (2.12)

onde P, @ : R? — R sao fungoes continuas. Suponha que o sistema (2.12) tem uma familia

continua de érbitas periodicas
{In} c{(z,y) s H(z,y) = h,u < h < ho}

onde H é uma integral primeira de (2.12). Considere as seguintes perturbagoes do sistema

(2.12)
&= P(x,y) +eple,y), §=Q,y)+eq(z,y), (2.13)
onde p, ¢ : R? — R sao funcoes continuas.
O préximo teorema (veja o Teorema 5.2 de [6] para uma prova) fornece uma ferramenta

para transformar o sistema perturbado (2.13) na forma padrao da teoria do “averaging”

dada no Teorema 2.

Teorema 4. Considere o sistema (2.12) e sua integral primeira H. Assuma que zQ(x,y)—
yP(x,y) # 0 para todo (x,y) pertencente as drbitas periddicas {I'y}. Seja p : (v/hi, v/ ha)X

[0,27) — [0,00) uma func¢dao continua tal que

H(p(R, ) cos g, p(R, ) sin p) = R?, (2.14)

para todo R € (v/hy,Vhy) e todo o € [0,27). Entdo a equacio diferencial que descreve a
dependéncia entre a raiz quadrada da energia R = v/h e o dngulo @ para o sistema (2.13)
é
AR __p(@® +y*)(Qp — Pq)
o~ 2R(Qu-Py)

onde pn = pu(x,y) € o fator integrante do sistema (2.12), correspondente a integral primeira

+ O(g?), (2.15)

H, x=p(R,p)cosp ey =p(R,p)sinp.
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Lembramos que p é o fator integrante correspondente a integral primeira H do sistema

(2.12) se

OH 0H

P=_-== = .
It e uQ o



Capitulo 3

Campos de Vetores Lineares por

Partes com Poli—Trajetorias

Fechadas de Deslize

Nesse capitulo, estudamos os campos de vetores lineares por partes (PWL) em R?. A
seguir, apresentamos algumas notagoes convenientes para o estudo dos casos sela—sela,

sela—foco, foco—sela e foco—foco.

3.1 Estudo dos Casos Sela—Sela, Sela—Foco, Foco—
Sela e Foco—Foco

Classificamos os campos de vetores (2.3) com respeito aos pontos de equilibrio (sela ou
foco) em cada semi-plano e com respeito aos conjuntos na descontinuidade (deslize, escape
e costura). Além disso, se existem pontos de equilibrio do tipo sela, analisamos a intersegao

de ¥ com as variedades estavel e instavel dessas singularidades.

3.1.1 O Caso Sela—Sela

Dizemos que um ponto de equilibrio p do tipo sela é real quando ele pertence ao semi-plano

aberto onde definimos o correspondente sistema diferencial linear e é chamado virtual se

41
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ele pertence ao outro semi-plano aberto. Aqui, nao estamos considerando o caso onde o

ponto de equilibrio pertence a 3.

Introduzimos as seguintes notacoes.

(a) C, S e E representam respectivamente os conjuntos de costura, deslize e escape
na linha de descontinuidade. Assim temos por exemplo, as seguintes combinacoes:

C, CS, CSC. Em nossa notacao CSC significa que ¥ é dado por
Y = (—o0,a)U(a,b) U (b,+00)

no qual (—oo,a) U (b, +00) C X (a,b) C ¥* e a,b sdo pontos de dobra. Analoga-

mente para os outros casos.

(b) R e V representam ponto de equilibrio real e virtual, respectivamente. Por exemplo,
se o ponto de equilibrio p~ de F'~ é real e o ponto de equilibrio p*™ de F'* é virtual,

denotamos RV.

(c) W$ e WY representam respectivamente as variedades estavel e instavel sobre o semi-
plano esquerdo e W4 e W} representam respectivamente as variedades estavel e
instdvel sobre o semi-plano direito, isto ¢, W} = W2 (p~) NS~ e Wp = Wr(pt)n
XF, para A € {s,u}.

(d) Fp e Fgrepresentam a coordenada y dos pontos de dobra dos campos de vetores F'~
e F'*, respectivamente. Por comodidade, chamamos F; e Fr de pontos de dobra

porque a coordenada x desses pontos de dobra ¢é igual a zero.
Consideramos os seguintes parametros.
(n1) 39 possibilidades para as regides em X (C, S, E, CC, etc), (3+3.3+3.3.3).
(ny) 4 possibilidades para os pontos de equilibrio (RR, RV, VR, VV).

(n3) Posicao relativa das variedades invariantes no semi-plano esquerdo com ¥. Existem

4 escolhas possiveis para o parametro ngs:

Wins =0 W!'NS=0 W:NS<F, W:nI>F,.
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(14)

Posigao relativa das variedades invariantes no semi-plano direito com . Existem 4

escolhas possiveis para o parametro ny:

Wi,nY=0, WiEnX=0, WLrNnX<Fgr W3;NX>Fg

Denote

Py ={(n1,n9,n3,n4) | n1 € {1,..,39}, ng,n3,ny € {1,..,4}}.

Definigao 4. Uma configuragao sela—sela € um vetor p = (ny,nge, ng,ny) € P;.

3.1.2 O Caso Sela—Foco (Foco—Sela)

Dizemos que um ponto de equilibrio do tipo foco é real se ele pertence ao semi-plano

aberto onde definimos o correspondente sistema diferencial linear e ele é chamado virtual

caso contrario.

Os parametros (n), (n2) e (n3) introduzidos na Subsecao 3.1.1 sdo os mesmos. Agora,

ny = my, No = Me, N3 = Mg € considere os novos parametros.

(ms)

Posigao relativa das variedades invariantes no semi-plano direito com .. Existem 4

escolhas possiveis para o parametro ng:

W,NnNE=0, WipnX¥=0, WipnNnX<Fp WipnNnX>Fs
Orientabilidade do foco no semi-plano direito. my = —1 e my = +1, representam a
orientacao anti-horaria e horaria, respectivamente.

Orientabilidade do foco no semi-plano esquerdo. m; =—1le m; = +1, representam

a orientacao anti-horaria e horaria, respectivamente.

Estabilidade do foco no semi-plano direito. ms < 0 e ms > 0, representam foco

atrator e foco repulsor, respectivamente.

Estabilidade do foco no semi-plano esquerdo. m/5 <0e m/5 > 0, representam foco

atrator e foco repulsor, respectivamente.
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Denote
Py = {(my, ma,ms,my,ms) | my € {1,..,39}, mg,ms € {1,..,4}, mg,ms € {1,2}}.
P = {(ml,mg,m;’,m:l,m;) |my € {1,..,39}, mg,ml3 e {1, ..,4},m;,m; € {1,2}}.

Definigao 5. Uma configuragao sela-foco é um vetor p = (mqy, my, ms, my,ms) € Ps.
Uma configuracio foco-sela é um vetor p = (ml,mg,m;,m:l,m/g,) € P2. Denotamos
Py =Py UPS.

3.1.3 O Caso Foco—Foco

Agora s1 = ny, S, = ny e considere 0os novos parametros a seguir.

(s3) Orientabilidade do foco no semi-plano esquerdo. s3 = —1 e s3 = +1, representam a

orientacao anti-horaria e horaria, respectivamente.

(s4) Estabilidade do foco no semi-plano esquerdo. s; < 0 e s4 > 0, representam foco

atrator e foco repulsor, respectivamente.

(s5) Orientabilidade do foco no semi-plano direito. s5; = —1 e s5 = +1, representa a

orientacao anti-horaria e horaria, respectivamente.

(s¢) Estabilidade do foco no semi-plano direito. sg < 0 e sg > 0, representam foco

atrator e foco repulsor, respectivamente.
Denote
Py = {(81, S2, S3, S4, S5, 56) | S1 € {1, ey 39}, S9 € {1, ey 4}, S3, 84, S5, Sg € {1, 2}}

Defini¢ao 6. Uma configuracao foco—foco é um vetor p = (s1, S2, 3, S4, S5, S6) € Ps.

3.2 Principais Resultados para os sistemas PWL

Nesta se¢ao enunciamos os principais resultados para os sistemas PWL.

Denotamos por ¢” um fluxo em R? de um campo de vetores PWL F = (F~,F™T)

satisfazendo que o retrato de fase de F' apresenta a configuragao p.
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Definicao 7. Seja p,q € P;, 1 = 1,2 ou 3 configuracoes e o um fluxo com configuragao

p. Dizemos que p e q sao relacionados por R; se
(i) a configuragao correspondente ao fluro @P(£t,x,y) € igual a q ou

(i1) a configuracdo correspondente ao fluxo P(t,z,y) = fr(@P(£t,x,y)) € igual a q para
algum A= 17 2737 onde f1($7y) = <_$7y)7 f2($7y> = (l’, _y) € fg(l’,y) = (_IE, _y)

Essa definicao nao depende do fluxo ¢P. Temos que R; é uma relacao de equivaléncia
para ¢ = 1,...,3, assim podemos definir os espagos quocientes 7/3: = P1/Ry, 73\2 = (P U
P,)/ Ry e 7/3\3 = P3/R3. Essencialmente, as relagoes de equivaléncia introduzidas acima
consideram iguais duas configuracoes que sao obtidas uma da outra via movimentos rigidos

ou mudangas na orientacao.
Teorema 5. Considere os sequintes itens.

(a) A cardinalidade do conjunto 7/3\1 € 22, i.€. o conjunto 7/3\1 tem 22 configuragoes sela—

sela.

(b) A cardinalidade do conjunto 73\2 € 28, i.€. o conjunto 73\2 tem 28 configuragoes sela—

foco (ou foco—sela).

(¢c) A cardinalidade do conjunto 7/7; € 28, i.€. o conjunto 7/7; tem 28 configuracoes foco—

foco.

O proximo teorema diz quais configuracoes obtidas no Teorema 5 podem ter poli-

trajetorias fechadas de deslize.

Teorema 6 (Nao existéncia de poli-trajetérias fechadas de deslize). Considere os sequin-

tes itens.

(a) Se um campo de vetores PWL do tipo sela—sela tem uma poli—trajetoria fechada de

deslize, entao sua configuracao € dada pela linha 13 da Tabela 3.1.

(b) Se um campo de vetores PWL do tipo sela—foco tem uma poli-trajetoria fechada de
deslize, entao sua configuracao € dada pelas linhas 1, 6, 11, 17, 21 e 25-27 da Tabela
3.2.
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(c) Se um campo de vetores PWL do tipo foco—foco tem uma poli—trajetoria fechada de
deslize, entdo sua configuracdo € dada pelas linhas 3, 6, 10-12, 17, 20 e 23-26 da
Tabela 3.5.

Teorema 7. Para cada uma das 20 configuracoes listadas no Teorema 6 encontramos

um ou no mdzimo dois polinomi drdticos R(a:,bF) e S(af,bT), i,j = 1,2 '
polinomios quadrdticos R(ag;,b;) e S(az;,b;), 1,5 = 1,2, cujos

sinais determinam o conjunto de parametros para os quais podem existir poli—trajetorias

fechadas de deslize.

A existéncia de poli—trajetérias fechadas de deslize depende de algumas desigualdades
que sao relacionadas com: posicao dos pontos de equilibrio (real ou virtual), sinal da
derivada do campo deslizante e o determinante das matrizes A* do sistema (2.3). Cada
uma dessas expressoes € um polinomio que depende dos parametros afj e bji do sistema

(2.3).

3.3 Prova dos Teoremas 5 e 6

Nesta secao, provamos os Teoremas 5 e 6. Por comodidade, dizemos somente o termo
configuracao na prova dos Teoremas 5, 6 e 7, em vez de configuracao sela—sela, configuracao

sela—foco e configuracao foco—foco.

3.3.1 Prova do Teorema 5-(a)

Combinando as possiveis escolhas para os parametros ni,mns,ns,ns, temos 2496 confi-
guragoes possiveis porém, nem todas sao realizaveis. O lema a seguir nos diz o nimero

de configuragoes realizaveis para o caso sela—sela.

Lema 1. Se o campo de vetores (2.3) € do tipo sela—sela, entdo a cardinalidade do conjunto

P1 € 88, i.é, o conjunto Py tem 88 configuracoes sela—sela.
Demonstracao. Temos que:
(i) Se Wyl NS =0e Wy N =0para Ay # Ay € {L, R}, \, N2 € {s,u}, entdo
FMFA2 pgo tem pontos de dobra. Isso reduz o ntimero de configuracoes para

1920.
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(ii) Se WA NE £ O, WRNE #0e W3NS =0 para Ay # Ay € {L,R}, N\ #
Ao, A3 € {s,u}, entdo existe somente um ponto de dobra. Esse fato reduz o nimero

de configuracoes para 960.

(iii) Se W/’\\l1 NY #0e Wj\f2 NY # 0 para todo Ay, Ay € {L, R}, M\, A2 € {s,u}, entao
existem um ou dois pontos de dobra. Isso reduz o ntimero de configuragoes para

912.

(iv) Para os casos sem pontos de dobra ou com somente um ponto de dobra, para cada
escolha dos parametros no,ng e ny, existe somente uma escolha possivel para n;.

Isso reduz o nimero de configuracgoes para 496.

(v) Para as configuragoes com dois pontos de dobra, com os parametros ny assumindo
RV ou VR, e n3 e ny dados por Wi N¥Y > Fy Wi, NX < Fa,, Aj, Ay €
{L, R}, Ay # A, existe somente uma escolha possivel para n;. O mesmo acontece
com ny assumindo RR ou VV, e n3 e ny dados por Wi NX > Fy,, Wi, NX >
Fp, ou Wi NY < Fy, Wi, NE < Fa,, A, Ay € {L, R}, A1 # Ay Isso reduz o
numero de configuracoes para 288. Para os outros casos com dois pontos de dobra,
para cada escolha dos parametros ns, n3 e ny existem duas escolhas possiveis para

ni1. Assim podemos reduzir o nimero de configuragoes para 88, como queriamos.
O

Prova do Teorema 5-(a). De acordo com o Lema 1, temos que a cardinalidade de P; é
88. Essas configuragoes podem ser reduzidas a 44 configuragoes, considerando o item (i)

da relacao Ry, por exemplo, as configuracoes

E RR WiNnX=0 Wipnx=90
S RR W;NnX=0 W;,nxX=90

sao equivalentes. Assim pela relacao R; consideramos as linhas da Tabela 3.1. Ainda
podemos reduzir a 22 configuragoes (veja Tabela 3.1). De fato, as configuragoes cor-
respondentes as linhas 27, 28, 30, 31, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 41, 42, 43, 40 e 44 sao

equivalentes as configuracgoes correspondentes as linhas 26, 3, 29, 6, 7, 8, 33, 10, 32, 9,
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SELA-SELA
E |RR| WiNnZ=0 | WinX#0 | WenS=0 | WiENX #0
C |RR| WiNS=0 | WinNnX#£0 | WenX =0 | WiEnX =10
EC |[RR| WiNX=0 | WinS#0 | WynE>Fp| WENX < Fp
S |VV| WenX=0 | WinX#£0 | WenX=0 | WiEnX #£0
C |[VV| WinS=0 | WinNnX#£0 | WipnX=0 | W4LNI £0
SC |VV | WinS=0 | WinX#0 | WinNY>Fgr| WLNY < Fp
C |[VR| WinZ=0 | WinZ#0 | WEn=0 | Wi5nNX#0
S |[VR| WinZ=0 | WinX#0 | Wian=0 | WiLnX#0
CS |[VR| WinX=0 | WinX#0 | WinX>Fr| WiLNX <Fpg
CE |[VR | WiNY>F, | WenNnS<Fp, | WenX=0 | WENX #£0
CC |RR | WiNY>F, | WiNS<F, | WenNX<Fr| WiNX >Fp
CEC | RR WiNnNX>F, | WiNX<F, | WENY<Fr| WENXY>Fp
ES RR | Wi;NnX>F, | W, NEY<F, | WENXY>Fr| WENX<Fp
CC |RV |WiNnE2>F;, | WiNE<F, | WENE>Fr | WENXY <Fp
CEC |RV |WiNX>F, | WiNS<F, | WinE>Fp | WI'NT < Fp
ES | VV | WiNnX<F;, | WiNE>F, | WENE<Fr| WENXY > Fp
CC |[VV | WiNnE>F, | WiNE<F, | WENE<Fr| WENY > Fp
CEC | VV | WiNE>F, | WiNS<F, | WS <Fp| W4Nx >Fp
ECS |RR | WiNX>F, | WeNX <F, | WianNE>Fr | WLNX < Fp
ECS |VV | WiNE <F, | WenNE>F, | WinNE <Fp| WLNE >Fp
SCE RV | WinNX<F, | WiNnXY>F, | WiynNX>Frp| WENXY <Fp
23] CSC |RR | WinNY>F, | WiNX<F, | WiynX<Frp| WENX>Fp
241 CSC | RV | WinNnY>F, | WiNX<F, | WiynX>Frp| WENX <Fp
25| CSC | VV | WiNnNE>F, | WiNXY<F, WinX<Fr| WENXE >Fp
26| CE |RR| WiNX =0 | WinX#0 | WynNE <Fp| WinY > Fp
27| EC |[RR|WiNXE>F, | WinNnX<F,| Winx=90 W5 NE £
28| CE |RR|WSNS<F, | WiNZ>F, | W4nS =0 | WiLNZ £0
20| CS | VV| Wens=0 | WinX#0 | WinNX<Fr| WenX > Fp
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30] SC |VV | WiNY>F, | WenNS<Fp| WinS=0 | WENnX £0
31| CS |VV | WiNE<F, | WiNE>F, | WinS=0 | WEnS #90
32| SC |[VR| WiNX=0 | WinX#0 | WiNX<Fp| WLNE>Fp
33| EC |[VR | W5NY<F, | WiNnS>F, | WEnS=0 | WENX #0
34| C |RV| WYNnZ=0 | WinX#£0 | WenX=0 | WHENIS#£0
35/ E |RV| WenX=0 | WinX#£0 | WenX=0 | WLnX#£0
36| CE |RV | WinX=0 | WinX#£0 | WyNnE>Fg | WLNZ < Fg
37| EC |RV | WinX=0 | WinX#£0 | WyNnS <Fg| WiLNZ > Fp
33] CS |RV |WiNY>F, | WenS<Fp| WinS=0 | WENnX £0
30| SC |RV |WiNE<F, | WenNS>Fp| WinS=0 | WEnX £0
40| SE |[VR | WiNE>F, | WenNS <Fp | WynNE<Fg | WLNY > Fp
41| CC | VR |WiNE>F, | WenNE <F, | WyNE >Fr | WLNE < Fp
42| CEC | VR |WiNE>F, | WenNE <Fp | WENE >Fr | WHNE < Fp
43| CSC | VR |WiNE>F, | WeNS <Fp | WiNE>Fgp | WENY < Fp
44| SCE | VR |WiNE>F, | WeNS <Fp | WiNE <Fip | WLNY > Fp

Tabela 3.1: Possiveis configuracoes para o caso sela-—sela usando o item (i) da relacio R;. As linhas
1 — 22 representam as configuragoes do Teorema 5-(a). A linha destacada representa a configuracao que

pode ter poli-trajetérias fechadas de deslize.

15, 24, 16, 13 e 87 respectivamente, pela relagao Ry (use f3(x,y) = (—x,—y)), e as confi-
guracoes correspondentes as linhas 3, 6, 9, 10, 12, 16 e 19 sao equivalentes as configuracoes
26, 29, 32, 33, 23, 24 e 25 respectivamente, também pela R; (use fi(x,y) = (x,—y)).

O

3.3.2 Prova do Teorema 5-(b)

Combinando as possiveis escolhas para os parametros my, mq, ms, my, ms, temos 2496
configuragoes possiveis, todavia nem todas sao realizaveis. O seguinte lema nos diz quais

sao realizaveis para o caso sela—foco.

Lema 2. Se o campo de vetores (2.3) € do tipo sela—foco, entdo a cardinalidade do con-
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Figura 3.1: Linha 13 da Tabela 3.1.

gunto Py € 112, i.e., o conjunto Py tem 112 configuracoes sela—foco.

Demonstracao. Temos que:

(1)

Se W2 NXY =0,\ € {s,u}, entdo existe somente um ponto de dobra para F. Isso

reduz o numero de configuracoes para 1536.

Se Wi NY # (e WENX # (), entdo existem um ou dois pontos de dobra. Isso

reduz o nimero de combinacoes para 1440.

Para o caso com somente um ponto de dobra, para cada escolha dos parametros
me, M3, My € M5, existe somente uma escolha possivel para m;. Isso reduz o nimero

de combinagoes para 928.

Para as configuracoes com dois pontos de dobra, para os parametros msy assumindo
RR ou RV, e m3, my e ms dados por W; NX < Fr, —, >0, ou Wi NX <
Fr, —, <0,ou W;NX>F,, +, >0 ou W;NX>F, 4+, <0, existe
somente uma escolha possivel para m;. O mesmo para ms assumindo RR ou RV,
ms, mg € ms dados por Wi N2 >Fr, —, >0, ou WyNX>F,, —, <0, ou
WinNnY<Fp, +, >0, o0 WiNX < Fr, +, <0. Isso reduz o niimero de
combinagoes para 512. Para os outros casos sem pontos de dobra, para cada escolha
dos parametros ms, m3 my e ms existem duas escolhas possiveis para mq. Assim

podemos reduzir o nimero de combinagoes para 112, como desejado.
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Figura 3.2: Linhas 1, 6 e 11 da Tabela 3.2.

Com ferramentas similares usadas na prova do Lema 2, provamos o seguinte lema.

Lema 3. Se o campo de vetores (2.3) € do tipo foco-sela, entao a cardinalidade do conjunto

Py € 112.

Prova do Teorema 5-(b). Os 224 casos dados nos Lemas 2 e 3 podem ser reduzidos a 112
configuracoes, considerando que os retratos de fase correspondente ao caso sela—foco sao
equivalentes aos do caso foco—sela pelo item (ii) da relagao Ry (use f3(x,y) = (—z, —y)).
Sem perda de generalidade, consideramos o caso sela—foco. As 112 configuracoes corres-
pondentes ao caso sela—foco dadas no Lema 2 podem ser reduzidas a 56 considerando o
item (i) da relacao Ry (veja Tabela 3.2). Além disso, as linhas 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35,
36, 39, 41, 40, 44, 46, 45, 47, 49, 48, 52, 54, 53, 37, 38, 42, 43, 50, 51, 55 e 56 sao equiva-
lentes as 28 primeiras linhas da Tabela 3.2 respectivamente, pelo item (ii) da relagao Ry
(use fi(z,y) = (z,—y)).

0
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SELA-FOCO
CE |RR| WinS=0 | WiNS#£0 | my=—1]ms>0
SC |RV | Wins=0 | WinS=£0 | my=—1]ms>0
WiNnS=0 | WinX#0 |my=-1|ms>0
WinNnX=0 | WinXS#£0 | my=—-1|ms>0
WiﬂE:(Z) W%OE#Q) my=—11|ms>0
W%QE:Q) WEOE#@ my=—11|ms>0
WiNnX>F, WiNX<Fp|my=-1|ms>0
WSLHE>FL WzﬂE<FL my=—11|ms>0
WiNE>F, WiNX<Fp|myg=—-1|ms>0
CEC | RV WiﬂZ>FL W%QE<FL my=—11|ms>0
CSC | RV |W;NS>F, WiNE <F, |my=—1]ms>0
WiﬂE<FL WEQZ>FL my=—11|mgs>0
WimE<FL W%QE>FL ng=-—1|ms5>0
WiNY<Fp | WinNnX>F, | my=—-1|ms5>0
WiﬂE<FL W%HE>FL my=—11|ms>0
WiNX<F, WiNnX>Fp|myg=-1|ms>0
WiNXY>F, | WiNnX<Fp|my=+1|ms;>0
SE |RV WiNE<F, WiNS>F, | my=—1|ms>0
WiNS <F, | Wens >F,
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29 CS |RR| WinNnX=0 | WYNE#0 | my=+1|ms>0
300 EC |RR| WiNX=0 | WinNX#0 | my=+1|ms>0
31| CS |RV | WinX=0 | WeNnS#0 | my=+1|ms>0
32| EC |RV| WiNX=0 | WinNnX#0 | mg=+1|mz>0
33] EC |[VR| WinNnX=0 | WiNZ#0 | mg=+1|mz>0
3| CS |[VR| WYNE=0 | WinNX#0 | mg=+1|mz>0
35| EC | VV| WinX=0 | WYNS#0 | mg=+1|mz>0
36| CS |[VV | WinX =0 | WinX#0 | my=-+1|ms>0
371 SE |RR | WiNX<F, | WiNXY>F, | my=—-1|ms>0
33| SCE |RR | WiNE<F, | WYNE>Fp | my=—1|ms>0
30 CC |RR | WiNY<F, | WeNS>Fp | my=+1|ms>0
40| CSC |RR | Wi NS <F, | WeNES >Fp | my=+1 | my >0
41 |CEC |RR | WsNY <Fr | WNE>Fp | my=+1]| ns>0
42| ES |RV |WsNY>F, | WeNS <Fp|my=+1]| ns>0
43| ECS | RV |WiNX >F, | WeNS <Fp | my=+1|ms>0
44| CC |RV |WiNX<F, | WeNE>Fp | myg=+1|ms>0
45| CSC | RV | Wi NS <F, | WeNES >Fp | my=+1 | ms >0
46 | CEC | RV | Wi NS <Fp | WeNS >Fp | my=+1 | ms >0
47| CC | VR | WiNE>F, | WeNS <Fp | my=+1|ms>0
48 | CSC | VR | WiNE >F, | WeNS <Fp | my=+1 | ms>0
49 | CEC | VR | Wi NS >F, | WeNS <Fp | my=+1 | ms>0
50| ES |VR | WiNE<F, | WiNE>Fp | my=41|ms>0
51| ECS | VR | WiNE <Fp | WiNE >Fp | my=+41 | ms >0
52| CC | VV WinNX>F, | WYNS <Fp|myg=+1|ms>0
53| CSC | VV  WsNX>F, | WYNS <Fp | mg=+1|ms>0
54 | CEC | VV  {WiNX>F, | WYNS <Fp | mg=+1|ms>0
55| EC | VV I WiNnXY<F, | WiNXY>F, | my=+1|ms>0
56 | ECS | VV | WiNE <Fp | WiNE>Fp | my=+1 | ms >0

Tabela 3.2: Possiveis configuracdes para o caso sela—foco usando o item (i) da relacio Rp. As linhas

1—28 representam as configuracoes do Teorema 5-(b). As linhas destacadas representam as configuragoes

que podem ter poli-trajetérias fechadas de deslize.
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Figura 3.3: Linhas 17, 21 e 25 da Tabela 3.2.

N

Figura 3.4: Linhas 26 e 27 da Tabela 3.2.
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3.3.3 Prova do Teorema 5-(c)

Combinando as possiveis escolhas para os parametros $i, S, S3, S4, S5 € Sg, temos 2496
configuracoes possiveis. Novamente, nem todas sao realizaveis para o caso foco—foco.

Veja o lema a seguir.

Lema 4. Se o campo de vetores (2.3) € do tipo foco—foco, entao a cardinalidade do con-
gunto Ps € 160, 1.€., o conjunto P3 tem 160 configuragoes foco—foco. Essas configuragoes

estao listadas na Tabela 3.35.
Demonstrag¢ao. Considere os seguintes itens.

(i) Temos que F' tem pelo menos um ponto de dobra. Isso reduz o nimero de confi-

guracoes para 2304.

(ii) Para os casos com somente um ponto de dobra, para cada escolha dos parametros
S9, 83, Sa, S5 € Sg, existe somente uma escolha possivel para s;. Isso reduz o niimero

de configuracoes para 1792.

(iii) Para as configuragoes com dois pontos de dobra, para os parametros s, assumindo
RR,RV, VR ou VV, e s3, s4, S5 € sg dados por +1,> 0, —, > 0,ou +1,< 0, —, > 0,
ou—1,>0,4,>0,0u —1,<0,4,>0,0u —1,>0,4,< 0, ou —1,< 0,4,< 0, ou
+1,< 0,—,< 0, ou +1,> 0,—,< 0, temos somente uma escolha possivel para
s1. Isso reduz o numero de configuragoes para 960. Para os outros casos com
dois pontos de dobra, para cada escolha dos parametros s, s3 S4, S5 € Sg existem
duas possibilidades para o parametro s;. Assim, podemos reduzir o nimero de

combinagoes para 160, como desejado.
m

Prova do Teorema 5-(c). As 160 configuragoes dadas no Lema 4, podem ser reduzidas a
80 configuragoes considerando o item (i) da relacao R3 (veja Tabela 3.3). As configuragoes
correspondentes as linhas 49, 51, 50, 55, 57, 56, 58, 59, 60, 41, 42, 47, 48, 45, 46, 69, 70,
72, 74, 73, 78, 80, 61, 62, 63, 64, 67, 68, 52, 54, 53, 43, 44, T1, 79, 75, 76, T7, 65 e 66

sao relacionadas com as primeiras 40 linhas da Tabela 3.3 pela relacao R3. Além disso,



96

FOCO-FOCO

CC RR | si=—1|55>0|583=—1]s5;>0
s1=—1]8>0|s83=—11]s54>0
s1=—1]8>0|s3=—11]s54>0
s1=—1]8>0|s3=—11]s54>0
s1=—1]8>0|s3=—11]s5>0

CSsC | VV s1=—1]8>0|s3=—1]s54>0
s1=—-1]s,>0




o7

29 CC | VR |s1=—1]8,>0]|83=—-1|54>0
30| CEC| VR | s1=—1]8,>0]|s3=—-1|54>0
31| CSC | VR |s1=—1]8,>0]|s3=—1|54>0
32| SE | VR |s1=+4+1]8>0]|s3=—-1|54>0
33| SCE | VR | s1=+4+1]8>0]|s3=—-1|54>0
34| CSC |RR |s1=—1]8<0]|s3=—-1|54>0
35| CEC | VV | s51=—1]8<0]|s3=—-1|54>0
36| CC | VR |s1=—1]8<0]|s3=—-1|54>0
37| CEC | VR | s1=—1]8<0]|s3=—-1|54>0
38| CSC | VR |s;=—1|8,<0|s3=—1]s4>0
39| SE | VR |s;=+4+1|8,<0|s3=—1|s4>0
40 | SCE | VR | 51 =41 | 59 <0 | s3=—1] >0
411 ES |RR |s;=—1]8>0]|s3=+4+1|s4>0
42 | ECS |RR | s1=—1 |8 >0]|s3=+41|s54>0
43| ES |RV |s1=—1]83>0|s3=+1]s,>0
44| ECS | RV |s1=—1 ]8>0 ]|s3=4+1|s4>0
451 ES | VV | s51=—1]83>0|s3=+41]5,>0
46 | ECS | VV | 51=—1]83>0|s3=+41|5,>0
471 ES | VR |s1=—1]s3>0|s3=+41]5,>0
48 | ECS | RV |51 =—-1|83>0]|s83=+1|54>0
49| CC |RR |s1=41 s3>0 |s3=+4+1]s5>0
50| CSC |RR | s1=+1|85>0|s3=+1|s4>0
51 | CEC |RR | s1=4+1 ] 8,>0]|s3=+4+1|54>0
52| CC | RV |s1=+41]8>0]|s3=+1]|54>0
53 | CSC | RV | s1=+41 ]8>0 s3=+4+1|54>0
54| CEC | RV | s1=41|5>0|s3=+41]5,>0
55| CC | VR |s1=41|5>0|8s3=+1]5,>0
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56 | CSC | VR | s;=+1 ]85>0 |s3=+1|5s4>0
57 |CEC | VR | s;=+1 ]85>0 |s3=+1|5s4>0
58 CC | VV | s1=4+1]8>0|s3=+1|s4>0
59| CSC | VV | s57=4+1|85,>0 | 8s3=+1]|54>0
60  CEC | VV | s51=+41]8>0]|s3=+4+1|54>0
61 ES |RR |s1=—-1]8<0]|s3=+1]|s4>0
62| ECS |RR | s1=—-1]8<0]|s3=+4+1|s4>0
63| ES | RV | s1=—1|5<0|s3=+1]s,>0
64| ECS | RV | s1=—1|s5,<0|s3=+1]5,>0
65| ES | VR |s1=—-1]5<0]|s3=4+1]|s4>0
66 ECS | VR | s1=—1 |8 <0]|s3=+1]|s4>0
67| ES | VV | s55=—-1]5,<0]|s3=+4+1]|54>0
68| ECS | VV | s51=—-1]5,<0]|s3=+4+1]|54>0
69| CC |RR |s1=+4+1]s8;<0]|s3=+4+1]|54>0
70| CSC | RR | s1=41|85,<0|8s3=+1]|54>0
71| CEC | RR | s1=41|8<0|s3=+1]|5:4>0
72| CC | RV |s1=41|8<0|s3=+1]|s54>0
73] CSC | RV | s1=41|52<0|s3=+1|5,>0
74 CEC | RV | s1=41|5:<0]|s3=+1|5,>0
7| CC | VR | s1=41]8<0|s3=4+1]|s>0
76 | CSC | VR | s1;=+1 | 85<0|s3=+1|5s4>0
7T CEC | VR | s;=+1]8<0|s3=+1|s4>0
781 CC | VV | s1=4+1]8<0|s3=+1]|s4>0
79| CSC | VV | s57=41 | 85,<0| s3=+1]54>0
80 | CEC | VV | 51 =+4+1 | 853,<0|s3=+4+1|54>0

Tabela 3.3: Possiveis configuragoes para o caso foco—foco usando o item (i) da relagio R3. As linhas

1—28 representam as configuragoes do Teorema 5-(c). As linhas destacadas representam as configuragoes

que podem ter poli-trajetérias fechadas de deslize.
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as configuracoes correspondentes as linhas 4, 5, 6, 12, 13, 17, 18, 19, 20, 22, 25 e 26 sao
relacionadas com as configuracoes correspondentes as linhas 29, 30, 31, 32, 33, 34, 36, 37,
38, 35, 39 e 40 pela relacao R3, o que reduz o nuimero de configuracoes para 28, como

queriamos.

i

—

I\

Figura 3.5: Linhas 3, 6 e 10 da Tabela 3.3.

ﬁﬁ

J

Figura 3.6: Linhas 11, 12 e 17 da Tabela 3.3.
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J

ﬂ\

)

Figura 3.7: Linhas 20, 23 e 24 da Tabela 3.3.

Figura 3.8: Linhas 25 e 26 da Tabela 3.3.

3.3.4 Prova do Teorema 6

Seja F' um campo de vetores dado por (2.3), pg e p1, os pontos de equilibrio e, ¢ e ¥ os
fluxos de F~ e F'*, respectivamente. Suponha que W3 = G71({0}), W} = G5'({0}),
W5 = G531 ({0}) e W% = G;1({0}), onde G; : R? = R, i = 1,..4, sdo funcdes suaves e 0
é um valor regular de Gj.

Considere o seguinte lema.

Lema 5. Campos de vetores PWL com configuracoes dadas nas linhas 1, 3, 4, 6, 8-10,
12, 16, 17, 19-22 da Tabela 3.1 nao tem poli—trajetorias fechadas de deslize.
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Demonstracao. Os campos de vetores correspondentes as configuragoes dadas nas linhas
1, 3,4, 6, 8—10, 12, 16, 17, 19 — 22 da Tabela 3.1 nao possuem poli-trajetorias fecha-
das de deslize porque eles satisfazem as seguintes propriedades, que impossibilitam um

movimento periddico, mais especificamente:
e Para as linhas 1, 8 e 10, 2 = 3 ou 4 temos

lim Gz—2((10(:l:tap)) =0ou thg_n Sp(it>P) — Do, €
—+00

t——4o00 (31)
Jim Gi(y(Et,p)) = 0ou lim (£t p) = p1, p € UL
e Para as linhas 4, 6, 17, 19 e 21 temos
Jim Gi(p(=t,p)) =0ou lim Gu(p(t,p)) =0, e 5.

lim G5(¥(—t,p)) =0ou tli+m Gy(¥(t,p)) =0,pe LUX".

t——+o00
e Para as linhas 3, 9, « = 3 ou 4, temos
Eg—noo Gl*2<90(:|:tap)) =0ou tlg—noogp(:l:t’p) = Po €,

Jim Gi(y(£t,p)) = 0ou lim ¢(£t,p) = p ou (3.3)

W(Ety,p) € X6t >0, pe XU

t

e Para a linha 12 temos

lim Ga(p(t,p)) =0ou lim (t,p) = poou [p(t1,p) € Xe
t—+o00 t—+o00
Y(ta, p(tr,p)) € X%ou lim 9(t, o(ty, p)) = prou (3.4)

lim Gy(¥(t, 0(t1,p))) = 0], t1,t2 >0, p € ¥°.
t—+o00

Jim Ga(d(t,p)) = 0ou lim ¢(t,p) = prou[¢(s1,p) € Xe
(52,9 (s1,p)) € B ou lim_(t,(s1,p)) = poou (3.5)

Jim Go(e(t (tp)) = 0], 51,82 >0, p € 3.
e Para a linha 16 temos

Jim Gu(¥(t,p) =0e lim Ga(p(t,p)) = Oou

lim o(t,p) = pooulp(t,p) € X% lim Ga(y(t, o(tr,p))) = 0], (3.6)

t—+00

t1 >0, peX-.
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e Para a linha 20 temos

tlgrnoo GQ((,D(t,p)) =0 ou tlgrnoo (t,p) = Po Ou Sp(tlap) € X ) (37)

t1 >0, peX-.

Jim Ga(e(tp)) = 0ou lim ¢(t,p) = prouv(si,p) € ¥°

(3.8)
ou[t(s1,p) € Lep(t,(sy)) & X6Vt € R], s >0, p € X°.
e Para a linha 22 temos
tlg-noo G4(¢(t>f9)) =0e tlg-noo G2(90(tap)) =0ou tlg-noocp(t’p) = Po Ou
plt,p) € 5 ou [plta,p) € e lim Gafw(t, oltn,p) =0],  (39)

t1 >0, peXe.

Os tempos t;, s;, dados em (3.3)-(3.9) sdo os tempos de primeiro retorno em ¥ para ¢

ou 1. O]

Lema 6. Um campo de vetores PWL com configura¢ao dada na linha 14 da Tabela 3.1,

nao possut poli—trajetorias fechadas de deslize.

Demonstracao. Se existe uma poli-trajetéria fechada de deslize, entao ela é dada pela

Figure 3.9 ((A) ou (B)). Sem perda de generalidade, suponhamos que o ponto de dobra
(A) 2 (B) = €)= D) (E)p

Yo

Figura 3.9: As figuras (A) e (B) representam as possiveis poli-trajetérias fechadas de deslize dadas por
um campo de vetores PWL com configuracao dada na linha 14 da Tabela 3.1. As figuras (C), (D) e (E)
representam os possiveis fluxos em ¥ para a1+2a52 — afzaérz > 0, anagz — anagg <0e aﬁagz — af2a2+2 =0,

respectivamente.

de F~ e F™ ¢ (0,0). Assim, b = bj = 0. Temos que

- - - - + + + +
A1109y — A1909) < 0, aj a9y — ajpay; < 0.
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Os pontos de equilibrio de F'~ e F'* sao dados respectivamente por

F F L F
afsb; F afibs
T35 I F T F T

2F =
F ¥
A11Qg9 — Ag1G19 A11Q9 — Qg1 Q1o

e satisfazem 2~ < 0, ™ > 0. Temos que alby < 0, appy > 0, y < 0. Assim, ap, < 0,

aly >0e by, by <0. O campo de vetores deslizante é dado por

x‘_ — 07 g(y) — (G’TQG’EZ — aIQG’%Q)y +fa’<1i>2b27 B a’lizb;7 y ;é 0’ (310)

Q19 = Qq9

ajpby — ajyby

g .
A190o9 — Q19099

e desde que afya5,—a,a4, # 0, ele tem um ponto de equilibrio dado por yy =

+.- _ a-at
A derivada de g(y) é dada por ¢ (y) = (190yy = G1p0yy.

+ —
Qg — Qqg

(i) Se af5a5 — ajpa4, > 0 (resp.< 0), entdo o > 0 (resp.< 0) e g’ (y) > 0 (resp.< 0).
(i) Se ajyay — ajyas, = 0, entdao g(y) < 0 para todo y # 0.

Assim o fluxo em ¥ é mostrado na Figura 3.9 ((C), (D) e (E)). Em qualquer caso é
impossivel a existéncia de uma poli-trajetoria fechada de deslize. De fato, considere uma
érbita de F'¥ com orientacao dada na Figura 3.9 ((A) ou (B)), conectando yy,y2 € X,
y1y2 < 0 e observe que a orientacao nao é compativel com os casos na Figura 3.9 ((C),

(D) e (E)). O
Prova do Teorema 6-(a). A prova do item (a) é consequéncia imediata dos Lemas 5 e 6.
U

Lema 7. Campos de vetores PWL com configuracoes dadas nas linhas 2-4, 5, 7, 8, 10,
18, 14, 16, 19, 20, 22, 24, e 28 da Tabela 3.2, nao possuem poli—trajetorias fechadas de

deslize.

Demonstracao. A prova é similar ao Lema 5. ]

Lema 8. Um campo de vetores com configuracao dada na linha 23 da Tabela 3.2, nao

possui poli—trajetorias fechadas de deslize.
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Yo

Yo

Figura 3.10: As figuras (A) e (B) representam as possiveis poli-trajetérias fechadas de deslize para um
campo de vetores PWL com configuragdo dada pela linha 23 da Tabela 3.2. As figuras (C), (D) e (E)
representam os fluxos em ¥ para um campo de vetores PWL com configuracao dada pela linha 23 da

Tabela 3.2, para os itens (i), (ii) e (iii), respectivamente.

Demonstracao. Se existe alguma poli-trajetéria fechada de deslize, entao ela é dada na
Figura 3.10. Como no Lema 6, temos by = b =0, aj, > 0, af, <0, b, > 0,05 >0, eo0

campo de vetores deslizante é dado em (3.10).
(i) Se afhas, — appady > 0, entdo yo > 0 e ¢'(y) < 0.
(ii) Se ajyay — appasy < 0, entdo yo < 0 e ¢g'(y) > 0.
(iii) Se a9y — ajpaz, = 0, entdao g(y) > 0 para todo y # 0.

O fluxo em ¥ é dado na Figura 3.10 ((C), (D) e (E)). Em qualquer caso é impossivel
a existéncia de uma poli-trajetoria fechada de deslize porque a orientacao em > nao é

compativel com a orientagdo na Figura 3.10 ((A) e (B)). O

Prova do Teorema 6-(b). Obviamente, os campos de vetores PWL com configuragoes
dadas nas linhas 2, 5, 7, 11, 15 e 18 da Tabela 3.1, nas linhas 9, 12, 15 e 18 da Tabela
3.2 e nas linhas 1, 4, 7, 16, 18 e 21 da Tabela 3.3 nao possuem poli-trajetérias fechadas
de deslize, pois para as configuracoes correspondentes a essas linhas temos X U X¢ = ().

Agora, pelos Lemas 7 e 8, segue o resultado.

g

Lema 9. Campos de vetores PWL com configuragoes dadas nas linhas 2, 5, 8, 9, 13, 15,
19, 22 e 28 da Tabela 3.3, nao possuem poli—trajetorias fechadas de deslize.
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Demonstracao. A prova é similar a prova do Lema 5. ]
Lema 10. Um campo de vetores com configura¢ao dada na linha 14 ou 27 da Tabela 3.3,
nao possut poli—trajetorias fechadas de deslize.

Demonstracao. A prova é analoga a prova do Lema 8. O
Prova do Teorema 6-(c). A prova do item (c¢) é uma consequéncia imediata dos Lemas 9

e 10.
OJ

3.4 Prova do Teorema 7.

Nesta segao provamos o Teorema 7. Obtemos condi¢oes para que os campos de vetores
PWL correspondentes a linha 13 da Tabela 3.1, linhas 1, 6, 11, 17, 21, 25 — 27 da Tabela
3.2 e as linhas 3, 6, 10 — 12, 20, 23 — 26 da Tabela 3.3 tenham ou nao poli-trajetérias

fechadas de deslize.

Proposicao 1. Considere um campo de vetores PWL com configuracao dada na linha 13

da tabela 3.1.

(a) Se apyby — ajby < 0, entdo o campo tem uma familia de poli-trajetérias fechadas

de deslize.
(b) Se aj,bs — alby >0, entdo o campo nao tem poli-trajetdrias fechadas de deslize.

Demonstracao. Se existir alguma poli-trajetéria fechada de deslize, entao ela é dada na
Figura 3.9 (A). Como feito na prova do Lema 6, temos b; = bj = 0, aj, < 0, afy > 0,
by, <0,bs >0, e o campo de vetores deslizante, 3 e ¢'(y) sdo os mesmos.

Suponha aj,by — ajyby; < 0 (resp. > 0).

(i) (resp. iv) Se ajra5y — ajya4, < 0, entdo yo > 0 (resp. < 0) e ¢'(y) < 0.

(i) (resp. v) Se a5ty — ajya4, > 0, entao yo < 0 (resp. > 0) e ¢'(y) > 0.
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(iii) (resp. vi) Se afyasy — ajpaqy = 0, entdo g(y) > 0 (resp. < 0) para todo y # 0.
Suponha que aj,by — ajyby; = 0.

(vil) (resp. viil) Se ayayy —ajpa4y < 0 (resp. > 0), entao g(y) < 0 (resp. > 0) paray > 0

e g(y) > 0 (resp. < 0) para y < 0.

Se ajya5y — 1505, = appby — alhby = 0, entdo o campo de vetores deslizante ¢ iden-
ticamente nulo e isso implica a nao-existéncia de poli—trajetorias fechadas de deslize. E
possivel a existéncia de uma familia de poli-trajetérias de deslize para o item (i) (resp.
(ii)), desde que os arcos de F'~ encontrem > em pontos menores (resp. maiores) que
yo. Obviamente, para o item (iii) sempre é possivel a existéncia de uma familia de poli—
trajetérias fechadas de deslize por que a orientagao em > é a mesma dada na Figura 3.9
(A). Para os itens (iv), (v), (vi), (vii) e (viii) nao é possivel a existéncia de poli-trajetorias
fechadas de deslize porque a orientagao em X nao é compativel com aquela dada na Figura
3.9 (A). Note que obtemos uma familia de poli-trajetérias fechadas de deslize ao invés

de poli-trajetérias fechadas de deslize isoladas, porque elas nao satisfazem o item (3) da

Definicao 1. O]
b 5 b 5 ) b z )
Yo Yo
0 0 0 0 0 0 0 0
Yo Yo

Figura 3.11: Casos correspondentes aos itens (i), (ii), (iii), (iv), (v), (vi), (vii) e (viii) dados na

Proposigao 1, respectivamente.

Argumentos similares sao usados para provar as seguintes Proposigoes 2 — 20.

Proposicao 2. Considere um campo de vetores PWL com configuracao dada na linha 1

da Tabela 3.2.
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(a) Se alby, — ajby > 0, entdo o campo tem uma poli—trajetdria fechada de deslize

hiperbolica.

(b) Se ajyby; —afby < 0, entdo o campo pode ter uma poli—trajetoria fechada de deslize

hiperbolica.

IE (B) = © | D) |

Figura 3.12: As figuras (A), (C) e (D) representam a possivel poli-trajetéria fechada de deslize para um
campo de vetores PWL com configuragao dada na linha 1 da Tabela 3.2 e os fluxos em X correspondentes
aos itens (a) e (b), respectivamente. As figuras (A) e (B) também representam as possiveis poli-trajetdrias

fechadas de deslize para um campo de vetores PWL com configuracao dada na linha 11 da Tabela 3.2.

Proposicao 3. Um campo de vetores com configuracao dada na linha 6 da Tabela 3.2

pode ter uma poli—trajetoria fechada de deslize hiperbdlica.

Se existe uma poli-trajetdria fechada de deslize, entao ela é dada na Figura 3.12 (A).

(A) 2 (B) 2 (C) 2 (D) 2 (E)

Y

Yo Yi Y2 Yo
Y1

Yo

Figura 3.13: Asfiguras (A), (B) e (C) representam os fluxos em ¥ para uma campo de vetores PWL com
configuracao dada na linha 6 da Tabela 3.2, para a}'zbl_ faEbQ_ > 0, a;rle_ faBbQ_ <0e aé"le_ faEbQ_ =0,
respectivamente. As figuras (D) e (E) representam os fluxos em ¥ para um campo de vetores PWL com

configuracao dada nas linhas 11 e 17 da Tabela 3.2.
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Proposicao 4. Considere um campo de vetores PWL com configuracao da na linha 11
da Tabela 3.2. Sejam a = ajyay — A19099 € b= alyby — ajpby —agyby. Sea <0 oub >0,

entdo o campo pode ter uma poli—trajetoria fechada de deslize hiperbolica.

Proposicao 5. Um campo de vetores PWL com configuracao dada na linha 17 da Tabela

3.2 pode ter uma poli—trajetoria fechada de deslize hiperbolica.
Se existe uma poli-trajetoria fechada de deslize, entao ela é dada na Figura 3.12 (A).

Proposicao 6. Considere um campo de vetores PWL com configurag¢ao dada na linha 21

da Tabela 3.2.

(a) Se ajyby —ajyby, <0 e ajyas, —apad, <0, entdo o campo tem duas familias de poli—

trajetorias fechadas de deslize e uma poli—trajetoria fechada de deslize hiperbdlica.

(b) Se ajyby — ajyby < 0 e alyasy — apasy > 0, entdo o campo tem duas familias de
poli—trajetorias fechadas de deslize, pode ter mais uma familia de poli—trajetorias

fechadas de deslize e uma poli—trajetoria fechada de deslize hiperbolica.

-t o + = — .t ~
(c) Se apyby — ajyb; = 0 e alyay — appay, < 0, entdo o campo tem somente uma

poli—trajetoria fechada de deslize hiperbolica.

e + - -+ -+ + - - +
(d) If ajyby —alhby > 0 e ajlyas, —apas, < 0, ouapby —alhby > 0 e ajyas, —ajyas, >0,
- - + - -+ _ -+ - + - - 4+
ou a1yby —ajyby > 0 e ajyag, —ayya55 =0, 0w ajyby —aj;by =0 e ajyag, —aja55 >0,

entdo o campo nao tem poli—trajetorias fechadas de deslize.

Se existir alguma poli-trajetoria fechada de deslize, entao ela é dada na Figure 3.14 e

os fluxos em ¥ sao dados na Figura 3.11 para cada item da Proposigao 1.

Proposicao 7. Considere um campo de vetores PWL com configuracao dada na linha 25

da Tabela 3.2.

(a) Se alyay, — ajyas, > 0, entio o campo tem uma familia de poli—trajetdrias fechadas

de deslize e uma poli—trajetoria fechada de deslize hiperbolica.

(b) Se alryas, — aja3, < 0, entdo o campo pode ter uma familia de poli-trajetérias

fechadas de deslize e uma poli—trajetoria fechada de deslize hiperbalica.
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Proposicao 8. Considere um campo de vetores PWL com configuragao dada na linha 26

da Tabela 3.2. Sejam a = afya5y — a15049 € b= alyby — alby — agyby .

(a) Sea <0 ou, a>0eb<0, entio o campo pode ter uma poli—trajetoria fechada de

deslize hiperbolica.

(b) Para todos os outros sinais de a e b, o campo tem uma poli—trajetoria fechada de

deslize hiperbolica.

Se existir alguma poli-trajetoria fechada de deslize, entao ela é dada na Figura 3.12

(A).

(A) s (B) s (€)1,

.

)

Figura 3.14: As figuras (A) e (B) representam as possiveis poli-trajetérias fechadas de deslize para um
campo de vetores PWL com configuragdo dada na linha 21 da Tabela 3.2 e a figura (C) representa as

possiveis poli-trajetorias fechadas de deslize para um campo de vetores PWL com configuracao dada na

linha 25 da Tabela 3.2.

(A)? (B) 2 (C) x D)= (E) s

Yo Yo

b3

Yo n

Figura 3.15: As figuras (A), (B) e (C) representam os fluxos em ¥ para um campo de vetores PWL
com configuracio dada na linha 25 da Tabela 3.2 para afyas, — ajpady, > 0, ajyas, — ajpagy < 0 e
a1ya5 — ajyady = 0, respectivamente. As figuras (D) e (E) representam os fluxos em ¥ para a linha 26

da Tabela 3.2 para a < 0 e, a > 0 e b > 0, respectivamente.
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Proposicao 9. Considere um campo de vetores PWL com configuragao dada na linha 27

da Tabela 3.2.

(a) Se aj,by — alby <0, entdo o campo tem uma familia de poli-trajetérias fechadas

de deslize.
(b) Se a,bd —alby >0, entdo o campo nao tem poli—trajetdrias fechadas de deslize.

Se existe alguma poli-trajetéria fechada de deslize, entao ela é dada na Figura 3.10

(B).

Proposicao 10. Considere uma campo de vetores PWL com configuracao dada na linha

3 da Tabela 3.5. Sejam a = ajyay, — ajya3, € b= alby — ajby — agyby .

(a) Se a <0 ou, a>0eb<0, entao o campo pode ter uma ou duas poli-trajetorias

fechadas de deslize hiperbolicas.

(b) Para todos os outros sinais de a e b, o campo pode ter uma poli—trajetoria fechada

de deslize hiperbolica.

O fluxo em ¥ é dado na Figura 3.13 ((A) para o item (a) e (D) para o item (b)).

z ) z ) z z z z

Yo Yo

0 0 0 0 0 0 0 0
Yo Yo

Figura 3.16: Fluxos em ¥ para um campo de vetores PWL com configuragao dada na linha 27 da
Tabela 3.2. As trés primeiras figuras correspondem ao item (a) e as ultimas cinco figuras correspondem

ao item (b).

Proposicao 11. Considere um campo de vetores PWL com configuracao dada na linha 6
da Tabela 3.5. Sejam a = ajya3y — 1509y € b= ajyby —ajyby —agby. Sea >0 oub >0,

entao o campo pode ter uma poli—trajetoria fechada de deslize hiperbolica.
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(A) (B) (©)

Qﬂbby ) :L

bm

Figura 3.17: As figuras (A) e (B) representam as possiveis poli-trajetérias fechadas de deslize para um

campo de vetores PWL com configuragao dada nas linhas 3 e 6 da Tabela 3.3. A figura (C) representa o

fluxo em ¥ para um campo de vetores PWL com configuragdo dada na linha 6 da Tabela 3.3.

Proposicao 12. Considere um campo de vetores PWL com configuracao dada na linha

10 da Tabela 3.5.

(a) Se ajyay, —ajya3, > 0, entdo o campo tem duas familias de poli-trajetorias fechadas

de deslize e duas poli—trajetorias fechadas de deslize hiperbolicas.

(b) Se alras, — aja3, < 0, entdo o campo pode ter uma ou duas familias de poli—
trajetorias fechadas de deslize e uma ou duas poli—trajetorias fechadas de deslize

hiperbolicas.

Proposicao 13. Considere um campo de vetores PWL com configuracao dada na linha

11 da Tabela 3.3. Sejam a = alya50 — a1p09y € b= alyby — alyby — ajyby .

(a) Se. a > 0 eb >0, entdo o campo tem uma poli-trajetdria fechada de deslize hi-

perbolica.

(b) Para qualquer outros sinais de a e b, o campo pode ter uma poli—trajetéria fechada

de deslize hiperbolica.

Se existir alguma poli-trajetéria fechada, entéo ela é dada na Figura 3.12 (A). O fluxo
em X correspondente ao item (a) é dado na Figura 3.12 (C) e o fluxo correspondente ao

item (b) é dado na Figura 3.12 (D) e Figura 3.13 (A).

Proposicao 14. Considere um campo de vetores PWL com configuracio dada na linha

12 da Tabela 3.5.
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Yo

Yo

Figura 3.18: Possiveis poli-trajetérias fechadas de deslize para um campo de vetores PWL com confi-
guragao dada na linha 10 da Tabela 3.3 e os fluxos em 3. A segunda e a terceira figura correspondem ao

item (a) e a ultima corresponde ao item (b).

(a) Se apby — alby < 0 e ajyas — aas, < 0, entdo o campo tem uma familia de
poli—trajetorias fechadas de deslize e pode ter mais uma familia de poli—trajetorias

fechadas de deslize e uma poli—trajetoria fechada de deslize hiperbolica.

(b) Se apby —alby <0 ealyas —ajyas, >0, entdo o campo tem duas familias de poli—

trajetorias fechadas de deslize e uma poli—trajetoria fechada de deslize hiperbdlica.

(c) Se apby — ahty = 0 e afyay — ajyas, > 0, entdo o campo tem somente uma

poli—trajetoria fechada de deslize hiperbolica.

(d) Se apbd — afby >0, ou apby —alby =0 e afhay — ajyas, < 0, entio o campo

nao tem poli—trajetorias fechadas de deslize.
Os fluxos em ¥ sao dados na Figura 3.16.

Proposicao 15. Considere uma campo de vetores PWL com configuragcao dada na linha

17 da Tabela 3.3. Sejam a = alyaq, — aa3, € b= alby — apby — agy.by .

(a) Sea >0, oua <0eb< 0, oua<0eb>0, entio o campo pode ter uma

poli—trajetoria fechada de deslize hiperbolica.

(b) Sea=0eb>0ou, a<0eb=0, entao o campo nao tem poli-trajetdrias fechadas

de deslize.
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) I °

Figura 3.19: As figuras (A), (B) e (C) representam as possiveis poli-trajetérias fechadas de deslize para
um campo de vetores PWL com configuragdo dada nas linhas 12, 20 e 23 da Tabela 3.3. A figura (D)
representa o fluxo em ¥ para um campo de vetores PWL com configuragao dada na linha 20 da Tabela
3.3.

(A)

(B) | ©) 0 DO B

¢

n o M

Figura 3.20: As figuras (A) e (B) representam as possiveis poli-trajetérias fechadas de deslize para um
campo de vetores com configuragido dada na linha 17 da Tabela 3.3. As figuras (C), (D) e (E) representam

os fluxos em ¥ para uma campo de vetores PWL correspondente a essa linha.

Proposicao 16. Considere um campo de vetores PWL com configuracao dada na linha
20 da Tabela 3.3. Sejam a = )30 — A5G35 € b = afyby — ajyby — ageby. Se a < 0 ou

b <0, entao o campo pode ter uma poli—trajetoria fechada de deslize hiperbolica.

Proposicao 17. Considere um campo de vetores PWL com configuracdo dada na linha

23 da Tabela 3.3.

(a) Se ajya0 — apa3, > 0 ou alyas, — ajad, < 0, entdo o campo tem pelo menos
uma familia de poli—trajetorias fechadas de deslize e uma poli—trajetoria fechada de

deslize hiperbalica.

(b) Se ajyay —ayas, =0, entdo o campo tem duas familias de poli-trajetdrias fechadas

de deslize e duas poli—trajetorias fechadas de deslize hiperbdlicas.
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Os fluxos em ¥ sao dados na Figura 3.15 (A), (B) e (C). As Figuras (A) e (C) corres-

pondem ao item (a) e a Figura (B) corresponde ao item (b).

Proposicao 18. Considere um campo de vetores PWL com configuracio dada na linha

24 da Tabela 3.3. Seja a = ajyay, — a1505,.

(a) Se a > 0, entao o campo tem pelo menos uma poli—trajetdria fechada de deslize

hiperbolica.

(b) Se a <0, entio o campo pode ter uma ou duas poli-trajetorias fechadas de deslize

hiperbolicas.

(c¢) Se a =0, entao o campo tem duas poli-trajetorias fechadas de deslize hiperbdlicas.

Proposicao 19. Considere um campo de vetores PWL com configuracio dada na linha

25 da Tabela 3.5.

(a) Se ajby —ajyby < 0 eafyan, —ajyas, <0, entdio o campo tem duas familias de poli—

trajetorias fechadas de deslize e uma poli—trajetoria fechada de deslize hiperbalica.

(b) Se ajyby — alhby < 0 e alyas, — apas, > 0, entio o campo tem uma familia de
poli—trajetorias fechadas de deslize, pode ter mais uma familia e uma poli—trajetoria

fechada de deslize hiperbdlica.

(c) Se apby — ahby = 0 e afyay — ajyas, < 0, entdo o campo tem somente uma

poli—trajetoria fechada de deslize hiperbolica.

(d) Se alby — alfby > 0 ou, apby —ajby =0 e alyay — ajyaz, > 0, entio o campo

nao tem poli—trajetorias fechadas de deslize.

Os fluxos em ¥ sao dados na Figura 3.16. A primeira e a terceira figura correspondem
ao item (a), a segunda figura corresponde ao item (b), a sétima figura corresponde ao

item (c) e as figuras restantes correspondem ao item (d).

Proposicao 20. Considere um campo de vetores com configuracao dada na linha 26 da

Tabela 3.5. Sejam a = alya0 — a15053, € b = ajyby — aby — ag,by .
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Y

Figura 3.21: As figuras (A) e (B) representam as possiveis poli-trajetérias fechadas de deslize para
uma campo de vetores PWL com configuracdo dada nas linhas 24 e 25 da Tabela 3.3, respectivamente.
As figuras (C), (D) e (E) representam os fluxos em ¥ para uma campo de vetores PWL com configuragao

dada na linha 24 da Tabela 3.3, para a > 0, a < 0 e a = 0, respectivamente.

(a) Sea >0, oua <0eb>0,oua=0eb<0, entdio o campo pode ter uma

poli—trajetoria fechada de deslize hiperbolica.

(b) Sea<0eb<0,oua=0eb>0, entdo o campo tem uma poli-trajetéria fechada

de deslize.

Yo
Yo

Figura 3.22: Possiveis poli-trajetérias fechadas de deslize para um campo de vetores PWL com confi-
guracao dada na linha 26 da Tabela 3.3 e os fluxos em . A segunda e terceira figura correspondem ao

item (a) e a ultima figura corresponde ao item (b).

Prova do Teorema 7. A prova do Teorema 7 é consequencia imediata das Proposicoes
1—20.

O

Agora apresentamos dois exemplos nos quais os campos de vetores PWL possuem

poli—trajetorias fechadas de deslize.
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Exemplo 2. Considere o campo de vetores PWL dado por

(—y+1lL,z+y—2), se x>0,
(y+1,—z—y—2), se x<0.

F($7y) =

Tal campo corresponde a configuracao dada na linha 24 da Tabela 3.3 com ¥° =
{(0,y) -y > 1}, 3¢ = {(0,y) : =1 <y < 1} e X = {(0,y) : y < —1}. Existem
dois pontos de dobra (0,—1), (0,1) e afy = —1, ap, = 1, af, = 1 e ap = —1. Assim,
a = alyay, — apas, = 0. Pela Proposicao 18, Existem duas poli-trajetdrias fechadas de
deslize hiperbdlicas. De fato o campo deslizante é dado por F*(y) = (0,—1). Assim, o
fluxo em ¥ ¢é dado na Figura 3.21 (E) e a drbita que tem a-limite (1,0), tem w-limite
(1,0), a érbita que tem w-limite (—1,0), tem a-limite (—1,0), como mostrado na Figura

3.21 ((A)).
Exemplo 3. Considere o campo de vetores PWL dado por

(_y7x+y+1)7 s€ $207
F(z,y) =
(y,—x—y—2), se z<0.
Esse campo corresponde a configuragao dada na linha 25 da Tabela 3.3 com »* =

{(0,y) : y > 0} e ¢ = {(0,y) : y < 0}. Existe um ponto de dobra (0,0) e af, = —1,

ap, = 1, a3 =1, ay, = —1, b = 1 e b, = —2. Desta forma, ajya5, — apad, = 0 e
ap,bs — ajyb; = —1 < 0. Pela Proposi¢ao 19, F'~ tem uma poli-trajetéria fechada de

deslize e F'* tem duas familias de poli-trajetérias fechadas de deslize. De fato, o campo
deslizante ¢ dado por F*(y) = (0,—1/2). Assim, o fluxo em ¥ é dado na Figura 3.16

(terceira).

3.5 Exemplos Conhecidos de Poli—Trajetérias de Cos-
tura

Nessa secao, apresentamos trés exemplos conhecidos de poli-trajetérias fechadas de cos-
tura para os casos sela—sela, sela—foco e foco—foco. Esses exemplos foram obtidos recen-

temente.
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Exemplo 4 (J. C. Artés, J. Llibre, J. C. Medrado and M. A. Teixeira, 2011). Em [4] os

autores provaram que o campo de vetores (2.3) com

at 140t r—1—a"
Ft(z,y) = ;
I+e¢t  d* y— [T
B a” 140" r+1—a”
F(z,y) = )
1+c  d~ y— B~

satisfazendo 0 < |a®|, |6%|, ||, |dF], o], |3%] < 1, com duas selas reais, tem no maximo

2 poli—trajetorias fechadas de costura hiperbdlicas.

Exemplo 5 (J. Llibre, M. A. Teixeira and J. Torregrossa, 2012). Em [44] os autores
provaram que o campo de vetores (2.3) com

e = (150 (M) e e (H5520),)

satisfazendo 0 < § < ¢ < 1, é do tipo sela—foco e tem 2 poli-trajetorias fechadas de

costura.

Exemplo 6 (J. Llibre and E. Ponce, 2011). Em [42] os autores provaram que o sistema

ATX, se x>1,
A™X, se z <1,

Y

onde X = (z,y)" com

19 1 1 -5
500 10 -

At = ., e A=
119 Srr 13
10 500 1000 10

tem 3 poli-trajetérias fechadas de costura.

As configuracoes dos campos de vetores PWL nos exemplos anteriores sao dadas nas

Proposicoes 21, 22 e 23.

Proposicao 21. A configura¢io do Exemplo 4 é dada na linha 11 (usando o item (i) da
relagdo Ry) ou 12 (usando fi(x,y) = (z,—y) e o item (ii) da rela¢io Ry) da Tabela 3.1.
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Demonstrag¢ao. Usando a mudanca de coordenadas mostradas em [4], obtemos o seguinte

campo de vetores

0 1 r—1—«
F+<l’,y) = )
1 dl Yy
3 0 1 r+1
F~(x,y) =
L dy Y

Esse campo tem uma poli-trajetéria fechada de costura e 2 selas reais. Além disso
as variedades invariantes determinadas pelos autovalores da parte linear de F'~, F'™ nao
sao paralelas a ¥. Temos que F| (z,y) = F, (z,y) = y, assim existe um ponto de dobra
Fp, = Fr = (0,0). Um célculo simples mostra que ¢ = {(0,y) : y € R\ {0}}. Assim,
os parametros n; e ny sao dados por CC e RR, respectivamente. Pelo fato de que
F~(0,y),F(0,y) > 0 paray > 0e F(0,y), F(0,y) < 0 para y < 0, ng,ng, ns € ng sao
dados respectivamente por Wi NX > F;p, WiNX <Fp, WiNX <Fre W;NX > Fpg.

O segundo ciclo limite é obtido adicionando (3,0) a F'™ e subtraindo a F'~, com & > (
suficientemente pequeno. Os célculos sao andlogos e obtemos os mesmos parametros

ng, N3, Ny, Ny € Ng. Neste caso a regiao de escape é dada por
¥ ={(0,y): —* <y <}

Assim, o parametro n; é dado por CEC. O

Proposicao 22. A configuracio do Exemplo 5 é dada na linha 13 da Tabela 3.2 (usando
o item (i) da relagio Rs).

Demonstragao. Como os autores apresentaram em [44], para 0 < § < € < 1 os campo de
vetores (2.3), com F* e F~ dados no Exemplo 5 tem um foco virtual estavel em (0, 0),

com autovalores dados por

(1—4)log (11(5 - 35)) +i,

14(3¢ + 5)
e tem uma sela real no ponto de equilibrio

9c+125  3(67¢ + 75)
5(9¢ — 25)  5(9e2 — 25)
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com autovalores (3¢ £ 5)/2. As separatrizes sao dadas pelas retas invariantes y = = +
14/(5—3¢e) ey = —4x —11/(5+ 3¢). Temos que F; (0,y) =y —3/10 e F;"(0,y) = y, logo
¥ ={(0,y) :y >3/10ouy <0}, ¢ ={(0,y) : 0 <y < 3/10}. Assim, os parametros
my, Ma, M3, My, M5 € Mg sao dados por CC, RV, Wi NX >F;,, Wi NX <Fp, +1le

< 0, respectivamente. O

Proposigao 23. A configuracio do Exemplo 6 € dada na linha 20 da Tabela 3.3.

Demonstragio. Temos que Fy (1,y) = 1 — 5y e Fy'(1,y) = 19/500 — 1/10y. Portanto
Y ={(l,y) ry <1/50uy > 19/50}, ¥ = {(1,y) : 1/5 < y < 19/50}. Claramente
(0,0) é um foco virtual instavel para o sistema X = A+X e é uma sela real estavel para

o sistema X = A-X. De fato, os autovalores de A~ e A* sdao dados por

1
500 10 20 4

Assim, os parametros si, So, S3, S4, S5 € Sg sao dados respectivamente por CEC, RV,

-1, <0, -1, > 0. O






Capitulo 4

Persisténcia de Poli—Trajetorias

Fechadas por Perturbacao Singular

Nesse capitulo, estudamos os sistemas nao—suaves singularmente perturbados. Estudamos
a persisténcia de érbitas periddicas (poli-trajetorias fechadas) hiperbélicas para ¢ > 0,
suficientemente pequeno. A seguir, adaptamos as definigoes da Secao 2.3 para os sistemas

nao—suaves.

4.1 Sistemas Nao—Suaves Singularmente Perturbados

Agora vamos adaptar as definigoes da Secao 2.3 (variedades criticas, hiperbolicidade nor-
mal, etc) para sistemas nao—suaves. Os sistemas nao—suaves singularmente perturbados
que consideramos aqui sao aqueles dados nas formas S; ou S¥. Parae =0 em S. e S,

temos os sistemas reduzidos dados respectivamente por

. F_($7y70)7 s€ I S 0
So: @ = 0= G(x,y,0).
Ft(z,y,0), se x1>0

. f(z,y,0), se <0 _
SO . O: y:g(];)yao)
Denote por M. = {(z,y) : Glz,y,¢) = 0} e MF = {(z,y) : f¥(z,y,2) = 0}. Os

conjuntos My, My e MJ sdao chamados de variedades criticas. A escala de tempo

81
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T = t/e transforma os sistemas S. e S nos sistemas

eF(z,y,e), se x1 <0
= (#:9,) ' y' = G(z,y,¢). (4.1)
eFt(x,y,e), se x>0

= J(@ye), se ws0 vy =eg(z,y,¢). (4.2)
ff(z,y,e), se >0

Dizemos que um compacto K C Mg é normalmente hiperbdlico se as partes reais dos
autovalores de G (z,y,0) sdo nao nulas, para todo (z,y) € K. Os sistemas S, e S* sdo
chamados de sistemas lentos e os sistemas (4.1) e (4.2) sdo chamados de sistemas rdpidos.
Em ambos os casos, para £ > 0, os sistemas lento e rdpido tem o mesmo retrato de fase.
Para e = 0 os sistemas (4.1) e (4.2) sdo chamados sistemas de camada. Podemos notar que
So estd definido em M que tem uma variedade de descontinuidade (n — 1)—dimensional

representada por X, = X N M, e as regioes de costura, deslize e escape sao dadas por

Y=Y N M, X =X NMjeXf =3°NM,. Se nés supormos que
V(z,y) € My: D,G(x,y,0) #0,
V(z,y) € Mg UMy : D.f¥(x,y,0) #0,
entao y = ¢ (x) parametriza localmente My resolvendo G(z,y,0) = 0 e z = {T(y) para-

metriza localmente My U M, resolvendo f¥(z,y,0) = 0.

No que se segue, definimos a regularizacao para os sistemas Sy, S5, S: e SI. A

regularizacao dos sistemas Sy e S; sao definidas respectivamente por

. Ft+ F- x\ Fr—F~
Sw o d=g—te(F) T @0
AT A SO
S0 0 T re(5) 5 =0 i-4

onde ¢ ¢é uma funcao transicao e as outras fungoes sao avaliadas em (z,y,0). As regula-
rizagoes dos sistemas S, e ST sao familias de sistemas a 2 parametros Sy . e S} . definidas

respectivamente por

. FT+ F~ xr\ FT—F~ .
Ohe m_T“D(T)T’ W=
re 2 >\ 2 ’

onde ¢ é uma funcao transicao e as outras fungoes sao avaliadas em (x,y, €).
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Observacao 1. Observamos que o sistema Sy, € um problema de perturbagao singular
suave se considerarmos € como parametro de perturbacao. Além disso, € facil ver que
o sistema reduzido (¢ = 0) associado ao sistema Sy. coincide com a regulariza¢io do

sistema reduzido Sy.

4.2 Principais Resultados para os Sistemas Nao—Sua-
ves Singularmente Perturbados

Nessa secao apresentamos os principais resultados para os sistemas nao—suaves singular-

mente perturbados.

A definicao de ciclo limite para sistemas suaves é bem conhecida na literatura, veja
por exemplo, [48]. Deste modo, a definigao de ciclo limite para os sistemas regularizados
Sxo € She ¢ a usual. Dizemos que uma orbita fechada v de Sy é um ciclo limite, se
ela é uma érbita periddica isolada e nao intercepta Y. Dizemos que v é um ciclo limite
hiperbélico se 7’(p) # 1, onde 7 é a aplicagao de primeiro retorno definida em um arco L,
com p € L M ~. Para érbitas periddicas de Sy que interceptam ¥, damos outra definicao.

Essas érbitas serao chamadas de poli—trajetorias fechadas, veja Defini¢ao 1.

Observacao 2. Aqui, restringimos nossa atencao para o sistema S., com n = 2. Temos
um sistema nao—suave em uma variedade bidimensional Mgy. Assim, estendemos natu-

ralmente a definicao de poli-trajetdria fechada para o sistema reduzido Sy (veja Figura

1.3).

Teorema 8. Fize n = 2. Suponha que Sy tem uma poli—trajetoria fechada hiperbolica de

costura ou deslize I'y.

(a) Para A > 0 suficientemente pequeno, o sistema reqularizado Sy o tem um ciclo limite

hiperbdlico I'y g, tal que I'yxg — T'g quando A — 0, de acordo com a distancia de

Hausdorff.

(b) Se Ty € normalmente hiperbdlica, entao para €, \ > 0 suficientemente pequenos, o
sistema reqularizado Sy tem um ciclo limite hiperbolico I'y ., tal que I'yx. — Ty,

quando (\,e) — (0,0), de acordo com a distancia de Hausdorff.
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Teorema 9. Considere o sistema S* satisfazendo h(x,y) = x, f~(0,y,0) = f(0,y,0)
e f7(0,y,e) # f7(0,y,¢), para todo e > 0. Seja P = (0,7) um ponto de equilibrio do
sistema reduzido S§ em X3, i.é., g(0,7,0) = 0, satisfazendo f;7(0,7,0)+ f.(0,4,0) # 0.

(a) Se existe C C R™ vizinhanga de § e €9 > 0 pequeno tal que f~(0,y,¢)fT(0,y,e) <0

para € € (—eg,&0), entao existe uma familia continua P. tal que

o P. € um ponto de equilibrio do campo deslizante associado ao sistema SZ;
L4 PO = P;
e [ € um ponto de equilibrio do sistema regularizado S5 o

e 0 campo deslizante em torno de P. € topologicamente equivalente a

95,(0,9,0) ... gy (0,9,0)
(b) Eziste um g1 > 0 pequeno e uma familia continua Q., com € € (—e1,€1) tal que

.Q():P;

e (). € um ponto de equilibrio do sistema regularizado S5 ..

4.2.1 Descontinuidade em g

Agora, adicionamos uma descontinuidade na fungao ¢ no sistema S e supomos que h nao

depende da variavel . Obtemos assim, o seguinte sistema

ab{ f(x,y,6), se h(y) <0 7 y{ g~ (z,y,€), se h(y) <0 ' (43
0 g 0

fH(z,y,e), se h(y) > T(z,y,€), se h(y) >
Suponhamos também que a condigao (1.6) é satisfeita para ¢ = 0 e que fF(z,y,e) =0
pode ser resolvido para x = I (y), localmente, para todo ¢ > 0. Assim, o sistema reduzido

torna-se um sistema nao-suave, dado por

(€
(&

(),9,0), se h(y) <0 | (4.4)
0

N
! g (& (v),4,0), se h(y) >

O+ =
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Dizemos que um ponto p € My N Mg N Y satisfaz uma propriedade P se existe uma

vizinhanca V' de p, tal que
[ (@e)=f"qe) e ffl@=0, YgeVnM; nM.

O proximo teorema fornece um resultado similar ao obtido em [10], mas para per-

turbacoes singulares com duas variedades criticas.

Teorema 10. Seja N C Mgy um ponto de equilibrio ou uma drbita periddica hiperbdlica
do sistema reduzido (4.4) com uma variedade estavel local W* de dimensdo j° e uma
variedade instdvel local W* de dimensao j“. Suponha que N satisfaz a propriedade P.

Assim, existe uma familia e-continua N tal que
(’Z) N() = N,'

(ii) Nz é um ponto de equilibrio ou uma drbita periddica hiperbdlica do campo deslizante
associado ao sistema (4.3), com variedade estdvel local N de dimensao (7° + k*) e

com variedade instdvel local N* de dimensao (" + k).

4.3 Prova do Teorema 8

Nesta secao provamos o Teorema 8. Para isso, considere o seguinte lema.

Lema 11. Fize n = 2. Se Sy tem uma poli-trajetoria fechada de costura ou deslize
hiperbolica 1'y, entao para X > 0 suficientemente pequeno, o sistema regularizado S g
tem um ciclo limite hiperbdlico Iy, tal que I'xg — I’y quando A\ — 0, de acordo com a

distancia de Hausdorff.

Demonstra¢ao. Suponha que I'y é uma poli-trajetoria fechada de costura. Suponha sem
perda de generalidade que ela é formanda por duas componentes conexas vy € y;. Sejam
Po,p1 € XN Ty, Ty e T secoes transversais a vy € y; em pg € pp, respectivamente. Denote
por ng : Ty — Ty e ny : 17 — Ty as aplicagoes de primeiro retorno definidas pelos fluxos
de F~(z,¢(z)) e F*(x,v¢(x)), respectivamente. Seja n = 1, o n9. Suponha sem perda de

generalidade que I'y é atratora, i.é., n'(pp) < 1. Tome uma orientagao em Tj e fixe a origem
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Figura 4.1: As figuras (A) e (B) representam uma poli-trajetéria fechada de costura e uma poli-

trajetoria fechada de deslize e suas respectivas vizinhancas tubulares WW.

em pg. Sejam go e q; pontos de Tj tais que qo < pp < q1. Assim temos gy < 7(qy) < 0
e 0 < n(q) < q1, porque 1'(pg) < 1. Seja W a vizinhanca tubular de I'y, como mostra

Figura 4.1-(A). Note que por construgao as poli-trajetérias fechadas que cruzam os arcos

qon(qo) € ¢1m(q1) entram em W. Seja A suficientemente pequeno, tal que nx(qo) > qo e
(1) < @1, onde ny : Ty — T é a aplicacao de primeiro retorno de Sy, com 0 < A < Ao.

Denote por W, a vizinhanca formada pelas dérbitas de Sy passando por gy e g1 e pelos

arcos qonx(qo) € qina(q1) em Tp. Por construcao as orbitas de Sy o entram em W,. Assim
o Teorema de Poincaré Bendixson garante a existéncia de uma orbita periodica I'y o de
S0, em Wy, ja que nao existe pontos de equilibrio em Wi.

Agora, suponha que I'y é uma poli-trajetéria fechada de deslize. Suponha por sim-
plicidade que I'y tem somente um ponto de dobra. Sejam Ti, 15, T3 e T, secoes trans-
versais, como na Figura 4.1-(B). Sejam py € T'o NT3 e gy e ¢ pontos em T3, tais que
go < po < q1 e as Orbitas de F'~ por ¢y e ¢; cruzam Ty. Podemos tomar ¢y e ¢ sufici-
entemente préximos a py. Assim, a Orbita passando por ¢y encontra a regiao de deslize
apos cruzar Ty e a érbita passando por ¢; encontra a regiao de deslize apds cruzar T7.

Considere o ponto g3 = (ag, bs) em Ty, obtido da interse¢ao de T, com a 6rbita de F'~ que
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passa por ¢;. Considere o ponto g4 = (a4, by) obtido da intersecao de T} com essa érbita.
Tome a5 = min{as, as} e ag > 0 tais que as 6rbitas de F'~ por x = (z1,x2) com 7 < ag,
encontra a regiao de deslize. Considere os pontos (0, a7) e (0, ag) obtidos pela intersegao
da orbita por gy e 3. Considere a vizinhanca tubular VW formada pela érbita por ¢; entre

T, e Ty, pelo segmento (ag,by)(aq,bs) em Ty, pelas linhas x; = a5 e 1 = ag entre T}

e Ty, pela 6rbita por gy limitada por ¥ e pelos segmentos (0, ar)(ag, b3) e (0, as)(ag, by).
Tome Ny > 0 tal que —A\g > a5 e A\g < ag. Assim, as secoes T3 e T} estao fora da zona
de regularizacao e o fluxo do sistema regularizado Sy entra em . Novamente, pelo
Teorema de Poincaré-Bendixson, Sy tem uma orbita peridédica I'yy. Podemos provar
detalhadamente que a dérbita periédica I'y o € hiperbdlica, por exemplo, veja as referéncias

[8, 54]. Fazendo A — 0, concluimos que I'y g — T'. ]

Proposicao 24. Se sob as hipoteses do Teorema 8 adicionarmos I'g normalmente hi-

perbolica, entao I'y o serd normalmente hiperbdlica, para X > 0 suficientemente pequeno.

Demonstracao. Suponha que I'y é uma poli—trajetéria fechada normalmente hiperbodlica,
i.é., Gy(x,y,0) # 0 para todo (z,y) € I'g. Assim, existe uma vizinhanga tubular V de I'y
tal que Gy(x,y,0) # 0. Se for necessario, podemos reduzir o parametro A de modo que o

ciclo limite I'y o pertenca a V e portanto, o resultado segue. O

Agora, considere o seguinte lema.

Lema 12. Fizen = 2. Se Sy tem uma poli-trajetoria fechada de costura ou deslize, ou um
ciclo limite hiperbolico e normalmente hiperbolico 'y, entao para €, X > 0 suficientemente
pequeno, o sistema reqularizado Sy . tem um ciclo limite hiperbolico 'y ., tal que I'y . — T,

quando (\,e) — (0,0), de acordo com a distancia de Hausdorff.

Demonstra¢ao. Suponha que Sy tem um ciclo limite hiperbdlico I'y e suponha que ele seja
normalmente hiperbdlico. Seja S} o a regularizacao do sistema Sy. Podemos escolher A > 0
suficientemente pequeno, tal que 'y nao intercepta a zona de regularizacao. Assim, o ciclo
limite hiperbdlico I'y := I') o persiste para a regularizacao Sy . e permanece normalmente

hiperbélico. Logo, o Teorema de Fenichel (Teorema A) implica a existéncia de um ciclo
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limite hiperbdlico I'y . de S\, para € > 0 suficientemente pequeno, porque Sy, ¢ um
problema de perturbacao singular se olharmos £ como parametro de perturbacao. Agora,
suponha que Sy tem uma poli-trajetoria fechada de costura ou deslize hiperbdlica I'y. Pelo
Lema 11, Sy tem um ciclo limite hiperbdlico I'y 5, para A > 0 suficientemente pequeno.
Além disso, se 'y é normalmente hiperbdlica, entao pela Proposicao 24 o ciclo limite
I'y0 ¢ normalmente hiperbdlico, para A > 0 suficientemente pequeno. Novamente, pelo
Teorema de Fenichel, S . tem um ciclo limite hiperbdlico I'y ., para € > 0 suficientemente

pequeno. ]

Prova do Teorema 8. A prova do Teorema 8 segue diretamente da Proposicao 24 e dos
Lemas 11 e 12.
O

Observacao 3. Apesar de nosso resultado valer para o sistema reqularizado S, ou seja,
dado uma orbita periodica do sistema reduzido Sy, hiperbolica e normalmente hiperbolica,
nos provamos que ela persiste para a requlariza¢dao de S., obtemos um exemplo numeérico
para o qual a orbita periddica do reduzido persiste para o sistema S., para € > 0 suficien-
temente pequeno. Nos conjecturamos que dada uma orbita periddica do sistema reduzido
So hiperbolica e normalmente hiperbolica, ela persiste para o sistema S. para pequenos

valores de € > 0.

4.4 Prova dos Teoremas 9 e 10

Nessa secao provaremos os Teoremas 9 e 10. Primeiramente provaremos o Teorema 9.

Prova do Teorema 9.

Prova do item [(a)]. Considere o sistema S* com h(z,y) = z. Suponha que P = (0,7)
¢ um ponto de equilibrio do sistema reduzido S;. Podemos checar que P também é um
ponto de equilibrio da regularizagao S5 ;. Defina

Fla,y,0) = (5 + )+ (5) 07 = ).
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onde as fungoes do lado direito sdo avaliadas em (z,y,0). Temos

E0.5.0) = F70.5,0)+ f(0,5,0)+ 17 0)(f70.5,0) ~ ~(0,5,0)

Usando o fato que as variedades criticas interceptam > nos mesmos pontos, temos
F(0,9,0) = £,7(0,9,0) + f,7(0,9,0) # 0.

Assim, obtemos x = ((y), resolvendo F(z,y,0) = 0, localmente em torno de P. Desse

modo, o sistema regularizado S} , torna-se

= 9(C(v), (1),0) = (¢" (), (¥),0), -, 4" (), (¥),0)). (4.5)
A linearizacao de (4.5) em y é dada por

gals(ovga O)Czn(g) gx(o y7 )Cyn( ) ggljl(ovgvo) g;n(ovga 0)

97(0,9,0)Cy, () -+ 92(0,7,0)¢y, (¥) 95,(0,,0) ... gy (0,9,0)

B(07:1770)

O campo deslizante associado ao sistema S*, para e > 0, é dado por Z* = (0,eg(0,y,¢)) e
seus pontos de equilibrios sdo dados pelos zeros da fungao g. Desde que det g, (0,7, 0) # 0,
temos pelo Teorema da Fungao Implicita que y = y(¢), localmente em torno de (y,e) =
(7,0). Assim, existe g > 0 tal que ¢(0,y(¢),e) =0, para € € (—¢g, o).

Temos que g,(0,y(e),e) = B(0,y(¢),e) e por argumentos de continuidade concluimos
que, se as partes reais dos autovalores de B(0, 7, 0) sao diferentes de zero, entao as partes

reais dos autovalores de B(0,y(¢),¢) sao diferentes de zero.

Prova do item [(b)]. Seja @ um ponto de equilibrio do sistema reduzido Sj. Pelo
item (a) do Teorema 9, P é um ponto de equilibrio do sistema regularizado S5 ;. Desde
que F,(P) # 0, estamos na hipdtese do Teorema 1, se olharmos £ como o parametro de

perturbacao. Assim, segue o resultado.

0

Agora, provamos o Teorema 10.
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Prova do Teorema 10. Seja p um ponto de equilibrio do sistema deslizante associado ao
sistema reduzido (4.4), satisfazendo a propriedade P. Primeiramente, temos que o modo
de deslize do sistema (4.4) é persistente para o sistema (4.3). De fato, a condi¢ao de

deslize para o sistema (4.4) no ponto p = (zg, %) € Mg N Mg N é

(97 (& (W0), 90, 0), W' (1)) (g™ (&5 (o), %0, 0), B’ (y)) < 0. (4.6)

A condigao de deslize para o sistema (4.3) no ponto q € 3 é

(97 (& W),y e). W () (g (&5 (y), v, ), W (y)) < 0. (4.7)

Por continuidade a condigao (4.6) implica a condigao (4.7). O campo deslizante associado

ao sistema reduzido (4.4) em p é dado por

o (g~ 1)g" — (g, I)g~
(= —gt,0) 7

e o campo deslizante associado ao sistema (4.3) em g € V é

s o (g W) e (gt W) f /e (g7, h)gt — (g7, h)g™
e _5_( (g=—g* 1) g =gt ) )

Desde que f~(q,e) = fT(q,e) =0 para g € VN M- N MZ, temos que £ (y) =T (y) =

£(y) e o campo anterior torna-se

FE (0, (9~ léiq)gt - i?;/,>h'>g—> |

Assim, Fy* = (0, f*) e p é um ponto de equilibrio de F;*. Portanto, o ponto de equilibrio

p persiste para pequenas perturbagoes de Fj-, 1.6, existe uma familia p. tal que py = p.
Usando o fato de que p. satisfaz a propriedade P, a linearizacao de F.(z,y,e)* em p, é

<g_7h,>f;_ — <g+7h/>fx_
€<gi _g+7h/>

D.p D,p
Assim, os autovalores « da linearizacao acima satisfazem a seguinte equacao

(97 W) f =gt W) fr -
elg- —gt 1)y a) -0

0,50 o) (
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Note que D,f5(p.) tem j* autovalores com partes reais negativas e j* autovalores com
partes reais positivas. Assim, p. tem uma variedade estével local V¥ de dimensao (j*+ k%)
e uma variedade instével local N* de dimensao (j* + k*).

Agora, seja N uma 6rbita periédica hiperbdlica I'g : y(t) do campo deslizante (4.4).
Se T uma secao transversal local a 'y e n : T — T a aplicacao de primeiro retorno local.
Seja p € T o ponto fixo de n correspondente a ['y. Existem variedades estével e instavel
locais W?* e W", de dimensoes j® e j“, respectivamente, de I'y. Fixe ¢ > 0. Defina
I'. = (z(t),y(t),e), onde z(t) = {(y(t)). I'. é uma orbita periddica. De fato,

. . S h)gt — (gt h)g
O O e

e temos & (y) = — fof,, porque f¥(z,y,e) = 0. Concluimos usando a propriedade P que

& (y) = 0. Assim, (i(t),y(t)) = F=(x(t),y(t)). Agora o comportamento préximo a I, é
descrito pela aplicagao de primeiro retorno local n.(x,y) = (n(y), f~/e + &(y)) em torno
do ponto fixo (p,£(p), ). Portanto, existem variedades estdvel e instdvel locais N e N*

respectivamente, de I';.

g

4.5 Exemplo

Nessa secao, discutimos o exemplo apresentado na Introducao.

O seguinte exemplo mostra com a ajuda do software Maple 16 que dada uma 6rbita

do sistema reduzido Sy, ela persiste para o sistema S., para pequenos valores de € > 0.
Exemplo 7. Kowalczyk apresentou em [52] uma classe de sistemas em R? que tem uma
poli—trajetoria fechada de costura hiperbdlica. Essa classe é dada por

1, se h(x,z)

2
—1, se h(x,zy)

IN

! Ty = l(gr; — I3). (4.8)
0 o

Vv

onde h(z,m9) = Oz + (1 — 0)xy, (z,720) € R?, a,0 € R, « # 0 e § < 0. O ponto

-1 R T ——
(Zswiteh, T2switeh (1 — 07 Y xogumitens Toswiten) onde a Orbita periddica cruza de X~ =

) —
(1,29) a XT = (=1, i) é parametrizado por

_1T+2e_T—|—e_TT—2 |

0 ) switch — ‘9—7
2 I+e T Yswiteh = W o117
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onde o1 é o tempo que a érbita leva em cada lado. Tomando o = 1072 e § = —1, a linha
de descontinuidade é dada por ¥ = {(x,y) : —z1 + 2y = 0}. Gostariamos que X fosse

representada pelo eixo y. Assim, fazemos a seguinte mudanga de coordenada
T =2 — 229
e obtemos o seguinte sistema que tem uma poli-trajetoria fechada de costura hiperbdlica

R
7= 27 10
—1+ 25y —x), se x>0

(y — ). (4.9)

Logo, olhamos esse sistema no espaco tridimensional definido na variedade {y = 0} e ob-
temos o sistema reduzido (1.5) que tem uma poli-trajetéria fechada de deslize hiperbdlica

sobre essa variedade (veja Figura 4.2). Pelo Teorema 8, o sistema regularizado

B 2 1 1 )
S)\,s - (10_2 <x2 - xl) + 2 ( \ ) ) 10-2 (.1'2 - xl)a €>

tem um ciclo limite para pequenos valores de A\, > 0. O sistema nao—suave (1.4) também

tem uma orbita periddica para pequenos valores de € > 0. (veja Figura 4.2—(A)).

Figura 4.2: As figuras (A) e (B) representam a 6rbita periddica I'c de S e o ciclo limite I'y o de Sy .

S

obtidos no Exemplo 1 com A =& = 0.01 e ¢(s) = o= Note que o ciclo limite na figura (B) é suave.




Capitulo 5

Ciclos limite para uma Classe de
Sistemas Diferenciais Polinomiais

Cubicos Continuos e Descontinuos

Nesse capitulo, estudamos uma classe de sistemas diferenciais polinomiais de grau 3 em
R?, que possui um centro isécrono. Em [13] os autores estudaram algumas classes de
sistemas diferenciais polinomiais cubicos e isécronos. Em particular eles obtiveram a

familia
i = y(=142ax+282*) = P(xy),

j o= vtaly’ —a2®)+28z° = Qla,y),

onde @ € R e f < 0. Essa familia tem uma integral primeira racional de grau 2, veja o

(5.1)

sistema (iv) do Teorema 7 em [13], veja também [39, 40]. Uma questao aberta é: O que
acontece com as orbitas periddicas do sistema nao perturbado (5.1) quando ele € perturbado
dentro da classe de todos os sistemas diferenciais polinomiais continuos e descontinuos

cubicos? Mais precisamente, considere o seguinte sistema

i = y(—1+2ax+2B2%) + epi(z,y), (5.2)
gy = x+aly® — )+ 28zy° + equ(z,y),
e o sistema descontinuo
T Xi(z, se > 0,
_ 1( ?J) Y (5'3)
Y Xo(z,y) se y <0,

93
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onde
y(—1+ 20z + 282%) + epi (2, y)
X1<.T,y) - )
x4 a(y? — %) + 28zy° + equ(z, y)
y(—1+ 20z + 282%) + epa(2, y)
XQ(xay) - )
x4 a(y® — 2*) + 20zy> + eqa(z, y)
com

(,y) = @z + ayy + asz® + agwy + asy® + agr® + arrty + agry® + agy’,
(z,y) = bz + boy + bsa® + by + bsy® + bex® + bya’y + bswy® + boy’,
p2(z,y) = car+ ey + e’ + ey + esy? + cer® + ey + csay® + coy?,
(z,y)

= dix + doy + dgx® + dyzy + dsy? + dex® + draty + dsxy® + doy?.

Aqui estudaremos o nimero méximo de ciclos limite dos sistemas (5.2) e (5.3) que

pode ser obtido usando a teoria do “averaging” de primeira ordem.

Essencialmente, existem quatro métodos para determinar o ntimero de ciclos limite que
bifurcam das orbitas periddicas de um centro. O primeiro método é baseado na aplicacao
de Poincaré, veja por exemplo [5, 15]. O segundo método usa as integrais de Poincaré-
Pontrjagin-Melnikov ou as integrais Abelianas. Esses dois métodos sao equivalentes no
plano, veja a Segao 6 do Capitulo 4 de [28] e a Segao 5 do Capitulo 6 de [3]. O terceiro
método é baseado no fator integrante inverso, veja a Se¢ao 6 de [24] ou [25, 26, 59]. O
ultimo método é baseado na teoria do “averaging”, veja por exemplo [6, 51, 58]. De [6]
é facil checar que no plano o método do “averaging” de primeira ordem é equivalente
ao método das integrais Abelianas. Além disso, os dois primeiros métodos sempre dao
informagoes sobre o niimero de 6rbitas periddicas do sistema nao perturbado que tornam
ciclos limite apds a perturbacao. Os ultimos dois métodos também podem dar a forma

do ciclo limite bifurcado até a ordem do parametro de perturbagao, veja [25, 26, 37].

Na sequéncia, enunciaremos nossos principais resultados para o sistema anterior.

Teorema 11. Para || # 0 suficientemente pequeno, o nimero de ciclos limite do sistema
(5.2), bifurcando das solugoes periddicas do centro isécrono (5.1), € no mdzimo 3, usando

a teoria do “averaging” de primeira ordem, e esse numero € realizado.
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O Teorema 11 esta provado na Secao 5.1.

Teorema 12. Para |e| # 0 suficientemente pequeno, o nimero mdzximo de ciclos limite do
sistema (5.3), bifurcando das solugées periddicas do centro isécrono (5.1), é pelo menos

12, usando a teoria do “averaging” de primeira ordem.

O Teorema 12 esta provado na Secao 5.2.

Na Secao 2.4 apresentamos os resultados basicos que precisamos para provar os Teo-
remas 11 e 12.

Seja I um intervalo da reta e sejam fo, ..., f, : I — R fungoes. Dizemos que fo, ..., f,

sao funcoes linearmente independentes se, e somente se,
n
Vsel, > Nfi(s)=0 = XA=M=.=X=0
i=0

O préximo resultado é bem conhecido e pode ser encontrado na Proposi¢ao 1 de [43].

Proposicao 25. Se fy, ..., f,, sao linearmente independentes, entao existem Sy, S, ..., Sy €

I eX,..,\n € R, tal que para todo j € {1,...,n} temos
Z)\ifi<5j) = 0.
i=0

As funcoes (fo, f1,..., fn) definidas em [ formam um sistema de Chebyshev Esten-
dido ou um sistema—ET em [ se, e somente se, qualquer combinacao linear nao trivial
dessas fungoes tem no maximo n zeros contando suas multiplicidades e este ntimero ¢é
alcangado. Dizemos que (fo, f1, ..., fn) € um sistema de Chebyshev Estendido Completo
ou um sistema-ECT em [ se, e somente se, para qualquer k € {0, 1,...,n}, (fo, f1, .-, fx)
forma um sistema-ET. Para provar que (fo, fi,..., fx) ¢ um sistema—ECT em [ é ne-
cessario e suficiente provar que W ( fo, ..., fr)(s) # 0 em I, para k € {0,1,...,n}. Denota-
mos W ( fo, ..., fr)(s) o Wronskiano das fungoes ( fo, ..., fx) com respeito a s. Lembramos

que a definicao de Wronskiano é

W(fo, .y fr)(s) =

sy ) e 1)

Para mais detalhes sobre sistemas-ECT, veja [33].
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5.1 Prova do Teorema 11

Note que o fator integrante

2
ulw,y) = = (—1 4 2ax + 2022)?
e a integral primeira
z* +y?
H —
() 1 —2z(a+ Br)
do sistema (5.1) satisfazem puP = —H, e u@Q)Q = H,. Assim, pu é o fator integrante

correspondente a integral primeira H. A funcdo p : (0,y/—1/(28)) x [0,27) — [0,00)
dada por

R <\/(0z2 +205) R?cos? o + 1 — aR cos g0>
2B8R? cos? ¢ + 1
satisfaz a hipdtese (2.14) do Teorema 4 (p. 28). Veremos depois que 2Q(x, y) —yP(z,y) #

p(R7 90) =

0 nos pontos das drbitas periédicas. Assim, o sistema (2.15) do Teorema 4 para nosso
sistema (5.2), torna-se
11

dR Ai(p, o, 8,a,b) ; 2
e _EZ TN R+ O(e?), (5.4)

onde a = (ay,...,aq), b = (by,...,b9) €

Ay = ajcos’ o+ (ag + by)sinpcos p + by sin® @,

Ay = /(a2+426) R2cos? o + 1( (as — 3aay) cos® o + (—3aay + ay
—4aby + bs) sin g cos® ¢ + (as + a(a; — 4by) + by) sin® p cos ¢
+ (s + bs) sin® )

A; = (bara” — dasa + ag + 10a1 3) cos* ¢ + ( (5as + 8b1)a? — (day
+5b3) a + ay + 10ay3 + 88b1 + bg) sin ¢ cos® ¢ + ((81)2 —3a;)a?
+ (ag — 4as — 5by)a + ag + 2a1 3 + 88by + by) sin” p cos?
+ (—3a2a2 + (ag — bbs)a + ag + 2a28 + bg) sin® o cos ¢

+(aas + by) sin o,



V(a2 +26) R2cos2p + 1 ((—4a10” 4 8aza® — baga — 24a; Bov

+ 8azf3) cos” ¢ — ((4(ay + 2b1)a® — 4(2a4 + 3bs)a® + (5ay + 6(4ay3
+4b1 8 4 bg)) o — 23(4ay + 3bs)) sin p cos® ¢ + (4(@1 — 2by)a”
—4(as — 2as — 3by)a” + (ag — 5ag — 6(48by + br))a + 28(as + 4as
+3by) ) sin® @ cos® ¢ + (4aga® — 4(as — 3bs)a® + (ar — Hag

+6bs) a + 23(as + 3bs)) sin® p cos® ¢ + (—4asa® + (as — 6bg)ax
"9),

(4a1a4 — 12a30® + 13aga® + 40a1 Ba® — 32a36a + 40a, 5

+ 2a5/3) sin* p cos ¢ + aag sin

+ 8ag/3) cos® p + (4a2a4 + 8bat — 12a40% — 20b50° + 13a,0°
+40ay80° + 486b1a? + 18bga® — 32a4far — 308bscr + 40as 5>

+ 8ar 3 + 24/5%b, + 661)6) sin ¢ cos®  + (—4a1a4 + 8byat + 8aza®
+12a50° — 20b40° — Saga® + 13aga® — 8a; fa’ + 488bya®
+18b702 — 2asBa — 32asBa — 308bsa + 16a1 5% + 2a6/ + Sagf3

+ 24/52%by + 6667) sin? %) cos? ©+ (—4a2a4 + 8aya® — 20050
—5aza? + 13a90® — 8ayBa’ + 18bsa® — 2a4a — 308bscr + 16a232
+ 2a7 8 + 8ag + 63bs) sin® ¢ cos® ¢ + (8a5a3 — Baga’® + 18bga?

— 2a5Ba + 2agf3 + 63bg) sin*  cos® ¢ — ag (5a2 — 25) sin® ¢ cos o,

2 cos” /(a2 +28) R? cos? p + 1 ((4aza* — 2(5a6 + 6a13)a’

+ 24asBa® — 36(5ag + 12a18)a + 12a352) cos” ¢ + (4(ay
+2b3)a* — 2(5a7 + 6as 3 + 88by + 8bg)a® + 243(ay + bz)a?
—3B8(5a7 + 4(3az + 2b13 + bg) ) + 63 (2a4 + bs) ) sin ¢ cos* ¢
— (4(as — a5 — 2bs)a* — 2(3as — Has + 2a; 8 — 83by — 8b7)a?
—240(as + by)o® + 3B(ag + bag + 4a1 8 + 8Bby + 4br)or — 65 (as
+2a5 + by) ) sin® pcos® p — ((4(ay — 2bs)a* — 2(3ar — Sag + 2as3
—8bg)a® — 248bsa’ + 33(ar + Sag + 4as S + 4bg)a

—68%(ay + bs) sin® p cos? ¢ — (4a5oz4 + (16bg — 6ag)a® + 33(as

+4by) a — 6as*) sin® ¢ cos ¢ + 3 aag (20° — B) sin® p) ,
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Az

As

Ag

2 cos® ((—4a3a5 + 2(7ag + 6a,8)a’* — 36aspa® 4 38 (13ag
+20a18) o — 48as°c + 43%(3ag + 10a13)) cos® ¢ — (4(as
+2b3)a® — 2(Taz 4 6ay3 + 881 + 12bs)a’* + 453(9ay + 10bs)a®
—3B8(13a7 + 4(5ay3 + 4b1 B + 3bg))a® + 63%(8ay + 5bs)a — 23%(6a;
+20as3 + 88by + 3bg) ) sin p cos® ¢ + (4(az — as — 2by)a” — 2 (5ag
—Tag + 2a1 8 — 8Bby — 12b7)a’* + 45(as — 9as — 10by)a® + 38(ag
+13ag + 4a, B + 168by + 12b7)a® — 65%(3as + Sas + 5by)
+28%(3ag + 6ag + 12a,8 + 8by + 3b;)) sin® p cos® ¢ + (4(ay
—2b5)a”® — 2(5a7 — Tag + 2as8 — 12bg)a* + 45(ay — 10b5)a?
+3B(a7 4 13ag + 4ayB + 12bg)a® — 65%(3ay + 5bs)a + 65%(az
+2ag + 4a 3 + bg) ) sin® p cos® p + ( dasa® + (24by — 10ag)a’
+4as o’ + 3B(ag + 12bg)a® — 18as 5% + 63*(ag

+bg)) sin* ¢ cos p — ag (10a* — 3 Ba® — 64%) sin’ ) ,

dcost pr/(a? +283) R?cos? ¢ + 1 ((—4daga® + 8azBa* — 48 (5ag
+3a13) o + 24a3B%a® — 35%(5as + 8a1 B)cr + 8as ) cos®

— (4(a7 + 2bg)a® — 8B(ay + bs)a* + 4B(5ar + 3axB + 28b,
+4bg)a® — 128*(2ay + bz)a® + B*(15a7 + 24as3 + 88b; + 6bg)ax
—2(4aq + b3) ) sinp cos® ¢ + (4(ag — as — 2b7)a” + 85 (as
+by)a* — 4B(ag + Sag + a1 8 + 28y + 4by)a® 4 1232 (a3 + 2as
+by)a? — B*(9ag + 15as + 16a, 3 + 88by + 6b7)a + 23%(3as
+4as + by)) sin® @ cos® p + (4(a7 — ag — 2bg)a’ + 83bsat
—4B(az + 5ag + a8 + 4bg)a® + 123%(ay + bs)a® — B*(9az
+15ag + 16a23 + 6bg)a + 283 (3ay + bs) ) sin® ¢ cos? p + (4(ag
—2bg)a” — 4B (as + 4bg)a® + 12a55°a” — 35%(3as + 2bg)cx
—|—6a5ﬁ3) sin? o cos p + aag (4044 —4B0® — 952) sin® gp) ,

4 cos® o ((4a6a6 — 8asfa’ + 43(Tag + 3a18)a* — 36as3%a’

+ B%(39ag + 40a,3)a* — 32a33%a + 4/3°(2a6 + 5a15)) cos® o
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+ (4(a7 + 2bg)a® — 8B(ay + bs)a® + 43(Tar + 3azB + 28b
+6bg)at — 43%(9ay + 5bs)a’ + 3*(39ay + 40aq3 + 163b; + 18bg)a”
—283%(16ay + 5b3) a + 28%(4ar + 1008 + 28b; + bﬁ)) sin ¢ cos? @
— (4 (ag — ag — 2b7)a® 4+ 8B(as + by)a® — 4B(ag + Tag + a1 3 + 28by
+6b7)a’ + 4% (4az + 9as + 5by)a’® — B(21ag + 39ag + 24a, 3
+168by + 18b7)a” + 28%(11az + 16as + 5by)a — 28°(3a6 + 4ag
+8a1 3 + 23by + b7) ) sin? ¢ cos® p — (4(a7 — ag — 2bg)a’ + 88bsa®
—4B(ay + Tag + asf + 6bg)a* + 45%(4ay + 5bs)a® — 3% (Tay + 13ag
+8ayf3 + 6bg)a® + 2% (11ay + 5bs)a — 23 (3ay + 4ag + Say3

+bs) ) sin® p cos® ¢ — (4(as — 2bg)a® — 453(as + 6bg)a* + 16a55%a’
— 38%(Tas + 6bg)a® + 22a53°c — 23°(3as + by) ) sin® ¢ cos ¢

— ag (4046 —4Ba* — 218%0* — 653) sin® go) ,

883 cos® p\/(a? +283) R2 cos? p + 1 ((—4asa® + dazBa* — 28 (5ag
+2a1 ) a® + 8azB*a? — B*(5ag + 6a,B)a + 2a353) cos® p — (4a7a5
—4ayBa* + 2B(5a7 + 2a38)a® — 8ay B2’ + B(5ar + 6asf)a
—2a4/3® )Sinc,ocos2 w— (4a8a5 — dazfa* + 10asBa® — 8as[%a?

+ SasBra — 2a553) sin? o cos p — aag (4044 +106a* + 562) sin® (p) ,
80 (a2 + 25) cos’ @ ((4a6a4 — 4asfa’ + 28(3ag + 2a18)a’

— dazBa + B*(ag + 2a1ﬁ)) cos® p + (4a7044 — dayfa’ + 283 (3ar
+2a583) o — dasf’a + B*(ar + 2a23)) sin ¢ cos” p + (4aga

—4 a5pa’ + 6agfa’ — dasBPa + a852) sin? o cos @

+ ag (4044 + 68a* + 52) sin® gp) ,

(—QBRQ cos? o — 1) (2 (oz2 + B) R?cos? ¢

2
—2 aRy/(a® +28) R%cos? ¢ + 1 cos p + 1> ((o®+28) R*cos ¢

— aRy/(a2 +2B) R? cos? ¢ + 1cos<p+1).
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Para provar que B nao se anula temos que mostrar que as equagoes

2 (oz2 + ﬁ) R?cos’p = 2aR\/(a2+2B)R2cos2 ¢ + lcosgp + 1,

(> +28) R?cos’ ¢ = aRy/(a?+28) R?cos? ¢+ Lcosp + 1,

nao tem solugdes no intervalo (0,+/—1/(28)). De fato, elevamos ao quadrado ambos os

lados das duas equacgoes anteriores, obtemos respectivamente
(ZBRQ cos? ¢ + 1)2 =0, (25R2 cos? ¢ + 1) (R2 (oz2 + 2,8) cos? ¢ + 1) =0.

Desde que R € (0,1/—1/(20)) as duas equagdes anteriores nao tem solugoes. Assim,

xQ(z,y) — yP(z,y) # 0 nos pontos das drbitas periddicas do centro (5.1).

Agora, calculamos a fungao “averaging” f : (0,+/—1/25) — R definida por

or 11 A b ‘
f(R) :/0 Zl Z((QO,O&,B,CL, )detp

BR’(p7a’/8)

Calculando a integral anterior, obtemos que f(R) = N(R)/D(R), onde

N(R) = Plag+ 3as + 2a18+ 28by + by — 3bg)go — 26* (2a10” + asax
+asa + ag + ag + 2a18) g1 + 2P(as + bg) g2 + (ag — ag — by
+bg) g3,

D(R) = 45°R, g=R’, q=R' g=R\1+20R,

g5 = 1—\/1+2BR2.

Os calculos anteriores foram verificados com o auxilio do software Mathematica. Os
zeros da fungao f correspondem aos zeros da funcao N. Para encontrar o ntmero
maximo de zeros de f, basta provar que (go, g1,92,93) ¢ um sistema—ECT, ou seja,
Wi(go, .-, gr)(R) # 0, para 0 < k < 3, onde W (qgo,-..,gx)(R) denota os Wronskianos
das fungoes (go, ..., gx). Mais precisamente, temos
SR

W(go)(R) = RZ, W(go, 1) = 2357 W(go,91,92)(R) = _m’

o 2 6
Wi(go,...,g3)(R) = 195K [\/1 + 2BR2RY 3% + 4+/1 + 2BR2BR?

(1+28R2)"

+2\/1+25R2—4R462—66R2—2} .
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Desde que f < 0e R € (0,1/—1/(20)), os trés primeiros Wronskianos nao se anulam.

Agora, obter os zeros de W(go, ...g3)(R) é equivalente a resolver a seguinte equagao
V1+28R2RY3? +44/1 + 2BR2BR* +2+/1+2BR> =4 R'3* + 6 BR* + 2.

Elevando ao quadrado ambos os lados da equacao anterior e fazendo algumas simpli-
ficagoes, obtemos

(1+28R*)R*B" =0,

que é impossivel porque R € (0,1/—1/(253). Assim, o Wronskiano W (go, ...g3)(R) néo se
anula em (0, 1/—1/(23)). Portanto, uma vez que (go, g1, g2, g3) ¢ um sistema-ECT, f tem

no maximo 3 zeros e eles sao alcancados.
O sistema (5.4) é analitico e satisfaz as hipdteses do Teorema 2. Portanto, os zeros

de f correspondem a 6rbitas periddicas do sistema perturbado (5.2) e o Teorema 11 esté

provado.

5.2 Prova do Teorema 12

As fungbes H, p e p sao as mesmas dadas na prova do Teorema 11. Denote a = (ay, ..., ag),
b= (bi,...,b9), ¢ = (¢1,...,¢9), d = (dy,...,dy), j1 = (a,b,a,3) e jo = (¢,d,, ). N6s

transformamos o sistema (5.3) no sistema

i+ y?)(@p — Pay)
ﬁ _ 2R(Qz — Py)
de EM@Q + 4*)(Qps — Pgo)
2R(Qx — Py)

+0(e?) se y >0,

(5.5)

+0(?) se y<0.
Como feito na prova do Teorema 11, temos que R(Qx — Py) # 0. Devemos estudar os
zeros da funcao “averaging” f: (0,4/—1/(28)) — R dada por

[T @+ y?)(Qpr — Pqy) T (@ 4 y?)(Qpa — Pgo)
fIR) = /o oRQe—Py) T / SR(Qe— Py) 0P

Calculando essas integrais, obtemos

21
f(R) = Zfz’Bi7
i=0
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onde

com

fi

fo=

5 (VIvEE - 1),

R

(/1T (@2 1202

2i—8 .
1+ 2502 R™™°, para 1=4,..,8,

2
2 2
213<1+2ﬁR2) <aR+\/1+(oz +26)R> b oo

aR —\/1+ (a®>+2B)R?

aR—i—\/l

aR — \/1

(o 1 25) 2>2

1 .
—R* (1 4+ 28R* 1o
5 (1+28R%)log R

para ¢ =10,...,13,

1

= sinh™* (R\/a2 + 25) , para i= 14,
Rsinh™! (R\/oz2 +2 ) . para =15,

) , para =16,

— tanh™! alkt
R V1+ (a2 +28)R

fi=R\1+28R? fo=R, f3=

R%-% tanh~? e (jﬁ =7 ) . para i=17,..,21
Co(—=Fo(j1) + Foli2)), B = Ci(P(h) — Pi(2),
Co(=P2(j1) — P»(52)), By = C3(=Ph) — P3(j2)

Ca(Pi(j1) — Pa(j2)), By = Cs(=F5(h) + P5(j2))
Co(—Fs(J1) + Fo(j2)), B = Ci(Pr(Gh) — Pr(G2)),
Cs(—Ps(j1) + Ps(d2)), By = Cy(Py(jr) — Po(j2)),

Cio(—=Pio(j1) + Pro(j2)),  Bu = Cul(Pul) — Pulj2))
012(_P12(j1) + P12(]2))7 B13 - 013(P13(.j1) - P13(j2))
Cu(=Pu(j) + Pu(2)),  Bis = Cis(=Pis(j1) + Pis(j2)
Ci6(—Pi(j1) + Pis(j2)),  Bir =  Cu(Pir(j1) — Pir(j2))
CIS(PIS(jl) - P18<j2))7 Blg - 019(_P19(j1) + Plg(j2>
CQO(PQO(jl) - PZO(jZ))) B21 - 021(_P21(j1) + P?l(jQ)
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Co

Cs

C19,10

Cis21

Cle17

Py

T T T
4_627 Ol - %7 02 = @a
T 1 1
2’ Ca 20°8(a? +283)’ G = ab(a? +2p)’
2 8 —1
>’ Cr = %, Cs = 2C;(a®+2B),
1 a’®+2 A(a? 4 2)?
40{8/86 b Cll - 20(865/8, 012 - ( O[S /6) )
1 1 1
— Cuy = ; Ciy = ——,
o? 23%(a? + 26)372 8y/a2 + 28
1 1 2
20555 Cig = o Cy = e
163(a® + 2
oy = 10+

c6 — g — d7 + d,

cg — do,

206c1 + 2Bdy — ¢ + 3cs + d7 — 3dy,

20%¢c; + acs + acs + 26¢y + ¢ + cs,

—2a°%Bey — 20°Bdy + abcr — abeq 4+ abdg — abdg — 20° ey
—20a°Bds + 2a° Bds — 320 f%cy — 320 B2dy + 3201 By + 320 Bdy
+200° B2y + 200 B2 ds — 2003 B2 ds — 200> Bey — 2003 Bd;
+20038ds — 9602 B3¢y — 9602 33dy + 9602 3¢y — 402 BPcr

+402 B2y + 9602 5%d, — 4o’ B2 dg + 402 BPdg + 4a*Ber — 4o Bey
+4a?Bdg — 402 Bds + 40a ey + 40a33ds — 40052 ds — 40aB%cy
—40aB%ds + 40a5%ds — 648%cy — 6484, + 645%cy — 8¢,
+83%co + 643%d; — 83°dg + 8°ds + 8% c; — 8% co + 837 dg
—83%ds,

208¢y + ey + 14a8Bey + 1808 8dy — 8abey — ez + aley

—16a%d; — abdg + a®dg — 200° Bey — 38a°Bds — 2a° Bds + 24a°¢,
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Py

Py

+400°ds + 960 B%ey + 1280 8%d; — 960 Bey + 260 Ber

+10a’ Bey — 1280 Bdy + 360 Bdg — 26 c; — 10ty — 36ad
—11203B%¢4 — 14003 52ds 4+ 11202 Bey + 14003 Bds + 24002 53¢,
+2400233dy — 24002 5% ¢y + 6802 % cr + 1602 B2y — 24002 B2d,
+84023%dg — 6802 Bey; — 1602 Fey — 8402 Bdg — 128a33¢y
—120033d5 4+ 12803 ¢4 + 1200 5%ds + 1605% ¢y + 9654 dy
—1605%cy + 3233%cr — 833co — 9633d; + 2453ds — 32827 + 83%¢y
—248°ds,

2056¢cy — 70’ Bey — 160°Bds + 8a’cy + 16a°ds + 240 5% cy
+32a*5%d, — 240 Bey + 280t Ber — 320 Bd;y + 480t Bdg — 28’ c;
—48a*dg — T20° 3% cy — 80?32 ds + 720 Bey + 800 Bds

+12002 B3¢y + 9602 53d;, — 1200 B¢y + 7802 B%e; — 9602 5%d,
+720%5%dg — 78a%Ber — 7202 Bdg — 96053y — 60033 ds
+96a%cy + 60a%ds + 808%cy + 324%d; — 803 ¢cy + 24/3%¢,
—3233dy + 1233dg — 245%c; — 123%ds,

4aCc; — 8alcy — 8a8ds + 8a°fdy — 40t B¢y — 4o Ber — 240 ey
—240Bdg + 1603 5%cs + 2003 B%dy — 2402 B3¢y — 2102 5% ¢;
—18023%co — 18a*B%dg + 22033 ¢y + 10033ds — 165 cy — 63°¢;
—25309 - 2B3d87

32(8 — 1)Bco (o +28) (4a* + 6a°B + 57),

—16a'7¢c; — 160! 7dy + 1607 ds + 320" Bey + 320" Bdy + 480 0¢c;
—48a10¢q + 480/18d — 48a'8dg — 1200 Bey — 1200t Bdy
+12001°8ds + 1760 3¢y + 1760 5%d; + 1920 Bey; — 1920 Beg
+1920! Bdg — 19201 Bdg — 280a™ 3% ¢y — 280" 32d,

+280a™? B2ds + 31202 5% ¢y + 3120233, + 25202 5% ¢,
—2520'% 5% ¢y + 2520?32 dg — 252012 B%dg — 2500t ey

—250aM B3ds + 2500t B3ds + 2000 Biey + 2000054 d,
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Py

+12001983¢; — 12001° 33 o + 12000 33ds — 120010 53 dg
—75a°Btcy — 75a°B4ds + 75’ Bds + 4008 3¢y + 400°B7d,
+15085%c; — 150884y + 1508 BYds — 150854 ds + 16a°5°%¢,
+160a°5%d, — 8a°B5¢y — 8a°%ds + 8a°B8d; + 64037 ¢,
+64a*B7d; — 60a* 3%, 4+ 600 B0cy — 600 3%dg + 600 30
+200257¢y + 2003 67dy — 2003 B7d5 + 4802 B3¢y + 4802 534,
—600%57c7 + 600267 cy — 600287 dg + 600237 ds + 328%¢o + 3254,
16a'8c; — 48a™8 ¢y — 320 ds + 32017 Bdy — 1601 5% ¢y + 240 Be,
—200a' ey — 1760 Bds + 640 %y + 1600 B2ds — 1360 53¢,
—1040'5%c; — 2480 3% ¢q — 35204 32dg + 248013 3¢y
+2800'353ds — 324a'?Blcy — 25402 B3cr — 54at? Biey
—308a?3%ds + 300a' ey + 2000t B1ds — 28001030 cy
—165a°8%; + 550 B¢y — 11000 8%dg + 110a° 5%¢s + 500°3°d;
—1120%8%¢, — 32a85%d; — 30a°B°¢; + 200537 co — 10a°5°dg
+320" B%¢4 + 48a7 %5 — 160" 5ds — 2400° 87 ¢y — 256a°57d;
+32a58%¢; — 64a55%cq + 240°35ds — 56a°5%ds 4+ 168a° 57 ¢y
+2160°87ds — 560°57ds — 656 8¢y — 672058 + 124057 ¢;
—268a ¢y + 2401 B7dg — 168 f7ds + 27202 % ¢4 + 3600 58d;
—80a°B%d5 — 70402 B%¢cy — 70402 B%d, + 4802 B3¢, — 21602 B¢
—720%3%ds — 9602 58dg + 208a8%¢y + 240a3°ds — 80030 ds
—3203"%¢; — 2568'd; — 483%; 4+ 168%cy — 483%d + 163%ds,
1600 ¢y 4+ 640 Beg 4+ 8402 B2y + 40010 53¢y + 5l Bleg
—160a73%cs — 32a" B°ds + 4805 85¢y + 640°8%dy + 720830 ¢;
—240°3%cq + 96a°5°dg — 3205 3°ds — 1760° B¢y — 2240° 3%
+320°5%d5 + 3200 87 ¢y + 32002 57dy + 25202 %¢; — 280 58¢y
+336018%ds — 96 f0dg — 4160357y — 44003 57ds + 8003 37 d

+54402 B3¢y + 44802 383 dy + 27602877 + 3120287 dg — 72027 dg
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P12

P13

P14

Pig

—296a5%c, — 24003%ds + 40a8ds + 2563%¢, + 1283%d,

+728%c; — 168%cy + 483%ds — 83%ds,

4abc; — 8alcqy — 8a8ds + 8a°Bdy — 40t B¢y — 4o Ber — 200 e
—240*Bdg + 160> 3¢y + 200 5%ds — 2402 B3¢y — 2102 F%c;
—12a%B%co — 18a2B%ds + 22a33¢cs + 10a33ds — 168%cy — 653 ¢7
—Bco — 28°ds,

88y (a® +26)° (40 +60%8 + %),

aler — adeg + addg — alds — 205%cy — 2a8%dy + 3aBcr; — 3afey
+3aBdg — 3afds — 2%y — 26%ds + 25%ds,

acy — 2acg — adg — PBey + 26ds,

—16a'7¢c, — 16at7ds + 160! 7ds + 3209 Bey + 32019 8d; + 48atC¢;
—48a!%¢y + 48a'%dg — 48a'Cdg — 1200 Bey — 1200 Bdy
+120a° Bds + 1760 8%cy + 17601 52d, + 1920 Ber — 1920 Beg
+192aBdg — 1920 Bds — 280a3 5%cy — 280 B2 d5 + 28003 5%d;
+3120'% B3¢y + 31202 33dy + 252012 5% c; — 25202 5% ¢y
+2520126%dg — 252012 5% ds — 2500t B3eq — 2500t B3d,

+2500!t B3ds + 2000 BYcy 4+ 2000105 d; + 1200033 ¢,
—1200'°3% ¢y + 12000 33dg — 12001053 dg — 75a° Bey — 750’ Blds
+750° 54ds + 4008 5%¢y + 4008 5°d; + 1408 Bre; — 140854
+14a84dg — 14a8B%dg + 16a585¢, + 160°8%d; — 8a° 8¢y
—8a°3%d5 + 8a°B%ds5 + 960 37 ¢y + 960 B7dy — 32 ¢
—6008%¢; 4+ 600 8¢y — 3201 85d; — 600t B%dg + 600t B0 dy
+2003 5%, + 2003 6%d5 — 2003 B5d5 + 800 B¢y + 8002 58d,
—32a%B7¢cy — 56087 ¢y + 56028 cy — 3202 B7d, — 56027 dg
+560287ds — 402 B%; + 402 %cy — 40?0 + 402 B0ds + 32%¢,
+324%,,

16c708 — 48¢ya!® — 32dga’® + 32840l + 32Bdsat” — 8052 ¢yt
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Prg

—72Bcz0' — 1048co0'® — 645%d1a® — 968dgat® — 808dsat®
+3045%c,0'® + 2403%dsa’® — 803%dsa’® — 48833 ¢yt

—4883% ¢, + 1365%coatt — 35253 d ot — 3843%dgat?
+324%dsa* + 8083 cya’® + 56033dsa’® — 2805%dsat?
—9483%cya’? — 75833 crat? + 45083 coa? — 62454 d at?
—50433dga'? + 1965%dsa’? + 8003 s + 5008 dsat!
—3008%dsatt — 6803°coat? — 40584t 4 29554 coar'?
—4008°d,a'® — 2408 dga™® 4 1308 dsa’® + 2605 ch0”
+1508%d30° — 1008%ds0” — 1925%¢o0° — 58%cra® + 463°coa®
—11285%d,08 — 303°dga® + 183°dsa® + 325%c,a” + 483%dsa”
—168%d50" — 28887 coa® + 165°%c00 + 328%c;a® — 643%¢cya®
—3208"dy a8 + 328%d,05 4 24%dsa’ — 565%dga’ + 23267 ¢4
—48/3%¢,0° + 31257ds0° — 808°%ds0” — 7287 dsa® — 94488 o0t
+16057coat 4+ 19287 crat 4+ 526%c;at — 40887 cga* + 2085 o
—9926%d 0t +19267d ot 4+ 7287 dga* + 728%dsat — 28857 dsat
+3608%¢cia® — 128570 + 44058d50° — 12067 ds0® — 4088d50°
—9608%co0? 4+ 1608%co0? + 1363570 + 3267 cza* — 32838 ¢y
—887coa® — 8964%d 0% + 963%d1a* + 248%dga” + 2487 dga?
—2165%dga® + 2083 chax + 2403%d5a — 805%d5a — 3845¢,
—483%¢; 4+ 165%cy — 3208°d; — 483%dg + 165°ds,

1608, — 64at®cy — 32aBds + 3207 Bds — 1601 5% ¢y + 2401 Be;
—2960'%Bey — 17601° Bdg + 640 B¢y 4+ 1600'° 82ds — 1360 33y
—1040M 5%c; — 4600 B2 cq — 352011 32dg + 24803 53¢y
+2800'3 53 ds — 3240 B ey — 25402 B3 cr — 2620125y
—308a'233dg + 3000 fley + 2000 Bds — 280005 ¢,
—165a8%; — 3008y — 1100 8%dg + 1260° 5%¢4 + 320°3°d,

+500°3°ds — 1600 3%cy — 96a°5%d; — 102a°B%¢; + 3202 B5¢y
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—960°35dg + 220837 ds + 25607 %4 + 3687 3%d5 — 48a7 5%
—160"3%cs — 32a" B°ds — 704055 ¢y — 76805 37d; + 4805 3%¢y
—4200°3%¢; 4+ 120°3%4 + 64a°%d; — 600a°5%ds + 104a°5%dg
+56a°5%c; + 9605 5°dg + 10800° 57 ¢y + 12640° B7ds — 2000° 57 d5
—1440°B%¢4 — 1600° 8%d5 — 20800 B¢, — 195201 B3 d,
+24002 87 ¢y — 8120 7c; — 21204 87¢y + 19204 67d; — 1104057 dg
+960 7dg + 1560 8%c; + 1440 8dg + 159202 53 ¢4 + 16000 33d;
—2800°B%d5 — 1920287 ¢cy — 1200 57d5 — 22080 3¢y
—17920%5%d; + 16002 53¢y — 6240258 c; — 20002 58¢y + 640258,
—768023%dg + 5602 Bds + 480287 ¢r + 24027 dg + 800 %¢y
+720a3%d3 — 160a3°ds — 8328 ¢y — 51259, — 1925%; + 483%¢
—1443%dg + 328%ds,

160! 8¢y + 960 Bey + 21201 5% ¢y + 2080?33 ¢y — 16005 e,
+1170198%y + 3201°581ds — 16a° 5%y — 320°8%ds — 322°3°d;
+64a°3%¢y + 6402 8%, + 8B cr + 22608 B¢y + 9605 37 d
+224088%ds 4+ 160851 c; — 32088y — 3208 81ds — 27207 3%,
—288a" 355 — 20807 85 + 3207 7ds + 5920887 ¢y + 4480°57d,
—16a53%¢, + 4960°B%¢; + 5160°35¢y + 5280°3%ds + 5200° 3%ds
—160°3%¢; — 96a55%¢cy — 960 B3ds — 11760587 ¢y — 8887 d;
—4240° 37d5 + 64a° 8¢y + 800305 + 17920 B3¢y + 10880 B3d,;
—96087¢cy + 12880 B7¢r 4 5320 B7co + 9840 B7dg + 4880 B7dy
—84018%¢; — 720" 3%¢cy — 7201 B5ds — 182403 8¢y — 112003 58d;
—320038%d5 + 880 B7cy + 400257 d5 + 20480 B¢y + 102402 3%d,
—64a%68%¢y 4+ 108002 58¢; + 2000258 ¢y + 67202 58dg + 17602 53 dg
—240287¢; — 802 B cg — 8a2[7dg — 9440 3%y — 48003 d;
—80a3%d5 + 7683 ¢, + 2563°d; + 2405%¢c; — 163%¢co + 963%d;

+166%ds,
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Pyy = 4ac; —1208¢o — 8alds + 87 Bds — 4a53%¢cy + 4a°Ber — 6205 Beg
—400°Bdg + 4a8cq + 160° B¢y + 360° 2ds — 320 B3¢y — 290 ¢,
—99aB%cy — 660 F%ds + 60 Beg + 5dad B3ey + 5003 B3 ds
—6402B%cy — 48a% B cr — 54’ B3y — 3802 B3 ds + o’ ey
+44aBtes + 20 ds — 328°cr — 128%c; — 68% ¢ — 453%ds,

Py = 328%c (042 + Qﬁ)g (4044 + 6028 + ﬁz) .

Afirmamos que pelo menos 15 das fungoes fy, ..., fo1 sao linearmente independentes.
Na verdade, expandimos essas funcoes até a ordem 21, na varidvel R, em torno de R = 0,
e obtemos que o posto da matriz dos coeficientes de 1, R, ..., R?' das funcoes fo, ..., for é

15. Assim, a afirmacao esta provada.

Os coeficientes

T
By = 4—B2((06—a8—b7+bg)+(C6—08—d7+d9)),
T
By = %((as —bg) — (cs — dy)),
BQ = —%((25@ + 25()2 — Qg —I— 3&8 + b7 — 3b9) + (2561 —I— 26d2 — Cg
+3€8 + d7 — 3d9)),
B; = —%((2042@1 + aag + aas + 2Ba; + ag + ag) + (2a’c; + acs + acs

+2561 + Cg + Cg)),

sao mutualmente linearmente independentes e sao linearmente independentes com os de-
mais coeficientes, porque em B, aparece o parametro b; que nao aparece nos coeficientes
Bj para j = 4,...,21, em B, aparece o parametro ag que nao aparece nos coeficientes B;
para j = 4,...,21, em B, aparece o parametro a; que nao aparece nos coeficientes B; para

J =4,...,21, e em Bj aparece o parametro as que nao aparece nos coeficientes B; para

7 =4,...,21. Reescrevemos os coeficientes By, ..., Bo; na seguinte forma matricial

By
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onde v = (ayg, ay, az, ag, by, bz, bs, bg, by, Ca, €4, C7, Co, dy, d3, ds5, dg, dg) € M é uma matriz 18 x
18. Devido ao tamanho da matriz M, nao explicitaremos ela aqui. Os calculos foram
feitos com o manipulador algébrico Mathematica. O posto de M é 9. Assim, existem

4 4+ 9 = 13 coeficientes independentes. Portanto, podemos escrever
21 2
f(R) = Z fiBi = Z fiBi. (5.6)
i=0 §=0

Agora vamos checar as hipdteses do Teorema 3. Note que h(z,y) =y, M = {(z,y) €
R?: y = 0}, e o sistema (5.5) pode ser escrito da seguinte maneira

dR

0, = A ) =<F (o, 1) + O()

onde

F(QD, R) = F (907 R) + Sign(h(SOv R))F2(907 R)v
(@ +32)((Qp1 — Pqy) + (Qp2 — Pgn))

file = 4R(Qx — Py) ’
w(@® +y*)((Qpr — Pqr) — (Qp2 — Pgy))
FQ(QD’ R) 4R(Q£L’—Py) )

com x = p(p, R)cosp e y = p(p, R)sing. As hipdteses (i), (ii) e (iii) do Teorema 3 sao
satisfeitas. De fato, a hipdtese (i) é satisfeita porque f é analitica em R € (0,+/—1/(25)).
Observamos que um zero simples de uma funcao de uma variavel sempre tem o grau
de Brouwer diferente de zero, para mais detalhes, veja [45]. Assim, por (ii) somente
precisamos olhar para os zeros simples da funcao f dada em (5.6).
A fungao h(p, R) = p(p, R)sinp é igual a zero se, e somente se, ¢ = 0 ou ¢ = 7.
Além disso, podemos checar que (dh/dp)(0, R) = 0 se, e somente se,

(2BR? + 1) (a>R* + 2bR? + 1)
VR (a2 +28) +1

Novamente, elevando ao quadrado ambos os lados da equacao obtida passando o segundo

+aR(-2BR*—1) =0.

membro da igualdade anterior para o lado direito, obtemos apds algumas simplificagoes
que (28R%* + 1) = 0, e como antes isso nao é possivel. De um modo similar pode ser
provado que (dh/dy)(m, R) # 0. Assim, a hipétese (iii) é satisfeita.

Desde que as hip6teses do Teorema 3 s@o satisfeiras, os zeros simples da funcao (5.6)

fornecem solugbes 2m—periédicas do sistema (5.5). Finalmente, pela Proposi¢ao 25 segue
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que a funcao f dada por (5.6) pode ter pelo menos 12 zeros simples. Assim, o Teorema

12 esta provado.






Capitulo 6

Ciclos limite de Sistemas Polinomiais
Diferenciais Cubicos com Integrais

Primeiras Racionais de Grau 2

Nesse capitulo, estudamos algumas familias de sistemas polinomiais de grau 3, com in-
tegrais primeiras racionais e de grau 2. A classificacao de todos os sistemas diferenciais
polinomiais cuibicos tendo um centro na origem e uma integral primeira racional de grau
2 pode ser encontrada em [40]. Agora, resumimos essa classificagdo em seis familias de

sistemas diferenciais polinomiais ctibicos que denotamos por Py, para k = 1,2, ..., 6.

A classe P, é representada pelo sistema

i = 2y(a® + B+ 20z + 2?),
g = —2((a® + Pz + ar® — ay® — ay?),
com f<0ea?+B#0.

A classe P, é obtida transladando o outro centro de P, para a origem. Ela é descrita

pelo sistema

& = 2o %y(B* - 2afz + o*(B + 2?)),

g = —2(c’r —ax® —a?By* +2(B +y?)).

113
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A classe P3 é dada pelo sistema

i = x(l+a*+ 20+ 2% — o),

y = y(-1—a®=2y+2* -y,

com « # 0.

A classe P, é representada pelo sistema
=y +a), §=x(’+0),

com «aff < 0.

A classe Ps5 é fornecida pelo sistema

b = z(B+a?+2B+ya)r + (V412 — ),

gy = y(=p°—a® —2ay+ (v* + 1)z* — y?),

coma=0oua=1 Sea=0,entdo fy#0esea=1,entao f(fy—1) #0.

Finalmente, a classe P é obtida tomando f = 0 em P;. Assim, obtemos o seguinte

sistema

o= 2y(r+a)

g = —2(z+a)(ax —y?),

com « # 0.

Em [34] os autores estudaram os sistemas diferenciais polinomiais ciibicos tendo uma
integral primeira racional de grau 2, cujos retratos de fase correspondem aos retratos de
fase Py, P; e Py da Figura 6.1. Esses sistemas foram denotados em [34] por (B), (A) e
(C), respectivamente. Eles também provaram que todos os centros desses sistemas sao
reversiveis e isécronos, veja [34, p. 314]. Seu principal resultado fornece cotas superiores
M para o numero maximo de ciclos limite dos sistemas P;, P; e P, quando eles sao
perturbados dentro da classe de todos os sistemas diferenciais polinomiais de grau 3,
usando integrais Abelianas, veja a coluna “cota superior” na Tabela 6.1. Aqui, estudamos

o nimero maximo de ciclos limite N que bifurcam das 6rbitas periédicas dos centros P,
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P, P, e Py, quando eles sao perturbados dentro da classe de todos os sistemas diferenciais
polinomiais de grau 3, usando a teoria do “averaging” de primeira ordem.

Uma questao natural é: Quantas solucoes periodicas persistem como ciclos limite,
quando perturbamos os sistemas P,—Ps dentro da classe de todos os sistemas diferenciais
polinomiais ciubicos?

Mais especificamente, considere os seguintes sistemas

i = 2y(a® + b+ 2ax + 2°) + ep(z, y), (6.1)
y = —2((a*+b)x+ az® — ay® — 2y*) + eq(z,y), |
i = 2a7%y(b* — 2abr + a*(b+ 2?)) + ep(z, y), (6.2)
y = —2(&21‘ —ax? — a2by? + x(b+ y2)) +eq(z,y), '
i = x((1+ %) +2z+2*—y?) +ep(z,y), (6.3)
v = y(—(1+s* —2y+a2*—y?) +eq(z,y),
& =y(@® +a) +ep(ry), §=a(y’+b)+eq(z,y), (6.4)
i = a(®+d*+2(b+cd)x + (2 + 1)a? — y?) + ep(z,y), (6.5)
go= oy —d—2dy + (¢ + 1)2* — y?) + eq(2,y),
&= 2y(z + a)? + ep(z,y), (6.6)
y = —2(x+a)(axr —y?) +eq(z,y),

onde

p(x, y) = a1r + azy + a3x2 + asxy + a5y2 + aﬁx?’ + G7I2y + agxyz + a9y3,

q(z,y) = bz+by+ bz + by 4 bsy® + bz’ + bray + bsxy® + boy®.

Obviamente, os parametros dos sistemas nao perturbados (6.1)-(6.6) devem satisfazer

as condigoes dos sistemas P; — Fg.

Calculamos o nimero N para as classes Py, P, P, e P;. Na Secao 6.3, explicamos

porque nao podemos calcular o niimero A para as classes P e Ps.

No que se segue apresentamos nossos principais resultados desse capitulo.
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Figura 6.1: Retratos de fase no disco de Poincaré dos sistemas diferenciais polinomiais ctibicos

com um centro na origem e integral primeira racional de grau 2.

Teorema 13. Quando perturbamos os sistemas Py, P, e Ps dentro da classe de todos
os sistemas diferenciais polinomiais de grau trés, o numero mazrimo de ciclos limite que
bifurcam, usando a teoria do “averaging” de primeira ordem, é N = 3 e esse nimero é

alcancado.
O Teorema 13 esta provado na Secao 6.1.

Teorema 14. Quando perturbamos o sistema P, dentro da classe de todos os sistemas
diferenciais polinomiais de grau trés, o numero mdximo de ciclos limite que bifurcam,
usando a teoria do “averaging” de primeira ordem, é N' = 3, quando o* + 3 & (—1,0) U

(0,1), e esse nimero é alcangado.

O Teorema 14 esta provado na Secao 6.2.

As provas dos Teoremas 13 e 14 foram obtidas com a ajuda dos manipuladores
algébricos Mathematica e Maple. Na sequéncia provamos o Teorema 13. Por comodi-
dade, nas provas dos Teoremas 13 e 14 denotamos & = P(x,y) e § = Q(x,y) nos sistemas

que representam as classes P, para k =1, ...,6.
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Retratos de fase | M | N
P 4 |3
P, 4 | 3sela?+p6l>1
Ps 517
P, 4 |3
Py 77
P - 13

Tabela 6.1: A segunda coluna representa as cotas superiores M fornecidas em [34], e a ter-
ceira coluna representa o nimero méaximo A de ciclos limite bifurcando das érbitas periddicas
dos sistemas Pk, quando eles sao perturbados dentro da classe de todos sistemas diferenciais

polinomiais ctibicos, usando a teoria do “averaging” de primeira ordem.

6.1 Prova do Teorema 13

6.1.1 Prova para a Classe P;

Temos que
1

(a2 + 20z + B + 22)*

é o fator integrante associado a integral primeira

w(x,y) =

22 4 o2
Hzy)=—"—"64/¥—
ST

do sistema Py, porque eles satisfazem pP = H, e u@) = —H,. Resolvendo implicitamente

a equacao H(pcosf, psinf) = R? obtemos a fungao positiva p : (0,1) — R dada por

R <\/4 (a?+B) —2BR?*(2cos?0 — 1) — 25R? + 2aR cos 9)

= R?(2cos?0 — 1)+ R? — 2

Ap6s fazer a mudanga de varidvel descrita no Teorema 4, o sistema (6.1) torna-se

dR - Ai(p,a, B,a,b)
i g; oo ) R+ O(e%), (6.7)



118

onde a = (aq, ...

,ag), b = (bl, ...,bg) (§]
—ay (042 + /8)2 cos®h — (oz2 + 6)2 (ag + by)sinf cos
_b2 (062 + 5)2 Sil’l2 9,

Va2 — fR2cos? 6+ 3 ((—a2 — B) cos® (a2a3 + 3aa; + agﬁ)

— (oz2 + 5) sin? 6 cos 0 (a2a5 + a?by — caq + daby + a5 + ﬁb4)

- (a2 + B) sin @ cos? 0 (a2a4 + by + 3aas + daby + ayf + 563)

— (a2 + ﬁ) sin® 4 (a2b5 — aag + 5b5)) ,

— (a2 + 5)2 sin* @ (a269 — aag + ﬁbg) — (Oz2 + ﬁ) sin? 0 cos? 6 (a4a8
+atb; — adas + 4adas + 5a’by — 40’ay + 202 ag S + 202 by

+40%by — aasf + 4aasB + 5afby — a1 B + asB’ + by — 46b,)

+ (—oz2 — B) cos* 0 (a4a6 +4a3as + 20’ ag8 + daasf — 5ay 8
+a6ﬂ2) — (a2 + ﬁ) sin @ cos® @ (a4a7 + atbg + 4alay + 5a’bs
+20%a78 + 202 Bbg + 4a*by + 4oy + 5aBbs — Hasf + a7 3?

+8%bs — 48b1) — (o + B) sin® O cos 6 (a*ag + a’*bs — a’ay + 5a’bs
—4a2ay + 202a93 + 202 fbg — aay B + 5aBbs — asfS + agf* + Bng) ,
Va2 — BR2cos? 6 + 3 <OéCLg (o + 5)2 sin” 0 + (o

+3) sin*  cos 6 (a3a8 — 6a°by + baas + aagB — 6aBby + &55)
+cos’ (—5a5a6 —datas + 8aay — 1003a6f + 12041 B — Haag 32
+4a352) +sin? 0 cos® § (a5a6 — 5a’ag — 60°b; + 5atas — 4a’as
—9aby + 403aq + 2036 — 100asB — 1203 by + 403by
+60’asf — 60°Bby + aagf? — baagf? — 6a%by + 1208by + as3?
+das 5% + 3621)4) +sin® 0 cos” 0 (a5a7 — 5a°ag — 60°bg + Hatay
—9aby + 40’ay + 2a3a7 8 — 100 ag B — 1203 Bbg + 60 a4 3

—6a%6bs + aarf? — baagB? — 6aB%bg + auf? + 36265)
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+sinf cos* @ (—5a5a7 — 60°bg — 4atay — 9atbs + 8alay
—1002a7 8 — 12a°Bbg + 40°by, — 602 Bbs + 12cas 8 — Sovar 32
—6a8%bs + 12a8b;y + 4as > + 35%b3) ),

agy (oz2 + ﬁ)z (6042 + 5) sin® 6 cos 0 + (a2 + ,6) sin? 0 cos® 0 (6a4a8
—15aby 4+ 903 as + TaasS — 1202 8by + aas B + asB? + 3ﬂ2b9)
+sin? 0 cos* 0 (6a6a6 —9a8ag — 15a°b; + 9a’as + 4a°as — 5a°b,
—datay + 13atagB8 — 14a’tags — 27a* Bb; + 10a*by + 10a3asf
+20a%as3 + 100 Bby — 120%a, B + 8a’agS? — oagf* — 9o 32b;
+12028by + aasB? + 16aas % + 15a8%by — 4aq1 5% + agB> + 4dag3®
+35%b; — 65262) + cos® 0 (—9a6a6 +4aPas + 6ata; — 14atagf
+2003a38 — o*agB? + 16aas* — 10a, 6% + 4a653)

+sin® 6 cos® 0 (6a6a7 —9a%ag — 15a%bg + 9a’ay — 5a°bs — 4a’as
+13atar 8 — 14atagf — 270 fbg + 10a3aq 8 + 1003 Bbs — 12a%as3
+8a2a7 8% — oagf? — 902 B%bs 4+ aas B + 15a8%bs — das5* + a7 5°
+day B> + 3531)8) +sin 6 cos® § (—9a6a7 — 15a5bg + 40°ay — 5a’bs
+6atay — 14a’tar 8 — 270 Bb + 10a*b, + 200 a8 + 100> Bbs
—a?az % — 902 5%bg + 12a°% by + 16aasf* + 1503%bs — 10as 5>
+4a73° + 3°bs — 65°b1)

Va2 — fR2cos? 6+ 3 (3aag (& + ) (50° + B3) sin® § cos® 6

+sin? 0 cos® 0 (15a5a6 — b5a’ag — 200°b; + batas + 10atas

+5atby — 100a; + 18aaef + 10a3as S — 8o Bbr + 403y
—6a2asf + 12a%as8 + 18a2Bby — 6y 5 + 3aagS? + 15aag 5
+1203%b7 — 12a8by — 3asf* — 6as 5% — 352194) + cos’ 0 (—5a5a6
+10atas — 603a; + 10a3a6f + 12a2asf — 18cay 8 + 15aag 3>
—6a352) +sin® 0 cos* 0 (15a5a7 — 5a’ag — 200°bs + 5atay + 5atbs
—10c2as + 18a%az 8 + 1003ag B — 8a Bbs — 6a2as s + 1802 Bbs

—6aayf + 3aar 5% + 150ag /% + 1205%bg — 3au 5% — 35265)
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+sinf cos® @ (—5a5a7 —20a°bg + 10atay + 5atbs — 60’as
+10a%a7 8 — 8a Bbg + 4a°by + 12a%ayB + 180 Bbs — 18cay3
+150a78° + 12a3%bg — 12a8b; — 6as5* — 3%b3)

+sin* @ cos® 0 (15a5a8 —200°by + 5atas + 18alag s — 8a Bby
—6a2as B + 3aagS* + 1205%bg — 3a5ﬁ2)) ,

agy (042 + 6) (20&4 — 3028 — 352) sin® f cos® 0 + sin® 6 cos® @ (20046%
+5a%ag — 15080, — 5a’as + 4a’as + 9a°by — 4ata; + 170 agB
+320tag S + 150 Bb; — 4a’by — 2203a33 — 120 a5 5 + 10a° Bby
+602a1 8 — 60agf? + 21a’agf? + 2702 5%y — 1602 Bby — Yaas 32
—24aas8* — 15a4%bs + 6a1 8% — 3agB® — 6ag3® — 35°br + 43°by)
+cos® o (5a6a6 +40’as — 8ata; + 32atasf — 12a3a38 — 100°a, 8
+21a%ag3? — 24aasB? + 10a, 8% — 6a6ﬁ3) + sin® 6 cos® 6 (20a6a7
+5a%ag — 1508bs — 5a’as + 9a°bs — 4a’tay + 170 az 8 + 32ataq 8
+150*Bbs — 2203443 + 100 Bbs + 6a2as3 — 602az 5% + 21a%aqe3?
+270%%bs — 9aas 87 — 15a3%bs + 6az8* — 3az3* — 6ag3° — 33°bs)
+sinfcos’ @ (5a6a7 — 15a%g + 40°aq + 9a°b; — 8atas + 32ata;
+15a*Bbg — 4a*b; — 120’ ayf + 100 Bbs — 100asf3 + 21a’a;5°
+2703%bg — 1602 by — 24aas3* — 15a3%bs + 10a23* — 6a7 5>
—38%bs + 45261) + sin* @ cos* 0 (20a6a8 — 15a%by — 5aas
+17atagf + 150 Bby — 2203 a5 3 — 6a2ag > + 2702 3%by — Yaas 5>
—3a55° — 35%) |

Va2 — fR2cos? 6+ 3 (aag (15044 — 10028 — 9ﬁ2) sin® 0 cos 6

+sin% 0 cos’ 0 (15a5a6 + 9a’ag — 6a°b; — 9atas — datas + 5atb,
+4a3a; — 1003agB + 100 ag S + 20a° Bb; — 4aPby — 602 as3
—16a%as3 — 1002 Bby + 8cva1 f — 9aag3? — 15aas3? — 605%b;
+4afby + 3asB? + das 5% + 52b4) + cos’ 0 (9a5a6 — 4atag

+10a’agB — 16a%asB + 12aa 3 — 15aa63° + 4a362)
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Ao

+sin® 0 cos® 0 (15a5a7 +9a’ag — 6a°bs — 9atay + 5atbs + 4a’as
—1002a78 + 10a3ayf + 200> Bbs — 6a2as s — 1002 Bbs + Savas S
—9aazr3* — 150agf? — 603%bs + 3asff* + B7bs)

+sinf cos® @ (9a5a7 — 60°bg — 4atay + 5a’bs + 100a; 3
+20038bg — 403by — 16a%ay S — 1002 Bbs + 12aasf — 150a73?
—60%b + 4a8by + 4ayB? + §bs) + sin? ) cos® 6 (15a°as

—6a°by — 9atas — 10a3agf + 2003 Bby — 602asf — Yaag S
—6a3%bg + 3a552)) ,

agy (6046 — 2505 — 120232 + 363) sin® 6 cos” 6 + sin? @ cos® 0 (6a6a6
+5a%ag — a®b; — 5alag — 4a’as + a’by + 4atay — 25atae
—10atag + 150 Bb; — aby + 603asB — 4a’as B — 1002 5b,
+4ola, B — 1202 ag5* — 270 ag % — 15a%5%b; + 602 Bby + 11aasB?
+160as8° + 5a8%by — 4a1 8% + 3ag8° + 4as B + 3°b; — 5°by)
+cost? 0 (5a6a6 —4a’as + 3ata; — 10atagf — 4a’as B + 10a2a, 8
—2702a68* + 160asB* — ba, B> + 4a6ﬁ3) + sin® 0 cos” § (6a6a7
+5a8ag — abbg — 5alay + a’bs + 4atas — 250t ar B — 10atay s
+15a Bbg + 603 as 3 — 1002 Bbs + 4a2asf — 1204752 — 2702 ay 5>
—150%B%bs + 1laas8* + 5a8%bs — 4as 8% + 3az3° + 4ag5° + 3°bs)
+sinf cos’ 0 (5a6a7 — a8bg — 4aPay + by + 3atay — 10atar 8
+150Bbg — a*by — 4aayuB — 1003 Bbs + 1002asff — 270 a7 32
—15023%bg + 602 Bby + 160ias 32 + 5a%bs — bay S + 4az > + Bbg
—ﬁzbl) + sin* 0 cos® 0 (6a6a8 — abby — 5alas — 25atasB + 150 fbg

+603a5 — 1202as3? — 1502 5%bg + 11aas 5% + 3as3° + 5369) ,

\/oz2 — BR2%2cos?20 + (aag (a4 — 10a%8 + Sﬂz) sin® @ cos® @

Yas — atas + oday — 1003a6f

+sin?f cos’ 4 (a5a6 +o’ag —
—1002agf3 + 6a2asf + 60’asf — 3aar B + baag? + SaagB? — as >

—a5ﬁ2) + cos't 6 (a5a6 —atag + a’a; — 10a%aef + 6a’asB
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—3aaf + baag B — agﬁQ) +sin® 0 cos® 0 (a5a7 + aPag — atay
+alay — 100’a7 8 — 1003ag S + 6a%a4 8 — 3aas S + baar 5% + Saag 5
—a462) + sin @ cos'® 6 (a5a7 — atay + aPas — 1003078 + 60%a48
—3aasf + Saar 32 — a452) + sin* @ cos” 0 (a5ag — a'tas — 10a’ags
+60’as3 + baagB* — a562)) ,

—ayf (5a4 — 10028 + 52) sin® 0 cos” @ — Bsin? 0 cos'® (5a4a6
+5atag — 4aas — 40’as + 3a’a; — 100 ag8 — 10a2agf + 4oas3
+daasf — a1 + agf? + a852) — Bcos'?6 (5a4a6 —4aas + 30wy
—10a%a6B + daasB — a1 5 + CLGBQ) — Bsin® @ cos’ 4 (5a4a7 + 5a’tag

—4cPay + 302ay — 1002478 — 100209 + daasf — a8 + aq 3

—|—a962) — Bsinfcos't o (5a4a7 —4aay + 30’ay — 1002a7 6 + daass
—asf + a7ﬁ2) — Bsin? O cos® O (5a4a8 — 4a’as; — 1002asf + daas 8
—i—agBQ)

2(Rcos® —1)(Rcosf +1) (aRcos 0\/a? — BR2cos20 + 3 + a?

—BR?cos” 0 + 3) <2aRcos 0\/a? — BR? cos? 6 + [ + R? (o

—B) cos* 0 + o —l—ﬁ)z.

Integrando o lado direito da equagcao diferencial (6.7), obtemos a fun¢ao “averaging”

f:(0,1) = R, dada por

f(R)

onde

— 4 {(aza(; — 3a2ag — a®b; + 3aby + ay + agf — 3asf
4(a?+p)
—Bb; + 3Bby + bg):| Ly {(o/laG + atag — alas — alas + olay
4 (a2 + B) ' 4(a2 + )
N 20%a + 2a%agf — aazff — aasf — a1 8 + agB? + ag?)
4(a? + B)°

1
+§f2(a8 —bg) + f3(ag — as — by + by),

fo=R, fi=R> fpr=RV1I-R* ¢ f3=+1-R?/R.
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Temos que estudar o niimero de zeros simples da funcao “averaging” f. Para isso,
devemos calcular os Wronskianos W( fo, ..., fx), para k = 0, ..., 3 e provar que eles nao se
anulam para R € (0,1). De fato,

6
W) = R W £ =28 W o) =~

12R* (R*+4 (V1 - R? —2) R? = 81 — R? +8)
W(fov‘”affi):_ (R2_1)3 :

Obviamente os trés primeiros Wronskianos nao se anulam. O Wronskiano W ( fo, ..., f3) é

igual a zero se, e somente se,

R*—8R*+4vV1—R? (R*-2) +8=0.

Passando o termo 4v/1 — R%(R? — 2) para o lado direito da igualdade anterior e elevando
ao quadrado em ambos os lados, obtemos R® = 0, que é impossivel porque R € (0,1).
Assim os Wronskianos W( fo, .., fx) # 0, para k = 0, .., 3. Portanto, desde que (fo, ..., f3)
¢ um sistema-ECT, a fungao “averaging” f tem no méximo 3 zeros simples e eles sao

realizdaveis. Pelo Teorema 2, esses zeros fornecem 3 ciclos limite para o sistema (6.1).

6.1.2 Prova para a Classe P;

Suponha que a@ < 0 e 3 > 0. A funcao positiva p que satisfaz H(pcos@, psinf) = R? ¢
p:(0,\/—a/B) = R, dada por
_ AR

VB cos?0 —sin®0 (o + SR?)

p

O fator integrante

(0.9) =~
T, Y) = =773
(B+12)°
corresponde a integral primeira
2 2
ay” — fx
H(x,y) = —————
(@) B(B+y?)
porque eles satisfazem pP = H, e u@) = —H,. Transformamos o sistema (6.4) usando o

Teorema 4, na seguinte forma padrao do “averaging”

dR ! Bi(@vaaﬁaawb) ] 2
g R+ 0O 6.8
dy 5; QRogra,B) O (68)
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onde a = (ay,...,aq), b = (by,...,b9) €
By = a®bysin® 0 — a?B(a; + 2by) sin § cos? 6 + o sin® 6 cos O(ab; — asf3)
+aB%(2a; + by) sin® f cos* @ — % sin 0 cos® O(as 3 — aby),

—2afsin’® 0 cos® O(ab; — asf3) — a13° cos® O

By, = \/—oz sin? 0 + Bcos?f — BR2sin* 0 (—aQBbg, sin® #
—/3%sin? 0 cos® O(—aas — aby + asf) — % sin 6 cos® O(ay3 — abs)
+afBsin® 0 cos? (—abs + asB + Bbs) + afsin® 0 cos O(asB — aby)

—as 3 cos® 9) ,

B; = [?sin®60cos® 6 (—a2b6 + aarf + afby — daby + 2a56 — agﬁz)
—a?Bsin® 0(Bby — 3by) + % sin? O cos* O(aag + ab; + 2a; — agf3
+by) — aff?sin* 0 cos® 0(abr + 2a; — agf8 — Bby + 4by)

—afsin® 6 cosd (aﬁbg — 3aby + 2ay8 — a962) — 3% sin 0 cos’® O(—abg
+a78 — br) — agB* cos® 0,

B, = \/—oz sin?@ + Bcos? § — BR2sin? § ( 4% sin® § cos?® O(—2abs + ayf3

+8bs) 4 3% sin® 0 cos O(as B3 — 2aby) — 2a4%bs sin® 0 4 3°(as
+b4) sin® @ cos® 0 + Bbysinf cos’ 6 ),
Bs = —f3*sin*fcos®0(2ab; + a1 — agf — Bby + 2by)
—B%sin’® A cos (2aﬂb8 — 3aby + a8 — @9/62)
+3% sin® 6 cos® O(—2abg + a7 3 + Bbs — 2b1) — aB*sin® 6(28by — 3bs)

+3*(ag + br) sin® @ cos* @ + 3bg sin 6 cos® 0,

Bs = \/—04 sin®f + [ cos?§ — BR2sin? 6 (—5363 sin® @ cos? 4
—53174 sin* @ cosh — ﬁ3b5 sin® 9) ,

B; = —f3%gsin® 6 cos® 0 — B*b;sin® O cos? § — 5 sin® 6 cos O(Bbg — by )
—3%sin® 0(Bbg — by),

Q2 = (Bcos®d — asin’® 9)2 (Bcos® 6 —sin® 0 (a + ﬁRz))2 .

Integrando o lado direito da equagao diferencial (6.8), obtemos a fungao f : (0,/—a/8) —
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R, dada por
(30[&6 — 3ab7 —ay + asﬁ — 5()9 — bz) \/B(—Oélh + ﬁbg — bg)
[ = afo =) l2B + fi 2(—a)il?
—b —ab — b
—f (%\/B 7) tfy (aas — a ;;ZCLSB s 9)7
onde

fo=R. [=R. fo=Ry—a R o =Y 0TV-0ZBR

R
Temos,
23%R®
W(fo) - R7 W(fo’ fl) = 2R3’ W(an f17 f2) - (_Q’ - 6R2)3/2a
W(foro f) = 1282R2 (80 + 8a8R2 + 4y/—ar/—a — BR?(2a + BR2) + B2RY)
055 J3) = —

(a+ BR?)
Claramente os trés primeiros Wronskianos nao se anulam. O tltimo Wronskiano ¢ igual

a zero se, e somente se,
8a? + 8afR? + b*R* + 4/ —ay/—a — BR2(2a + BR?) = 0.

Passando o termo 4\/—_a\/—04—75R2 (2c+ BR?) para o lado direito da igualdade anterior
e elevando ambos lados ao quadrado, obtemos B*R® = 0. Isso ¢ impossivel porque R €
(0, \/T/ﬂ) Assim, os Wronkianos W ( fo, .., fx), para k = 0, ..., 3 nao se anulam para R €
(0,/—a/f). Portanto, desde que (fo,..., f3) ¢ um sistema—ECT, a “funcdo averaging”
f tem no maximo 3 zeros simples e eles sao realizaveis. Pelo Teorema 2, esses zeros
fornecem 3 ciclos limite para o sistema (6.4). Se & > 0 e 8 < 0, entdao tomamos p = —p e

o resultado obtido é analogo.

6.1.3 Prova para a Classe F;

Novamente o fator integrante

B 1
w(z,y) = m
corresponde a integral primeira
22 4 o2
H(z,y) =
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porque puP = H, e p) = —H,. Resolvendo implicitamente a equagao H(pcosf, pcosf) =
R? obtemos a fungao positiva p : (0,1) x (0,27) — R, dada por

2R <W+ aR cos 9)
=R (2cos260 — 1)+ R?2 — 2

Transformamos o sistema (6.6) usando o Teorema 4, na seguinte forma padrao do

“averaging”
dR 8N(gp, a, B,a,b)
dSO Q3(R7 907O[7ﬁ)

onde a = (al, ...,CLg), b= (bl, ...,bg) (S

+ O(g?), (6.9)

N = R (aR cosf + @) ’ (aa1R6 cos® 0 — a?a3R% cos® 0 + alag RS cos® 0
—ava2az R cos™ 0 + 2 (a2)3/2 agR® cos” 6 + cas RO sin @ cos™ 6
—aay R sinf cos” @ + ala- R® sin @ cos” 6 — 3aa; R* cos® 0
+202a3R* cos® 0 + aa, R® sin? 0 cos® 0 — aas R® sin® 0 cos® 0
—a?asR®sin® 0 cos® 0 + a’ag R® sin? 0 cos® 0 + alag RY sin? 6 cos® 6
—a@mR‘a sinf cos® 0 + 2 (042)3/2 a> R’ sin 6 cos® 0
—Va2b, R sin ) cos® § + a@b3R5 sin @ cos® 0
— (a2)3/2 b R® sin 6 cos® 6 + 2a\/@a3R3 cos®f — 2 (a2)3/2 agR? cos® 6
+aay RO sin® 0 cos® 0 — a?ay R® sin® 0 cos® 0 + a7 R% sin® 0 cos® 0
+alag RO sin® 0 cos® 6 + \/@&Ji‘s sin? 6 cos® § — 2()4\/@@3]%5 sin® 6 cos’® @
—a\/g%RE) sin? @ cos® 6 + 3 (oz2)3/2 agR® sin? 6 cos® 6
+2 (a2)3/2 as R’ sin” § cos® 0 — \/EZ)QRE’ sin? 6 cos® 0
+a\/§b4R5 sin? 6 cos® § — (a2)3/2 b-R? sin® § cos® 0
—3aasR*sin 6 cos® 0 + 2a%a, R* sin 0 cos® 0 — aby R* sin 6 cos® 0
+202b3 R* sin 6 cos® 6 — 3a3bg R* sin 6 cos® § — aas R® sin 0 cos® §
+aag R sin* 0 cos* 6 + \/@CLQRS sin® 0 cos* 9§ — 204\/5014]%5 sin® 0 cos* @
+3 (a2)3/2 a7 R% sin® 6 cos* 6 + 2 (oz2)3/2 agR% sin® 6 cos* 6
+a\/?b5R5 sin® @ cos® § — (a2)3/2 bs R® sin® 6 cos* 0 + 3aa; R? cos* 0

—a?azR? cos* 0 — alagR? cos* § — 2cva; R* sin® § cos* 0
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+2a2as R* sin® 0 cos® 0 + 3a3ag R sin? 0 cos* 6 — aby R* sin® 6 cos* 6
+202b, R* sin? 0 cos* 6 — 3a3b; R sin? 6 cos® 0 + 204\/@@]%3 sin 6 cos* 0
—2 (a2)3/2 a7 R?sin 6 cos* 6 + 2\/561]%3 sin 0 cos* 0

-3 (a2)3/2 beR> sin 0 cos* 6 + a®agR® sin® 0 cos® 0

—2a\/§a5R5 sin*f cos® 0 + 3 (a2)3/2 agR° sin® 6 cos® 6

— (a2)3/2 by R® sin* 6 cos® 0 — 2cvas R* sin® 6 cos® 0

+30a; R sin® 0 cos® 0 + 2a%bs R* sin® 6 cos® 0 — 3a®bg R* sin® 0 cos® 6
—2vVa2a, R? sin® 0 cos® 0 + 204\/?@3]?,3 sin? @ cos® @

—1—204\/?@5]%3 sin? @ cos® 6 + (042)3/2 agR> sin? 0 cos® @

-2 (a2)3/2 agR?sin? 0 cos® 0 + 2v/a2by B3 sin? 0 cos® 0

-3 (a2)3/2 bz R3 sin? 0 cos® 6 — a\/@agR cos® @ + 3aay R? sin § cos® 0
—aa,R?sin 0 cos® 6 — a’ar R? sin 6 cos® O + 2ab; R? sin 0 cos® 6
—202b3R? sin f cos® 6 — abgR? sin 6 cos® O + 3 (a2)3/2 agR? sin® f cos? 0
+3a3asR* sin* 0 cos® 0 — 3a3bg R* sin 0 cos? 6 — 2@@}33 sin® @ cos® 0
+2ava2a, R? sin® 0 cos® 0 + (oz2)3/2 a7z R3 sin® 0 cos? 6

-2 (a2)3/2 agR? sin® 6 cos? 0 — 3 (042)3/2 bsR3 sin® 0 cos® 0

+aay R?sin? 0 cos® 0 + aas R? sin® 0 cos® § — o’ as R? sin® § cos® 0
—aagR? sin? 0 cos? 6 + 2aby R? sin? 0 cos? 0 — 2a2b, R? sin? 0 cos® 0
—a®b, R? sin® 0 cos® 0 — aay cos® 6 — a\/@mR sin 0 cos® 0

—\/@blR sin @ cos? § — a\/@bgR sin @ cos? 6 + 3a2ag R sin® 0 cos 6
+2a@a5R3 sin 0 cos 0 + (a2)3/2 agR> sin® 6 cos 6

-3 (a2)3/2 bo R> sin 0 cos 6 + cvay R? sin® 6 cos 6 + a®ay, R? sin® 0 cos @
—alagR%sin® 0 cos 0 — 20°bs R? sin® 0 cos @ — a®bg R? sin® 0 cos 6
—i—\/?alR sin? 6 cos ) — a\/@%R sin? 0 cos ) — @bgR sin? 0 cos 0
—a\/?bﬂ% sin? 0 cos 0 — aagy sin 0 cos @ — aby sin 0 cos 0

+ (a2)3/2 agR?sin® 0 + o?asR? sin* 0 — o®by R? sin* 0 + \/@@R sin® 0

—aVa2bsRsin® 0 — ab, sin® 6’) ,
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4
Qs = 2a(Rcost —1)(Rcosb+1) (\/@Rcos&—i—oz) :

Integrando o lado direito da equagao diferencial (6.9), obtemos a fungao “averaging”

f:(0,1) — R definida por

_ (a?ag — 3a’ag —a?brbg + 302 + aj + by)
I s
a’ag + a’ag — aas — aas + a 1
+f1( : : 12 ° s ¥ o) +§f2(a8_b9)
ag —ag — by + b
+f3( 6 — s . 7 9)7
onde
fo=R, fi=R)® fp=RVI-R> e (V1-R>-1)/R
Temos que
2R
W(fo) =R, W(fo, /1) =2R, W(fo, f1.fs) = —m>
W (fo,... f3) = —12}22(}%4 —SR 8+ 4VI— (- 2))

(R2—1)°

Os trés primeiros Wronskianos nao se anulam para R € (0,1). O tltimo Wronskiano

¢é igual a zero se, e somente se,
R*—8R*+8+4V1— R?(R*—2) =0.

Passando o termo 4v/1 — R? (R? — 2) para o lado direito da equacdo anterior e elevando
ambos os lados ao quadrado, obtemos R® = 0. Isso é impossivel porque R € (0,1). Assim,
os Wronskianos W ( fy, .., fx), k = 0, ..., 3 ndo se anulam para R € (0,1). Portanto, desde
que (fo, ..., f3) é um sistema—ECT, a fun¢ao “averaging” f tem no maximo 3 zeros simples

e eles sao realizaveis. Pelo Teorema 2, esses zeros fornecem 3 ciclos limite para o sistema

(6.6).

6.2 Prova do Teorema 14

Primeiramente, suponhamos que o + 3 < 0. Como antes, obtemos a funcao positiva
p:(0,v/—a?/B) x (0,2r) — R dada por

B*R(a” + P)
afB?Rcos — \/()z?ﬁ? (B (a2 + B)sin®6 — a?cos? 0 (a? + SR + f3)) 7

p:
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resolvendo implicitamente a equacao H(pcosf, psinf) = R% O fator integrante

Oé4

(a2 (B + 22) — 2aBz + j2)°

pw(z,y) =

corresponde a integral primeira

a2By? — atx?

H —
O = @2 (Bt o) — 202 + )
porque eles satisfazem pP = H, e u) = —H,. Usando o Teorema 4, o sistema 6.2 torna-se
dR >\ Ci(p, o, B,a,b)
— =¢ 2R+ O, 6.10

onde a = (ay, ..., a9), b = (b1, ..., by) €

Cr = (a4 5)*sin?0cos® 0 (a%ar — 2018 — fby) + a2 (o2
+8)%sinfcos” 8 (a%ay — Ab) — a3% (a? + )’ sin?  cos* 6 (20%ay
+a%hy — a3 — 26by) + a®82 (a? — 28) (a? + B)” sin® 6 cos” 0 (a%ay
—Bby) + a*B* (a® + B)°sin® 0 cos® O (aay + 20%by — Gby)
+a'B8 (a? + 8) sin” 0 cos 0 (a%ay — Bb) — o* B (20° — B) (a?
+8)%sin® 0 cos 0 (a%ay — Bby) — a5, (a® + B)7sin® 0,

Cy — \/a252 (B (a2 + B)sin® 6 — a2cos? 0 (a2 + BR2 + B)) (a2B* (a2

+8) sin” 6 (a’bs 4+ aas + Bbs) + a®B* (a® + B) cos” 0 (a’az + 3aa;

+asB) — o*p? (oz2 + 5) sin® 0 cos 6 (a4a5 + a5 — o Bby — aar B
—2afby — °by) + 5% (& + B) sin® O cos” 0 (aas + aas
+3a3a; + oasff — a?Bby — 4oy B — 2a8by — asB? — B2b4)
+a'B? (a® + B) sinf cos’ 0 (a'as + 3a’as + a’as8 — a®Bbs
—2a8b; — 62()3) —a?p? (a2 + 5) sin® 0 cos? 0 (a4a4 + by
+4olay + ofayS — a?Bbs — cvasf — 2aBby — B2bg — 52b5)

+a?p? (oz2 + E) sin? 0 cos® 6 (a6a5 —atasfB — a'Bby — 4aa
—2a°Bby — a’azfB® — &’as 5 + aa ° + 208%by + $7bs)

+a?p? (042 + 6) sin® # cos* 6 (a6a4 + 3a’ay — by — o Bbs
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Cs

—4aBas8 — 203 8by — oalB? — o B%bs + 205%by + 53b3)) ,

abp3 (a2 + ﬂ) (2a1a4 — agfa’ — 2a360® — 2a¢3%a® — 3a1fa’
—2a36%a — aﬁﬁ3) cos® 0 + o33 (042 + 5) (2a2a6 — a7Ba®

—2a480° — 2a73%a* — 3asfat — pbiat + bt — 2a45%a°
+3%b302 — az 520 + B2b1a® + 283bga® + B2bsar

+B4b6) sinf cos’ 0 + o133 (a2 + 5) (2a1a6 — agfBa’ — agfa’
—2a360° — 2a580° — agB*at — 2ag%at — 6a, Bt — Bbyat

+ %0t + asBPa’ — 2a58%0® + B2bsa® + agBPa? — agBa’
+5a18%a% + B2bea® + 23370 + 3as o+ B + ag B

+B4b7) sin? 6 cos® 0 + o233 (a2 + 5) (2a2a8 — a7fBa® — agfa®
—2a408a" — a7 820’ — 2a95%a% — 6ay8a° — Bb1a’ + B2bgal

+ 526508 + ay2a® + b3’ + [Pbsa® + az B2t — agfPalt
+5ay32a* 4+ 28%b1a* + BPbga* + 23%bgat + 3ayBPa’ + BPbsa’
+arB8%? — 33b1a? — Blhga® + Brbsa? — Brhsa — B5b6) sin® @ cos® 0
—a?B* (a® + B) (asa® + 2a50” + 3a10° — agBa® + asBa’ + bya®
—Bbra® — Bbya’ — 3azBa’ — asBa’ — Bbsa® — 2a66%at — agfrat
—6a1 8ot — 28bat — B2brat — 26%bgat — 2a35% 0 — 3as 5%’
—agB2a? — agBa’ 4 2a,82a* + B2bya* + BPhra* — FPhya’ + asBia
+B%bace + B*b7) sin’ O cos* 6 — o?B* (o + B) (aga® + 3a20° — azBa’
+agfa’b — Bbga’ — 3auBa’ — Bbsa® — 2a75%at — agfiat — 6ayBat
—Bbiat + bt — BPbsat — 2a46%0 + b0’ — ar BP0’ — agBia’
+2a58%0% + B2 + 28%bga® + BPbga’ 4+ asBPa + BPbsa + BPhsa
+B%¢ + 5468) sin® 0 cos® 0 + o35 (oz2 + ﬁ) (a8a6 + bga® + 3asa’®
+aat + 2agBat + brat — Bbrat + Bbyat — azpa’ + 2a5 803
—Bbsa® + ag2a’ — 2a, fa? — Bbya® — 25%b:a% — B2hea® — asffPa
—asfa — [Py — by — ﬁ3bg) sin® 0 cos? 0 + o?5° (a2 + 5) (agoz6

+asat + 2a9Bat — Bbgat — ayBa’ — Bbyad + agfia’ — 2ay80”



Cy

—282%502 — 4% — Fhya — 3bg) sin” 0 cos

—a?8% (a? + B)° (bya® + asa + Bby) sin® 6,

\/ 0232 (B (02 + B) sin? 6 — a2 cos2 0 (a2 + BR2 + B)) (aagf® (o2
+8)%sin” 0 — aB* (@ + B) sin® O cos O (a’as — a’asB — aasB — asB?)

—aB*sin® 6 cos? 6 (a6a9 + a’ay + 3atas — atarf + atagB — aasfB
—2a%a;8% — o’ag* — aasf? — a7 3> — agﬂB) +a?p3cos™ 0 (a5a3
+3ata; — atagf — ’a1 f — 202ag 3 — aas B — a663)

+a3B3sin 6 cos® 4 (oz5a4 +3atay — a'arf — a’asf — 20 a7 32
—aasf? — a753) + 3% sin? 6 cos® 6 (a7a3 + a’as + 3a8a,

—abagf — alagf — a’asf — 4ata B — atagB? — 2atagf? — oPasB?
—aPas B + o*a B + oag B — otagB + aas B + a654)

+af3sint 0 cos® 0 (a7a5 — abagf — aPasf — a’asf — 3ata B
+atagf? — atagf? — oPas B2 + alai B + 202 ae 8 + alasfE + aas?
+aas 52 + agft + a854) + a3 sin® 0 cos* 6 (a7a4 +3a%ay — abazp
—abagf — aPayf — 4atayf — atar B2 — 2atag % — Py S + alay B
+a’ar 82 — a’ag B’ + aasf? + az8Y))

atph (oz2 + ﬁ) sin® 0 cos? 0 (aQag + 2aas + asﬂ) + atagB° (a2
+5)%sin” @ cos 0 + o' 31 sin® 0 cos® 0 (a®az — a’az8 — a’ayf3
—2a°a4f8 — 4atasB — atar B — 2atag % + 302ay % + olar P
—a2ag3 + 20:au5° + a7,84) +a®ptcos® 6 (a4a1 — otagB — 2a3as
—3c%a18 — 202as3* — 2aazf* — a()ﬂ?’) — o3 sin® 6 cos® 6 (a6a9
+atay — atar B+ atagf — 2034 B — 3alasf — 2a%ar 5% — oagB?
—20a43* — a7 3 — a953) +abB*sinf cos” 6 (a4a2 —atarB
—20%a48 — 30%as8 — 202a7 3% — 2aau /% — a7B3)

—a*B®sin* 6 cos* 0 (a6ag + 2a°a5 + a*a; — atagf + atasB
—2a3a38 — 3041 B — 202a6 % — alagf? — 20as? — 2aas 3

—asf’ — asB?) + ' sin® G cos® 6 (a’a; — alagB — alagB
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—20°a3f8 — 20°as3 — 4atar B — atagf? — 20t agf? — 203a5 5>
+3c%a1 5% + oag B — alasB® + 20as P + a664) ,

Qs = 2 (a2 + 5)2 (a2 cos® @ — Bsin? 6)3 S (S — OzﬂQRcosﬁ) ,

com

S = \/a252 (B (a2 + B)sin®6 — a®cos? 0 (a2 + BR? + ).

Integrando o lado direito da equacao diferencial (6.10), obtemos a fungao “averaging”,
f:(0,y/—a?/B) — R, dada por

3atag — 3atby + o?a; + o’agf + 3alagf — o?Bby
sy = st i
—3a?Bby + a’by + a3 — [3%by)
da(—B)32 (a* + B)
e {(oﬁag + adas + ata; — atagB + 20tagB — alasf
4a3(=F)3/2 (a2 + )
adasf — a?ay 8 — 2a%agf? + alagB? — aazf? — agB?)
4a¥(=B)*2 (a2 + )’
B(a® + 5)2 (ag — by) ny (a?as — a?bg + agff — Pbr)
2(-B)" 3 2(=p) |

—f2

onde

f0:R7 aleng f?ZR\/Oé2+ﬁR27
fy = (a = (0> + B)y/a? + BR?).

Os Wronskianos W( fo, ..., fx), para k = 0, .., 3 sdo dados por

232 RS

W(fo) = R, W(fo,fi)=2R’ W(foaf17f2):_m’

1232 R? 9 > 5 o4 oo
W(fo, - f3) = —W ((a +B) Va2 + BR? (8a* 4+ 8a*BR
+B°RY) —da(a® 4+ BR*)(20% 4+ BR?)) .
Obviamente, os trés primeiros Wronskianos nao se anulam porque R € (0,y/—a?//3). O

ultimo Wronskiano ¢é igual a zero se, e somente se,

(a? + 8)* Va2 + BR2(8a* + 8a’BR? + B*R*) — 4a(a® + BR?)(20° + BR?) = 0.
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Passando o termo [(a2 + 3)* \/a? + BR2(8a* + 8a2BR? + $2R*) para o lado direito da
equagao anterior e elevando ambos os lados ao quadrado, obtemos
(—a® — BR?) (640 + 1280 BR* + 25603 + 80a'*5°R*

+5120" %32 R? 4 3840 5% + 160" 3° R® + 3200 8° R* 4- 7680 3° R?

+2560'°5° + B R® + 640”8 R® + 480a° ' R* + 5120°B*R* + 64a°3*
—640% + 4058°R® + 96a°5° R® + 3200835 R* + 128a°3° R? — 1280°BR?
+60*BR® 4 640 BO RS + 800 B° R — 80a* B R* + 40?7 R® + 160° 3" RS
—16a*B*R° + B°R®) = 0.
O fator (—a? — BR?) nao se anula. Fazendo a mudanga de varidvel h = R?, no segundo
fator do lado esquerdo da equacao anterior, obtemos o polinomio de grau 4
p(h) = 64a' +128aMBh + 25605 + 80ar?B2h? + 512212 3h
+3840'26% + 16015213 + 32001052 h? + 76800 53 h + 25601053
+640° B h3 + 48008 h% + 5120° 4+ o8R! B + 640557
—640® + 4a58°h* + 96a°5°h3 + 32005 85K + 128a°5°h
—12805Bh + 60285t + 640 85K + 80a* 5°h? — 80 52 h?
+40?87h* + 160287 — 160283 + B8R
Para analisar seu ntmero de zeros, aplicamos o resultado dado em [60]. Reescrevemos
esse polinomio como segue
p(h) = s4 + s3h + syh* + s1h® 4 soh*.

Olhamos para as expressoes

DQ == 38% — 88082,
D3 = 16535954 — 1855535 — 6505754 + 1450515253 — 48085 — 35153 + 5153,
Dy = 256s5s8 — 19252515357 — 128525352 + 1445259525, — 275355

—|—144303 3234 6303 3334 808081858384 + 1880818283 + 16303384
4.2 3 3 2.2.2
—43085835 — 275157 + 1853898384 — 45355 — 478584 + 515553,

E, = 83(2)33 — 4505189 + s‘f.
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Assim, obtemos

Dy

Ds

Dy

En

12807 3%(a” + 8 = 1)(® + B+ 1)((a® + B)* + 1)((o” + B)* — 6),
1638408 (o + B — 1)*(a® + B+ 1)*((a® + 8)* + 1)*(17(a® + B)*
—4),

671088640 3'2(a® + 8 — 1)3(a® + B)*(@® + B+ 1)*((a® + B)* + 1)?,

—1024a°8%(a® + 8 = 1)(0® + B+ 1)((a® + B)* + 1)(3(c® + B)* — 4).

Relembramos que 8 < 0, a?+ 3 <0e R € (0,/—a2/3). Assim,

(i) Se Dy =0, entao Dy = 0 e D3 = 0. Isso implica que o polinémio p tem uma raiz real

de multiplicidade 4 (veja [60]). Entretanto, D, = 0 se, e somente se, a® + [+ 1 = 0.

Temos que

p(0) =640 (0 + B — 1)(® + B+ 1)((a® + B)* + 1).

Se a?+3+1 = 0, entdao p(0) = 0. Portanto, h = 0 é a raiz real de p de multiplicidade
4. Tsso é impossivel, porque R € (0, /—a?/p).

(i) Se Dy > 0, entdao a® + 8+ 1 < 0. Assim, Dy < 0 e o polindmio p nao tem raizes

reais (veja [60]).

(iii) Se Dy < 0, 1.é., —1 < a® + B < 0, entao o polindémio p tem 2 raizes reais, mas isso

nao acontece porque o + 3 & (—1,0).

Portanto, o Wronskiano W (fy, .., f3) nao se anula para R € (0,/—a?/f). Assim,

desde que (fo, ..., f3) é um sistema-ECT, a fun¢ao “averaging” f tem no maximo 3 zeros

simples e eles sao realizaveis. Pelo Teorema 2, esses zeros fornecem 3 ciclos limite para o

sistema (6.2).

Se supormos que a? + 3 > 0, entao repetimos os calculos com a funcdo positiva

FR(a” + P)
Va2B2(B(a? + B)sin® § — a2 cos? 0(a2 + BR? + B)) + af2Rcosd

e asseguramos que o sistema (6.2) tem no maximo 3 ciclos limite e eles sao realizdveis

desde que o + 8 ¢ (0,1). Assim, o Teorema 14 est4 provado.



135

6.3 Comentarios sobre as classes P; e F;

O célculo do numero N para as classes P; e P5 permanece em aberto. Para a classe P,

temos a integral primeira

H(r.y) a?z? — 2a2zy + oPy? + 2 + 2zy + o2
x =
T g2 (a* =202z — 202y + a2 + 22 + 2zy + y2)’

e seu fator integrante correspondente

1
(a2 +2+y)’ +a2)?

Wz, y) =

Repetindo o mesmo processo feito nas provas dos Teoremas 13 e 14, encontramos uma
funcao positiva p, dada por

B 4R?*a*(sin @ + cosf) — 2RV/'S
P 9sinfcos O((AR? + a2 — 1) + (AR2 — 1)a2 — 1’

onde

S =a*((2 — 4R*)a® — 2sinfcos O(4R*a* + a* — 1) + a* + 1),

e obtemos um sistema na forma padrao do teorema do “averaging”

dR <= Di(p,a, B,a,b)
— =c S0 0T R4 O(2), 6.11
ng ; Q5(R?Qpa&76> ( ) ( )

onde o denominador Q)5 é dado por

Qs = o*((a®—1)sin20 —a® — 1)3(sin 20((4R* + 1)a® — 1) + (4R* — 1)a?
—1)((a® —1)sin20((4R* — 1)a? — 1) + o*(4R*(a® — 1) + o + 2)

—4R(sin 6

+cos v/ at(a?(—4R2 + a2 + 2) — sin20(4R%2 + a4 — 1) + 1)

+1)%(sin 20(4R*a® + a* — 1) + 2Rsin )

+ cos 0)\/a*(a?(—4R? 4 o? + 2) —sin20(4R2a2 + a* — 1) 4 1)
+(2Ra — a? —1)(2Ra + o* + 1)).
Devido a expressao do denominador ()5, nao podemos calcular a integral para aplicar

a teoria do “averaging” para a equacao (6.11). O mesmo problema acontece com a classe

Ps.






Apeéendice A

Algoritmo no Mathematica para o

Sistema 5.2

A seguir, damos explicitamente os comandos no manipulador algébrico Mathematica,

usados para colocar a classe de sistemas
i = y(—1+2ax +2B2°%) + epi(z,y),
j o= o+aly? - a?) + 280y + eqi(e,y),

na forma padrao do “averaging” e para calcular a fungao média. Essa classe de sistemas
foi dada anteriormente no Capitulo 5. Observe que para evitar erros, testamos numerica-

mente os resultados obtidos.
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xp=P=y(-1+2ax +2bx"2)
yp=Q=x+a(y"2-x"2)+2bxy"2;
aa =[x = rCos[d], y » rSin[d]};
rp = Collect[(x xp + y yp)/r /. aa, r, Simplify];
op = Collect[(x yp — y xp)/r"2 /. aa, r, Simplify];
H=(x"2+y"2)/(1-2x(a+bx));

2

(-1+2ax -I-be:)";
Factor{D [H, x] P+ D [H, y] Q]
0

Factor[D [P g, x] + D [Q 1, ¥]]
0

Simplify[D[H, y]/P]

2

(~1+2ax+2b2)
Simplify[-D[H, x]/Q]
2
(-1+2ax+2bx)?
p=alx+a2y+adx*2+adxy+aS y"2+a6x"3+a7x 2y +a8xy 2+a9y"3;
q=blx+b2y+b3x"2+bdxy+b5S y"24+b6x"34+b7x"2y+bBxy "2+ h9y"3;
an =[x = pCos[6], y = pSin [8]};
Assuming[R > 0, FullSimplify [Solve[(H /. aa) =R"2, p]]]

{p > -(R(2aR Cosl6) + V2 /(2 + (a* + 2b)R? + (a® + 2b) R* Cos[26]))) /(2(1 + bR? + bR Cos[20]))}.
{p—(R(-2aRCosle] + V2 y/(2 + (a? + 2b) R? + (a? + 26)R* Cos21))) /(2(1 + bR + bR? Cos[2 1))} }

p= (R{—a R Cos[8] + \ll + (a’ + 2b) R Coslo)’ ))/(1 +2b R? Cos|0]*);

bb = Factor [u(x*2 4+ y*2)(Qp-Pq)/(2R(Qx - Py)) /. aa];

num = CollectINumeramrfbb], ill +a? R? Cos[0]? + 2b R? Cos[d]* , Factorl

den = Simplify[Denominator[bb]]

Ex ponentlnum /s ‘VI 1+ a2 R?Cos[6]® + 2bR? Cos[6]> -0, R, Listl

(1.3.5.7,9. 11)

Exponenthnel‘frcienl[num, J 1+ a? R* Cos[6]® + 2b R? Cos[8]? , lI. R, Listl
{2, 4,6, 8 10}

kKk={a-=1,bo>1,al=1,a2-1,a3->1,a4->1,a5> 1, a6 > 1,a7T—>1,a8-> 1,
a9->1,bl>1,b2-51,b3>1,bd4>1,b551,b6> 1,b7>1,b8-51,b9>1, R> E};

0 = Cullecl[Coel‘ficient[num, R, 0]/ Jl + a? R? Cos[61® + 2b R? Cos[d]? , {Cos[6], Sin[6]}, Faclor]

11 1+ a> R? Cos[6]® + 2 b R? Cos[]*
¢l = Collect|Coefficient[num, R, 1], {Cos|#], Sin|[6]}, Factor]
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2|

2= Cullect[Coefficient[num, R, 2]/ J] + a’ R? Cos[4]* + 2b R? Cos[d)* , {Cos[6], Sin[d]}, Factor]

v 1+ a2 R? Cos6]? + 2b R? Cos[0]®
¢3 = Collect| Coefficient[num, R, 3], {Cos|6], Sin[6]}, Factor]

od = CellectICoefﬁcient[num. R, 4] / v 1+ a2 R Cos[6]? + 2 b R? Cos[d]? , (Cos[6], Sin[6]}, Factor

\I 1+ a* R? Cos[6]* + 2 b R? Cos|#]®
¢5 = Collect[Coefficient[num, R, 5], {Cos[6], Sin[6]}, Factor]

6 = CollecllCoel‘ficientlnum, R, 6] / \( 1+ a> R? Cos|f]? + 2 b R® Cos[6]? , (Cos[#6], Sin[d]}, Factor]

1+ a2 R? Cos[6]* + 2 b R? Cos[6]?
¢7 = Collect|Coefficient[num, R, 7], {Cos|#], Sin[#]}, Factor]

¢8 = Collect| Coefficient[num, R, 8] / 1+ a2 R Cos[6)® + 2 b R? Cos[6]® , {Cos|d], Sin[6]}, Factor|

v 1+ a2 R? Cos[6]? + 2b R? Cos[0]?
¢9 = Collect[Coefficient[num, R, 9], {Cos[#], Sin[#]}, Factor]

cll = Collecthaefﬁcient[num, R, 10] / J 14 a? R? Cos[0]* + 2b R? Cos]d]* , {Cos[6], Sin[d]}, Factor

\Ii +a* R? Cos[6]* + 2b R? Cos[]”
c11 = Collect[Coefficient[num, R, 11], {Cos[#], Sin[#]}, Factor]
f1 = Assuming[1+2bR* #0, Integrate[cl/den, {9, 0, 2x}]/(27)|
Nintegrate[cl/den /. kk, {6, 0, 27}] /(2 7)
-0.156875
NIf1 /. kk]
-0.156875
2= Assuming'l +2bR?#0, Integrate[c2/den, {8, 0, 2x}]/(2 Jr)]
Nintegrate[c2 /den /. kk, {6, 0, 27}] /(2 7)
NIf2 /. kk]

13 = Assuming[1+ 2bR? £0, Integrate[c3/den, (6, 0, 2x}]/(2m)|

SAborted

¢3/den

131 = Assuming|1+2bR? #0, Integrate]—(5a’ a1 — 4aa3 + a6 + 10 a1b) Cos[8]* /den, {6, 0, 21}] / 2 )
Nintegrate|—(5 a” al — 4 a a3 + a6 + 10 a1 b) Cos[6]* / den /. kk, (6, 0, 22} / (2 7)

0.00667308

NIf31 /. kk]

0.00667308

32=134=0

33= Assumingl] +2bR? 20, [nlegrate[
—~(-3a%al+aa3—4aa5+a8+2alb+8a> b2 +8bb2 - 5abd + b7) Cos[0]* Sin[6]* / den, (6, 0, 271}| / (2 m)|
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Nlmegrate[ I3
—(-3a%al+aa3 —4aa5+a8+2alb+8a>b2+8bb2—S5ab4+b7) Cos[0)” Sin[6]* /den /. Kk, (6, 0, 2x}| /(27)

0.0372344
NIf33 /. kk]
0,0372344
£35 = Assuming|[1 + 2 b R? £0, Integrate[—(a a5+ b9)Sin[6]' / den, {6, 0, 21} /2 7)|
NIntegrate|—(a a5 + b9) Sin[6]* / den /. Kk, {6, 0, 27}| /2 7)
0.296089
NI£35 /. kk]
0.296089
= —(f31 + 132 + 133 + 134 + 135);
Nintegrate[c3 /den /. kk, {6, 0, 22} /(2 7)
~0.339996
NIf3 /. kK]
~0.339996
¢4 /den

f41 = Assuming[1+2bR? £0, Integrate|—+v/(1 +a’ R? Cos[6]” + 2 b R? Cos[4]’)
(~4a’al+8a’a3-5aa6-24aa1b+8a3b)Cos6]°/den, (6,0, 22}| /2 m)

Nlntcgrate[—wl 1+a?R2Cos[0]> + 2b R2 Cos[6]* (-4 a’al+8a’a3—5aa6—24aalb+8a3b)Cos[6]°/den /. kk,
0,0, 2x}]/(2x)

~0,0147707

N[f41 /. kK]

-0.0147707

f42 =144 =146 =0

0

f43 = Assuming[1+ 2bR? £0,
Integrate]—+/(1 + a> R Cos[8]” + 2b R? Cos[6]*) (4a* al —4a’ a3 +8a’ a5+ aa6 - 5aa8+2a3b +
8a5h—82a°b2—24abb2 + 122> b4 + 6 b b4 — 6 ab7) Cos[6]’ Sin[6]* / den, {6, 0, Zx}]/(zu)]

N[ntegrate[—v 1+ a2 R? Cos[@]* + 2 b R? Cos[0]*
(42°a1 -4a’a3+8a’a5+aa6-5aa8+2a3b+8a5h -8a’b2-24abb2 + 122’ b4 +6b b4 - 6ab7)
Cos|6)’ Sin[6]* / den /. KK, (6, 0, 2 N}] / 2n)

-0.0127711

NIf43 /. kk]

-0.0127711

145 = Assuming|[1+ 2bR? £0, Integrate|
-y (1+a R? Cos[6]* + 2b R? Cos[6]”) (—4 a” a5 + a a8 + 2 a5 b — 6 ab9) Cos[6] Sin[6]* / den, {6, 0, 27}| / (2 n)]
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4|

Nlmcgralel

-J 1+a” R? Cos[6]” + 2D R? Cos[6]* (—4a”a5+ aa8 +2a5b — 6 ab9) Cos[6] Sin[6]* / den /. kK, {6, 0, 2 n}| / 2n)

~0.174009
N[f45 /. kk]

~0.174009

14 = —(141 + 142 + 143 + 44 + 145 + [46);
Nintegrate[c4 /den /. kk, {6, 0, 2x}] /(2 x)
0201551

NIf4 /. kk]

0.201551

¢5/den

51 = Assumingll +2bR? £0,
Integrate]—(4 a* a1 — 122% a3 + 13a% a6 + 40 a’ a1 b — 32223 b + 8 a6 b + 40 a1 b?) Cos[6]® / den, (6, 0, 22}| / (2 7)|

Nlntegratel
~(4a*al - 122%a3 + 132 a6 + 40 4> a1b — 32223 b + 8 a6 b + 40 a1 b?) Cos[6]° / den /. kk, (6, 0, 27}] / 2 )

0.0106057

NIF51 /. kk]
0.0106057
f52=154 =156 =0

£53 = Assuming|[1 + 2b R? #0,
Integrate]~(~4a'al +8a*a3 — 122’ a5 52’26 + 132’ a8 82’ alb—-2aa3b—32aa5b +
2a6b+8a8b +16a1b% + 8a* b2 + 482> b b2 +24b7 b2 — 202 bd -
30 abb4 + 18 2’ b7 + 6 b b7) Cos[6]* Sin[6)* / den, (6, 0, 27}| / 2 7)|

NIntegratel
~(~4a*a1+8a’a3-122°a5-5a%a6+ 1327 a8 - 8a’alb - 2aa3b-32aa5b+2a6b +8a8b + 16al1b’ +
8a' b2+ 4827 b b2 +24b* b2~ 202’ b4 ~30abbd + 182> H7 + 6 b b7)
Cos[6]* Sin[6]? / den /. kk, {6, 0, 27} /(2 7)

0.0145246
N[f53 /. kk]
0,0145246

f55 = Assuming|[1 + 2b R? #0,
Integrate]—(8a® a5 —5a” a8 — 2aaSb + 2a8 b + 182’ b9 + 6b b9) Cos[6)* Sin[6]* / den, (6, 0, 27} / 2 )]

NIntegrate|~(8 2° a5 — 5a” a8 — 2aa5b + 2a8 b + 18 2> b9 + 6 b b9) Cos[0]* Sin[6]* / den /. kk, {6, 0, 2x}| /2 7)
0.101383

NIf55 /. kK]

0.101383

15 = —(I51 + 152 + 153 + [54 + 155 + 156);

NIntegrate[c5 /den /. kk, {6, 0, 27}] /(2 7)

-0.126513
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NIf5 /. kK] Is
~0.126513
¢6 /den

f61 = Assuming|[1+ 2bR? £0, Integrate]—+/(1 + a’ R? Cos[6]” + 2b R Cos[0]*) 2
(4a*a3-102°a6 - 122° a1 b+ 242> a3b — 15226 b — 36 aal b? + 1223 b?) Cos[6]” /den, (0, 0, 2} / 2 m))

Nlntegrale[—J 1+ a? R? Cos[6]® + 2b R? Cos[6]* 2
(4a*a3 -102°a6 - 122 alb+ 242’ a3b - 15226 b — 36 aal b’ + 1223 b7)
Coslél” /den /. Kk, (6, 0, 27| / @)

~0.0310497

NIf61 /. kk]

~0.0310497

62 = f64 = 66 = 0

f63 = Assuming|1+2b R? £0,

lmegnnewl +a? R* Cos[]” + 2bR? Cos[0]® 2(4a*a3-42%a5-62° a6+ 102’ a8 —~4a’alb -
242 a5b+3aa6b+15aa8b+12aa1b” - 6a3b* —12a5b” + 162> b b2+ 24ab? b2 -
8a' b4 — 242 b b4 — 6 b” b4 + 16 2> b7 + 12 a b b7) Cos[6)° Sin[6]* / den, (6, 0, 2::}]/(2 x}]

NiIn tegratel

\[1+a’R’Cus{e]2+sz’Cusw]2 2(4a*a3-4a'a5-6a’a6 + 10a° a8 - 42> alb—24a%a5h+32a6b +
15aa8b+12aalb*-6a3b* —12a5b* + 162 bb2+24ab?* b2 —8a* bd -
24 a?b b4 — 6 b2 b4 + 16 2> b7 + 12 ab b7) Cos[6]° Sin[6]* / den /. kk, (6, 0, z:r}l/tzm

-0,0143429
NIf63 /. Kk]
~0.0143429

165 = Assuming[l +2bR? 20, Integrate[ J 1+ 2> R? Cos[6]® + 2 b R? Cos[4]? 2

(42*a5 — 62 aB + 3228 b — 6 a5b” + 16 a® b9 + 122 b b9) Cos[6]’ Sin[0]* / den, (6, 0, 2;:}]/(2m]

1651 = Assuming[l +2bR%2 %0, [ntegrate[ \[ 1+ a*R? Cos[6]* + 2 b R? Cos[9]® 2

(4a*a5—-6a*a8+3aa8b —6a5b” + 16a° b9 + 12abb9) Cos[6]® /den, (6, 0, z:w}]/(zx)]

Nlntegratew 1+ 2% R2 Cos[0]® + 2b R? Cos[0]? 2
(4a*a5-6a’a8 +3aa8b—6a5b> + 16a* b9 + 12ab b9) Cos[6]® /den /. kK, (0, 0, Zx}]/[Zx)

-0,137879
N[f651 /. kK]
~0.137879

1652 = Assumingll +2bR*£0, Integrate] -/ (1 + a® R? Cos[6)* + 2 b R? Cos[6]*) 2
(42*a5-62°a8 +3a28b —6a5b” + 162’ b9 + 12abb9) 2 Cos[0]* /den, {6, 0, 2x}| /(2 m)]
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Nlntegratel—v 1+ 2> R? Cos[#)* + 2b R? Cos[6]* 2

(4a%a5-6a’ a8+ 3228 b — 6aSb” + 162> b9 + 12ab b9) 2 Cos[0]® /den /. kk, {4, u,zx}l/(zm

0.0799355
N[f652 /. kk]
0.0799355

1653 = Assumingll +2bR} %0, [ntegrate[ v 1+ a2 R Cos[6]? + 2 b R? Cos[6]? 2

(4a*a5-6a’a8+3aa8b —6a5b> + 162> b9 + 12abb9) Cos[6]” /den, (6, 0, 2aw}]/(2x)]

NIntcgrate[J 1+ a®> R? Cos[#)® + 2b R? Cos[6]® 2
(42'a5-62a8+3aa8b - 6a5b? + 162’ b9 + 12ab b9) Cos[d]’ /den /. Kk, (6, 0, 23&’}]/(27{)

—0.0216407

N[f653 /. KK]

-0.0216407

165 = f651 + 1652 + 1653;

fo6 = —(f61 + 162 + 163 + 164 + 165 + 66);

Nintegrate[c6 /den /. kK, {8, 0, 27}] /(2 x)

0.124977

NIF6 /. kk]

0.124977

¢7/den

71 = Assuming[1 + 2bR? £0,
Integrate[2 (4a%a3 — 142a* a6 — 12a* a1 b+ 362> a3b — 39 a>a6 b — 60 a> a1 b + 48 a a3 b? — 12a6 b? — 40 a1 b°)
Cos[6]* /den, (6,0, 2x}] /2 )
Nintegrate| 2(4aa3 — 142a'a6 — 12a* a1 b+ 362 a3b — 392> a6 b — 60 a> a1 b> + 48 2 a3 b* — 12a6 b — 40 a1 b°)
Cos[6]® /den /. kk, (6,0, 21}] /2 m)
0.0171799
NIf71 /. kK]
00171799
72=174=176 =0
173 = Assuming|[1+ 2bR? £0,
Integrate|-2(4a%a3 ~4a°aS—10a'a6 + 142° a8 —4a'alb+4a’a3b -362°aSb+ 327 a6b + 392> a8b +
1227 a1b% —18aa3b* —482a5b% + 6a6 b’ + 1228 b7 + 24 a1 b® + 16 a* b b2 + 4827 b? b2 + 16 b b2 -
8a° b4 — 40 2’ b b4 — 30 a b’ b4 + 24 a* b7 + 36 a” b b7 + 6 b b7) Cos[6]° Sin[0]* /den, (6, 0, 27}|/ (2 7)]
$Aborted
1731 = Assuming[1 + 2bR? £0,
Integrate|-2(4a% a3 -4a%a5-10a' a6+ 142* a8 ~d4a'alb+42°a3b - 36’ aSb+ 327 a6b + 392’ a8 b +

122%a1b? - 182aa3b> —482a5b> + 6a6b> + 12a8b%> + 24 a1 b* + 16 a* b b2 + 48 22 b?b2 + 16 b* b2 -
8a°bd — 402’ b b4 — 30 ab? b4 + 24 a* b7 + 36 a b b7 + 6 b? b7) Cos[6]° /den, (6, 0, 2x}| /(2 )]
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Nlmegrate[ 17
~2(4a%a3-42°a5-102' a6 + 14a* a8 —4a’alb+42’a3b-36a°aSb+32%a6b + 3927 a8 b + 1227 al b -
18aa3b> —48aaSh? + 6a6b? + 12a8b%* + 24 a1 b’ + 16a* bb2 + 4827 b b2 + 16 b> b2 — 8 a’ b4 -
402’ bb4 — 30 ab” b4 + 24 a' b7 + 36 a’ b b7 + 6 b* b7) Cos[6]° / den /. Kk, {6, 0, 2x}| /2 m)

0,02295
N[f731 /. kK]
0,02295

1732 = Assuming|[1 + 2bR* £0,
Integrate[2(4a%a3 —4a%a5 — 102* a6 + 14a* a8 —4a’alb +42°a3b - 362’ aSb+ 3a%a6b + 39 2% a8b +
1227 alb® ~ 18aa3b> 482 a5b* +6 a6 b” + 1228 b + 24 a1 b’ + 16a* bb2 + 4827 b*b2 + 16 b> b2 -
8a° b4 — 402’ b b4 — 30 ab” bd + 24 a* b7 + 36 a’ b b7 + 6 b> b7) Cosl6]® /den, (6,0, 21}| /2 m)|

Nintegrate|
2(4a%a3 -42°a5-102'a6+ 14a* a8 —4a’alb+4a°a3b—36a°aSb+ 32> a6b + 392> a8b + 1227 a1 b* —
18aa3b> -48aa5b?> +6a6b> + 12a8b* + 24a1b* + 16a* bb2 + 482> b2 b2 + 16b> b2 - 82a° b4 —
40 a° b b4 — 30 ab> bd + 242 b7 + 36 a” b b7 + 6 b> b7) Cos[0]® / den /. KK, {6, 0, 2x}|/ 2 7)

-0.0127402
NI1732 /. kk]
-0,0127402

73 = 1731 + 17325

f75 = Assuming|1 + 2bR? #0,
Integrate] 2(4a° a5 - 10a'a8 + 42> a5b+ 327 a8b — 18aa5b” + 6a8 b’ + 242 b9 + 36 4> b b9 + 6 b* b9)
Cos[6]* Sin[6]* /den, (6,0, 27}] /2 7))
1751 = Assuming|[1+2bR? #0,
Integrate] ~2(4a% a5~ 10a* a8+ 42’ aSb + 327 a8b — 182a5b> + 6a8b” + 24a* b9 + 36 a” b b9 + 6 b* b9)
Cos[6]* /den, (6,0, 2x}]/2m)]
NIntcgrateI
~2(4a%a5- 102" a8 + 4% a5h+ 327 a8D - 182 a5b% + 6 a8 b% + 24 a’ b9 + 36 a> b b9 + 6 b? b9) Cos[6]* /den /.
kk, {6, 0, 27} /(2m)

0.0611699
N[f751 /. kk]
0.0611699
1752 = Assuming|[1 + 2bR* £0,
Integrate] 4 (4a°aS—10a* a8+ 42°a5b+3aa8b — 18aa5b” + 6a8b” + 242 b9 + 36 4 b b9 + 6 b* b9)
Cosl6]° /den, (6,0, 27}/ 2m))|
Nintegrate|
4(4a°a5-10a*a8+42°a5b + 327 a8b — 18aa5b” + 6 a8 b7 + 24 2° b9 + 36 2> b b9 + 6 b b9) Cos[0]° /den /. KK,
©, 0,27/ 2n)
-0.03825
N[f752 /. kK]
—0,03825
1753 = Assuming|[1+ 2bR? 0,
Integrate] —2(4a%a5 - 102 a8+ 42’ aSb + 327 a8b — 182 a5b” + 6 a8 b” + 24 a* b9 + 36 a” b b9 + 6 b b9)
Cos[0]* /den, (6,0, 27}| /(2 m)]
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Nlmegrate[
~2(4a%a5—-102*a8 +42* aSb+ 327 a8b — 182 a5b? + 6 a8 b% + 24 a’ b9 + 36 2> b bY + 6 b* b9) Cos[#)* /den /.
kk, {6, 0, 2”}]/(25‘)

0.0106168

NIf753 /. kk]

0.0106168

175 = 1751 + 752 + 1753;

Nintegrate| —2(4a%a5— 10a*a8 + 42’ a5b + 327 a8b — 182a5b” + 6 a8 b” + 242 b9 + 36 2> b b9 + 6 b b9)
Cos[0]* Sin[6]* /den /. kk, (0,0, 27|/ 2m)

00335367

NIf75 /. kK]

0.0335367

£7= —(I71 + 172 + 173 + 174 + 75 + 176);

Nintegrate| ¢7/den /. kk, {6, 0, 27} /(2 m)

-0.0609265

NIf7 /. kk]

~0.0609265

8 /den

/81 = Assuming[1+2bR? #0,

lutegratcl ’J 1+ 2> R Cos[#]* + 2b R? Cos[0]” 4(4a2°a6-8a'a3b +202° a6b + 122° alb® -

24 2% a3b% + 15226 b* + 24 a a1 b’ — 8a3b°) Cos[6]’ / den, {0, 0, 2n}|/(2m|

Nintegrate| v 1+ 22 R? Cos[6]® + 2 b R? Cos[6]* 4
(42°26 —8a*a3b+202°a6b + 12a° alb? — 2427 a3b? + 15226 b” + 24 aal b* —8a3D*)
Costol” /den . Kk, 16,9, 21| / @)

~0,0470058

NIf81 /. kK]

-0.0470058

f82=184=186=0
83 =Assuming[1 +2bR? 20,

Integrate]—+/(1+ a> R” Cos[0]” + 2D R? Cos[6]) 4 (4a° a6 — 42  aB + 82a'aSb — 42’ a6 - 202  a8b — 42’ al b* +
12a%a3b> + 242> a5b> —9aa6b? -~ 152a8b* — 16aa1b> +6a3b> +8a5b° -8’ b2 b2 -8ab’ b2 +
8a'bbd+ 122 b* b4+ 2b° b4 —82° b7 — 162> b b7 — 6 ab® b7) Cos[6]” Sin[6)* /den, (6, 0, 27}| / 2 m)|

$Aborted

831 =Assnming|1 +2bR?#£0,
Integrate|—v/ (1 + a? R? Cos[6]2 + 2b R? Cos[0]*) 4 (42" a6 —4a%a8 + 8a*aSb —4a’ a6 b — 20 a* a8 b — 42> a1 b? +
12a%a3b*+242%a5b> = 92aa6b? -~ 152a8b* - 16aa1 b’ +6a3b> +8a5b° -8’ b> b2 -8ab’ b2 +
8a'bbd +122°b* b4+ 2b* b4 —82° b7~ 162° b b7~ 6ab> b7) Cos[6]” /den, {6, 0, 2x}] /2 m))
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Nlntegratel—v 1+ 2> R? Cos[6)* + 2b R? Cos[6]* 4
(4226 -4a°a8+8a'aSh—-4a’a6b-20a°a8b ~4a’alb? + 122 a3b® + 24 a aSh* -
9aa6b’ - 15aa8 b —16aa1b’ + 6a3b*> +8a5b° ~ 82> H* b2 -8ab’ b2 +8a'bbd +
1227 B> b4 +2b° b4 — 82" b7 — 16 2° bb7 — 6 ab” b7) Cos[6]” /den /. kk, {6, 0, Zn}l/(zm
~0.0639813
N[f831 /. kK]
-0.0639813

1832 = Assuming[l +2bR? %0,

lmegrate[\h+a’R’Cos[8]’+2bR’Cas[e]2 4(42°a6-42%a8 +8a'aSb-4a’a6b-20a>a8b - 42’ al b’ +
122%a3b%+24a%a5b> = 9aa6b? - 15aa8b> —16aalb* +6a3b*> +8a5b° —8a° b2 b2 -8ab’ b2 +
8a'bb4+12a’b> b4 +2b° b4 —8a°b7 — 162> b b7 — 6 ab? b7) Cos[#]” /den, (6, o,zn}]/(zml

Nlntegme[w[ 1+ a? R* Cos[#)® + 2b R? Cos[6)® 4
(4a°a6-4a° a8 +8a*aSb—4a’a6b 202 a8b—4a’al b’ + 122> a3b* + 24 2% aSH? -
9aa6b” —152a8b% —~16aal b’ +6a3b> +8a5b* -8a° b’ b2 -8ab’ b2 +8a'bbd +

1227 b* b4 + 2b° b4 — 82 b7 — 162> b b7 — 6 ab” b7) Cos[6]” /den /. Kk, (6, 0, Zn‘}l/(z:cr)
0.0456627
NIf832 /. kk]
0.0456627
83 = 1831 + 1832;

NlntegrateI-‘J 1+ a? R? Cos[0]? + 2b R? Cos[6]* 4

(42°a6 -4a°a8+8a'aSb—4a’a6b - 202’ aBb —4a’alb’ + 1227 a3b% + 24 2” aSH* ~ 9 aa6 b’ -
15a2a8b* —16aalb* +6a3b> +8a5b*> —8a’b*b2-8ab’ b2 +8a*bbd +122° b? b4 +

2b*b4 —8a°b7 - 16 2° b b7 — 6 ab? b7) Cos[6]’ Sin[0]* [ den /. kk, (0, 0, 2 u}]/(z n)

-0,0183185
NIf83 /. kK]
-0.0183185

185 = Assuming[1+ 2bR? £0,
Integrate|—v/(1 + a” R? Cos[6]> + 2b R? Cos[0]*) 4 (4a°a8 —4a*> a8 b + 12a% a5h’ —9aa8b’ +
6a5b> —8a° b9 — 16 a° b b9 — 6 ab? b9) Cos[6]* Sin[6]* / den, (6, 0, 27}| / (2 m)]
1851 = Assuming[1+ 2D R 0,
Integrate]—+/(1 + a> R? Cos[@]” + 2b R” Cos[6]”) 4 (42 a8 —4a° a8b + 1227 a5b* — 9aa8b” +
6a5Dh® —82a°b9 — 16 2> bb9 — 6 ab? b9) Cos[6]° /den, (6, 0, 22} /2 m)|

NIntegraleI -\[ 1+ 2> R? Cos[6]* + 2b R? Cos[d)® 4
(42°a8 —42’a8b+122%a5b> —9aa8b’> +6a5h’ —8a* b9 — 162> bb9 — 6ab* b9)
Cos[0]° / den /. Kk, (9, 0, 2;:}] / @n)

~0.0729846

N[f851 /. kk]

-0.0729846
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1852 = Assumingll +2bR? %0,

lmegr'ateZJ1+a’Rz Cos[0]” + 2bR* Cos[0]* 4(4a°a8-4a’a8b + 1227 a5b* ~9aa8b” +

62a5b* — 8a%b9 — 16 2> b b9 — 6 ab? b9) Cos[e]” /den, (6, 0, 2x}]/(zm]

NIntegrate| 2 1+ a® R* Cosi61* + 2b R® Cosi6]® 4
(42°a8 —4a’a8b+12a%a5b> ~9aa8b> +6a5b° ~8a°h9 — 162° b b9 — 6 ab? b9)
Cos[6] /den /. kk, (9, 0, 2::}] / @x)

0.0790357

N[f852 /. kk]

0.0790357

1853 = Assuming[1+2bR* 0,
Integrate[— /(1 + a® R? Cos[6]* + 2b R? Cos[0]?) 4 (42° a8 —42® a8b + 1227 a5b* —9aa8 b’ +
6a5b’ —8a*b9 - 16a* b b9 - 6 a b? b9) Cos[6]’ /den. (8, 0, 23}]/(2 x)l

Nlnlegrate[ —J 1+ a? R? Cos[0]? + 2 b R? Cos[0]* 4
(4a°a8 —42°a8b+12a%aSh* - 9aa8b* + 6a5h’ ~8a* b9 — 162° b b9 — 6 a b’ b9)
Coslé’ /den /. kk, 18, 0, 27} / @m)

-0.0282035

NIf853 /. kk]

-0.0282035

85 = 1851 + 1852 + 853;

NIntegrate| ~ 1+ 2*R? Cos[0]* + 2b R? Cos[o]* 4
(4a%a8 —42° aBb+ 122 a5b* —92a8b* + 6a5h° —8a* b9 — 162° H b9 — 6ab’ b9)
Cosl6]* Sin(6]* /den /. Kk, (6, 0, 2} / @n)

~0.0221524

NIf85 /. kk]

-0.0221524

= —(f81 + 182 + 183 + 184 + 185 + 186);

Nintegrate[c8 /den /. Kk, {6, 0, 2}] /(2 7)

0.0874767

NIf8 /. kk]

0.0874767

9 /den

191 = Assuming|[1+ 2b R 0,
Integrate]—4 (4 2°a6 —82%a3b + 282 a6 b + 12a* a1 b? — 36 a® a3 b? + 39 a> a6 b + 40 2% al b* -
322a3b° +8a6b° +20 a1 b*) Cos[6]" /den, (6, 0, 27}] /(2 m)|
Nintegrate| —4 (42° a6 —82a°a3b+ 28 a* a6 b + 12a* a1 b? — 36 a’ a3b” + 392> a6 b* +
40a2a1b® - 32aa3b> + 8 a6 b* + 20 a1 b*) Cos[0]" /den /. Kk, {6, 0, 2x}| /(2 7)

0.0208302
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N[f91 /. kk] [11
0.0208302
92=194=096=0

193 = Assuming|[1+ 2bR? £0,

Integrate[~4 (4a°a6 ~42°a8 +8a°aSb —4a’a6b - 28a' a8 b —4a'alb’ + 162° a3 b +
36a°a5b7 —212% a6b* — 3927 a8b* — 242’ alb®* +222a3b° +32aa5b° - 6a6b® -
8a8b> —16a1b* —8a*b?b2 - 1622 b* b2 -4b* b2 +8a b b4 + 202> b® b4 + 10 ab® b4 -
8a° b7 — 24 a* b b7 — 18 a2 b* b7 - 2b* b7) Cos[6]* Sin[6)* / den, (6, 0, 2x}| /2 m)

f931 = Assuming|[1 + 2bR? #0,

Integrate[ -4 (42°a6 —d4a® a8 + 82> aSb —4a*a6b - 28a' a8b —4a'a1b? + 162° a3 b +
36a%a5b* —21a%a6b% —39a% a8b% — 2422 a1 b® +22aa3b% +32aa5b° —6a6b* -
8a8b* —~16a1b* —8a'b’b2 —16a2b*b2-4b' b2 +8a° b b4 +202° b b4 +
10ab’ b4 —82°b7 —242* bb7 - 18 2’ b* b7 — 2b° b7) Cos[6]® /den, {6, 0, Z:r}]/{z )

NiIntegrate| —4 (4226 —4a°a8 +8a%a5b —4a'a6b—28a'a8b—4a'al b’ +
16a°a3b® +36a°a5b” —21a%a6b* —392a% a8b> — 242’ a1 b+ 22aa3b* +32aa50° -
6a6b*—8a8b° - 16a1b* —8a*b? b2 - 162> b* b2 -4b* b2 +8a°bbd +202° b2 b4 +
10ab*bd —8a°b7 — 24 a* bb7 — 182’ b> b7 — 2% b7) Cosl6]® /den /. Kk, (6, 0, 27}] /2 7)

00301131
N[f931 /. kK]
~0,0301131

1932 = Assuming|[1+2bR? #0,
Integrate[4 (42°a6 —42°a8 + 82" aSb—4a'a6b—28a*a8b — 4a*al b’ + 164’ a3 +
362°aSb? — 212> a6b* 39 2% a8b? — 2422 a1 b> + 22 2a3b + 32225b° - 66 b* —
8a8b' ~16a1b* ~8a'b?b2 - 162> b* b2 -~ 4b* b2 +82° bbd + 202> b? bd +
10ab® b4 —8a°b7 — 24 a* b b7 — 182 b* b7 — 2% b7) Cos[6]"" / den, {6, 0, 2x}] /2 7)]
Nintegrate| 4(4a°a6 — 42°28 +8a%a5h—4a*a6b - 28a'a8b —4a'a1 b’ +
16a° a3 b + 36 a° a5h? — 21 2% a6 b? — 39 2> a8b* — 24 2% al b® + 222 a3 b® + 32aa5b° -
6a6b’ ~8a8p* - 16a1b* —8a*b* b2 - 162’ B> b2 - 4b* b2 +8a°bbd +202° b’ b4 +
10ab®bd —8a°b7 — 24 a* bb7 — 1822 b b7 — 2b° b7) Cos[6]" /den /. Kk, (6,0, 2x}| /(2 7)
0.0216634
NIf932 /. kk]
0.0216634
193 = —(1931 + 1932);

195 = Assuming|1+ 2b R 0,
Integrate| 4 (42°a8 — 4a*a8b + 16 2> a5b” — 212 a8b* + 222a5b° —~6a8b° -~ 82a° b9 -
24a* b b9 - 18 > b? b9 — 2b° b9) Cos[0]° Sin[6]* / den, (6, 0, 21}] / 2 )
1951 = Assuming[1+ 2bR* 0,
Integrate| 4 (42 a8 — 42 a8Db + 16 2° a5 b — 212> a8 b* + 22225 b° — 628D — 82° b9 —
24 2* bb9 — 1827 b? b9 — 2b° b9) Cos[6]° /den, (6, 0, 2x}| / 2 7)|
Nlluegratel
4(4a°a8 —4a'a8b + 162 aSb? — 2127 a8b” + 22aa5b* - 6a8 b’ —8a° b9 - 24a' b b9 — 182 b? b9 — 2b* b9)
Cosl8]® / den /. kk, {6, 0, 2x}| / 27)
00285136
N[f951 /. kk]
0.0285136
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952 = Assumingll +2bR*#0,
Integrate| -8 (425a8 —42a* a8b + 16a° aSb? — 2127 a8b? +22aa5b* -~ 6a8b> —~82a° b9 -
24a* bb9 - 182’ b? b9 — 2b° b9) Cos[]® /den, (6, 0, 27}] / 2 m)]

Nlntegratel
~8(4a°a8—4a'a8b + 162> aSh® — 2127 a8b* + 222a5b° —6a8b* —82a° b9 — 242* b9 — 1827 b* b9 — 2b° b9)
Cosl0]® /den /. Kk, {0, 0, 23] /(2 7)

~0.0316574
N[f952 /. kk]
~0.0316574

1953 = Assuming[1 + 2bR? £ 0,
Integrate| 4 (4 a° a8 —42*a8b + 162> a5b” — 212 a8b” + 222a5b” — 68> —~8a° b9 -
24a* b b9 — 1827 b2 b9 — 2% b9) Cos[6]" /den, (6, 0, 27}| / (2 m)|

Nintegrate|
4(4a°a8 —4a*a8b + 16a%a5h? —21a% a8b% + 22aa5h* — 6a8b* —8a®b9 — 242 b b9 — 18 a7 b b9 — 2b* b9)
Cos[6]" /den /. kk, (6, 0, 27}| /(2 7)

0.0113872
N[f953 /. kk]
0,0113872
195 = 1951 + 1952 + 1953;
Nintegrate|
4(42°a8 —42*a8b+ 162> aSb? —21a% aBb> + 222 a5b° —6a8b° —8a°b9 — 24a° b b9 — 1827 b? b9 — 2b° b9)
Cos[0]° Sin[6]* /den /. Kk, (6,0, 2x}| /(2 )
0,0082434
NIf95 /. kk]
0,0082434
9= —(f91 + 192 + 193 + 194 + 195 + [96);
Nintegrate[ ¢9 /den /. kk, {6, 0, 2x}] /(2 7)
-0.0375233
NIf9 /. kK]
-0,0375233
¢10/den

1101 = Assumingll +2bR? 20,

lmegrate[ \JI +a’ R? Cos|6]* + 2bR? Cos[6]* 8b(4a*a6—4a*a3b+102°a6b + 42’ a1l b? -

8% a3b?+ 5aa6b? + 6 aal b® — 2a3b°) Cos[0]"" /den, (4, 0, Zn}l/(lhr)]

Nlntegrate[ J 1 +a’ R? Cos[)? + 2bR? Cos[8]* 8b
(4226 —4a*a3b+ 102’ a6b + 42° a1 b> ~8a>a3b> + 5aa6b? + 6aal b’ —2a3b°)
Coslel"" /den /., {6, 0, 21} / @n

~0.0324711

NIf101 /. kk]

~0.0324711
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£103 = Assnmingll +2bR} 20, mtcgratew 1+ a2 R Cos[6]? + 2b R? Cos[6]® $b
(4a%a6+4a°a8-4a'a3b-4a'aSb+102°a6b+ 10’ a8b + 4’ a1 b? —8a> a3b? - 82> aSH? +

5aa6b’+5aa8b? +6aalb® - 2a3b* — 2a5b%) Cos[6]’ Sin[6]? / den, (6, 0, ZH}I/(ZH)I

11031 = Assuming|1 + 2b R #0, Tntegrate] y 1+ a2 R? Cos[0]® + 2b R? Cos[6]®> 8b
(4a°a6+4a°a8-4a*a3b—-4a'aSb+10a’a6b+ 102’ a8b + 42’ a1 b> —8a% a3’ -

8aaSh? +5aa6b? +5aa8b? + 6aalb® — 2a3 b’ —2a5b%) Cos[6]® /den, (6, o,zx}|/(zx)]

Nhnegralelql +a’ R? Cos[A]*> +2b R? Cos[6]*> 8b
(4a°a6+42°a8—4a'a3b—da*aSh+ 102 a6b+ 102’ a8b + 42> a1l b> — 82> a3 > — 82’ a5p% +

5a26b” + 5aa8b” +6aal b’ —2a3 b’ — 2a5b) Cos[0]” / den /. KK, {6, 0,2x}l/(2m

-0,0537209
N[f1031 /. kk]
~0.0537209

1032 = Assuming|[1+2bR? 0, Integrate[— /(1 + a? R? Cos[6]” + 2 b R? Cos[6]?) 8 b
(4a%a6 +4a°a8 -4a*a3b-4a*a5b+ 102 a6b + 102’ a8b + 4 2° a1 b> —8a% a3b? -
8a>a5b> + 5aa6b* + Saa8 b’ + 6aal b’ —2a3b® — 2a5b°) Cos[0]"" /den, (6, 0, 271}]/ 22)]

Nmegra:e[—w/ 1+ a? R? Cos[6]* + 2b R? Cos[6]* 8b
(42°a6 +4a°a8 —42*a3b—4a*aSb+102°a6b+ 102’ a8b + 42’ a1 b* —8a%a3 b> —8a%aSh? +

5a26b° + 5aa8b> +6aalb’ —2a3b° —2a5b%) Cos[0]" /den /. KK, {6, D,ZN}I/(zaw)

0.0432948
NIf1032 /. kk]
0.0432948

1103 = 11031 + £1032;

£105 = Assumingll +2bR? 0, mtegmeH 1+ a? R? Cos[0]® + 2b R? Cos[0]® 8D

(4a%a8 —4a'a5b+ 1024’ a8b — 8a? a5b” + 5aa8b? — 2a5b*) Cos[6]” Sin[0]* /den, (6, 0,2n}|/(2x)|

£1051 = Assumingll +2bR2%0, Imegrate[\l 1+ a? R? Cos[6] + 2b R? Cos[0]® 8D

(42°a8 ~4a'aSb+ 102 a8b — 8% a5bH? + Saa8b® - 2a5b°) Cos[6]” / den, (6, o.zx}l/(zml

Nlmegra:ew 1+ a® R? Cos[6]® + 2b R? Cos[@]® 8b
(4228 —4a'a5b+102° a8b — 82> a5 b? + 5aa8b* —2a5b%) Cos[6]” /den /. kk, (6, 0, 23!}[/{2:!')
—0.018818

N[f1051 /. kk]
-0.018818

11052 = Assumingll +2bRE£0, lntegrate[—z v 1+ 22 R Cos[8]® + 2b R? Cosff]* 8b

(4a%a8 —4a*aSb+102° a8 b — 8a% a5b? + Sa a8 b? — 2a5b*) Cos[6)° / den, (6, o,zx}]/(zx;]
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Nlntegratel—z q 1+ a*R? Cos[d]® + 2b R? Cos[4]® 8b

(4a°a8 ~4a*a5b+10a° a8b - 82> a5 b* + 5aa8 b’ — 2a5b%) Cos[6]” /den /. kK, (6, 0,2x}l/(2x1

0.0268604
N[f1052 /. kK]
0.0268604

11053 = Assuming1+ 2D R? £0, mtegratew 1+ 2> R? Cos[d]? + 2b R? Cos[6]> 8b

(4a%a8 —4a'a5b+102° a8b — 82> a5b? + Saa8b? — 2a5b°) Cos[6]" / den, (6, 0,21!'}]/(2:!')]

Nmegrate[\’ 1+ a? R? Cos[]® + 2b R? Cos[0]* 8b
(4228 —4a'a5b+10a° a8 b — 8 2% a5b” + 5aa8 b? — 2a5b°) Cosfe]" /den,f’.kk,{e,o,Zn}]/(Zn}

-0.0108237

N[I1053 /. kk]

-0.0108237

105 = 1051 + 1052 + 11053;

f10 = —(f101 + 102 + 1103 + 104 + 105 + £106);
NIntegrate[c10 /den /. kk, {6, 0, 27}] /(2 7)
0.0456785

NIf10 /. kk]

0.0456785

cl1/den

f111 = Assuming|[1 + 2bR? £0, Integrate|-8b (a® +2b)
(4a*a6 —4a*a3b+62a” a6 b + 4 a’ a1l b? — 4aa3b” + a6 b? + 2 a1b*) Cos[6]" / den, (6, 0, 2}] /2 2)]

Nintegrate|-8b (a® + 2b)(4a* a6 —4 2’ a3b + 6a? a6 b + 4 a% a1b? — 4 a a3 b? + a6 b? + 2 a1 b*) Cos[0]'% / den /. kk,
,0,2x]/2m)

0.0121242

N[f111 /. kk]
0.0121242
fli2=M14=M116 =0
0

f113 = Assuming[1+ 2bR* 0,
Integrate]-8b (a” + 2b)(4a* a6 + 42’ a8 —4a’a3b —4a’aSb+ 62> a6b+ 6a’a8b + 42> al b’ -
4aa3b? - 4aaSbh? + a6 b? + a8 b? + 2 a1 b%) Cos[6]" Sin[6]* / den, (6, 0, 22} / (2.)|

f1131 = Assuming[1+2bR* 0,
Integrate[-8 b (a’ + 2b)(4a'a6 +4a' a8 ~4a’a3b-4a’aSh+6a’a6b+6a’a8b +
4a’a1b’ —42a3b% —42a5b> + a6 b” + a8 b” + 2a1 %) Cos[6]" /den, (6, 0, 27} | / 2 )|
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Nlmegrate[
-8b(a®+2b)(4a*a6+4a*a8 —d4a*a3b-4a*aSb+6a’a6b+6a*a8b+4a*alb’ —~4aa3b’ —4aa5h’+
a6 b? + a8 b? + 2 a1 b*) Cos[6]" /den /. Kk, (6, 0, 2x}| / 27)

0.019997
N[f1131 /. kK]
0.019997

fl132=
Assuming[1+2bR? 0, Integrate[8b (a’ +2b)(4a*a6+4a*a8 —4a’a3b-4a’aSb+6a’a6b +6a’a8b +
4a’a1b? —4aa3b> - 42a5b? + a6 b? + a8 b? + 2 a1 b*) Cos[0]" /den, (6, 0, 2x}|/ 2 x)]

Nlmcgratel
8b(a®+2b)(4a*a6+4a'a8 ~4a’a3b-4a’aSb+6a’a6b+6a’a8b+4a’alb> —4aa3b’ —4aa5h’ +
a6 b? + a8 b? + 2 a1b*) Cos[0]' /den /. kk, (6, 0, 2x}| /(2 m)

~0.0161656
NIf1132 /. kk]

-0.0161656

f113 = F1131 + f1132;

f115 = Assuming[1+2bR? 0,

|15

Integrate| -8 b (a + 2b) (42 a8 — 4’ aSb + 6 a” a8 b ~ 4 a a5 b* + a8 b?) Cos[6]° Sin[6]* /den, (6, 0, 2x}] /2 )]

f1151 = Assumingll +2bR*%0,
Integrate|~8 b (a? + 2b) (4a* a8 — 42> aSb + 6 a> a8b — 4 aa5b? + a8 b?) Cos[6]® /den, (6, 0, 27}| /2 7)|

Nintegrate| 8 b (a® + 2b) (4 a’ a8 —4 2’ a5b + 6 a” a8 b — 4 a a5 b + a8 b?) Cos[6]* / den /. Kk, (6, 0, 2x}| /2 7)
0.00694918

N[f1151 /. kk]

0,00694918

f1152 = Assuming[1+ 2bR* £0,
Integrate[16 b (a® + 2b) (4 a* a8 — 42> aSb + 6 a” a8 b — 4 aaSb” + a8 b?) Cos[0]" /den, (0, 0, 271}| /2 m))|

NIntegrate| 16 b (a? + 2b) (4a* a8 — 4a° a5b + 6 2% a8 b — 4 a a5 b” + a8 b?) Cos[0]" / den /. kk, 6, 0, 27}| /(2 7)
~0.00999848

NIf1152 /. kk]

~0.00999848

f1153 = Assuming[1+2bR* 0,
Integrate|-8 b (a® +2b) (42" a8 - 42> a5b + 6 2> a8b — 4 2a5b” + a8 b?) Cos[6]'? /den, (6, 0, 27}/ 2 m))

Nintegrate| -8 b (a® + 2b) (4 a* a8 —4a% a5b + 6a* a8 b — 4 a a5 b’ + a8 b?) Cos[6]"? / den /. Kk, (6, 0, 2x}| / 2 )
0.00404139

N[f1153 /. kk]

0.00404139

f115 = f1151 + 1152 + f1153;

fi1 = —(f111 + 112 + 113 + f114 + 115 + 116);

NIntegrate[ ¢11/den /. kk, {6, 0, 2x}] /(2 x)

~-0.0169477
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N[fi1 /. kk]
~0.0169477

f=fIR+R2R"2+BR"3+MWR"4+5R"S+6R"6+TTR*"7+fBR"E+YR"9+TI0R"10 + fl1R"11;
Nintegrate[ num /den /. Kk, {#, 0, 27}] /(2 x)

-83.0604

NIT /. kk]

-83.0604

S = Factor|[f]

num = Numerator|[Factor]S]]

den = Denominator|Factor[S]]

num = Collect|Expand[num /den], (1+2b Rz]lm. Factor|
1
Az———Y142R? (a6-a8-b7+b9 ~2a8bR* ~2bHIR?) -
4b*R

1
—— (~a6+a8+b7 b9 —a6bR* ~3a8b R —2a1 b?R? ~2b? b2 R~ bH7R +
4’ R
3bb9R+4a%a1b?R* +2aa3b” R + 22252 R‘-|~2a6bzR‘+Zth3R"+4alb3R‘)
num = Numerator|Factor[A]]

den = Denominator|Factor{A]]

fum = CollcclIExpand[num]. Vit2ow?, Factarl

num = a6 — a8 — b7 + b9 + Factor[a6 b R? + 3a8 b R* + 2a1 b’ R® + 2b?b2 R + bb7R* - 3b b9 R?| +
Factor[-4a> a1 b’ R* — 2223’ R* - 22a5h* R* - 2a6 B’ R* - 228b° R —4 a1 b’ R*| +

V1+2bR? (~a6+ a8+ b7 — b9 + Factor|2 a8 b R? + 2b b9 R?)
a6 a8 — b7+ b9 + b (a6 +3a8 +2alb+ 2bb2 + b7 - 39 R? -
2b%(2a%al +aa3 +aa5+ a6+ a8 + 2al b)R* + y 1 + 2bR? (~a6+a8 + b7 b9 + 2b (a8 + b9) R?)
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